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8] ricava:

sa M<<e¢, Ja 1*successione ha zero variazioni e la 2" zero variazioni:
sea<<M<B, , ; , Gue variazion: , , zerovariazioni;
sefi<M . . » due variazioni , , due variazioni.

Clot la eccedenza del nomero di variazioni della 1* successione
sulla 2% & zero o due (e cido per @ << M < 8). Non esistendo perd ra-
dici reali s1 vede immediatamente come il teor. I1° debba essere mo-
dificato. B1 avra cioe, in generale, anche per P'eguaz. di 2° grado, il
seguente:

Teortma I1 (7 Fourier-Bupan), — Se si considerano le due succes-
siond f(z), L(z), ["(2); £(3), £(2), £°(3), si avra: 1%) 3l nwmnero delle va-
riaziont della prima successione non & wmai inferiore a queilo delia
seconday 2°) il numero delle radici reali dell equaz. di 2° grado f(x)==0),
(tenuto caleolo del lore grado di wmultiplicita) comprese nell intervallo
(e, B) Vestremo inferiore escluse, non pud mai superarve la differenza tra
le varieziomt di segno della prima suecessione sulle secondn, ma pud
esserle inferiore di un numero pari. Cib polree avvenire solo mel ecaso
che le radict siano complesse ed

o< M= j,

tloge
b

M=— 20

S1 ponga bene aitenzione al fatio che i1l teor. precedente da il
numero esafto od una limitazione superiove delle radiei reali ecom-
prese nell intervallo (x, §), Uestremo inferiore escluso, ciod le radici »
per la gquali &

<< §.

9. Basin osservare che
HD) =¢; f10)=24; ;=2

per rvicavare immediatamente dal teor. 1° la nota regola dei sezni
di Cartesio,

081 dal beor. di Fourier-Budan pud dedursi il teor. I° Infatii si
scelga p maggiore di entrambe le radici, se queste sono reali, oppure
non inferiore ad M nel caso di radici complesse coniugate. Allora,
In ogni cago, non esistono radiei rgali maggiori di p, (quindi il nu-
mero di radiei reali contenute nell’ intervallo «, p, I'estremo inferiore
escluso, coincide eol numero delle radiei maggiori di «); e, come ap-
pare dal nomeri 4, 5,  la successione f(n), f(p), /(1) non ha varia-
zionl, Tall osservazioni sono sufficienti al nostro scopo.

Iueominciando dungne dal dimostrare il teor. di Fourier-Budan,
pofrebbe dedursi quindi il teor, 1° e la regola di Cartesio,

o
——

P, 2 (A

#
Le"
i .' _i_F
v l". I
Py
L
o
14
-

Sy, e
RS L
) i i

BT

ol e |

Y
o By s
1 s
P b g S e

i ) W .'.
P e

I.-i'n-:' ¥
e &

A ~mgﬁ¢: o

Fu a-"-:u:
L] — - -
r il '} _ I}

—




102 PERIODICO DI MATEMATICA,

Pub inveee seguirsi anche il procedimento inverso e cicd @uma 'T
strare prima la regola di Cartesio, da questa dedurre il teor. I* ‘a8

- . :Irl..
A S I

poscia, come o stato fatto precedentemente, pervenire al teos
Fourier, Tale procedimento sarebbe pure elementarissimo. Lo
cherd per mostrarve come la regola di Cartesio ed i due teor. oraiiill
veduti possano stabilirsi anche per equazioni dj grado qualumgue;,. 58
cercando sempre di rendere le dimostrazioni, per quanto mi mru.',
possibile, semplici ed accessibili in una scliola secondaria.
Saré bene ssemplificare pill speeiaimente con riferimenti ad BI]HR?L
di grado superiore ridneibili al 2° erado. kit
Occorrera premetfere aleuni teor., del resto ben noti. 4

10. Tutto il metodo poggia su una formols la quale da il valorg.;:
di uu polinomio f{#) in un punto qualunque z, quando si ﬂDﬂDSﬂﬂl]lf-i
i valori della funzione e di tutte le derivate in un punto z, (formula’ 258
i Tavror-MacLavurin). il
Siano £, fiy fos ... f. 1 resti e "ultimo guoziente (di grado zero) - Es
delie successive divisioni di M=) per w—a,, Allora & :

o
=5

@ =f+@—=z).fi +(z—a).1, Tt loz—m) .7,

=

Per mezzo della regola di Ruffini possono effetbuars: nei ecasi >
pit semplici (ad es: equaz. di 1°, 2° 8° grado, biguadratiche sce.)
divisioni indicate. Determinate cosi Je Fas Taress Ty & suriverﬁbh_ﬁrﬁg_
per questi casi la formola di Taylor. Tutto cip sarebbe elementa~38
rissimo, P

Piti in generale si potrabbe procedere cosi. Avendo riguardo aliid

&
[} =
ails 1 e

modo come la eguaglianza precedente & stata ottenuta, si vede che ¢
e una identifa. L

Altretiante identita saranno allora le uguaglianze dedotte pr&n'-";__ilhjj"-'E

S
dendo successivamente le derivate 1%, 2% .. . dei dne membri. Facendo

1y LR

In ciaseuna di queste idenlith #=,, 81 ricaverebbe immedinta- 2
menie:

: , 1
fo=H); f,=F(z); f,.= 1.2/ @i ifi=5—

. [,

I"—-l-l

Sostituendo si avra cosi la formola di Taylor per un polinomio, %
Cl08; Gyt

) =) 5200 + 55 e+ 5 e 8

Dal modo come questa formola & stata ottenuta, si deduce la i}
seguente osservazione che ¢i sark ulils in segulto: la serie dei valori. 33
che assumono per z, il polinomio f e le sue derivate & ugnale, a
meno di fattori numeriei positivi, a guella dei resti e dell’'ultimo
quoziente delle n successive divisioni per @ —um, .
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Posta In definizione che z, dicesi radice di grado /, se f(z) & di-
vistbile per (x —=,)* e non per (z — z,)*, per la osservazione pre-
cedente, &1 ha subifo: Condizione necessaria e sufficiente perché z,
sia radice di grado k & che sia

flay) = flx)) = .= ["Vz) = 0; ANENE AV

Da questo si deduce:

Se X, ¢ radice di grado k di {(x) =0, & anche radice di grado k—1
di T(x) =D,

I, Ricordo por altri teor. ben noti, Per brevita faceiamo uso
delle seguent: convenzioni:

1°) se esiste un numero positivo M fale che per ogni 2 > M, la f(z)
ha una certa proprietd, divemo che tali proprieta vale per @ =00;

2°) se considerale un punto z,, esiste nn numero positivo p, tale
che per ogni = che soddisfi alln 0 <z — =z, <, — o risp, alla
VZax,—a<p, —la fla) ha una certa proprieta, divemo che tale
proprietd ha luoge in un énforno a destra, — o risp. intorns a sini-
stra, — del ponlo x,.

Dopo ¢io, considerato un polinomio:

lx}=—a,+azx+4 ax®*+4...+ a ",

se a,+0, e se a, & il coeff. del 1° termine diverso da zero, i teoremd
il qualt accennavamo possono brevemente essere esposti cosi:

n) La f(«) ha il segno di a_;

b) il segno i {(x) ¢ quello di a, in un intorno a destra del punto
gero, imvece in wn intorno « siristra & quello di (— 1) . a,;

¢) s¢ o, B sono numeri reali che non annullano 1{x), tra 2 B & con-
enuto wn nuwmero pari o dispari di radici di {(x) =10, a seconda che
(o) ed f(B) hanno segni uguali od opposti.

Dopo cib, sia a,=0, e sia a, il coeff, del 1° termine diverso da
sero: dal teor. b) sl rienva subito che in nn intorne a desira del punto
ero, £ ed [ hanno lo stesso segno — quelle di @, —, in un intorno
1 siisbra hnono segno opposto, —risp. quelli di (—1)%. a,; (— 1) a,.

Posto allora nella formola di Taylor z — 2, =, ed applicando
la fonzione in y cosi oftenuta quanto & stato ora delto, si avra:

d) Le due funz. f, £ hanno in wn intorno a destra di una radice X,
lv f(x) =0 Io stesso segmo, in un intorno a sinistre hanno invece Seqno
\pposto. b

Da questo e dal teor. ¢) si ricava immediatamente il seguente
eoremiu ;

e) Tra due radici reali successive di f{x) =0, esisie sempre un nu-
nero dispart di radici reali di 1(x) =0.

Infine, ricordando la convenzione circa il segno da attribuirsi ai
ermini nulli di una suecessione (ad es: guelia dei coefficienti), dai
eor. a), o), s1 deduce:
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f) Le funzioni f(<) f'(x)} hanno per X =0 ugual sqgno, — WEH@_.? -. _
a, —; in un intorno a destra del punio zero risp. i segni di 2,, a, '} 3

un intorno a destra di un punio qualungue X, hanmo risp. i segni dif)
f(Eu), r[I{J. e

-
i ¢
# b x
L R )
i 8l

:::I_ o
i LR
3 .J.. L]

12. Ricordato cid che del resto rappresenta cose ben note, si pn
dimostrare un teor. fondamentale. .

k

Indichiamo con Na, N's risp. i numeri delle radici real; magoiott

di a delle equaz. flx) =0, [(2)=0. Analogamenie si indichi s::uu“

7 . ' . e W .--.-"I[
Neg, N'ag i numeri delle radici delle stesse equaz. comprese nell'ind/

tervallo {a, B), I'estremo inferiore escluso. Allora vale il segneute:-ﬁr

== - .::-I:-
TEOREMA FONDAMENTALD, — 1°) £ sempre N.<N.--1. ¢ 36 in

L g

questa relazione ha luogo il segno uguale, i cogff. a, ed a, debbono uva{@iﬁi‘l“é
segno opposto; 2°) E sempre No < N'g - 1, e se ha luogs il segno ugualayisas
f{a) ed f'{a) hanno segno opposto; 3°) E gempre Nog<N'az -1, ¢ 3,4‘

LR 'i
ot
=

ha luogo il segno ugucle, () ed {la) hanno segno opposto. i
Dimostriamo la prima parte. Siano le N, radici nei panti z, . x,, e s g
risp. dei gradi di multiplicita & L. ... o Lo fry=0 avra radic;
vegh stesst punti coi gradi di maltipheita A —1.5,—1,..., ,7‘.1_1_55;1
e di pii1, pel leorema e) avra almeno nna radiee reale in c:iascullj,‘r";fﬁi :
degli » —1 intervalli formati dalle N, radici. 1
Sard dungue: I
Nﬂ:kl f "?fu wea i kr; N;n:"?" (');*1__'1}_%[‘!:"2__'1.}_"'---_; [Il', -IJ l' r !*
da ecul e
N,<N,-+1.

Supponiamo ora che, fizssato N,y sia N, il minimo possibile
patibilmente con quanto si & org vedufo, cioe N\ =N, — 1. ﬂ]]ﬂ-ﬁﬁ: "
per quanto si & detto Sopra non esisie nessuna radice positiva ﬂ.'li:
f'(#)==0 minore delle radici posilive di flz) = 0. Per ter. d), e), fls
st ricava allora che i coefl. ,, . avranno segni opposti. Nello stes's{i”‘::%__
modo si dimostra la 2* e 8" pavte del teorema i

13. Dopo civ =i pud trovare Ia regoly per la determinazione di N;

1 ,."’.:, ;.
Una prima noziene del numero N, & data dal seguente teor: N, 2 _,__:,;;r
part o dispuri «a seconda che n o & A, hanno lo stesso SEGTO 0 SEGNO OP=

a s
s

posto, il qual Leor. & consexnenza dei teor. ), e). g

-:j.

Ad unu determinazione maggiore si giungerh nel seguente modo, [f

Si indichi con w,, il numero delle vaviazioni di segna tran @, ed a5
3's = . r - - v 57

Dal teor. ora stabilito si dednce facilmente che N,— N', e parl e

d{ﬂp&ll'l, secondo che o, ed @, hanno lo stesso SEZN0 O segno ﬂppﬂstﬂ?{;ﬁi
Cloé =1 avra: 2

PeE

-

3

]

N, —N,=u,,— 2, e

dove v, & num. intero relative. Dal teor. fond. si ha:

N e N’{, = 1. (2) :"'n;
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Allora se fosse v, <0, essendo w,, = 0, si avrebbe dalla (1):

Nu = Nf-"_l } 1 .*L-.' ¢

.I
- i 1

'II-‘FI..

.1_*‘

anlm 5 A

e

in conkraddizione eolla (2). Si & gwnfi guindi al seguenie:
LeuMa., — E sempre

ol

|
e
¥

F L:.'
Nl- — N p— Wy, — E""J 1 0 |

dove v, & intero non neqaiivo.
Dopo c¢io pud dimostrarsi, per induzione, la segnente: ,
Recora p1 Carresio, — Se {(x) =0 2 un'equaz. algebrica di grado n, i
il numero delle radici positive, tenuto caleolo del loro grado di nulti- ‘
plicita, non supera il nuwmero delle viriazioni dei coefficienti; e, se ne 2
mferiore, ne differisce per uwn numero pari.
Sia infatti |

f()=a,+ 0z~ a2 +...+ oz a, +0
g si faccia la solite convenzione cirea 1 termini null).
Si avri
f(z) =+ 20+ ...} ne zv".

1l teor. & siato dimostrato per n=1; 2. Sia vero per # — 1. Al-
lora se indichiamo con 2" il vumero delle vamazioni tra 1 coeff. da
f{x), sara:

T 5
Nﬂ_fﬁ _.l?i-‘f’ _:_-:I

dove v’ & Intero mon negativo. b
Dal lemma ora veduto si ricava, ponendo v +v, =v,

N, = +w,, — 2v.

B eiacelis & o' -1, =, dove 1w 8 11 numero delle variazioni
dei coefl, di f(x), s1 avra:

N,=w— 2y,

dove v & intero non negativo.
La regola di Cartesio & cos1 dimosfrata in tuifa In sua generaliti.
14. Dalla formeola di Taylor-Maclaurin, posto y =2 —«, 81 ha

1]

fle)=1@)+y.f (@) +75 T+ ..+ g ™)

T

i

Ora i valori positivi di ¥ ehe annullano il 2° membro corrispon-
dono ai valori di z maggiorl di o« che annunllano f{x). Questn osser-
vazione & sufficiente per dedurre dul Jemma e dalla regola prece-
dente 1 seguenhi:
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Lexya, — E B
No—N'u =1, (z) — 2, b
il g L
dove w..(a) rappresenta i num. delle eariazioni iyqa f(a) ed f(z), e v,
inlero non megativo, 3

T R T
4

TeorEmMs I. — numero delle radiei reali di un'equaz. algebricq ds:

grado guelungue (tenuto caleolo del loro grado di multiplicita) maggiqfig
dit un aumero reftte o, non puod superars i nwm. delle variazioni dﬁﬂa‘ﬁj
Successione *

I%I.,pjl

A Fla),.... o)
2
¢ SE ne ¢ dinferiore, ne differisce per un mumero DaAri. B |
15. Passinmo org aj teor. di Fourier-Budan per unequaz, ﬂs;
brica di grado n, t'“s'f Ti
Dati due f

humeri reali z <<, pal Jemma ora veduto, avro:
Nu — N::: - IH.I‘_LIII'::.} — 2?’] - E,G' — E’ﬁ —_— I'H’:IF,[[B) o 21'.”] =

Da queste, sottraendo, si ia evidentemente:

Nosg—Nop= Wy, (2) —1c, (3) — 2v, .

Dimostriamo che

% DO pud essere negativo, Infatti se
¢sgendo

o, i-'-r_-'::-'-'L-":'- A,

K-
/\

-
e

oa(2) — 6 (8) > — 1,
SAry :

Nﬂ,ﬂ = N‘u,_ﬂ' ‘F— l,

ed il segno uguale potra aversi per
) =05, (5= 1.

St ba quindi upa contraddizione co] teqr. fondamentale, T COSL/ |

Nﬂlﬂ = NI.‘“JP" — irﬂh] (':z'j = Eru.l rﬁ] — Ellll"‘,l L

dore v, ¢ mwmers intero non negativo,

Ora il teor d1 Fourjer a dimosirato pern=1; 2. Dal lemma, per -"{f.i_;;f?;
Induzione, sj AVER

TeoreMa JT (i Fourier-Bupaw). — J numero di radici yeals (iﬂ-:.,.é'ﬁ;; S
nuto caleolo del 1o grado (i multiplicita) dell'equaz. @ coefficienti rﬂﬂhrpjﬂ
deld'nestoo grado f(x) =), che soadisfano ally relazione <X =X f, ﬂfﬂél;;’-"’
che cadono nelp intervally (x, B) Uestremo inferipre escluso, non SUPEre .\ e

Veceedenza delle variaziont di segno delly suecessione f(a), {'(z),. .., f)fz) =
Sulle varinzioni d i), 1(8),... AAE): e, mel caso, ne differisce per R

numero pari, S benga presente che nel ealcolo delle variaziont non #‘
deve tener conip de; lerming nudli, B

P e ed s

= fn

fe

ar

|
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I6. Sarebbe facile pol dimostrarve che se flz)=0 ha radiei tutte
reali, altrettanto avverra di (@)=0 e delle successive equaz. deri-
vate. Potrebbe quindi, per ragioni didattiche, Incomineiare (o magari,
n un msegnamento elementars limitarsi soltanto a ¢10) dal caso par-
leolare ora accennato. Da quanto e stato debto si vede subito come
I procedimento sarebbe semplificato, La via ora suggerita puod essere
sinstificata anche da ragioni storiche, giacche secondo Darboux
V. Fourier, Oeupies publiés par Darbouz, t. 2°, pag. 311) al solo caso
articolare ora detio si sarebbe limitata una prima dimostrazione di
udan,

17. Terminerdb con aleune 08servazioni e norme pratiche per le
pplieazioni, limitandomi alle equaz. di 2° grado.

Al diseryminante dell’equazione dj 2° grado pud darsi la seguente

rma:
A =7%0) —2£(0). /7(0),.

Prendo allora in esame ung espressione analoga al 2° membro per
wlungne. Per e

@) =10)+2f )+ 570 (=) =7(0) + = 0); £'(a) — (D),
lliﬂﬂ?ﬂ immediatamente

A=Fx)—2f(2). f'(x) (1)

Si ha dungue che i] 9° membro della (1) & un invariante della
izione f(x).

La (1) potrebbe dedursi anche COSi:
(2) - (@)= da’s" L dnbz + 4a¢ = (2ax - d' — A — f*(a)— A, ece.

Dalla (1) si rieavano le seguentl consesuenze:

) Se A <0, le funzieni flx) ed [(z) hanno seipre lo siesso segno:

b) Se in un punto z & 117 =<0, l'equaz. ha radije; reali;

?) S8 In punto z & f=/1"==0, nel punto si ha una radiee doppia;
'VErSA se m un punto x & f= 0,ed @ A=0, si ricava /' =0, Cjod
ieava per le equaz. di 2° grado quanlo & stato detto in Zenerale
a le radici multiple;

) Se in un panto x Ia successiune'f, I, [ presenta una sola va-

ione (essendo ailora necessariamente /. f <) I'equazione la
el reali.

@ (1) potrebbe essere ntilizzata anche per avere diverse espres-
- del diseriminante.

. es. per = coincidente colle radici dell'equaz. o eol punto M,

rebbero formole di facile verificazione diretta e delle guali é
la loro generalizzazione,

"l
i k]

T g T %
s Do i i

" |
r ¥
- %




108 PERIODIOO DI MATEMATICA. i
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8. Finora era stato supposto sempre 7 £0. Spesialmente per)
discussione completa nel caso che i coeff, con lengano paramebri ars
ubile esaminare anche gli annnllamenti di " In tal easo unsa radiéy
rlmeno & infinita e 'equaz. si riduce di grado. Sia dapprima [’ = ="
1 teor. perdono allora ogni sienificato e I'equaz. & indeterminata
ha ambedue le radici infinite a seconda che f=¢ d zero o divers
da zero.
Sia ora f'=0; /'+0. Applieando i teor. I & II° alla equaz. di
1° grado eosl ottennta ed osservando che alle variazion; calcolate per:
questa. equaz. ridotia corrisponde lo stesso numero di variaziouni nelli
suecessione f, f, 7", si ginnge infine alla conclngione che ne; Leoremzss
dimostrati pud togliersi la Limitazione +0, purche si tenga presente ch
esst teor. riguardano solo le radici finile. —r
19. 1 teor. 1 e II° sono utili per la discussione dei problemi ndfje
quali le radiei di un’equaz. debbono essere contenute in un dato D= A

.’.
AL

tervallo. I necessario perd temer presente quanto d stato detta CIT GRS
. - . . ' - i T 14
glt estremi (casi limit) e completare se occorre la discussione col=t
Pesame diretio dei valori che f(z) assume neeli estremi dell’ in ter?nllﬂg‘

Se pero 1 coell. contengono parametri, per determinare col v
riare di essi, il numere delle variazioni corrispondenti alln sUE Cess1ong
f» Iy I’ ® conveniente procedere nel seguente mordo. o

y's : . . >y o . ool ek - e o AR
_ Si fissi anzitutbo I'intervallo di variabilita dei parametri per e
quale le vadici dell’equaz. sono reali. Dopo ¢id, e sempre subordina=gs

o)
I;i‘_" ‘i'll'l'-l- .I_-

tamente alla condizione di realta gia esaminata, si pud procedere CORI; 8

P 3

Ut

ad es.: per I'estremo x: 1% si trovinoe i valori dei parametri pei 'Ef.
Frdid

a) . 1(2) <0 e per essi si avrit una variazione tra i primz due termifige
della suecessione; 2°) si determinino i palori dei parametri per i gual

Sl

wr - N i i - . - - - 1 'TE:IJ
[(e) £(2) <0, e per essi si arrd wna variazione tra il 2° sd il 5° oy ouiis
mine della successione; 3") si determinine i valori dei parametri per:
quali f{a) =10 e per questi valori, se f(2)+ 0 (posto A >0, e per la (L)

Eﬂr E'Ei'ff[ff?-'?HEUHE'. ""-'4
Risolvendo gueste tre relazioni rispetto ai parametri la discus=id
tata per quanto vignarda gli estremi dell” intervallo. La discussione :(ea

% R - & * - : -"-E;f". ;
Sara cosl semplicissima anehe dal punto di visla pratico, 8 poftra (Hﬂ_'g;&
68. se abbiumo un solo parametro) essere agevolata da una rappre~ e
reali e per i quuli sono soddisfatte ciasenna delle tre relazioni OTE:Y
esaminate, 3L

Esempio 1°. — Determinave le posizioni delle radici dell’equazions: "/

del n. 17 essendo aliora 7. " < 1) si qerd une sola variazione in futte=
o
slone procede immedinta, Essa potra Pol, 8& nccorre, essere mmpiﬂ-.:—t;,.-fh
sentazione grafica dei valori dei parametri per 1 quuli le radici sond3,
Tutto cid sard chiarito da due esempi. :
A
rispetto al numero 1.

i1
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Si ha:

smsim B - 3)
f{l]:—ﬁ(}c _il)

fA)=2; FA)=2(—1).

Ordinati i capisaldi della discussione, si fissino 1 valori di & pel
unli le radici gono reali, Osservando poi che & sempre /(1) > 0 per
nalunque valore del parametro, si frovino 1 valorl di & per1 guall

L ha risp.:

f(1).7(1) < 0; (1).F' (1) <0.

| 29 e
e
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S1 conclodera aliora che per k< 7 8 ha n#ne sola radice mag-

: : 1 1 : ik
1ore dil; per < k < - oppure % < <1 s1 hanno due radicy

wgeiort di 1; per £ =1 si ha wna sola radice maggiore di 1.
Ksempio 2. — Disculere per guali valor: di m l'equazione:

(m—2)* +-23Zm—38)e+5m —6=10

vra radiel comprese tra 1 e 2.
S1 ha:
A=—(m—1)(m—3)

i ‘ B
f{l) . 1U‘ k‘-‘” o ";}‘) . ,{r(] ): b (JH — _—;:) - f”(]) P {”1 — 2];
[ 928 7
f(2) =17 | m —E) f(2)=2§ [!H = J!L) f(2)=2(m— 2).

\
Ordinati 1 capisaldi della discussione e tenuta presente la condi-
tone d1 realtn, st risolvano le seguenti relazioni:

f{1).F(1)<0; F(D.f)<0; f(1) =0
2).72)<D;  f@.f @) <0: {12)=0.

&

i | — — | — ﬁ o
- T 2 3
o 17 h 1
|
7 26

S1 vede immediaiamente di qui che solo per <SS 37 51 ha

na radice (la maggiore) nell'intervallo considerato.
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20. Per le equaz. di 2° grado, riprendendo le considerazioni | dgis
numeri 3,4, 5 si pud stabilire immediatamente anche il teor. d; Stuimny

Infutti se A >0, i segnt di f; 1%, £ coineidono con quelli di £, 7, A ‘ |
Se A= 0 essendo '
) 1

fle) =3 *—%)
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81 deduce che in ), £ (), A.f"(z)=0, si ha una variazione o nessnn#_ﬂ
a secondn che la radice doppia ' & maggiore o no di = Se infing
A<<0, sapptamo che £, £ =0 per qualunque punto e chie pereip fe ﬁf';“
hanno segno opposto, quindi nella snccessione flz), (), A. (=) a:r
Avida una variazione sola, qualungne sia z. o
Si giunge cosi al seguente: il
TeoreMa b1 Stuey. — Se data wn'equaz. di 2 grado f{x) =),
considerano le due successioni (=), (=), A.f"(x):; i(@), f(3), A.1(8),
avrd che il numero delle radici real dell’equaz. (senza tener caleoly del; 0
loro grado d: maultiplicite) comprese nall’ intervallo (2, 3) Pestremno infi e="3l%
reore escluso, & uguale alla differenza tra le varviazioni di 82010 n"aﬁanﬁ
b

-
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1" guceessione sulia 20
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LE STMILITUDINI

SOMMARIO. — 1. Ricuraso peire NOZIONT FONDAMENTALI SULLE SIMILITUDINL — it
1. PrINCIPALI DETERaUNSZIONT DELLE SIMILITUDINI E DELLE CONGRUENZE, — i

1 'y
1. I vERST 5ELLE riguRe SIMILL. — 1V, LE CONGRUBNZR SULLA RE9TA., — V. LI"},
SIMILITUDINI SULLA RETTA. — VI Lg CONGRUENZE XNEL FASCIO DY RAGGT O DI

= R
SEMIPTANL — VIL Lz eosgrresze wo rrano. — VI, Le sistivipopint SeL o
Plaxo. — IX. Ly coxsnvess

¢ JELLA BTULLA DI RAGML..— X, LB 00NGRUESZE
SELLO sPaZio. — X1 LE siviniTuousi NELLDO SFAZIN.

= - a3 B
— XL T wovieast. fh

Le corvispondenze di similitudine o dj uguaglianza possono frat=';
tarsi elementarmenie con ognl rigore, quando si sia dato modo da: 33

paragonarve 1 versi deile figure; gli sviluppi, di cui qui presento un:

largo riassunto (*), suppongono precisamente che le nozioni sul Verso: i

e
51 81ano 1nirodolfe seguendo la via indicata in ung mia nota apparsa . o
anni sono 1n guesto Periodico (**), e da esse & fatta essenzialmente g%

dipendere lo studio e la classificazions dells similitudini e delle 8

i ||‘-
TN
] a4k

T

(*) Uno svolgimento pily ampio & prepriaments scolasticn
nella “ Biblioteca degli Studenti , adita dal Gioeti;
thane prof. Lazzer: ehe ha voluto agengliere

(") 8wt cerso degii angolt € dei trizdri (in

appariri — gpero fra non molto —
mn fdebbo inlanto ringraziare vivamante il
uel suo Periodico la presents trattazione ridotta
uaesio Feriodicn, annp XXVI, 1910,



PERIODICO DI MATEMATIOA. 111

congruenze: una strada in certo modo inversa ha segnito invece il
prof. DookzA nella prima parte di un suo recente volume (*), dove
la teoria de1r versi & fatta dipendere dalle isomerie fra fasei e stelle
di semirette; di quell’ottimo libro ho, pure, fratto largo profitto nello
stendere il presente articolo; in particolare sono anche qui esplici-
tamente tratiate le congruenze fra fasci e stelle di semirette, le
quali per altro si consideranc come subordinate da similitudini fra
piani o nello spazio. Dal sommario sopra riprodotto appare sufficien-
temente lo scopo e il disegno di questo seritio: e perché questo non
vuoie essere nua trattazione particolareggiata dell’argomento, ma
vuol presentarne in modo complefo 'ossatura, cosi nei primi doe pa-
ragrafi — che sono mneecessari richiami di cose notissime — sono
omesse pressoche interamente le dimostrazioni, ¢ nel seguito non &
fatto posto a nessuno di quegli argomenti di contorno che, pure es-
sendo di notevele Interesse, sono rispeito allo scopo indieato, sn-
perflui. L'ultimo paragrafo — che contiene, in forma forse non inadatta
alla scuola, un cenno sui sistemi continui di fignre invariabili (¥%) —
¢ diretto a mosirare come il concetto di congruenza diretia si possa
ricondurre a quello di sovrapponibilith mediante movimenti; giacehd
mi sembra che in qualche punto del corso elementare di Geometria
debba darsi un collegamento fra 1'assetto logico di questa scienza e

le sue immediate interpretazioni cinematiche.
E. VENERONL

I. — Richiamo delle nozioni fondamentali sulle similitadini.

l. Se una figura (') (F) & riferita ad une figwra (F') per modo che il
rapporto fra la distanza di due punti qualunque della prima e guella
der due punti omologhi delle secondn sia costante ed nguale ad un nu-
mero rssoluto k (diverso da zero) si divd che la (F) & simile alla ()
0 che la (F) 2 riferita alla () in wna similitudine con ravporte k.
In particolare, se k—1, la (V) dicesi congruente alla (F'), cosicchd
congruenza ¢ ogne simiitudine di rapporto uno. Nelle ipofesi poste,

- 1 - :
anche la (F) & simile ailla (F) con rapporto == (proprietd sim-
metrica delia similitudine); &, ciog, riferita alla (F) in nna similitn-
»

(") &, Brorza, Complamenti di Fiomelria, vol. I. Bard, Laterzs, 1914, Cfr, anche nn articole
che appare dello stesso antore, ne! “ Pitagora ., anno XV; 1808-00; pp. 1-15: 50.-80. Ivi per la
prima volia si considerano esplicitaments fasei o stelle di semiretle congmenti.

[**) Cfr, 1 classier © Fondamenti di Gaomelrin , di 6. Verowesz, Padovas, Tipografla del 8e-
winario, 1891,

(*) Salve esplicita avvortenza, intendinmo por figura Tma efawe di punti, Sapponiamo posto il
eonceite di corvigpondmaa biynivocs fra vun prime © uBa geconds classe di elementi & con saso
quelli di corrispondenza frversa di wos dats, e di prodotio di unm prima per una seconda corri-
spondenza binnivoeca. 8i diran »iferite due figure o cingsi poste in corrispondenza hianivoea,
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i

T N £
dine di rapporto TR che dicesi inversa delln data, e che & una con

gruenza se tale & la data. Se poi wna ficura (F) & riferita = uri
figura (F') in nna similifudine di vapporto &, e la (F') & riferitg pia s

. . e ‘ . g e
una terza figura (F”) in una similitudine di rapporto k, la (F) risal :irjgg;-r:g-
riferita alla (F”) in '

s

M & " LR - = 1l|r|"
una similitudine di vapporto kh, Ia quale dmﬂ: A
prodotto della prima per In seconda delle due date similituding i3

questa proposizione racchinde la proprietd transitiva della simili#
tudine. i

S
2, Due figure subordinate rspetfivamente a (eiod contenute ri;:

spellivamente in) due figure simili (I'), (F'} 81 dicono omologhe se 1
seconda & il luogo dei punti omologhi ai panti della prima nella siz;
militudine data fra (F) ed (F'). Ed & chiaro che ung samilitudine (gl

N i

due figure determina (subordina, induce) una similitudine di ugual @Eﬁ

porto fra due figure omologhe in essa, rspettivamente subordinate ﬂlf "

date, & che se due figure si appartengeno in (F), le loyo amnlogk‘;q% 2

in (F') pure si appart engonao, EE
3. Se tre punti A, B, C di una figura () sono allineati, c:ﬁtra.!tmat_@ﬁ

aceqde ner tre purti m:-mi.'nghi A‘, B, (Y di una ﬁgurn [F'j simile ad .f'fl -

e inollre, quando i punti A, B, ( si séguon sulla loro retia nell' ording 38

seritto, anehe i punti A, B, (' si susseguono sulla loro retta nell'ore

dine seritto, Il teorema, che si estende facilmente a guanti si VOr i

gliano punti allineati, permetie po1 di dimosirare che se su ‘*iw-r

retia son daii tre punti, A, B, X, distinti fralore, e su un'altra ‘;

due punti A', B’ esiste — ed sulle A'B" — wno ed un spl punto *

tale che le dug terne collineari ABX, ABX" risultino simili. - !-?;

4. Se, invece, (re punti A, B, C di unag figura (¥) non gono allineat :*. i
non o sonp neppure i tre puntt omaologhi A’, B', (' della figura (1K) simile

ad (F) e ¢ triangoli ABC, A'B'C’ risultano equiangoli., K allora g6 i

quatiro punti A, B, C, D della (F), fra loro distinti, sono (non sono) iNGELE
un prano unche i loro omologhs A, B, (',

: LS
D" della (F') sono (non songh =3
i un piang.
9. Dai teoremi dei n. 3, 4 si ries

e pol facilmenle che in due fie;
qgure simill o

figura omologa « wn seqmento, a un raggio, & und reﬁtﬂ:__'}.-;;-

dell’una ¢ ordinatamente un Seqgmento, un raggio, una retla dell altray
le origini di due ragei omologhi

. - --,-Ilfl'.".

sono punti omologhi, come plllﬁ.__.’-;f‘f

gli estremi di un segmento sono omologhi agli estremi del segs
mento omologo. 'Y

6. Considerando nn angolo (") come I'assieme dei raggi che protel=;
tano dal suo vertice i punfi di an segmento ter
81 avra allora che in due Rogure simili la

delluna & un angolo dellaltra: i vertic

minate ai suoi labs

figura omologa a un angolo::
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punti omologhi, i lali sono raggi ordinatamente omologhi. Quindi la
figura omologa ¢ un semipiano dell’unc @ un gemipiano dell’alira; o le
origini dei due semipiani omologhi sono rette omologhe. Cosi pure
un piano dell'una figura & mutato (') dalla similitudine in un piano
dell’alira, mentive, d'altronde, la superficie di un poligono convesso del-
Vuna sard mutata nellu superficie di un poligono convesso dell’alira: e
1 vertiei del due poligoni omologhi sono punti omologhi.

7. Considerando un diedro come l'assieme nei semipiani che dallo
spigolo proiettano 1 punti di un segmento terminato alle sue faccie,
e 1n seguito, un semipiano come l'assieme di due diedri adiacenti, si
avrea subito che egni similitudine muta un diedro di una figura nel
diedro dell’alira che ha per fuecie i semipiani omologhi alle faccie del
primo, e muta un semispazio in un semispazio uscenie dal piano omologo
al piano-origine del primo. Ne seguird che le figure omologhe a un ango-
loidde 0 a un poliedro convessi dell'una figurn, sono, nella figura simile,
angoloide o 1l poliedro (convessi); che hanno rispettivamente per spigoli e
per vertici @ ragg: ed @ punidi omologhi agli spigoli e ai vertiei dei primi.

8. Due angoli omologhi, due diedri omologhi, due angoloidi omologhi
@i due figure simili sono uguali. L'eguaglianza di due angoli omologhi
fo gia stabilita [4] (%); si stabilivi qnella di due diedri omologhi pren-
dendo dne punfi A, B sullo spigolo e i punti €, D uno sn eciaseuna
facein del primo diedro: i loro omologhi A, B, ¢, D' appartengono
rispettivamente allo spigolo e all’una e all'alira faccia del secondo
diedro; 1 due tetraedvi ABCD, A'B'C'D’ hanno allora gli spigoli ordi-
natamente proporzionali, onde il diedro AB(UD) & uguale al diedro
A'B(C'DY). Infine 1'eguaglianza di due angoloidi omologhi si stabilira
tagliando gli spigoli dell'nno nei punti ABC... con un pirno non pas-
sante pel vertice O; considerando gli omologhi AB'C... che sarunno
punt1 degli spigoli del secondo, posti in un piano, distinti dal ver-
tice (¥, e infine paragonande le due piramidi OABC..., O’A'B’C"... che
hanno gl spigoli prdinatamente proporzionali,

3. Due poligoni omologhi di due figwre simili sono simili, nel senso
solitamente definito negli “ Elementi ,, in quanto i lati omologhi e
gli angoli omologhi dei due poligoni sono tali anche nella similitu-
dine data: onde 1 due poligoni hanno 1 laki proporzionali e gli angoli
egnali, ordinatamente. Cosi due poliedri omologhi di due figure simili
sono simiti, dacehd, per quanto ora si & detto, le loro faceie omologhe
sono poligoni simih, mentre i lorg angoloidi omologht sono ugnali.

10. Notiamo ancora che in ﬁyirrs simile @ retie o piant parallel:
fncident:) dell'vna sono omologhe nell’altra rette o piani parallelt (tnci-
denti), e che se una reita e wn piano sono fra loro perpendicoluri, essi

LT

L W = e
AT e e TR

e 200 i
B i B

(*) 8o, ip dne elassl| riferite, a un elomente A o a un gruppe (X) di elemanti della prima clasae
cormapontdono nella seconda 'elemento A’ o il gruppo (XY diremo che la gofrispondenza posta
fra le doe classi, muta, trasforma, poria A in A, IA) in (A7),

1) Useremo ls parantesi [ ] & richiamo d! numeri precedantl.
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son mutati da una similitudine in una retia ¢ un piano fra lovo :
pendicolari. 1]}

l). Intendendo per fascio di raggi I'nssieme delle semirette chai
6scouo da un punto e stanno in un piano, e per stells di mggi'ij
totalita delle semiretie che eseon da un punto, i possono pensayas Bt
rifevite fra loro due fignre composte di raggi, senza clie tale riferiss Suet
menlo mnportl nessuna corvispondenza fra i punti dei mggl che coms’
poongono le due figure. Il conecetto di congrueenza gia posto per dudl]
figure di punti, ne suggerisce uno analogo per le figure di raggr,‘”?
quindo ¢isi fondi sulla ngnaglianza de glt angoli anziché dei segmenti ,#ff
le fignre di raggi chie vosi si verranno a paragonare dovranno peri’i}_,
apparlensre ciascuna ad una stella, se no, non si potrebbe Sempre
parlave di angolo di due raggi nel senso da noi precisato [Ghi N
Dizemeo, quindi, congruenti due figure di ragygi, ciascuna apparienente o
@ una stella, quando sianv fra love riferite per modo che Vangolo (consiss
vesso o piatto) di due raygi distinti qualungue dell'una sia uguale ol :
Fangolo dei raggi omologhi dellaltia. o0

12, 8i abbiano ora in due stelle (0), (() due fignre congruenti diJd

raggl (f), (f); le totalita dei punti apparbenenti ai raggi dell'una F;rn _
dell'alira costituiscono due figurs di punti (), (F'). Fissato un |
mero assolufo %, diverso da zero, si faccia corrispondere al punto G{“‘
di (F) 1l punto O’ di ('), e a ogni punto M di (F), diverso da hiioe
quell’'umico punto M’ di (F'), che si otfiene portando sul raggio i ?#
omologo al raggio OM di (f) nella congruenza data, un segmento ;
al quale OM abbia il rapporto &. Si viene a stabilire cosi fra le fiz¢ i
gure () ed (1) nna corrispondenza, evidentemente biunivoea, eledi

ST
- il

s ~ . - = I - . - o T
s1 provera facilimente essere una similitadine di rapportv & ; cosicchf:iiae

T L L i & T -.":r'l.
due figure congruenti di raggi si possono sempre riguardare come figuré

sumili di punti, potendusi assegnure ad arbitrio il rapporto di siun'!e'm{-%
@ine k. Di quesio teorema sta anche 1'inverso. in quanto due figure s
ar rogyr omeloghi v una similitudine sono congruenli [8]. ﬁ#

I3. Poiche, se di due fgure simili Thna & un piano o lo spazio, .G
anche laltra & un piano o lo spazio, se di due figure congruentt dlg
ety

raggl 'nna & an faselo o una stella anche ulira & nun fascio o &

5
- b
Ay

J‘. 'I.'I e

stella, e si avrd che fusci di ragyi omologhi o stelle di ragyi ﬂ}nﬂfﬂ_{?fl’i"ﬁ?
dv due figure simili somo econgruenti, o, come, suol dirsi, wna duta"nl;‘f_;__
sumilitudine subording una congruenza fra due fasci, o fra due stelle ;i

e

di raggi omologhi nella similitudine. Viceversn [12] una congruenza [ra: e

due fasci (o fra due stelle) si potri sempre rviguardare come ,;f
nata fra di essi da une similitudine — di assegnato rapporio k — fra 17}
piant de due fusei, o nello spazio ("), i

4

T H

bom 1
ool
et

Fel |
T

() Se la elassi frn oni ® posts nna corrispondesnzs binnivorea coineidono {e ¢id non poria di i
neeassita In eoineidenza degli alementi omolozhi) si dird che la carrispondenza & posta f guells ' .05
clagse, 0 Ira due clogsi soprapposie ad erma, 0 che |a corrispondenza wufa in sd la clusse ote. UnN
elemento che coincida col suo omologo si divh smico.

(1
il
Tl
nr
il
7
s

i

anc
Ia
ser



PERIODICO DI MATEMA'TICA. 115

14, Intendendo per fascio di semipiani d’asse » la tolalith dei
emipiani che escono da una retta », direno fra loro congruenti due
gure viferite di sewmipinni, ciascunn di wn fascio, se il diedro (convesso
piaito) di due semipiani della prima & uguale al diedro di due semi-
wans omologhi della seconda.

1. Siano (z), (') due figure congrnenti di semipiani, e siano », »
h assi dei loro fasei [14]; presi su #, » due punia O, O, s di-
ano () (f) le fignre di raggi delle stelle (0), (), composte rispet-
vamente dalle totalith dei raggi delle due stelle che stanno nei
mipieni di (z), (3). Nelle due stelle (0), (0°) i faceia corrispondere:
) & uno dei due raggi in eni O divide » uno dei due in eni € di-
ide 2, e al rimanente dei primi il rimanente dei secondi: b) a un
\gglo x di (f), fuori di », quel raggio 2’ di (f), che sta in quel semi-
ano di (z) che & omologo, nella congruenza data, al SeNIPIANO rz
(9), & che forma coi doe raggi di + angoli ordinatamente uguall a
telli che @ forma eogli omologhi di », Si prova facilmente che la cor-
spondenza biuniveea cosi posta fra le due stelle di raggi (0), (0) &
12 congruenza. B wllora due figure congruenti di semipiwni, ciascuna
un faseio, St possono sempre considerare eome figure congruenti di
991, appartenenti u due stelle 1 cui ecentri sono punti arbitrar? sugli
si. Onde le stesse figure di semipiani si potranno viguardare come
were simile di punti, potendosi ancora assegnare ad arbitrio la costante
simililudine k.

Inversamente due figure di semipiani, ciascuna di wn fuscio, omo-
the in una sémilitudine dello spazio, 0 in ung congruenza fra due stelle
raggr sono eongruenti [8).

Avremo cosi che una similitudine dello spazio subordina una con-
uenza fra due fasei di semipiani omologhi, o viceversa un CONGIULNZG
¢ due fasel di semipiani si potra semore riguardare come subordinata
t essi da una similituding dello spazio, per la quale possono ancora
egnarsi ad urbitrio due coppie di punti omologhi sugii assi des due
i, Quest’ nltimn gcelty equivale infatti o skabilive che a un nunto O
| prinio asse sia omologo nn punto O del seeondn, ehe la simili-
line abbia nn date rapporto, e che infine a un raggio del due in
- O divide » corrvisponda un determinato raggio dei dne in eni O
ide #', condizioni {uile a nostro arbitrio.

I, — Principali determinaziponi delle similitudini
¢ delle congruenze.

16. Se di due fignre simili 'ena & una refta, un piano, lo spazio
he T'altra & rispettivamente una refta, un piano, lo spazto, Per
leterminazione di una similitudine, fra rette, fra piani, nella SpaZio
vono 1 teoremi seguenti.
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Esiste una ed una sola similitudine fra due retie v, lu guale m
. . . . - - . ., LN

dice punti A, B fissati ad arbitrio su v ordinatemente in due Pﬁl 1

LI

A', B fissati comungue da +. Difaiti, facendo corrispondere ai puniEiEees
A, B di » ordinatamente i punti A, B’ di »" o ad ogni altro punt :
M di » guel punto M’ di » che rende simili le due terne collinearg;
ABM, A'B'M’ [3], si viene a stabilive fra le ». » una c{rrrispnndenza-f
che & evidentemenie binnivoca. ?,'_'ﬁ'

Dalla costruzione data e dalle prime proprieta delle prupurzimifx:

fra segmenti si ricava poi facilmente che, presi due punti qualsiagy
X, Y in» e detti X', Y i loro trasformati mediante S, si ha sempie:
XY AB &
X! -Y..' E— A.-B.- : I: .
e ai conclude che 8 & una similitudine. L'unicita del punto M’ cha! _-
rende simili le terne ABM, A'B'M’ prova poi che ogni altra similituss i

&

dine 8y fra le »,»" che muti A, B in A’, B' muta ogni punto nel siio?

L
v

omologo nella 8§, onde 8, S, coincidono.

CoroLLARIO. — Hsiston due e due sole similitudini fra due rette v, 10
che abbiano un dato rapporto k, e che mutino un punto dato sur in ;
punio dato su ',

17. Esiste una ed una solu siwidlitudine fra due piani o, o' che muti 3.
veriiwei di un triangolo ABC, comungue dato su «, ordinatamente nei 1}:
trer A'B'C” di un triangolo simile al primo e del resto comunque ﬁs"'__
su a. Difatii si faccia corrispondere a ogni punto M della retta r—EE L

di « gquel punio M’ della retta »' =B'C’ di « che gli & omologo néif i

[ la -
L"-:ll-;‘.f.lui:"l L _

e =
o - 2 L L [
e T T

1 —: = --.'_..1 o e

similitudine 8, fra 7, » che porta B, C in B/, C’; e ad ogni punto N dijok
fuori di » quel punto N’ di «" che & vertice di un triangolo B'ON::
simile a BON e che sta rispetto slla B'C’ dalla stessa parte di A”ir
dalla opposta, seconduche I'ung v l'altra cosa aceada di A 1'isp'ﬂtﬁ€lf5-
alla BC. Si vien cosi a stabilire fra i pinnl e, & UN& {:urrispﬂndenﬁﬁfﬁ_

x i
Ly L

binnivoea S che muta A, B, C in A, B, ¢ ordinatamente. Dalla o~ R
siruztone daia e dalle prime proprieta dei triangoli simili si ricavﬂrﬁ.-"_"_;-,';éé-';,;;

agevolmente clie, detti X, Y due punti distinti qualunque di o, ed "

il
f‘lt,l

(R _WTTI T .
e o i B | WO W

[} L P |
T M e Y

i
= *:‘-1._-.' o

i
g Sy = = i . -,“-" o

"1“‘:—.'" o

ALY Y i loro frasformati mediante 8 in @, si ha e a‘
XY BC BA AC ’ %

EJY.' —— B.- L:.l —_— Brﬁ} Se— A—.'G.ﬂ ) : _IE"

@ questo prova che la § & una similitudine. Se poi 8, & una gimili-

- fas
e

tudine qualsiasi fra «, o' che muti A, B, Cin A/, B, O essa uniucidﬂfﬁ'ﬁ |
con 8, ciod i Lrasformati M, M’y di un punto gqualungue M di =z ‘r
diante 8, 8, coincidono sempre; la cosa & conseguenza del n. 16 se(3#
M sta su BC e quindi M" ed M’ sono su BC'; ese M & fuori di BC, 3
i punti M, M, coincidono come vertici di due triangoli B'C'M, B'C'M% 2
situati da una stessa parte rispetto a B'C' e (simili e guindi) ugnali
fra loro. E

il 1 BN | -
Ly e R
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CoroLvLARTIO, — F'sistono due e due sole similitudini fra due piani
che mutino due puniz arbitrarii del primo ordinalamente in due puniti
comunqgue scelli nel secondo.

I18. Esiste una ed wuna sola similitudine dello spazio, che wmuti i
vertict A, B, U, D dz un telraedro comungue dato ordinaiamente nel
vertici A', B, €', D' di un altro tetraedro simile al primo, e, del vesto.
comungue fissato. Faremo qui corrispondere a ogni punto del piano
« = BCD quel punio del piano 2'= B'C'D’ che gli & omologo nella
similitudine S. fre 1 planml a, ¢ che & determinata dal mutare i ver-
ticr del friangolo BCD ordinatamente nei vertici del triangolo (simile)
BCD, e a ogni punto M fuori di x il vertice M” dell’'unico tetraedro
B'OD'M' che & simile al fetraedro BUCDM e che sta rispetio ad o
dalla parte di A’ o dall’opposta, secondo che cid aceada per A ed M
rigpetto ad «. Si vien cosi a stabilire una corrispondenza biunivoca S
nello spazio che muta A, B, C, D m A, B, ¢, D). Dalla costrn-
zione data e dalle prime proprieia dei tetrasdri simili si ricava poi
che, dett1 X, Y due punti qualunque ed X', Y' 1 loro trasformati me-
diante 8, =1 ha sempre

XY BC
XY — BC

e la B &, cosi, una similitudine. Se poi S, & una similitudine dello
gpazio che muti A, B, C, Din A’, B', €', D', essa coincide con 8, ciod
1 trasformati M', M, di un punto qualunque M mediante S, 8% coin-
cidono sempre; eid segne dal n, 17 se M sta sul pianc =z = BCD e
quindi M, M'; sono su «'= B'C'D’; ese M & fuori di =, i punti M, M/
comecidono come vertict di due tetraedri B'C'D'M, B'C'D'M’, situati
dalla stessa parte rispetto ad 2’ e (simili & quindi) uguah fra loro.

CoroLznAaRTO. — FEsistono due ¢ due sole similitudini dello spazio nelle
quali si ecorvispondone due triangoli simili assegnati.

8. Se di due fignre congrnenti di raggi 'nna & un faseio, 0 una
atella, nuche Valtra ¢ un fascio o una stella. Per la determninazione
d1 una congruenza fra due fasci o fra due stelle di raggi servono i
segnenit teoremi analeghi ai precedeuli; essisi polrebbero slabilive
direttamente basandosi sulla definizione di congruenzz fra fasel o
[ra stelle; invece nelle dimostrazioni segnenti una fale congruenza
¢ riguardata, come & sempre possibile [13], come snbordinata, fra i
fasei o fra le stelle, da una similitudine fra piani o nelio spazio.

20. Dati in due fasei di ragg? due angoli uguali, esisie fra i due -

fasc: una ed una sola congruenza che porta un dato late del primo an-
golo in un dato lato del secondo e il vimanente luto del primo nel ri-
manenie lalo del secondo. N
Difatii sieno O, O'; «, @ 1 ceniri ed i piani dei due fasci; ab sia
I'angolo dato nel primo, ed @'6' I'angolo uguale del secondo; fissato un
numero assoluto non nullo &, e sceltl sul raggi a, & due punti A, B
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distinti da O, si portin sui raggl @, &' due segmenti YA, O'B' En ,
che si abbia:

OA:O0'A'=0B: 0B =4k

I due triangali simili OAB, O'A'R’ determinano [17) fra i pi _
a, o' una similitudine 8§, la quule subordina fra 1 fasci di raggi -umq{f
loghi di centri O, O una congruenza I' che porta i raggi OA, OB net

raggt O'A', O'B, ciog, come vole ‘usly, @, b in o, ¥. Viceversa se {rai¢

- . 4 # f ! -t‘l-}t J
1 due fasei & posta nna congruenza 'y che mutli a. b in o, b, essa sjgu

¥ = . - - . P [P
polri sempre rigunardare come subordinata trai dve fasci da una i/l

militudine trw 1 due plani z, &', della quale si pud stabilire ad arbitriﬁi{‘-gl
1] rapporbo; se gquesto si prende eguale al predetio numerp k, in ial -:
similitndine ai punti 0, A, B di « dovranno corrispondere i pml;,t'g;_i‘
O, A, B di a’'; essa dunque coincide cop S, e allora [, coineide

con I' come volevasi, 1T

] = ' '--"'
CorOLLARID. — Esistono due ¢ dus cole congruenze fra due fasei dijh
raggs che mutino un raggeo fissato delluno in un raggia  figsato dsal.-,{il
Caitro,

Pt

lt o

..r_i-
Pain=t

2l. Si prova nella stessa maniera che dati in due stelle di ragﬁ! e
due triedri uguali (abe), (a'b'e’), esiste una sola congruenza fra le 1;'
stelle che muti i raggi a, b, e, ordinatamente nei ragg? 8, b’ ¢

UoroLLaRIO. — Dute in dies stelle due angoli uguali r[E, ab es
ston due e due sole congruenze fra le due stelle, che muting i rggi a, 1
ordinatamente ne raggi o, b'.

II. — T versi nelle fignre simili,

"

22. Duo raggi appurienenti a una retta sj possou dire equiversiiiji
Sé uno di essi appartiene all'altro, eont
¢ dalle proprietd di ordinamento dei p
stabiibe (1), si cavery gl

S0 11

raversi nella ipotesi uppﬂstﬂasf‘l-'_ﬂ

unti 41 nna retta, comungue
& raggr di una refta equiversi (v conlraversy) !k el
st fra lore, e che se di due ragge di una -rgtafff"f'f-"i'f’:'._'-- Lag
O coniraverso ad un lerzo delly stessa vetla, i e
loro contraversi. Date allora su una rebta due ‘o8

coppie di punti A, B; @, D riferite nel modo scritto {eon che inten-
diamo che ai punti A, B si sinno fatti rispettivamente corrisponders Gy

ad wn terzo somo eqILVEN
Funo & equiversp o Palty
due rayqi dati song fra

(') Se ad@ esempio ui Postula salla retta Vesistenza i
Elenmpenti di Exforsir

doa ordini Haiiralz o verss, come TBgH . rela
Sl concarti dli vail

‘e (i Exsioues e AMALDt {elr, pey maggiori particolari 'articolo di 17, AMALDT ° iy
4 € pruno, in * Quastioni riguavdanti e Malematiche Eiementari raceolte ed ordi- - 1
Merte dy T, Exntques .. Bologuu, Zenlshezlli, 1M Y postulnio IV a paz. 52 & sope), due mpgei agui- L
varsi di ona rvetta, di erigini A, H, son l& classt ds punk delia retia che dgguone A o B in und . 0l
#lesso verso deila retiz, In queste verso une dei diue panti A, B precede l'allre (ivi, IV, a); a0 A

préceds B. agnl punte dal seconto rageio, seguenda, in quel verso, B, sepue nells atssso varso A 34

tiva, IV, 3y onde *ppartiens ul primo ragglo. DY dps T3

= Zel equiversi, dungue, nno sppurtione #l-
laltro. Amalogaments pPer duk raggi contraversi.

& - (R 2
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L punti C, D) 7 segmenti riferiti AB, CD () i dz’m_:;na equiversi 0 con-
truverss a seconda che lo sieno i due raggi AB, CD (e (quindi) 1 due
— —
BA, DC).

23. Sieno ora AB, CD due segmenti rifeviti fra lore nel modo
scritto, e appartenenti a nna retta » di una fgura (F); gli omologht
AL B, O, IY dei punti suddetti, in una fizura (F') simile a (F), sono
su unn retta » o1 segmenti A'B, C'D’ risultano su di questa riferiti
nel modn seritto (*). B poiché raggi di una retta che si appartengono
vengon mutati da una simililudine in raggi della retta omologa che

pure s1 appariengono [2], 1 raggi AT:I', L”I; hanno ngual verso o verso
opposio secondo che cosi aceada per 1 ragei AT:‘: CD: dungne 1 seg-
menti A'B’, C'D’ saranno equiversi o contraversi u seconda che tali
steno i segmenti AB, CD. St conelude che una similitudine muta raggi
o segmenti (colltneari) fra loro equiversi (o comlruversi) in raggé o sey-
ments (collineari) fra lore equiversi (o contraversi). Se due raggi o due
segmentl riferiti della (F) non son collineari, ma svno su retie pa-
rillele, <i trae il givdizio sul verso di essi dul fatto che esai giaceciano
D no in uno stesso semipinno uscente dalla reita che conginnge le
origini del ragei, o due estremi emologhi dei due segmenti; e poich?
t similitndine muta un semipiane in un semipiano uscente dalla
retta omologa alla relbta ovigine del primo, i giudizio sul verso sard
onservato attraverso la similitudine anche se si tratéi di raggi o segmenti
iferiti fra loro parullel:.

24. In un piano 2 di una figara (F) si eonsiderino due angoli ri-
erifi t;};l': -~ [con che intendiamo che ai raggi a, b si sian fatti cor-
ispondere ordinatnmente i raggi e, d) {*): gli angoli omologhi @b, éd
n upa figara (1) simile alln (F) risuliano pure riferiti nel modo
critto e stanno in un piane z. Per confrontare il verso dei due
goli wh, ed {*) bhasterh assumere nel mano 2 ung reffn » che seahi
g roite di Bobbi VIl net punti A, B, €. D e stabilire; o) se 1 vertie
ler due angeli sono du una stessa parte o da bande opposte rispetto
W ooy b) se il numero dei {ati dei due angoli (eiod dei rigel i, b, ¢, d)
ncontriti da o @ pario dispari; ¢) se i due segmenti AB, CD cosi ri-
eriti sulla » sono equiversi o contraversi. Ma sediciamo . A" B (. D'

() Intendinmo dire cho ai punti A, I si son ki corrispondsre ordinntamente { punti G, D,
B sorcispondenzs nen ne portacon s& usssups fra 1 punti inberni al due segmenti; o dne fgure
iferile son veramente I duo copprs di punti A, B; U, U, o cosl diremmo se pon credessimo op-
ipriusie evitare distinzionl soverchie

1*) Dettu 'I' Ja corriapundanza posta [ra le coppie AL, CD ed 3 la similitadine, la corrispon:
onza che sienlta fra lo copple A'B’, U"I¥ warebbs, in ben conoscinte pelazioni. rappragentatn rol
imbole 51 T3,

"y Vala gqni an'asservaziones annloza a yualia fatia nella nota (1L

() Ui riebiamereme, guindinuavel, molte voite alla nota: E. YRszaox:, Sui verss degli angoli
dei tvirden (in gneslo Leriedico, anno XXV, fase. 19, 1910) ehe sark, io seguito, indicata ¢on la
bera N. Vedunasi per guanto ora ¢i ocoorre i numeri da | a 5
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L trasformali di », A, B, C, D nella similitudine data, e osserviamg

che i vertici degli angoli a¥', ¢'d’ son dulla stesss o da diversa part

imi N
priml sono omologhi T Pl
che tanti dei vaggi g’ i o ‘ o n‘e]la Sj-ril'r]]lltl]ﬂlllﬁ d;;!;;;.-i,: ;
omologhi da re oba oottt @ sono incontrati da +, quanti dei lors G
Eﬂﬂnudnu ::h.:] r; chei segmenti A'B', C'D’ sono equiversi o contraveres i
osleno AB,CD[23), concluderemo che il giudizio snl Verso. i

L0

e i e L L o O N, oy
: i 3

dei due angoli ab, ed & identico 4 quello sul verso dei due angoli 43, o'd" ;

108 Ogni similitudi oii _

Eml :!- Jgﬂi‘sufulﬂudm!e muta angolt (complunari) fra loro equIversi (qrﬁ i

]';J"*’E’_E‘l)i ‘f‘; angoli (complanari) fra loro equiversi (o eontraversi), 15

0 ok : : L e

A poiche i grudizio sul verso di due triangoli riferiti eoineide colis'S

gundizio sul verso di due lor : . - i

oli (; : ; “ue foro angoli omologhi, aviremo pure che by |
goi (complanari) equiversi o contraversi sono da nna similitudine mutafi) faa

W iriangoli (complanari) equiversi o contraversi. S

=
- e
Was

= Eisilfl'eund U"ﬂ_{ﬂf‘ﬂ}, (ff’b'ff?; (def), (d'ef) due coppie di briedri ome:
( f ¥ _m s ﬁg_']“:f _E‘lmlh (F), (F'): ¢ poniamo che i dne triedris:
abe), (def) sieno riferiti fra loro nel modop scritbo, cosicehd col tra—r

-t

== . | 5 -
e b ] g B =

Bl
Fora]

B

.

conbrl le refte di totti gli spigoli dei triedri (abe), (def), questi deters
dei due triedri (abe), ‘
slano o no separati da o; b) se il numero coms e
1 due friangoli ABC, DEF sono equiversi o contraversi. Ma detti mf'%'"
st 08861'Vi: o 1 - - : TP oy L
) che i vertici dei due triedri (a4, (d'¢f) sono o ng ik

mite della, similitndine %3 4 radii tathtat P gy z:.-h
pare fra loro rifavits E v 1 Gue t-ﬂbtd.l ! {abu}: {d#f}_uﬁultera[l_uq%i;—;,

nel modo seritto. Su un piano o di (I), ﬂheul-.f‘_"?
mineranne due triangoli viferiti ABC, DEF; e il giudizio sul verss:

(def) dipendera d ahra (3). N .
ol bt e pendera dallo skabilire (°); a) se i vet tier}
plessivo dei raggi a, b, ¢, d, e, f incontrati da « & pari o dispari; ¢) ;
A% B, C, D', B, il piano e punti di () omologhi ad «, A, B, C. D, E, B bt/
fipiﬁti d;‘l o’ aacnndnch% questo uceada per i vertiel di (abe), (def) i ii e

pelto ad ; o) che tanti sono gli spigoli di questi nltimi incontratit AN

da a', quanti sono eli snivali du: —o:: : o R
; gll spigoli dei . ) . R
triangoli A’B'C, D'B mgol daer primi ineontrati da «; ¢) che i dq;&;;éﬂ i

sianio, ABG. DEW 18 F .ffﬂﬂt‘-l‘er_{uwerﬂi 0 contraversi secondo che Iﬁ"-"f—';____-:__-_..

Sl [24]. 81 pud dunque conecludere che il gindizio sul .~ 5
verge o IdEIIt."“P_I?EI'_i dine triedri riferiti e per 1 loro traslormafl = AN
met?mntze Ia sinsilitadine. (ioi ogne simélitudine dello spazio muta tr~a'3-ir-i.-f.::.-." i
CgUEtET 51 (ra GD:‘?!?‘HE‘E‘."H} i :‘fi'i:efd?‘i eguiuersi (f} cfjuzru-g:g?-g{)_ N - 3o

. .
$ = |
ETTE S
Alr I_:':'-: eLLe —
i = o =
L 3eF e 4 ot TR :- L
i Ll "
e e

L

E " . - W ‘o X 4 ; . o
poiche il giudizio sul verso di due tetraedri riferiti coinecide S piiEss

=

!

ool gindinto sal onme o Jns tetrued .
?‘l']‘mzz!;{ ﬁj“g sul Verso di due loro triedri omologhi, anche #eiraedrs. i ;
& - al . . .1',,1|h|_-i-i.. }

e o equiversi (o coniraversi) son mutati da una simiﬂitudiué._".{'ré |
e telraedri equiversi (o contraversi) "*‘?g % !
26. P " o A ) . _-‘l..-r“: jj’ ~I: \
oiché una congruenza fra due fasei (o due stelle) di raggi i {8 )

SR LA i 1

r,f

81 pud sempre riguardar : o :
Pré riguardare come subordinata, fra i due fasei (0 le due: ;s

(") Colle wotazioni {(abe) inteudi : =i
(%) Cfr. nota () a] n. 28 diamo il triedro convessn che ha per spigoli | tre raget o, b, & 2

(") Cfr. N, n.i 7 8 12,

e P D g = B

I}
[ LY

rar

i e, = e '.,‘._.--u-
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P o e B el fed = e
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V5T

1 a
o AT
T

il
.1..-3:2

-u.rﬁ:ﬁ.

g T
g L

stelle) da una similitudine, si avra che una eongruenza fra due fasci
4 ragg: muta angoli equiversi (o contraversi) in angoli equiversi (o con-
traversi); e una comgruenza fra due stelle di raggi mute triedr: equi-
versi (0 contraversi) in iriedri equiversi (o contraversi).

27. Quando due diedri (convessi) riferiti abbiano il medesimo api-
golo, si pud stabilire il paragone del verso dei due diedri basandosi
sul teorema segnente (*):

Dati due diedri riferiti, col medesimo spigolo, il giudizio sul wverso
degli angoli lovo sezioni con un piano che incontyi (e non contenga) lo
spagole & indipendente dal plano.

Sieno ;{*: 'E dae diedri riferiti aventi in comune lo spigolo »: e
siano 7, ©° dupprima due piani seganti » in punti distinoti, e segantisi
ra lore I una retta p non parallela a nessuna faccia dei due diedr

o i Vi,

lat1; sieno :rb, ed; a’l), cd gll angoli sezione di © e w’ rispeftiva-
mente col diedri dati, ed A, B, C, D i punti di incontro di p co; plani
lelle loro faecie; il punto A appartiene ad ambedune i raggl a, a’ se
» incontra il semipiane «; appartiene ad ambedne gli oppostl se p
ncontrn 1l semipiano opposto ad «; eosi per i punti B,C, D: allora
I numero complessivo dei lafi inconfrati dap & lo stesso per i due
i T i -y .

ingoli ab, ed e per 1 due a'', ¢d’; i segmenti AB, CD che le rette
le1 lati dex primi determinano su p sono gli stessi determinati sn P
lalle rette dei lati dei secondi; e poiché gli angoli di ciasenna coppia
anno lo stesso vertice, il giudizio sul verso dei due angoli ub, wd
iard lo stesso ehe per gli angoli ﬂﬁ’, cd. Se i due piani ®, w 8 in-
lontrano in un punte dello spigolo comune ai due diedri, o se sono
arallel fra loro. o se, non essendolo, si segano in una retta p pa-
allela nd wna delle faccie dei diedri dati, si assumera un plano au- *
iliario =" che Incontri lo spigolo dei diedii in un punto distinto dagli
neonkrr di esso con = e =, che now sia parallelo né a © né a i, 8
the non seghi ne = n6 =’ in rette parallele a qualeche faceia dei diedri;
» allora si eoncluderd che il giudizio sul verso degli angoll sezione
- 1o stesso per 1 due piani =, =" e peri due 57, ' e quingi & o
tesso per 1 due = e @', come volevasi.

Derimiziong. — Due diedri (convessi) riferiti, aventi in comune lo
pigolo, si dicono avere ugual verso o versi opposti secondo che abbiano
igual verso o versi opposti gli angoli loro sezioni con un piano qu-
ungue (che incontri lo spigolo & non lo contenga).

28. Siabbiano due fﬂ?ci congruenti di semipiani e nel primo siano
e diedri riferiti :p, v3, il quaﬁ ol secondo corrispondano 1 diedri,
he risultano fra loro riferiti, of, f’g"; segando 1 due fasci con due
nani %, = rispetfivamente perpendicolari agli spigoli si otterranno
now, © due fasci di raggi congruenti e in essi due coppie di angnli

"
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(') Bi aggiunge qul 1a semplics dimostrazione di questo Teorema, perchié non brovasi in N,
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omologhi ab, ed; a'b’, ¢d’; secondo che i primi due sono ﬂrqlu1.*':31'1;11-;{dt
contraversi, lo saranno i secondi [26]; e allora (per Ia deﬁnizid“ij; '
precedenta) a seconda clie abbiano ugual verso o versi opposti i duds

S . .. . 4. TR i
diedri o, y5, avranno ugual verso o versi opposil 1 doe diedri 2§, 18
Dunque wna congruenza fra fasei di semipiani muta diedri equiuﬂﬁ;ﬁ
(0 contraversi) dell'uno in diedri equiversi (o conlraversi) dell altro. ;
23. Se due rette riferite in una similitndine sono sovrapposte, &7

Lk
g

possibile il paragone del verso di due segmenti omologhi MN, MIH'IE';"

%
¢ allora Ia proprieta vista al n. 22, mostra subito che se i dne ﬂage-_?ﬁ?
menti MN, M'N’ =ono equiversi (o contraversi) altrettanto aceade di 5 o
due albri segmentl omologhi goalunque. D1 modo ché in wna simili=:
tudine su una yelbu due segmenti omologhi sono sempre equiversi 0 Seniwil
pre contraversi. Nel primo caso la similitudine si dira s:’mﬂiﬁudiﬁé i
retiines diretta, nel secondn inverse. 3

La stessa distinzione pud darsi anche per le similitudini fra dué:
refte parallele. Sl

Se due piani riferiti in una similitwline sono sovrapposti, & pos=Luiuid e
sibile il paragone del verso di due angoli (o di due triangoli) nmu-}l,
loghi, che risuliano senz’altro fra Juro riferiti; e risultera, per quanto f
81 @ visto al n. 24. che due angoli (o due triangoli) omologhi in UNE .
sumilitudine piarna sono sempre eqUIvErs?, 0 Sempre contraversi; nel pril:ut:fi:_f' '
caso la similitudine piane dicesi diretta, nel secondo inversa. b

Data poi una similitudine nello spazio, il paragone del verse Ak
due triedri (o di dne tebraedri) omologhi, che risultano senz’altro ff;#
loro riferiti, condurra sempre, per quanto si & visto al n. 25, ad ﬁu%
siesso gindizio ciod in una simililudine spaziale due triedri (o (‘Ei{'lf!_{
tetraedrs) omologhi sono sempre equiversi, o sempre contraversi, Nekih

b S
D6~

primo easo si avrd wna similitudine spuziate direffa, nel secondo unal s

- f3 .r.
i

similitudine spuzinle inversa. Queste distinzion si riferiscono pure allﬂgﬁ
congruenze reltilinee, piane o spaziali,

Dalle proprieta dei versi si La po1l che il prodotio di due simili-
tudini su una vefla, o s wn piano, v nello spazio ¢ una similiudine
diretta se le due dute sono ambedue divetle o amberdlice arverse, ¢ und Si-
mititudine inverse se delle date una & direlta ¢ Ualtra Lnversa.

30. Se due fasci congruenli sono nel medesimo piano, & possibile
1l puragone desl verso di due angoli omologli, ¢ puicheé una congruenza. el
lra due fasei & sempre determinata da unn similitudine fra i piani
derl duoe tusei, che qui risulian S0Vrapposll, si aved che in due fased
@t un piano fra loro congruenti due angolt omologhi sono sempre equis; %
verse v sempré contraversi. La congruenza fra 1 doue fasei [:[}l]lplﬂllﬂ-l'i‘;;fﬂ
s1 dira diretie nel primo caso, tmversa nel secondo. Similmenle in due
stelle congruenti & sempre possibile il purugone del verso di dus. -
triedrl omologhi, e polche mmna congruenza fra due stelle & gelpre.
delerminala da wna similitudine deljo spazio, 51 avea che n due stellé

S A LT T
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songruents due triedri omologhi seno sempre equUiversi 0 sempre con-
'raversi.

La eongruenza fra le due stelle si dird diretta nel primo caso,
nrersa nel secondo. Si avra poi, come al n. 29, ehe i prodotto di due
ongruenze m un fascio (o fra fasci complani), o in uwna stella (0 fra
lue stelle) & una congruenza dirvetta, se ambedie le date sono dirette. o

tmibedne sono inverse; & una congruenzn inversa, se di esse wna & diretic
» Lallra inverse.

IV, — Le congruenze sulla retia.

3l. Una congruenza divetta (0 inversa) su wna retla » determinatn
wando siano assegnali due punti amologhi.

Difattl su una retta » siano assegnati dne punti A, A’ omologhi
nonna congruenza direttr C; preso un punto M, distinto da A, si
orti su» a parlive da A" nel verso di AM wn seemento A'M’ uguale
d AM; le due cuppie di punti omologhi AA", MM determinano su
1 congruenza diretta (. Cosi per nna congruenza inversa.

Ne deviva che una congruenza rettilinew divetia che wmmetta un
untn unito e identifa, perche 1identita & una congruenza direfla,

nel punto unito cvineidono due punti omologhi.

32, Una congruenza vettilinea inversa & la simmetria rispetto a un
unto defla »etta; In allrl termini se su una retia » b assegnata uny
mginenza inversa C, ogni punto M di » & portato da C nel sim-
letrico (i M rispebto & un punto fisso di » Difutti, peiche € non
no essere | wdentitd, esistomo su r due punti distinti A, A’ omologhi
v Uz detbo U il punto medio di AAY, i segments AU, AT sono
zuali e contraversi, percid U & unito in €z e allora delfi M, M due
anty emeloghi in €, i segmenti UM, UM’ sono omologhi in €, gnindi
mu ugnalt e contraversi: eioe M. M sono simmetiie rispetto ad T,

prnto LU & unito in (.

33. La simwetria sispetio a un pauto U delin retia & una fal
nTispondenza che quando un punto M di » i consideri n ppartenente
"una o all'albra delle due pimteggiale sovrapposte il suo omoloen
lla secondn o nellu. prima & sempre lo stesso punto M, stmmetrico

M vispetto ad U; si dice percid cle la simmetrig considerata é
1a eerrispondenza c¢he ha [:'.H]'ﬂ.ttEI‘E.int’f}fum?'fﬂ; essi e, anzi, Uunica
niltludine retiilinen che godu di {al proprietad, asfrazion fatta dalla
entita; e difatti se in uoa similitudine rettilines S vi son due punti
stinft A, A" corvispondentisi fra loro in doppio modo, tali eied ehe al
mto A, pensnto come appartenente alla prima o illa seconda punteg-
ita, corrispondia sempre nella seconda o nella primy il punto A’ al seg-
amto AA’ sara omologo in 8 il segmento A’A; e poiché i dne segmenti
A, A'A sono ugnali e contraversi 1n 8 & una CONGrUEnZa 1Ny erse.
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34. Al carattere tnvolntorio della simmetria
per dimostrare i seguente lemma che ¢i oceorre
menti AB, A'B’ di una reita sono uguali ed eQUIDErSi, 1 dme segmenti
AA’, BB’ sono pure uguali ed equipersi. Difatti, poiche i Egmanﬁfs
AB, B'A’ saranno uguell e contraversi, nella Congruenza inversa (sim- - G
metria) determinata dai due punti A, B’ eome punis omologhi, sa-"" 5

rango omologhi anche B, A, e quindi, per il caraltere involutorio . (54

L
della cougruenza, anche A’, B; percid i due segmenii AA', B'B, ome-. "0

loghi in fina COngruenza inversa, sono eguill e contraversi e quindi 5
sono egnali ed equiversi i due AA". BR’ (). '
35. Su mna retta » sia ora assegna 3
diversa dall’identity: sienc AA', BB due coppie di punti omologhj:
allora 1 segmenti AB, AB', omologli in U, sono penali ed eqniversi,._:g%t
® pereid lo sono anche | dge AA', BB e¢i
tilinea diretta, che non sia Videntita, 8 cost
segmento che ha origine in un punto della |
neil’omologo della seconda. Una tale congruenza retliline dicesi frg- &
stuzioneg; grandezza e verso della
verse del segmento ora detto.
Biassumendo, una congruenza retilinea divetta a1

identila, o una

o - - . . i = Bt

iraslazione; una congruenza rettilines Inversa & la simmetria rispebto’’s
a un punto della rettqa. '

a3
veitilinea si ricorre)

I'a fosto. Se dye Seg-1;

la una congruenza diretta -

'
= | r

V€ I wna congruenza Vel 5
anie i grandezza e perso i

& m :“-'l:i a2
prima punteggiata ed estremo Rest

traslazione sono 1y grandezza e il s

V. — Le similitadini sulla retia.

rettilinee che non SON0 A

o rral,

36. Ci oceupiamo qui delle similitudini
tongruenze. Se 8 & ana tale similitudine, vi son certo g1 » dne punti,'i"f:"fi 1
omologhi in 8, fen loro distinti A, A', in quanto 8 non p Midentita, I}:"? :
che 8 una congruenza diretta. Detto £ il rapporto delia similitadine 8, -5
poiche % & diverso da uno, esistono due punti U, V I'nno interno,
Faltro esterne al segmento AA" che dividong e segimento nel rap-
porto 4, por modo c¢iod che s abbia, 1u valore assoluto,

UA _ vA
UA" ™ VA= %

Se allora 8 & una similitudine diretts, poiche due punfi M, M’ sono.
omologhi in 8, se soun estremi di due segment; AM, A'M’ equiversi e
tali che AM: A'M' = k. sara V unito in 8; mentre se 8 & una simi- 4
litudine inversa, sard U unito in S, por modo ché una similitudine
retitlinea, che non sia una congruenza, ammette sempre un punto unito, - 5E

(") La dimostrazions d; questo lemma & affatio simile
lemmma analogo relative a dus angoli di un faseio: qoasts nit;
Complemenii di Yeameiria. Giosti, Livorna, 1813, pag.

A qualla che si dary piit olfxreé per un

mu dimustrazions trovasl in G. ABODLI,
28, nota (1),
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¢ ne ammeite uno solo, perche, ammellendone due, sarebbe una con-
gruenza. Quel punto si chiama centro della similitudine, alla guale si
da talvolta il nome di omotetia retiilinea; poiché i segmenti UM, UM,
(oppure VM, VM) che escono dal centro della omotetia e Vanno f
due punti omologhi sono segmenti omologhi in 8 essi souwo sempre
equiversi, se 8 & una similitudine diretta, contraversi, se & INVersa:
nel primo easo due punti omologhi nella smotetin direlta sono da ung
slessa parte rispetto al centro, nel secondo due punt: omologhi nella
onmotelin inrersa sono da bande opposte rispetio al centro: in ognl ¢asn
ek rapporto delle lovo distanze dal centro @ in valore assoluto uguale alla
costante k della similitudine. Si suole in quesio caso, seguendo note
convenzioni, atiribuire alla costante £ il sexno -+ 0 1l segno —, secondo
che trattisi del primo o del secondo dei casi accennadti,

VI. — Le congruenze in un faseio i raggi o di semipiani.

37. Una congruenza diretta (o inversa) tra dus fuser complani o in
un faseio, & determinaiu quando sicno assegnatr due raggi omologhs,

Sieno @, &' i due raggi omologhi dati nei due fasoi (0), (0); preso
un raggio b di (0), distinto e non opposio ail @, esiston due raggi ¥, b"
di (O'), simmetriei rispetio alia retta di «', che formano con ¢’ angoli
nguali ad ab. B poiché 1 due angoli cosi ottennti cﬁ", a5 sono di
verso discorde, I'nno di essi sard equiverso e 'aliro contraverso al-
Mangolo ab. Delle due sole congruenze [20] che mutan I'angolo ab di
(0) nell’'angolo @t o nell'angolo &b di (O7), I'una & diretta e Paltra
inversa come volevasi. La dimostrazione val pure se 1 due fasei (0), (0)
sono sovrapposti.

Ne deriva che una congruenza diretta in un fascio che ammetta un
raggio wiito ¢ Uidentita, perchd 1'identitd in un fascio & una  con-
gruenza diretta, e in un ragegio unilo ecoincidono due raggl omologhi,

38. Una congruenza inversa in un fascio ¢ ln simmetria rispetio a
una retia (del fascio); in altri termini se in un fascio (O) & assegnata
una congruenza laverss I, ogni raggio m di (0) ba per omologo in
I' il simmetrico di m rispetto a una retta » uscenie da (). Difatis,
poicheé I' non & 1'identita nel fascio, che & una congruenza diretta,
potremo comsiderare due ragei distiui a, @ di (0) omologhi in I';
detta » la retta che biseea langplo aa’, (anche se piatto, nel qual
Caso sara » perpendicolare in O alla vetia di a, @) ed u, »i due raggi
in eul r & scissa da O, i due angoli auw, a'n sono nguali e contra-
versl, cosicehé u & uanito in T': cost » & unito in I'; e allora, detti

i e

m, m'_die raggi distinti omologhi in U, gli angoli wm wmn' (e cosi

Ay =y

vm, vm’) sono omologhi in T, guindi sono uguali e conlraversi, cice
m,  sono simmetrici rispebto alla 7.

P
| ==t

i P D
e A e

T e ArLE o

R T e | 2 Wiard -

v

i =i e I
gl

] - - .I ¥
e "r"l'l . TR L]
L
-

rF.o i
i

SN e

= g
h-—l'p g 5

i
T e e B

b
b |
II-I Ir

|.|I
-I-_|.|1' I|

ey g, =
=

" L3 - = T el
o AL ] e

™



&
126 PERIODICO DI MATEMATIOA, 7

]
L

39. Come gia al n. 33 si nolera che la semmnetria in un fasvie :'u;

carltere wvolwtorio, perche, quando un raggio m di (0) si vonsideri I'o
apparteners al primo o al secondo dei due fasei Inversamente euqﬁi uy
gruenly sovrapposti ad (0), il sue omslogo nel secondo o nel primn?
& sempre lo stesso raggio m', simmetrieo di m rispetio alla rattaaﬁ% Z1¢
del due raggi uniti, Pero, contrariamente a quanto accade per Iﬂf;‘;@i 1
stmilitndini rettilinee, ln simmetiria nel fasero non & la sola congruenza i A dn
involutoria non identica del fuseio, come risulta in appresso. ,:fn* -' di
40. Se a ciascun raggio del fuseio (0) s fa corrispondere il suo r;“ﬂ et i
opposto, 8i ha une congruenza diretta del tascio, che dicesi apposizione, i tal
E se in una congruenzu direttn di un fascio due dati raggi mrmﬂog?li':afl I £
80m0e opposit, la congruenza & Vopposizione, eios sona oppostl due raggi’ pit
omologhi qualnngue, percha la eongruanze dirabta data e J'r;:ppusizinna}ﬁ’iiﬂ" sel
avendo in comune una coppia di raggi omologhi, coincidono [37]%“
Anche Voppesiziene ha carattsre involutorio. j',tt
41. Del carnttere involutorio della simmetria in un faseio si ap- It\i"'r
profititd per dimoskrare il segnente lemma; se due ongols HJE, &b di ,"
M fascio sono wguali ed equiversy, e i raggi a, 8’ sono distinti e non j;ﬁ
Opposts, anche ¢ raggi b, b’ suno distinii e non opposti e gli ﬂﬂgﬂﬁ';fﬁ
an’, bb" sono uguali ed equiversi, Difatti nella congruenza diretta de'-f";?;,l
terminata nel lascio dai dus ragel omologhi a, a” sano omologhi pure X
b, &' e poichs a, @' son distinti e non oppost: tale congruenza nnuﬁéi:t{?:g |
"identith e non & opposizione, epperd anche i ragei b, & sono diV
. e . - a - NN L2 A\ e
stinti e non opposti. Per Ja tpotest, gli angoli ab, b'a’ sono nguali e/:
contraversi, di modo che la congruenza inverss o simmetria del fascio, "f;i cig
che muia o io &, muta pure b in @'y e quindi, per il carattere invo- ‘3 es:
lutorio dells simmetria, anche a in b; dungne gl angoli r:;’, ﬁ, Omo= & ria
loghi il}munu stmmetria, sono ngualt e confraversi, epperd i due g0,
angoli ad’, b sono nguali ed eguiversi (1), ' L. |
: 32. Nel fascio (0) sia data ana congruenz iretta T che non sia 5
l'lt']_enlit'ﬂ ne Fopposizione; se allorn «, « sonu Jue vl emolegli, |
€831 s0n0 Jisbintl € non oppusli: sienu oviv m, w' <ue altri raggl
ormologhi qualingue; e & opposto ad a, sarg anche m oppesto ad a,
e gl angoli opposti nl verlice uf;, i’ Somo nguall ed eguiversi; se ter
Pol m nouw & opposto ad a, gli angoli (omologhiin T) am, a'm’ sono zal
uguali ed equiversi; son danque ngnali ed equiversi anche i due ad, < der
mm [41]. Cioé in una congruenze direita di un fascio, che non si@ - . i
Videntita né Uovposizione, & costante in granaezza e verso I angolo che ha A
origine i un raggio del primo fascio ¢ termine nel raggio omologo deb 7% su
secondo. Una tale congruenza si diri rofazione nel fascio; 'ampiezza
ed il verso dell'angolo ora deseritio s diranno wmpiezza ¢ verso della 25
rotazione. L

(') Cir. mota (1) nl n. 94
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Riassamendo, una congruenza direbtta in un fascio & identita o
ppusizione, 0 UNA rolazione; UNA congruenza inversa in un faseio &
& simmetria del fascio.

43. Se & data una congruenza I' in un fascio di semipiani, la se-
me con un piano perpendicolare al suo spigolo produce nel piano
. taseio di raggl e una congruenza in quest’nltimo fascio. Partendo
- cib, @ ben facile stabilive che una congruenza divetta in un fascio
semipiani 0 muta in sé ciascun semipiano del fascio ed & I'identita: o
tha cuascun seinipiano del fuscio 1el suo opposio, ¢ dicesi opposizione: o 2
€ che il diedro che ha origine in un semipiano e termine neil’ omologo
costante wn grandezzu ¢ verso, e dicesi rotazione nel fascio di semi-
i, Una congruenza inversa in un fascio di semipiani sard invece
npre lo stmmetria rispeilo a un piano del fascio.

(Continua) E. VENERONT,

CONSIDERAZION! SUGLI INFINITESIME ED INFINITI ATTOUAL]

|. Premetito che non ho la pretesa di fare delle dimestraziont,
. soltanto delle modeste argomentazioni.

Dividasi un segmento AB di lunghezza ¢ in m parti egnali e su
scuna di esse costruiseasi un triangolo isoseele di altezza b A,
iendo o, i due segmenti arbitrar:, il primo costanke, il secondo va-
bile, e si consideri la spezzata formata dai 2m lati eguali dei trian-
li cosi ottenuti; essa ha una lunghezza espressa da

=

ly ==2m ]/ 4:;?_-_- —+ (b 5 &),

Variando A, varia la spezzata in posizione e grandezzn, & per h
) « y |

| o e o=
idenfe o 0, la lunghezza L, ha per limite 2m Vimﬂ—rb" e la spez-

f ba per posizione limite quella della spezzata che si oftiene pren-
ido eguale a b I'aliezza dei triangoli sopra comsiderati, posizione
nte che viene raggiunta guando 7, assume il suo valore limite.

2. Dividasi ora un segmento AB didunghezza @ in = parti eguali a
(z

n—1
| consideri la spezzata formata dai 2n laki eguali dei triangoli cosi
entitl; essa he una lunghezza espressa da

i"u=ﬂ]/1'—f— ( = )E‘

cinseun:t di esse costruiscasi un triangolo isoscele di altezzn

=1
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La I, :E una funzione di n decrescente al creseere di = [&Bﬂﬁiq
n > 1). Difatti dati ad 2 due valori ny << ms, 81 ha:

. n Ny M n
Py dad (g ) (T )

1 — 1 Me—~—1) A5ty —1 Ng—1

7,

| Mg J( 1 1
—1 " me—1/ 0, —1 72, — 1

=4m“(

Ora facendo ecrescere indefinitamenie », la lunghezza ., ha peri:

N I!", R

limite ay5, che & ["1potenusa del triangolo rettangolo avente pepil

E,

cafeti AB e 2AB (pib avanti si vedra di questo una dimostraziong! NS
geomeirica), e allorche la spezzata (che in ognl sun posizione si pui‘ﬁ;,

S

porre In corrispondenza biunivoca con AB, considerando come COL:
Ay e

rispondenti due punti quando appariengono ad una normale ad AH} ]
ha questa lunghezza (minima), assumeris una certa posizione limitg s 4
tallo stesso modo che il contorno di un poligono regolare Eil'ﬂﬂﬂﬂﬂﬂi’tﬂ -
ad upa cireonferenza ha. quando il numero dei lati eresce indefini:
tamente, per posizione limite la circonferenza, almeno stando nel:i 3
campo finito). I punti della spezzala variabile si avvicinano, al cr&—j :
sceve indefinito di », ad AB in modo che, dato un segmento qnu,l-{ €
siasi, la distanza di ognuno di essi da AB diviene minore di r? " -
giacche cid accade per ;E—l- » altezzn comune ai nostri friangoli lﬂﬂ-*'ff T ,1._1
. . a - U
sceli (le basi o dei guali vanno pure decrescendo in gnisa ;ﬁﬁ;;-;-_- c
nira? _mium-i di un segmento finito agsegnato qualsiasi), ma intanto ~3; 3
posizione limite a cui tende la nostra spezzata, al crescere indeﬁﬂiﬁ?&{:‘ S , ¢
di %, non pnd essere il segmento AB, perche la lunghezza della spez- i
zata in detta posizione & uVB e non a, e nessuna parte di AB pui}v; a
t':en_ir occupata da piin parti della nostra spezzata nella sna puaizimiﬁ?j d
.!lmItET sia perche, come 8’6 osservabo, la spezzata si mantiene semprﬁfr p;
In-corrispondenza binnivoea con AB, sia perche se una parte di AB =+ 1
Venisse occupate da pitt parti della spezzata nelle sua posizione [i= ) 'k £
mite, ¢id, per ragion di simmetria, dovrebbe aceadere ngualmente per i G d,
qualsiasi parte di AB. nel qual caso Ia lunghezza della nostra linea 7 4
nella sua posizione limite dovrebbe essere un multiplo di a, lunghezza ¥ eE pl
di AB, il ehe non &. i ¢
A me pare pertanto che si lall ' ] joni i &
: sl possamno dalle precedenti considerazioni i Gig
trarre le segnenti consegnenze- | . }_.:
_ 1% 11 gruppo di punti che dividone AB in n parti eguali tende i de
m AB, al cregcere indefinito di # ad una posizione limite furmai;ﬁ% di
da punti che corrispondono blunivocamente ai numeri dell’ intera gerie ‘i E
natorale, e in gniza che due consecubivi di esst svno estremi di un ,]
segmento di cui nessun mulfiplo pub essere eguale o maggiore di AB, & di
segmenli che sono dungue infinitesimi (attuali) rispetto ad AB, i]-_-_:f e

quale a sva volta & infinito (attuale) vispeito a ciascuno di quell. ~
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puo anche osservare che, essendo detto gruppo di punki numerabile,
perché corrisponde biunivocamente alla serie naturale, non pud ce-
cupare tutfo 1l segmento AB.

2% Debba ammettersi 1'esistenza i un ente analitico e di un’ope-
razione, moltiplicazione di un segmento per tale ente, in guisa che
il prodotto di uno di detti segmenti infinitesimi per codesto ente sia
eguale ad AB, e I'esistenza di un altro ente analitico tale che il pro-
dotho di AB per esso sia eguale ad uno dei segmentl infinitesimi
anzidetfi.

3°. Sopra ciascuno dei segmenti infinitesim; indicati in 1° esiste un
iriangolo isoscele di altezza infinitesima (attnale) =, tale che il pro-
lotto dr 28 (indicando con 8 uno dei Iaii egnali di codesto triangolo)
ser il primo degli enii analitici di cui & parola sopra, sia egcuale ad
ABY5, segmento a cui & equivalento le spezzata mnella sua posi-
ione limite.

3. Vediamo una consaguenza delle precedenti conclusioni, Fissiamo
opra una circonferenza C un puntec A e uno dej due versi e divi-
1amo la eirconferenza, a partire da A e nel verso fissato, in » parti
guall, & consideriamo i poligoni vegolari P, P’ inseritto e cireo-
critto, aventi il primo per vertici gli « punti di divisione e ’alkro

lati tangenti nei medesimi. Al crescere indefinito di = 1 perimeti
o1 due poligoni formano due clussi contigue, il eni limite comune
un segmento che si assume come eireconferenza rettificata, giacehd,

t suol dire, al limite i contorni dei due poligeni vengono & eoinei-
ére con ln eirconferenza. Ova stando alla prima delle precedenti
onclusioni, I'ultima asserzione non & propriamente esatfa, giacche
gruppo degli » punti considerati, al erescere indefinito di n, tende
d una posizione limite, nella quale due punti consecutivi sono estremi
| un arco infinitesimo, ma che & pur sempre un arco e che non pud
erci0 coincidere col segmento che congiunge i suoi estremi, nd con
- spezzaiin bilatera formata dalle parti di tangenti in 28581, comprese
& questi e 1l loro punto d'incontrs. I perimetri dei due poligoni ten-
mo adunque & due posizioni limiti diverse dslla eirconferenza e
reld diverse fra loro (essendo una interna e I'altra esterna al cer-
10); solo pud dirsi che p. es, le normali condotte alla eirconferenza
u punti di dette posizioni limiti sono infinitesime. Parimenti dei
wrimetri delle posizioni limiti di P,, P’ possiamo solo dire che dif-
rigcono fra loro di un segmento infinitesimo. Difatti prendiamo una
lle dimostrazioni della eontiguila delle classi formate dai perimetri 7
P, P, p. es. quella che s legge negli Elementi di geometria di
YBIQUES @ Amarpr. * Costruiamo sulla base AB, uguale a quattro

- e = -, Faf s
Tk L T LT -

W-L_j‘ -,

St &

T

- . -‘-I :
e e

-

i ¥ ¥

LU
S ) R

'-..‘1-1;

._--E

y .-'F':F'L'r, : “c
s N e L B

rmetri del cerchio O, un triangolo isoscele ABC di altezzs CT =—-

prendiamo poi n cosi grande che sia 2CARB = 9 retll, e quindi lg 5
parie di doe rebti risulti minore di CAB. Fee. - Ura se dalle
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' L . ;3:'_!?:5".:
di segment infinitesimi |ié
la costruzione di cni & parola neled

A=

farsi soltnnto nel easo che e (e POk
etd CAB) non sia mnfinitesimo, e con rib detta dimostrazione Provas:

solo che la differenzn deij perimebri di P, e P', pud rendersi mmoré,
di gunalungune segmento non 1nfinitesimo, i

Cosi pure quanto al confronto de; perimetri delle posizioni Jimiti e
di P, P’ con guel segmento che mtuitivamente corrisponde alla eir-i i
conlerenza vettificata, si potri solo dire che ciascuno di detti peri

metri differisce da questo di segmento infinitesimo. Anche que-
st ultinm eonclusione perd ¢

constderazioni del n. 2 yisulia I'esistenza
quindi anche di angoli infinitesimi,
'accennata dimostrazione pud

]
"
i
'

Im
=
| -
-

pondenza biunivoca con una data-!
avvicinano a quelli di questa linea;
puntl corrispondenti possano rendersi- i

'
=

."::%1}
osi senz'altro non & tolslmente giuatiﬁ{:ataé.:'.;ﬁi; "
Difutti essa & fondata snila Séguente 1pofesi: Se due classt di spezzatgﬁij'
sono tall da formare, retfificaie, due elassi contigne di segment;i (taﬁ!}.
cioé che ogni segmenio dell'ana sia maggiore di ogni segmento de}-ﬁfﬁ :
Faltra, e tali che fissato un segmenlo = piccolo guanto si voglia, ma 3
finito, si possano frovare dne elementi nelle due classi che differiscane: s
tra loro meno di ¢), e se variundo le due spezzale sono iali che in-
ogni stato possano mettersi in corris
linea fissa C, e se | lovo prnti si
m modo che le distanze tra i &
minori i un segmento finito comunque fissato, 11 imite comune allg i
due spezzate rettificate coincide col segmento che infuitivamente 6OT~
risponde alla C rettificata. Mostreremo nel paragralo seguente t‘.:llté”"t1
questa asserzione non & sempre vera. S0
4. Prendasi un segmento AB o divisolo in n par

x
.
o BT
F

b1 eguali, si co<"
stroiseano su esse da ang

banda i triangoli isosceli di altezza ——r

& g
1]

& " - " L
a1’ @ consideriamo le classi L_, LLE.___

|"|
L°H

e dall’aléra qnelli Jdi altezza

Ll-l
, dai perimelii delle due spezzate risultants
che delte clagsl sono contigue.

formate, al variare d; =

E ;P

) Ldimoshreremo

AB

N - y . - PR
Aunzitutto osserviamo che se Sopra claseuno dei segmenti —— si' i

costruisee il friangolo isoscele di alfezzn

o ) perimetro delld . jtei :ﬂ
spezzata () che ne visulta & costante al variare i« (lo indicheremo B!
con L). Per questo dividiamo AB in n parti egnali e sia AC la prima B

di queste e poi dividiame AB in -1 parfi eguali e sia AD la -
prima di queste, ¢ si eostruiseano sy AC, AD i triangoli isosceli. .
ACE, ADF di aliezze eguali ad AC, AD, questi avendo le bﬂﬂl'--"f,'
proporzionali alle rispeftive altezze, sono simill, e pereid, essendo

2 CAR _—_DE‘F, sl ha che AT si brova sopra A, ed o
f AT AC  a-l1
, A.F o ﬂ.D I '
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donde n AE = (n -1 1} AF ed anche 2n AR =2 (n 1) AF, il che dice
che 1 perimetri delle spezzate ottenule dividendo AB sia in 2 che
in 1 parti eguali & costruendo ag claseuna di esse un triangolo
isoscele di altezza eguale alla base, sono eguali.

Ora dimostreremo ehe @ sempre L, > L. Difatti costruita una P
se 8 ACD il primo dei briangoli formati per ottenerla, si prenda =ylla
sua altezza DH il segmento HE — AC; essendo DH > HE, sara
AD > AB e percid 20AD = 2nAE e infine L, > L. Analogamente si
vede che & sempre L', <<, e pereid ogni elemento della classe L &
maggiore di ogni elemento della L.

Preso ora un segmento = piecolo a piacere, ma finito rispetio ad
AB (cio® trle che esista un suo multiplo maggiore di AB e quindi un
summultiple di guesto minore di ¢, e allora e & finito anche rispetto
a 2AB), riferendosi alla figura della dimostrazione precedente, dal
triangolo AED abhiamo

AD—AE<DE=DH—HE—

2AB
w— 1

ARB AB AB

donde 2nAD — 2nAE <
2AB
m— 1

Analogamenle si prova che sj puo prendere un valore n” tale che
per nZz " sia L—1' <¢ Allora prendendo n in modo che sia

» & potendosi prendere on valore %' tale

che per 7 = n' gmia <&, per fali valori di 2 sary L —L<eg,

S , 3
L"'_L"i_?‘_'t L_'_L" {:: 2 }
msulta L, — 1" <¢, e percid L,, L', sono contigue e individnano nel
campo finifo (eing a meno di infinitesimi} un segmento eguale ad T,
il gquale eqnivale (come si veds costruendo L per »—=1) g doppio

i

dell’ ipotenusa del triangolo rettangolo di eateti 5+ AB, ossia al-

I"ipotennsa del triangzolo reftangolo di cateti AB, 2AB.

Ora al crescere indefinito di = le dpe spezzate P, P'. varianoin
modo da soddisfare a tutte le condizioni esposte alla fine del para-
grafo precedente, ma intanto i loro pertmetri, anche nel campo finito.
mdividuano un segmento dj Innghezza diversa da AR,

Abbiamo detto che L, al cresfere indefinito di », ha per limite L,
ciod ABY5 a meno di infinitesimi. L'espressione di L, b, come s

visto (n, 2),
2n \¥®
ABVI | (5'1'— 1) -

Ora prendendo le due spezzate formate riepettivamente dai lati di
quelle che si ottengono costruendo nna £, e una Q, sopra eiaseuno
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di 2 segmenti consecubivi eguali ad AB, la differenza dei loro pEll'i:;:‘qu
metr: 6 data da

7L, — L)=AB (’”'Vl | (H:_Ej])ﬂ"“ﬂ 5):

— AB“ St —2n® | n® — Von* — 100 + 5'113)
n—1

. AB(Ba* — 4n®)
[t —1) (fﬁ'“* — 20} n* - Yhnt — 10n® L Eﬂﬂ)

—_—

AB(s_i)

il
R Y O . 10 5
(1 n ) (Va ]l | 1> I Vﬂ T T _:'F)

il cul limite, per » erescente indefinilamente, & a meno di infinite-

=

Lo

T

T L e L

A
LRl
=11 R

. o 4 = e
simi, -5—ABV5, il che significa che L, — L, per » crescente indefini-’

S i,

tamenle tende ad un segmento che moltiplicato per % da un prodotto. 5
: : : . o .zt
che, crescendo n indefinitamente, si avvicina al segmento finifo-5%
4 i r_.‘f
5
solo un infinitesimo. .
_5. ngu_ardn agh enti analitici e al prodotfo di un segmento per
essi, _{h cul & parola nella seconda conelusione del n. 2, si osservi /i3
chie, in viril della prima conclusione del n. 2, & A

e

)

AB Y5, e pereid detto gsegmenfo non & un segmento nullo, mit:
F'

L —

Il —=a0 4

Iim (AB 1
il
eguale ad un certo segmento infinitesimo e.
S suole affer : 1 . .
=1 suole alfermare che AB ~, » crescendo » indefinitamente, tende
a 0 (segmento nullo). La dimostrazione di questa eonelusione con-
sl_ste nel far vedere che, dato un segmento qualsiasi o finito con AB
(cio@ bale che esista un sno multiplo che supera AB), esiste un valorea’

tale che per n =n' & AB —<<o. Ora cid non porta a concludere ..

L)

iﬁ;.
4
E
i
;
i
}
3

1
che AB — tenda al segmento nullo, ma solo ad un segmento del

-y

:E_[uﬂlfa un multiplo qualsiasi non superi AB, ciod ad un segmento
1rnﬁ_mtealmr::, e questo sara il segmento nullo solo guando si escluda
I'esistenza @i un segmenfo infinitesimo, il che pare non possa farsi
stando alla prima delle conclusioni cui siamo arrivati al n. 3.

T [ ol T

-

8
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Inirodueiamo ora un simbolo 7, che chiameremo wuniié infinitesima
di primo ordine eon la convenzione
— lim 1y _
AB.yn= "M [AB =

Avendo poi #
lim (en) = AB,
0=
si pofrd introdurre un altro simbolo w, che chiameremo unila mfinito
di primo ordine con la convenzione
ew = lim (en) = AB.

n=— o

Allora, dati due numeri «, B, convenenda di porre «>>3 o ¢ <[
secondo che, dato un segmento RS qualsiasi, sia RS.a~> RS.8 o
RS.a<<RS.B, si avra che se « & un ordinario numero reale, & o > 7
¢ 2 < w. Prendendo le mosse da questi principi, si pud stabilire, in
modo da soddisfare molto bene I"intuizione, una teoria dei nurneri
wfiniti dei vari ordini,

6. Chiuderemo queste considerazioni col recare un esempio di una
spezzata 1l cul perimetro & un infinito, Diviso un segmenio AB=u
in 7 parti nguali, e costruito sopra ciascuna di esse uy triangolo
isoscele di altezza costante b, si faceia crescere n indefinitamente,
Allora, stando alla prima delle conclusioni del . 2, la spezzaia va-
riabile tende ad una posizione limite, e se & AC uno dei lati di
juesta posizione limite, si avid che il perimetro della spezzata in
letta posizione & espresso da (2AB)uw.

F. PAvaTing,

il i e i

GONTRIBUTO ALLO STUDIO DEL (UADRANGOLO PIANO INCOMPLETO

I. Questione: :
Stubilive la condizione necessurin o sufficiente, affinche o’ quaitrg
riangoli B
Aw b, f)=7VT, A, 4, ) =7,
Af{a, d, &) = R A, ¢, £) = V'S,

¢ posse costruire il quadrangolo i Imti a, b, ¢, d e di diagonull e, f,
Pontamo (')

'VE———-%VILEH}‘"E—{ITEE 0* + ¢ — d¥),

('} Questa formols che esprims la superfleie di un quadrangoio in funzione do' luti « delle
1agoneli (analoga a guslla per il triangolo), Tu dats elementarmente dal Doston ne' Nouw, Ann,
na. 1848, p. 89, Si trove pure rioavata in altre modo negli * Elements de la Théoris dos détar-
iinants , dello Btesso Autors s pag. 200, 2% ediz,




154 PERIODICO DI MATEMATICA.
allora si hanno le due equazioni
Vo=YP+VQ, Jo=yR+15.
le quali, rese razionali, dinno lnogo alle altre due
*— 23 (P+ Q)+ (P— Qr=0,) ()
o —20(R+4-8)+ (R—8F=0.

Queste eqnazioni ammetiono la radice s comune, epperd fra’ suot J, ;
coelficienti sussists la relazione B 5
[(R— 8)*— (P — Q) + ,
AR -SUR LY (-0~ P+ Q) R—51=0, () '
che rappresenta la coundizione cercata, L
2. Forme diverse della (p). — La (p) pud mettersi sotto forme.di

verse, per esempio:
Ponendo per hrevita

P_;_Q‘—_—ﬁl! P Q_—ﬁll R'—l_bl:ﬂﬂv R S_“aﬂi

s1 hanno le forme

§ -

' 3 T | -
i o LN N s =

i e
=

1
1 20 B8 0 ’ ? ‘v
()

— 1 21": ﬁﬂl

[211;32 + 2ﬁ1£5)3= A
= (B — Bs" B + £.8) (,% — Fo' — Zotazg F 23,B,), l () 3
(2osorg F 23,8,)% = J e
=—— (313— Baﬂ‘— LAy Uy + 6‘4}11331] ”3:5——' Bsﬂ—l—zmas = Eﬂﬂﬁll
dove si corrispondomo i gegni.
Particolarmente interessante riesco In (z) messa solto forma

(61 — o) () — a's) (02 — a'y) (0s — o's) =10, (p)” ax

dove a;, oz, 65 @ 5’y S0NO rispettivamente le radici delle (o) ossia
n=P+Q+12PQ, o0=P+4Q—y2PQ,
“1=R+8+V2RS, o4y=R+5—)2RS:
e fable queste sostituzioni la (e)” diviene (%)
(ZP* — 23PQ)* — 64 RSPQ — 0. | (R)

La (p) messa sotto questa forma ci di modo di mostrare che essa
comprende i quadrangoli convesso, concavo e intreccinto,

OT"

M

("t Bi oaservi come Ja ()" in modo rapidissimo ci ha dalo 1a identita della (g) colla (R), mentre

ben diverso Iavoro occorre dovendo verificars Ia ¢08a por via di trasformazioni e di aviloppi. der:
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Infatti 1a (R) resulta ancora dal prodotto dei primi membri della
seguenfi otto equazioni:

VP+VQ+VB+1V8=2Y3, (1) YP+1Q+VR—18—0. (3)
'@_Hfﬁhvﬁ_ﬁzo, @) YP—1Q+VE+1S=0, (1)
VP+VYQ—VR+yS5=0, (5) VP—1@—VR—18=0, (6( ¥
PP—1Q+VR—yS=0, () YP—1Q0—yR4y5=0, (g
t ciasenna delle gunali — come qu! & indicato — risponde uno dei
iebte quadrangoli qui bracetati, menao 1] (quadrangolo (1) che risponde
ule equazioni (1) e (2).

La (R) eomprende tanto i casi in cu nessun vertice del gnadran-
s0lo cade nell’ interno del triangolo formato daghi altrl tre lequa-

Fig. £ Fig. 7. I 8.

oni (1), (2), (7), (8)] e tanto i casi in cui un vertice ecade nell in-
rno del triangolo formato daghi ultr ire (*).

3. La relazione di Carnot (%) fra’ quatiro Iati e le doe diagonali
e quadrangolo incompleto o

1 (0 — ) (- P — @Y (B2 4 1 — ') =
=Pl —a e P+ P— ) P — &)

& questa pud mettersi sotlo la forma (%)

0 1 1 1 i
1 0 i b* ¢
A== 11 0 %g dt | =0,
1 b @? 0 ¢
1 et d" e ()

('} @uanto & dotto sin qui pud servirs bene di risposia alla gneslione n. 1885 dell’ Tntéim. des
oy vol, VI, pag. 244 anno 18900 (81n qui non vi ere stata alcuns rispoaiag,

(9 tzdorm. de Podition, pag. 387.

(") Altre forms st sonoscono dsl Gatalan, de! Deshoves, del Ciamberlini 0s¢., (Barebbe desi-
wbile una bibllografis),

-
-

-y ™
o =
- b * LRI

L

1 1_"'\.1.
Li;n_."'!_ =

F
'

) o
e i b

i

s
[

A

ol = Fog
g e !
i LI & §
T ':: E':ﬂ-'\- Lli,'ll" o b T
it ’
e

o .:'r-"":".':-.-
L
L
-

B
e

ek [

=P u"'.ll-'_l-i,.'rji'.{-f-" e - _.__.-l. [} --
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forma nota e data dal Brrosom (Nowv. Ann,, 1855, pag. 173), e

:
CAYLeY (Mathematical Cambridge Journal, fom. II}; d’altra parte H:T;:l {
cordando che BN 1
L 3
16P=2 2 a%*—Za%; 16R= 3 %" — Sa* R {
a, o o, &, f _I
16Q=2 3 ¢* —Be*;  16S=2 I 3% — ¢ :
&ty ¢ n e f :.
li

g e

la rvisultante delle (o) diviene la reluzione del 16" grade ()

St =) HeP— 10+ IP) —H (K + TP =0, (), g

dove

oy O
e 2 1
|.. '._-:Ih.--.‘u_-'-:hq---.—

H={a"—¢) (" —a®), = (6" 6" — o® — @) (a®h® — ¢*d*),
J = (a® - @ — " ¢} (P — b'e®), B
K=(@—@) ("), L=(a" ) (@ d). &

Uid che dimostra che la relazione di Carnot & eompresa nella (p)
& questa maggiore generalitdh & dovata — come resulta da quanfo iy
mnanzi abbiamo esposto — al fatto che Ia relazione A =10 appar-
tiene solo al quadrangolo di lati n, b, ¢, @ e di diagonali e ed f,
mentre la (p) olfre a guesto si riferisce anche a” due quadrilater 2
@, b, e,d eed ab ¢ d f colle condizioni risultanti dalle (Q). L

4. La visoluzione della questione impostata in principio porta i
anche alla risoluzione dell’alfra:
Dati quattro punti in un piano e prest come assi le congiungenti 5o8

P

dite coppie i essi stabilive la relazione che lega le distanze delle dﬂgfi
coppe di punti scelti e le distanze dei quatiro punti da” due assz.

Dovendo scegliere come assi le rette su cni si trovano due dei
’ = . . - O, Tt 1
sel elementi a, b, ¢, d, ¢, £ si vede subito che si hanno quindici’:s

b

iy, - s oy
R ey i [ i

¢asl — Inoltre — se si tiene presente che sj ha (%) e
.11-1:_.';
I bls. v ‘En’!-lg.,.; ' efia, ehc . hif
2P = l fh, ¢ 2 VQ = [fn, ¢ 2 VR=\ ahy,, 2 ]/S_ =" bhpy % ,
(":'I‘U.ﬂ ' lfﬁ?ﬂ];id 1 I'.f}f]}.u . ﬂh:ﬂ,c :1!“‘--_ ~F '3-55;.
quando sia scelto il sistema di assi, per esempio: quelli su cui si tro-
vano e ed f, servendosi della (), la relazione domandata diviene
2 [ . £ ] 2 -
1 2 UL frl_.. o) f (!’.‘:]' i~ g o)° 0 {‘
D 4B 7.8 » £4 712 $ \8 ]
1 —1 2 / {}EB, 4 _"' b, 1) f U‘B, = ‘hﬂ. ) — 0 1
1 2605, 44, & (L. — A2 ) 0 L
0 —1 26 (B - Be.) e (RE, AL ) .
<F 3
(') Quasto Iaboricso caleolo b dovaio ai signori Wearsen o Govrnanp, V. Fatdrus, des Halh= ‘ :
vol. 1V, pag. 164-63, apno 1897, <y b
(*) Con & A,y tendinmo la distanza del vertice A flall'asss sg cai ai trova J. i __j'

:
I

I.F I.II: I‘].
(. CANDIDO. il

v ——
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PROBLEMI®

(Continuasione — Vedi fuscicolo ¥V, anne XXIX).

143. Siavo ABC un tfriangolo isoscele rettangolo in C; B e A’
panti di mezzo di UB e UA; L. e ls 1 centri dei circoli exinseritti
interni agli angoli A’ e B: D il punlo situato sulla perpendicolare
in A ad AC, esferno &l friangolo tale che sia AD =3AA’; E, il punto
analogo a D sulla perpendicolare in B a BC e tale che sia BE —=3BB’;
K il punto situato internamente al triangolo ABC sulla traiettoria

i 5
dell'angolo © o tale ohe K qwﬁ}r.

Dimostrare che gli otto punti A, A’, B, B, 1., I:, B, D. Apparten-
gono ad un'iperbole che ha K per centro. |

144. Trovare il lnogo dei vertici situati sull’asse minore dslle
ellissi che passano per un punto fisse, ed hanno in comune un ver-
tice dell’asse maggiore ¢ ln tangente di esso.

145. Se P, Q sono 1 punti d’incontro della tangente e della nor-
male in M ad una ellisse di eentro O con la perpendicolare ad OM
condotta per O, dimostrare che:

1° il lnogo di P & una kreuzeurve:

2° 1l lnogo di Q & una sestica di cui I'area & ¥, di quello dell’avo-
luta dell’ellisse.

146. Essendo 2y, s, 72, 2, le radiei dell’'equazione

ot — 14a® 4 71a® — 1542 120 =0,

ealeolare I"espressione

o Af Ao : Ia £ 4
i 1 = o - _-[_1__'*.1 _} P ]
oy~ — g — T — 1 2l —— .].

senza risolvere lequazione.
3 01
(«‘:l trova E_D) :
147. Essendo note le ordinate w, 4., ys di tre punti A, B, O del-
I'iperbole y'— 2per—0, trovare la relazione esprimente che il eircolo
eircoseritto ad ABC passi per il fubeo F. Calcolare le coordinate del
centro di questo circolo e quello del quarto punto & incontro D con
la parabola,

{) To massima npn pubblichereme le risolazioni di questi problemi faveritiel dal Coman-
dnote Bamigies, ma accetieremo volentiori la osservazioni e generzlizzazioni che i nostri lettori
VOIrranno inviarei.
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Per una serie d"iperboli omofoecalj i lnogo dei

dell'evoluta con gli asintoti & una enrva di 8 gradi.
Costruire gueste due curve.

149, Trovare i punto deila cubica -

s 2 (& — p)
T g—g

i ’
1 quali song

reall se @ e b sono dj segno eguali.
Caleolare

I'avea compresa fra 1a curva ed
(La coordinate dei puntj d'insiems sono

__ 4ab ) dal V?
* 8a -5’ y—“Eﬂ—!—b Ja

L’area richiesia &

il sno asinfoto.

___71:{&5——3}{3:1-[—3]
0= d )

I50. Un segmento MN g; lunghezz

M sopra un eireolo, con I & una tangente a questo,
cireolo. Trovare ] Inogo del punto di mezzo d1 MN, :

151. Una corda variabile MN di woa parabola & g lr.:ughezzg"fgg
costante, Trovare:
1% il luogo del punto medio di MN:
2% 1l Inogo della Protezione del vertice della
3% 1l luogo del polo di
Calcolare anche I"'areg
delle suddette carve, Ia
152. Costroire:
1” la seconda svilp
2° Ia cmrva logo
parabola rispetto al £
153. 11 volume gen

4 costanke scorre ¢on

un estreme;::
wltro estremp N sopr

i
'
i

-

parabola su MN;
MN rispetto alla parabola.

compresa fra I"asse dolla
parabola ed una parallela

s
parabola, Ia primafﬁ-ﬁ%
all'asse di guesta. £

Fars

ppata di nna parabols;

del simmetrico del centro di curvatora della = i
unto di eontfatio.

erato dal eappiov della strofoide retta

]/a—i~m
Y=z & —

n
. . . nat
rotando d'un intero giro attorne ad » ¢ 5 (B —8). S
154, Si considar ellisse e lo dpe iperboli
@
- 7 ~ 2 ' z”
(E}Ef‘i"f;"‘l:ﬂ- (i) —

g
—'%I'—*I=05 [iﬂj_ai"_';{_ﬂ",_[:u'

A
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1° il Inogo dei poli della tangenti di (e) vispetto a ciascuna delle

iperboli (i), (#) & la stessa (e);
2" 1l huogo dei poli delle normali d; (¢) rispetio a ciascuna delle

due iperboli (i), (i') & una krewzeurve:

5" Determinare le normali ad (¢) che sono tangenti a (i) o ad (7).
155. Calcolare

sen’ o dy
cos e
(Si trova
san’ de o : 3 : 1 ¢
—i Lcus:p—l——f_ﬂ—cas CP_TL- cas! o +Ecus -:p)-

156. I valori di 2 ed ¥ che si oftengono risolvendo ;i sistema
[a°2" 8"y — (a® — BY)*] L 274%° (@ — B 2% =,
a*w® — PPyt — gt
sono tullt immaginari.

(8i dimostra con considerazioni algebriche.

La cosa risulia evidents conside-
rando due curve, avolute di

ellisse o d’ iperbole, Urppreseniate dalle dus equazioni).
157. Essendo M, il piede di una delle quattro normali ad un’ellisse

uscentl da un punto I, si consideri per ciascuno dei punti DM,-
a) il circolo di centro T e raggio IM;;

b) 1l eircolo avente 1M, per diametro:

¢) il eireolo di centro M, g raggio M1

o1 dimostri che:

1° 11 luogo del punto I tale che la somma delle potenze del cen-
tro O della ellisse rispetto ai quatiro cireoli a) & un’ iperbole;

2" 1 luoghi analoghi per i quattro eireoli ) o ¢) song pure due
iperboli;

3" per un punto qualsiasi T !a somma delle potenze di O rispetto
A guattro circoli 3) diminnita della somma delle polenze di O ri-

ipetto a1 quattro circoli a) & costante ed eguale a 2 (a®-}- %),
I58. Diostrare che Feguazione in )

AMa+ 8" —2abcos B) b (a cos b — b
V2 (a* < 5" —2ab cos B) I- 21 (a cos B — b) -+ &°
Ala®+ b* — 2ab cos B+ @ (bcos B — a)

T V(@ ¥ — 2abcosd) 20 (heos 0 — a) T 42

on ha altra radice che ) — i &

2

(Furmﬂﬂﬂﬁ equazione di 4° grado in A, 8i

mo nulli e resta 2% — 1 — D) ;

vede che i termini in A4, A3 )t

139, Si congiderino in un piano due rette perpendicolari Oz, Oy
due punti fissi P, (} 8i traceino duye rette variabili OM, OM’ tali ehe

tg MOz tg M'Ox = costante — ).
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Per P a1 conduca una retta che faccia con nna delle rette OM, ﬁr
I'angolo 0, e per Q si conduca una retta che faceia con la secondgi

retta I'angolo 6. Trovare il Inogo del punto @ incontro R di questd

due rette. 9
Casi in cuiz 1° 6=0, & =0; 2° 6=90°, § = 90" ;
(Il luogo si compone di 8 coniche). | H e

160. Una eovda MN variabile d'un"iperbole eqnilatera di eentro Uth T

S! sposta in guisa che il triangolo OMN abbia un'ares costante. Pro- il
vare i Iu.ogﬂ del punto d’inconiro P delle fangenti in M ed N. ﬁ;;;,

. {61. Siano C il centro di curvatura eorrispondente ad un punto ii‘ﬂ
di mna parabola e D il centro di carvatura corrispondente al punto Uﬁz :

44

della sviluppata. Dimostrare che il rapporto dei raggi di curvas g
tura CD o MC & proporzionale alla distanza di M dall’asse della’ s
parabola, bt

I:*‘;‘é it

-y

CD 3
: MC jJJ | :
_ I62. Sia PQ una corda fissa di una data conica, Per Q si 1.7['131{:;";-':':-:
cino due corde variabili QR, QS egualmenie inclinate sn PQ. Dimu—jﬁéj o
strare che Ia corda RS passa per una punfo fisso. Se PQ ]JHI'H.HEI{;“-‘{
ad un asse della eonica questo punto & all'infinito.
I63. Dimostrare che

(La parabolu essendo y* = 2px, si trova

1
: Z DT
-f; (] —*4:133) d..l? ZEI .

164. Siano M un punto mobile sul cireolo circoscritto al trian-
gﬂ]“.ﬂtﬂ‘?: P, Q Te sne proiezioni sulle retie CA,CB e P, Q i -ime
metL;m.] di M _rispettn alle rette CA, CB. Dimostrare che: '.i ;
i“ 1 lnoghi (]rei’punti di mezzo di PQ e P'Q’ suvno due cireoli;
2" ln retta P'Q' passa per I'ortocentro del triangolo fisso ABC. 30
I65. Se AB & una corda fissa di una conica ¢ P un punto di Essﬂ;zﬁi{i»_ .
R_Q hua corda cle varia con la eondizione che I'angolo BPQ gig e
hrae_catn dalla retta AB si dimostri che I'inviiuppo della RQ & una
tomea; e che questo & una parabola se la veita AR & parallela ad )
un asse della conica data. Lo
166. JPer ciascuno dei friangoli d'area massima iscritti in una 4
elhisse I'area del triangoio pedale del punto di Lemoine & costante. ﬂ 3
_IBT. Essendo M un punto qualungue di una data ellisse di ‘ il
SR 2a¢, 2b; P, Q, R i piedi delle tre normali econdotte da M all’el=
11_559:- & &1, %z, 23 le distanze di questi tre punti dall’asse minove, - iis.
dimosirare che B e

4

(f .
e [2"5!] = ﬂg) = costante
| 1

=) . (a* — &%)
DT | Tyds | Xars a®

X1y - L1¥s - TyTy =

= gostante.

i - i e LI
i i e il o] = T =

e e

r
centr
de1 ¢
goli .

1°

nove

00
Qo

s010

(P

della 2
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168. Siano A, B, C, D quattro punti di unellisse: F uno dei snoi
:hi; A B, C' i punti. d"ineontro delle retfe AF, BF, CF con Vel-
3t AN, BY, C" 1 punti d"incontro delle rette DA’ DB, D con le
e BC, CA, AB rispeitivamente. Dimostrare che i goattro punti A",
(", F sono in linea retta.

b3. Il Inogo dei punti M del piano d’un friangolo ABC, tali ehe
MA® sen 3A | MB® sen 2B 4 MC.sen 2C = K*==costante,

) eireolo concentrico al eirveolo circoscritto al triangolo ABC,
‘e A', B, €' zono le proiezioni del punio M sulle reite del trian-
, I'area del triangolo AB'CY & costante.

70. La tangente in un punto M d’una circonferenza di centro O
ntr1 mn diametro fisso OX in T; e sia T il simmetrico di T rispetto
! Lia perpendicolare condotta dal punto di mezzo I di T'M sy OX
ntr1 OM in K; Ia perpendicolare condotta in K od OK incontri 0X
» e siw L' il simmefrico di L rispetio ad 0.

" Trovare i luoghi dei punti medi di IL, [/, ML, ML’, IT, 1T,
. La retta IL inviluppa una curva tale che 1'area compresa fra

¢ gli asinfoti & 1—12- di quella de! cerchio dato.
% La retta 1L inviluppa una curva capps tale che I'aven com-

1 ira essa e 1 suol asintoti & % de]l'ﬂr_ea del cerchio dato. Questa

¢ & anche 1l luogo del punio I,

fl. 11 circolo che ha per diametro una corda AB di una ellisse
miro O Incontra lellisse in altri due punti C, D. Indicando
%, @ 1 punti d'incontro dell’asse minore con le ratte AB, CD, si ha

OP & — costante
0Q a5 T

2. Si consideri un circole di centro O e rageio R oed uno di
o O e raggio » interno al primo. Indicando con d g distanza
entri U, O, & nofo che, se @® = R*—2Rr, esistono miiniti trian-
ABU inseritti nel primo circolo e circoseritfi al secondo.
. Par uno gnalunque di questi triangoli, 11 eentro del circolo dei
|

. - ¥ ﬂ
punfl & ad una distanza costante dal punio (0, eguale a SR
-1 Iuoghi dei baricentri o degli ojfiocentri dei triangoli ABC
due eircoli.
rendendo un sistema di assi ortogonali di eni O sia Porigine & 00’ I'asse

» 51 trova

2 4
Inogo del baricentro di ABC (;1: — iﬂ) Sogle 2

= . Driocentro {2 — 2a)® - y: = I%EJ =

I

{{'J'%.i;j'a';'af’.'i."ﬂ.agi'&(;i;é i

l.

ZI-I|'||II |I-. :ill.l_:l,;. .l; -

W |||]| |



o

FT

142 PERIODICO DI MATEMATICA.

(73. Sono dati due cireol concentrier €, G, di eentro O & un ch“:l} i el
metro fisso X. Se M, M, sono due punti di C, C; rispetiivamente ﬁ_ﬂ‘?{{- -
che le semirette OM, OM, siano egualmente inelinate sp X, dimostra i
che la retta MM, & sempre normale ad una ellisse figsa.

I74. Una corda foeals qualuongue d'una ellisse pussante per «iI
fuoco ¥ incontra le tangenti negli

puntt P, P’. Dimostrare che: ~) gk :’fh,l
1 11 eireolo avente per diamelbro PP’ inviluppa Tellisse data od 7
e bitangente ad essa: -5
2" 1 Inogo del punto & incontro della corda d: contatto eon PP’ 870 i
la diretitrice relative al fuoce F.
175. Siano A, B due punti |

una stessa comica. I Inoghi dell’ortocentro o del centro del eircolg: i
dei nove panti del triangolo MAR sono due coniche, 44
176. Inviluppo delle corde d'upa conica che sono visti da un vﬂr-"_;f’
trce sotfo un angolo di 450 Studiave particolarmente il enso 1n eui
In coniea data & una parabola,
I77. 11 Tuogo del punto M del piano di un triangolo ABC tale che: 2
il triangolo aveute per vertici le proiezioni di M sulle tre altezze:s
abbia una superficie costante b una ellisse. Caso in cui Ia
data & eguale a quella del iriangolo ABC,
178. Si considerino le parabole P e¢he hanno la stessa cords Chlh_:I
normale in 0. Le loro direlirici inviluppano una seconda parabola Q;;J'f

IE’_E*T

=
=

n
L

ke i
r, E '-. 3 l-r,l_-
:;. i -u.l "

viea

1 o b
(R L o
o Sy

A
a i
|
4
A

fissi ed M un punto variabijle s0pra i

=
1
=

; |
che si domanda di determinare. ;
E.-N. Bagrismgy,

(Continua) :

R ¢

l

PICCOLE NOTER v

F

- 3

3

Sul metodo differenziale per 1o ricerea dei massimi ¢ minimg nefl” inge- -~ 2

gnamento medio, ti

1. i ritiene da molti ehe nna esposiziona dal principio fondamentale che il g

Caleolo offre per la ricerce dei massimi 8 minimi non possa darsi in modo rigo~ . »

roso nell” insegnamento serondarieo senza incorvrers in noteveli diffcolta. E difatii t

saginendo | falsa-riga dei corsi universitari di Caleolo, si erede necessario 1'il:m’7-'_':-: At fi

rere al teorema degli incrementi finiti, o alle dalicate considerazioni =sul nnm-’;j-}i ' S¢

portamanto di uns funzione intorno a un punio, in relaziope al comportamoento it

1n un intervallo. o infine all'uso della derivata seconda, che mon é del resto per - di

s¢ sulliciente ajlp scopo, ni
Avendo svato oecasione di studiare 'argomento per un esperimento che di

questo motodo ho fatto mella senola, ho potuto constalare che i punti essenziali de

della teoria possono stabilirsi con sempliciti e rigore in modo accessibile a gua-
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lunque seolarssea, non escezionalmente scadente, facendo nuso soltanto delly de-
hmizione di fonzione crescente » decrescente in un intervallo, del teorems di esi:
sfenza del masaimo e del minimo di una funzione finita e continua in un intervallo,
& della definizione (i derivata, Sono stato condotto s fondare la teoria sy (queste
sole basi dn una eousiderazions metodies - che cioé tuita V’esposizione ordinaria
del Caleolo & fondata sul teoremn degli incrementi finiti, o quindi sul teorema
di Rolle, che & a sna volta tonseguenza diretta del teorema dj esisienza del
massimo s del minime: sicehe in Soslanza essa é uu metodo enristivs che ricerca
massin: e minimi, presupponendone pero l'ssistenza. B allora voll; vedere se
slratfande dirveltamente il teovema di esistenza non si potesse oltensrs nn eriterio
per ricomoscere i massimi & i minimi almeno nei casi che si presentano nella
pratica (funzioni devivabili, che soddisfano slla condizioni di Dirichlet). 1) eyiterio
é.del reslo ben woto, ma non ne conoscevo finora una dimostrazione fondata su
basi vosi semplici; credo che sssa possa tornare utile a qualche collega deside-
rose di rinvovare l'esperimento nella senola, e per ¢id indico qul per sommi ecapi
il modo di giungervi,

2. Dalo in generale il concetlu di funzione, di conkinuita, di funzione crescente
0 deerescente in an intervallo, di massimo a di minimo, 8t dimosirera o si dara per
dimosivato il teorema di esistenza del massimo e del minimo di una funzione finita
8 confinua 0 un intervalle. S esporrs il voncetto di derivata, con quella copin
di schiarimenti, dj interpretazioni e di regole che piit si credera opporiung, e gi
tara notare che l'esistenza della derivatn deve verificarsi caso per caso.

51 dimostrerd poi che nei panti di massimo e minimo relativo la derivata si
annulla (se sonv verilicate le note condizioni); sicehé risulters che pPossono gssere
massimi o minimi di fl) svlo i pauti in cui flz)=10, e 81 dovia determinare
quali fra le radici di f{z) corrispondone a massimi, quali a minimi, quali a nes-
amno dei due casi.

St notera ¢he ls radici di flz) dividono generalmente il campo lotalo in eni si
stndia 12 qaesfione in tanti iotervalli in ciascuno dei quali Ia derivata ha BEETIO
‘ostante, cio che nei casi singoli si yerifien con facilith. Basteri allara studiare
a f(z) in uu intervalle nel eui interno la iz} ha segno costants.

3. Per questo si osservi che se (#, L) & uno di qnesti intervalli (81an0 0o no w e b
adici di /() = 0) in esso In flz) nssnme effeltivaments il snop valore massimo e il
uo valore minime; ma cib non pHo aversi in punti inlorni all’ intervalln perche
u essi f(2) non & auiulla: fungue Massimo & minimo & avranno per 1 valor
streml ¢ e . B proprinmente, se &) < fid), si avra per x — a | minimo e per
t=>0 ]l massimo: so [la) =1{&) V'opposte : non potra essere fla) = f(b) perehé in
Moenso f(z) in (@, b) sarabbe costante e Ia gna derivata nulla, contro ["ipotesi.

In particolare per verificare se Per * = ¢, radice di /(x), Ia flx) ha nn mas
im0, un minimo, o nessan dej due, basters prendere dge valori m, u Eali che
e nochetra mere trn ¢ o » In f{z) abbia seguoi costanti: per esempio

t ® # polranno essers le doe radici dwf(z) ehe comprendono . Allora, se
m) < [(e), fin) <fle), fle) & massimo di flz) in (m, ¢) o in (e, )y quindi in (m, n);
b mvece flm) > fle), fin) > fle), Per . = ¢ si ha nn misime di fla). Se nfine
m} < fle) << fin), oppure jimj) = fie) > fln), fie) & massimo di fle) ie uno dei
18 mbervalli (m, ¢), (¢, n) minimo nell’altro: e PeEr xr =¢ non s8i ha né massimo
Y minimeo. ]

4. A complemento di quanto si & ora deilo pud dimostrarsi che se nell' interno
I’ intervallo {a, 0) /(=) non si annulla e fla) < f(B), fix} & crescente in (a, ). Ed
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]

infatti, poiché f(a) & il valore minimo di flx) in (a, 8}, (1) il valore mMAaBsimo, I'“'J
un valore p in (&, b) si ha f{a) < Aflp) <<1id) (esclusa 'ugnaglianza per qunntrj'
& brovato sopra). Ma anche per (p, b) puo farsi la stessa considerazions ; Eimh&:} ;
avendosi f(p) < £(%), per un valore g vompreso ira p e b sarh f(p) {f{q]ﬁ:ﬂqﬁﬁ%
Conclndando fla} < flp} < flg) < #(b), ciod flz) & crescente in (a, b). Analogals

-

mente f[il‘] 0 dEEl’ﬂE‘EEHLE' in (f-:, b) se {Tn]bf{,ﬁ]_ £

'
E

b. Invece di fare 1a riprova fia) :i;- f(b) se ne pud fare una pii semplice, osser- ’

vando cioe il segno di (). Bd infatii se la fle} & crescente in (g, b), per ﬂu& : 3
valori p, ¢ di questo intervallo le differenze 12} —flg), p — ¢ hanne ugnal segnn.": - ¢

>
n

:I'| ':l‘I' 4
@

Aty
w =
]

i

%

quindi il rapporto inerementale m;j _gql & positivo. Al limite per p = g si ayrs ' Bl
flg)= 0 e anzi, non essendo £7(g) — 0, dovra aversi 7lg) = 0. Nalio siesso mudo“; i
se ﬂﬁ} ¢ decrescente in (@, &), In un punto g comprase tra ¢ e b sara f{i]} {0::{:{.{: 4
Dal segno f(») pud dungue riconoscersi se nell intervallo (@, B) la flx) & muﬂg s
scente o decrescente: ne segne subito che saranmo puntl di massimo quelli che ey
terminano un intervalle in cui =) >0 o ne iniziano uno in eni Mz) < 0: d f*?g’* phisss

minimo quelli che presentano I"opposto caratters; non daranno massimi né minimi %

quai punti che dividons dne intervalli nel qnali f{x) ha il medesimo segno. Iid.

E£5S

8 questo il eriterio che avevamo in vista & che noi casi elementari & pin aﬂm;w P
sufficiente allo scopo; chi ne trovasse Ia dimopatrazione non abbastanza agevolg—_3 :
per 1 giovani pud limilarsi al criterio del p. 3 chie non mi sembra offrire ]]EEEID.!I_%E riﬂ}:
difficolti. i g
. AscoLrn Ean

= A'B

> ugu
i tria

RETTIFICA. e
I
Modenn, 14 febbrmio 1015. puant
Chiar.mo Prof. Lazzeri 4
del ;
: - : | . da N
A Lei, nu rivolge per pregarvia di compiuversi, nel caso cle eredesse di ripar-

: . U mwis, S bilir
lare dal compianto prof. Pironpimy, di correggere uun inesuifezza nella quale:, ~ el Sd

Ella & involontariamente incorsa, assevendo clis questo esimio matomatico navyue . . GP"ﬂg
in Parms, mentre, come risulta dagli atti dello Stato Civile, egli nacgne nels ‘ d ‘_EhI“t
Panno 1857 nella Villa S, Catering situata presso Modeng. 'L-.-'--’;-'q 1lors
Sentimenti di affezione mi legavano al prof. Pirowoixy, che fu mio discepolo. .-{ :i‘!' e poi
nell’ Istituto teenico o nella Universita di Modena, eppercid sono grato a Lei per M'N
'onora che ha voluto fare alla inémoria di lai, lamentando pubblicaments la im- S J, medi;
matnra perdita di chi veramente mon fu, come Ella dice, conosciuto ed approz- % 50110
zato #quantn me_ril;a?&, ’ versi.
Con alta stima Suo Obbl.mo grona
Fraworsco Nicowni, ments
= 46
GiuLio Lazzerr — Deretiore-responsabiie il pur

Finito di stampare il 9 Aprile 1015 STINIM e
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flontlinice, @ fine — v, fascicolo preceiisare),

VI — Le econgruenze nel jHano,

44. Daty in wn piano due segmentr uguali fra lovo »iferiti AB, A'B,

tono unea sola congruenza divetta ed una solea

we che mutino & punti A, B ordinatamente nei punti A’ 13,
Fissato un punto C fuori di AB, esistono dne punti C', C”, simmetrie
etto ad A'B’ e tali che i triangoli A'B'C’, A'B'C” siano o guali al
ngelo ABC; e poiché tali triangoli hanno verso confrario, perche
no verso contrario i loro angoli A'E‘B', ﬁ’ﬁ’}]ﬂ', di essi 1'uno, e sia
C, sara direttamente ugnale ad ABC, mentre I'altro, AB'C”, sara
ale e contraverso ad ARC. La congruenza diretta determinata dai
ngoli omologhi ABC, ABC ¢ Ia congruenza mversa determinata
due ABC, A'B’'C” sono le richieste.
\e segue che unx congruenza direlta in un piano che ammetta due
1 wniti digtinti & Uidentita.
5. issato nel piano un segmento orientato HH', a eiaseun punto M
plano =i faccia corrispondere I'estremo M del segmento che esce
I'e che & parallels (o eollinesre) od cquiverso ad HH': si sta-
i cosi nel plane una corrvispondenza biunivoca ( che & una
ruenza, come facile provare: ed & anche ypa congruenza diretta:
t1, se su nna retta 7. parailela ad HH' si fissano due puntr M, N,
» trastormati mediante € sono dye puntt M', N, della retta stessy,
che MM', NN’ sono uenali ed equiversi, lo sono pure [34] MN,
; allurw preso un ponto P, fuori di r, ¢ 1l suo trasformato P
ante U, poiche PP & pﬂtﬂileln ally 7, e i segmenti MN, M'N’
equiversi, i due angeli MPN, M'N'P" omologhi in €, sono equi-
e U & una congrnenza direttn che dicesi irasiazione nel piano:
'e2za, direzione e verso della traslazione sono quelli del seg-
> HH',
. Figsato un punto U del piano, si faceia corrispondere al punto U
Ito medesimo, e a ogni punto M de] piano, diverso da U, il suo
strico M’ rispetto ad M; si stabilisee cosi nel PIATIO una Corri-

COngruenza mversa, nel

g vl | ]
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spondenza biunivoea €, che & evidentemente una nnngrnﬂnza.;'f&f:

potché se M, N sono due punti non allineati con U, ed M', N' i lopp)
> . » . -~ TP AT ’ = ¥

trasformati mediante C, i dne angoli MUN, M'U'N’, omeloghi in C, SON

opposti al vertice e quindi equiversi, la € & una congruenza iﬁ#'ﬁﬂfj,ﬁ

che dicesi simmetria centrale el piano; il punto U & il sno centro i
47. In un fascio (U) del piano sl immagini una rolazione 0 N’Hﬁ—
{ascio; e si faccia corrispondere al punto T il punto stesso, e 4 ngm}
pumto M del piano, diverso da U, quel punto M’ che si obtiene por-Zoiad
tando sul raggio m’ di (1), omologo in p al raggio m = UM, un ses- i

b
i

mento UM’ uguale ad UM; & facile provare che la corrispondenza blu-f“ﬁrﬁ"

i3 A0S

ENL S IE N
AL
= AN

nivoca C, cos) posta nel piano, & una congruenza; se difatti M, N Enﬁf%:;:ﬂw:?w
due punti distinti da U e non allineati con U, ed M', N’ sono i loro trﬂ.ﬁ-.-.bff}-'f-rﬁ
siormati mediante C, gli angoli MﬁN, M’ﬁ?N', omologhi in p, %1 =
nguali, & con essisono uguali i triangoli UMN, UM'N’ & quindi i 3{}
menti MN, M'N’; ed & hen semplice eompiere la dimostrazione ';%!{ll

caso che 1 punti M, N, e quindi anche i punti M, N’ sieno ﬂ]]iﬂﬂafﬁ{r el

¥

RS

con U. B poichd ¢l angoli MUN, M'U'N’ sono omologhi in ¢, e 5010 1

equiversi per essere omologhi in p, sara U una congruenza diretta $ing
essa dicesi rotazione nel piano: T ne &1l centro; Vampiezze od il Eﬂf&_ﬁ%

" " N A » P P i . = :'E .r'
son quellt di p, ciod dell'angolo costante MTUM. S osservi che in wng;

rolazione la mutue distanza di due punti omologhi é yroporzionale allg;
distanza di entrambi dal centro, K

48. Si prova facilmente che 0gni congruenza diretia nel piano, '{!_‘_,'
non sia Uidentita, é una iraslazione, o una simmetria centrale, o unb

Ly

rotazione. Difatti se € ¢ una congruenza diretta non identica del piang:is
ed A un punto non unito, sieno A’ ed A, gli omologhi di A quando ;5
sl pensi rispeitivamente come punto del primo o del secondo piﬂup;}fﬁi :
siano ciod A, A, i trasformati di A nells corrispondenza € e naﬂax‘;f
sua Inversa. Ne 'uno né I'altro dej punti A,, A’ pud coinciderez i

con A, che non & unito; dimedoche su di essi s; possono fare le ’rrﬂ%%ﬁ? .
- = . i ; . . 7 R
ipotesi seguenti: 1% 1 punti A,, A comeidono; 2° 11 punto A & punto =57 8 .

A medio del segmento A A': 2° ] punfi A,AA’ son e
/ vertici di un friangolo. Nel primo easo; deffo U
1l punto medio di A,A=A’A, Ia C porta i punti b 4
A,, A rispettivamente nei punti A, A, che somo .

1 loro simmetriei rispetio ad T; ha dungue dlli?{"é'i? t{;{f
A, & copple di punti omologhi in comune colla Sl

metiia piana centrale di centro U, quindi ﬂ}}‘,f

¥ig, 1 coincide con essa. Nel secondo, le due 3

' punti AA, AA’, omologhi in €, sono pure COPPIZ '

-

- - 2 2 ; ; ;‘ﬁ_‘&{,i_;ﬁ‘ _*..,"f'}:‘
di punti omeloghi nella traslazione piana che ha la grandezza, J”?

= " . p . 5 y '-fT. R E -:.:
ﬂlI‘E-.ElDﬂE ed 1! verso del segmento AA - dunque (! coincide con essd. S

t?_.'!

L] [ - & . & " -'_1"!' 5 'I__I

Nel terzo (fig. 1), si consideri la circonferenza circoseritta al trian- .2
: ; _ 2 _ ! _ AT AL
golo isoscele A;AA’, e ne sia U il centro; 1 due triangoli A ,UA, .
Sono uguali, e sono anche equiversi, perché sono di verso opposto; .

1t {4
= “E = y
s
L
i -
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nn

e
orl
01
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I due triangoli A, UA, ATTA” (perehé hanno due vertiei omologhi &
& 1n comune e i rimanenti da bande opposte (1); dunque U & nniio
in C, la quale ha in comune colla rotazione @i centro U, e cho ha
per ampiezza e verso 'ampiezza e il verso dell'angolo ﬂ,ﬁﬁ, le due
copple di punti omologhi A A, AA’ (e, si
coppia U, U) e coincide quindi con ess,
49. Fissata nel piano una retfa P, §
punto gnalunque di » il punto stesso, e

i », il suo simmebrico rispetto ad » stessa; s stabilisce cosi, ne
Diano, una corrispondenza binmivoea C che & evidentemente una con.
stuenza: e poiehe se U, V sono due puntl distinti di », ed M, M’
lue punti distinti simmetrici rispeito ad r, 1 due friangoli MUV,

MUV, omologhi in €, sono contraversi (), la € & una CONGIriuenza

nversa, che diremo simmetiie assiale nel piano; la retta » ne e 'asse,
d & lnogo di punti nniti in C.
50. Fissata nel piano nna veitq » © i segmento orientato PQ (fig. 2),

L ogui punto M del piano si costruises Fomelogo M, nella trasla-
tone che ha Ia grandezza, ln direzione e il verso

el segmento PQ, ¢id che si otterra facendo il * ?
3gmento MM, vguale parailelo ed eqniverso a M
Q; poi si costruisca il simmetrico di M, vispetio
dr, esia M’: facendo corrispondere a ogni punto
L 11 punto M’ che cosi se ne ottiene, si stabilisce
ha corrispondenza hiuniveea (! nel piano, che &
prodotto della traslazione PQ(*) per la sim-
etria piana di asse r: essa e, evidentemente, ™ _
4 congruenza inversa, che diremo antitraslazione, el

lla quale Tasse & + la grandezze e il verso som quelli del seg-
ento PQ. Se anzichs assoggetiare M prima alla trasfazione PQ, e
punto ottennto M, alla simmetria rispello ad »,
simmetiico di M rispetto ad », che sig AL,
20 nella traslazione PR, si perviens ullo stesso punto M': cosicels
congruenza U & anche il prodotio dells simmetria rispetto ad r,
delia trasluzione PQ; queste due ultime e

:0rrispondenze sono eiop
‘mutabili. Si osservi che nell’ antiiraslazions non vVl sono punti
1ki.

8l. Si prova facilmente clhe wna congruenza mversu nel piano &
® simmetrin assiale, 0 una miritmshy:mna. Difatti se € & gna con-
1enza 1oversa del piano ed A un punto non uunito, sieno A’ A, el
ologhi di A quando si pensi rispettivamente come punto del
mo o del secondo ststema; siano cipe A’y A, 1 trasformati di A

potrebbe aggiungers, 1g

1 faceia corrispondere g un
@ un punto del piano. fuori

= il o e T e -

sI cosfruisce prima
e di questo Yomo-

(4} Cfr. N, n. 5, oor. 3"
(*) Indichiamo dungue uns frasiazions (8 eps) i fard

&nche per lo spazio) colly shessa notas
@ che indies un sogmento orientats che ne da la gr

andzzza, 1a direzione ol il eervo.
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i € e nelln sus mmversa, Come al n. 48, potremo sui tre punti AL

A, A’ far le sole tre Ipotesi seguenti: 1° i punti 4, A’ coincidongy);
21 pomto A dimezza il Segmento AA'; 3° | punt A,, A, A’ son vaf_
tici di an triangoly, isoscele sulla base AA". Nel primo CAaso, d&tbu’ié;

'.l.
£

5
I'asse del segmento AA=A'A, le dne coppie di punti AA, AA,’

- =

B ]

pid

.r|i.
-

k=

e e

SOno copple di punti omoleghi sia in €, sig nﬂl]"f”‘j 5

e ity
. coincide €, Nel secondo caso, deltn r o retts deiffi'ﬁi?.ﬁ
_ tre pant] AAA' le due coppie di punti A A ; AAZERER

simmetria piana di asgp ¥, con la quale quindr s S
'L-.Iﬁ
r - & - L § - 1 - _:‘--l ‘l;? - | ? I.
some coppie di panti omologhi sia in (, sig nel- 2o
j ' . - ' ’ q '|_'.':~"“!'.4. - i
- Dantitrasluzione d’asse » elie ha la grandezza e il

T Ty e

j - v verso del segmenio AA’ con In quale quindi cum-f-v‘ia
” cidle U. Nel terzo casg (fig. 3), detta » la con ginn= ik
lg" " AL

genle 1 punti wedi dej lat; AyA, AA’ del i;l‘l.'.m--t-?,JF
golo ALAA’ ed H i punto medio di A,A”, Ie dne coppie di punti A, A (st
AA’ sono coppie di puntl omoeloghi sia in C, sin nell’antitraslazianﬂﬁ_f:.ﬁ?
d'nsse % clhe ha Ia grandezza ed il verso del segmento AH, con la L
quule guindi coineide (. =

Delle differenti specte (i congruenze, nel pianp non identiche le: i s
due simmetrie sono e sole involutorie, %

-,
=
i

) = : Lt
I el P I dhallimis

VI — Le similitudini ne] piano,

=g
[}

L

52, Una similitudine del piano con rapporio K £ 1 ammette sempre i
un punio unito ed wuno s0lo, che dicesi centro della similitudine, e
Sia 8 Ia data similitudine, che, per essere k=+1, non & I'identitay,

a

- - i - . ’ - T
onde si pub fissare un punto non unito A ; detti A A, gli omologhi- "%

A T L |
s 8

di Ain 8 e nells sua inversa, nessuno di essl coineide con A, f” a-
neppure coineidou fran loro, perche i seg-

mentt A A AA° omologhi in 8 sone di-
seguall. Se, ullora, | {ra mial AjA A sono
Su una retta », quoesta mulata in gé
du 8, onde 8 subordina s » una simili-
budine rettilines S: con lo stesso i p-
porto & diversp dn uno; vi & gqnindi sy ¢
an punio unito per 8, e gundi per §. _
Quando invece j tre punti A,AA’ non e i
Sono allineati, converri trattare separatamente Je due ipotesi che 8 g
sia una similitudipe diretfa, od inverss. Se S & diretta (fig. 4), SRR
considerino Ig circonferenza che passa per A,, A e fogcea in A3
la AA’ & I circonferenza che Passa per A, A’ e (ocea in A In AAy: :
©3%€, avendo un puntp A éomune e in esso tangent; diglinife, 81 * jglls
Segano dr nnovo in qun punto U7; | dpe triangoli A,AT, AA'U sono
stmili, come mosirano note proprieti degli angoli nel eerchio;

By
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noltre gli angoli omologht di essi, ﬁiﬂl, Eﬁﬁ’, SON0  equiversi,
perche sono di versi opposti 1 due Aﬁfiu, A%A'; poiche, allora, i
due triangoli AjATU, AATT sono direttamente simili, e i punti A,, A
suno mutatl da 8 in A, A’ il punto U & unito n 8. Se 8 & inversa
(fig. 5), la retta, per A, esterna all'angolo A A A L che forma con AA; AN
mgoll ordinatamente ugualt agli angoli AEH’AMAEA*, incentra s
‘efin AoA’ (perche i segment; AvA, AA sono disp- 1
tuali) in nn punte U esterno al segmento AA": i :
viangoli AyUA, AUA’ sono simil; Inversamente, per-
hé gli angoli Agﬁﬂ. ATA’ sono inversi (*); dongque U
unito in 8. Che poi, in OgNi caso, non vi posse
ssere piu che un punto unito rieults dal fatto che 1 A
ssendovene due, U, V, il segmento UV sarebbe onio-
)80 & 88 e quindl A= 1 ecaniro I'ipotesi.

53. Ogni raggio m uscente dal centro U di una data similitudine
lana 8, di rapporto B+ 1, vien mutato da S in un ragegio, m'
scente da U, e al varisre di m o quindi di w' intorno ad U, si
Lengono nel fascio (U) due fasei di raggl congruenti: eiod unag si-
itudine piana 8 subordinag wne congruenza I' nel faseio di raggi che
t per centre il punto unito dello stmilitudine, e due ragg: omologhi
I'sone omologhi in S; si obtervd allora il trasformato mediante 8
un punto gqualunque M del piano, distinto da T, portando sul
ggio m' di (U), trasformato del raggio m=TM in I', un seg-
mio UM/, tale che sia UM: UM =%, Viceverss assegnata nel piane
@ congruenza I' di un fascio (U), ed un numero assoluto Kk, se st fa cor-
ponders al punto U il punio 81380, € @ ogni punto M diverso da U
punto M' che si ottiene poriando sul raggio m, trasformato del
gio m = UM mediante T, un segmento UM’ itale che sia UM - UM’ — k,
orrispondenza Biunivoca 8 cos oitenuta nel pinno, & una similitudine
rapporto k, nella quale it punto wnito 3 1. Poiché due angoli omo-
1 in T, lo sono in S, sard 8 divetts o mversn secondon ohe
sin I\, e la classificazione delle sunliitedini piane 8, o rap-
bo k diverso da uno, si1 ricaverd facilmente dalla classificazione
© congruenze I' di un fascio. Tenendo presenie che in ogni caso
istanze di due punti omologhi dal centro di similitucdine sono in 7 Y-

0 costante, sl avranno tutti e soli ; segnenti tipi (%):

°, Se la congruenza I' del faseio (17) & I ddentita, la similitudine 8§
retice e dicesi omotelin diretta di ragporto &. Due punti omologhi
allineati con U e dalla siessa parte di esso. Dus segmenti omologht
paralleli ed equiversi, quando la retta dell'uno ¢ (quindi) la relta

Fig. &

=

| ©fr, 5. n. 4, cor, 2

(=

| Lo denominazioni adoitate qui & nal seguite por le varie speeia di corrispondenza 5i & o-
neii’opera eitata di G. Scorza 6, in parte. pella Memoria dsl Y1pr1: 7o Feomelria Elem en-
diiile aulle seziuni di punte ¢ sfera. Roma, Lincei 1908,

4

el

. | |l|-|.il il. [




dicesi gsse secondario della antiomotetia. Tna

a vertire nel eentro di rotazione, 1a e prezza ¢ 0l eul corse dann, 'ampiezza o il verso dells
rotazione.
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dell altro non contengono il centro; sono collineari od equiversi se le Iorqf 1
reite passano per il cemiro. L
2. Se la congruenzu T de] fascio (U) & Fopposizione, la simili= i
tudine 8 & diretta, ¢ dicesi omotetia inversa di rapporto k. Due punﬂqr;}, ;
omologhi sono allineati col contro e separati de esso: due segmenti -2 H

omologhi somo waralleli (0 collineari) ¢ contraversi. In questo easo ei;
uel precedente, potendosi paragonare sempre il verso di dpe segmenti -/ :
omologhi, che risulta concorde nel primo e discorde nel secondo caso, 53 ,
sl econviene di atlribnire alla costante I il segno + se si tratta di
omotefia diretta, il segno — se di omotetia inversa.

3" Se Ia congruenza I' & una rofazione nel fascio (1),
similitadine direttn che dicesi rotomoieti :

. k la costante, mentre ampiezza e il verso son quelli i g

A" """~ della rotazione T In questo caso due puniz omologhi

M, M" sono zisti da U soito angolo MUM’ costante in-z

grandezza e verso. Una rotomotetia & 3l vrodotio di »

UNG rolazione piana per una omotetiy direlta, come 7

pure ¢ il prodotto di wuna rolasione panG per una omo- -\

- letia inversa (fig. 6). Difatti sulla TM' dall'una e dal-

- Palira parte rispetto ad U s portine i due segnenti -

- * UM, =UM,= UM. 1I prodotto della rotazione Mﬁa[llf

Fig. & . S

per I'omotetia diretta che ha per centro U e per coppla -

di punti omologhi My, M’ porta, come 8, i punii U, M nei punti T, M’

e poiche tal prodotto & una similitudine diretta, coincide con . CI}EI‘

coincide eon 8 i] prodotto della rotazione MﬁMl per la omotefra

mversa di centro U che ha per coppra di punti omologhi M, M.

4°. Se, infine, T & una simmetria nel faseio (U), Ia 8 & una simi- ¥
litudine ‘nverse che dicesi anfiomoietia (fig. 7).
Due punti omologhi qualunque sono protetiati
da U in dne raggi simmetrici rispetto all'ngse
della simmetrig I', che dicesi anche asse del-
Vantiometetia, In particolare un punto di quesio

asse v portato da N in un punto dell’asse stesso #
situabo rispetto ad U dalla stessa parte del primo:
un punto della retta » perpendicolare ad » in 1
¢ portaio da 8 in un punio della # situato ri-
spetto ad » da banda opposta al primo. La »

Ia 8 & una 7P
t

a, di eai U & il centro, A

e a1

- . ; Fig, 7. e
RN sunmetlria piana AT

assiale per una omotetio diretta, o di
HRA oinotelia inversa, pss

antiomotetia 2 il prodotto di

una simmetric piana assiale per i
endo sempre il centro dell’omotetia sull asse della

A
.l
I
|
i
¥
K|
4
-
1
-

(*1 lodichlaznu dunghe una rojezinsges piana colin stessn molaziene che spetia a un angelo che
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simmetria. Difatti sieno M,, My i simmetriei di M rispetto alle u, »;
sara M, sul raggic UM, ed M, sull'opposto; allora i] prodotto della
simmetria piana d’asse u per la omotetia diretta di centro U eche
muta M, in M’ trasforma, come 8, i punfi U, M nei punti T, M’ e
peiché esso &, come 8, una similitudine inversa, coineide con S. Cosi,
la 8§ & anche il prodotto della simmetria piana d’asse #, per la omo-
tet1a inversa di centro U che muia M. n M (Y),

54. Se due rette parallele sono riferite in wuna similitudine che non
e una congruenza diretta, [29]), le congiungenti le coppie di punti
nnolaghi concorrono in un punto (fig. 8).

Difatti siano A.B due punti di una retts r,ed A', B' zli omologhi
lell’alfra 7'; nel piano delle due rette le dye copple di punti omo-

r A B U

B

r’ - \_

B A EY B
Fig, B,

>ghi A, A'; B, B' determinano una similitudine diretfa S nella gnale
ono omologhe le due punteggiate simili date; e poiche i segmenta
B, A’B’ non sono insieme uguali ed equiversi, le retie AA', BB si
rcontrano in un punto U; i due triangoli UAB, UAB’ sono direita-
iente simih ed U & uniio in 8 nel faseio (') 1a 8 snbordina 1'iden-
ta o I'opposizione secondochd T & esterno o interno alla striscia »,
la 8 ¢ nel primo caso una omotetia diretta, nel secondo una omo-
t1a inversa, di centro U; in questo punfe eoncorrono dungue le
mgiungenti le coppie di punti omologhi in 8 e in particolare le
ppie di punti omologhi nella similitudine data fra r,r'.

COROLLARIO. — . una similitudine [ra due rette parallele, che non
a wnd congruenza divetta, esistono due (sole) punti ﬂ:r:rmf?rjg,r?u‘ (a Cud
ngiungente & perpendicolare alle rette date.

IX. — Le congruenze nella stella di raggi.

55. Dati, in due stelle di ragge {O), (), due angoli uguali Eﬂ, a’by
istono una ed wna sola congruenza giretta ed una ed una sola con-
uenza inversa fra le due sielle che muting i ragyge a, b nes raggi a’, b’
dinatamente. — Si dimostra come al n, 37.

(') 37 pubd poi senza diffcolts etabilire, per ogni tipo di similitudins e di eongruenza nel
o ae vi sisno reble wnite, mutate, siod, in 88, dalla aimilitudine o daila congrnenzs; o fizsare,
r ¢iasenun easo il tipo di similitedine o di Gongroonza reiiilinea indotta dalla data solla retta
ika, B§ cid, che non & essenziale pel seguito, lesciamo ls cura sl Istlore.
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- ® ¥ B -~ ':-H'.J' - 7 H"
CoroLLARIO. — Dati in una stella due angoli ugual ab, a'b esistong
une ed wna sola eongruenza direlta, ed wnu ed wna sola CONGrUENZE L

A

inversa della tella che wmutine i raggi a, b ordinatamenie A, b, G
shesso si ha quella particolare congruenza diretta che dicesi identita; i
facendo invece corrispondere a ciaseun raggio di (0O) il suo Dppﬂﬂtﬂ,%j,
st ha quella particolare congroenza inversa che dicesi ﬂppﬂﬂi'zfﬂﬂa'.%ﬁiléé
Si avid allora che wng tongruenza divelia, in una stella,la guale ﬂm-f’:iﬁr:;"z
metla due raggi, distinti ¢ noy opposti, uniti & Videntil, e che yna mn—r“fﬁﬁf"
- gruenza mwersa, in una stella, la quale trasformi due raggi fra Eﬂfﬂ“;f"ﬁfﬁ};}ﬂ
distinti ¢ non opposti mspetlivamente nei rage: opposti, e Uopposizione. """ﬁ‘_%
56. ['ng Congrienza direftu isi wio stella, che non sia I’ ilentitd, um- L_‘ﬁ;,
mette sempre due raggi wniti fra loro opposti, e nel fuseio di SEmiplﬂ?HH,_ ! '
che ha per usse la soita di esst, subording wna congruenza diretta. ;{f

Facendo corrispondere a ciasenn riaggio di una stella (0) il rageiy
' -_-r. i ey
Nella stella (0) sia assegnata una congruenza direttn, non iden-* 70

tiea, T'; si potrad sempre scegliere un raggio a di (0) ehe non ; g
i mutato da I' nel sue opposto; perche se questo ’ha ; |

non iosse possibile, T' sarebbe la opposizione che *E; 1

& una congruenza inversa. Se allora a coincide ;i aiesy |

col suo brasformato a mediante I, esso & unitoe, igEEEE t

e tale & allora anche i1 suo opposio, Se invece a, u’-éf 5

(che non sono opposti) sono distinti, diciamo o .1 C

quel raggio di (O) ehe si trastorma n a me—, " e

diante I'; gli angoli ayz, a2’ non sono nullj nd, 3 v

Fig. o piatti & sono fra loro uguali; sui raggi a, a, al ] d

51 posson fare le sole ipotesi seguenti: fac V

1° ,L. raggl @y, a’ coincidono, e allora il ragelo bisettnrgﬁdell'ﬂ-'j i qi
golo ot & portato da T* ne raggio bisettore dell’angolo e’ == ety ) e
cloé & un raggio unito, e con esse & unito Fopposto ; 1;?" n o
2" il raggio a biseca I'angolo au (fig. 9); se allora 4 & uno dei fo | C

due ragei perpendicolari in O 4l PIRNG apna’, i due triedr (aatzte), {aa'u) f*"”‘ o

SON0 uguall, e sone anche equiversi perchd sono fra Joro contraversi 2 g
1 triedri (goou), (@'an}) ¢he hanno la facein au in comung e 1 rima- 1 o
nenti spigoli (omologhi fra loro) dn bande opposte di essa (). Ne bt
segue clie v, e cosi il raggio opposto, sono uniti in I'; g :
3" 1 ragei gean’ formano un triedro 1sosecele, con &;4 —na’ (fig. 10); I ld
detto u I'asse del eono circolare di vertice 0, che ha per generatrici -3 E an
o, a, t:_i" » 1 friedri {mﬁu], (Ef’u) sono evidentemente ugnali (& infathi "2 2 1 i
M@=, ¢ inoltra o=tk — a'u), & sono mnche equiversi, perchdé “ 5[‘
S0no contraversi i dne (agau), (¢'au), che hanno la faceia ax in co- : e
muue, menfre 1 vimanenti spigol ag, & sono da bande opposte rispefio | -
ad essa (*). Ne segue che %, 8 il rageio ad esso opposto sono uniti. ‘
Col
{) Cfr. N. n. 1, Cor, 19, v
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K cosi stabilito che ogni congruenza I di una stella, che non sia
I"identith, ammette due ragel umitl fra loro oppostl, né pud ammetterne
altri [55). Detti allora w, u; i solj ragei
umii fra loro opposti di I', un raggio m
di {0), che stia nel piang w perpendicolare
ad 2 in U & portato da T in mm rageio m'
pure perpendicolare in O ad #, ¢iod in un
raggio o' del fascio (0w),(?) il quale & per-
tunto mmtate in =& da T ua pud mai i

|

raggio m eoincidere col suo omologo ay', se

no I' sarebbe Videnotits: guindi la eocn- / :
graenza che nel fascio (Ow) & subordinats 1:{:,.-,. o 'u @
da I' non pud essere nna simmetria del s

tascio, che avrebbe un raggio unito, ed &
pundi una congrnenza direlts del fascio (Ow); detta » la retts
lei raggi uniti, il semipiano »m (") & portato da I nel semipiano »m': ,
" dunque subording, nel faseia i semipixni d'nsse », una congruenza . o b ili‘;;i.,i{;_",'[.'|I'||ri 'I.I:'-!.
i cul sezione con w [43] & npa congrusnza diretta e non identica. ! rr,iii|;|5:,".,"j,'|';-'.H' ¥
4 pertanto anche v nna congruenze diretts o non idenfica. Ne segne i ;_I?Ii.'i!'|!|!"l'_a'f z
he I'omologo in T' di un raggio z qualungue di (0) distinto da U, Uy, [ e
1 otterrd ecostruendo 1i semipiano omologo al semipiano 7x nella
vngruenza v del faseio (#), e su i essg quel raggio 2' che forma
bl raggl u, wy di» angoli eguali a quelli chie cogzli stessi ragel forma .
'icevarsa se in un fuscio di senmipiani dasse v & data una CORGIUENZH
ietia y, e preso un punio O &i v s fanno corrispondere ai raggr n, u,
vewd O divide v, ordinataomente | ragge stessi, ¢ o un raggio qualitn-
te X, distinto da v, u, { raggiv W' che si oitiene nel modo su esposto, la
wrispondenza biunizoca T cos) posta neila stella (Q) ¢ una coOngruenza
retéa; che tale corrispondenza sia una congruenza € evidente: si

yusiderino due raggi distinti e non opposki m, n del faseio {Ow), essi
m mutat: dalla congruenza stessa in die raggl m', n' del fascio stesso

lits 1)

i dne angoli ma, m'n” sono equitversl. perche sezioni di due diedrs
nologhi in v; allera 1 triedri (wmn), (wm'n’) sone equiversi (*}, e
Mehd essi sono omologhi in [', questa & unn congrnenza diretia.
of7. La assegnezione dei varj bipi delle congruenze dirette noun
entiche in una stella & ridotta alla classificazione delle congruenze
rethe y da esse subordinate nel fascio di semipianl che ha per asse
retta » dex due raggt uniti u, u,. Se Y 8 'identité, ancle la con~
nenza diretta I' proposta, &, comes facilmente si vede, I identita.
v € lopposizione, due rage; omologhi distinti qualungue sono sim-

('} Colla netazione [Ow) indlshiame il fageio i ragel che & par pentra O @ per piano .

Is notazione rin dove r & una retla od m un raggio che esce da un pusio di quelle intendizme
omipiane che vsus dx » 8 contisne .

(%) Cir. N. n. 18,
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metriel rispetto alla 7, ® la congruenza diretta I dices simmetriuf; Tit
assiale nella stella. Se v & una rolazione, due raggi omologhi distinti= "
qualunque sono equiinelinati sui raggl uniti, e vengono proiettati da y+
in un diedro costante in grandezza e verso; la I' dicesi rotazione nella
Stella; 1a r ve & I'asse: la grandezza e il verso ne son quell del diedro 7%
ora describto. Si concludera che wna congruenza direila in wna stella =
& Uidentita, o 2 una stmmetria assiale (della stella) o una rolazione
(della siella),

58. Si ottengono facilmente i vari fipt di congruenze inverse in
una stella, osservando che il prodotto di una congruenza inversa T
data in una stella (0) per l'opposizione & una congruenza divetta [30].
Se ciod m”, m’ sono omologhi in T, ed m & il ragglo opposto ad ',
{acendo corrispondere ad ogni raggio m”, anziche m’, il suo opposto m,
s1 avra in (0) una congruenza diretta I", che pofra- i}
essere Uidentita, la simmetria rispetto @ una velta r 7
per O, oppure una rotazione, Se TV & | idenlita, eiod
se m" coincide sempre eon m, 1 oraggl m’ =m, m,
omologhi in T' sono sempre opposti, e ' & I'opposi-
zione. Se invece I & la simmetiia rispetto a una .
reiia u per O, poich? i due ragei m, m” sono sempre -j;
simmetriei rispetto alla w, i raggi m", m', omologhi
m I, son sempre simmetrici rispeito al piano .38
perpendicolare in O ad u, ¢ la I' dices; siminetrie d:‘%-.,
rispetto al piano o nella stelln (0). Infine se IT" &
una rotazione intorno a una relta u per 0O, i1l diedro = (m'm) & E'_'}L'.ILF
costante in grandezza e verso; & quindi costante in grandezza e verso e
il diedro % (m", m’) che & adiacente e quindi supplementare e contra- HLE 1
verso (') al precedente, e poichd 1 raggi m, m” formano angoli nguali
con ciasenno dei dae raggl in eui O divide u, i raggi m” m', omologhi
in I', formano con ognuno dei primi angoli supplementari, La T di-
cest antirotazione neslla stella, i asse w; dall'asse due riagg: omologhi

piane che formano wn diedro co-

] . i o

B e S e e

e

Fig., 11.

qualungue son proieitati in due semi
stante in grandezza e verso, che diconsi grandezza e verso dell antivo-
tazione: i raggi stessi formang poi angoli supplementari con ciaseuno
dei due raggi dell asse lfig. 11).

Nella simmetria rispetto a piano e nella antirotazione esi-
stono due soli raggi omologhi fra loro opposti che, per la seconds,
sono I due raggi in cui O divide il BUO asse, e, per la prima, i doe
raggl in cui O divide la perpendicolare in O al piano di simmetria.
Una congruenza inversa in una stella & dunque I'opposizione, o una
sunmetric rispelto a un prano della stella, o una antirotazione (%)

(*) 81 paragoning le due seziomi normali: efr, N, n. 1, cor. 1°, .
[®) Lasciamo al letiors di determipare Per ognl tipn Ai congrnsnza nella stella | [asci v roggi
(¢ guindi | piami coms Bostegni dl quelli) umiti, Gfr. 1a nota al 5. 39,

T Ut s M D e

5 oo o

e
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X, — Le eongruenze nello spazio.

99. Dati nello spazio due triangoli eguali ABC, A'B'(C es18ton0 une
ed una sola congruenza doetta ed wna ed una sl congruenza inverse
dello spazio che muting i punti A, B, C ordinatamente nei punii A’ B’ (¥,

S1 prova in modo anglogo a quello segnito nel p. 4, e ne verria
che una congruenza diretta dello spazio, nella quale sieno uniti i tye
verticz di un triungolo @ Fidentila.

60. Fissato nello SpPazlo un segmento orientats HH', a ciaseun
unto M dello spazio si faecia corvispondere l'estremo M’ del seg-
nento MM’ che & parallelo (o collineare) ed equiverso ad H g 81
tabilisce eosi una corrispondenza biunivoea € nello spazio, che &
wvidentemente una congruenza; ed # anche una congruenza diretts:
fatti se in un piano = parallelo ad HH’, & scelgon tre punti non
Ulineati ABC, i loro omologht A'BC’ in € si trovano pure su g:
recisamente | dne triangoli ABC, A'B'C’ sonu anche omologhi nella
raslazione piana, di grandezza, direzione, e verso HH', che € subor-
ina, com’é evidente, in z; denque ABC, A'B'C’ sono tnangoli eguali
d equiversi; se allora D, D sono dye punii esterni ad », omologhi
1 U, essi sono su una parallels al piano « e quindi dalls stessa
arte rispetto ad esso. dunque 1 triedyi D(ABCQ), D(A'B'() sono
quiversi (), E ¢ & una congruenza diretts che digesi trasiazione
sllo spazio; grandezza, direzione € verso della traslazione son quells,
3] segmento HH',

61. Fissata una retta ¥, & claseun suo punto si faceia Corrispon-
e 1l punto stesso; e a ciascun punto M foori di w il spo simme-
ico M’ rvispetto ad u: si stabilisee cosi nello SPAZI0 NN& corrispon-
mza btunivoces € che, com'e facile DrGVare, & una Congruenza ; essn
anzi una congruenza divetta. B difutti W an piano =, perpendicolare
b dn un punto U (piano ehe € muts i se e sul quale snbordina
simmetris rispetto ad U) si prendan due ponti B, C non allineati
n U e iloro simmetriei B, C" rispetto ad U (o ad u) che sono i
'0 omologhi in ('; preso un punto V su wu, distinto da U, poichs
ine triangoli UBC, UB'(Y sono equiversi, lo sono pure i due triedai
UBC), V(T'B'(Y): essi sono omologhi in €; dungue C & una con-
nenza diretta ehe dicesi simmetrin spaziale rigpetto o una retia, che
& l'usse,

62. In un faseio (u) di semipiani d'asse u si stabilisen una rota-
ne vy del fascio; si faccia poj corrispondere a ciascun punfo di 1,
yanto stesso, e a un punto M fuori @i u quel punto M’ del semipiano

(') Cfr. la vota (1) al p. 23,
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. i ‘ ;
omologo in y al semipiano +M, che bha da u la stessa distanza o

sil u I stessa proiezione che ha M; & facile provare che la COITISpOB- - 5
denza biunivoca € cosi posta & unn congruenza: essa & anzi una cone
gruenza diretta; e difatti in un piano «, perpendicolare ad v in un sua - i
nunto U, piano che € muta in s& e sul quale, com'® ehiaro. subor-

dina una rotazione piana € di centro U) si prendano due punti B,
non nllineati con U e i loro trasformati B, (' mediante (!, vhe sone
pute 1n o, e sono anche i trasformati di B, C mediante C: allora i
triangoli UBC, UB'C, omologhi nella rotazione piana C, sono equi-
versi, e, preso un punto V diverso da U s i, €1 troveria, come or
ora, ¢che U & una congruenza diretlo: essn dicesi rofazione spaziale
d'usse u; ln sue ampiezza e il suo rerse son Fampiezza e il verso co-
skanti Jdel diedro secondo eni due punti omologhi sono proiettaii da wu,,
cloé I'ampiezza e il verso di v.

St ozservi che in una rotuzione la distanza di due punii omologhi 2
proporzionale alla loro eomune disianza dall’asse.

63. Se ora ei consideranc i prodotti della sinnmelris che ha per
asse una retia u, o di ana rotuzions interno ad u per una trasla-

et ey e T =r""“'l" 1 e -_n.F--"

i e e e e e S

-

. .'-"-"‘-—"—--—"I.F-__,_,_

: ' . . . . - . - b M s
zione HH' di ewi la direzione siu parallele ad u, si viteugono due .. :gMis

nuove congruenze diretle, prive di punii uniti, che diremo rispei-
tivamente elicomozione sémmelviea e elicomozione.

64. Fissato nello spazio wn punto U si faccia corrispondere al . i
punto U il punlo siesso, e n ogni punto M, diverso da U. il sim- %%

metrico M° rispetto ad U: si ha cosi una corrispondenza biunivoea
nello spuzio, €, che & evidentemente una congruenza; ed & una con-
gruenza inversa, perche presi tre punti ABC, non situati in un plano
con U, e 1 lore simmetrici A'B'C’ rispetto ad T, i triedri U{ABO),

N e " it
TR RS T T

U{A'B'C’), omologhi in €, sono opposti al vertice e quindi contraversi. - B

La U dicesi simmetria centrale nello spazio; U & il sno centro.

65. Tissato nello spazio nn piano «, si faccia corrispondere a cia-
scn punfo dr =z 3] punto stesso e a no ponto M fueri di 2 il &no sim-
netrice M vispetto ad a; si hia cost nnwn eorrispondenza biunivoca U
nello spazio che & evidentemente una congruenza; ed & anche una
congraenza inversn, perche preso su « un triangelo ABC, e presi due
punti M, M distinti, simmetriei rispetto ad «, i due triedri M{ABC),
M{ABC) omologhi in € sono contraversi (). La € dicesi simmetria
rigpetto al piang .

66. In una stella (U) si immagini una antirotazione T'. e si Faccia

e e e i L

L.

L

-y e,

- = b
i ——

corrispondere al punto U il punto stesso, ¢ o un punto M qualunque *

distinto da 17 il punto M’ che si ottiene facendo UM'=TM sul rag-
gio m" d1 (U) omologo in T al rageio m=TM, Si ottiene cosl nello
spazlo una corrispondenza biuniveea € che & una congrunenza inyersa

i') Gfr. ia nota 8y al n, 25,
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perche I' & inversa; la diremo antirotaziane nello spazio; il centro ne & U
che ne & l'unico punto unito (perché in una antirotazione della stella
non vi sono vaggl uniti [58]); l'asse e Vampiezza di C =on l'asse o
Vampiezza di I'. Ed e ben facile provare che la antirotazione dello
spazio e i prodotio di una rotazione dello spazio per la simmelria rispetto
@ un punto dell’asse di questa (che & anche I'asse di quella).

67. Infine si consideri il prodotto di una fraslazione PO dello
spazio per una simmetria rispetto a wo piano 2 parallelo a PQ: si
otterra una congruenza versa U dello spazio che si divh antitrashi-
zione 3 enl PQ da la grandezza e il rerso, menive « ne & il LD
direftore. Nell'antitraslazione non esiston pungi nniti,

68. Ci rimune & provare chie quelle orn deseritie sono le sole Pus-
sibili congruenze direfte od inverse dello spazio. Sia (! una con-
gruenza diretta od inversa dello spazio: se essn ammette un punto
unito U, essa subordina nella stella (U) una congrnenza T rispet-
tiviamente diretta od inversa, e due punti omologhi in € si otterranno
portando a partive do U due segmenti nguali sn due raggl omeloghi
in I'. B si ha allorn facilmente che secondochie T & nella stella (T)
Videntila, una sinmetria assiale, unn rotazione, 'opposizione, una sin-
melrea rispetto a un pigno, 0 nna antirotazione, la C & nello spazio
Videntita, nua simmetria assiale, nnn rotazione, una simmelria centrale.
una speneireie vispetto a un piano, una anfiretazione. Sia invece C ana
congruenza divefta priva di punti uniti ed A, A’ siano due punti omo-
loght in C; il prodotto di € perla traslazione A'A & nna congruenza
diretta C" nella quale A & unito: se ¢
e Midentitd, C &, chiarnmente, In fra-

& - i i [
T 3 Bt ¥ LR .
. I"-i.,._.:....u'l'ﬂ:..:..--'ll'l..;"_--,..I ":.._ J'_'_'-.-'-' o

."'I-..
"o

e -
L

siazione AA’; se (" & una rofazione o
nna simmehrin assiale, I'asse dell'una o
dell"altra & una retfa uscente da A
e divisn do A in due raggi », » i quali.
per essere nniti in (", son portali da '
nei due raggl rispettivamedle equi-
versi ad essi o', " e fra loro opposti
nscenti da A, 1l piuno = perpendicclnre in A ad u sard quindi [10]
portate da C nel piano =’ perpendicolare in A ad #': i due plami i, &
debbon dungue coinciders o esser paralleli: se coineidono (fig, 12),
sul piano 5 ==', mutato in sé du C, la € snbordina una congruenza (5
che & divetta, perche detti D, D" dne puuti sni raggr u, v, omologhi
in U, che son fra loro equiversi, B, (! due purtl di = non allineati
con A, e B, C'1 loro omologhi in C (e qnindi in (. ) che sono punti
del piane = ==, poiché i tetraedri ABCD, A'B'C'D’ sono equiversi
e U, D" sono dalla stessa parte di w= "= AB( = A'B'C". i trian-
goli ABC, A'B'C’, omologhi in C., sono equiversi: e poiche €, non
ha pusti uniti, che sarebbero tali anche per €. dovri C: essere Ju
traslazione AA’ del piano : ma se si considera la traslazione AA'

Fig, 12,
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nello spazio, essa muta il triango] :
= o ABC, nel B -
onde € coincide con essa g el triangolo A'B'CY, come (!, S

— T

‘ .SE‘I p1ani m, =° sono paralleli, mantenati alle Jettera ABCD,ABCD
1significati Pre‘aed.euti, In Lraslazione che ha 'ampiezza e il vél'su della i
E;EETER t']El‘p]ﬂﬂl v, 'r porta 1l triangolo ABC di % in un triangolo
ﬁB{j]g di ', che sari cosl ugnale al triangolo A'B'C’, e il tetraedro ' otivi:
i din un ’t,\*altrfeglm A" OD diretlamente uguale ad esso e al
aedro AB'CD; i segmenti AD, AD, A"D" sono fra loro ugnali ed
E}}}tgj é:’l;m: d ]Tque D, iD” om0 de una parte rispetto a n, el t?iﬂngnli
o ,.ATJ% L,‘ sono gnindi dlrett&m_ﬂnte congruentl. Se fossero identiei
¢ L comeiderebbe con 1a traslazione AA"=AA’; s fossero con
gruenti per traslazione, i segmenia A"B”, A”(" ¢he sn;m ngunii ed Eqm':

s, | [P i e TR Al B et vl

b - i i -
Pl |, gy -
el - it B, W T e

versi ad AB, AC, lo sarebbero ad A'B’, A’C’; onde sarebbero nguali )
» |

B A = i’

P 3

. L
. il i T

b
>’.ﬂ:1
ﬂ\-

e i o TP BN L e 3 | T e

; H{ / Z/\Q

Fig. 13. Fig, 14

Egr:iqfl?;?mj iBj ed :&B: AC f?d AC, e sarebbero ugnali ed equi-
oro AA', BB, CC’; la € sarebbe di nuovo la lraslazione A A’
Eaﬂlugﬂ questo easo, la congruenza fra A"B"(" ed A'R(™ 6 dungn !
rotazione 0 una simmetria vispetto a un puntu P di = (fig m]'qr];t;ﬂnﬂ
la perpendicolave in P al piane =7, Ia truslazione AA” ::.-.Er{“'itﬂ dﬂuﬁ
ﬂigmnlﬂ EJ*IA"A') o dalle simmetria vispetto a p nm'tahzri-:riangnln
. . J o I 1 T = - -
direszjnﬂﬁ della prima, €urld, 11 cul asse & parallelo alla
e C & una congruenza inversu i aniti -
come prima, che E&tti A, A’ d.f: 5;':5; p;izz]lﬂl;?i“irgﬁﬁ lji]’ on dus
. : son due
“ﬂ":’gf }h v fra loro opposli oscenti da A che son pm'tn;;i da C in due
f:bilt;ik:fﬂd:ll;li%tl H:. ’5"; .PI?PE“EI' vament{e [iuntr'ave1*si ad «, »; fra
UL Eﬂﬂgsnenzﬂ ritiﬂ?r?;z iJ:;eH;gil ':? *::‘ : M idilrsuiin f::jllﬂi]llfa
: s _ ) _ ' son dnnque due punti R, R,
?'m{lﬂghl In essa e In , tali che la RR & perpendicolare alle ». [54]:
1l frone "= w, perpendicolare alle 7, v in R, R, & percid 'mutatc;
da C in st [10]; 1a ¢ subordina su di essn una nunéruanzn diretta Ua

BT,
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perche, detti D, D' due punti omologhi in C, sulle », #, distinti da
R, K, essi sono separati da =, onde, defti B, C due ponti di n=x/,
non allineati con R, e B, C'i loro omologhiin €. che son pure sn ' =,
dall'essere contraversi i tetraedri RBCD, R'B'C'D, seguira che sono

1

equiversi i triangoli RBC, R'B'CY omologhiin (.. B poichd la €, non
puo ammettere punti uniti — che sarebbero tali per C — essa & la
traslazione RR'; e allora 'antitraslazione che ha la grandezza e il
verso del segmento RR' e per piano direttore il plano m mula,
come U, il triangolo RBC nel triangola R'B'C’ e coincide con € come
voleyasi,

{lassumendo, una congrnenza diretta nelio spazio & I'édentita, o
una rotazione, o una traslazione, o una simmelria assiale oppuire & 1
prodetto di una simmeiria assiale o di una rotazione per una trasla-
zione parallela all'asse di quella;: una congruenza inversa dello spazio
e In simmetria rispeito a un punts, o rispetto @ wn piano, o0 una anti-
rotazione o una antilrasiazione. Fra esse le sole imvolutorie sono le

sinnietrie.

Al — Le similitndini nello spazio.

69. In una similitudine dello spazio, che non sic una comgruenza,
esiste sempre un punto unito ed uno solo (centrO della similitudine).

Sia 8 la data similitndine; A, A’ due punti omologht distinti. I
predotbo della similitudine 8 — che porta A in A’ — per la f{rasla-
zione spaziale A'A — che porta A’ in A — b una similitudine spa-
ziale 8, che ha in A un punto unito e che subordina quindi nella
stella (A) uoa congruenza I'y; in T, se & divetta, esiston due raggi
uniti fra loro opposti e se & inversa esiston due raggi omologhi fra
loro opposti; in ogni easo vi & una retta » per A che & mntata in
se fla I's e qnindl du 8, & porche dalla » 81 passa adl'omologa in S,
cercando prima 'eomologa di + in 8, che sari uny reita » per Al e
applicando poi ad " lg traslazione A'A, e yuesta riporta »' in P,
le 7, # sono parallele. Vi &, dungue una retin » per A, la em
omologa in 8 & una vettr +' per A’ parallela alla » Sulle dne
reite parallele r, » lu 8 subordina dunque una similitudine con rap-
porto 2+ 1, onde su », ¥ vi sono due punti H, H’ omologhi in tale
simillfudine e 1 §, tali che la logo congiungente & perpendicolare
alle », #' [54], Ora la 8§ porta il piano a perpendiecolare in H ad r,
nel piano perpendicolare in H' ad #, che cosi eoincide col primo. Sul
plano «, unito in §, la 8§ subordina allora una similitudine piana con
rapporfio &£+ 1, che ammette un punto unito U, che & tale anche
per 8§, la quale poi, non essendo una eongruenza, non pud ammetters
doe punti unili distinti,
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70. Come gia al n. 68, si vedrd allora che Ia S subordina nellq
stelle (U), che hu per centro il pwitto unito, una congruenza diretta 0 [ e
eversa seconde che tale @ 8, cosicche ogni similitudine dello spazio, -\
con rapporfo £ diverso da uno, s1 potra ottenere stabilendo in una "' i 4
stedda di raggi (U) una congruenza I, e ritenendo, nella voluta simili. 0%
tadine, uniio il punto U, ed omologhi due punti M, M’ distinti da U, guandy
1 raggi UM, UM’ siano omologht in T' e si abbin inoltre UM : UM — ',
Dalla classifieazione delle congruenze in una stella si ottiens cosi fa-
cilmente la classifieaziope delie similitudini spaziali con rapporto k1.
In ogni easo i rapporio k delle distanze di due punti omologhi dal
centro di similitudine 3 costunte. S1 avranno, con tale avvertenza, tutfi
€ soli i tipi seenenti:

1% Se la congruenza T della stella (U) & Videntita, la 8§ & una si-
militadine diretfa, che dices omotetia spaziale dirvetta di centro Ue
rapporto &; due punii omologhi sono allineati con U e dalla siessa parte
@i esso; due seqmenti omologhi son paralleli (o colbinenr) ed equiversi,
per:eml alla costanite i omoietia s1 attribidsce il segno + . Due piani
omeloghi sono paralleli, o coincidono s¢ passan pel centro ete.

20 Se la congruenza I' della stella (U) & una  simmets-iq ussiale
wasse v, la 8 & una similitndipe divetta che dicesi rotomotetia sim- i
metriea di asse u: due punty omologhi son proiettati da U n due ragygi
stmmetrict vispeito ad Wi e 1a 8 & il prodotto della omotetin dirvetia di
centro U e rapporio 1 k, per la simmetria rispetto ad u;

2°. Se la congruenza 1" della stella (U) & una rotazione nella sfella,
d'asse u, la § & una similitndine direifa che dicesi rotomotehia spa-
ziale d'asse 1 ; ampiezza di essn & quelln di I'. Due punti omologht son
proiettali da U in due raggr equiinclinati su ciascun raggio i u, e da u
i un diedro costante in grandezza e versp,

La 8 ¢ il prodoito delia omotetia divetta di eentro 1 e rapporto -+k - & Al
per la rotazione dasse n che ha Campiezza e il verso di T kR

4. Be T' & l'opposizione, 1n § & 1= similitndine inversn che dicesi -
smoelelie Sprizinde inversa di centro 1 ¢ rapporio — K5 due punti omo-
loght somo allimeats con T e Separatl da esso: due segmentt omologhi son
paraileli (v collinemi) e contrarersi eic. .

2% Se I' & la simmetria rispelte @ un pianoe % wella stella (U), la 8
¢ una similitudine spaziale inversn che dicesi antiomotetia simmetrice
avenle per centro U e pet piano diretfore a«; due punti omologhe son
proweitati da U in due raggy simmetrici rispetto ad o, e la S 8 evi-
) dentemente il prodoito delia omotetia divetic ai centre U e rapporio k
| ver la simmetric rispetto ad =

6°. Se I & unn antirotazione A'nsse #, 1a 8 & una similitudine spa-
ziale inversa che si dira antiomoletia, di centro U, d'usse u, avente
per mmpiezze e per verso quelli dell'antirotazione I Due pnnti omo-
loghi son proiettati da U in due raggi che formano angol; supplemen-
tari con uno stesso raggio dell'asse, e da u in due semipiani formanti
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un diedro d’ampiezzn e verso costanti. E la N e 1l prodotto di una
omatetia diretta (di centro T e rapporto — &) per una antiroiazione
d’ngse n ().

XL — T movimenti.

71. Due figure finite (%) fraloro riferite, (), (F) si diranne SOVIap-
pombili con un movimento, se, dato un segmento comunque piccolo e, @
possibile costruire delle figure (F1) (Fe)... (F.), riferite alle date. ¢ tali
che nelln sueccessione

(F), (), {Fa).... (F,), (F)

ciaseuna figura sia congruente alia successiva, e lu distanzea fra due
punts vwmuloght qualunque di due figure consecutive sia Sempre Minore
del segmenio ¢ (°),

Ne verra che due figure sovrapponibili con un morimenio sone con-
graent, dimodoché se una di esse & rettilinen (c106 & una punteggiaia)
0 & piana, anche Paltra & rettilinea o piana. Le figure intermedie co-
struite (I}, (Fa),... (F.) si posson dire posiziont intermedie della figura
mobile, e suranno tutte, nei casi ora detti, punteggiate o figure piane.

12. Quando le figure (), (I) siano punteggiate appartenenti alla
stessu retta, se anche le posizioni intermedie — che seno punteg-
giate — appartengono alla stessa retta, s1 dird che le due punieggiate
coltinear: (F), (F'} sono sovrapponitali eon un movimento rettilineo.

Quando le (F), (F) sono figare di un medesimo piano, se anche
le posizioni intermedie — che sono figure piane — appartengono allo
stesso piano, si dira che le dua figure complane (F), {F') sono sovrap-
ponibali con un movimenio piano.

13. La condizione affinehd due punteggiate collineari siano sovrap-
ponibili con wn movimento reliilineo ¢ ehe esse steno direftamente con-
el

siane (F), (1) due punteggiate su una reita r, direttamente con-
grientl, ed A, A’ due punti omologhi di esse. Fissato un segmento ¢
piccolo ad arbitrio, dividasi il segmento AA’ in un numero cosl grande
di parti ngnali che ognuna di esse sia minore di e; sieno A,, A,,...
A, i punti di divisione; le traslazioni rettilines determinate dal por-
tare rigpetfivamente A in A,, A, in A,,... A,,mmA, A in A por-
tano successivamente la (I) in pureggiale intermedie (F;) (Fy)... (F.)

(*) Sono facilmente determinahili, per ogui tipo di eongruenza o di similitndine gella sSpR7ia,
le retie 0 i pinni unitl e inslome le congruenze n lo similltadini rettilines o piane che le dats
gmbordioana sulls rette o sui piant uniti. Cfr. noks ai n. 52, 58

17) Uina figure si dirh Anily se saisle an Jegmenio maggiore della distanza di doe punti fqus-
lonque dolla ligura,

1#; Olire alla eitala opers de! Veroxpsg. efr. B, Levi, Seil'ugunglionza diretta e inversa Falle
Rgwre (In questo Fericdico, Vol. X1l, Fase, 11, 1504),
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d_lgattamunt? nguali ad (F), e infine in una punteggiata (F”) che cojns 5}
cide con (F'), in quanto (F) ed (F') risultano fra loro direttaments ieiis
congruenti con A’ unito e quindi sono identiche. Allora nella spes’

e Ry LR
ey e T
VR A
oy " R A

i

H."J. g Y

cessione di punteggiate sulla » -

tF), (Fa).... (F), (F)

clascuna & congrumente alla successiva, mentre la distanza tra dge it |
punh_m'{m]nghi di dne qualunque punteggiate successive & per u]]m
proprieta. delle trasluzioni, sémpre eguale a ognuno dei ’sagme;li'. |
AM=AA—,. — A A’ epperd b minore di g. Le (¥}, (F') sono dune £

que sovrapponibili con un movimento rettilineo.

]:ll'fFE.rCE, sieno ora (I'), (F') due punteggiate di una retta », sovra
]Jﬂl]]l')l%l con un movimento rettilineo; e, quindi, fra loroe cm’wrue El':.
Presi in (I") .due punti distinti A, B, ¢ fissato u;l segmento Ebmin?}r;
della metd di AB, sary possibile per ipotesi costriuire Una successione b

di punteggiate SOVIapposte

- (F), (Fy)... (F,), (F")

clascuna congruenie alla successiva, e tali che la distanza di dug.ﬁ'_-_'_.‘-?d_k-'_--__ri,-.-‘:.
p!mtx nmu}ugh: qualongue di due punteggiate consecutive sia minurﬁ:’l"";-
& & Defti allora Ay, Byi pimti di (F.) omologhi ai punti A. B aj (F). it
ed O il punto medio di AB, poichs & AA, < AO, sars A, ris ett.';i':.'-g_"jﬁ-iiﬁ’i-;
3d O dalla parte di A, & cost B, rispetto ad O dalla parte i By jiois
de segmenti AB, A,B, sono dunque equiversi, e percid (F), (T) :*--i".;ii."'v;""-l,;
Irettamente congrnenti: si prova nella stessa maniera che somo it
d]rﬂttﬂmﬂﬂtﬂ congruenti {:FJ}, [Fg};.. . (Fm) ed (F']; lo sono dunqu'ﬂ 1{? Frj‘

anche {F) ed (¥') come s voleva,

a ?::i'Lﬂ Eﬂ?ldlziﬂi.rw aﬁ’iﬂr:r?:é due figure di un piano siane sovrap~ o
r né Wk con un movimento piano ¢ che esse siano direftamente congruenti, 5
Eht 1}3?1? (F), (F) dne figure finite divettamente congruenti (non iden- S

iche) di un piano: -

plano; esse saranno figure omologhe in una congruenza -

dir Bgttél' del piano che, non essendo per 1potesi, I"identils sara una
a:{-r:s azione, o una simmelria centrale o una rotazione. Se & nna trasla

Zi - S S T g

one, fissato come prima il segmento e, scelti doe punti omologhi
=

A, A'di (), (F), diviso il segmentoc AA mediante i punti A Ag .. A,
L 74 2

In parti ugnali fra loro e minori d; e, le traslazioni piane determi-
nate dal portare rispettivamente A in A,, A, in Ag A in A’ por-
tar{u Ia !F) successivamente in figure intermedie (F;I)P(IE‘T ) ) (K ) E da
alfimo in (1) (*), cosicehe nella suceessione di ﬁng;‘E ;x:n,ne ’

(F), (), (o). .. (F,), ()

() S1 applica, qui, pik: volte, il segu ;
. o AL ] ' eute Teorsma di assai sewmplice di lann.
don tre punti cllineati, & Ppradotto dzlls trasiazions (reftilines, giiurf:], e aseone: 2 4, 3,0

Bione (reltilinen, piana, spasiale) Al
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lascuna & congruente alla seguentie, mentre, come nel n, precedente,
v distanza fra due punti omologhi di due figure successive & mi-
ore di e,

Se jnvece la congruenza che lega (F), (F) & una rotazione o una
mmeirie, sia O il centro della rotazione o della simmetria (fig. 15)
a A un punto di (F'} che disti da O non meno di ogni altre punto
- (F), punto che esiste certo, poiche (F) & finita: il suo omolcgo A’
(F) avra da O distanza non minore di ogol altro punto di (F). I
ie puntt A, A’ dividono il cerchio di centro O e di raggio OA = DA’

due archi. Sceltone uno, lo si divida, mediante i puntl A;Ag... A |

un numero codl grande di parti uguali che la corda di OZNina sif
inore del segmento prefissato ¢. Le rotazioni pilane determinate dal-
wver per centro O e dal portare rispettivamente A in Ay, A; in
w.-.A 11 A’ portano 1a (F) successivamente in figure intermedie

E‘h B!

Fig. 15. Fig. 1.

1 prano (), (Fq),. .. (F,) tutte divettamente congruenti alla (F), e
ultimo in una figura piana (F”), che esincide con (F'), in quanto (I
(), direttamente econgruenti nlia (I'), 1o sono tra loro: ma S0No0,
v esse, O ed A" panti uniti. ende (F°) ed (F”) eoincidono. Allora
la successione di figure piane

(F), (Fy), (Fe).... (), (F)

sciiiie e congrusnte, per rofazion di centro O, alls seguente ; ora
una robazicne la mufus distanza di due punti omuloghi & propor-
nale alla loro comune digtanza dal cenbro di rotuzione [47]); dangue
distanza di due punti omologhi di (F), () & minore od nguale
AAy, 1o quanto A & i] punto di (F) che pib dista da O: tale di-
nza & quindi minore di . Cosi per due figure conseentive qualin-
» della snceessione. Dungue e dug figure piave (F), (F) sono
rapponibili con un movimento piano.

Siano, invece, (F), {I") due figure di un plane sovrapponibili con un
vimento piano (fig. 16): esse sonn certamente congruenti e si tratia
provare che lo sono diretbamente. Siano ABC tre punti non ali-
abl di (F), A'B'C"1 loro omologhi in (T7): i triangoli ABC, A'B(Y
o uguali, Fissato un segmenio ¢ minore della metis dij ognl altezza

-
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del triangolo ABC (e quindi anche della meta di ogni allezza dé]fi
triangolo A'B'(Y), sark per ipotesi possibile costruire nel DIANO und i
successione di figure LS

{FJ: {Fl]: (FE}‘ ¢ s (Fu)‘! [F')

"l"

tali che la distanza di due punii omologhi qualongue di due ﬁgura‘_'{'}u;i

consecntive sia sempre minore di e. Basterh provare che doe figure . ‘Side
. = 1 . ™ g =4 E'r:,.

consecutive,ad esempia (I'), (F,) sono direttamenle congruenti, e percid -+

bastera assicurarei che il triangelo ABC, scelfo in (F), & equiverso ﬁg%‘?‘*

ST
;
=

al triangolo congrusute A,B,C, che gl corvisponde in (F,). La tra- el
slazicne AA, ports il triangolo ABC nel triangolo dugunal versp 18
A;B,Co; e sard BBy,=C(; = AA;; & guindi essendo

B.B:. < B,B + BB,
Wl s CC + CC,

-
i
1
"
i

Sara
BHE] == M] ‘I— BB1 . CDGI = f}LAl -I— 001

dunque
BDB1 = Ze - UDUJ = EE.

1 due triangoli A,B,Co, A:B,Co souc equiversi perche i fore ver-":'._f;'f-;ér.::_: g
tiei Bo, By, stauno dalla stessn parle del fato comune A,(), in E]Llﬂ.ntﬂ_?'.lii-‘?;’f.f,:_ﬂ :
& BBy <<Ze e quindi BB, & minore dell’altezza, uscente da Bo, del’zjEiis
triangolo A,B,C,, che & uguale al triangolo ABC. Cosi sono equiversi i 1

1 due triangoeli A,B,(,, A,B,C, in quante e C,C; < 2¢ e quindi C,04 & 3al

minore dell’sltezza, nscente da Uy, del triangolo A,B,(,. Percid ABG.'?E A
AB;Cr soue equiversi come volevasi. Le dimostrazione si sﬂmpliﬁﬂﬂ;ﬁ :
quando A coincida con A,. oppure B, con B,. ;{t’r Eﬁ'&f;

3. La condizione affinch? due figure dello spazio sieno sovrapponibili ‘5
con un movimento & che esse sieno direttamente congricents. i

Stuno (F), (F) dne figure finife direltamente congruenti non iden-
Liche dello SPUZID: USSE BLIANNO hgure omologhe in unn congroenza
diretta dello epazio, diversa dall’iden tita, che sara una fraslazione, o
Un& roéazione o unn sdmmetria ussicle, o infine il prodotto di una ira-
siazione per una rotazione o una simmetria assiale. Nei primi tre casi
basteranno lievi varianti alla prima parte della dimostrazione esposta
nel numero precedente, per assicurarei che (F), (F') sono sovrapponibili
¢on un movimento. Nell'ultimo easo, i potra costruire nusa fignra (F),
congruente ad (F) in vna traslazione, e ad (1) 1n una rotazione o in
una simmetria assiale; dall’essere govrappontbili ¢on un movimento
(F) ed (F”), (F) ed (F). segue tosto che lo sono (F) ed ().

Sl supponga invece che le figure dello spazio (F), (I') sieno so-
vrapponibili con un movimento e quindi congroenti; proveremo che
esse sono direttamente congrnenti. Percib basteri provare che dne

telraedri omologhi ABCD, ARCT delle sue figure date, che sono
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ongruenti, sono anche equiversi. Fissato un segment,o & minore Jdel
erzo i ogni altezza di ciascuno dei due tetraedri, sari possibile
ostruire una successione di figure congruenti

[F]t (Fl)- LI (Fn)! (FJ

ali che la distanza di due punti omeloghi di due figure consecutive
la sempre minore di e; detto A,B,C.D, il tetrasdro di (+'y) omologo
d ABCD, basterd provare ehe detti tetraedri sono ecqquuversi. Posto
he sin AB= AC; AB= AD, la tra-
azione AA, porta il teiraedro ABCD

1 un tetraedro eguale ed equiverso
1B,C,D, (fig. 17), e sara

BBQ — GCE, — DDn = A.!ij .

Ay e,

AVIA Come prima

30Bi 25 CCi<2:; DD, <2

1 punii BB, non possono essere
mmetbrici rispetto ad A, perehs Ia loro
stanzo & minore di ogni altezza di
muno del fetraedri e percid anche

AB. Posio che B, e B, non cotneidano, la rotazione BQEBI in-
tmo alla normale in A, al pianv B,A,B, porta il tetraedro A,B,C,D,
un tetraedro A,B,C.Ds, eguale ed equiverso; e poiche la distanza
B, dall'asse di roiazione & ugnale ad AB, mentre le distanze di

, Dy dall’asse stesso non sono maggziori di AC, AD, sarh la prima
n minore di ognuna delle seconde e gnindsi [62]

Fig, 17.

Guﬂg = B°B1 y DHD-}; == BDBI
de -
I-__:u [-:3 E- :'-}IE-q -[ajt,];}ﬂ :"-:b.‘.'.‘ EE;

B allora dall’ essere

0105 "-'5:‘- UIGU _}_‘ G,uﬂﬂ ; DlDu ""'--{-. DIDB ‘—[_ DEDQ

cava '
Ulﬂg = 3‘5 H D]_Dg = SE.

I due tetraedri A,B,C.D., A,B,CD, sono equiversi perché i loro
tier Cy0y sono dalla stessa parte rispetto alla faceia comune A B, D,
uanto C,Cq, minore di 3z, € minove dell’altezza, uscente da Cg, del te-
sdro A,B,(eDy, che & uguale ad ABCD: eosi i due tetraedr; AB,CiD.,
3WUiD: sono equiversi perché D,Dy, minore di 3¢, & minore dell’al-
.a, uscente da Dy, del tetraedro A,B,C\D,, onde i vertici D,, Ds
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sono da una parfe rispetto alla faccia comune A.B,C;. Si conclude ik
che ABCD, A,B,C,D, sono equiversi, come volevasi. I dimostrazione (/%
st semplifica se A coincide con A+, oppure B, con B, B e
6. Due punteggiate inversamente congruenti di una retla, che non I
SO10 sovrappomibili con un movimento rethlmeo, lo sono con wn movi~
mento piano; detto O il loro centro di simmetria, esse possong Ti- RS
guavdarsi come figure omologhe nella simmetria piana centrale che 0, 55
come centro, determina in un piano passante per la loro reffa;
e poiché due fignre di un piano, simmetriche rispetto a un punto, . grs
Sono sovrapponibili con un movimento piano, lo sono pure le date. i
Cosl due figure finite inversamente congruenti di un piano, che non sono -

. sfe
sovrapponibili con un movimento piano, lo sono con un movimento dello gel
spazio. Difatti se esse son simmetriche rispetto a una retts ollli Y BEee prl
loro piano, esse sono figure omologhe nella simmefria dello spazio S tog
d’asse », che & una tongruenza diretfa dello spazio: onde Je dﬂte--_;-”f'::'w
figitre sone Sovrapponmibill con un movimento dello spazio (ribaltamento fh,z-; mo
attorno ad #). Se poi la congruenza piana inversa che lega le due ? coT
figure piane date & una antitraslazione, una traslazione portera la q— sfe:
prima di esso od esser simmetric defl’altra rispetto a wna retta B e 210!
del lore piano, parallela alla direzione della traslazione; e allora le R sie]
due figure piane date saranno sovrapponibili con una fraslazione, se- A sen
guita da un ribaltemento intorno alla ”. Rl pro

Pud, pitt general mente, osservarsi che due puntegqiate caﬂgrue:ﬂﬁ,i:‘fu:_; ' trig
S reétte distinte 0 no, sono sovrapponibili con wun movimento che pub’ ’( i tier
essere piano se le due rette sono jn un piano; e che dug figure piane i |
congruenti, di piani distinti o RO, sono sempre sovrapponibili con un ottt she:
movimento. Difatti detti B, ¢ due punfi di una punteggiata e B, C “Hruss ., am
gh omologhi in una punteggiata congruente, se esse sono complanari, 3 ~. . nel
la congruenza prana diretta ehe porta B in B' e Cin (' mostra che ot leit
le dae punteggiate sono govrapponibili ¢on un movimento piano; se - HBIE
SOl Sone complanari, presi fuiori di esse dye punts A, A" tali che i
triangoli ABC, A'B'CY sieng nguali, la congrnenza spuziale diretta, che
mnta il primo nel secondo, mostra che Je dne puntegginte si possonn _
SOVIEApporre con un movimento dello spazio; infine se in due date -
figure piane congruenti s considerano due triangoli omologhi ABC,
A'B'C, ancora la tongruenza spaziale diretta, che muta il primo mnel
Secondo, mostra che le due figure piane si possono sovrapporre con
Ut movimento dello spazio.
E. Vieneront
]
g
e st
' tern



PERIODICO DI MATEMATICA. 167

LE DUE SFERE DEI DODICI PCNTI RELATIVE AL TETRAEDRO ORTOGONALE

L'articolo che presento al benevelo lettore & diviso in tre para-
\fi: nel primo viene sommariamente esposto il sistema baricen-
0 dedotto dal cartesiano e data l'equazione del piano e della
ra in coordinate barvicentriche. E quel tanto che basta per leg-
‘e correnlemente 1 dne paragrafi ehe seguono, uno destinato alla
ma, l'altro alla seconda sfera dei dodiei punti pel tetraedro or-
‘onale.

Lo studlo della prima sfera dei dodici punti pno farsi in
do molto pilt semplice, com's noto; io 1'ho fatto cosi per dare,
ne applicazione del precedente paragrafo, l'equazione di deiia
'a in coordinate baricentriche e senza presupporre alcuna cogni-
ne sull'argomento per parte del lettore. Lo studio della seconda
e eredo meriti di essere osservato per lu semplicitd che pre=-
ta; esso mi1 ha poi permesso di trovare agevolmente qualche
prieta di un cerchio che nun credo nofo nella geometria del
mgolo: un cerchio che passa per i punti & ed H, e che appar-
e a un fascio di cui fa parte il cerchio eircoscritio.

In altri articoli susseguenti verré trattando, con ricorso al si-
na baricentrico, vari argomenti, sia pel plano, che per lo 8pazio
biente o per gli spazi di dimensione superiore, confidando senipre
la consueta cortese ospiialita del Periodico e nella benignita del
ore,

S 1. — Preliminari,

Nello spazio ambiente S, fissiamo un sistemsa di assi cartesiani
igonall e rispette a questo sistema siano:

A s (he le coordinate di A, ]

(g (g WMgzg " " ﬁﬂ | UJ
flar (aa (@az 7 - Aj l
By A Qua % ” —Ai _

’reso poi sulla retta A,A; un punto generico Py, poniamo:
AiPg: Pisg = L12 (2)

abillamo che x5 sia positiva o negativa a seconda che P @ in-
0 0 esterno al segmento finito A, A, La 2 & la coordinata ba-

.-- b 1 I | .Ii_ ?'.!
_"-i} A

._1': i :_::. | ‘ ! 1|1'+
» : . I !i: '... 1 . i :
| | : .!EI

fiii'-'!’_f!!!-'f!.';!-'
{1

|
|
<o
'a-_"- |
- ik |
| L A
&, II! |

' FE E TR TEIN
: i'.:' |!I'| | N i ]

] | :njlj.
i
i) 4 g ths

]
Foa i
ol Ik |
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ricentrica di Py: A, e A, si dicono 1 punti fondamentali de) sistema i
baricentrico. A, ha per coordinata 0, Ay ha per coordinata oo, jli%ion
punto medio di A;A; ha per coordinata 1. B '

Indichiamo con Epy, Eie, Ews le coordinate cartesiane di Py
allora la formula {2) ei conduce alle: '

: 9 R I
Cim4 1 . : AR

- ﬂ ]_ 2 -3 = " (] &-.. ‘l‘ &
s — Ep 2 ( & 9 [SJ, Aleadii

Du queste segue:

A=iia —1- @1y, . :1 RPRLR AT
Sigs = T+ 1 ° i = 1,2, 9) (4} f

Prendiamo ora sulla congiungente A; con P un punto Py di _
coordinate Ciss.iy Cumy, Cigas: quesfo punio sia proiettato da A, 6 A,.‘:'-IL_;';:“* i
snlie retie Agﬁg, A;Aa nei ]Junti ng, PlB tala che: B

Ag-.ﬂPg;I Pgaﬂazirgﬂ ‘ [5]
Ale:Pmﬂs:«Tla I

11 teorema di Fan Aubdel o dé:

! 1 an+
ABPIEH ~ PmaPu == ]F - | + C1a

Tig Loz T13.L0g ?
ma poichd pel teorema di Ceva & i
Fr9loz =— Iz, (5‘} 'f:"‘i
la precedente formula si trasforma facilmente cos:
Ly +- 1 )
APy : PiagPis = : ﬂ]] fr :
'.313 LR E e
K allora, tenendo conto delle (3), (6) segne:
. Haj'g ‘]L Clajdiay + 5 [?J
S Tm —+ Tay -+ 1 '
Le @44, 25, @z, legate dalla (5", sono le coordinate baricentriche S
dl Pres; AjAqA; sono | punts fondwmentali del sistema barieentrico. S
Fer Ay la @2 & 0, 1 70 & 0, Ja 2 qualunque ] |
" -&B I 2 & GO, la L3 'I]TIEI.II]H[]UE, la o & 0 - (8) "*&;J‘};‘IJ: i
- . . = . S,
» As la @, & qualunque, la gy, & ©, la &y & w [ -ﬁ,:ﬂ
: AU |
y . : . IS
Solla congiungente A, con P prendiamo un punto Py, di coor- e :
. % - i # ' I..'r!'- ';'ﬂl::
dinate cartesiane G2auay Ervsea, Eiams @ dalle rette der lati del frian- -:-:?;;afggg.:f
g?lﬂ A AsA; projettiamo Pige sulle rette AJA,, AJA;, AA,; se po- ﬁ;tg.r' j
ﬁ.lPu:Puﬁ;::Eu ‘ ] A

AiPﬂi: Pﬂ-iA-d — L'y
ﬁaPa; . P:u.éu — Iy

(9)
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saranno, pel leorema di Ceva, legate queste & nuove alle v, %1, Lo
dalle formule

e, T iy - & g
R A s N

JL1g .« gy — L34 j . [10)

an . Xgy — Ty

|

; | i
B i
]

. !| il |
T 21 I E ”l
" i e [|_
AN [

I|! i
M
I .5':| ..I.'l I
]

lennta sempre presente la (5).
Il teorema di 1"en Aubel da;

1 1 |
.A,;P:ruq. - PIRB:PIH — E A I \
eam Aey Xad _ {IIJ
:1'13+ -r"li_|_ -l
- T

B allora per la (1) s1 trovera:

z Ay Fa —— Qs 1 eyl = Gy (12)
: ; o
i &1y —7 A8 + I —l_' 1

[ numer &g, T, Loz, Tu., g, Tu S1 dicono le coordinate baricen-
triche del punio Pig: esse non sono indipendenti, ma legate dalle
() (10). A,, Az, Az, A. souo 1 punti fondamentali del sistema ba-

ricentrico.
Per il punto A, &:

R"ﬂ — 0’ ;1;:3 —_— D’ ;]'_‘14 — D ;

le alire coordinate son legate dalla relazione ..z, =uz,,.
Per 1l punto A, &:

Tyy == 0, Byy == 0, L1y =P

le altre coordinate son legate dalla relazione o, .2, ==,,.
Per il punto A, &:

¥y == 0, s 00, e = 003

§

le altre coordinate sun legate dalla relazione =, ., —u,,.

Per 11 punto A, &:

,1‘.“ = 00, 1‘;” — L, Ty, — 00 ]

le altre coordinate son legate dalla relazione 1 s — .

Per trovare l'equazione del piano in coordinate baricentriche
osserviamo che una relazione lineare fra le £, . si trasforma, in
virti della (12), in una relazion& del tipo:

A, T Ay, + Ay, + A =0 (13)

questa & I'equuzione di un piano generico. A seconda che esso passa

per A, o per A,, o per A,, o per A,, mancheranno rispettivamente
1 coefficienti A\, A, A", A',.
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un altro piano uguagliata a zaro !

T B
rappresenta I'equazione di gn piano del fascio che ha per asse I'in- :
tersezione dei due piani dati, AU
L'equazione del piano all’infinito & - S Udmaios
Zo+ 2 2y + 1=0; (4) "5 5
I'equazione di up piano parallelo al piano dj equazione (13) & | S
Ay, + Aral'm T+ Ay, - A -2, (=, 4+ Xy =+ Zyy +1)= 0, (15) d;
e 1l parametro X pofra essere determinato in maniera che il piano ! ‘
Passi per un punto assegnalo dello spazio. 7 e s
Supponiamo ora che ] punte P, deseriva una superficie sferiea BY
di equazione :
“ms B + Bons + 0 By BBy € By 40, (19 £ °
Tenendo presenti i valori (12) st brova un'equazione del ti po: B
Ax®, + Ba®,, Co™yp - Dz, . T b U ST _ ch
=+F, Tra + Typ 1 Gix,, Ha, + Lz, +M = : (17) 2 5 =
dove: RE L a
A= ﬂgeu _J_ “ﬂ-:z '_!_ ﬂﬂdﬁ + a. (”41 + ”-,ue+ ﬂ:s) + &
B= HEM + 0o T+ HEE.-; +a. [:”3;. —I_ Qo 1 () -+ d
C=a, &g+ a4, +a. (g~ g+ a,) - d f;r “
M=ga* 1 g*, - @y +a.(a,+a,-- a.) +d i
D= 20,0, + 2a,.a, Sl ~+ a (a, |- (y,) + 0 lai
T 001+ a5) +¢ (0 + a,) + 24 5 )
E — =0, + E”E”é‘& + gaﬂﬂu + a (”cﬂ _,_ ﬂu) + ]
T b (a4 Gy) T € (105 + &) +2d -

R
F= 200,01, -+ 20,01, -} 2040, + a. (a,, + () - A3 3 e
+ 0 (Ut 0,)+¢. (¢ - a.,) 4+ 2d RSB S

G =2a,,a, + 20,7 + 20,0, +a . (o, +a,) F

+ b. [.HL- "|L' (s} Jl_ e . {ﬂua. '_I" ”m) _’_ 2¢
H=2a,,4, ~+ 2,0, 4+ 2an, - a (e +a,,) + |

+b. (0 + )+ c. (0, -+ a.) 4 24
L=2a,a, + 2, + 20 0., - o (@, + a,,) 4

pe:
Fb. e+ au) o (a4 a,) 424 |
I dieci coefficienti sono legati da aleune relazioni che riportiamo _ ria

qui sofbo e nelle quali 7, indica Ia misura dello spigolo A A, : |
A+B—D=—p \ ]
A+C—E=p, | 1
B——C——F= 9 UqJ j
A+M—G=2p, (°
B4+M—-—H=p,

=T N 1P e L Lm0

LY
ae
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Per mezzo di queste possiamo esprimere D, E, F, G, H, L, per A,
» Uy M e porre l'equazione di una sfera generica sotto la forma:

(A"I"u 2 Bmm_l_ Cz,, +-M). (%, Ty Ty 1=
=8y, . B+ Vaiye « 2, Feglyg Ty T Vs T+ i Py . (20)

I coefficienti A, B, €, M saranno determinati dall’imporre, per
sempio, che la sfera passi per gquatire punti,

S1 noti che sotiraendo membro a membro leguazione (20) e quella

un altra sfera i cni coefficienti siano A, B, C, M, =i ottiene
:quazione di una particolare sfera del fascio da esse determinato,
era. che s1 spezzn in due piani; uno & il piano aliinfinito di
nazione:

21y T &g 1 Ty - 1,

Faltro & 1] piano di eguazione:
(A—A)z,+(B—B)z,+ (C—0) T.+M—-M=0(21)

€ sl chiama piano radicale delle due sfere.

Premesse queste poche nozioni sul sistemsn baricentrico, andiamo
trovare 'equazione di alcune sfere notevoli.

§ 2. — La prima sfera dei dodiei punti.

Cerchiamo se esiste wua sfera che passi per i punti medi dei
1AA,.

Scrivendo che vogliamo soddisfatte queste sei condizioni e ricor-
ndo che una sfera & perfetiamente determinata dal passaggio per
attro punti, dalle corrispondenti relazioni deve necessariamente
\turire ehe il tetraedro in questione & un tetraedro parficolare.
S1 trova:

2 (G+-M)=I", ] B
2. (B4+M=1p, |- (22)
2. (A|+M)=17", l

- l'effetto del passaggio pei punii medi di AA,, AA, e AA,.
Quanto agli altri tre bisogna seguire guesto procedimento. Kife-
moci al punto medio di A,A, e poniamo quindi:

Loy — 1.»
L'equazione (20) pud scriversi cosi tenendo presenti le

e » Tgg = Fyq '
s « Ly = T,

Eyy v olyy = &y,
By o Ty, = 1L,

=+ =1

(23)
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(A . 25,3, + B, .2, + Cz,, - M) (Tyatosty, - 1o Tog ~ o + 1) =

— Euﬂ-i " maﬂmjﬂmﬂi + zummgm r Lyy « Ly + Fﬂ:ﬁgw v Ly _f_‘
+ Fummm&'ﬂ:ﬂ = = gﬂmmw‘rﬂu -} Eﬂur"’”l;-* ]

e dividendo per 2*,

M 1
(A.Igu.mm"‘ﬂxﬂ‘f"e—f—m ).(wzﬂ.mg_,%-xg,&%—l | - )_
="y, . -L;_-:“ﬂ .2, + zsm Ty T, —I' Zsﬁrlm +
8 Iﬂ'—"_'l - mﬂ-:l. m:: B ]
il = +-1.,. Z. + 2, L (24)
E ponendo
Fop = 1? Ly, = 0 € 2, =00

2. (B4 C)=2,

e analogamente : @5)

E,[A—l—ﬂ):liﬂ '
2'(A-+B]=Fil

Scritte cosi le sei condizioni (22), (25) & facile rieavare i valovi
di A, B, C, M. Sommaundo le prime due delle (22) e fogliendovi Ja
prima delle (25) si trova un prime valore di M:

dM=pP, P, — Fos (26)
e m modo analogo si trovy:

"i'-M:Fﬁ-"FH_'FH 1
‘i'M:Fw'__FM_Fm )

Dal confronto di questi valori di M segne ;
CotPu=04+8,=0,4 1, (28)

che dicono che il tetraedro in discorso & orfogonale.
Inoltre, insieme coi valori di M sopra riportati si ha

I .
.A.: il Idr d

”'35-15 '_’_ zﬂm - JE'E-I

— (3]
B= ; : (29)
C . FE.'] _I_ IfIHL"—I. = EEM

4

per cui I'equazione dellu sfera di cui ci occupiamo assumerd I'aspetto:

1 u 2 H o
E - {1 IH_I_ / T H_".":.) -'Tu+ (EEHE_I‘ EEH—] _'F'.u) "TJE+ ( nﬂﬂ_‘_z_y _'E'ﬂzm} : ;I:IE_I_
+ {Zﬂin T EEH — zﬂ-ﬂ)} St 14 2 Z1s }_ F1g 1} =
= FE; - Ly + By, + Egﬂ lyy oy, + I£ﬂu » Fyy + Iﬂza + g =+ Zﬂﬂ « Ly (BDJ

tenute presenti le (28),
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C'interessa di eonoscere in quale altro punto questa superficie
sferica viene tagliata da ciascuna delle rette degli spigoli del te-
trasdro. Riferiamoci per quests ricerea allo spigolo A A, ¢ da questo
resuitato pariicolare trarremo le conclusioni generali.

Poniamo nella (30) 2, — 2, — 0. Essa divenieri:

{('."’E.It + EE.H = PELJ,) :riE* _’_ (Eﬂw + Fu - Eﬂm)} » (:EIE + 1:] e 413313"1'19; {31J
equazione di secondo grado in @, che ha per soluzioni:

PP —F, EBPP |
- s - o : — 4 | b g "'J
Tae : ° T £ PEJ_ EH:J-L Iﬂl'.' = '!2_-.-.: = 'Fu: . (3_']

ix |

La (32) e1 dice che Ia superficie sfevica di eni ¢i oceupiamo passa
per 1l piede dell’aliezza calata su A A, tanto da A, che A,, Fssa
dungue contiene i cerchi d Eulero velativi a eiasenna faccia del te-
traedro.

UInn volta nota I'equazione in coordinate baricentriche di guesta
sfern, conoseiuta sotto il nome di prima sfera dei dodici punti, & fa-
cile determinare i punti elie essa he in comune con un piano o con
una retta arbitraria.

Noi1 laseiamo questa ricerca nl cortese lettore che trovera campo
da soddisfare la sua curiosith; c¢i contenteremo di scrivere le eqna-
ziom di fre cerchi, di guello secondo coi Ja detta sfera & segaba da
un piano mediano, di quello secondo cni & segata dal piano di una
facein e di quello secondo cui & segata da un piano generico del
fascio 1l eni asse & la retta di uno spigolo.

Quanto al prvimo, basterk porre z, in luogo di x,, nella (30) e
allora troveremo I'eguazione corrispondente al caso che il piano
mediano esca dallo spigolo A A, e passi per il punto medio di A,A,.
Kgsa e

(EH-::- + zﬂrq e Zﬂ:L.-)EI - :":5]: =2 [Fe:-: _IL ’!ﬂ?—!j Ly o Byg — EFHI:*—
!

| ) > ¥ L _j_ Ll—:llll‘n.'i _ll_ F?]l — l-“n.*.] = “ |:-|:EI-1]

—

Il ptano A A A, sega la detta sfera seeondo una circonferenza la
enl equazione si ottiene dalla (30) facendovi 7, =0. Eliminando in
questultima 7 L7, 2 mezzo delle (28) otteninmo:

{[Egﬂr: + EEJE F FIE Ly = {:Fm _f_ Eyw = Frs] - Tyo = UEJS _I_ IE]‘:’ S P:r;.” .
A2y 1 2y 11} = 4; {F'.mmmxm + '}'ﬂwﬂlm + iﬂlﬂ'mﬂl - (34)
Questa & lequazione del cerchio dFulero relative al triangolo
AAA,. T cerchi d Bulero relativi alle quatiro facee di un tetraedro

ortogonale sono sopra Ja prima sfera dei dodici punki.
Un piano del fascio di assi A A, ha per equazione :

By =) . Ty (55)

L] :1-_.‘:.,'_ ] - i . A

i 1 § i
.
- = ey ! s | £ - S Ay - - P
eL TUELL o e AN e T = e

]

ATy

tan
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Facendo la sostituzione nella (30) si trova I'equazione del cerchio
giacente in quel piano sotto la forma:
{I(Bgﬂ _’-_ Eﬂ:.'i T Fﬂ'ﬂ} ;,, + U'EEE '_]_' F’EH = Fs-;]} »r]ﬂ + (zﬂiﬂ + Zu;q _ Fﬂ-.l) :r:z +
+ (P P, — PO+ 1) a2 + 1) =
=4. :;'E!H-j : IEH + (2. Fort F:s] ST .1‘13—1— (}L J EEH + FJ:!} Tia + FJE'T':':] : (38)
per »=1 si riduce naturalmente alla (33), per XA=10 alla (34),

S 9. — Lu seconda sfera dei dodici punti.

Continuando le nostre ricerche sul tetraedro ortogonale ripren-
diamo I'equazione (20) e scriviamo che la sfera corrispondente passa
per 1 baricentri deile guattro facce: si tratta di quattro condizioni

che servono a determinare i coefficienti A, B, C, M. Otterremo il
sistema di equazioni :

| 3'{3__[;_}—]!{”:E:-:h_'zﬂm__'jgﬂ
3. (-A- —+ C + M] = F]e LB IF;-_n BB Fﬂy
3.(A+B+M)=r, 155 4/
3. (A+B+C) =, 4+ 45

Da queste st ricava:

: (37)

). A= E A8+ %, _lr' i) — (et Pro Vs

4. B=2, (Fm N 1}1 B Ilzi:H] T ”fu T Iﬂm g Flﬂ (38)

9.0 =2 (1% 41 ) — (B + P, + P

I.M=2, ”Er! B F:H =I5 FJ;J T UB;H L ’gs;u T Ea:'.'ﬂ

0vvero, penendo

Pm —+ ZE:u =1 EEFH = 52.1.4
Fm T 'Eﬂ-_*:: + Iﬂﬁ-.i — EELH
fﬂi-_' + gg':Fl + 'EH':-J =— 5!3.3
"ljr. = ;El.'- E7 "TEH =g } 20
E{Jr: T ‘Fm e Eum == ':'-J: {Jh)
JEH _L JrE:‘J 1 Iurﬁ == 533
Fn.-, -+ FH 1 zuw — GEH
'J'q:ﬂ T "'{E:u . EE-.*H == U:IE ’
J.A=2.¢",—0 ] ;
9.B=3.c%;—sa | (40)
v.0=2.6%,—0}
9.M=2.5%, —¢,°

1 0 > - =1 (s 2
E . {(3 - 53:1..1 o 54_) . 'I]-_L + lIL-"l - GEE-.": i GH“) :1:13_‘_ (3 . ﬂﬂ:.s — Ug ) - _!_
_I— ’:E . ﬂul.j o Dju-” . {'TJ-L _r_"riu + Ly —I_ k= ; - .'
= 32:-4'5:3:1'1-. -+ Fﬂxwmm == Fna:rjs"rm -+ IEHIH ‘?'Lm:rak == 158 (41) e

iy ot
F;ﬂ;f‘
¥ TR,
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Andiamo a frovare in quali punti essa incontra le rette degli
spigoli del tetraedro e riferiamoci ad A,A,. Basta fare:

by =— Ty — ﬂ:

e ricaveremo z,, dall’equazione di secondo grado:

d P'Iﬂja_I“Q'mIE‘l—R:Dr (42}
ove .
P:"H.ﬂi:_,_,_ﬂgn* _
Q 7 2 : gﬂ?—rﬁ A U'».'H+ il:.I':'sz_l = 515_ g ’ Eﬂjg ' {":Lg}
R =2155“ ___G_]u

Il tetraedro & finora generico: supponiamo che sis ortogonale,
che ciod risultino soddisfatte le (28). Allora le precedenti diventano:

P =8.0¢%, —0d?,
Q= EEEIE , (44)
R=3.6°,—0d?,
dove &:
ot =P+ Py T+ Py - B+ B, (45)

Risolvendo l'equazione quadralica (42) si trova che la refla AA,
mcontra la sfera di emi si tratia nei punti P, e Q,, di coordinata
baricenfrica :

3.0+ V9.0, —4.8.0%—0").8.0°,— o)
6.6°. —2.2" !

3.0, — V9.8, —4.18.-%, —dY).(3.0°, — oY
6.5%. —2.o° '

Sl |

L

(46)

T

La semplice osservazione di queste ci permefte di serivere im-
mediatamente Ie coordinute baricentriche dei punti Py, Q.., P, Q.,,
P, Q., Py, Q,, P,,, Q. e noi tralasceremo di ri porfarle.

Caleoliamo piutiosto la potenza del vertice A, rigpetto alla nostra
sfern, La formula:

A i
{All u]_"u ‘J"j:;' i
dedofta dalla (2) ei da per:
s ——Q+ VY —aP. K
o 2. P *
L 1V0?% — APR
(D) =i, —— S VT — 4P (47)
2P —Q+yYQ* — 4PR
8 per:
. Q— V0" — 4PR
&L Ly O 7
21
da
— Q— VO — 1PR
(A,Q)=1,.-—9=1C (48)

T 2P —Q—VYQT— 4PR’




176 PERIODICO DI MATEMATIOA.

Moltiplicando queste membro a membro si ha In potenza doman-

data espressa da:
i’ Q° — (Q* —4PR) F..R
2P — QF —(@"—4PR) " P+R—qQ"

Tenendo presenti i valori dj P, Q, R si trova:

JS.0%, —a°

by
I W9) "

W e L
.
'

4
i

|

.;
3 1
{
h |

I anche questa formula permetle di sevivere Je analoghe espres- !
stonl guando si eamli vertice. ‘
Andiamo a calcolare (P,Q..). Le (47), (48) danno fucilmeante: i
9.0, —4 .36, — o). 135", — 5¢

(PﬂQw} — ‘ = - = ) ' 2 = = ] . ['5DJ .215

9.1, 1

Analogamente si trova:

Iy & _T4 (a2 -3 (9.9 _ .= . :-
e ECET:s J )

vV oe bay E

Segue di gui cle: 5
Per ogni coppia di spigoli oppesti del teiraedro ortogonale AALAA e
Uespressione By f i :
P B e — 9. (PoaQud™ A8, — 9 (P,Q, ) (52) ., e M

¢ costante. L f
Seghiamo ora la nostra superficie sferiea con nno dei piani della*'{w?s :
facce, per esempio eol piano A A A, L'equazione del cerchio se- i

zione 8i ottiene facendo Z,, eguale a zero nella (11). In seguito &
qnesta sostibuzione si trova-

{(Eﬂﬂaﬂ __'GEE-}T]F.—I— (EGE:!T_ nﬂ:} H.I'E_Il__ {'25 511 —EE’?}} : {TH+ Tr' —-[- I] —

=J. “Euaml?rm = Eﬂn:ﬁrw =+ 1 o Tis )

(53)
In questn equazione possiamo. servendoci delic {23). fare sparire

ogni tracein delle 7,0/ : ottenjumo cosi-

”Em -+ F-:.'.- T 'TEHF *."'E:!t T ”Eu + 'r:-_-.-: T Fi:al 31”1* o

— P2y, — ety — e+ (P Erg— ) = 0.

Questo cerchio, come gia sappiamo, passa per il baricentro del
trinngolo A A A,; del resto basta osservare che la somma algebrica
dei coefficienti della sus g(hazione & zere, por convincersi di questo.

Ora I'equazione della mediana uscente da A @

(94)

djo ==Ly »

Per cul, se nella (54) poniamo z, al posto dr x,, 'equazione risul-
tante:

Patt® s — (P - 1) e = (12, - B, — ) =0 (55)
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meftera la soluzione z,,=1. L’altra soluzione:

P+, —1, y
Lye == Ty = 2 T iﬂw = (56)
33
risponde all’uiteriore punio che la mediana per A, ha in comune
nostro cerchio. Questo dunque passa, oltre che per il baricentro,
he per tre altvi punii facilmente determinabili (%) e giacenti sulle
liane.
3¢ poi osserviamo che l'equazione (54) & anche soddisfatia da:
. 'fﬂ:ﬂ i ZE]: . fﬂ-_:_—; ]
" Eﬂ':s = 7 ‘EHIE =il !
P+ 0.—F
18 1% —
S T

12

(57)

sono le coordinate dell’ortocentro, potremo dire che il nostro
hio passa per eingue punti e che la sfera clie contiene i bari-
x1 delle facce di un tetraedro ortogonale contiene auche gl
eentrl delle facce medesime,

‘ossiamo facilmente trovare le coordinate dei punti ove il esrehio
contrato dalle rctte dei lati del triangolo A A.A,; Faceinmo le
Z10T111 2

ES.m = Ism—zg i H'EH: I
ZEE.’J B 'F!EI — EEIE —_— DEIE | (58)
F:a T F:ﬁ Sou FIH e DE]E ' J

- quali pofranno semplificarsi aleune delle formule precedent. (%)
ra dall'equazione (54}, o meglio dalla (33), segue:
(DE.IE « L15 —!— Dgl.':l « L1y —|L Dﬂs:t) (-1713 _I_ £18 T 1) ==
=4. {FHEIIE . X1+ Fratag —|“ Plﬂxl.ﬂ}- (59)

er avere le coordinate dei punti PQye si fard in questa 7= 10
troverd che queste sono radiei dell’equazione:

(ﬁﬂlﬂ NS _F_ I-}Eﬂﬂ) . {3'15 + ].} = 312 « p (h‘lﬂ

er avere quelle di Py faremo inveece =10 e perverremo
juazione:

(IJL:I:':{EIE -+ ]:]EEE] . (-T-'Ja —+ 1) — Bl4alss . (BI)
:v avere pot quelle di Pa e Qu bisognera ricordare la relazione:

L1a « Teg=— Mg ,

1e soluzions (56) si pnb interpretare guﬁmatﬁul;anta cosi: Pel punto K di Lemoing del
lo o tiri la parallels ad A A; e si Congiunga A, con I'intersezione giacenie in AA, &
'intersezione gincents in AA,. Par A, o A, 8l condndano le parallele a dette conginn-
lei punti ove queste paruliele tazliano A Ay e AA, rispettivaments si prendanc | sim-
rispetto ad A, & A, ¢ si tonglungane con Ay & con Ay, Quest' nitime rette si tagliapo
ite {S0),

Si nodi Veguazione del cerchio d*Euniero -

(D5 ey DY 2 + D) L [y + g+ 1) =4, P By« B+ Py 0 aga + Bigrye)e
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2 e . .
dalla quale segue gy, — mm: dividendo ambo i membs; della
13
per z°; e facendo POl crescere z, olbre ognt limite si trovera:
(D% 25 + D%). (as -+ 1) = Sgaag (52_3'
@ quesia ei dard le coordinate vichiests, Sono cosi altyi sel punﬁ"rﬁ
— 1 tobto wndici — per ewi passa il ecerchio di eui trattinmo. , '“E’I"‘“ |
E possiamo ancle caleolare la potenza di un vertice dsl trianguld{f-‘ff”‘--’; .
A1AqAy vispetio a questo eerchio. i ]

Invero, secondo ln formnla (49), la potenza di A rispetio alla’
sfera in discorso ¢ | :
3 . 0311 — l:'.'.lﬂ
9
D6 ora teniamo conto delle (28) e & mezzo di gneste ellminiameis:

: . . : Rt
hsy hs, lu otteniamo come espressione della potenza di A, I'Ispﬂtt{‘hj‘
al nostro cerchio:

e A e B | gl
Ly E

E analogamente la potenze di A; e di A, rispetto al medesimo: 1
cerchio saranno:

Conoscendo queste potenze, con una mia formula sary facile 6o
noseere il raggio del cerchio di cal ei oceupiamo. La formyla a el
alludiamo a; (%)

vj.:: B 'r. - I. :.
‘_%:_ . big -_315 sy = 1'1114 o Ll "I‘ ps*. P ‘J" ps' . e —f‘ .f"E:
FREC P2 Po) (Pa — P — Pa) - P P 2, (65) i

S o
dove 2* & la potenza del vertice A; rispetto ul cerchio consitderato 11 34

Tl
r'ﬂ:‘ ,'
: S o . . : : .. o
¢l raggio incognito & R,, ed R & il raggio del cerchio circoscritto.:

Iy
Avpplicando guesta formula al casv nostro obferremo

q " . Dt : f'ald.'j - LH:E: . Fl:: I T Zﬂl:—:

'pli. Ehgg+pﬂd- -}-'m'-!‘-Ful . d]!—— = E g _—!_ p—— fi e
== g e P P . {cos? A, T+ cos"Ag - cos® A, (65)

t's (pIBPEH + PEH o F:H] . (fﬂm — Jﬂm — ag) = |

4 . 2 =
—_— E {_'9_ timzﬂmzuﬂa EGSA[ EDSAR‘I_ _:a_ . E].] . ZE.! . I'[ﬂl ﬂﬂﬂﬂa} "
Hf Eu H A B
; Ewg 2 = h——g-lﬂnﬁa I35 cOSA, cosA;cosA, —
4 . < ..
— _5‘ Pm {519 IEE: fﬂﬂsgﬂ-t - Cos“As, -+ fﬂﬂ'ﬁﬂ]: (67)

annc 19]4). Sarsbbe utile trovare

(") Vadasi In proposiio una mia notn mai Shpplemiznis al Fertodico di Mulemation (fase, IX,
doiia (551 la torrispendents neljs Spezic vrdinario.

Firn
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L
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e quindi facendo Je necessarie riduzioni e soppressiont :

R = —33— . ]"9—-— 8.cosA,;. cosAy . cosA,. (68)

Se il triangolo & equilatero, &:

2.12.R
g

Riprendiamo ora lequazione del cerchio d"Eulero e quella del
nosiro cerchio e cerchiamo l'equazione del loro asse radicale. Mol- s i
biplicando la (34) per 3, sottraendovi membro s membro la (50) T JI il

moltiplicata per 4 e sopprimendo il fattor comune T3~ e 1, "5=--'-'||-|ii'“I’|'-'i!
troviamo come equazione di questo asse : v

DEJE o« 13 + ng o Xz 1%, = (). (59)

Per trovare in quali punti taglia le rette del triangolo A,AuA,,

faceinmo una volta Tia=10 e un'altra volta e =0} froveremo -
D3, D%,

BTTDY . =,

R]_:—_

|
|
I

(70)

e tanto ei basta per concludere che quest’asse radicale contiene i
coniugati armoniei dei piedi delle altezze rispetto ai due vertici de]
triangolo gincenti sulla retta delia corvispondente hase.

K se teniamo presente I'equazione di uno di dye cerchy, si vedra
subito che le coordinate de; punti base del fascio da essi determi-
nato sono Ie soluzioni del sistema ;

Dﬂlﬂ - Lyy + DE]H v aling ‘J‘“ Dﬂiﬂ — '-r"': ]
. L1g . X3 "‘ gﬂii-ﬁ'l: ‘f— Fmi‘m ={), j

Ricavando 7,3 dall’yna e dall'altra ed eguagliando le due espres-
ioni si perviene all’equnzione quadratics -

:"12‘-.!.:3 ' E'Eus . EPEE |I Lyal, H.]ﬂj.‘i "21.'; Jj_ 1}_.'_‘.'; -’TIJE:‘. — -[:.IE] ), '-F'EI.’_’: _|L‘ I..}-jﬂ;a "r::'jn — “ . [’Fﬂ)

(71)

qnazione che si pup suceessivamente serivere

fﬂﬁzs-Dﬂla-F—:& +
—}—2319. .'fm.fgg. !f:a EUE.&E‘-JL EEE CUEA] ——zm GGEAEE - -313"— I)Eﬂa - Flﬂ :D; (TB)

Per una nota formula che permette di semplificare il coefficiente
I Xiq

o2 Dls Vo - 209 D%, MDY 4 D% . 18, — 0, (74)

Risoluta quests, si hanno facilmente i valori di 2, e Paa.
Cost conosciamo redies punki del nostro cerchic. B alkr tre si
ranno conoscere nssociando alla (3d) la

o il
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Ponendo in luogo di 2z I'espressione . Df:m , 81 irova lequa-'3
19 il

zione di secondo grado:
29 [ D%y —+ D — 42} . D —
— &1 Al DY Pre. D) + Dy DYe =0, (?5]';_5

OvVVvero:

i
&
&

1

:'L'Em s U283 n]ﬂ — Ty2. “EIE Dﬂlg + Esin . DE];]} —[— DEEE ’ ng — 0’ {Tﬁ)'

)

che div le coordinate baricentriche del punte d’incontro del nostro . .

cerchio con la retla contenente I'altezza uscente da A,. Conoscigmo ‘ deri
cosi sedici punti del cerchio di cni el oeceupiamo, perché una delle e (che
soluzioni dells (76) corrisponde all'ortocentro, I'alira, come facilmente ~ 2% .
si trova, & la soluzione: O gt
D* i
Sk (1) W
icche, ri e nel
Uosicche, ritornando alla sfera presa a studiare in questo para- Eﬁ: | fost

grafo, pssa contiene — oltre i dodici punti che segna sulle rvetha i I tras
d oy "?&I,_? i

degli spiguli — 1 banreceniri delle facce, in numero di guatiro, gl i} g der
ﬂ:'!’-ﬂ[‘:ﬂﬂtl‘] delle medesime, in numero di quatiro, gli ulteriori punti s che
d‘ mf:untrn con le mediane delle facce, in nomero di dodiei, ghi nlte-:2i ! val
rior ponti d mcontro ¢on le altezze delle facee, in numero di ﬂudiui",‘:?f?_ |
i puntl base dei fasci determinati in ogmi singola faceia dai due = N
1. \ . 2 & i ) AR
cerchi (34) e (534) e analoghi, in numero di ofto; in tutto 52 punti';;:’a 81
:_[] ﬂm't:ese lettora pofra ritrovare il resultato che essa eontiene anche: infe
1 punt;l nhe_divlﬂimn nel rapporto di 2 a 1 1 segmenti che cnngiun-r,-j‘;-:;_, L) nel
gono 1 verfiel all'oriocentro H; e sono quatiro, A . FIAs
Larsfera di eni e¢i sinmo ocenpati in qguesto paragrafo & ﬂDﬁﬂ..:'-ff"ﬁ"?{'“ﬂ'E;:-: no
. . A . . . o“ Bl e
softo 1l nome di seconda sfera dei dodici punti. Le equazionl delle” - ZeTg sfo1
due sfere sono: ) T N
. ',tfll;F‘i.;'r [ g c
2 g 4 g 2 a B
ln , {[ IH+I 'Ei_'g m).:l'u—[— [J 25 l EEBI EE'-IJ-:I]E‘_I_(IEQE—J_ E_ﬂ__giaj,)itlﬂ'—,_ _*Iiﬁ%%ﬂh ]
7R 39 72 ) , AT . l
sters, l PR (€% 4 SF fn-ljg'(l‘u +$:an—|- Bie~-1)= . L
=4, |/ 240 1e T T O pslliedyy - E“gg."133:13+3‘14;r;-; +- Fna-’-"m ‘[‘ E'E:rsﬂ?w]; b _' : 9.35'
2 2 5 A = REAEt rial
I [ {(E 31+ £y — ﬂ*_’ﬂ] . -'L'H.“f— i T {a1). yp~+ (Jaﬂﬂ— il":..u—“ F&ﬂ EI-'IE_I‘ - ﬂ !f di |
SEa [ . - (F:a“}— 1 _Fﬂiji -(IM - Tt o1s 1 )= R 2
— e I i 8
=3. i 34188151 | ﬁhl?uiru_]‘zgnaﬂ zﬂils_l“zﬂu.’l-‘u"]‘z 1518 -f‘ I*1acral !
Hsse hanno per piano radicale:
Pos - Poe— ) 21 (P - P — Poa) . 325+ i
= o d
T+ (PastVos— Fo) . 10 4 (Phs + Pru— 150 =0, (78 ;
. | | stes
che contiene I'agse radicale (69) e i tre analoghi. —
E. Proorons
un 1
a &
i
TREE
s pal
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SOPRA ALCUNE PROPRIETA

relative alla trasformazione dei groppi «i Ssostituzioni

I. Sia H un sottogranppo del gruppo di sostitnzione G. Chiameremo
vato di H rispstto a G, e indicheremo con H', il sotlogruppo di H
» polra in easi particolari evincidere collo stesso H) formato dalle
Huzion: comunt simulianeamente ad H ed ai gruppi ad esso coniu-
Cin (F, eiog ail gruppl distind::

Hl:H: Hu, Ha,... H5=9'e._] Howavas H.J

quali H pud essere trasformato dalle sostituzioni di G. B mani-
0, da questa definizione, che H & inpvariante rispetto a G, ciog &
sformato in se stesso da ogni sostituziene di G: cosieche 1l sno
ivabo rispetto a G colnciderebbe con H' stesso. E anche chiaro
H' concide con H soltanto nel caso particolare 1n eui H sia 1n-
ianfe rispetto a G.

2. Il gruppo K cosi definito gode anche delln proprieti di essers il
isimo gruppo contenuto in H, che sia invariante rispelio a G. Questo
wotrebbe anche assumere, volendo, come definizione d1 H ('), Dia
itti (supposto che H mon sin esso stesso invariante rispetbo a G,
qual caso il teorema sarebbe gia dimostrate) H” 1] sottogruppo
iimo contennto in H ed invariante rispetio a G. Consideriamo
- qualungue H, dei gruppi (1) conivgail ad H tu G; poiche g, bra-
'‘ma H in H., e d’alira parte deve irasformure H” 1n se stesso,
hiaro che: ¢, H'g.= H" deve far parfe di H..

Il gruppo H” &, dungne, comune & taili 1 gruppi (1); onde esso
a contennto in H' per la delinizione stessn di H. D'altra parte
> non pub essere un sottograppe proprio di H', che & pure inva-
ite in G, poiche, altrmen{i, non sarebbe un sotiogruppo massimo
H invariante in (&, come si & supposte. S1 ba dunque:

H =H. e. d. d.

3. Come facilmente appare da questa proprieta di H', i gruppe H'
ud anche definire come Uinsieme di tutte quelle sostituzioni di H che
una qualsiasi sostituzione di G sono #rasformate in sostituzion: della
sa H.

(*y Polehd & facile vndare tha, se H non & sss0 slosso invariante rispetto a G, emiste in IT
mito sottogrupps murssimo (tiod non contemulo in altro consimils) che #in mvariante rigpotio
. Infatli, se esistessere in H due soltogroppl U e V invarianti rispetlo a & & massimi di
sto geners, anche il grappe (U, V] gensrato della loro cembinazione, sarebbe inveaoante ri-
tto & (+, 1l cho escluderebbe che U7 & V fossero mussiml.
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B chiaro, in primo lnogo, che tutte quelle sostituzioni di H che,'-j.,,.
da qualsiasi sostituzione di @, sono trasformate in sostituziom dellp %

stesso H costituiscono un gruppo H”. Dico che H” & invariante Vie A

v
e

spetto a (. Ammesso, infatti, se & possibile, che cosi non fosse, .

siano H", H, H"...H"1 i gruppi distinti (tutti contenuti in H,.._‘-_;'j-. B
per la proprieta stessa di H”) nei gquah H” pud esser trasfnrmatn'{;:',i £
dalle sostituzioni di G; le sostituzioni di @ poiranno trasformare
questi gruppi soltanto fra loro. Se infatti, esistesse in & una soshi- TN
tuzione y trasformante, p. es,, H in un gruppo H':4a diverso dai S
suddetti, detla ¢ una sostituzione di G che tvasforma H” in “a & ZREA
¢higro che gy trasformerebbe H” in H"i+1, contro il supposto che *' i
H", H%...H" siano i soli gruppi nei quali H” pud esser trasfor- _“jia s
mato dalle sostituzioni di . R
o1 vede, dunque, p. es., che H”, sarh trasformato in un gruppu,-j;;';'f'
della detta serie, cioé in nn grioppo contenuto in H. Esisterebbero i}

dunque, oltre le sostituzioni di ", altre sostituzioni (contenute in H") ::. ¥
di H le quali, da ogni sostituzione di (7, sarebbero trasformate
sostitozioni di H, contro quanto gia si era stabilito, 4+ '-
Il gruppo H” & dungue invariante rispetto a G e, per conseguenza, A
¢ contenuto in H', che é, per supposfo, il sottogruppo massimo di H ‘*’
che sia invariante rispeito a @. D’alfra parte il gruppo H' dnvrebba_'-?%
esser contenuto in H”, perchd essendo esso invariante rispetto a G, H;
le sue sostituzioni devono esser trasformate da ogni sostitnzione di G 74
in sostituzioni (di H' e quindi) di H. Concludiamo, pertanfo, che H”=H'"<
¢. d. d. o
4. Detti rispettivamente % ed 7' gli ordini di H e del suo dEI‘i-"__'-J-' ol
vato H', detfo inoltre i I'indice di H rispetto al gruppo G, 1 ha la ¢ E
relazione: (*) it BT

(2) A=k (i —1)!

8. Consideriamo ora snche il sottogruppo K, di G, formato da ="f-f.‘
tutte quelle sostituzioni di G che trasformano in se stegso il gruppo H.

Ll suo mdice rigpetto n (& & pracisamente (*) lo stesso numero § gia R
adottato all’Art. 1 per rappresentare il numero dei sottograppi di G - e
conitgati con H e distinti da B. B chiaro (®) che j & un divisore di ¢ A

e concide con 1 solfanto nel caso che H sin invarianie in G.. Sard,
dungue, in ogni caso, j= .

Detto K’ il derivato di X rispetto a G e detti & e & rispettiva-
mente gh ordint di K e K, si avra analogamente alla (2):

EZE(j—1)!

{!) Cfr. CarpeLry, Isd. di Anclisi Algehvice, 45 ad. (Napoli, 1908), eap. 111, § 10,
(*) Idem, op. cit, i
() Infatii, poichd K deve contenere H, l'ordine di K 2 en multiple di guello di H; quind:
I'indice di K & un divisore di guello di H.
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la quale, poiche & = k, segue per la (2) ,? ! *
h=E(j—1)! LR

b. Se il gruppo G & semplice, si ha: K'=1 (e eosi pure A’ =1) = :;:
1 (3) e1 da: ’h i

h=(—D! i};y'“

Si ha dungue il teorema (pin utile di guello noto (*)): Z’ﬂﬂ?ﬁﬂﬂ d2
lunque zottogruppo H di un gruppo sempiice & non pul superare(j—1)!,
ndo j il numero dei sottogruppi di G coniugatz con H, avvero anche,
2 la stessa cosa, Uindice, rispelto a @, del softogruppo di G formato
quelle sostituzioni di G che trasformane H in se stzsso.

7. Se prendiame per @ il gruppo alternsio fra m lettere, H poira
ore uno qualungue dei gruppi di soslituzioni di classe pari e j non e |
rk, evidentemente, superare il numero N (H) der gruppl simili qec | .
H: onde dalla (4) si ha, a maggior ragione: L

h=Z[NH)—-1]!

1-
o

.
‘ -
e S ] 5

b TR i

- --'.'J"lp-.'l'l L
lhq' b A
..-'-;.]_i":..."'\-

Za
] 3
1 &
N

._ H-FP’#:

Dunque: Pordine di un gruppo gqualungue i sostituzioni tutte di A :!"j::;,-_:i.,j?' ;:i’-'*':':f::
ise pari, non pud superare il fatioriale del numero dei gruppt simili R AR
e2s0 ¢ dau esso differenti. ;, A

8. CoronrAawrio I, — Per gualungue gruppo fra m lettere (m > 4),

non sia Ualternato, esiste sempre almeno un altro gruppo simile ad B ||

(Se cosi non fosse, non sarebbe invariante nel simmetrico, ed il ,; |
togruppo pari Io sarebbe nell’alternato, che & semplice).

9. Cororranrio 1. — Per qualunque gruppo fra m lettere, composto j :

sole sostituzioni di elasse pari, che non sia il gruppo allernato, esi- ﬂ,

no almeno altri due gruppi che gli sono simili.

Fa eccezione il caso di m =4. Infathi, per 4 lettere si ha 1l gruppo e |
irmonico che non ha alecun gruppo a sé simile. L || M
10. Osserviamo, per nltimo, che il gruppe K’ considerato all’Art. 5,
re a goders delle lre proprieta che gia gli spettano come deri-
0 di K (gzid esposte negli Avt. 1, 2 e 3 rispettivamente) gode anche
la guarta proprieid di esser Uinsieme di tulle quelle sostétuzioni di
» trasformane in se stesso cosi 4l gruppo I come tutis 1 suor coniu-
i (.

(0 Cir. CapeLLr, Ist. di Annliai Algedrica, 4% ed. Ruypoli, 1909), cap. 1L, § 18, . :Iﬁ:-f. :

A. Pavomsy. E
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UNA IDENTITA CONDIZIONAT A

(Bisposta allie guestione n, 2538, pug. 74, vel. X deli*" Inter, dev Aigth.= )

] ST Lt ‘;_;I_::- Tl T

LG
La quesfione proposta dal sig. A. Dombrovski di Pietrogrado & fr:ﬁw bl

la seguente: s

g g i o, &L
P P e

[

Se a'=b"+ ¢ dove a, b, e sono i lati di un triangolo reﬂanyolo,..‘f_ggr_"
$i ha la identitc '

e e
il T e T e

A
a" - 6 " = @"" (@430 —l—m“be(n“—"—kﬁn_‘]—bfﬂg(b““—[—n“_‘], (I)f
da cui per n=2 3 4, 5, 6, ... resulia '

a’ 0" -} "= 2a?,
a® b ¢*=ab(a—+ b) + ac (@ 4 ¢)—be (b + ¢),

6 U0 = 0% (2 1 B) | 0% (o + oY) — B (65 ) ‘D

34

Bl
el 8 F

e W o o - A el L

--'i-'..-.:i:,.u oy '_ < e

il | R
ey e L,

Queste formole sono moie?

= &
- Eg— =

B
Rispondo subito che la identita (I — nelle identiche condizioni 2!
della queskione proposta — era gid nota: si trova enunciata mnel e
Periodico di Matematica, vol, TII, pag. 145, anno 1888 — autore il 5
proi, Besso — cid che fa presumere questo A. sia stato in possesso iy
della (I), non solo, ma di altri enunciati (v. loc. cit.) parrebbe pos- -
sedesse altre identith condizionate del genere della (I). Pertanto "+
écco una idenbith condizionata che comprende come casc particola-

vissimo la (I):

e et ol i BT 1 L

SS
X
"= 1{1 ﬂim "
'
e pure
. k ke Y _ |
(1) Do —Zama (a," mfgu—9m) | OF aimay™ (@t m)=0 (i), R
i 1 y Ry
Per wverificare la (1) osserviamo subito che
é-i‘ k k K k k =
=ai™ 2y =302 Za e - ™ 7 =S a0 Baa (gt g0 )
2 2 2 . 3 ' z 2

e qui nella seconda sommatoria dellultimo membro i F 4.

- 7

(

el

l;
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Cid premesso, la presunfa i1dentiid da verificare si pud scrivere
iccessivamente

4 L K
@y — ) el mﬂjm — 3 ﬂimﬂjﬁ_m + 2 E lTimH_l|m (Ef|ﬂ_2m+ﬂ1n_:m) — U-n (f#j}
1 i 1
it k k h.__‘ -
) Sap —a 2 Na® —a™ 2 a"™ — X a"g™ (a0 - g™ )
1 = 2 1

N
+ 25 f-"jmﬁim (ﬂjn—zmﬁjuﬁl‘hﬂ] = [;]! [j #j}

1 @ pure

ke 'S x E S i
k| N ¥ § Y - 1 1 = k| —
—gn ¥t =— Mg Naot M =— N agn—2g"a" "3 a g™
2 a 2 2 o ] 2
4
d anche (4)
5
e Hln—m L ﬂ["' — ﬂln
£

gostituendo nella (k) gli elemenii secondo la (4), s1 ha

K k ¥

W
b o™ — "t — - a;" — o a ﬂjn—m — X ;" ﬂlln+
. g ﬂ 2
v ; 8
e o™ @ (o™ =+ gt e) =0,
93818,
sat— Yar— o™ ﬂjm (”iu__m _I_ '-':",In_ m) _l_
. | a

k
D™ ay (a0 A gt m) =0,
1

la identita & verificata.

Dalla (/) discende l'alira

K

k k
ﬂ1“ — N ﬂri“ﬂ_inl ['{-‘-.-.—Em _I_ [.-{:In.—umj __I_ 2 ::"1 = E ”_Ih o
L ! 2

o R

ﬂlu =

La eosa si vede facilmente serivendo nel primo membro della (i)
n espressione nulla

- ;
2 Eﬂ]‘n '_'E}..'ﬂ'zu,
: &
tenendo presente che s1 ha
K Ik ’ i 4
2R a” 123 aq%aq" {po—"m - ﬂju_”?] =2 Y™ 22"
2 - - -

Facendo m=2 e k=23 nella (i) si ricava la identith del signor
Yombrovski, ed ecco gualche alira applicazione:

¥ 'i-.‘ L3

- o gl

I
.': :
i
o |
- 1 .'
- |
_.‘_.‘- '::I
L™ |}
‘i' ;
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Se i numeri positivi a, b, ¢, d sono legati dalla velazione
Ja®— X a*t? (0" 6%) - 247 (a'p° -+ a'e® 4 b%*) — 6a**c* =0,

: . ’ $ . . s = . T -F'r"'E- I.r ; :-'
€5t msurano rispethvamente gli spigoli e la diagonale di un paruﬂe-f.;:;gt??’f&%“ - ciog

St

yi] ki E
pipedo rettangolo. a?f‘s}*
Se @ numeri positivi a, b, e sone legati dalla relazione |

( 0, €
S — St (a® - %) -k 2a%%F = 0 i
0
. ' - N . . A 4 dal |
esisie un triangolo acutangolo coi lati misurati da quet tre numeri. li
1 terinini della serie del Fibonacei verificanc le uguaglianze 1 ]
i
1ﬂ'ua o n-'J!n—il T~ uﬂna—iz Uiy G Gp g — Op—1 y—s dn—3 + Gnlln_g (ﬂu! = ﬂiﬂ—’ r - hk T tern
ﬂ"'n'II Y (I 'ﬂd'u -1 7T ﬂ!n—i= iy ng Ty — Tn—1 ly o ﬂﬂu—ﬂ_l“ tEnlly.—g [ﬂﬂs D = ﬂgn—ﬂ)- ;- .':' f 5
G. CAxppo. |
i — A B 4
™
1
PICCOLE NOTE =
e alls
e nll
Sull’ugunglianza a® = »° ¢on « e b interi e positivi.
Alle page, 12, 115 & 117 dell'annata 1V di gquesto Periodico, ¢i son tre Note
dei Professori Besso, Datnerrr e CAmLini, intitolate come, o press’a pocop come, - ;
la presente: la quale giangs al risultato di quells, per via semplice, P \
1. Se m & uno dei nupnreri 34 5 ..., B, f
s ;
1ym e 1
ni > (1 + ;) . ;? x }_
3 ‘%ff’ i
Questn velnzione infati ¢ valida per m = 3: perché 3443 p guindi = Mot
4y? 143 et - de
- B (—) ., eipe {i (1 : ) - RS g
Jbs S
n : e 1 : i | Ec
& essa pol, moltiplicando per 1 + = 8l deduce che B l ]
| — [&j & 3 igiov:
m~+1> (1 —P-—) ; - 4%** - sanza
m . Il
e, a piu forte racione. TS
L agione, 1 xmid [?:J ; J della 1
m4 1= (1 ,' ) : kv comuni
ne - 1 PR |
. necess]
E cosi ln proposizione ¢ dimostrata per induzione, ‘ ' 1 Insegni
2. Se m ¢ 1no dei numer: 3, 4, 8,..., '._ffg".; | le
Yy s 1
m-L-1 SRUTRE (jul so

Vo> YT 7. ' - che si
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Segus infntti dalln relnzione precedente che ;}'
SO Tl |
m_ 1 MR
Vm >1-1 == b

-
s

.
P g
e P

. N

, meltiplicando per m, che

m¥Ym > m —+1,

0 che & lo skesso,

(Tr;]m-rl’ >~ m + 1;

the si trae la proposizioue, prendendo le radici (m - 1)™ dei due membri,
3 i

- 'S a3 B " e =
Ve dedueo che, per es., 183> 714, cioce di Y2. E che, eol erescere dell'in-
I
E) - .I-_ LN [} o
m fda 3 in sn, Ven diminuiscs,

l. Scrive dungne che

. E possiamo ora concluders,

mpponendo eho 4 o & sieno interi maggiori di 1, e 4 < b
)50 a— D o b= S, V<= D: e Be =2 ¢ U=4 a®=]}°,
) in ogni altro erso, a¥ > #*. Infatti: 0 a =2 ¢ } ¢ uno dei numeri 5, 6, 7, ...:

r

i B
wa 2% = 4% perche V2 =14, ~ Yb:0 6 el sono inter j maggior: di 2;
& i

ora «f > 1", perchi }f;:,::- V’ET
A. TANTURRL.

=

BIBLIOGRATFTA

ELE LroNeix1. -— dArilmetica erd algehra ad unsgo del primo biennio
1 Istitoto teenico. Volume primo (per ja prima classe). Giulio
annint, Breseig.

L eamdury
P -

e oy
g

- f—
Bt e e s e

to finalmenie un libro clie si pud nsare davvero nell’ insegnamento; si pud
o prragrafo per paragrafo, senza tagli, » senza che ne rimangano soffocati
i scolari della prime elasse degli Istituti tecniel; i quali ne trarranno
dubbio reale, intimo ¢ durevoele profillo,

libro &, manifestamente, nato nelln sed®ln, provato a tutte le esigenze
watica, nufribo di esperienza didatlion, consapevole delle manchevolezze
i e delle deholezze natnrali della scolarasca, conscio del poi, @ cioé delle
ta del suceessivi sviluppi e del fine al quale deve tendeve gmesto primo
wmento di Aritmetica ed Algebra.

oncelfi sono sempre i pia naturali e i Pl perd: | numeri dai quali si paria
no proprio i numeri eche si sono conosciuti fin dalle seuoie elementari o
incontrano nelle applieazioni; non sono simboli irriconoseibili, o almeno
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goltanto riconoseibili per lontani riflesai. I.'A. infntti sembra aver concepito 1" im-

segnamenio dell'Aritmetica nel primo corso dell' Istitnto teenico nel solo modo nel
quale asso pud essere didatticaments opportuno e trovarsi al sno PYSLo, Ci0oe come -
un rafforzamento, un conselidamento logico delle nozioni gia aequistate, multn

coasigliabile prima di procedere alle geveralizzazioni e alla disinvella spadltem
dell’Algabra.

IA., nella prefazione, si limita & rilevave la impossibilita pratica, daio 2

programima da svelgere, i dedicare all' Aritmetica molto tempo: e 1a ragiong &
piit vhe soffivients, essendo nuziluito necessavio, nel prime corse. imparare 1'Al-
gebra, Ma io credo di poter indovinave eche, se il principio dell’economia del
tempo non si fossa impesio, si sarebbe imposta "opportuniti didattica: giacché
svidentemente I'A, & di quegli insegnanti che misurano il valore di cid che =i
insegna dal durevele baneficio che na viene agli seplari,

II prineipio della massims economian del tempo (che poi, noliamo bene, &
risparmio di lavoro e di energia, |a quale pui essers utilmente spesi) non po-
trebbe essere applicato con maggiore acome. L'A. non lassia sfugeire oceasione
per dir quando pin s presenta opportano quello che dovrebbe por dive, di pro—
posito, altrn volta. Cosi le proprieta delle disnguaglianze rispeito alla somma,

alla differenza e al prodoito vengono subito notate; si @ parlato appena di potenza, ‘J' !_'
3

di on numero [razionario che gid si osserva come ue varia il valore col variare
della base o dell'esponents; appena definito il prodotto si mola subito ls condi-

ziona necessaria e sufficiente affinché esso si anmulli; parlande del guozients in- .:'-;""-

completo, si hanno immediatamente i teovemi sui quali si fonda la ricerca del :
massimo divisora comune, per il quals occorrera poi dir poche parole. Ma hwugm

scorrers il libro per vedsre come tante grandi e piceole difficolia che si incon-: Q

trano nell’insegnamento vengano prevenule ed eliminate, o per rimanera q‘llil.ll:]lE
volia sorpresi che si possa in cosi poco tempo imparare tante bells cose.

Tutto ¢ib si deve al sano criterie didnttico c¢he ha iapirato I'A. Lo stedio

della Matematica non deve apparirs arduo; deve anzi infondere nello studioso
una serena Hdwcia pelle propris forze, deve essere un riposo della mente mel-
I'esame di una veri{a sicura e piana. Non & facile raggiungsre in modo assoloto °
lo seopo, ma eerto il libro & sn questa via.

Ho detlo chs I'A. parte dal coneelto naturale di numero; con alenne propo- .
sizioni afferma quells proprioth ehe gli occorrono nel seguito, 8 mi pare che :
siano proprio tutte. Mu nna volta fatto queste, egli non & inmdulgzente mai in fabto
di logiea deduttiva; § rvagionamenti Blane, e non mancano anelli nella catena.
In tntte le dimostrazioni relative alla moltiplicazione sono messi bene in evidenza
t casi del moliiplicatore 1 & 0, e, per le potenza, dell’ssponente 1 e 0. I teorami
sGmo molti, me non appavisee che siano iroppi.

11 partive dal concetto naturale e intaitivo di nmnero e fondare su quesio
delle dimestrazioni rigorose &, naturalmente, meno agevole per 1 numeri frazio-
nari. Anche gui si siabiliscono pochi principi, che sone sufficienti per il seguito;
I'A. ammette il concetto di unguaglianza e di disuguaglianza, lo chiarisce <on
uleune parole che forse potrebbero essers piit opportane, ma non pensira nel
concelbo. Per farlo avrebbe probabilmente nvuto bisogno di pactire dall’idea di
granidezza, ed ha preferito lasciare all'insegnante la cura di giugtificare con
Opportuni richirmi I prineipi affermsbi, dei quali soli ha bisogno.

Chi adoperera questo libea, & necessario che accetti il evitevio dell’A. o mom
sl sforzi di porre su anltre basi la tecria delle [razioni; se tonteri di fare guesto
perderi i benefici del mstodo seguito nel libro. Perd credo che I'A. siesso poira,
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mna seconda edizione, gettars mazgior Ince snl c¢oncetto di ugnaglianza e di
mma dei nmmeri frazionari.

Con semplicith ellicace, che permetie di non tralasviare, come si fa di solito,
sti capibeli, I'A, trattn del sistema di pumerazione decimale e delle regole
tiche per le operaziomi con mmmeri interi e decimali. Osservo perd che, menire
splito In nomanclatura & In pin eorvispondente all'uso, viene chinmalo muomero
imale anche il simbolo c¢he rappresente un numero infere nel sistema di no-
‘azione & base dieci. Mi pare cbe questo posss far naseers confusione. Per la
arezza non chinmerel mai numeri i simboli, e per unn distinzions consacrata
I'nse ehiamerel nameri decimali soltautn quel numert frazionar! le ¢l nnita
o tntte decimali; nnmeri che si possono sempre rappresentare con simboli
lo solite forma, la quale viene cos) ad essere normale per essi.

Giacche parie di nomenclatnra, osservo come I'A. chinmi espressione fafern
Ika nells quale * mon & indicata alcnna divisione con il dirisore letterale ,, I
ique unp espressione intera anche

Non mi pave naturale intendere cosi, almeno in ao primo studio, e divel infera
neflo alle Telterve. ¥ vern vhe espressione precedente si pué serivere anche

1
3

liu + b) % + f]

l[lora & veraments intern; ma quesia trasformazione vichiede 'uso di regole
aleolo relative alle frazioni. Noto poi come dimostrando che * qualungue espres-
1e razionsle inters pud irasformarsi in un polinomio , I'A. non econsideri il
o di espressioni del tipo della prima delle due scritte sopra, che pure egli
de fra le inlere.

Cosi, vengono chiamate equazioni intere nnche quelle ben fornile di denomi-
ort, leiterali o no, purché 1 denominatori stessi non evntengano |'incognita.
sono inlere, perche si insegns, come tutii dicomo, a vidurie a forme intera?
do chie sarebbs pin opportuno dire, nei vari casi nei gquali pud occorrere ana
dnzione, eéquaziond intere rizpetto ol incognita.

(hueste psservaziom dimosirane .. cmne sinno poche le osservazioni da fare.
conceblo naporinnte € quello doi ealori cecrzionndi per le leliere che com-
ono in una espressione algebrica; essi sono eselusi dal campeo dalle esprassione
shrica. “ La totalith dei valori chs 51 possono attribnirs alle lsttereo che entrano
anp data espressions st did 1l campo in oui quella espressione ha significato ,.
equivalenza i dune espressioni algebriche & limitata ai valori appariensnti al
1po mel guale ambedue la espressioni hanno significato.

Osservo perd che meglio che di valori eccezionai? per le letlere di nna espres-
1 algebrica s1 pavierebbe di sistemé ccceddonali di valori. Infatti la distinzione
tatta leffera per fettern, e uno slesso valore puéd essers eccezionale se atiri-
to n nna lettera e non se atiribuito a un’altra; metteremo o no tale valore nel
1po dellr espressione? Ma dico di pia, anche lebtera per lettera nom si pud
lave sempre di valorl eccezionall; cosi nella espressione

— 21 a®e

a-+b

. i
1
[
§ 1l 1 g
1 I !
L § 1
a
. |
1
i
- |
. |
I 1
a3 B L
o i 1 I’
P T R . U 1
Al i |1 |
M | % r
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& g 1 i 1
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porlata come esempio dell'A., non solo messun ralore si pud escladere dal nnmpp—:}

el b
"
LT N
£

dell'espressione, perché petremo attribuirlo almeno alla lettera ¢, ma nessun ?ﬂ_&_li_‘:-.'.-:;"
lore si pud escluders neppurs per Ia letlera @ e per la lettern & eonsiderate IEI:E-‘:* fyg
Iatamente; bonsi bisogna esciudere tutti quei sistemi di valori delle letters o, b, g
per 1 quali la somma a - si anualla. SRS

Uhiamerei percit sistemi eccezionali di valori queili per i gual) l'ﬂapresaianﬁ"ﬁ_ﬁ;_ 4
non ha significato, o campo dell’espressione 1'insieme dei sistemni di valori che Elﬂﬂ L9
possono atiribuire alle letters. Si tratia di ung lieve modificazione, necessaria in ?:‘
uoa edizione prossima: ma in ogni modo non dubite c¢he lo seolaro, anche coll'at- _'j‘.,h_r';’;'.}.;. '
tuale dizione, comprendera bens come stanno ls cose, e

E un merito grande questo di mellere in evidenza i limiti dell'aquivalenza di 3
due espressioni. Ne Segue una insolita e pregevols precigione anche nei prineipi T
sull'squivalenza delle equazioni. 17 Jettore non si meravigliora di trovare il feo- 3 T
rema: © se dus equazioni Lanno i membri rispettivamente equivalonli esae 8010, il
In generale, equivalenii _: la riserva & pia che ginsta, coms viene dimosirato con VAR
buoni esempl. Anrloghe & docnmentate riserve si fanno per gli altkri prineipi. .

I concetiz di equazione pit gemerals i un’altra, e poi di sistema pii generale %
di ou altro o di equazione consegitenzn di pin altre, sono mollo bane msati. Nan ‘ A
he mai trovato an libre nel (quale siano dati con tanta sicurezzai mezzi por gia- _ﬂ; ;'{"f:"";
dicare delln equivalenza o no di due equazioni o di due sistemi. SRR

Non ho detto nulla del capitolo sulls divisibilita de polinomi, A fondamenio M#iHes
di questo & posto i rrincipio di identita dei polinomi; easo viene rigorosamente
dimostrato in wus apposita nots, & permetie di dare alla identits

A=B.Q+4R 4

un significato non formale, ma reale. Il guoziente Q o il resto B non sono ﬂué;.’f.

polinomi tali che svilappando Vespressions B. @+ R eolla regole di calcolo suf_*?f]-‘ P
polinomi si abbia il dividendo A; ma sono i due soli polinomi 1 cui valori, per ':,:'
ogni valore della lettere, soddisfano, insieme ai valori di A e B, a!l'nguﬂgﬁﬂﬂﬂﬂj‘f‘ffz." |
sopraseritta, Anche qui, considerando la questione sotto il suo aspelio pit nabu- "
rale si evilano delle difficolis & sj actuista uoa pia larga nozione,

L’A. agziunge ul solito teorema sulla condizione di divisibilita per * — u, nel TR
quale espone anche la vegola di Ruffini per ia formazionse del quoziente, un altro *‘u
teoremna sulla divisibilita per % — a, che & molto grazioss ¢ eredo originale, Ne
e pui facilmonte dedurre ung reecly geuerale per dewidere della divisibilila per
uy binumio qualungue.

{n cenclusione, questo brove volumetto & pieno di cose; won vi mancano nep-
pure buoni e numeresi esereiz;, Avguro che somigli a quesio, ne pregl, il velume
che I'A, sia prepavando per il secondo covso; e, per il beneficio dei nostri acolari,
auguro alfresi che il libro, ispirato ai pit sani criteri didaltici, abbia nop larga
diffusions,

P. BexgprerTI.

Carco Leont, — Ig Matematica nel sup insegnamento primario z se-
condario. Casa editrice Vallardi, 1915, Pag. 256, — L. 250.

Non sono molti in Ttalin gl Insegnanti delle Seusle medis che, doingl di biona
cultura, sappizno resistere alls tentazione di far qualehe breve incursione negli
sconfinali domini della Matematica superiore, o preferiscanv invece dedicare 1o
poche ore di liberta allo studio d; questioni, apparentemento pitt umili, ma di piit
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rivo e diretto interesse per I"insagnamento nelle Scuole secondaris del warii
rradi.

Tra questi pochi, si & rivelato uno dei it benemeriti il Prof. Leoni dal Liiceo
1 Chisvari e lo dimostra esanrientemente il Buo bel lavoro che, com'd noto, ot-

enne il premio Ministeriale conferitogli da una Commissione dolPAceademia dei
iancel compozta dei Prof.% Masei, Pincherle, Ragnisco e Zueeants.

il Prof. Leouni nella sna operstia in coi sono raccolti I fruttt di aente nsser-
azioni & di langhe e vive esperionze fatte nelia Scuola, si dimostra al corrente
elle pitt delicals o dibattute questioni didatliche concernenti I'ingegnamento
elln Matematica, ed oltre a cib, dotato dj larzn e soda collura filosofica.

Avendo presentato il suo lavoro ad un concorso di caratters prevalentemente
edagogico, era naturale che il Ch. Autore si trovasss cosiretto a tirare in eampo
unlenns delle questioni di gquesta Scienza, e a dire pure dua paroie dells sua
ricetta , come, ad csempio, quella dell’ ® interesse Herbartiano ,; ma lo fa con
. doyuta discrezione & senza troppo insistere sopra argomenti non alla portata
ella maggior parie dei lettori cui & indirizzaio il libro,

Se I"Antore nen indugia in variazioni sulle sentenze della Pedagogia ufficiale,
0 uen vusol dire che il libro manchi di caratlere pedagogico; esse, all'opposto,

quanto mai pedagogico: ma di unm pedagogia alla buona ed accassibile a lutt
yma quella che seaturisee spontanea da nna mente chiara ad acuia e da un tem-
:ramento equilibralo a cui si accoppia una folice intnizions paicologica dell’animo
1 discenti.

Per I'esposizione limpida ed slegante, o per Ia ricea messe di geniali ed acule
iservazioni. il libreo del Prof Leoni si legge @ rilegze eon vivo piacere ancha
¢ chid @ meanntito nell’esercizio dslla senola: per tufti 1 giovani poi che inco-
inciano la loro carriers d'msegnanti sarh una gaida sutorevole o simpatiea ehe
accompagners net primi passi fornendo loro, senz’ombra di pedanteria, preziosi
ggerimenti sopra ogai questione d' immediata importanza per la seuola.

Il libre & destinato si docenti di Matemalica, ma contiene pure non poche
gme che fulli jndistintamente gl insegnanti possono consultare con profitio, e
e 3i riferiscono all'arte lanto delicata del manteners Ia disciplina, al modo di
errogare e gidicare gli alunni, agli esami seritti od ovali e cosl via.

Tra 1 waril capilali di carattere matemetico segualiamo i due ultimi intorno
& traltazions elementare dei fondamenti della faromealtrin e dell"Aritmetica, ju
i con esemplare clijarezza i Esposizione vengono diseussi i varii melodi orn iy
> o proposifo diremo eche se 1"Antore non nega Il dovute plauso alle geniali
struziont logiche di Peano, Hilbert, Russel ete.. d"aliva parta si mostra un poco
itico inbornoe sll'opportunita dellg loro immediata introdnzions nella seaola: o
‘in pieno aceordo con tuiti colore i quali ritengono forsa arvischinto il pratendara
* la media dei nostri ragazzetti possa compiere in pochi mesi quell’evoluzione
t la collettivitk dei pensntori ha faticosamente percorsa in pin segoli,

Chindiamo guesto breve cennp (i presenfazione esternando il volo che presto
Prof. Leoni venga destinato ad una sede di maggior importanza: & se per ar-
Are a €l Sard proprico necessario che egli passi sotto le forche candins di un
iworso, gli anguriamo di imbattersi in una Commissions esaminatrice 1a quale
ia il coraggio di valubare in pati modo l'opera di chi ha lavorats per 11 mi-
wamento direlto della senola, 8 yuelln, eerto lodevole mu in fondo egnistica,
chi, seznendn le proprie inclinnzioni, ha speso il suo temno nella ricerca sclen-
’a che ben spesso presenta un solo interesse estetico.

U, Scarers.
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Frawoesco Paravini. — Aritmetica ed Algebra ad nso delle Senole 7
medie superiorl. 3* edizione. Petrini-Gallizio, Torine. — I, 4. -

L'ottimo trattato del Palatini ha la sorte che 81 merita. Dope & anni BRPPEND
dalia paobblicazione della T edizione sceo venirpe alia Inee Ia 110, prova dal |y-
ginghiero snecesso ottemuto dal libro che, come dicemmo melle recensioni alle. =
precedenti edizioui, offre pregi non comuni. In questn noova edizione il iratiato
ha anzi raggiunto un assetto sempre migliors, sempra pin armonico. ptiempe-
rando sempre meglio tanto alle esigenze seisntifiche guanio alle didattiche.

F. C.

i )
Lo i = e
g i oS
RS P
T .l_... ey ' i, 5 yagrll
s ks red b

P e
by T
S SR
AL i
e

-‘ -
. =y
i1 i,
e L =

%

P e
R,

ot L e 4
‘ LT 3

VERONESE G. — Complementi di algebra e di geometria ad uso dei
Licei moderni {1 ¢ 20 classe), trattati con la collaborazione del
prof. P. Gazzawiea, Padova, Drucker, 1915,

T programmi per i Licei moderni avendo introdolli nell’ insegnamento mate- -
malico aleuni concetti che fino ad ora facevans parte dell” insegnumento superiore,
Uilloslre prof. Veroxese ha raccolie in questo piceole volume d cirea 100 pa-
gine soltanto la parte nuova di tali programmi & complemente di quanto si trova
nelle precedenti e nolissime sae npere seolastiche,

“ 1 nuovi cencetti, dice I"A. nalla prefazione;, sono dn noi svelli in questo
* lilrn con metodo geometrico e quindi spesso appoggiandosi alla rappresenta--
‘ zione grafica e con esempl tolti dalln meccanica & daila fisica, coms ginsta- ?:":?2';
" mente consigliane le istruzioni cle necompagnano i ]-Jri:r,;:;rm:.rlrnir perché quesia .
" & la via pin facile per fare entrare nella mente degli alunni certi coneetti per
loro natara delieati ., = 3

E qoasi superfine osservare che quesit complementi possono servire agli stn- - " ke
denti della seconda e terza classe del liceo moderne anche se precedentemente 10
sono stati usati altri testi (i geometria. '

La nnova opersita con savio Senso pratico, cerca di coneiliare per gmamfe ~ ipte
¢ possibile il rigere matematico con la necessith di rendere facili e piani eerti =~}
couceltl che servono di base agli Insegnamenti pia elevati, ma che in forma pit 3
0 meno rudimentale tvovano ormai continon e importanti applicazioni in mol- |
tissimi e svariati ensi. (K.). |

Dmuexs, Probienies (Cavithmetigue anusanie. Vuibert, Paris, 1914

In questo volnmetio I'Autore ha raceolbo sotto forma dilettevole delle applica-
zioni elementari di note proposizion di aritmetics, ed ha costruito parecchi problemi
1 cul enunciati possono destare la curiosiii o |” interesse dei giovani e le cui risolu-
zloni enstitniscono nu ageradevole esercizio ed un secifamento a cercare aliri pro-
blemi dello stesso tipo. 1 caratieri di divisibilita sono utilizzati in modo particolare.

Come tuite le opere che giovano a diffondera s volgarizzaze lo studio dells
matematica, ersdiamo degna di lode questa raccolta del Dpvixs, (K.}

ERBATA-CORRIGE. — Nal fascieclo HT, & papg. 188: inpers &i: punto della epbjes, feggani:
punte d'insieme della cubiea. — A Fag. 139, problema 155, invece gi:

BaN o d Yo
_"—? -4 W T.!Fprlﬁl' ' Lf. g n.m "
co8 o co8 p

Giunio Lazzer: — Lhreitore-responsabile

Finito di stamipare il 18 Giogno 1016
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NUOVE RICERCHE GEOMETRICHE

Nel triangolo fondamentale ABC, i1 piede P, dell’altezza AP, re-
iva al lato BC, eada sul prolungamento di questo lato. L'altezza AP,
icientemente prolungata, incontri poi, in un secondo punto A,, il
roncerchio di ABC.

Denominiamo i triangoli ABC, A,B( triangolo conveniente e irian-
) obbiettivo, rispettivamente.

Fig. 1.

e le constderazioni fatte pel vertice A rispetto al lato opposto BO
ouo anche pel vertice B rispetto al lato opposio AC, se, cioe,
szza BP; relativa al prolungamentd di AC, sullicientemente pro-
ata mmcontra in un secondo punto B, il cireoncerchio di A BC,
» mostra e figura 1, denomineremo ABC triangolo biconveniente.
principali di ABC son quelli che comprendono I'angolo obtuso e
% principali quelli giacenti sul lato opposto a g nest angolo ottuso.
riangolo convenienie dev'essere necessariaments ottusangolo, ma
riangolo ottusangolo, se & conveniente, pud non essere hiconve-
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niente. Un triangolo biconveniente, che si puc semplicemente ena-ﬁ‘%; !
struire, non sara un particolare friangolo 1 em lati siano Tinm]aﬁﬁ i
da prestabilite relazioni, ma un triangolo oitusangolo affaito gﬂl&fﬁg";‘??{:
rico che sodisfa alle predette proprieta rispetto al soo cm:uﬂeerchmjfﬁhi?

‘-ﬂ‘_-'-._ o '-."-.l‘!"' s e b g T =%

Siano rispetlivamente a, b,c: a, 5, Y le misure de1 lati BC. CA A_‘Eﬁ";.ﬁfﬁ;
decli LA B Cdel tri o R

¢ degh angoll A, b, U del triangolo fondamentale AB(, di area A aiint
‘.'i._‘-._ll' A

== e

o

T

conduciamo dal punto A la perpendieolare AK, al segmento PA, <"

Ly
.
#uh
.

avendo chiamato con K, il punto in eni la circonferenza di ecentro P, &
e raggio PA,, P {PA,), incontra questa perpendicolare. P
Condotia la PK, e posto APK,=7Z,, sara: Nt i
(P=—bcosy, AP=bseny, C(P=CA;sen% oy '1

ondo
o8 Y PR |

C.ﬂ_ — e — g i ) ,-_'._'JI;'P{'J:.‘L .__-:'! .

1 sen @ beos y cosec . el

YeOogRs

Sostitnendo questo valore di CA, in PAy= (A, cos 3, sara . R |
PAy=—beos y cotg 5. 1

: : |

K j

: |

PA = PK, cos £, = PA, cos s |

onde Y

AP bseny

COS &y — — — tano or !
AP T —beosy colg 5 tang y tang B. | |
- o L J!
E moltre: e ':
AK,= VPﬁlu _ Pﬂi = Vﬁl! cos” T ﬂl‘.'.lt.gﬂ ﬁ — 53351117 = : :'
— Ve i s eI e oo i=
3 gﬁﬁi f
= fm}ag r cosee” — 1= 10 l"‘} frts T] —1,- [ !
| sen # -
Abbiame ora
: i 3

BA,"= PA.* 4 BP*=3* ¢os reotg® B+ [a — b cos YT '-
!

1 ¥ E -
B gvilappando e ponendo cos®y =1 — gpn’ Y, verra

A B*=["cos’y cotg®B — b* sen® vl + [a® 4- 67— 2ab eos y]= AK," ¢ R
o2 . S

~ Quest'ultima relazione mostra clie se dal punto A 8 immaging .

Innalzata la perpendicolare al piano su cui giace ADC, 1l vertice Asj

del friangolo BCA, che ruota, senza deformansi, attorno a BC, in<v::

conbrard, m tal movimento, la predettn perpendicolare. Td il piano

- -

di A,BC in questa posizione, dovra runotare attorno a BC dell'an- .-

golo APK,=—E, perchs, con la pin breve rotazione, venga a coimct

dere col piano iniziale ABC.
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Noy, riferendoci alla formule [1), [Il] possiamo intanto enunciare
ondamentale

Teorema delle rotazioni, — J/n ogni triagngolo convenienie ABC il
totto delle tangenti degli angoli adiacenti al lato BC, opposio al ver-
principale A, & uguale al coseno dell’ angolo &, di cui deve ruotare
wne o guel lato il suwo triangolo obbisttive A, B( perche, con la pin
e rolazione, il vertice Ay inconiri ln perpendicolare in A al SHO piano
dale ABC. 1l valore del segmento di guesta perpendicolare compreso
i vertive principale A ed il punio d'inconiro, ¢ dato dal prodotto
lato principale AC=D)b per la radice quadrata del binowmio che si
e togliendo Vunita del quadraio del rapporto tra il coseno dell an-
v ottuso U al seno dell’alivo angolo adiacente al Iato opposto al vertice
wipale A.

[} triangolo ABC della figura 1 & biconveniente e perd possiamo
care al vertice B le costruzioni esegnite rispetto al vertice A :
sgmento BH, & T'analogo di AK; e 'angolo BP,H, & I"analogo
angole AP, =E,. Talch®, ponendo BP\Hy =&, sard, pel teo-
a delle rotazioni,

cos £, = — fang v tang o [1IT]
cos y|*
BHI}:HVIEE“ 'I] — 1. {[v]
a [1I] e [IV] si ha:
AK,=2R Yeos®y — sen® [11])
BH,= 2R Vcos®y — gen’a, (1V]
ssendo 1 raggio del circoncerchio di ABC.
i poi
cos&, fang B AlL, I__f{.‘-fr.?! Y — sen® 3 S—
cosg, tang BH, — i cos’y —sen? o LVELVI

hiamiamo, per convenienza di dire Coy &y augoli caratteristici re-
t al vertici principali A, B e AK,, BH, seymenti caratieristici
ivi a1l medesimi verticl, rispetlivamente, Le formule 11, IV, V, VI
wmno allora le seguenti proposizioni:

) Il valore del segmento caratteristic corrispondente al vertice di
degli angoli aewti @ uguale al pradaﬁa del diametro del circoncer-
ael triangolo fondamentale per la radice quadrata del binomio che
nene togliendo dal quadirato del coseno dell’ angole ottuso il quadrato
eno del vimanente angolo acuto.

| In ogni triangolo biconveniente le tangenti degli angols dev vertics
apait sono inversemente proporzionali ai coseni dei corzispondenti
li caratteristici.
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¢} In ogni triangolo biconveniente il rapporie tra i duz hinowmi che
8i oltengono sotitraendo dal gquadrato del eoseno dell’ angolo oktuso il qun-
drato del seno di uno degli angoli acuti ¢ uguale allinverso del rap-
porio tra i quadrati dei segmenti caratterisiio: corrispondenti ui vertici
de quegli angoli acuts,

I lati dei triangoli obbiettivi si ealecolano semplicemente:

T 28 30 2 EUSET ) __q, tosy B ana
WU =4*=0"+b (ﬂ———ﬂﬂﬂa—-l : =D Eenﬁ—_ntﬂﬂﬁ elc.

Seriviamo qui sotto le formule relative

A,C=b =32Rcosy, AB=¢r,— 2R cos B
Bil=0:=2Recosy, BiA=r,— 2R cos x,

ritenendo che cosy & negativo.
Ora &

by =2Rsend;, ¢ —=2R 6NY:, my=2Rsenx, ;= 2R seny,,

quindi le relazioni tra angoli del iriangolo biconveniente e dei snoi
trrangoli obbiettivi:

J cosy = senf, ,

| cosy = gena,,
l ﬂﬂﬂﬁ — 8807y ,

[ CUSX = BeNYs .

Sui segmenti caratteristici. — m) La condizione che il segmento
caratteristico relativo ad uno dei vertici principali, ad es. al vertice A,

sig uguale al diametro del circoncerchio di ABC, importa [form. 1I]
che sia
1=-cos*y —sen?p

ed &

I =sen® 3 L cos g,
Dunque, scelic R come unita di misy r'a, dovri esserc
2 ==co0s"p 4 cos®7y,

condizione che non pud essere sodisfatia. Laonde i segmento carai-
berisiico corrispondente ad wno qualungue dei vertici principali di wn
triangolo biconveniente non poira Superdare, ne uguagliare, il diametro
el circoncerchio di quesio triangolo. Ed allora, la possibilita che uno
dei segmentii caratteristici, ad es. quello relativo al vertice dell’an-
golo A =g, sia uguale al ragegio R del circoncerchio, implica che 1
rimanenti angoli v e B del triangolo sodisfacciano alla condizione

1 . .
q —Cos"y —sen® 3

1
i T 1o
5 L

w -

e e T————— L

_,__ o
= . 3 a i =
T e W R ], e =

g
[

e

.

e e

"y Tyt

R

|
!
L

— s s

o " o

ke
il



PERIODICO DI MATEMATICA. 197
€ per essere 1=cos*f—+sen®3 verry

.-1; | [V:z_ ]]—Vcﬂsﬂﬁ—i—cusﬂ',’.

-

Adunque se il segmento caratieristico corrispondente ad wno degli an-
goli acuti di un triangolo biconvenients dee’essere wgucile al raggio del
circoncerehio di questo trigngolo, ¢ necessario e sufficienie che @ i1rian-
guto vedtangolo che ha per catelt il coseno dell’angolo otiuso ed il coseno
del rimanente angolp acuto abbia per ipotenusa il segmento che si oltiene
sommando alla meta di quel raggio la sua sezione aurea.

Questa condizione non & iHusoria, e perd vediamo i costraire un
triangolo che vi sodisfi. Se PQ & un diametro del cerchio di eentro O

i:l I. :'

idri !'-l i.|=| . "'
i )[J

i :l;.,_;l!.'l!ili i
i Ji

(ig. 2, a) facciamo I'angolo NOQ ugnale ad un arbitrario angolo 8, /
oneenientemente piccolo, e da N tiriamo MN perpendicolare ad OQ,

: : |
Jon cenfro in O e con raggio uguale ad 5 0Q - sez. anr, OQ,"ta-

liamo in L la MN sufficientemente prolungata e prendiamo, sul rag-
rno OP, O8 = ML, Tiriamo ST perpendicolare ad OP e uniamg T
;on ), '

Il triangolo ABC che abbia gli angoli adiacenti al lato BC uguali
1 due angoli QON = §, QOT =y & che sia inscritto nei ¢erchio di
liametro PQ sodisfars alla proprieta che 3l segmento caratteristico
elativo al vertice del rimanente angolo A =4, sia uguale a) rag-
o OQ=NR del predelto cerchio.

Inseriviamo dungue mel cerchio di diametro PQ un siffatto trian-
olo. Perclo su un segmento arbitrario B'(" (Bg. 2,b) costruiamo il
rnangolo A'B'C’ i cui angoli in B’ ¢’ siano uguali rispettivamente
! due angoli B, v e chiamiamo O' il circoncentro di A'B'(" Suli
rggt OA'| OB, OC, sufficientemente prolungati, faeciamo

OVA=0B=0C=0Q=R

cosl il triangolo ABC & il richiesto.
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Possiamo evitare Iintroduzione della sez. anr.
della questione in discorso. Infatii

adiacenti al latg BC sodisfacenti alla condizione
u
[—3,—] 1 8en’ §=cos®y

e che sia eonveniente ed mnseritto in un cerchic di cui flssumiamo
coms onith di misora il raggio, avid il segmento carafferistico re-
lativo al vertice A uguale al raggio del cerchio ora menzionato, La

costruzions di un tal triangolo si fa semplicemente uniformandoci
all'anzidetto metodo.

n} Se il sezmento caratleristico relativp al
uguale al lato principale AC —} uscente da

porta che sia [form. II)
LT 4
V[Een 5] =1

vertice A devessere
quel veriice, ¢iv im-

talehe 4w

cos Y =senf 2,

Analogamente, ge il segmento ecaratteristico
dev’'essere uguale al lato
dovrd sssere [form. IV ]

V[EDE Y] E_—' ]. — 11
sSe80 o

08sia.  cosy =senq |2,

L'una condizione esclude "alira, a meno che non sj tratti di un frian-

golo isoscele ARB(,

Adungue Ia condizione necessaria e Sufficiente pevché il segmento,
caratieristico corrispondente al vertice di uno degli angoli eeuti sia uguale
al lato principale uscente du

tuso sia wquale al lato del quadrato inseritto nel cerehio che ha pEY rUGFio
i seno del rimanente angolo aento.

Riferendoci alla (g, 2, a), disegmiamo Lhg. 2, ¢] il gerchio di cul
sia OS il lato de quadrato inscritbo ed 00, 1] raggio. Tiriamo la
corda UV = 00, + S de!l eerchio 0(0Q) e sia OW perpendicolave
ad UVY. Dopo cid & ehiare che il triangolo ABC inseritto in 0 (0Q),
che abbia i due angoli adiacenti al lato BO uguali ai due angoli
UOW =g, QOT =v, awra il segmento caratteristico del vertice A
uguale al lato AC. E noi possiamo costruire un siffalto triangolo col
metodo esposto in fig, 9 b, _

p) Nel triangolo biconvenionte ABC siano i segmenti earatteri-
stici relativi ai vertici A, B uguali rispett. ai lati opposti @, b. h
angoli «, §, v del triangolo dovranno allors sodisfare alle relazioni

ﬂ‘:éV[EJHJ——“L b— o ]/[nn.a y] _
sen § ' sen =

= —

-

E

nella risoluzigne, 4585
un friangolo che abbia gli angoli )
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ero saranno vincolati dall’espressione

cos” y 1

sen® [ - cog'y
; 1

sen”

i, dopo lievi trasformazioni e viduzioni, dalla relazione
cos” y = sen® g -+ sen’§. (%]

Nella predetia ipotesi, i Lriangolo rett. che ha per cateti i seni elegli
ole wcuti dowra avere per ipolenusa il coseno dell’angolo ottuso. Ma
sta condiziove, che & necessaria, & anche sufficiente perché sia
iicata 1"ipotesi menzionata ?

S1ano z, y i segmenti caratteristici tncognift corvispondenti rispet-
mente al vertici A, B del triangolo ABC i cui angoli siano legati
In [2]. Abbiamo dalle formale I, IV, per effstto di [1]:

Sen g sen 3
=0 = Y =q
560 {3 : St o«
TD
= d, ¥ =0b.

wWnnque la condizione [1] & sufficiente.

o1, umformandoei agli esposti eriteri costruttivi, possiamo co-
re un briangolo per il quale i segmenti caratieristiol si trovino
+ predetite condizioni,

SSERVAZIONI. — Il triangolo ABC che entra nei easi m), n), p)
rongiderati, lo denomineremo ulfraconveniente rispetto al rageio
ireoncerchio, rispetto ad un lato uscenta da uno dei vertic: prin-
i, rispetto al lato opposto ad nno dei medesimi verbiel, rispetti-
mte. Nei casi m), n) se rispetto ad un vertice il segmento
teristico sodisfa alla posta condizione, non vi pud sodisfare si-
ineamente rispetto al rimanente vertice principale.

ediante Te formule II, IV si pad, pin generalmente, verlers g
condizioni debbano sottostare { lati e gli angoll di ABC perclé
mentl earntteristici sodisfino & ecerte prestabilite proprieta. B
on 1 casi m) n) p), sopra considerati, abbiamo voluto intenderci
talti pint notevoli ed il metodo servira di base a possibili ul-
1 ricerche.

traedri notevoli. — Per semplicita di dire denomininmo il {rian-
.BC che entra nei casi m), n), p) ultragonveniente di 1° 2°, 3° ordine.

rerlici Ay, B, dei triangoli obbiettivi ABC, B,CA relativi ai

t A, B del {riangolo biconveniente ABC, incontrino, nel lore

wento rotatorio attorno BC, CA, rispettivamente in Say Sy le

whicolari nl piano di ABC condotte per 1 vertici A, B.

ue tetraedrl 5, [ABC], S [ABC] hanno le facee ribaltate snli

della base comune ABC con un procedimento non difficile ad
ere (fig. 1).
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200 PERIODICO DI MATEMATICA,

[l segmento K.H; in quel piano, di in vera grandezza ln gi " L
stanza $,8, nello spazio ealcolabile con la formula |

— ¥ cos 7| cos y[* !__
SaS, = 6% [b VL}EH pJ 11— VL;&]] r::J lJ == .I?_

= ¢*+ [2R (fuus”y — sen’B — Veos®v — sen’z)), [VII]

Ma guoalora il triangolo ABC sia ultraconveniente di 1° ordine ri-
spetto al vertice A (e non pud esserlo simultaneamente 1spetfo al
vertice B) od ultraconveniente di 2° ord. rispetto al medesimo vertice
od ultracouveniente di 3 ord,, quella distanza ei vien data rispetti-
tivamente dalle formule

. -
Suut S5 = [R(1—2 l"ﬂns”y—senﬂaL —

cos v]* = et

Seg D g = {E‘ { VLIEH] &) —j] == [ VIIA] ..
Saus S'hug = (@ —b] =)= =g §* - ¢ 2ub, -._--;.{:::i;: ..
nelle qnali & chinro abbastanza il significato dei simboli al primci"xli‘?é&;{-;
mambro. T

I tetraedri S,[ABC], S, [ABC] (e gli altri due ad essi Sl]]]l]]&tl‘lﬁif*:

A

rispetfo al piano di ABC) possono denominarsi tetraedri ortogonals:

ALaLe JiSCRN

1% 2% 3° ord. i tetraedri che vi corrispondono si diranno rispettive-- = .

-ul-._ .
i

mente feiraedri ortogonali wltrarmonics di 7, 2% 53° ordine.

Questi tetraedri corrisponderanno nei primi duoe easi al vertice A ._rf,:

L ———

spetto ad A o rispelfo a B.

Posto c¢he lo sia rispetto ad A, come abbiamo supposto sopras
mndicheremo con S.,, [ABC], S..[ARC]i predetts tetraeds e nel caso
del triangalo ultraconvenisute di 3" ord. v1 eorrispondera la coppia

di tt?t'l'ﬁ.ﬁd]:"j (Smiﬂ [ABG], S]mﬂ [ABC]}

Risulta dalle considerazioni precaedentemente fatte il modo come

o al vertice B secondo che il triangolo ABC & ultraconveniente ri- i
-.I.r.!..!-

costruire effeltivamente un tetraedro ultrarmonico di 1°, 2° 3° ord,, % . |

=~

il quale & caratterizzato da notevoli curioss proprieta. Cosi il #fe- '~
traedro ultrarmonico di 1° ord. S.., [ABCY, ke il suo spigolo ortogo- LT
nule ASu, uguale al raggio del circoncerchio della base ABC che & un
iriangolo ultraconveniente di 1° ord. ¢ sodisfa percio ad esposte proprietd.
L’angolo BS,.C della faceia obbisttiva s projetta ortogonalingnie in verd
grandezza sull’angolo BAC déla faceia base, ed il prodotto delle tan~ -
genti degli angoli della base adiacenti allo spigoto BC opposto all’orte-
gonale ASun, da il coseno dell’ angolo o di cur deve ruotare il piano
della faccia obbisttiva B(Sww attornoe BO, perché, con la pin breve
votazione, possa venire a coincidere col piano della faccia base ABC.
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