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PERIODIOO DI MATEMATICA

D | 0 b 0

ay 0 0
EEI-, -_[—ﬂ_! ﬂ‘f;! i :
3&1 "E"'Eﬂs_"‘[-:ﬂ'u get, -9, o
Gllg™ 1T =8 o8, o
e jl'_'"a+- ity e, +3uy 205t a, Yoyt-doy+2a, 13::'1 +bﬂnrg -y
e Tt agag ey Segtdapf-Bagt3a,4-a; 144, T8 F-5ay-+3a, 280, 4180, +htyta
: S - g !

-ossa | ﬂﬂtl‘ﬂ-tﬂ_ ovizzontale e verticale figurano stacecate dalla
._.IJ.__':_._.._l'Iﬂl;HIIE.‘I]};:E. Si vede subito che ogni termine della tavois 8
i pressione . . , S =
| presa: Inears .dr Sy Ay, Gay ... & coofficienti positivi interi. Se
 pousidera una qualsiasi colonna, p. es. ls 4* si osserva che i coef-
tl di @ nel diversi termini di €8sa, sono ordinatamente 0, 215

= 5o uelll dl dasono 0,0, 0,2, 5,9, 14,....., quelli di ar souo
';r“..r h} Adfa !. "- .L-I"l 91 L I“ gEﬂ EI-H.I'B DEII'H* vertiﬂﬂlﬂ ?lmn i ﬂﬂﬁﬁﬂiﬂnti
Gk costibuiscono una successione che incomineia eon |

(E : }: 2 i 1.) + (2 —1) Zerl;

l;}a:fﬁeien‘ti successivi a tali zeri, sono glj stessi, e si snccedono nello
$90 ordine nelle diverse successioni riferentesi ad ay, o, ag.....
tor avere quelll di a; basta evidentemente nelly Eavnla;su:ideittﬁ 1r.'smp-.
' 19 te=0y=t=...=0 ed m=1. Essi sono i termini della tavola

h=2
0

0
0
0

ST o O

3
13 13
14 26 35 85 95

ﬁﬂ stegso passo k=2 Se stacehiamo da essa le doe entrats, Ia
rimanente & una tavola del passo A==2, coll’entrata orizzontala
e 0,... e la veriicale 1, 1,1,... In generale i termini della tavola
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102 PERIODICO DI MATEMATICA

di ugual passo. Staccate da essa le due entrate, la parte rimane
® una tavola di ugual passo coll’enfrata orizzontale formata da
meri iniziali ugnale ad uno, seguiti da zeri, e colla verticale form
da, numeri fatti ugoali ad uno. Tenuto conto di guanto é stato de

risulta, in una tavola ;
|

fya (Tya (ya - -

{[El HEE‘, ”ﬂ_ﬂ. & % F
aﬂl (I zn ﬂﬂg ..

'[Imﬂ Hn:_.E a‘m.ﬁ « - ow

del pﬁsﬂu h, nella quale @e= = au=...=/, ogni elemento ¢
della forma:

- f '
= 'J‘-.r{h}[,‘].,t'ﬂu —E— }-I{h}i,j,ﬂ ”21"" .o + M (mi‘j.m LLETR

e risnlta

— - = (L — 7 - ; 1 =
AWy g =1s AW, =0 56 j, ¥ mon sono simulta
neamenie uguall a zero.

A, =0 se r$i; 20, =1

e negli altri casi, (") cloé se ¢ ed j sono simultaneamente mag-
giori di 1, si ha dalle (1) per n="h ed ay =@p=.. . =an=1:

}u'{h}i._;,i — ;ltﬂ”i-—l,j—l.l + }-.{h’i—u—:.u 4. ){Eh}-i—!.j-—l,h; 5,j >1
ove le X hamno il valore dato dalle (1} e cioé:

i—2 1

r= -
j—?'—']-]h‘ : 1Sy

=} =
A = {

a:
}»I{h]i‘j,r — )..ﬂ'rh]g_rﬂ,“ : = 2, S P

ovvero:

S fraarg N i TR

Passiamo ora al caso di una tavola generale di addizione
linee, col passe k. Consideriamo ad es. la seguenie del passo 4:

h=2

b ¢ d -

;40 a,-h-te hietd c+-d-Le

ay-ag--i Ra; ta.+ 2o L o o ay;+2b+3e+-Bd e
a +iy--ay1 & Sa, -2yt ay+30+c auy2agi-00+3c+d Suy faptTh+Go -
aytagragta b deg (- Bog 4 Rayra b e e, 4-Faa+2ay4-100+det+d 186, +5ay-tay 166

coll'entrata orizzontale a, b, ¢, d, ¢, e colla vertieale ai, as, sy -
si spuppone b= c¢—d=e¢—0, essa si trasforma nella tavola di v

(1) 8i ba appmmto per i presupposti valori delle At

ay =dy;  Ge=10; ag=05...5 dy =agi Gy =Gy
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nte 3 m coll'entrata nl‘i_zzqnta]e ar, U, U,... e verticale @y Ay, .. d,

Ha appunto esaminata precedentements; se Invece si suppone
@y =0 ==...=0(), essa si riduce ad una tavola dj ugual passo con
rata orizzontale 0, 5, ¢, d, ¢, o verticale 0, 0, 0.... ciod del & po prece-
itemente studiato con entrata verticale costituita da numerj y guali,

dunque un fermine qualunque della tavola suddetta vale Ia somma
il termmanl di ugual posto delle die altre da essa dedofte nel modo in-
jicato. Bvidentemente un tal f:

aflo & geuerale, Sia adunque la tavpla
erale del passo A |
ki

r?ll_ 'rrlﬂ L] e L - L] L ] - - ﬂlu

Mz ﬂ'zﬂ---.----ﬂzn

LTS Pwa. .. ..., .. Mynn

Indichiamo con 3, il termine generale della tavola di passg h,
ntrata ovizzontale 0, g,,, B13s ... & verticale 0, 0, 0

o A h

con
yo'ss GLOO Poniamo

i
g

L3 L] L] L L] - L L] - L] L] L] - -

dion ¢; il termine generale della favola di passo , con entrata ver-
¥ ﬂ]ﬂ 11, Qg3 , Qg SOl ¢ &l Dl‘iﬂzﬂlltﬂrlﬂ @i, ﬂ, 0, U N ﬂiﬂé pﬂﬂiﬂmﬂ_:

h | h
11 {} ()

ﬂﬂil‘l'll

(2)

Bk R AE a o @ 'l:ll. clﬂ'iii!-l -'--c_ln

----- LI T ':ﬂl
ﬁ,ﬂf.nitn-n--

Gk
et
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L]
L
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H]];I------t-l-

Iu: |® a

iIill'l.l‘I'.‘l"l

ay = by~ ¢y

Cii = ’ b“ - U, qUHIUHquﬂ Eiﬂr ’3-
¢ =03 by=ay; j>1

F+e 3 _ﬂﬁ b= (A“”i._i,E ;g :_’-.{'I'ii.i',a g1 ., + :'-{h}i-:'.l'tu t1n) _f_
L1040 W

~ 1l i ’ \
+ (21 KARRCTE S I_‘mi-.l,ﬂ Qg ...+ ) “']u,m 1)

- . " ! :; i
3 endo, come & noto:

}L{ll‘t!_ — r!:__- Il
Wy — 1Jy

y Py e =7

iy \ fr;—?-—].].
L% 7Y gg gF-t{ 300

(1) e (2), se i ed j sono simultanea- ’
/ (3)
}
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In particoclare se k=1, si lha: -

}t(llj‘j,r-—: (£ oy 1) : .XJ{IJ.[JJI s (i —_— 1)

- 99— 71—
eppero:
(ol o (bt (o] ¢
L) o (g oo+ (525 am].

Le (3) pevmetiono evidentemente di esprimere in ogni cz
ciod l'elemento generico di uua tavola per linee di passo 4, i
zione degli elementi delle entrate.

Altre proprieta delle tavole di addizione per linee. — Si cons
e dimostrano facilmente le seguenti proprieti:

1°. In una tavola del passo 2 la somma degli elementi ag
nenti alle prime ¢ lines e ad % eolonne suceessive, vale I'ele
della linea (i 1) situato sulla colonna immediatamente a
dell'ultima di esse (colonne), meno 'elemento dell’enirata oriz:
appurtenente aila stessa colonna.

2°. In una tavola la eul entrata verticale & una progression
dive p, colle differenze p™® uguali a d+0, la gm* colonna & ut
gressione d'ordine p --¢ — 1 colle differenze (p+ ¢— 1) ugu
In particolare:

3. In una tavola la cui entrata verticale ha gli element
(cioé una progressione d'ordine 0) la ¢g™=* colonna & una progr
d'ordine g — 1 colle differenze (¢ — 1)° nguali agli elementi «
trafta verticale.

4°, Se in una tavola di passo A si aumenta di un numero
mento @y (£ > 1) dell'entrata orizzoniale, 'elsmento a; di ess:
aumentabto di A, p; se si aumenta @i p 'elemonto ay, dell’s
verticale, I'elemento a; viene aumentato di A'™;; . axr. In parki

8°. Se si moltipliea au (od @iy} per un numero o, si avrea 1'ar
subite da «; applicando la regola precedente, dopo aver
p—I(0 — 1) tta: (oppure p=(oc —I)&). Se e =-—1, moliiplic
od ay per o equivale & cambiar loro 1l segno; si porra
0 == — 2dty;, oppure p=— — 2y,

II. — Taveole di addizione per colenne.

Auche in gueste tavole si ha un’entrata orizzontale dy,. .
una verticale dy;,.. rdy,. Si eompletano le colonne 22, 82 . ., 1
che ogni termine di una di esse (il 1° eceetinato) valga la sox
quello che ha a sinistra e degli 2 sovrastanti a quest'ultimo,
In somma di guello che ha a sinistra e di tuti quelli sovras
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Jigsbnltino, se essi sono in numero minore di h Al solito A & il
swieso della bavola.

__j::__;bﬂlt.uudu la tavola abtor
disanda che ® per linee e d

i
--IuI

no all’entrata orizzontale 8¢ ne hg nna

el passo £ ed ha Pentrats opi
byl € In verticale d,y, digye..d B BEiEEoRtRle

1=

.
f}ﬂl
3!’
(] iﬁn d]ﬂ...---.. ff;n
- ﬂ;ﬂl ﬂiu dlﬂ - - . . . d_m
n fun- {Eﬂ
':-fml
statano
e dunque si cousidera la tavola per linee
yparie-
smento "
destra (), B o eomiil winers
zonftale i oor | Co
21
B d*.ﬂl'- I':’nl
18 pro- i st J
‘ g R0 - — . —_— s — - 3
uli ad | H;ﬂrél«‘;lu i1y Oya dﬂl $ oo o g = By y gy = dwi resy Hpy — dm; ri-
uguali, . =4
i EQE_"“:' per le (3, § I):
lell’én~ g |
=W 20 ds) A+ M d RO ) (1)
o l'ele- alla quale le A® & '™ hunno il sieniticato od i 13
el _ a ed il valore gia stabili
A vViene iile (1 e 2; § I). In particolare se h=1, si ha; ; e
mirata
eolare: 1% L =[(3' —1) Sop fg=ed '
mento ; b—2 st 7 (j e ”i) dmlJ +
posto: | —2 |
Are @ £l [(; — ﬂ) e (J § o ﬁ) =d1n] . (1)
aliora
III. — Tavole di addizione per diagonali,
= Iﬂ quesi;‘e s_uppnuis}mn lentrata orizzontale formata da 1 numer]
- g, EilﬂtHII{'J d_eli quali @, diverse dg zero, seguiti da un -
diy ed :;1 1!-1111111;&.!3& di zeri; I'entrata verticale Grry G2ty . Oy DUD eS5ETS
: mudr,f . ;_._:_;tll.',u:tﬂ comungue. St completano la 2u.38 linea, per modo che
“’ma di L tlascun BIEI]]E?_]!JU EJ_I 1° ecgettuato) valga la somma di quello ¢he ha
:,ppt?rﬂ = Slisira e di altri 2 appartenenti alla diagonale f che si stacca
anti a - o

TR
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da quest’ultimo, oppure la somma di quello che ha a sinistra
tutti quelli che appartengono alla diagonale A che si stacca da ¢

st’ultimo, se essi gono iy namere minore di h.

Al solito % & il passo della favola, 1 eui elementi saranno sen
scritti entro un angolo retto a lati doppi. Ci proponiamo di troy
I'espressione del termine generale n funzione degli elementi d

cubrafe. (?)
Muoviamo da un qualsiasi esempio numerico. Sia la tavola di

dizione per diagonali del passo h=2.

h=—2
2 1 3 4 0 0 0 0...
4 2 8 9 9 9 9.
7 15 21 33 42 51...

N el L I R I

13 36 69 111 162...
29 89 191 dd4d...

Seriviamo ora gotto alla 1* linea, la 27, 3%, ... vispetfivamente
state di une, due,... posti verso destra, indi ribaltiamo abtoruno
1% linea lo specchio di numeri otfenubo, in modo da averne un i

simmetrico di esso.

09 89 191 844, ..

I
1 18 386 69 111 162...
5 2 7 1o 2 Hh 49 c v
2 4 5 8 9 - Je
1 2 1 3 1 0 P
1 ¢ 1 38 1 0 e
2 4 b5 8 9 D con
9 7 10 24 33 42 ...
1 18 36 69 111 162...
1 29 83 1981 4d43...

Ruotando quest'ultimo in modo che la 1* linea. (dal basso all
diventi Ia 1° colouna, se ne ha un terzo che opporfunamente

{1 Di tall tavoie sl occupm il Lucas nelia Théorie des wombres al Cap, 7° (Leg {feh
arith métiones), nel caso 4 = |, ‘Iratin del quadrato arvitmetico di Fermal. clie ¢ una Law
dla_gnnn’ll de| passe 1, colla enlrate castitaile da elementi tulli eguali ad 1 ed Tltimilate, Vi
jn sesnilo che, g2 x=1, gli zari {inali dell’entrata orizzontale possono anche sopprimersi,
le formole ottenute nel saso genersle, valgono. nel caso it =1, per il guadyato di Fermat.
poto, ogni numere del quadrato di Fermat, p. es «y;, ssprine it quanti modi si puo andari
ad 'n“. mediante un cammino coatituite da tratti successivi aventi alternativamente I
ziomi — & . oppure 4 « —p, recandosi ciaseiina valta da un elemente di une lines (e
ad una a destra (sotto) della stessa, 15 anchie noto che | termini delja 2%, 43, .. colonna

solo i cosidetti numerl malorali, triavgelari, pivamidali ecs....; I'elemento a; 54t di es4o
comunemente Nive numeto fgurato di ordine Jj.



PERIODICO DI MATEMATICA 107
2 di ____ﬁ{;n e una tavola di addiziene per linee del passo = 2. Jissa &
[ue- sezuente:
h=29
ipre :
rare 14 1 —4 9 9
elle 2 ¥ —2 5 g
1 4 2 —5 — 4
ad- & 5 7 1 — 7
i ! 15 13 i
t) 9 24 36 29
() 9 33 69 89
0 9 132 111 191
0 9 141 252 434
¢d ha per entrata verticale I'entrata orizzontale della primitiva tavola
it nddizione per diagonalj e per entrata orvizzontale la 1,1, —4, —2 6
o termini di questa si oltengono disponendo i termini L2 2,1 1dsal-
apo- S Eﬁtr&t& verticale della tavola primi fiva, in modo che siano rispet-
alla < livamente il [°, 2°, 3% | della 1%, 28, 35, ... colonny, e completanda
fro 0l le colonne in modo che I"insieme dei termini seritti formi uns
vavola di addizione per linee del passo =9
. Orbene sappaoniamo di esgere riusciti ad operare in modo analogo
ulla tavola per diagonali
T . ) h
E’!"—?u--... Ty () 0...
” Exml
- Ne risulterd una tavols di addizione per linee di passo /.
it
. T
‘alto) b
il
coIn- 0
0
iquiers . | :
e o - In essa i termini dell'entrata verticale &y,,...84,,0,0,... sono ri-
g‘;iﬁg 1 E-ﬂtm’ﬂmﬁﬂt@ uguali ad an,...as,0,0,... costituenti 'entrata oriz-
yda a,, > gyﬁtle della tavola per dingonall, e glt elementi &, by, bys, ... delly
alﬁira-] g;ggnnale \. ehe si stacea dg by, 80DO rispetlivamente ugnali agl
i caso 1?‘-‘“95& @ity @ary ... @ue dellentrata verticale della tavala data. Si
 Gicesi 20VTa in generale: -

i =-bi+f—l,i . (1)

L
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Se dunque si riesce a costruire la tavola delle &, si potra
I'espressione di &y;i,, & quindi quella di ay. Ora nella tavola
lo iucogniie sono gli elementi by, big,...bw dell’entrata orizz
in nomero di m—1; somo invece termini noti by, bary... b G
trata verticale e by, b, bag,... della diagonale . ecle si
da bu. Ma si ha dalle (3, § I):

ﬂﬂl — ﬁ‘.ﬂﬂ — }Jh}.ﬂ.ﬂ'.ﬂ b[ﬂ = Il }'-{H}ﬂ_lﬂ.lﬂ b]ﬂ + s s n | ;‘;{hjgrg*m ﬁ]; = HEE 1
gz = bﬂﬂ — l{h}a,ﬂ.ﬂ 4!"1-3 T }x[hJE.H,E_ E‘lﬂ + als T {]‘]3,3, 1 bl m [ HEB

- - - L] - - [ - L -

(il —_-‘-E'mu:l — }a{h}m,mm blﬂ ‘{_}L(mm,mﬁ bIE + *on + l“h}m,m,m i!;'ilm _'[_ Hmm

dove s1 & posio, per brevita:

Hy =X 0 b 4= 100 bay . .. - 20,4 B ]

OvVVero: (2=2,...m)

H; = Mm&,u LLTF —I— }\I{h}I.i,ﬂ &)z ‘I— D l‘“’f’i,im (i

o

Poichs Jo 2™ e X'™ hanno valori che dipendono soltanto da
dici, per deferminare i valori delle incocniie b, bis. .. bm al
un sistema di m — 1 equazioni lineari. Se esso ha una sola sol
come aceadrd $u generale, i valori degli elementi deil’enirat
zontale delln tavola delle b somo univoecamente determninati.

Si avra allora dalle (3) 'espressione dell’'slemento generie

'ﬂij —_— bj-l—l—l.i —_— [;Uh}iti—l,i,ﬂ E&a + J-..{']”i-rj-.-lij_‘ﬂ !T."'m ‘—I—’ Pe = “]— };ﬂ!}li—j—l.i.m ‘-I-"lr
gl LA TCIRRTR TR S TP, PR SO S KL RPNy 1y

nella quale Je X™ o A'™ hanno i valori determinati dalle (1 e
In particolare se k=1, i coefficienti A® e X' che compaion
pgpressioni di H;; valgono:

M= (i — 1) . .lrtl}m,r — (3 :i; 1) : r=1,2,...

P — )]

e risulla:

(yj = biyja= [(i_']-_qu) bia -1 (i— ﬂ-isz) LT e o (ﬂ - j—E) ‘

—3 2—

ot (1T et [0

Rapporto al caso particolare h=1 osserviamo quanto seg

SRS S AT

I
'
X
T
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[ Avare .. ‘Se nell’'esempio numerico dapprima considerato sopprimiamo le
della b lomme 6%, 72,.. ., che incominciano ¢con uno degli zeri dell'entrata
outale, i zzontale, risulta la tavola:
lell’en- h=—9
stacea = . _
| 2 1 3 1
It 2 4 D 8 9
| 2 i 15 24 33
1 13 86 69 111
1 23 89 191 344
a non coineide con quest’altra
L (2) . fr =2
1 2 1 3 1
2 4 D 3 9
2 7 15 24 33
1 18 36 69 102
1 290 8 191 2993
ol in- . : : . : ;
;}ilamu ttonuta senza scrivere alcun zero di segmto agli elementi 1, 2, 1,3, 1
S til'entrata orizzontale, e completando le linee 22 3%, ... in modo che
5 nriz: il termine valga la somma di quello che sta alla sun sinistra o di
dih (o di tntti gli albri se 50n0 in numero minore di k) apparte-
. soti alla diagenale A che si stacea da quest'ultimo, anche se essa
D ﬂun i LR _ I . . " 2 - =
pntiens due soli termini, Differisce mvece da essa per i termini 4°
e ® della 5 colonns.
' | In generale le due tavole di addizione per diagonali dj passo f
h h
2; §1). =
lDIlE“E ey s  Hga 0 () D... ﬂn.............ﬂ:]n
1oy gy
i:.:’:r:ll f;ml
” ﬁcidnnn nelle prime n colonne termine & termine, salvo i termini
ielle uitime & —1 colonne e delle linee (i -+ 2)s, (h T+ 3)*. ... Epperd
- sermini a; comuni alle due tavole sopo quelli per 1 quali i > h—+1;
'"“] F 30 tratti dell'una o dell’altra specie dij tavole, per tali termini
gono le (3). 8e =1, i termini comuni alle due tavole sono quelli i
n] . (8) Llquali i>2: jsan, e poichd & sempre j < », possiamo dire che L
fue tavole coincidono completamente. Adungue se k=1, oli zeri
Bl dell’sntrata orizzontale posseno essere soppressi: Ia tavela che e
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si otfiena coincide, salvo il numero delle colonne, con quella ¢
avrehbe se tali zeri fossero manfenuti.
Pereid rapporto alla tavola per diagonali del passo h=1,

h==1}

Al . L B L E RO
- i . o T dT L T b e
o b - R

SR
CRh e I

A
14
ke
Lot 2
oy 1A
s A
T;EE'. .:i
: -:'\-
B
T
H i

H-. L
Bt
':::.-" 3]
EATR
aE
o =THE
b

'f'rl,]nq----l-rili-ﬂlﬂ

ﬂmt

che conliene un numero finito di termini nelln 12 linea, valgo
formole (3). In essa ogni termine (i1 1° eccettuato) delln 22, 32, ..
vale la sommg di quello che & alla sua sinisfra ¢ di quello ¢l
sfn sopra.
echiamo qualche esempio di applicazione dei risnitatt oth
Riferiamoci all'esempio numerico dapprima considerato. o1

il = .__llll 17 — =) ; bl_l _—":ﬂ“:l ; bﬂ[—_:{;m:'ﬂ . E":il :ﬂlﬂ :]
by = =23 ba=—as=1; bu=1; bog=t1ey =2 bp= tta

l]-’r'.u=ﬂu=1i bﬁﬁ: U1 — 1.

I valori delle 2 e X'® sono per le (3, § I):

}51};1.5'.'1 _— {;}: 1 . }l-{e-lir'-??ﬂ — l{ﬂﬂ,ﬂ._-l- —_—= }-_{mﬂ.ﬁ.ﬁ =5 {j
2 2 ) A
Waas = {1} g:: s MW= {ﬂ}z: 1; g0 =21F45=10,
. g a 3 -
}htE]JL.-I.I! — {25}2: 6.‘, l{gl.;‘,}_n = {?}‘_}_"—ﬂ, )t{“}-l.i,l = {ﬂ}gz 1 . -"J"]-L-F.,ﬁ
; N e - 3 (41
(=3, _ =f o 1. — Q- 3 U = — -
¥ S l_SJg 1[3 T A il lzlg ]‘UI ? 56,4 l_LI,i EL
! | }u{ma,ﬁ.ﬁ == {0}
{1 ,
APy gy = {”} —=1: APga=2Cag="72"35 = ATy =0
+
, 1 1 , M, (0
A (Eja.a,l e {1}4 “: {0}2'= 2; A {E‘H.E,E — {1}2'!_ .{ﬂ}ﬂ_ 04+ 1=1;
lq‘ﬂ}ﬂ_.a.a s :’urms,s,,-a == g4 3.5,
4 3 E - e 1 “]
A Ln}ln'i'l - {2}a+ {L}zz 93 A }41‘12 — {2}3+ llf s= %
}ni(ﬂ 43— _l P{E}d-.-l,l = :’-I{E]-I-,L
3 3 o 2 2 "
A s = {31'14‘ {a} 133 4%%ss= {3}2'+ {2} A

l] - n ¥
11'*{‘?'6,5,3 — { j I o 1 : ;jf; *}E.E.-lr = l {2}515.1
2
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risulfa : -
Hﬂﬂ = 1 . I e ].

Ay Pt -
S e b
S e s s e R e

ef, Has—9 | - 1.9=4

. Heo=5.1.12.8=19

:l* L] - ¥

S Htja:l;; | T —{-- l 1=24,

sistema di equazioni nelle incognite biz, bra, i, bis savh:
big‘%‘ 1 =

© 2byy = E"u: ero o s
65[-3 S RELOTS - by _!_ Q=1
1661s + 108, - ol 1 P 124 =1

:.f ammetie la sola soluzione: by=1- bis=—4; hyy=—=_—_29. big =10
p duestt numeri assieme a b, — | coslituiscono 'entrata ovizzon.
i o L, 1, —4, —2 9 della tavols di addizione per linee di pPasso
=2, g1 considerata.

Come altro esempio, consideriamo il quadrafo avitmetico di Feprmat
¢ una tavola per dingonali del passo 2=1 colle antrate costi-

e

ite da termini tubti wguali ad 1.

=1 ==}
t]_ 1 ].1 l I :.-ﬂl',l,..- I R A T
11 2 8 ¢ 5 ¢ la
1 3 H 10 15 2l =1 -
L 4 10 20 95 ) :
i1 5 15 3% 70 16 |
11 6 21 56 126 930 (o3
ha pertanto:
B = Qg = o o= Ry == &F. ETII:HEI — g =...=fy=1.
= ;‘L’“]u 1 ~ J'“:‘Li,ﬂ - ML _r_ -b*f[”i LA —

~(5) (B (o m

* Jhas L1

/
)f)m“’-—(f]ﬂ’m*f—(g)5:-1"1'*—1:1

m— 1 m— 1 =t
'(?ﬁ—g)bm_l—(m-—fj) b‘“_f""*_l"( 0 )51111—]-1:1

& ammette 1'unica soluzione by =— ba=...=b,, =0,
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Pertanto dalle (3') risulta per j=mn; i=m.('):

o= (73)+ (75 o+ (02) = (1) = (0057

IV. — Tavole di addizione ecircolare.

Sono tavole ad una sola enfrata costituita da una succession
numeri ¢, t,...a,. In essa si rignarda a, come suceessivo od
stra di a,,...,a,, €ome suecessivo od a destra di a,_,, a,, come
cessivo di a,,; del pari si riguarda a,, come precedente od @ st
di a,,, o, come precedente di a,., ece.... Il semso o werso da
oy ... VeITR detbo desiro e quello da a,, ad @, «,,_, verra
sinistro. Fissato un elemento della successione si dira ehe un
& spostato circolarmente od anche soltanto spostafo di & posfi
destra o verso sinisira, quando percorrendo la successions nel
destro o sinistro, a partire dall’elemento fissato, se ne incontrane
prima di arrivare a.guneli’altro. Converra, per capire prontamer
teoria delle tavole di addizione circolare, immaginare gh ele
deli’entrata distribuiti attorno ad una cireonferenza, essendo a,,
contigni e congiderare su di essa come destro il verso da ¢, ad
e come simistro il verso da @, ad a,_....

Le linee 23, 38, ... delia favola s1 oftengono con guesta nc
ciascun termine di una linea vale la somma di quello che g
gopra e di alfri 2 a desfra od a sinistra di guest'ultimo. Nel 1
si hanno le tavole desirorse, nel 2° caso le sinistrorse.

Il nomero » g1 dira ordine della favela ed 11 nmumero h-:i
dira passo della tavola. Seriveremo i termini di nna tavola ent
angolo retfo ed indicheremo con una freccia apposta al Jato de
golo parallelo alle linee 1l senso della tavola. C1 proponiamo
tulio di frovare 'espressione dell’'elemento generico a;; di una ¢
di addizione circolare in funzione degli elementi dell’entrata.

Tavole destrorse. — Riferiamoci subito ad un case partic
Siano a, b, ¢, d, ¢ gli elemenil dell’'entrata di una tavola desi
del passo A=1, talchd ogm elemento della 22 3% .. linea si1 o
sommando quello che gli sta sopra con quello che & a destra (
larmente) di quest’ultimo. | |

{1) Allo atasso risnitato, ma per via affatte diverss, arriva i1 Tusas, trattandn dal q
aritmetico di Termat nel Cop, VL della ecir. op, Egii indica 'con F¥; il termine che sec

nostre natazieni verrabbe indicsio con agyy .4y @ dimostra che ¥F. = [m ': y) = ('f: d
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h=1
& ¢ [t - | P | "
b+ e e a ::E~|—
| g ¢~ a
h42a1 a3 #-FEEJ,-_E -2 40 a2z 5

bt-8ed-8dte ¢L3d.Ll%4g @ 8o+ 2a 1+ 33

-: e+ de+30+c
Jﬁ.ﬁﬁf- 10e 4 10d 4 5e : :

._I_
(-
Ly
i3]
I_.
e
=
=1
.-]_
i
iy
™

-
. *
-

ono complete le prime quatiro lines e delle

et

s ! : | rimanenti & seritto
0 . ’ il .

(30 1 termine (un polinomio). Si vede intanto che: In elascuns

un termine si ottiene dal pr l

ecedent o | |

1 d, ¢ una sosbrtuzione circolare e }Raciaidﬂj E};I’]crzl:'.?:tis 13;11:”];?%1_3 Ef'
jﬁignprn'ﬂ_lﬂ legge di snccessions dej eoefficienti hasts, Rﬂlfen- "
g:_l-_arz@t.re i termini di una sopla colouna, p, es, deIia 1* 0 Il;que
1mo sotbocchio 1 numeri de] triangolo T, cios guello d;a' 1‘ E;G
eall binomiali. Vediamo subito che pei primi 5 termini d Hl T:Ej )
o (5 & l'ordine della tavola) i coefficienti di 4 3 c ._}g'ﬂ o
nerl della corrispondente linea di T,. In ga-nﬂ-ﬂ*}ﬁ: Jﬂg }uﬂ_t E?n? 1
1‘"“-: orizzontale di una tavola eiveolare destra di p.';rﬂf':n h ed m—f;-mw
Eﬁm&uii sono ordinatamente uguali ai termini dellg 1™ Ligeq f.r;j:&’_E:['ﬂ1r
:}."‘Ec}‘é Siﬂ_: (i—1)A -1 <<n; (si noti che ((—1)h4+12a g i EH
Qﬁmem del termini di tale linea). Consideriamo org il 6° tgfm'] .
seon 10 colonna della tavola suddetia. Esso s obLiene Eommiimge
fo che gli sta sopra con quello che & g destra di quﬂst*ulti;;

E%I‘Jr—% + 10¢ -+ 10d -+ b =
=(ﬂ+4b+6c+4d—i—6)+(5+4c+5.:.5!—.]—43-]-{;),

__'_rii;te le due suceessioni identiche dj numeri 1, 4, 6, 4, 1, spo-

do la 2* di un posto verso destra ris
= etto all
'ﬂﬂlﬂnﬂa s1 ha P alla 1% e sommando

1
4 1

e
i
o

I_ﬂﬂﬂ;ﬂﬂif:ﬂﬂ L, 5, 10, 10, 5, 1. Scomponendola, in gruppi di 5 ele-
__:?.J:‘(I uliimo gruppo potendo contenerne anche meno) andando da
pilistra a destra, 8 sommando i gruppi elemento ad elemento, si ha-

N i o 10 10 5
1

2 5 10 10 &

risultano i coefficienti di &, b, ¢, d, e nel 6° termine della 12

T : |
i Hﬂ bavola. 8i comprende senza diffieolts come questo fatio d S .

ebba es-
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sere generale e ciod: i coefficienti del 1° termine della 1™ linea di

tavola circolare destrorsa di ordine n e passo h, quande (i—1}h—+-1

si ottengono scotnponendo I' 1= lineq di Ty in gruppi din termini, and

da sinistra a destra, scrivendo questi gruppt in wodo che 1 termini ¢

spondenti siano in colonna e sommando per colonne (I'ultimo gr

pud contenere anche meno di n termini). |
Adungque se

)

i
-

{Iu 'ﬂiﬂ---------ﬂll’l
ﬂg; ﬂﬂz ....... ..ﬂ!n

ﬂml ﬂmﬂi--rr--i-ﬂmﬂ_

: . o P
3 una tavola circolare destrorsa di ordine n e passo A= %, avi

ap = ™y Qe -+ }l-ﬂ-" @ lhs T oo I-I-[h}m (yn

1 —1

pWy = Y ; }h 56 (—1)h+-1sn

i—1 i—1 —1 i—1

O P A PRl S AR i
se (1—1)h+1>m,

I essendo il quozienie della divisione di [(i—1)h+4-1]—7 per .

L’espressione di ay 8i avrd da quella di a; eseguendo sul
9 membro la sostituzione: |

(ulll (s E n—j+1 Il‘31.,1'.«—_1—[—3 I (T )
iy Uuj+1 Gin #11 1 j—1

eppero:

Ay =— [-l-m}u 1y + '[-l-{h]_l:a g j+1 Arie b ~
e U™ g G e B o T S £ A 3 R
gvvero:

ty =g jsa Gt 1B g M ay + e e n 1 G

Il numero h & per sua natura maggiore di zero. Osserviar
tavia che, se h=0 ed j=1, sl ha: |

w"*s=t={""6l}ﬁ{ﬁﬁ;}ﬁ-*-—i L0 L0, .. =1

{J.w}ﬁ_= {} 56 J > 1.

Risulta in tal caso ag = @y, ciod: le linee della tavola s

identiche aill’entrata. In tdl modo non € senza senso una ta
passo k==0, avente tutte le linge idenliche. Effetfivamente of



BHE
>N,
ando
01y~
uppo

55 ﬁé”ﬂ linee 22, 3% ... vale quello

}ﬁ‘“'JF{ﬁt-l}ﬁ}h— e

,;:;ﬁ;rg;%,ﬁfp;-upriﬁtﬁ dei termini di una medesima linea di T,
duce ad una sola colonna i eui fermin; gono:

B, I {ﬁ—l—l}, e v o 1y (h_l__llﬂ -

La tavola

@it —" {tyy {fc + {5
amo: Fédiamo ora qual's il significato dei coefficients 8,

t=1 ed ordine =15 yecata ad esempio
3 0, Ia 12 colonna si riduce ai solj
fivienti di @ nei diversi termini di essa; 8o si supp
{=e¢=0; b=1 essa si riduce a1l soli coefficienti
que se si cousidera la tavola:

one ga=—=e¢=—
di b ece. ...

10 0 o
1 0 0 1

—3
1 0 0 0 0
1
2

termine della ¢ma linea di essa sara 1l valore di pie. Il valore
~sard il 1° termine dellg ma linea della tgvola

h==1

0 1 6 0o g

- ___:1_',_3 il termine posto a sinistra. circolarmente, del 1° delle jus Jineg
il tavola precedente, giacche l'entrata della 19 si ottiene da quella
.. ;22 spostando di un posto verso sinistra i singoli elementi.

dunque il valore dj pie sard pure il 2° termine della % lines
tavola sinistrorsa

1 0 0 0 1

Botohe 8 evidente che in due tavole di &
u le i< linee contengono gli
Bmsnte in senso opposto. Adung
2o i valori delle po,

1gual enfrata e di senso con-
stessi termini ma distribuiti cireo-
e 1 termini di quest’ultima tavola
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che gli sta sopra senz’altrg
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o1 ha pertanfo:
h=1 h=1
1 D & 0 0 Wy pe )P p e
1 1 0 0 0 |puO
1 2 1 0 0 :
1 ) 3 1 O0=j.
1 4 6 4 1
2 5 10 10 5 |-
7 7 15 20 15 .
22 14 22 35 35 |pa®
Ed in generale
fi | h
1 0 & 5 50a 60 e 0 o [.l.m}u T . L !:“E"
- — i —— | (I
|t w~—1 p ot

Tavole sinistrorse. — Consideriamo ad es. la favola circola
strorea di passo k=1, voll’'entrata a, b, ¢, d, e

h==1}

*— ; .

a b e d ¢
i - e ¢+ b b-+¢ ¢+ d i -
@+ d -+ Ze 2atbte at-20Fe b4Z2e4d o
a+e+3d+ 3e -f

@ L b+ 4c+ 6d 4 4e

{ 2q -+ Db -} 10¢ + 5d 4+ oe

Ta 4- 150 + 20¢ - 15d + Te :

92a 4 350 4 35¢ + 22d + 14e

57a + 700 + 57¢ 4+ 86d + 30e ' : ;

Si vede che ogni linea contiene, saivo l'ordine, gli stessi
della ecorrispondente linea della tavola destrorsa di ugnal ent
ngual passo precadentsmente considerata.

In generale: la i Lnea di una tavola sinistrorsa (destr
ottiene dalla ™ delle corrispondente twvola destrorvse (sinisire
ugual passo e colla stessa entrata spostando circolarmesnie vers
(sinistra) ciascun elemento di b (i— 1) posti, oppure sempliceme
posti se v 2 il vesto delle divisione h (i — 1) per n, Perfanto: le ¢
sono identiche, anche avufo riguardo all’ordine di distribuzions
mini, quando h (1 —1) 2 multiplo di n. Anche in guesta tavole
termine di una linea si passa al snccessivo eseguendo una
zione circolare san a, b, ¢, d, e.

Consideriamo adunque il 1° termine di una linea qualsias
della 9o, Se percorrendo da destra o sinisira la 9* linea de
oolo T, la scomponiamo in gruppi di 5 termini (I'ulfimo gru
tendo anche contenerne meno di 5) e seriviamo i1 fermini
gruppi andando da destra a sinistra e mettendo in colonna 1



| PERIODICO DI MATEMATICA 117
spondenti, indi sommiamo per colonne,

0 56 28 3 1

nle dir ~':
lue [inee
der ter-

N 1 8 28 56
70 o7 B 1 86 57
pime uftenute, congiderate da destra a sinistia, ciod nell’ordine
- 36, 57, 703 sono 1 coefiicienti degli addendi del suddetto 1° ter-
é(alla. 93 linea, e ciod rispettivamente del 1° o degli altri che
;g};lc.e_ﬂsawumente e circolarmente a sinistra di esso, clod i coef-
t“ di a, b, & .’SL ¢. Possiamo anche dire che le somme ottennte
derate (!a 51.111?1;1'3. a destra e eiod nell’ordine 70, a7, 36, 36, 57,
ano 1 coefficienti vispettivamente di b, ¢, d, ¢, a. In generalo rapporto
S s della tavola sinistrorsa di ovdine n e di passo h
: * e A 11
: e fn
‘e 8IOl- . aemo:
o d == v[h}“ I ™ ﬂm‘f-‘ it ‘I" "!"l‘h}iu Lin
10 |
o [ 11} { i—1 f i—1
. {(i—lJ’*Jh“L (a—l)H};F S l(i—ullﬁ—fm}h
e L inche, per la (5, parte 1)
L 9d + e i . fl{Pl*ﬂ Il' ;
: ') I L b :— 1
e . { 0 jh+{ n }11+'--_~l ken }h }
. ;'ﬂ_d{} il maggior intero per il quale (i—1)h—Im=0, a;
: ' e—1 f §—1
Lj-ty—1 n}ﬁ \(i—1)a-+j—1 zn}ﬁ---
termini { ' -£~—.1 }
rata ed sor ® (—1)o}-j—1—Ienf,
. | i1 Ly, i f i1 2)
::;j) ;: = 1 u 12;a+1—j}].+ e '[zmﬂ_j}h; j=>1
‘ desira ' :;;.....-“dﬂ il maggior intero per il quale

(—1h+j—1—kn=0.

?;;p_u_m]%é Pegpressione di @y si ha eseguendo su quella di oy,
isbikuzione

1 (a un der (0
; 11 Oa...., 3 .n— i
soslitu- N ( e
. ﬂgd f#]d+1...ﬂ1n €11 . & ....-ﬂ]_,j.r..j
1z
1 ]3" Ve | i == W\, ;- vy, R T
| trian- :

Ppo Po- -
dei1 dne

termin]

{in) )
B UL S SR R,

ay = 'F[h:'f.u—jw 3P O = v oy Ary—1 1
+ "irﬂl]u_ @33 —I— 'lr{h"';'a @1, 41 Ty + "l'{mf,u—j+1 in. J
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Quanto nl significato dei coefficienti v, considerazioni ana

a quelle fatte per le tavole destrorse ¢i permetfono di asserir

essi sono i termini di una tavola destrorsa di passe A coll'en
orizzontale 1, 0, 0,...0.
— i’

|::-._ o -|.' _

l'r‘-:.gl\ A v
A "H.'j:.ﬁ; LR
L "-_;;i;a: itk
R S pos e B
g '
_,il- L

L Si ha ad es.;
he=} h=1

1 0 0 0 0 "'.r{i:'u ‘umﬂ — o e "F(I}I‘_ﬁ.
1 0 0 0 1 :

1 { 0 1 2 .

1 0 1 3 3=

1 i 4 6 4 :

2 3 10 10 H

7 15 20 15 T "f{”'r.t

ed in generale

- —>
1 g 0,,..-,..0 i.llr{h]lllunr-iltllny{hllﬂ
- o O I — T ———— - ¢

: n—1 = { Wy

Analogamente a guanfo & stato detbo per le tavole dest
se =0, la tavola ha tutte le linee identiche, poiche si ha: v
e v, —0, se j>1. Se n=1, la tavoela si riduce ad una sola col

ed & ay =au (k4 1) poiché:

i1 i—1 .
“mﬂ—‘{(i—_ljk}ﬁ“""{ 3 LT A

5 iy g yn e LI 5
p Fr W aEte pra APl A o B T S e e i
o T _:.-:'- == -Te il L i, 3 TR F R ETLY -": T T ERR, e b ek
- R .'_""'.: T o - i, PR >

- e Ay T o e R S 2 = e Ry sty I i - o e F ey = . r's |I': ) = e
iy *ilil ] Tl 8 e e o ! g W L o) R R T el i iy EEn H A e
_-3‘:1:'&- 3 L A AT oy - £ = oy i B R r foa oL s P

s
AR
e 1

L oy
Y
S -
SR e O

P
.|
;
%
4 I.?.'L e
prthh
.":!_.IF‘:'.;.' S
T T
b
o L r
R
. I:‘i" o .-.'.:._.
A
(o™ [ I;Il
whiighn ]
i
et
V[t 1

Altre proprietd delle tavole cireolari. — Sono le seguenti:

1% La somma dei termini della ¢™° [inea, vale 1l prodotio
somma di quelli dell’'entrata per il numero (24 1)~

Infatti consideriamo ad es. una tavola desltrorsa. Poiche 1 «
cienti p®y, ... 1@ si otbengono scomponendo '™ linea di
gruppi e sommando opportunamente, come si & visbo, i lore
menti, la somma di tali coefficienti & uguale alla somma dei te
della ¢m2 [inea di Ty, eppero: '

P‘ﬂl:lﬂ + I—L{ﬂjﬁﬂ _;_' . '—I_ I-'—I:h}iu — (h- + 1][-'1.

Ora se nella somma. g+ awe+. ..~ aj, si sostituiscono ad a;,

le ressioni date dalla (1), st otfiene appunio una somma nella
1

@1y (ags... fGgurano ciascuna coi coeficienti p®™y,...pn"n; pert

an Gis - » --—|—ﬂin={h+ 1)1*1.(_’111 +-ﬂm+ ---ﬂlu)-

0 gl e r E, e
T o e gl e S T

T 2y aar il 7 - , = L
e ey = ap e i, *

el e e
':ﬁ'l_f" gty
O s ¥
T )

i r o

e B e B -
O : :','_.? ____.r!'::: .-'::ll:':f.
s o pn L Jih
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. In una tavolsn civeolare destiorsa
a degli elementi appartenenti aile prime 4 linee e ad % colonne
eeutive (si riguardano come conseculive lg 13 g I'ultima), sup-
iite contate nel senso sinistro (destro), vale I'elemento dells (i J-1)s
g2 appartenente alla colonna che segue a sinistra (destra)} cireo-
jente Pultima delle suddette A colonne, meno I'elemento dell’an-
s appartenente alla stessa colonna,
uesta proprietd & ung evidenfe conseguenza del modo eol guale
‘ocede per formare le tavole circolari, |
' S6 iy, g, & ['jme linea di una tavols destr
©* di una sinistrorsa dello stesso passo e del
0 7 il resto della divisione di (i—1)% per

loghe
8 che
trafa

(sinistrorsa), del passo A, Ia

EI‘EE" 'Ed ﬂl’f{ i iﬂrlﬁ ¥

la stossa entrata, )
72, 81 ha:

—— f L]
y=a hr+1 3

’ /
HE,E o= 1':]'*{,r-r—ﬂ -G ﬂ;,n-—r — U £ g

i
r ! i
in—ry1=ap... On=2a

ir »

INvece @i,...a, & lo jma linea

: della tavola sinistrorsa ed
T S I AL Y P destrorsa, sara -

/ . o - S
Gn=—=da L B—r41 5 Zig =@ (n-r183.,. Gir =0y

@irr1 == Ay 3 Bijrig = ﬂ"!,ﬂ t 20 s Oy == ﬂ'ri,u—r £
Siivenendo che quando il 2° indice di una o' supera #, si debba to-
ire da esso u 6 ritenendo, quando =0, ap=ay,.

Lertantor per i valors di i tali che (1— 1)k sia mltiplo n, l¢ linee jme
2z due tavole eoincidono.

. Possiamo riunive le relagioni

I"Orse,

suddette nelle seguenti:

dEEtI‘_‘. @ = ﬂfid +r Bl‘ﬂiﬂtl‘_. [5] :f
sinisbr. ;= 5ur destr, i

venendo che quando uno degli indici Ft7 —p-t3 dolls o an.
it 1 (essendo j<xn ed r < 7, 1l massimo valore di tali jndie; & 2n)
i tlebba sosfituire ad esso0 il resto che o ofitiene div
 Filenendo, se 0CCOTre, @)=,
 la 12 delle (5) lega 1o a di una tavola destrorsa alle o’ della cop- it
Eﬁﬂﬂﬂnte EilliStl‘ﬂI‘B&; la 22 lezn Ie ¢ di una sinistrorsa alle o' della “
‘rispondente destrorsa.
Sl poichd in esse s puod cambiare Jin 44-1,

e che: percorvendo nelle due tavole la linea i nelly stessg 3enso,

wendo da due teripini “guali e corvispondentisi secondo le (5}, si
aiitrane ordinatamente Lerining ugquali,

della 2
idendola per 9,

soeffi-

Th n

v ele-

roini

§ 8 d—19—0.,
(3)

(2§,2)s s+
_g::i&l ,~.:=:i’____:_;':dine n con enbrata 1,0, 0,,.. ed j
| ' E _:_:_Eﬂl‘l‘fﬂpﬂlldentﬂ sinistrorsa colla stess
4) o L 1o (5) sostituire v ad « e p® ad

coefficient ™ sono quelli |
a entrata, possiamo nells 13
@ ¢ nella 2¢ pogsiamo sosti-
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120 PERIODICO DI MATEMATICA

tuive p™ ad @ o v® ad «'. Abbiamo per fanto, sempra ritenendo
sia, il resto della divisione di (i — 1} 2 per »n:

Wi = nijpr
{.L“" . — (B,

= ¥ n—-rij

nelle quali, agli indici j3-#, ed # —r 4 j, quando essi superlr
dovranno sostifnirsi 1 resti delle lore divisioni per #, ed occorr
dﬂ"'i"ll'h I‘itEHEl‘Ei ]—’-{'h:li,lfl:[-’-i.rl.; ‘J{]l}j‘ﬂ._—_:‘f"'hjh“. {1}

59 So l'elemento aq dell’entrata di una tavola di passo A ec
dine » viene anmeutato di un numero g, I'elemento a; di essa 1

.

aumentato di p™p 50, p®ae pMia—g-x-np se Iz tavola @
by usl } L] e L]
strorsa e secondochd sin k=j; viene aumentato di v

Wi, ¥Wo g w-np se la tavola & ginisirorsa e secondochs sia |
Cid & consegnenza delle {1) e (2).

In particolare se si moltiplica a; per un numero o, sl av
variazione subita da @y, applicando la regola precedente, riten
o+ (0 —1) . Se o=—1, vals a dire se si cambia segno ad
per avere la variazione di @, 81 porra p= — 2a&x.

(Continua) N. Travers

SU UNA UESTIONE ELEMENTARE DI MASSIMO E DI MINIY

. Si abbia un parallelepipedo retto rettangolo K, di cul siano 2
con z =y > 2z, le misure degli spigeli; saranno z, ¥, 2 numeri 1
positivi. Indicheremo sempre nel segnito un tale parallelepiped
simbolo K (x, ¥, 2) @ scriveremo anche brevemente p. r.r. K (2

Diciamo L=124 1a somma degli spigoli di K, S=64" la supt
totale, V=¢® il volume (con &, &, ¢ positivi). Avremo le relaz|

x4+ y+2=3a
(1) zy + yz -+ zp==73b"

ZYE = ¢;

() Avremo occasions in seguifo di dedurre la proprieti roppresentata dalie (6) da a
goefficienti pih? o v, Qunnte alle {5), possono considerarsi consegusnza delle (6).
Per op. riferendoci alla i® Yinen di nna tavola destrovsa, 31 ha per la {1):

ag = Py e + p%% a4 o 15 o,
ovvare, por la 1™ dells (6):
agp = VY oy gy - Ve mig s - Y i Bine
In questa le v favono essers considerale circolarments verse destra da Vi n—r -
talchd se in non @i esse il 2% indies supers n, si pno da esso togliave ». Risulta allora .

ehe il 2% membro vals il termine a; ;57 dells tavola sinistrorsa eorrispoudenis alla destro
giderata, come sppunto vuole 1a 1® delle (8). Analogamente dicasi per j=2,3....
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d1 2,%,2 sono le radici della eguazione di 3° grado in ¢ :

f(w) = w® — 3anp?-1- 354,

te nostre Ipotesi, questa equazione ayr

T

li e positive.

el teorema di Rolle tali saranno anche
aba;

e'=={x

a dunque tutte tre le radici

quelle della equtazione
[ {w) =3 (0* — 200 + 5% =0

* Quando sia inoltre a=5, la /'(w) =0 ha la
i fnesbo, pel teorema di

'h.l. ]
S

H adice doppia w =g,
esto, ' Rolle, & possibile soltanto se la ;"{m].:ﬂ
fj“ l'&Ellﬂﬂ.tl'lplEL =@, 06 se & anche e=rp ed insieme o
~ Consideriamo ora I'equnzione reciproca della (2): |

y=z=ua.

5 b* 0 1

) =6° ﬂaﬂ | 3'03 da——o;

uche essa avea tutte le radici reali e positive; si avrd quindi per

A una diseguaglianza anuloga allu (8),, ciod 1a:

ac® < b,

; g=b=¢, a=y=sz—=nqg,
:1)51.]13 B, (3): segne:

¢ < a:

¢ se n By it 'segno di nguaglianza, varra anche
iietle (3), (3): @ quindi ancora B=y ==2=q.

5 ;?'NHHB I, 3, V, le disuguaglianze superiori si serivono:

'

248 < [*
3LV <S8
216 V* < 8¢
1728V < L?

2
7

-

- [
S
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122 PERIODICO DI MATEMATICA

ed ove in una qualonque di queste valga il segno di uguaglia
varra in tofte ed il p, r. r. & un cubo. Inversamenie per il ¢
tutte le uguaglianze superiori sono verificate.

E ovvio enunciare i teoremi di massimo e minimo, espressi d
digsuguaglianze (3). Quelli eontenuti dalle (3%, (3). sono noti; no
se lo giano quelli corvispondenti alle (3}, (3)s.

2. Avendo l'equazione (2) tutte le radiei reali, 1] suo diser
nante A & posibive o nullo, Ora si ha:

A =27 [ 3a’* — 4b° — 4a°c® 4+ Gab®c® —¢° };
dovra dunque aversi, insieme colle (8), 'altra disuguaglianza:
(4) ¢ — Gab’c® - da’c® 4 4b° — 3a”b* < (.

Discutiamo questa disuguaglianza, e, precisaments, supponend
essa dafe due delle tre quantita a, b, e {in modo che valgano le
cerchiamo come varia la terza.

Siano dafte dapprima @ ¢ b, con e = b; poiche f*=V, avr
dalla (4) per il volume V del p.r. r. K la disuguaglianza di secc
grado:

6(V)=V*I|2aV (2¢* — 3b°) 4 b* (40" — 30*) < 0.

Dette quindi V; e V, (con Vi>>V,) le due radici della 6 (V):
posto ciog

(5) = a (36 —2a%) | 2%, V.= a (3l — 2q*) — 2KF

coIl
N i TS 8
ll-l: _ﬂ b-’

percheé sia 6(V) <0, deve aversi

(E}I‘. Vﬂ = V = Vl.

Si trae di qui di nuovo che per a=1b, 8 k=0, V=V = V;=
e=ua; cice 1l p. r. v, K & un eubo.
Sia dunque @ > b; osservando che deve essere anche V>0
stinguiamo due casi:
1%, Sia |
4p* — 3a® > 0;

1 LS

ciloe

<— od anche L*<C325;
a 73

sald Vi > Vye>0; V pud quindi prendere qualungue valore tr
& Vﬂ_-



rza,
:ﬂhu

alle
a1 80

[ID1-

0 1n

(3))

amo
indo

I ,-r'.-".
= 'I. S 1 23
et T 1_:_ J " L 1
Y

3 b .

AT 1

I i -
e

ﬂ:}i’;i od anche =328,

eSO, Vi>0 e V potra variare soltanto fp
0<V < V.

nversamente, se nei due easi precedenti, V = . soddisfa gl (6),

#(0)e, sArd A >0 e l'equazione (2) avra tutte tre e radici realj,

5 per la regola di Cartesig sarauno anche positjve, Adungue:

2 Di un p. .1, K siano assegnate la somma I, degl spigoli ¢ lg gq-
ficie totale B, ¢ siq 245 <1® d; quise che |l P.7.7. non sia un
Sabo. Allora ;

<19 Se si ha la limitazione

a Qe V,; sara cioa

28 >12> 248,

it volume V di K warig trg un nassimo Vi ed un minimo Va, dati
Wudlie (5) ¢ puo prendere qualungue valore intermedio tra V, e Y,
2 2% Se si ha invece:

L 3

=338

olume V parvierd trq s massinio V, e lo 2ero, prendendoe ancorg
onalunque valore intermedio., |

F da notare anche eche VieV; corrispondono ai dye p. r. v. X,
Ko, con basi quadiate, cle hanno la svmma degli spigoli e Ig
Siperficie totale assegnate: infatti sia. per Vi, che per Vi, si ha
V):ﬂ, cioé 4 =0. Li indicheremo pereido auche con Vy, e Vis 1i-
sbsliivamente; & si avranno le formule; | |

o 1% Per 40— 30" >0 &-

s
s

Vi, =(a— k)* (¢4 2k);

VYie=(a ) (a — 2k)

B=Ys=0Fk; 2g=—g—9 (per I).

2" Se & invece 45° — 3a° < O, per il p. v, r. K, si hanno ancora le
2sse formule in luogo del p.r. 1. Ks, dovrd invece considerarsi il

« I degenere Ky, pel quale &

VE=0

[y

| s 1
=g Be+ V9" —130); o= (u— yi= 126%);

,_z_g"——-[].

o AL
il TR
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124 - PERIODICO DI MATEMATICA

Dalle (7) s1 ha ancora:

’ .311"!3 e 4(1;13'-]— VRI al® — Vhl
[7] 1 Xy == uﬂ. = b!; 2 .‘}'l 21 ?-r{ﬂ“ — bgj
e per 40* —3a¢° >0
(7 ; ﬂbﬂ = V];c_.-.l__ Bfﬁﬂ — “iﬂbg—— Vki -
{1 =BT — b)) = @ — b*

3. L’equazione [ (w)=10 ha le due radici

ce=a+k, n=a—k F=adc>—0)
¢ da nofe proprietd &
(8) >8> Y>> 3G
d’altra parte debta w una qualungue delle radici della (2) &

Vi=¢ -f[m]+ﬂ3=ma—3ﬂm3—i—35m

e quindi anche:

dV
TE=F (o).
Ma, dalla (8), s1 ha:
8y f(z)>0, f(y) <0, f(2)=>0;
e segue:
. Wi, AV _, Ve |
() dx ~ X diy <4, dz = U3

Vi (pensato come funzione o della sola =, o della sola y,
sola z) & ciod una funziene erescente di = (o di z), deerescen!
Quindi, se K(z,y,2), K (2,7/,2) sono dne p. r. 1. che hanno la
degli spigoli e la superficie totale assegnate, Vi, Vi sono i L
lumi, si avra anche:

Vi — 1g;lcr 0. Vi— Ve f"‘-[}, Vi — 1‘;{1:' ~ 0.

r—zx y—y z2—32

(9

In particelare, ponendo K'=K, o a K; (0 a Ks), & ricordan
& Vi, = Vi. = Vi, avremo le limitazioni:

(10) LTy WSYSY, Y Z=2Z 2,

egsendo le (21, 71, 1), date dulle (7)y, lo (2a, ya, 22) dalle (7)s
secondochd & 46®*—3a® >0, oppure 4b°* —3a" < 0.
Piii generalmente, quando sia Vi > Vi, sardaz > &', y <<y,

ciod al variare del volume Vi del p.r.v. K (& ¢, 2), 1n un se
terminato, tra Vi, e Vi (0 tra Vi, e lo zero) lo spigolo mse




) ﬂ_ﬁ”ﬂ.
te di .
S0mMma
TO VO-

do che

0 {7]*5

z>>7,;
180 de-
Lggiore
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minore di K variano concordem

ente con Vi, Io spigolo medio
s discordemente, fra i Iimijt; dati

dalle (10). Ne segus, inversa
. { maggiore

minore 2z

gli ele-

vin b ", Variano concordemente con
ey Vk,.iﬂ

pdo invece variare o spigolo medio 4, Vi, 2, 2 variano in 36nso
sto tra i limiti rispettivi.
= & Siano ora assegnati & e ¢, clog Ja su
p. 1. T. eonsiderato, con b = ¢

:_I: * * 1
| -+ ¥ varia discordemente;

perficie totale ed il volume
_ e sia variahbile ¢, ¢10& la somma,
iali spigoli di esso p. r. 1. Dovra aversl ancora A =0, e quindi g
¢ovia soddisfare alla disuguaglianza di 39 grado :

¢ (@) = 4c%a® — 34%¢ — Gap2e + 456° 1 " < (),

' Ora per Pequazione cubica ¢(@)==0, il discriminante D, ecome si
wlcola facilmente, 2 uguale gz

D==2¢.8, (35 — g%

. q“’ﬂdl posttivo per b > ¢, nullo per b— ¢; l'equazione @ (2) =0 ha
teid tuble le radici reali e, per la regola

| di Cartesio, una & negativa,
i posilive, distinie ed ambedue maggiori dj b(*) se b > ¢, uenalj
B per b=¢: dette 1, @2, CON @ = aa, le due radic positive della
lal=0, sard 9 (@) <0, con s> 0, solo quando si abbia:

Uy == @ = ag.

8i ba di qui nuovamente che perd=cil p.r. r. K 3 un eubo;
airppusto quindi 6> ¢, e quindi @, > @1, 1 valori massimo dy 8 mi-
BimMo 4. corrispondonp ancora (poiche & per essi A =0) ai due p, r.r.

85 (@), 9, 20), K (2% 'z, 25) & basi quadrate che soddisfano alle con-

ieionl assegnate,

“Be inoltre K(zy,2) & un p. 1.

| r. che soddisfa alle condizioni
tosse, detito w uno qualnngue dei s

uor spigoli, si ha subito dalla (2):
0"~ 3% — e 7, £ () _
= St0” T dw Jw® !

da el it
2 >, -t:t? < 0, ‘EE:::-U;

1 qui si fraggono delle conclusioni affatto analoghe a quelle del 1. 3,

) & infatiz

{ww:n=m*—-u"1=}ﬂ
@ (B) = GB% (¢ — 3% < ¢

.':._'_.;.'.".___ praar e - R ST

" -
5 Sl AT U LT i U T T MR R
o2 ot Pt b U L i
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In particolare si avranno le limitaziont

!

essendo, conforme alle (7)" del n. 3:

’ 3&"1_3 — 4g,6° -+ ¢’

T 1 2 — b

) 7 ﬂ[bi—“ﬂﬂ
r YT 2T 9, )

9" —dagb® ¢
Eﬂﬂ — 5"

(12) 2 3
i " ﬂgb -G P
:t:a':yi—ﬁ'[ﬂﬂz_bﬂ_}: 2

¢ per le (12) sard anche (poicheé x>y > 2z)
x> =2} Ta=Ya>7s.

Quando inoltre si faceia variare ¢ in un senso determinabo G
ed a., segue dalle (11)' ¢he = e z varieranno concordemente co
y discordemente, e di qui, inversamente, si fraggono delle cor
sioni affatto analoghe a quelle del n. 3.

5. Siano infine assegnali, per il p.r.v. X(xy2z) a e ¢ (cona:
cioe la somma degli spigoli ed il volume; e cerchiamo come
variars b, ciod la superficie totale di K.

Potremmo procedere in guisa affatto analoga che al n. 4; 1
pill semplice osservare.che, insieme colla equazione (2), anche la
reciprocs (2) ha le radic1 realt e positive; e per questa sono :
enate 1! prodotto delle radici e la somma dei prodothi 4 due a
la saperficie totale del p.r.r. K & poi uguale alla somma delle
dici della ) (6) =0 moltiplicate per % Varranno allora, per le i
della ) (6) =0, tutti i visultati del numero precedente e baster:
terpretarli per la f{w)=0. Ci limiteremo ad enunciarli. Awv
che &* potra variare tra un minimo 5 ed un massimo & (che
le due radici pogitive dell’equazione cubica in &% che s1 offiene
nullando il diseriminante A della (2)); si avrd quindi

(13) b <sb*<sbo';

ed ai due valori minimo e massimo &% &° di & corrispondono
p. r. & K% (z" "y 2"), K" (25 4”2 2"5) & bast quadrate, essendo an

o 3a® — 4&-611 + ¢
[ &* 1= a® — b2
(14) - L

I‘ a'g==y'y = 2

4 4
o ﬂb.l —C
s Y l_zi_ﬁﬂfﬂi—blﬂ}’

da® — dab 4+ &
Eﬁ___ biﬂ ’

ﬂbﬂi — g #
' = e 9=
@b *°

e per ghi spigoli z,,2 del p. r. v. K si avranno Je limitazioni

I

(ls)r m-_ﬂ'l ‘:3' ':1_; ?...-" m”g! y"]. "--1'-'..,; y 'h..":*_-\..__ y.ﬂ'ﬂ , Eﬂl :;‘- 3 _:E'.-' 3 g
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:_:ééj"jrariat‘e di b* tra i limiti (I3) in un sensg determfuﬂ.tﬂ, T e z
1ATIRO ﬂfﬂﬂﬂl‘dﬂ_mente, ¥ eoncordemente g 5 ad Inversamente a]
E di = (o di 2} tea i limits dati dalie f13}’, o* ed ¥ varieranng
rdemente, z (od @) eoncordemente tra 1 limiti vispettivi; al vg-
& di 7, 8 varierd concordemente, o o 5 discﬂ_rdﬂmﬂute.
. B Le dimostrazioni, che precedono, per quanto sempliel, non song
ntari, nel senso che ordinariamente g’ intende, Gl stessi risyl-
08S0R0 perd anche obtenersi per via affatto elementare, & nop
o semplice, colle considerazioni seguent; :
Eonservando Je notagion; che precedono, dallq (1) del n., 1 abbiamo
velazioni: |
{ T 2=—8g Y, _:
=~y (@t 2) =y — 30y 4 gpr.
_— Sindi 2 0 2 sono le radici dell’'equazione dj 99 grado in :
ﬂlﬂ’ o g {w)=u® — (8¢ — ) w4yt — Say -+ 36° =0, (4
Lclu- - .
-~ tehé © e z sono positivi & comprendono tra loro g 4, dovrd
Z ), -
uo | |
’ IO=4 @) =y"—2ay L350~ ¢ .
na. & 5 TG =30 =8~ 2ay + 7 < g
L Eulﬂl "} . & - » -
L6886 . valla (16)s si ha intanto che il trinomig b (y) deve decomporsi in
due; i tatbori lineari reali; deve essere dunque
¥t : A =4,
adict -
L in- 2ad Ia (8); del n. 1; posto inolfre
rEmo ———
S019 E=Ya* — 5, h=atk, y=q—p (con k> (),
ki 0{y) <0, quando si abhiy
NSYS g :
8 0ra e a==an, sary '
due
Cora

g{w)=(v —a)* = :

ndl anche peg=a lp.rir, K & ciod gy cibo, Abbiamo cosi
0 parte dei risultat; del n, 1. -

ijil avidentemante g {m)=— 7 (o

)
s ¢ =0,
@ — g 200 I{y)
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Sia dunque & > b; dovra valere anche la (16),.

Distinguniamo ora due casi:

1°. 11 polinomio ¢ (y) non si decompone in fattori linear: x
ciog:

2 .

20) 4 —8a* >0, a<-—=10;
(20) - 3!
5 allora, qualungne sia ¥, & {y) > 0; si ha quindi per y solfs
limitazione (19).

2°, Sia invece

)
(20)" 4% — 3¢ < ), a:a-v%b,
. V3
posto: |
S - T __ 12p° 32 — V9a® — 126°
(21) 3= ”“’9; s - V;- :

saria 9 (y)> 0, solo quando y sia esberno all'imtervallo (yw.
come subito si verifica, é:

.. S q ‘T8 3
Blgs) == age — BpP = — 22 +§_V9ﬂ 125

B —4b* — a V9a* — 125*
B (’9’4) = ==k 2 V 3

quindi se 46" —3a*=0, &
() =0{z)=0 cioe  Bm=yp=ys,
quindi la (19) va completata nel modo seguente:
(19) PSy<ya (4b*—3a*=0)
se invece 4b*— 3a®*<< 0, & allora
- 6(ys) >0,  8(y)<0,
ciod: _
Y1 < Ya << Ya << Ysj
e quindi, perch® sia ¢ (y)> 0, dalla (19) si La la limitazione
(19)" 1 Y < B

essendo le @1, 78, ¥s, 7o definite dalle (18) e (21), come 3]
dalle (10) del n. 8. (')

7. Siano ¥, ' due valori della y che soddisfano alle lim
che precedono; siano K (zyz), K' (2’2} 1 p. r. r. corrisponde
Vi 1 loro volumi.

(Y) 8i noti che, colle notazioni del n. 3, Eug_,r,, = 1, aapemo 4. dako dalia (7).



...............
..............
N T [T S AT

{ Vie=y.zs=1yp> — Say® <+ 3b%

enll, & Y= = 4"® — Bay'® - 307y,

H .__:_E:itﬁlldﬂ per y+ 4" valere sempre il segno di ugnaglianza; ne

g). Dl'ﬂ,

| la simmetria delle (1) in &, Y, 2, insieme colle (22), si avranno
2ehic le relazioni:

V]; =% Sﬂf o 3&9&? -.-:,‘EE —-Sﬂﬂﬂ ~g= 3533

Vi = 2" — 3gz® 1 838 — 2% 8uz% L 978

er-—‘?'-:k'*——(:n——:tr'J{_é_fi[ﬂ-’)+%ﬁ(m’J+28(m-[_m_,)}

2
=~ {506+ 306 +20 (212 ).

E;'-f.:!.::'tEHEl‘vi ora che la equazione g (w) = 0, quando in essa si seambi
coila @ (0 eolla 2) ha come. radici lay e la z (o la ¥ e la )
dne non maggiori della z (non minori della z): 2 quindi:

U{z)=0, 6()=0, 0 (%—;E) =0

0(2) =0, 6() =0, b (EZEJ = 0,

| aveva

1itaziont

ﬁiﬁ. colla (22); si avranno anche Io altre disnguaglianze
nti; Vs o

Vi — Vi , Vi — Vi
IE—'EE" }U’ (223 ﬂ—-—ﬁ, }O,

A T R
o P

e
s
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Per g]i Epigﬂli dE‘i due p. LI Kl (ﬂlylﬂ'[], K. (mg%{gn‘?g] (ETK;,{IQ
corrispondenti ai valori massimo e minimo di ¥, dati dalle (19)" o (
si hanno poi subito dalla (15) le formule:

wy=a+ 2k p=an=a—k
(23): . Vi, = (2 — fﬁ)ﬁ (a 4 2k)= 3ab® — 2" + 25
aVy,—b —{k(a—F)}

'mg=yﬂ':ﬂ+k; 2y = — 2k
s V2 (@ — 2k) = Sub? — 2a° — 208
f‘;:;,:':g- :I';*’“ o (23)3 XL’g — — (ﬂ, + R) (I:I — I 1) — oflf 3
oo |

P aVi=8— (k(a+#) 1

,
-l

L
i

3a - 192 — 126° Sa — {9a* — 12¢°
(29)s} W= 2 r 1= 3 *

1\71;‘. —_— 0

et

si hanno ciod le (7) & le (7) del n. 2. o

Si avrauno quindi, per 45" —8a"> 0, le limitazionl (10)
AB' — 3a® << 0 le analoghe, nelle quali #a, 72, za si intendano
tuite da @, Y4y 2 ‘ _ |

Dalle (23); st ha poi anche, essendo In ognl ¢aso ViV, |

suguaghanza:

S {IVI; = b‘,
O Dﬂtu V — ﬂa
: | ac® < b*;
o potrd valere il segno di uguaglianza solo per k=0, ciod per .
Otteniamo cosi nuovamente la (3). del n. 1 e da questa e dall

si traggono allo stesso modo le (3}, (3)s.

o 8. Riprendiamo le formule (23);:
j 5

A ke . o
o { Vi =8ab® —2¢° -2 (I =0 — &)
aVi, =b* —{k(a — 1)}
S e proponiamoci di vedere dz queste, come wiht'la,_‘ﬂ;, guandf:
;*ﬂ ponendo fissa una delle due quantita a, b, sl -fmga_varmre ¥
*i;iz Osserviamo percid che, con nofazioni evidenti, si ha

VIEI_ (ﬂ: b)— VL‘L _(ﬂ‘l H} == 30 (bE — 613‘] + 2K — K7,

T
e
S
-

o
D
' T '1'?

"t .|:"J'."

Ma, essendo

i Caca] m}::h‘

o
i

4t =p* - ' =" -+ 7,

81 ha:

e

e

_r 3 — b
Ib— = — i

w1 T e Fn

e [ e S 5

ot L P e
¥ Tl g8

CA
L, e
et

e T e L T e ey e 3
. PP s e
g R . Py
T By T

E A VA R T
s
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7524)) e
19)", L n  bF—p"
Vi (ah) — Vi (ab) = — T 1Balb+ k) —2 @ 4 e k) -
hiaramente & ¢ > %, o >, o quindi anche:
Sa (e 7) > 2 (k2 + & 4 zoay
} 1e si ba la disuguagli‘anza:
Vlfl {IEIEJ) = v[;.l (E'IEIIF]
W quando b varin bra 0 ed @, Vi, (ad) varia concordemente con b,
=) 3 nzalogamente si ha: -
0 (08) — 0V (0B) = K (0 — K — 1 (q — pyp
= (' (a" — &) +k{e—1%k)} (& (6 — &) —k{a—k))
; ner i :Ei A = 2R . x . -y :
angti.- ¥ ..-ft.::'he il pi;mm fat.tmﬁ 6 essenzialmente positivo, hastard, studiare
xacondo. Ora avendosi:
o di B B i
jidi:
(@-k) (¢ — &) = (a4 &) (a' — )
-k' [ﬂlr — .ri':l} —k ({I e IIL'} = (1 ({I =~ k) — ﬂf(m' o fl:');
q =4, glenie:
la (3) T (@ — &) (e k)
= @& &'
st ha infine:
r r f ; e JT": (i !
/ — k) —k{g—1—=2 ol e 2]
¢ (ﬂ f) i (ﬂ: }'j {f,‘ _’_ JIEf I'*Ff (k f.‘_:j)
. . m ora, per fissare fe id_ge, a>a’; & allora anche &~ %, ed in-
alfra,

_f_I_'E__ 5 a ﬂ'ﬂ b 2
() =1+ ()5 (2) =1+ (3.
LT
kST

! )—k(ea—Ek) ha danque il segno contrario ad
Ne segue:
. u?’h (ﬂtﬁ) = ﬂrVk, {ﬁrbrj

——— <0,
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Ma identicamente:

Vi, (ab) — Vi, CIHTJ) 1 { a Vi, (ab) — a' Vi (a'h) } . l Vi (
a—ao @ | a—u | a Ry WA

si ha quindi, a pilt forte ragione:

Vhl fﬂb) — Vhl [Iﬂ'f;l)
4— @

(24). <0;

ciod quando si tenga fisso b e si faceia variare a (per i valo
minori 61 &) Vi, varia discordemeunte con .
Quando poi sin 46 —3a* >0, dalla formola (23)s:

Vy =3ab* —3a® — 28 aVi=bt'—(kla+k} )
affatto analogamente s ha:
Vi () — Vi (ab) = 8a (B* — b%) — 2 (6 — &);

a poiche la differenza & — A" ha 11 segno opposto -alla b —¥&,

ﬁ{; gubito: |
i anal Tl =pu>0
:i B poi anche

Ly Vi, (b)) — Vi (@'b)=

C—=(a—a) {3 —2(a" }a®+ea)) —2(—E) (K
ma, poiche &* <a’, I* <a® & |
3b° < 2 (u®+ a* -} aa’),
la differenza (k — &) ha poi il segno di 2z —a’; ne segue sul
Vi (110) — T’:kg (a'D)
o4 —a

e dalle (24).% (24) si traggono per Vi (ab) Jo stesse conclus
abbiame avubto per Vi, (ab). -
9. 1 risultali otkenutr possono riassumersi al modo segue
Di un parallelepipedo vetto rettangolo K =i dieano gh 8]
ordine di grandezza, z =y = 2; sla L=124 la, loro somma,
la superficie fotale, YV =¢* il volume di K.

(24)s°

Si hanno allora le disnguaglianze: 5
(A) S < I? 3LV <&, 216V §, 1728V <17
(ciod:

(A) az=b, al?=<<b'y b=e a=e¢;

ed ove in una gualungue di gueste valga il segno di ugn:
varrd in tutte ed il parallelepipedo K & un cubo,



ri non LP <328, (4b°— 307> 0).

:'_,-%i'_ﬂﬂﬂ la somma degli spigoli & Ia superficio totale assegnale; o
"l per essi, posto b =Ya*— &, con k>0

{fﬂl_’ﬂ } zfﬂlylﬂfﬁ‘—ﬂ- ?E;
V Vi, = 3ab® — 20° |- 212, aViy = ' — {k (a — &)

{:ra=3fa=m+k; Zy=q— 2 ;
Vip=30b" —2a° — 20%; aV,,=b*'— (1 (@ + &)}~

, 51 ha

“nalungue altro p. v r. K (#y2) che soddisfa alle condizioni agse-
b8, ha un volume Vi minore di V,,, maggiore di Vi, e fra i suoi |
{poli si hanno le limitazioni:
e

T ZRZ0y S YT WYo: 2 7= 2 Z 23,

s nando inoltre il volume Vi di I (xyz) si faceia variare, in un
o determinato, tra Vi, @ Vie,, gli spigoli massinio e minimo (z e 2)
K variano concordemente econ Vi, lo spigolo medio y varia invece
dardemente tra i limit rispettivi, dati dalle (D). E percid inver-
mﬂ:a. 8e s1 fa variare lo spigolo massimo (0 minimo) di K, fra i
ﬁ‘i’ dati dalle (D), in un senso determinato, il volume Vi e I"altro
H‘; ju estremo variano cencordemente kra i limiti relativi, lo spi-

medio varia invece discordemente; quando poi i faceia variare

Fg“]“ wedio, gli spigoli estremi ed il volume Vi del p. . r. K

tano discordemente con esso,

nto:

joni che

nie:
sigoli, in . el due p.r. 1. K, & Ko di volume massimo o minimo, si faceia
S =6 8 % variare la somma 1, degli spigoli. rimanendo costante la super-

e totale S. T volumi Vi, e Vi, variano allora discordemente con L. e
tenga invece costante T, o si faccia variare la superficie totale S

e volumi Vi, e Vi, variauno allora concordemente con S.
" Sia invece:

[°2328, (45— 34° < 0).

1t questo caso, esiste un sole p.T. 1

athisfa alle condizioni assegnate, ed &
i dalle (23),; ed il volume V.

* ¢on due spigoli uguali, che
quello I, , i cui elementi sono
di un qualungue p. r. r. K (@yz) che

ighianza,.
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soddisfa alle condizioni stesse, varia tra il massimo Vi, e lo
e per i suoi spigoli si hanno le limitazioni analoghe alle {1J)

(DY T Z T Z T, Y1NYSYa & = 220,
dove abbiam posto

344195 —126" ,  8a—Y9" — 12F°
vE= 9 L 2 '

~E per la variazione di Vx e degli spigoli z, g, z tra i Iimit
precedono, come per la variazione del volume massimo Vy, si |
le stesse conclisioni che nel primo caso.
10. Un procedimento affatto analogo puo tenersi per studiare
. sioms dei p. 1. r., net quali si suppongano costanti il volume
superficie tofale (o la somma degli spigoli); ma esso conduce
sugnaglianze del 3° grado che vagliaﬂm evitare.

o
iz o
e 5 = o
L S
i " %

e P AR -."- e T T g e F I AT e P AT, Tyt e i an o e L el el + i arabdl LT il G T Y S SRR Hard LA T ERET
i e T L e s ) 'y ST AL g G e =y L | e L) ayr ety AL o
-:ff , i e R S L e e e e e e e e e R e

e S e e e e R R i e
e FF R = £ Fatritr T . E p ¥ = A ] g " e )

P gt O L ] S Er :.l-:'i'!' £y s e oy v = R "'lﬁ'?_,r:ﬁl:: e L ke e e e A
s b el et - ]

Questo & possibile ricordando 1 risnltati ottenubi al n. 8 € 1
; G dosi detla nota legge di reciprocitd sulle guestion di magsimao
L nimo. Ricordiamo l'enunciato di questa legge: (*)
% Se tra due gruppi X, Y d¢ L NI ﬁsfste_- U cﬂrrisgamfefr.z
ey che U insieme dei fzum:eri Y cerrispondenti di un X arbitrario
'-'_"'{” tato di un {m@"f“juﬂ} il quale vart concordemente (o discorde
L FRANLINO

. { M a8SLo 1

coll’ X prescelto, allora: se Ya & il | - o0 s dei valori Y cory

: T

o i s
';g.u“. 35
T factetr |3, .

S . .. | mininto
i ti #n cer b . uesto valore X; ¢ il :
o denti ad un certo valore Xi, g 1 e
o ., | teassimo . . ; .
pure il . ) dei valori X corrispondenti al valore Y, .
o MANLIN0 B
Cib posto, abbiamo visto al n. 8 che se ¢ soddisfa alla linut
(E) 4b* > 30” > 3b°
tva. i p.rv.r. K (ay2), che hanno la somma degli spigoli = 12a ¢
i perficie fotale S uguale a 6t ve ne & uno di volume m
L . Vi, =’ uno di volume minimo Vi = . Poiché inoltre al v
di a (in un senso determinato) entro i limiti dati dalla (B), V,
vaviano discordemenie con a (n. 8), per la legge di reciprociti
L enunciata si ha che considerando tutki i p. r. r. K che hanno
1 lume Vi, =c¢ e la superficie fotale uguale a 6%, 1a somma L
- dei loro spizoli avrd un massimo 13a, che si ottiene per 1l p,
R che soddisfacendo alie condizioni assegnate, ha due spigoli (n
ralleli) e precisamente 1 due spigoli minori uguali. :
(1) Cir, ad es.: ERRIQUES, Questioni dt suatemalics elementaye (Zanichelli, Bologns,
vail, I, p. 500).
G
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; ﬁ_g]ug&mentﬂ, per tutti 1 p. It I, K, ;
« superficie totale S =602 la somma L=12¢ degli spigoli avry e
minimo, ancora uguale 120, il quale si ottiene per i p. b 1. Ks,

vendo il volume e la superficie totale assegnate, hﬂr"&ueura due
a_(?l;i, 2 p.i'ecisamente, 1 due maggiori, nguali

Q;:.E"! ancora per la (24),° quando si considerine i p. v, p. ¢ che
0 12 sup. totale S=656% e un volume e® > o2 -si av
ﬂﬂ- degli spigoli ¢’ < a e poicheé & sem

iche . o del p. v. . K pud esser
1anno '

BE0s che hanno il volume You-——o®

ra per la
pre @ > b, in quanto nes-
e un cubo, varra ancora la (),

— ¢ =¢, abbiamo eche: Considerando tutg p. I, R,
2., 2) che hanno un volume V=¢ ed una superficie totale § =3¢

y I'in- iognati, la somma degli spigoli L= 12a, varia tra up massimg 12¢;
yela bd un minimo 12a,, i quali corrispondono ai due P- v 1. K, (maz), { il
a di- Zayes) che, soddisfacendo alle condizioni assegnate, hanno due
soli non phralleli uguali e precisamente i due minori pel caso
‘massimo, i due maggiori nel caso del minimo,

ralel-
& mi-

AR e

-

1 valori massimo e minimo & ed as sono le due radiei
o della equazione di 3° grado in @ che si otfiene faca .
a tale & 230, Vi, 0 Vi,=¢® e rendendo razionale I'nguaglianza ottenuta,
¢ do- P j in altve parole, dalla equazione o (@) =, cousiderata al n. 4, 3
mente) 0 ¢ (mediante le (12) del n. stesso) si potrebbe facilmente costruire .

. IE miEu_I_'ﬂ Tty Xy [:E ﬂnﬂ_lﬁgﬂ_ i .:-

e

<

posi- e
nde nelle (23), e

i equazione di 38° grado, cui soddisfano

'?:Sﬂﬂ?!.“ vtB ]E Wiy Ya; 31,.'52) dﬂgli Ep]_ggh m&ggiﬂri (0 dﬂg[i ﬂltll) dEl dii
} (0p-

. K; e Ky che corrispondono sl m
azione i\

i,

& assimo o winimo dj g, . N
v Wtleniamo cosi, senza caleolo, quasi tubti i risultat; i

| del n, 4.
wapponiamo ora in Vi, (a,8), Vi, (a, b) fissa & e variabile §- poicha,

e abbiamo visto, Viy (@), Vi,{ab) variano concordemente con b, e
T endo 1l ragionamento fatto Sopra, avremo che, considerando butti
b r. r. K (zy2), che hanno un volume V==¢% ed. una somma degli
ool L—192¢ assegnati, (con a>>¢), Ia superficie totule §-— gp° g
itierd tra un minimo 65° od up massimo 655° che corrispondono
Micora ai due p. 1. 1. K, 6 K, ohe, soddisfacendo zlle ¢g
seenate, hanno due spigoli non paralleli uguali, e precisamente § due A
segiori nel caso del minimo, i minori in quelle del massimg,

:E} 1 due valori &° b.® sono ancora le due radiei positive della Ly
! %L_'_inne cubica in &% che =i ha uguagliando a zero il diseriminante
a & (2), ete.; si hanno cosi di nuovo i risultati del n. 5.

)

. la su- B
assimo 4}
rariare -
q B th
sOpra
il vo-

ndiztoni gs- o

0. Nicorgrrr.

!

i 2"’ ﬂﬁiﬂlf
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SOPRA UNA EQUAZIONE INTEGRALK

[. Si abbia una sfera di raggio unitario: sia P un suo ge
punts, N (P) una funzione nota di esso. Si tratta di defermirx
funzione incognita T (P) che soddisfa alla equazione integ
Fredholm:

N(P)=F (P) + 1 J F (Py) cos (B, P1) dox.

Nell’integrale del secondo membro I integrazione si fa risg
punte P, sulla sfera o: & cos (PP,) indica il coseno dell’arco
chio massimo PF,.

Comincierd col trovare il nucleo risolvente della (1) con un :

~ diretto: applicherd in seguito il metodo di Fredbolm che 51
‘qui semplice, pel faito che le due trascendeuti infere sono po!

Si verifica in questa nostra equazione che 'unico aufov

uno zero anche del numeratore della risolvente di Fredhohm,
" Determinerd poi la soluzione compleia della equazione om¢

- 0=F{P)+ S 1 (Py) cos (P, Pi) do,

corrispondente alla (1); equazione che come ® noto non ha s
se nen guando A sia un autovalore.

" 9, Bssendo P, Py, P; tre punti sulla sfera, i primi due {
arbitrarii, il terzo variabile, calcoliamo I'integrale:

= J' COS (ﬁg} coS (PTPE) #Ga.

- Detio O U centro dalia sfera, scegliamo 1n sistema di
nate avente per asse z la OP, e il piano 2z conbenente il p
Detie 8, o le coordinate polari (colatifudine e longitudine
avremo In primo iuogo: _

. . 208 [ﬁg)=ﬂﬂﬂe;

‘o dal tr'i'ﬁﬂglulln sferico. P, Py, Pa;
COB (P:-PE]-= cas 0 cos (P, P1) 4 sen 6 sen (P, Py) cos q.

e e i - TP e b
T s L A W = i AT iy
Tty 1 L T S e e P e I - EnL -
AT T ST A A et R L L, e ul
, Sl S P A A, s R e i o e £

e T | ¥ - == - el e
ey ek BRI AR e

b Ricordando’ ¢he #
o do =sen § db dop,
L e avremo quindi
R q":‘hk.- ’ _
R _— '
. I= Lufn hfg [cos? B sen B cos (P, Py) 4 cos Bsen® B sen (P, Pu) cos g
Lo
S A s



MErico
ware la
ale di

(1)
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di cer-

mekodo

riduce
ino mii.
alore &

)génea:
(2)
ylnzioni

iss]l ma

©

coordls
into Py,
) dil Ps
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g, det due integrali in cui pud spezzavsl la somma il secondo &
Bre

'af cos @ dg =), . ‘

' ] eseguendo nella prima parte I'infegrazione rispetto a q:

=2 cos (P, P!) ,hf Zﬂss-ﬁ sen § cfﬂ

& analente:
it . |

=g oos (B P ' (®)
- ‘ .
-‘__I.-__?, il nucleo risolvente della (1) & una funzione K (P, P,, )
bl che ' o

| cos(BP)FE (P, Py, 3)=—1 S K (P, Py, ) cos (P Pa)dons (&)

F (P)=1N(P) +1:}’ K{P, Py, ) N(P) da,. (5)

. Dico che & possibile determinare una funzione ¢ (A) 1n modo

2.0.) cos (P, P,)

che

1 nucleo risolvente.
1 ovia 1nfalti essere per Ia (4) o ricordando Ia (3):

COS (P, Pﬂ —" Lo (?} COs (P, P:) —— )-.EP (l) I:

1+90)=—F1. 5

3 (uosta
K= b Py)= - 5 P
p (A) eos (P, P,) . cos (P, P)). (6)
3 A1
:Ei:_:i_ica.ﬁﬂmn dntanto che la nostra equazione ammette un solo auto-

:_'r_a (o -costante caratieristica):

3 |
41 ) (T}

uando A4, ayremo secondo Ia (5):

)"1 —

X
FR) =NP)— =S NPy s (P, P)der. (1)
L

Vedi P a8, VoLTEKEA, Eguations infegrales, ﬁap. 111

T,
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3. Applichiamo ora alla (1) il metodo di Fredholm. Dovrer
primo luogo cosbruire la trascendente intera (%)

DG)=1+
1 (ecos P; Py)...cos (P P,)
+ E _:%f. - Jﬁ* - J COs (PgPl) 1 ,.,ﬂﬂE(PﬂPr) day dﬂgn.dﬂ-
y=1 V4 a, Ba Op | # 8 o o 8 o 4 % 0 4 a8 0 o0 w
(T ) 2o o U |

Ora 1 determinati sotto il segno integrale sono nulli per n >
la seric si viduee guindi & un polinomio e si avranno da caleo

due termint
1 cos (P Pe) Aoy dbn:

cos (P, P) 1
1 cos (PyPs) cos (P Ps)

Ia — ,,r ._f .f CoSs {PsPl) i GOS (FEPE) dﬁ: Tz Jg.
% % % | eog (PyPs) cos (PsP) 1

L=

Indicherd il modo con eui ho calcolato il primo: il secondo ¢
cola mediante questo e I'integrale I del § 2.

Avremo
_Ig — f dr':]-u ,_r EBHE (P_tPg) dﬁ;.

Tutegriamo rispeito alle zone sferiche elementari aventi per pc
Sara, detta dh I'altezza infinitesima della zona ed & la distanz

cenfro:
d’ﬁ - 2 14 dhg
sen® (P;Py) =1 — %
quindi
+1 2 .
I, — ) dos. znjl (1 — ) dh =5 (4n)",
In modo aunalogo si treva
2
L= ) (4r).

avremo quindi
| 4
DQ)=1-44nm) + ; (4w )"+ 57 (4w))* = (1-~|— ?ﬂl)

P
&

Si trova cosi I'autovalore X gia trovato: esso e radice
di D ()) meutre & soltanto polo semplice pel nucleo risolvents

e e
"'ﬂ'l:_"\. I w - u r‘\ = -

(1} Vedi p. es, VoLTERRA, L ¢, *1 termini in disgonale sarebbero cos (FIP)) quind

5 i
LT
LrIaer

.
A
LN B N T

af @no ,. | ‘
4% Vedi mis Kuia, * Una cspervazione sopra due relaziomi poligonometriche ., Peri

Maiematica, Frse, 1, 1915,
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a0 3 Consideriamo ora I'alirg irascendente interg:
....... DP, Py, %) =cos (P, Py) -4
cos (PPy) cos(PR,)...cos (PR.)
ca8s P:[R;_ 1 .i s W :
o B S ST R
ve (3) o | cos (P:R») cos (R-R,)... 1

e P, P, sono fissi ma arbitravii: le integrazioni song estese quindi
wLu].:[I].I:l.i. R]_ Rﬂ .= Ry.

{ra 10 ho dimostrato (") che 1 deter

S}

lare i

_ minanti sotto il segng inte-
epale sono nulli per y > 9. eseguendo i caleoli per i termini non nulli
(9) :i‘ﬂ?ﬂ:
A . 4“-' i
= D — f]_ -1 ES l) cos (P, ). (11
(10) - Il nucleo rigolvenle & i} quozienfe
. D(P,P,, %)
i cal- D@GY 7
51 trova dalle (11), (8") appunio il risultato del n, 2
= 4. Consideriamo ora, "equazions omogenea () corrispondente
& (1): essa ha soluzione quando e solo quando: :-
l'].ﬂ .P".-':l }L — 1; .
a dal e : f
Determinerd ora tutte le soluzioni della detta equaziones omogenega
O=F®)+4 J T (P)cos (P, P,) do,. (@)
(@) . Comineerd col ricordare che tutte le soluzioni

| ' di questa, si otfen-
£Pn0 con combingzioni lineari dj g soluzioni indipendenti: & noto
tiltre che: (%)

§Sp—opr1

tisendo p Pordine di molieplicity dello zero 3, per D (X): » lordine
:'5 : . RN a '
. “molteplicita del polo A pel nueleo visolvente. Nel nosiro eagg

(109

®) pP=35 r=]
indi

. ¢S 3. (12) ,
tripla
b . Dimostrerd ora che, detto I un punto fisgo,
cos (Pn 1), (13) ?‘I‘
i egoall £t
‘adice di . {J} Wota citata Formuol, (iI'} salvo l'evidente camblamento dj notazione, | j
e () He B, Hevwoon et ML FRECHET, L'equation de Fredholu, 5
i E

......

ey
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140 PERIODICO DI MATEMATICA
& soluzione della (1'): infatti per la (3") e (7)

1

A f cos(P,11) eos (PPy) doy= As (—- E) cos(Il.P)=—cos(

quindi -
cos (IP) 4+ A, ,f cos (P, II) cos (PP;) do, = 0.

Ora io dico che Ia {13) rappresenta la soluzione generale,
si moltiplichi per una costanie,

Infatfi consideriamo per esempio il triangolo sferico ir]
golo X, Y, Z; avremo tire soluzioni (linearmente indipendent

cos (P, X), cos(P,Y). cos(P,%Z).

Ma abbiamo ricordato che le soluzioni indipendenti non
essere pii di tre: per gqueste potremo scegliere le anzidetfe ¢
luzione generale sara |

C, cos (PX) + Cacos (PY) 4 Cq cos (PZ)
alla quale s pud sempre dare la forma

Ccos (P, H).
Hocco SERL

RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 815

BED. Se

o+b+e=no-p+ e : TR

G- o= T b+¢ e+a a+b
52 hao

| 0 q:ﬁ £ ’;

| Je—— 2 L == : 4
G + ab + be — ea) (c* -} be - ca — ab) = — B v 0 =
T {3 v 4 ﬂ
F. NepE:

Risoluzione del sig. A. Colucsi & prof. G, Gandido.
S1 ba facilmente

0 « B v
_|= 0 v B I . 902 2
g » 0 al— ot — Bt — ! 4 B9® + 23%° + 2y Ted,
Yy B o« 0O

E noto la identith

— Bt 2A N2 =2 (a4 v* — B («® 4 B*— 7P



1, P)

quando

irettan-

1):

PHHHU‘"D
3 ] s0-

- (13))

NI

LOT.

issendo per ipotesi

@ B Y _ e-B8-)-v 1
bd-¢ e+t a ea+b 2(@fbo4-¢g 9°
-

ﬁ___ﬁ E:B“ﬂhﬂ e+ A

B UL S

;;ﬂe't.'ta. identitk diventa

: ;z}jﬁlle (1) e {2) risnlta quanto volevasi dimostrara.

et o e e
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iﬂRI&, Guida allo studio della storia delle masematiche. U. Hoepli,
. Milano, 1916. — L. 3,

i’_.e celebre Collezions dei Manuali Hoepli si & testd ace

anto di grande importanza, perchd & rappressntate da unopera che non ha
Egj_iunf-a in alenon letteratura. FParliamo della Guida alio studio della sioria
e matematiche; ne & autore il prof. Gino Lorta della Universith di Genova,
ﬁ_ﬂfnﬂtu a tubil per i suoi importanti lavori scienbifici e stovici, i quali lo desi-

Yvano meglio di qualonque altre .Per comporrs un mannale destinato a colore
i intendono dedicarsi ad nn ramo di stadii che va di giorno in giorno aequi-
ido maggior favore fra le ¢lagsi dirigents,
.11 nnovo volume del prof. Lomrisa 2 diviso in due parti; la 1=
Liitazione alle ricerche sulla storia dells matematiche
t& sul metodo storico 8 poi le principali pubblicazieni sulla storia delle mate-
B Eijlﬂ]]:ﬂ con ¢id lo studigse & posto in grado di conoscere lo stato atinale dj

stn diseiplina, La 9a parte (ehe porta il titele * Ausiliari delle ricerche sulla
ia della matematiche ») descrive ed analizza tusti i megzi che si tr
Eiﬁﬂsizimm di eoloro che infendono di compiers qualehs v
Diosta branea dello scibile. Naturalmente
0 o bibliografiche; esse son date

]
.-.;.;:_;
b

reseinta di un nuovo

(tntitolata * Pre-
») fR conoscers nlouns gene-

OV ano ngei
icerea originale sopra
nellz nueve Guide abbondano te indi-
con la pit scrupolosa esatiezza in base ad
15 stadio di gonuto offrono le letterature grece, lating, italiena, francese, tedesca
Minglese. No va taciuto che, quantunque l'sutore ahbia rivelts di preferenza la
__:_:_lfiﬂ sitenzione alle matematiche, pure la mapg

| lor parte di quanto egli insegns
v venire studiato con sommo glovamento anche da eoloro che intendonn eon-
fprarsi ad investigazioni ralative alla storiz della tisica, della chimica, della
ticina o delle seienze préurali in generale,

LIDE, Il primo libro degli elemenii. Testo greco, versione italians
4 eara di Grovann: Vacea, con prefazione di Nicona Frsra. Fi-
- reuze, G. C. Sansoni editere, 1916,

B una pabblicazione importante ad interessante,
Srenza da tutti gli ammiratori di Buelide. -
umlo greco in cai ha vissuto il grand

e sara accolta con grande eom-
— Nella introduzione il Vacea descri ve
e geometra, enumera le cognizioni ma-

PERIODICO DI MATEMATIOA 141

—Zut - 2E py? — Ti— & (0% + ab - be — ¢a) (® + be - ea — ab). {2)
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142 PERIODICO NT MATEMATIOA

tematiche del suo tempo, ossefva giustamente che [ Greei di quell'epoca
non solo nelle arii, nella storia, nella filosofia, ma anche nelle matemati
nelle sue applicazioni primi fra i contemporanei, e maestri per i posteri.

i testo greco & guello ristabilito dal flologo danese J, L. Heiberg, I
duzione italiana & pressoch2 letferale, ma con qualche interpretazione nuo
origifale del significato di alcuni vecaboll

Per esempio nei preliminari, il titelo greco * dpor, & tradotto in &
mentre altri lo traducono in definizions ed il Vacea giuk{tiﬁua e dd ragi
guesta variazione all'uso comune.

1L titole ¢ Kowal Evvowt , & tradotte in nozioni comuni, il termine ©
in uguale, il © 7% , in cose. Si pud osservare che il voeaholo cose non & te
mateinatico nella lingua italiana, & che a2l nestro orecchio, e forse per abit
non suonanc troppo bene frasi comse queste: “ Le cose uguall ad una stessc
uguali tre laro , ed altri in cui ritorna la parola cese. Dal contesto euclideo !
che Buclide col ® 7é , indica figura o grandezze, anzi deferminate specie di
dezze cioeé lunghezze rettilines, angoli, superfici poligonali, e che 1'iscg si
¢ gguale in grandezza , e corrisponde al moderno * eguivalente , nsaio doj
gendre. Secondo Eueclide © le eose sovrappouentisi 'una sull’alfra sono ngu:
loro , ma won enungia la proposizione inversa, che pert come osserva il
applica nelln (4), in eni ammette che segnmenti ed angolZ uguali siano sovrapp

Nelle note e vommenti a pié di pagina il Vacca da preziose notizie st
sugli auntori dalle diverse propesizieni, fa acute osservazioni salle medesim
lizza ragionamenti e concetti euclidei col metodo e coi simboli della Logi
tematica. In quesfs note il lettore trova la storia del Postulato delle para
Tuclide fine ai nostri giorni, trova curiose notizie sal feorema di Pitagor
anche prima di Pitagora, almeno in casi particolari, ai Cinesi (1110 av. |
ai Babilonesi, legge i piti bei nomi dei Geowmeiri deil'antichita, Talete, Il
Archimede, Pappo, Proclo, ecc. colle notizie piix preziose ed sccurate sul
in cul vissero, e suile proposizioni a cul hauuo legato il loro name.

Un breve glossaria contenente circa 140 voeanboli del testo greco traq
italiano, e stampato in fine del velume, mette il lettore in condizioni, ar
poco esperfo in quella lingur, di comprendere in poco tempo il “testo gr
avere la soddlsfazione di 1&ggera Enclide uel suo erigiuale, 8 gindicare se
ticha e gli appunti fatii ad Buclide da geometri amtichi e moderni, che il
egpone & discule, sianc pitt 0 meno giustificuti.

Merita lode speciale il valoroso LKdifore (. C. Sansoni di Firenze pef
dato questo volume elegante mella forma, corvettissima nslla stampa, ed:
di incoraggiamento a proseguire per guesta via, ed a darci altre pubbl
su Iuclide e su altri Geometri dell’antichith interessanti e riuscite come

I', CASTELLAXN

SALVATORE PincEERLE, Lezioni di calcolo infinitesimale. N. Zani
Bologna, 1915, |

Da prrecchi lustri 1'1talia non & pin tributaria dell’estero per quanto r
buoni libri di testo, tanto per le Scuule medie coma per le superiori; ed
puo affermave che nel nostro paese la pradnzione in quesbo genso € an
aumento e va di giorno in giormo sempre piit arricchendosi di nuove oper
tificamente e didatticamente pregeveli. Cid si verifica in ogni ordine di stu
escluse le matematiche sia elementari, che superiuri.
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4i rami pitt intevessanti delle scienze esalfe, & gerzn
__"'_-ja che, se& nou rappresentq pilt ai
za, tuttavia conserva sempre infatfo
in, B cni si aggiunge la massima
5~ principale d'indagine di cui si

e Plngegneria nelle sue svariat

_per quanto comcerne il Caleslo
:_a;;;;.h:'i?_alﬁrﬂ nazioni; peiché Fuo vantare, g tale rignardo, una vera collana di
¢ ithel; la quale, partendo dal ‘oper

& classica del Dini che gareggia coi grandi
5._._._'-_.I_ﬂrdan, del TLa-Valige Ponssin, delle Stolz ecu., attraverse alle opere di

Egﬂnu, Cesaro, Arzely, d’Arveais, Vivanti e Brgners nelle quali tutte risaliq

143

dubbio il Calcolo
giorni nostri e eolonne a' Ercole
il suo grande valove apeculativo
importanza informativa, essendo Jo

velgono tuite le sclenze di caratters
€ @ molbeplici aperazion.

infinitesimale PTtalia nen 2 arretrata

oli di encomio, se ns aggiunge ora un'altra de.
alista dell' Universita di Bologna. L'opera edity
sute @ con la consnefa acouratezza dalla Casa Zanichelli, consia di on
g_i‘ume di circa otioeento pagine; s viege ad OcCupare una posizions jn-
tra il libee dj consultazione ed il manuale scolnstico. Contiene, esposti
vuta larghezza, tukti gli argomenti Recessaril per giungere allg ﬁumpieta
delle matervia; ma 1'illustre Auntore, con il suo ben noto sense della M
a sapulo tenersi sempra entro giusti confini, cosi che i Suo volume nﬁn
win quella mole quagi panrosa che pessa sconcertars o disorientare il gio-

;g_ua.le lo abbia scelto per guida iu un primo siadio di questa materia,
i ]?}fﬂ sl apre con un chiaro e stringato riassunto gi tubti queg]i argomenti
i8i algebric, numeri real;, aggregali, limiti, serie, che costituiscono le
il granitiche, e lo stramento principale del Calcolo.

to capifolo introduttorio, che viene ad mtonare il lettore con i carattere

0id, 0 poi quanto mai utile agli studenti offrendo 1oro Un mezzo rapido per
xfare il sicuro possesso di quelle nozioni e definizioni 4j Analisi algehrien

(cllcate, ed indispensabili per proceders mello stadic dei Caleolo con In

L Slenrezza, ‘

i, mel 19 Capitolo, il concetto di funzione di upng variabile reale nel sepso

ale e quello di continaita, 1'A,, prima di passare al Calealo
FAlulene sopra un argomento che figy

Pincherle, il valents an

inﬂuiﬁ.ﬂﬂimnlﬂ,
ALk '3 pure nei tratiati di Analie; algebriea,
& dire sulle serie di potenze le cuj proprieta, compreso lo sviluppo di Taylor,
;;-gapaste in modo elegante ed esauriente: viene di tonseguenza che, quando
“:::.ijjiu 9" si parlera dello svileppo di Taylor per le funzioni in generala,
. 4 al principiante meno brusco il salto dal caso elamentare
apniio, a quello delly funzione nel senso di Dirichlet,
{5 P*ﬁﬂmljra che lo studio delle serie dj potenze confribuisea ad aprir
t:lo sulla conoscenza delle funzioni analitiche a eni al
_[':ﬂ.ph 3° romincig il vere e proprie Caleolo -inﬁnitﬂsi-maie; e I'A. segue Ia
le di premeftere lg patrte diﬂ’ﬂrenzigle all'integrale; ritenendo che, sa vi
tithe bucne ragioni storiche o criticke che possano, consigliare il metodo
tﬂ pariendo dal concetto, cronologicamente piit remoto, d'integrale def-
. altl‘ﬂ parte, un elementare oriterio didaitico sconsiglin dall’accoppiare
::;g'ﬂiziune, e fino dall’ inizio, due difficoltd che si Possono meglio affrontare
re saparaiamente,
volta stahilite Ja basi del differenziale, nej capaloli che precedono 1'inte-

vengono syolti in modo rigorosn @ completo, ma senza inutili digreasioni,

dal semplices

lude I'A. neila prafuziﬂné.
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tutti quegli argomenti che formano l'ogsatira di un libro destinato t
allievi ingegueri, come agli studenti di matematica pura.

Per guanto riguarda il metodo tennto nell'indagine di alcani fabli
notevoli dove eméra in giwoco il concetto di continuifa, 1'A, sostituend
di suceessions guella di aggregato ordinate, senza per questo appesanti
lo dimostrazioni indipeudenii dal postulato di Zermelo il guale app
novero di quelle proposizioni sulle quali, fino 2 tanto non si comprom
gore, & forse pill -opportuno serbave il silenzio.

Al Cap. 9° comineiz l'esposiziome del Ozleolo integrale con Ia «
d’ integrale definite di una funziona reale di variabile reale in un dato

-:::::‘ finilo,

e L'A, prends ad esaminare l'aggregato Z non numerabile eostituiio ¢

;%-%r possibili suddivisioni dell’intervallo d’integrazione in intervalli parzial

lisce per qaesto un facile oriterio di ordinamento. _
r‘é*i:f‘b-"f-";‘:.:l, Detti poi 7i; el intervalli parziali che compongono una ceria su(
;3,,;’&?; ed I;, & i limiti superiore ed inferiore delle funzione in #;, poste R

ﬁ s = Zhils, considera i due agevegabi purg non numerabili della 8 ed s
' ' tutte le P{iﬂﬂihﬂi divisioni dell’intervallo d'integrazicne e che, messi
spondenza con Z, risultano essi pure ovdipatl,

(zli aggregali 8 ed s ammetitono rispeltivaments limite inferiore e s
con procedimento quante mai semplice si dimosira che questi coincidono
dei dne aggregati ordinati. In- lal mode viene {zlicemente superato quel
clie, in altvi Tratéati, & costitnito dal Lemma di Darboux.

Seguonn i piih importanti argomenti teorici del Talcolo integrale,
una eceria ahbondanza, ma conlennti entro limiti tali da nen turbare mai
delle proporzioni ira le varie parti dell’opera.

Vengono poi le applicazioni del Calcolo alla (Geometria, e le Hgnaz
renziali: o la traitazione di tali srgomenti & limitata, dala |"indole sco
libro, alle questioni foundnmentali.

Notiamo perd qualehs novifa di esposizione, specinlmente n ¢id ch
le equazioni differenziali: in pariicolare merita di venir poska in luce
con eui & svolta la teoria dell’ Equazioni differenziali a cosfiicienti cosia
impostata sul fatto che una forma differenziale lineare & un’operazion
tiva, o snlln decomposizione di una tale forma in forme glementari
ordine. |

I'A. tratla cosi le equazioni differenziali a cosfficienti costanti ¢
stesso melodo che aléra volta ebbe ad applicare pill in generale alle
distributive. ,

Ad ogni capitolo del libro tien dietro wuw sobria raccolta di eaercizi
di guestioni complementari; il cui scopo non b tanto quello di addest
vani nel meneggio delle formule, guanto di completare Ja tratiazione
mento che ne forma il tema.

1l nome dell’A. & poi troppo noip perché sia necessario accennal
stente perspicnith della forma anche in quest'opera non certo T'ultima
assidua, fecomda eonsuetudine di lavors dark all'Italia ed alla Seienza

U. Soa

Giunio Lazzeri — Darellore-responsadile

Fiuitn di stampoare il T Apxiie H}lﬁ.
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n )y

lefinizions G

Intervaile ivanti dalla considerazione di speciali combinszioni di
en - " . i - i o LR 5 | g

la tatte Lo | E]II. ti dette combinazioni con ripetizione fino ad /1 e

v phdhs . 5 loro applicazione: 1° allo studio delle tavole generali

1 addizione ‘per linee, per colonne, per diagonali e circo-
ari, di passo A; 2’ alla determinazione in funzione di P
idi Quy Qg ... Qu, dell’elemento di posto m nella succes-

__ Qj-_jcme individuata da % nuomeri iniziali Q,,...Q, .g dal-

"equazione ricorrente: Qu=—p (@, +Qua+.oc Qu_y).

idivisione,
} = Zhila,
relativi a
in corrvi- =

ipariore, a
col limfi
llo scoglio

(Continyazione — Vedi fuscicol I, II g Iil)
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donl dife-

_ istribuzione degli elementi centrali nelle linee di una tavola eirco-
lastica del

— In una.tavnlﬂ circolare chiamiamo termine centrale di una
i ogni termine tale che percorrendo circolarmente Ja linea in
§e versl qp[}-nsti muovendo da esso, si incontrine ordinataments gli
geai terminl e chiamiamo coppia centrale una coppia di termini con-
‘1?1 uguali tali che, percorrendo la linea cifﬂalﬂnﬁente in un

T

B0 muovendo da uno di essi, e nel senso opposto muovendo dal-

o

L

s riguarda

I'aleganza
nti, teoria
s @istribue

- di primo e e ; .

o, s ineontrino ordinatamente gli stessi termini.
;on quetlo ;i:h_ﬂl]ﬂ seguentl tavole 1 termini o coppie centrali di-ciascuna, linea
operazioni no stampafl in carattere grassetto.

i, 0 meglio
=2 _ =2

rarve i gio-
doll’argo- 8

. 1 1 0 & 0 | 0 0 o0

2 3 5 5 3 s 2 & 5 3

—— 10 8 10 13 13 104 8 10 13 13
5 31 2B 81 36 | 36% 31 928 31 36O

03 103 95 80 95 (1039, 103 o5 S0 o3
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Nel 1° esempio vi & su ognli linea un termine centrale sotbol;
ed una coppia centrale sottolineata. A destra della €avola |
un altra idenfiea, nella quale appaiono munifi degli indiel succ
1,2,... 1n basso 1 termini successivi di una colonna p. es. lg
S degli indici suecessivi 1,2, ... in alblo altrebtanfi termini ugn

Lo primi, une per ogni linea. Hssi sono distribuifi su una line

r} diremo E{Jil‘ﬂ.lf&, che si gtacea dal 1% che & 1%, passa per il !
é*gf 6 1%, e continua circolarmente passando per 2%, ece....

mero 2% ha due indici perché appartiene alla 1* colonua e
spirale ad essa relativa. K importante osservare che sono ugua
numerit 'unmo della 1* colonna, Ualtro della covrispondente s
sifuati sulla stessa linen. Nel 2° esempio su ciascuna linea vi
due termini cenfrali, e tra i termini centrali di due Iinee conses
o stabilita una corrispondenza, sottolineando nello stesso modo
mini corrispondenti. A destra della tavela sono munifi di 1n
numeri della 12 colonna ed i loro ugnali della corrispundente s

Nel 3° esempio su ognuna delle linee 1%, 33,... vi sono due &
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e sit ognuna delle lipee 28, 4a

i fi

- i ve-- due coppie cenirali. | T
0 4 una corrispondenza tra dpe termini centrali o dug Coppie
eoppure bra un termine centrale ed una coppia centralg, a1 R
0 enentl a due linee cousecutive o distanti tra lorg dj due posti, got-
9 idu na_lln stesso modo gli elementi centrali (termini o Coppie)
. 'I%______ﬁdentl. A destra della tavola c¢'a Mugnale coi numer: dellg ;
tina e della corrispondente spirale, Nel 49 esempio sn ognj '_
W) - un hefementa centrule [Eutf;ﬂlin.eaf;ﬂ] ed una coppia centrale
0 goabl gl indici dei termini della 1* colonna o della corri-
wpnbe spirale. '
toponiamo ora dj rintraceiare: 1° Iy legze dj distribuzione
{—} fﬂlﬂutl (termini o coppie) centrali; 2° la legpe de] percorso
| ivale corvispondente ad una data colonna,
0 suardo alla 1* j casi pPossibili sono tre,
9 I dispari; un numerg dispari di termini centrali e di coppig cen.
4 csull entrata, | i
5 e Eﬂhﬂl-lll corrispondenti a questa ipotesi ed a due valori, I'ung
o dispari, di %, sono ad es. 1 seguenti:
b ¢ b 3
\tb 2atb e pg, e a
=3
Ineato 1 Ly Bpree o 2
e ‘ e 2 ; -
e n e -E__[—__.b 2a+b-4-¢ a--2h e d-1-2h ¢ .
ES Ei Vi & ' w, = - . = . a - . N . - - a . » - M - . rt
o i fpctivedie 1l termine centrale dell entrata ¢ ¢, e la coppia. cen-
g I an. Questi schemi, ed altri che esamineremo in segnito, me-
! Fil) ] 1 4 . A
2 ghe ﬁ}l_e %€ V1 sono elemeanti centrali ey una linea (Pentrata ad €s,)
. ono anche sully lineq suceessiva (1)
d alla
- . PUBUenla esempio mogtra clie i termini cemtrgl: . .
i]: dll& ﬁ}:lhe i it e :n ::an::;te *:::1 Fall possono presontarsi dg una.certa lineg ?
: k=1 i
| sono o
sntive { £ 2 . ;
1 ber- 53 b 7
dici i 8 8 12 i
srvale. o o -

wrmint o

Sk btraliage,

ines nom vi gago elementi centrali: pella o:

Vi gono due terming centrall, nella 3

due
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Un altro esempio di entrafa sarebbe abbabbabb; in ess
tre elementi centrali e tre coppie centrali.

Supponiamo k= kn + (n — 1), cioé che k diviso per n, nox
resto m — 1, giacehe in tal caso ogni linea ha i termini ug
cettuata 1'entrata che pud avere termini non tutti nguali);
mine & guindi centrale sulle linee 2%, 3%,... ed ogni copf
Supponiamo in questo caso dapprima A pari. Sia per es.
siano @i, @, ds, 04, ds, G5, Ay, ds, G; 1 Lermini successivi
trata circolarmente disposti. Indichi la freccia il verso dell

_ e

Lapr|

R

P
!
]

—-.---Fr—-

Sy i, +

-k Ot Gy

Tig. 1,

L’enfrata ha adungue il termine centrale «, e la coppia cen
i termini di essa appaiono simmetricamente distribuitl 118
vetta AB. Riferiamoci per semplicith al termine centrs
p. es. k=2, alla 2¢ linea appartiene il termine a; - a2+ ¢
di a; e degh @., 4z a sinistra di AB.

Se consideriamo as a destra di AB, il termine della 2¢
3 sotto di esso, vale «¢s + a2+ @, , cioé & ugnale al termine a
sottostante ad a, della entrata. Adungue per avers sulla
termine uguale ad un dato, che & somma di tre addendi, s
il termine simmetrico dell’'ultimo addendo rispetto ad A
mine della 2 linea sobfostante a questo & ugnale al fer:
Da ¢id segne clie il termine che occupa gulla 22 linea la p
e che vale a»+ ;-1 @s, ha per uguale se stesso ed & pe
termine centrale di essa. Si vede che esso & spostato risy
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mento cenitrale della entrata, di un

V1 30110 e
BVE B lo della tavola e lo sarebbe di

solo posto nel verso eontrario
due posti se fosse h=4, di 3

f=6; lo spostamento & adunqua in generale di -—i‘,} postr,
h

T posts nel senso contrarip (rappresentato dal segno —) a quello

t dia per
uall (ec-
ogni ter-
ya pure,

=19 2
- dell'en- -
a tavola. @

avola. Suppomiamo ora h dispari p. es. #=3. Questa volta
wnento centrale della 20 linea 3 in B o vale a. - a5+ a; -+ a3
& discosto dal punto C di dus posit (quelli oceupasi sull’entrats,
> ﬁ_d ay & sinistra di AB) nel Senso contrario a quello della ta-
.o lo sarebbe di 3 posti se fosse h=25,...; in generale esso gsara

h
TBI_I posti nel verso contrario a quello

stasto dal panto O di

& :_tﬂ?ﬁ]ﬂ, ovvero da a; di 3’:_';‘.__1, k_‘;_l posti mel verso della

tula (nel caso =3, quelli occupatt sull'entrata da a,, lg, Gg, ag

i'_nistm di AB) e C, meuo quelli occupati da a (& sinistra di AB)

%

). Ma ﬂ'__zl_ . j £ 5+ Dunque lo spostamento & dato
= n— h

randezza e segno da —% 5 €108 da una linea alla SUCCessiva
o K . | » o B — -;a' »
wmenfo (termine o coppia) centiale si sposfta di 5 posti nel

1:: della tavola o nel verso opposto, secondochs n—~—h & pesilivo

"’;";{_, szativo. Quando b 3 part possiamo assumere come valore dello
SR
gt

¥ " = ;!'
sostamento un numero che differisca da —

5 per un multiplo di »;

ulo 2 & dispari un nomero che differisea per un multiplo di »

5 Un’espressione che soddisfa ad ambedue le condizi onl, ed

- iy . = LY ﬂ -—1 k
sompre positiva, (e se # > 1 sempre diversa da zero) & ( = ) :
i ) o B ook o o

© pati essa differisce da — — dj o M, € 88 n & dispari diffe-

2 2
n—h . h—1 i : _
&~ di —5 51 pud dunque assumere come valore dello

trale asu;;

i

e > f_,_amﬂntur nel verso della tavoln il numero in :1) ;#. Se il
"1 g | _ =

= H"_?ia : 4 to della divisione di 2-'1) : per =z, st pud anche dire che Io spo-
_considera . |

_H;'ifi'ﬂn[‘.u e di » posti nel verso dells tavola, oppure di #n — » nel
m tE{{} confrario.

2 0 opari ed b pari; wn numero pari di termini centrali sull entrata
Ie e me sono) e cos) pure di coppie eentrali (se ve ng 8070).

ER
llllll



150 PERIODICO DI MATEMATICA
Schemi corrispandenti & questa ipotesi sono ad es. 1 seguent

h=—19

+.

a | b [ b
a+b+¢c. a+2b af-b-t+e 2b-lLe

fh =2

k=

a b b a a d
a+4-2d, a+b-+d, a+2b, a-+2b, atb4d ad2d

(s1 eozrispondono in due lines consecutive due elementi centrali so
lineatt nello stesgso modo), Nel 1° esempio su ciaseuna linea vi s
due elementi centrali, nel 2° esempio vi sono due coppie centra

Come altvo esempio: a,d, ¢, 4, a,86, ¢, b & un’entrata con qua
terminl cenfrali e nessuua coppia cenbirale, ed aa Hb aa bb & un

trata con quaftro coppie centrali e nessun fermine centrale.
Riferiamoci al caso particolare n =10, A =4. Siano a,, @, ..
1 terminl deil'enfrata circolarmente disposti. Si hanno in D e

gy ol wly W W o o o R
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Fig. 2,

i M oty
e
Tt

diametralmente oppostii due termini eentrali della 2® linea ed il |

valore & s aet oo+, det-a 4 a+ as+ .. I tern
centrali dell’entrata sono a, ed @s; il termine centrale che ocer
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sizione D sulla 2* linea. & spostato dj — 2 posli rispetfo ad a,, e
o gj che occupa Ia posizione E & 8postato di — 9 postl rispetto

s fosse hi—=6 g troverebbe che tali s
i, In generale ad ognl elemento
& linea na corrispunde uno deijlg

postamenti sono di — 3
(termine o coppia) centrale di
Successiva, spostato rispetto
; : h o e A .
recedente di — - posti, cioa dj g Dosti nel verso coutrario a
della tavola,

1 pari; b dispari non della fo
L dell entratq (3¢ ve ne S010) 5010
¢ centrali (se ve ne 50%0),

wme ki - (np — 1} ¢ tersnini cen-
0 Runiere par:y, e cost pure le

= 1lno schema corrispondente a questa ipotesi & ad es. il seguente:

h=3: colonne 12, 22 ga

b e

A+ Zh + 20
2a 4 55 + ¢ -+ 34,

& + 2b 4 24

3a + 6b +- 5c 4 94,
92+ 20b + 23 4 11d, 94 1 20b + 23¢ + 11d

colonne 42 53 ga

H

. TR b+2 44q

3a + G + oc¢ - 24,
{4216+ 21c + 104, 19 + 23b + 30¢ +- gq
2 s

b

b-|-2¢ 44 |

2a + 5b 4 B¢ + 3d

124 4- 23b + 20c + 94

.__ff:fessu sulla 1% 82 | linea s hanno due termin; centrali e sulla
®... due coppie centrali S corrispondono su due linee conse-
1¥6, o distanti di due posti,

gli elementi cenlrali softolineati nello
230 modo. Vedesi che se ad una linea appartengono termini (coppie)
Seali, sully successiva sono altrettante coppie (termini) centrali.
ﬁﬂ.“‘lﬂ esempio I'entrata contenente j dieci termini a g ecba b ceb

e termini centrali e due coppie centrali; tal gary pure adungue
imanenti linee,

ieriamoci ad un caso particolare, Sia y =10 eg o, a1 due
m centrali deli'entraga, Poniamo h=3, Al termine centrale g
HE 19 Jinea corrisponde la coppia centbrale a, + a;, -+ a;, 1+ ay,
+a; 4 a, della 2%; il termine di €882 pill vicino ad a, & Spo-
Ispetto ad a; di —1 posti ed il piu lontano dj — 2 posti. Se
wxlato A=25 tali spostamenti sarebberg statl di —2 e — 3 posti
Lstiivamente, In generale lo spostamen to, rispetto ad un termine

------
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centrale di una linea, dei due termini della coppia centrale i

A1, . h—1
g T T2

se trattasi del termine della coppia piti prossimo circolarmer

spondente della lrnea successiva & di

oy v et

R E—— . ] J-.--ll L

ol =
O —— -t

(]
- - W N N

- —— -

e e —— - — o w

“L-'i‘ et - 17,

B
¥
Fig. 3.
: . k41 : 3
suddetfo termine centrale, e di ———— posii, se frattasi de

mine pitt lontano. Nella 3% linea troviamo il termine centrale
4 6. + das +2a: che & spostato rispetto ad e di —3 poshi
generale al fermine centrale di una linea 7* corrisponde un
trale della linea (i< 2)* spostato rispetto al primo di

h-+1 h—1
=3

)—- h posti.

Analogamente di — 2 posti sarh spostata la coppia centrale
linea (i--2)8, corrispondente ad una eoppia centrale della 1

Ai suddetti spostamenti . & 1, . ]iig'_l , — h possiamo so;
gli altri Zn L E - , kn L ;,_ 1 , kn — h, & essende nn infe

lungue. Perche questi tre termini siano positivi, bastera ¢
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;. Se ¢ 8 il quoziente della divisione di % per n ed » il resto,

2y porre k=g se r= O, e k=g+41 se r+0. Ad analoghi ri-
ti sl giunge se si considera una coppia centrals dell’entrata,
iche un termine eentrale.

sgerviamo ancora che gli spostamenti trovati nei vari casi esa-

4, sempre sapponendo & non dells forms ki~ (n—1), sono:

- h n—h 17 h—1
1’ caso — 5, —5—; nel 2° caso— —; nel 3° caso

y
= Z 2 2

i
T
et

20T ]~

TR

T
e

posti,

el

1fe al

, — h. Siano g1, qe, gz, qu, g5 ed 7y, v, 7, "y, 5 1 quozienti e
| 2h, per 2n, talchig:

S 5 e Lﬁ- e I] I ) f! S ]. g
aT T g Ty omeh g Sy =—gee g

il

"B

_‘II) L

i—

5 = — ;; h=— gsn—

[ se # & dispari ed A parl, ad un elemento (ermine o coppia)
anbrale di nna linea ns corrisponde uno analogo nella linea sobho-

tnte, spostato rispetto ad esso di — ':;i » Oppare di » "_'%I posti; lo

2“ ge n e dispari ed & pari, lo gpostamento saddetto & di 125 posii

1—h >0, e di ;—%ﬂ— postl oppure -n—-—?f posti se ® — A >0; lo

ostamento € nullo se |»-—A| & multiplo di 2x, ovvero se & & mul-
blo dispari di n;
. 39 gg B pari ed 2 dispari, il-snddetto spostamento & di — 325 posti
3l fer- |

da, 1 wppure di »— - posti; & nullo se & & multiplo di 213

S - el ol
, ed in 5
0 cen-

= 4’ se » & pari ed A pari, lo spostamento di un termine cemfrale
supartenente ad una lines (i 1) rispetio al termine pil prossimo,

s

eircolarmente, della coppia centrale che gli corrisponde nella linea 4

st Iy
spostamento rispetfo al termine piu lontano, civeolarmente, della

oppure H_Eﬂ posti, ed & nullo se 7 —1 & multiplo di 2#;

di nna
inea =

f:ij&_ettﬂ. coppia centrale della linen 2 & di — ;" oppure 7 — t;‘ posti,

o

stitaire 8 :H_._':f.;%‘: nullo se 241 & multiplo di 2n: lo spostamento di un elemento

_’__"T?'mine- o coppiu) centrale di una linea (i —+2)s dall’elemento cen-

.[‘ 1 I —~ h .|:|l'-l' e : d ]I ]- ty - rﬁ E
piade analogo che gli corrisponde nella linea i, & ~— - oppure 7 ——

'_::;:fti' ed & nullo se 2 & multiplo di n.

L ' '|'..'_I S et B doEe .'.'l'- '. 1 - LR i II
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Abbiamo gia osservato che in corrispondenza di ciascuna col
di uona tavola circolare la cui enfrata abbia elementi centrali s
tracciare una linea spirale che passi per termini della tavola,
per ciascuna linea, uguali a quelli della colonna considerata e
cedentizl nel medesimo ordine. La logge del percorse di tale
spirale & molio sempiice. Stabiliamo una corrispondenza fra 3
mini di una medesima linea in modo ¢he: 1° ad un termine cen
corrisponda il termine stesso; 2° ad un termine appartenente ac
coppia centrale corrisponda 'aliro termine di essa; 3 ad un ter
che mon sia centrale e nou appartenga ad una coppia centrale
risponda un albro simmetrico di esso rispetto nd ogni termine
trale e ad ogni coppia centrale. Poiche una linea & divisa d
termine cenfrale o da una coppia centrale in dua porzioni sin
triche, basters che il fatto si verifichi rispetto ad un quzlsiasi
mine centrale o ad unn qualsiasi coppia centrale, Possiamo a
dire: la linea spirale corrispondente ad una daig colonma, passa
termini corrispondentt su ciascuna linew a quelli di tale colonna.
tanto: una colonna e la corvispondente spivale si incrociane in
termint di essa colonna che sono centrali nelle linee alle qualt ay
tengono; se un termine della colonne considerate appariiene ad
coppia centiale, la corvispondente spirale passa per laliro iermii
tale coppia.

Proprieta dei coefficienti ™ e v®. — 1°. La legge della distribuz
der termini centrali nelle linee delle tavole dei coefficienti @ ¢
€, coms risultera in seguito, importanfissima, In p®; e v®, il 1
dice ¢ & il numero d'ordine della linea i, ed il secondo indice J
puo snperare ovdine n della tavola, ossia il numero dei termini
Ventrata. Pertanto essendo j>n, oppure 7<<0, i simboli 1@, o
sono senza senso. Converremo di dar dovo significato ritenende:

h —— "
!‘1[ }Lu — [-L{ HL'[I..'I

) s I .
P_( ”f.,.—j —_— a_L{ :]I.'kﬂ-j : I‘I‘{hjhj — UI]LT

e del pari

Ve = M5 vy

Y .
a0 = —i = Yen—i ; V==

7 essendo un intero positivo, Zn il minor multiplo di » tale
kn — j =z 0, ed r il resto della divisione di j per u, quando j>
Da cid risulta che se nelle tuvole ad es. delle p™ il termine ;

occupa il posfo 7° della i® linex, i posii essendo contati cireolarme

verso destra e percorrendo, se j>wu, la linea anche pilt volk
termine p;_; occuperd il poste (j-1)° della i* linea, i posti esse
questa volta contall circolarmente verso sinistra a partive dall
timo termine dl essa {l'ultimo a destra di chi guarda la linen),
trettanto dicasi rapportoe a v® ;. Del pari & chiare che il term
pPijee & spostato di s posti civcolurmente verso destia (segno -t
sinistra (segne —) rispetto a p™;, falchd essendo p®o = p®, ,
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tavola delle p®™ o +™ & termine cenbrale il 1° termine (che vale
soltanto, guando n ® dispari {es.: 1,0,0; 1,0,0,0,0;...); v1
invece due fermini centrali, quando » & pavi (es.: 1,0,0,0; 1,
0,0,0;...); il 1° di essi, vale 1 ed occupa il posto 1 il 2° vale
ed ocenpa 1l posto (1 P g

o

) I termini ceuntrali nella 12 linea

favola, ad es. delle p™, sono adunque: p™,, se n & dispari; p

nt, 15 2 80 % & pari. Supponiamo dapprima n dispari, 2 parl. Al

per quﬂntu & stato detto riguardo allo spostamento dei termini
trali da una linea & quella che la segne di uno o due posti in
tavoloa di addizione circolare, il termine centrale st sposia da
linga alla successiva di -izi posti nel senso contrario a quello

tavola, epperd verso destra se si tralia della tavela delle p™
ha il verso <—, e verso sinisira se si tratta della tavola dells
che ha il verso —-. Adunque, poiche il solo termine centrale
18 linea & il 1Y wvale a dire & pV, o V%,, sulla ® linea sar
centralt 1 Lermini pM;,, ”_.;Jq__, Wi g “_;}h Esaminando wno ad 1

casl possibili, tenendo conto dei risultati gif esposti riguardo al
stribuzione dei termini centrali nelle linee delle favole di addi
eircolare, ed escluse il easo h = kn — (n — 1), (k posiiivo inter
quale tults i terming di una linea, a partire dalla 2°, sono ugualt, e ¢
centrali, si arriva alle conclusioni riassunie nel seguente spec

* indice delle p™ e v centrali nella linea 48

ne (1
hopoai; 1’|‘ﬁ_'1)35:f 1—[1‘“‘1]-;3
Jispai , I wmly  -GN%E 1R ‘
dispaii lna‘i;.’:; l-r(é—l)H | —(i—1) z-—?1 l
n pari; h pari; l—I—{i-—l)é- l—ﬂ[a—l}

2" indice delle p!™ e v centrali nella hinea (2i—1)°

10 termine ventrals cor-

vispondente al 1% termi- 1—*—[5—-—1)&- —[!-—l]nrt

ne dell'unirats
73 PH.I 1

h diEpd 11 29 termine eantrale cor-

vispondenia al lermi- | - o 7 It
— o —  — !
ne (1 +;—')“ﬂau'entrgta 1 -[i Uﬁ 2 [5 1)

I’esame di questo specchio conduce 8 notevoli conclusioni.
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BRI

uno) . 8e ad es. ai econsidera il caso n dispari, 4 pari, si vede che se
80N0O =27 —1, nella (29— 1) linee la w™ centrale &
0, 0 "
Z:%l'l:; I-’-(h-}i'q_-—l. 1442y —1—1) I—;- ovvero E.Lﬂnﬂ'q—-l,l—l—{q-—l}h .
della 4 v cenfrale & invece v 1, 1 (g=1j. Ad analoga conelusiona
- rriva, tenuto conto che al 2" indice di una ™ si pud aggiungere
ll 13 W togliere un nmltiplo di n, negli altri casi, ed anche nell'oltimo,
ar e " - . : ’ 7 .
h 21ehd in quesio il termine cenfrale che SeMpPre CI oLcorrerd consi-
cen- ‘are in una linea di posto dispari & quello che co rrisponde al 1° tay-
una mine dell’entrata. Adunque indicando con Gq & @'y 1l 2° indice della )
nng & " centrali nella linea (29 —1)%, e corrispondenti a 1" termine,
Folle $ugo pure centrale, dell’'entiala, si ha-
l g =l4+{g—14 rapporio zlle ™ 1 ()
"y ._ u=1—(g~ 1k rapporto alle + |
della %, Sappiamo che salvo Fordine di distribuzione doj termini e
SN0 tnee 7* delle tavole delle k¥, e v® aventi Ja stessa entrata, coineci-
ano 1 gio. Volendo fissare g qual termine di mma corrispende, come uguale,
la, di- . termine dell'altra, osserviamo che i termini centrali della finea 7»
zione elli corrispondenti al 1° fermine dell"entrata, quando snlla lineg 42
i) el tj sono due termini centrall) si corrispondono indnbbiamente come
gl nall. Ora se ad es, consideriamo il easo » dispari, / pari, essi
' L : . " > j}. ' h
:chio: cupano nelle due tavole i postl 1+ (i — 1)-2— y 1 — (i — 1) o deila
dinen 14 e la loro distanza & di post] 2{1—*-1)5—=(a- 1) A.
> Adungne se phy & termine centrale della linea #, gary YW iy
bire cenbrale della Tinea %5 ma percorrendo le Imee in un dato
dmnso a partive da tali bermini centrali si devono incontrare ordi-
nakamente 1 medesimi termini, epperd la conclusione precedente vale
aitche se ™, non & termine centrale. Abbiamo adunque:
I'l'ﬂl}lrj E— .yﬂ.l}ili__“_“h l
8 () (h) j (10)
(8) YU == W e e

- Di gueste, la 2° si oitiene dally 14 agginn
Hadici delle piv o v, il ehe & lecito,
die termini similmente spostati
Lsntisi secondo Ja 18 dells (10).
. Le (10) coincidono evidentemente colle (6), poichd ne; secondi in-
;::- ¢i delle p™ e v ad (G— 1)k g puo sostituire il resto 4 della
ﬁﬂe di (i —1)2 per n. FEsse valgono anche nej
\wmtemplati dallo specehio (8). Infalti se
Ezﬂpura # pari ed k pari, si constala ele

.ﬁ!.q

4 disianza dei termini cenfrali,

gendo (i—1) ) ai second;
poiché eid eguivale 5 considerars
rispetfo a due uguali e corrispon-

divi-
rimanenti ecasi

st ha n dispari ed % dispari,
s 2 meno di un multiplo di #,
'eno della linea i nglla tavola
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deile p® e Valtro della linea i* della tavola delle v, & sempre
(@ —1) h posti. Quanto al caso 2 pavi, & dispari, se lu linea con
derata & la (2: —1)3 la distanza dei termini centrali, corrisponde
in'ctascuna tavola al 1° dell'entrata, & di 2(i—1)% avvero [(2i—1)—]
posti; essa adunque si oftiene ancora togliendo 'unitd dal num
d'ordine della linea e moltiplieando il risultato per &, appunto co)
nel casi precedentl. Le (10) valgono adungue in tutti i casi. In e
sl pud sostituire 7= u ad j, # essendo un intero positivo, eppes
se nelle tavole delle p™ e VW™, aventi ugual entrata, si percorrono le line
nello stesso semso, & pavtire da due termini uguali e corrispondentisi
condo le (10), si incontrane ordinatamente i medesimi termini.

51 vede ancora, considerando ad es. Ja 18, che se { = kn - 1.1
condi indiei della p® del 1° membro e della corvispondente v del
differiscono, qualunque sia j, di un multiplo di n. Si ha pertanto

I.lmr.r_ n41,j = \r{h]L—n +1,]

pevtanto: nelle due tavole delle p™ ¢ v gpenti ugual entrata, le I
¢ cut numert d’ordine sono della forma En—+ 1 coincidono, anche au
riguardo atl’ordine di swecessione dei terniin,

3%, Un’altra importante conseguenza pud dedursi dall’esame de,

specchio (8). Consideriamo ad es. il case n dispari, & pari. Se p®

~

un termine della linea 4 della tavola delle p® ed & ad es. Js{(t—1)<

h"'ul

la sua distanza dalla p™ centrale di essa linea (corrispondente

1* Germine dell’entrata) & di 1-1—{3'—1)—;—-— j posti.
Segue che 1 due termini |

PO - - iy p Pk e aen S -

ovvero p®g, u®i, 6 an g, della linea i sono uguali, perchd equic
stanfl da un termine centrale,

Dempre nella stessa ipotesi » dispari, A pari, si frova con an
logo ragionamento che sono uguali 1 bermimi v, v, del
linea i* nella tavola delle vV, I'esame degli altri casi conduce ag
stessi risulfuti. (*) La conclusione & che posseno stabilirsi le formol

Pﬂ’} L= !-'-{h]lﬂ—HE-—l}h—.i (1

VW = v gn s

(") €% &i constata senz'altro uei casi » disparl, % dispari e nel easo = pari, & pari; quanio
easo # pari, & disperi, ln @istanza di 05, i 4al termine centraio |.L“”g;_1_|_-rﬁ_1}h delln lin
(2§ —1)%, corrispondenie zl 1V termine dellenfrata, & se ad es. JUE— I di 1+ (i—1)a—
posti. 11 termione simmetrigo di P-“’}g[—l .j rispeito o |:=‘h}ﬁ_1,1+ﬁ_ﬂh, ¢ il termine

B On G-l ovvere  py oran g

od infine p™M%;_yry (2i—1)—1]u—j- Ora la (1%} delle (1), se =i cambin 7 in 2¢ — 1, diventa g
punto Wy gy == wo o0 1j—1ih—j; eSSa adungue vale anche nel caso n pari. h pa
Ansiogamente dieasi della 27, '
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- nno corvispondere ad ogni termine dells 7a linea della tavolg
di a ™ o v® an gue uguale sullastesss, linea. (%) In €8se evidente.
si- o 81 pud sostituire JEu ad §, 4 essendg ui lntero positive, ep- .
nti 8¢ &t partive dg dite terming uguali della lineq is o Corrispondentis; i
112 Ao luna o Faltra delle (11), si percorre I linea én dug Versi op-
0 Bl 8 encontrane ordinatamente § medesimi terming.
me s llsserviamo ancora che si ha dallg is delle (10).
386
'L F*{mfsl e "’{h}i,l—{i—-llh .
238 natituendo a Wiy il termine v, che gli & ugnale per lg 9¢
se~ {11), 81 ha: i y
e 1 == “'{lffl
a.e-u _ oo dire: il 1° terivine di qualsiysi linea ¢ lo stessy neile due tapols.
at 1" Essendo p ¢ ¢ due interi positivi non nulli, 4 ¢ » (ye inferi
hilsians e Ipy Cqy Gpy O’y ESpression; date dalle formola
L Un':*l"’“@‘_‘l_)-&} Ty ==1—_!—(g—-1}fs
tée L Sp=1—(p—1)a; Go=1—(g—1)4
tlo gy e _— | : 7 s
- aventn 1l significato dichiarate dalla (9), si hanno le relazioni- 2z
L1
l? ffim}p.i-lru }er.q.i-HJ = -!l{]”ﬂ"'\‘-’i'—lz Tp Ve = P{h’p-i—q =L p-tu~vw ! wa
. E‘ 2t -'l'
3 : = . v
. in ambedue p < 7 se uiy (12)
al ‘~ o pitu ’f[h}q,H-v) =) “”.p +q=1,0 Fy—p = 'l'"“p +4—1,9°+u—y
*= p.a_rtiﬂulare, 838 1 — 9 =— 0; P= q:
H : n
b A
.Ei n-!.{ ]11,:] —-[.Lﬂuﬂ_q—],_ﬂq l
1 -
R o [ 12)
1 j‘l [11{ q'i] i 1,0,
] 1
" dire: moltinlicands tertiint eircolarmente conseculivi della pe
li della tavola delle B G quenti 4 posti (14 u)° (9 i ) T
T Wivamente per n conseculivi civeolarmente sully 9% bintea, avent; posti
> AN
e:
';.j.-{i_ueata formole devono far corrispondera ad un ferming eontrale. f termine stesso, Peroha
1) tada, p. es. rarporto alla 1% occorre eho {1 9° fdiee dalle 5 dol 19 mambee sia uguale,
[ un muliiplo di 2, ol 29 della ORI 3 T membro, qualera, Len intesa, sj SUDpongs,
i Bi0 om tormine centrale delln lineg 4, Gpp I'mguaglisnza
;jﬂl j::—".—)‘-—{l’——!}fr——jj‘ il TV arg Ej&i‘-}- (i — 1) i~ kn
“d ndo un intero bositive, & soddisfatty g0 81 oliribuiscons ag J I valoxi slabilit dallo spec-
D per il 29 indieo della ™y centrale, Gy U0 sonsteiars; senz'aliro nei eagj dispaid, # pari
i, 8 nel gasg u Parl, &t pari. Quante a ¢a30 u puri, 4 dispari, postq F=14G—1) I,
=22 —va=24¢ [(87 — 1) 1] &, e poicid questa volta I'tndies dellg linen
[ » 81 vede che il valare di 2ji b della forma voluig, Infatti iz)e
i

espressione di 27 si ha pure
do i in 95 — 1.
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(1 +v) @-9)... e somnando i prodotti oftenuti, st ha i
del termine posto o, v—u oppure o +u—v (@5+v—u
o's+u—v) della linea (p-q-— 1)

In particolare: la somma dei guadraii dei termini della g
della tavola delle w™, (™), vale il termine di pesto ay, ('), @
nea (2q — 1)=

Volendo dare ragione p. es. della 18 delle (I2) osserviam
tutto che, posto u —» =1, bastera provare la relazione:

s | ) L i .
S (1Pt ) = pPpta-1, 0w = BVpra-1, ogtw
1

Infatti, supposta vera una tal relazione, si deduce da ess
delle (12) aggiungendo v ai secondi indici delle p™ del 1° m
Cid & lecito, perché se indichinmo ad es. con ay, as,... 4, 18
con by, ba,... by le g™, il primo membro vale @b+ aobe—...-
aggiungendo un infero v positive o negalivo ai secondi indiel (
le p™, si otterri, come valore del 1° membro, una somma che d
dalla precedente soltanto per I'ordine dei fermini.

Osserviamo ancora che il doppio aspeito del 2° membro de
si spiega tenendo conto dei valori di o, e g, e della prima de

Invero risulta:

P g1, 95w = pMp 11 p—tb—w = pPp L1, 24 (pra—BE-T+p
= WM rq—1,14@—Dhtw = pVpiq—2.00 4.

Si pud anche supporre nella (13) w posifivo, perche se foss
gativo, posto kn -+ w=—w'>0, e dimostrata la relazione
all’espressione

i (p™p v [—L{h}q.i%- kn) OVVEro ?—'l (P-ml-":i+w" I"‘[h}q'i)’

b t‘d:

si potrd togliere An dai secondi indici delle p™, ottenend;
I"aspressione

%, (™, itw i) '
ugnale alle precedent.

{Cid poste la (13), nell’ipotesi 0 <, pud dimostrarsi, ad e
conseguenza delle (1), (2), (11). Invero se nella tavola destrorsa (

1 0 0 s eeme s B
(M y(b)

Elll-I-----..fgu

"l'[h]]'].‘l “ = = # @m & & = = s @ .]]l"

(B )

H'I i = ® & # @ = B " e _-II.“.
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valore primono le prime (p—1) linee, rimane Ia tavola destrorsy:
oppure A
® linea
ela 1i- 1= R SRR -+ » Vpa
o @—p+12(W®y .. L VO :
fentrata v,y Pertanto, ricorrendo alla (1), possiamo '
(13) imere una delle v®, appartenente alla lineg (g —p - 1)2, in fun-
s di Wy, ... . Basta nelle (1) porre B =y ==
a la 1 juideriamo ad es. I'espressione di @, , . :
embro, s - 2
| pﬂ"p " ) — D l.l“”q._pql-f- v P{h}ﬂ—-w e g _rn:}mu P(h bt
fﬂﬂb“; nale, sosituendo alle v Jo p® che sono loro uguali per la 28
%lﬁ'tll’_ﬂt?- s (10), diventa
ifferira N |
s gnrta—m = pMp e g T R S I T g ™
;1113[(1113]) jero, posto ¢ —p 4 1=¢ o quindi g=p-+q¢ —1:
e J Ehe . o1 I
| Fﬂ?’l"*q" a1 = (o1t —nn Py - .., ™, 0130 1Ogn,
—1)h—w] E}rﬂ. vapportg ad 14-(g—1)%, ehe & il 2° indice della p®™ del
| jiembro, si ha, se ad es, p g
e % ne- ITlg—Nh=0+( -0+ (p—1)4
ipporto a. dire, esso vale il 2° indice della ) centrale nella (2¢" —1)»
24, aumentato di (2— 1)k, taleh& se si indica (p—1k con 1w, si
wio che la reluzione ottennta & dells forme voluta dalla (13). Se
fvaie & g' << p allora, per la 1o delle (11), nel 1° membro dell'ultima
S Ry sltione ottenuta si pnd sostitnire F
S I-l{h}p-fq’—!,ﬂﬂpi-q’—mh-—1—{q-—1}h ovvero p®piqe 1
I-g-f_p-I-q"—-I-l +a—h. Ma p®pip 11 ha per secondo indice 1 o s ha:
m g
L= +(p— 1) A1~ (p—1) .
By Q00K : o e . _ .
lelle v 2 3 2 dire esso si ottiene diminnendo di (p—1)% il 2° indice della o
o | tenbrale nelln (3p—1)® linea, talchd indicando (p—1)% con ', -§§
itima relazione oftenuta pud seriversi: o

_}lji (Pﬂi}qr.i Pﬂﬁp.i +W:,) — P_{hjp dgr—1,] == P-{MP T

o !

:@ieudu w' dai secondi indici delle ™ del 1° membreo, il che come
tplamo & lecito, risulta:

ik

Elli (I—‘-{h}qf.i - i -P{]'JPJ) - Pﬂt}P-Hl'—lr Ip—w'.
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162 PERIODICO DI MATEMATICA

Infine se k& il minor inkero positivo tale che kn-—w' =0, si
scrivere:

e L‘dﬂ

i ﬂ}l{mq’-i—-W’-%-kn F-"mp-i) = P-ﬂ”ﬁq‘—i. Tp—wr'+-kn
e, posto kn —w =1w:

), 1), — gyl . g

Iy Wi p s = W p -1 outwi @SSP

che ha la forma voluta dalla (13), poiché da essa si ottiene
biando p in ¢’ e ¢ In 2.

In modo analogo si trattano i casi che si hanno muovendo
"espressione di vy, vWga. ...

Infine la (29) delle (12) s1 dimesira con processo analogo a q
seguito per dimostrare la 1% considerando la tavola delle ™ an:
quella della ™.

Liesame delle (12) mostra subito che: fenendo fissi u e v ed
degli interi p ¢ q, al variare dell altro, i valori del 2° membro

termini di una stessa colonna della tavola delle p® (1* formolaj o

v (22 formola),

Ancora & chiaro che, sapposto p=g¢, i valori del 2° membro
termini della linea (p+4 g —1)® equidistanti da quello che si ha
I'ipotesi u=2=0, p=¢. Ma se p=g; u=0v=0, dalle formol
si passa alle (129. Adunque: la somme de quadrati dei termin
linea y* wale in ognuna delle due iavole un termine centrale della
(2q — 12,

Ed infatti questo termine ha nel 2° membro delle (12") apr

.per secondi indici aq 0 o¢.

Dalle {12) possono aversi altre relazioni pure importanti. S
1° membro della 1» si sostituisce a pMqipv il termine vWgitv—q
che per la 15 delle (10) & uguale ad esso, si otfiene:

% (0 ®pitn VWaitv—a—0n) = pPp4q—1, Jafv—u

e cambiando » in o4 (g—1 A
"
Efi (P-ﬂnihlﬂt Vg pv) = P-Ul]p+r[—hl j4p ta—Dhpr—n = P-mp +q—1,1-++u—¥

ovvero, per la 12 delle (10): pgse uFy

n

E;l;i (Pﬂﬂ[ﬂ.l*ru "{h}q:i-i-r) = "f-'(h]p-lvq—l.u—r—u =3 ""'ﬂ”n-f-u—l.l—{nﬂ—ﬂh-k-u—v

Si ha cosi una espressione semplice della somma dei prodotfi
nuti moltiplicando # termini eircolarmente consecubivi della p?
della tavola delle p® per % consecutivi della ¢* della tavola del



=
dal-

uello
ziche

¢ UNO

§010
delle

80N0
, nel-
2 (12)
dellg
Linieq

yunfo

e nel

g—1}in

(14)

ofbfe-
linea
[e m{h}' :

E"I ._:
PETEE

I

iero positive

..............

SR T = | o
tm[:':i'l'“ P-{ }":l:i+T) = ! lJP-I—q—-‘I.,l-}-'II—T — J{h}

- Du esse, se p=—yg, y—p—

{{C}_'ﬂﬂﬁnua)

Hono nott aleani teoremi dj Laguerra
wbriore del numero di radici regli
JF _.';'

o ._E'“Pﬁﬂﬂfﬂ data unw' equazione algebyr
terescenti di x,

_}asa‘de?ﬁ la swuccessione Sequente
= fi=gaxda; fimgo

numero delle ;

a dire: moltiplicando il 1.2
delle p™ rispettivamente per i 77 o
W VY, la somma dei prodotti Oftenuti vale
1)

 Sempre muovendo dalla 1s
 nembro il termine (O
iile (10), indi cambiando 4 in 1+

maggiori di un.numero reale positivo
srvallo (0, ).

plit importanti, dal punto di vistg,
WD in questa nota, souo i seguenti:
i Teorema 1 (comunemente
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jarticolare se p—= 7 u=9=0, risults:
(h) = 44(11)
u : B eg 1 == Y eg g 14 2{q—1)h
Zi {0 v ) = T !
] Q. N . 14:
1 ‘llmﬂr}—t,l ==, (14)

a—1 =g —1)h

oo terming della q* bnea della ig-
1+ e della q* dellg tavole

i I° termine aella linec
dell'une o dellaltra tavola, -

delle (12), e sostituendo a e

AR HEI
pi lu~p-1ty Che & uguale ad €550 pe

rla is
p~—1} &, si ottiene lg relazione;
=== P{hlpéth,i +T—u

PXgseusovy (15)

PHO—1,1—(p+q—sifli +v—y

0, si hanno ancora Je (14').

N. TrRAVERso.

SU ALCUNI TEOREMI DJ LAGUERRE

che danno una limitazione
d'una equazione algebrica qua-
%, 0 comprese in wn

pratico, ed aj quali mi rife-

nobo sobto il noma di teorema dj La-

e, ordinata seconds le potenze

@) = g + q,p0 oo By

— Oy =1

(sttceessione dj Laguerye) :

-,—ﬂ'-]_ﬂﬂ-"']l_'ﬂﬂ;-!-;fﬂ:ﬁm)'

adict vealt dell'eguazione data, supes

0rE ad un
oy non supere il wumero delle variaziont

che presentn
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164 PERIODICO DI MATEWATICA

per x=a la sueccessione delle funzioni di Laguerre; ed i ogn

- differenza fra i due nuwmeri & pari.

" Tromewa 1I. — Data un'equazione algebrica (1), st formi ¢
ficienti, aggiungendo ad essi un numero gqualungue di zert, i g
Horner., S chiami diagonale principale quella avenie per terin

P mi: {Il]( )
f(x); 1l=); %i); f—lgﬂ, sesd f—lf-

Tl numero delle radici reali dell’ equazione data, superiori a
supera i numero delle variazioni per = o dela successione
considerando unw' orizzontale qualunque fino o raggiungere 0 5o
il termine corrispondente della dingonale principale e risalendo pi
lelamente « questa diagonale; ed in ogui-caso ln differenza f
nunieri & pari.

Teoremi analoghi si hanno considerando un intervallo (€

Ad es.: analogo al teorema I si ha il seguente:

Teouena 11T, — Data un'equazione algebrica ordinaia secon
tenze crescemii di X,

(2) fz)=a,+ e+ a2® + ... Fa®;  f2)F0,

s consideruno le funzion

fn:'-'ﬂo; ﬂ=ﬂu—|—ﬂlm; fﬂzﬂ'g HLEF—FHgEEE;...;fn:

1l numero delle radici reali dell'eguazivne dale, comprese
vallo (0, o) per o pusitivo, non supera il numero delle variazions §
della successione considerata; ed i ogni caso, la differenza |
numert ¢ payri.

I teoremi I & II1 si dedncono facilmente T'ano dall’altr
infatti pensare, anziche all’equazione data, all'equazionear
ciproche.

Questi tre teoremi come osserva Laguerre, sl possono €
anche al caso nel quale si consideri una serie anziché un p

Sono stati dati, di pin, da Lagnerre altri teoremi, ripresi
recentemente da Fekete-Polya (Bendiconti Circolo Matem. di
b, XXXIV, 1912, 2° semestre, p. 89) e da Curiiss. (Matemat:

" nalen. Bd. 73, 1913, 8. 424), Ma di essi mi occuperd prosst

in un’altra noka.

Del teorema 1° Laguerre ha dato una dimoslrazione (O
Laguerve, b. 1° oppure Nouvelles Annales de Mathématiques, & 2
p. 49-97: Journal de Liowville, 1883, p. 99) che pnggi:t sun
ralizzazione della regola di Descavtes per una serie seconc
tenze crescenti o decrescenti di . |

E. Luecas ha dato dello stesso teorema umna dimostraz
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iea80 lg o i 5;555_5,__5, pilt elementare (Noupelles Annales ece., t. XIX, p. 145),

iffatto simile a quella comunemente esposta wnei trattati di
ot Algebrica per 1a regola di Deseartes.

Hraltra dimostrazions dello stesso teorema (sotto Ia forma del
HI) & pure data da Hurwitz (Matematische Annalen, Bd, 71,1912
‘facendolo dipenders da mn teorema dal quale deduce anche
“di Fourier-Budan.

S qnesto articolo, con consideraziom e!ementnriaﬁime, dimostrerdp

‘0t coef-
wadro di
113,

waromi I e II per un’equazione algebrica qualunque, deducendoli
tkamente da qnello di Fonrier Budan 0, pill esattamente, dal teo-
analogo che da una limitazione del numero di radiei maggior

d o, non
ottenutq °
rpassare
i pral-

b 4 i .' nosiro mefodo apparird anche dimostrato che i teor. T & II

st ultimo qualora nmon s prolunghi il quadro dj dorner, coll’ag-
nuttn di zeri ai coefficienti) danno una limitazione superiore del

ha) nero di radiei reali maggiori di «, in generale, meno utile di quella
P — dal teorema di Fourier-Budan. Cif fu gid osservato pel solo
ma I (Nouvelles Annales ece., 1880, p. 307).

Mostrerd di pil ehe il teorema di Laguerre (feorema I) ha, in

ehonto del teorema di Fourier-Budan, o svantaggio di non dars

Gimero esatto di radic reall, nemmeno quando Pequazione data

| ntte le sue radici reali,

i pud osservars dunque che il metodo d; dimostrazione da noi

fz). 8ilo, oltre che a confrontare teorem: diversi e stabilirne la diversa

= f o r tanzia, serve anche a porre in luce la dipendenza o la connes-
ek snber- | o -dei teoremi di Taguerre con quello di Fourier-Budan e Tuti- _
Jor AR del loro uso contemporaneo. Osservo infatt; chie i primi s1 possono
Ta i due jeare mentre si costruisce il quadro di Horner, che pub essere
| : .::E::"_,_per la ricerea delle varinzivni di fa)y Fz),... y '™ e).
0. BHEtE::._g ]

i tal modo, 'uso simultaneo dei teorem; di Lagneire e di Fourier-
llun conduce, per gradi successivi, ad una, limitazione superiore del
fhoro cereato.

agnerre ha poi osservato, su alcuni esempi, che il teorema 11, .

ra perd si agginnga ai coefficienti un unmero conveniente di
pud riuscire piin utile di quello di Fourier-Budan. ' . 3l

adiel re--

stendere
olinomio.
in esame.

F uﬁgrmﬂ; otrebbe domandarsi se, prdiungandn convenientementa il quadro
sche An- Horner, si pussa avere il numero esatto di radie; reall maggiori G
T % 0 comprese nell'intervalfo (0, ). Si pud rispondere nffermati-

; iaente, come mostrerd in altro articolo, approfittando dei risultati
g gg : tenuti da Fekeote o Po ya nella memoria gia citata,
X, 15 ol potrebbe estenders tutto cid anche al caso di funzioni veali di

h;]l reali, vegolari (nel senso dells, teoria delle funzioni anali-
LE) espresse da una serie. .
i Si prematta un lemma che corrisponde o comprende quello di
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166 PERIODICO DI MATEMATICA

Sia una successione, finita od infinifa:
(3) fou a3 for- - ~Tosyiles Peinser - Foar fas faaase - 8 R oos

di fumzioni reall di una variabile reale x, definife in tuftto I'nx
vallo pel quale dovranno poi essere considerate,
Bt consideri la nuova successione

(4) Toi 115 187 o o ot Brt Prgad oo Pl Pad Fusageejfugene

ottenuta dalla precedente sostituendo ad un nwmere finito di ter
SUGCESSIVI:

[3]! fl‘;ffrf-l;"";fﬁ—l; Is
rispettivamente gli altri:
(4)** Pri Frease-sy Pe—1y Yse

Di piit siano i termini o deducibili dagli / per mezzo della
guente legge ricorrente di formazione:

(5) {cpr= f:

Drpt = UPesiot + Vifvai (==1,88,...3

dove w;, v sono costanti o funzioni reali di 2, positive in tubti 1)
dell’ intervallo.

8i dimostra facilmente allora il seguente:

Tiemira, — Per x qualungue che soddisfi alle condizioni gia po:
awmero delle variazioni della (4) non supera i auinere delle »
ziont della (8). |

L& dimostrazione & semplice ed & quella usata pel lemm
Segner,

'Si osservi cioé che, essendo

-ﬂift'fi — Peyi— iy . Prii—t,

ed 1;, v; essenzialmente positive, ogni qualvolia ¢y & di segu
posto del ftermine precedente, sard dello stesso segno del ter
corvispondente fri.

Se allora scrivo della (4) solianto il primo fermine e que
segio opposto al precedente — i quali bastano per contare le v
zioni della (4) — e questi sono ad es.:

Fri Pryy $rageved Pray

si otterra che hanno rispettivamente gli stessi segni dei corri
denti
fr; ff‘l; fl"'_'»‘; ey .frm-,

Cib & sufficiente per concludere che la (4) non ha pill varie
della (3).



iﬁn tale osservazione si giunge subito alla

Pasterd infatti notare che, se il

e nore di quelle della (3), il numero delle variazigni delia (4) non
- superare quelle delle (3). Se pol la (4) ha tante variazioni quante
14 1a (8), vicordande che i primi termiui di queste doe successioni
qull hanno lo stesso §egno a1 osserva che anche gli ultimi termini
feTANNO avere segno uguale, e che quindi Ia (4) avri ugual numero
g y variazioni della (3). Cosi i lemmsa & dimostrate.
- Di pil; ricordando che, se gli elementi estremi di dye SUCCEE~
i hanpn 1 medesimi segni, Ja differeuzy trg 1] numero di varia-
yoi: nelle due successioni & S€mpré un numero pari (CAPELLI, Isti-
woni di Analisi Algebrica, 1909, p. 570) si ha.:
= D2 la successione (3) & mfinite 0 se, nel caso della successione finita,
giting Lermine nom ¢ stato cambiato nel passaggio dalla Suceessione (3)
. (4), la differenza tra il numero delle variazioni delle due sueeessions
;. ﬂ'f‘t'
& 2. Si abbia ora un'equaziong algebrica a coefficienti reall, del
siido
) e = =
b f(‘T) = @T" _]‘ Azt + "0 + Gn @ "}' a, == ).
nunti :':"h: > ’ — .
SO formi coll’operatore o (numero regle positive) 1l quadro dj
.. :;: &| By ap; ﬂ’ﬂ;.................;ﬂ'n_;, a,
: o .
EI’.-'!:{I—.- ": ?ﬂ]‘ﬂ; f_{’[; ﬁjﬂ; IlIul-.I-l-iIIlI‘llI-l-l; fj_,u-—rI; f‘.]_.!'l
a7 Foxi fan; eemsesseiaienneey Shina
a d1 4
‘{}tﬂ; ﬁ,l; ﬁiﬂ; F s E e ; lﬁ.ﬂ'—i‘f—l
f;iJrI,_n
2 '-E'p" ' R ) _ -
‘ming - La prima lines
. [1.03 Fi13 fi.ﬂi---ﬂ.u
lii di 1 ; # - . .
e ~ormata dalle cosidette funzioni di Lagnerre, nel punto @ =—g4,
. Hsse sono ciga:
}cll:rﬂ g Ezﬂ
. fin = (% _I_ &y :
Ipon- fie =agx" + ayz + ag
ﬂ}, [in = @ga® - @ 2% v P ilng Qg = (),
\zioni -

E@g}pprt&éentano 1 coefficienti del quoziente ed il resbo della divisione
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dimostrazione de]

numero delle variazioni della (4)
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168 PERIODICO DI MATEMATICA

Chiamerd ancora funzioni di Laguerre, d'ordine 4, quelle
hanno percorrendo la i*sm2 grizzontale e risalendo poi lnngo
gonale principale del quadre di Horner; clog:

Fros Tias Bz oo« flnsivsd fictnsass fimn—ssas .o« P
St vede fucilmente, ricordando come si forma il quadro di H

che la suecessione di fuuzioni Jdi Laguerre d’ordine ¢ si deds
quella d'ordine 7 — 1 colla legge data pel passaggio dalla (3) a

Pel lemma esposto, si ha allora:

FPer o positivo, il numero delle variazioné delle funzioni di Le
d'ordine |\ qualunque now supera quello delle variazioni delle i
dordine 1 —1; e, sz ue & inferiore, la differenza & un numero g

31 vsservi di piu che le funzioni di Laguerre di ordine n -+
ferendo per faltori nwmeriei posilivi, henno i segni di

A T R

31 supponga dimosbrato anllera il teoremn (analogo o dedo
quelle di Fourier-Budan), che da mna limitazione superiore de
dici reali maggiori di «, per « reale, per mezzo del calcolo de
riazivni della successione f; f'; f"5. . .0

Se « & positivo, per quantv si & visto ora, si dedurrh il seg

TroREMA. — Il numero delle radici reali dell eguazione (1), m
di un nwmere veale positive «, non supera i nuwmero delle var
che appaiono in una successione di Laguerre dordine i qualung
ne & inferiore, ne differisce per wn numero puri.

- Be i==1, questo corrisponde al teorema I comnnemente con:
come teorema di Lagnerre. Per ¢ > 1 quanto qui si afferma
tenuto nel teorema Il (Jowrnal de Liownille, 1883, p. 116).

Con questo metodo si & dimestrato di piu che col teorema
cedente (e quindi con quello di Laguerre) si ha, in generale, un
tazione superiore delle radiei reali maggiori di o non infeviore e
meno ulile di quella ottenuta col teoremu di Fourier-Budan. Pe
particolare del teorema di Laguerre eib & stafto notato da C
(Nouvelles Annales, 1880, p. 807).

J. §i consideri ora V'equazione dedotta dalla (1).
eon w inkero non negativo.

Si osservi che questa equazione ha le stesse radici reali ¢
da. zero della (1). Applicando il teorema ora veduto si avra a
seguente: '

TeoreMa, — Il numero delle radiei reali di f(x) = 0 maggior
nwmero veale o positivo, non supera il nmwmero delle variazioni ¢
paiong in une successione di Laguerve @ ordine qualungue relat
x®, {{x), dove m ¢ intero non negativo gualungue e, se ne & in,
ne differisce per un numero pari.
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esservi poi che le funzioni che s debbono
i si possono otienere formando co]l’
1' rispetto ai coefficienti dj & f (),

"::'_'p'pnh'i evidentemente obleners] aggiingendo ai coefficient]
(1), m zeri o vicavando le alire orizzontali secondo la regola

considerare in questo
operatore « il quadro di

prmabo in tal woedo i quadre e chiamata d

e - - o » f” () - .
g formata dai termini il e —1—2—- -~ %3—— y per avere le funzioni

agonale principale

gate d’ordine ¢, si percorra dunque la =8 |igen orizzontale fino g
_.,: ; ;%?rﬂ (per m=0}, o sorpassare (per m > Q) il termine della dia-
pale principale e si risalga poi parallelaments a questa diagonale
i alla prima linea orizzontale. B dunqoe cos) dimostrato il beo-

3l B gid osservato in prineipio che il

| teorema IT1 si ricava dal
srema 1 passando dallequazione data all’equazione a radici reci-

atervallo (0, ),
4. Si & visto chie il teorema I 43 in
'f":_'lfa meno afile del teorema dj Four
i1, sempre in generale, non da
#n) il numero esatto di radici

ema analogo al teor. TI,

generale una limitazione sy-
ter-Budan. Ora mostrerd che
(all'opposto di quellp di Fourier-
nemmeno nel caso clie 'equazione

nehe eid toglie importanza al teorema I,

! ntile a cagione, come osserva lo stesso Lagueire, della grande
eilitd di costruive le fungzioni

: che oceorrono, per via ricorrente,
. i possiamo persnadere d; quanfo abbiamo ora detto anche sol-

itho constderando un'egquazione di 2° grado. Se considero Infatti, ad

Lain10, un'equazione di 92° grado a radiei reali positive z, < =, o
#lE0 un numero reals « tale che

per quanto possa rite-

lﬂg{:ﬂ“:ml-{—ﬂ}'}],

'ge che nella successions delle funzioni di Laguerre si hanno
Yvariazioni, mentre nessuna radice s mao

ggiore di o,
'aservazione analoga pud fursi per un'equazione di grado qua-

f(ﬂ'.‘-'] = a4 —f— Q, xn— "'!" (egorn—" _I“ e _“ Ay _," &y = 01
fuazione a radiei tuite reali

1'[-'1, mﬂr-l-mn-

ﬂ'-1=‘_'(m1+-ﬁ-'ﬂ+ --_--—l‘mu)-

S ppiamo che

......
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Se x, ¢ la radice maggiore, ed esse sono tali che possa d
minarsi « positive per modo che

Ty < O {'ml_l-mﬂ_}—--- Ly

il chie avverra cerbamente se
Sy ‘}" g _l" LI +-mu-1 - 'G,

Xy = ﬂ;

e quindi

tra
e =1 >0
ed

.f-‘__'m i ﬂl{[}:

si ha gia una variazione.

Dungue nella successione di Laguerre si ha almeno una 1
zione, mentre nessuna radice & maggiore di «.

5. Da quanto abbiamo detto appare la maggior utilita del
rema di Fourier-Budan rispetto a quello di Laguerre,

Se perd si osserva che per l'esame delle variazioni nella st
sione fa): £(@); 7'{2);-..; F™2) pud usarsi il procedimento di H,
e che le successioni delle funzioni di Laguerre d'ordine mino
nguale ad %, si vengono ailora successivamente costruendo
nessun caleolo supplementare, si vedrd che sara utile applicar
mano, per le successioni del 1% 2% 3% ecc. ordine, 1 feoremi cit
Laguerre.

Essi, in molli casi daranno la limitazione richiesta, dispen
dal proseguire nella costruzione del quadro di Horner.

In ogni caso si giunge in fal modo, per gradi successlv
limitazione superiore del numero di radici reali maggiorl di &

Tenendosi sempre sul terreno delle applicazioni pratiche e
quindi pensare ad altri teoremi di Laguerre che danno altre
tazioni od il numero esatko delle radici reali — ad es.: quellc

) o di ¢.fl®) — la utililta del teorema II ¢
(2 — a)f
maggiore se si osserva con Lagnerre che esso, prolangando «
niente il quadre, pud dave uwna limitazione superiore pilt ba
quella offerta dal teorema di Foeurier-Budan,

Dei diversi esempi portati da Laguerre ue ricorderd quiw
tanto (Jowrnal de Liouwille, 1883, p. 117).

Sia

svilupﬁ_ﬂ di

b — B - 19a° — 15+ 9= 6.

Applicando il teorema di Laguerre (I) o quello di Fourier-
si ha una stessa limitazione superiore di quatfro radici reals
giorl 41 1.
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wil'uso del teorema 1I, o coll’aggiunta
(i dell €quazione, si scorge invees che
sggiore di 1,

cubilita gfil questo teorema apparira maggiore ancora, se si dim
14, come mi propongo di fare prossimamente, che esso ai,ggiu-n EII; "
A e N P b

}tuuameute gli zeri, da il numero esatto di radiej maggiu?
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di un solo zera aj coefii-
non esiste nessuna y

adice

Heipio (GENNART.

/LLE FORMOLE DI MOLTIPLICAZIONE DELLE FUNZIONT CIRGOLARI

€ teorema di reciproeita pei residui quadratiei

| In questa nota stabilisco le formole di molti

mu per le funzioni circolari ed iperboliche e poi, ne 9
_{[—.EE_IHIH., me ne Servo per dedurre una diumsiﬁmzinim deln.t, fileﬂ_ﬂ.
L teciprocita per 1 residui quadratiei. .
1l metodo che segnird, molto semplice, ha una certa

quanto st applica anche per dedurre, mediante

;{;_ﬂazi_nﬂe complessa dell'argomento

;. plicazione dﬁ]l'arg{}-

importanza,
2nte Ie: formole dj mol-
delle funzioni ellittiche P dj
L%

: : ‘moniche, i feoremi dj rep;

" 5 oF - L b= P 1 rﬂﬂl "=
L per 1 restl biquadratici e cubici pel campo intero (o IPm
i Gavss. () 0 {complesso)

slerstrass lemmiscatiche ed equiana

R (Eﬂﬂ £ hl- J sen m.)m — CO0s thr + { Sen nax

mn’

Y == cos™ 3 — ( ) s ¢ -

g ) GO . sen"x 4] Cos"Fx sentn 4. (1)
n mr = cos" 'z, sen p — ( o

9 cos™? x  gendp L

i

"~

"
.+ (EJGGEW‘Ex.EEII§m+... (2}

"
i fn GGEHI_.]_ " ) n—d b EJ! , ipr.
s — | g ] cos™"*z gen® | 5 | cos® "x.8ent + ...

5 18 quale, ove si pensi dj

5en ma

sostituire 1-— cos®a al pasto di
seng WM polinomio in cosz, di

sen” g,

ilta ggsere
grado m— 1. eonte-

1 .
qaEte b uglio 19 oo
¥Moria sul problems per 1'equipszi gtio 1914}, e come mustrerd prossimame

- nie in
one della lemniscats e delia eurva di Kreppy T

T.

ol A
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nente le snceessive potenze di cosz con esponenii che sono my
di paritd opposta a quella di m.
Indicando con ao, @,,..., 1 coefficienti di tale polinomio, por

sSenmx
25CN X

— a, cos™ 2 |- a; cos™ Pz -} @acO8™ P2, ..

« oo @ OSMI p
i cul evidenlemente

ﬂu=(?) -+ (ga) -+ (?)—_l—...=2‘“—‘.

Caleoliamo gh altri coefficienti.
All’uopo, la (3) si seriva brevemente cosi:

gen me = X @, cos™ 1z . gen x,

ove Ja somma & estesa a tutii gli interi » che verificano la

: m— 1 X : 2
ZIONg 1S —5, € sl prendano, come & lecito, dei due meml

derivate rispeffo ad =, s1 avra

=1 . J / —r—a
m cos mx = =, ¢ |(m — 2r) cos™ ¥ £ — (m — 2r — 1) cog™ "

Derivando di nuovo

Sen ik 4
=3, —
Sell w m

Hamn — 20 cos™ " p —
— (m — 2r — 1) (in —2r — 2) cogh

Confrontando quest’nltima colla (3), e serivendo che i coeff
di -cos™* 2 sono nguali, st ottiene
(m—2rP . (m— 2r -+ 1) (m — 27) |
4 X==3 g
I

ue
(m — 2r--1) (in — 2r)
B 4y (r —m) Lok

dr =,

da cut

Cambiando in questa successivamenfe », in r —1, »—2,...

ottiene:
(me — 2r - 3) (m — 2r-- 2)

et = e Ne—m—1)
(5 —3) (m—4)
= 4,2.(2—m) "
~(mn—1) (n—2)
R B g — Tl

- - Ll L _—

Moltiphicande membro a membro

(m—1)(mn—2)(m—8)(m—4)...m—2r+1) (m—2r
= ol {l—m)(2—m)...(r— m)
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1Iner _I:ﬁcaudﬂ questa,

col dividere numeratore o denominatore per

lamo

(m —1) (1p — 2)...(m—1r),

licordando che @ =2" 8 ha

. {3) P (—1)r 9m—ar (98— — 1) (2 —» —2) ... (mn—2r + 1) (n — 2?'):

7!

e cui si obtiens la formola
énmz
el

= (2 cos 2)=-1 _ (#}1-1—-2) (2 cos z)=-2 (m_.?.) (2 cos gy .

=1y (m —": h 1)(2 eos )" =t (4)

rela-

ol le

= i —_—
::I.':DE me == (2 cosp)m— T (2 cos z)m—* ! i (1; ; 3) (Zeos oL

s
.y ' (m = +”{2 cos )" - | | (5)

Z'f'ﬂ,lie formole (4) & {5), che

__'1 complessi, si deducono
Ia fauzioni iper

i;&ﬂle o comple

st estendono subito al ecaso di argo-

Immediatamente Je formole analoghe
boliche; basta ricordare che, per qualunque va-
SSO 2 dEH argomento, si ha

Eruﬁi .

lelentl

1 .
senh z == sen (iz), Cosh 2 = eos (iz)

s iﬁﬂedurra le

_ | — 9
senk s — \4 008k Zym-1r_ (*m ) (2 cosh gy™2 |

J (Zeoshz)m™ 1. | (— 1)y (m—-»: 1) (2 eosh z)m—"r—1

— E;—’- (2 cosh z)m—¢ ! m(;n;-ﬂ) (2 cosh 2)"—* |

+ (— 1) m (1—yp—]) (—r—2) . .. (11— 1)

Efa Mz = (2 cosh z)m

) - (2 cosh z)m—% L

upponiamo ora in dispﬂri, la (4)
n _m."ﬂ m—1 .
“ 17 — 4" (1— sen®z) 7 2_"“_'3 (m { 2) (I —sen .-:t:) —f— ece.

_ 'ﬂ i f& - o | ‘
Ay - n o
“dos 4 senz | ° POlnOmIo in sen & di grado m 1, col primo

seritba cogi:
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m—-1
coefficiente (— 1) 2 .2='; questo polinomio si aanulla per
G B, 2, widl  JTSL T
i m

1 m i

Quindi I'equazione, in sen &, di grado m—1

Sel mr

o senw
ha le 1 — 1 radiel distinfe
T | T > m—1 =
+gen—s +sen2—s; F+8n3—,...xs86n
m 2 9 2 "L
e 8l avra
m—1

Sen 1T m—3 2 13 \
= (—1} = , 27 ]], (self r—sen’ ¢ .
sen T : )

Osservando che

. senmay . gen ma T
lim . = [1m . m = M
sen o £=0 Wi sen o

) =1 Tz T ¢ 1"
lim(—1) 2 .2" ]I, {sen’ z —sen®r = Q0L RO —x
i 13 1 e

=0

m-1
T2 o\ 2
— ];_[,. (2 sen 7 —m—) ’
si ha pure

m—1
T 1 \*
m=]I, (2 sen ¥ ——)
1 i

m=--1

sen ma g ., sen’ o
=m 11,1 -
SEn & 1 o 9% F"
sen y —
|

2. Siano adesso p e g due numeri primi, posibivi, dispari: di
buiamo un sistema completo di resti (mod. p) e {mod. ¢}, con e
sione del termine divisibile per p e g, rispetfivamente nel doe gv

AY 1. 8 8. Fp—=1) . .,
K e, ], oot o0 rispetto al mod. p,

B) 1 2 ... —1) .
B’)) —1 g ___3!“____§E3_1; rispetto al mod. g,

in modo che i numeri di ciascun secondo grappo siano I conbra

quelli del rispettivo prime gruppo,
Indicando con #; uno qualunque dei numeri A), 1 prodottt

1.,2.¢9,8.¢4...4(p—1).¢

o
-" -
T T T T

Sttt
P S

e T
L
i Fomct,
Rt 4
R o

:::-:- -I __.i?:
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unnp parfe congr
. L 43, mod. p, ciod

175
Ul a nemeri del gruppe A) e parte 3 numeyi

©1g= = ¢, (mod. o)
f.:= 11 ogni Caso, sarg

T i
sen g T —Esenny 3

wecedente formola si pud scrivere

Te
Sen aqr; ';_,— '
=gy — nod.
7 I - ( uod p)-
SEe ?‘h it

~Facendo, In questa, percorrere ad 1 I numerj

(6) rizando membro a membyo le congruenze che
| tividendo, come & lecito, i due membri della con
woper 1.2,3., .. +(p—1), si hy

del gruppo A), mol-
cosl si ottengono,
gruenza cosi okie-

p—1 . ¥
p—1 e SEen gf _p_
g ? =11, ——(mod. p)
1 sgen r 'F
— do il simbolo d; Lucenprz,
: SCn p-1 i
: e : T Sen _g.’l"_'_-
R (_g_) = [I :
& A — iy 7
' F4 [ w
_ sen y ——
v
::: ael I, o percorre i numer: del gruppo A).
winalogamente
1 sen pi -
(2) = ="
wr— Hr’ e )
\.g 1 ;s T
Beén » ——
| q
' el I, » percorre i numeri del gruppo B).
fh;— o ﬁue, ricordando la (6), dal conironfo dei secondi membri delle
::Glut e ulfime formole of ha,
uppi i ﬁ-t P | ! '
e A '?) (ﬂ) ¥o-Da-1n & 2 ( L T
2 roemml| Bl | - —_-:-2 P E  — )
(p : {IrlIT sen®; = sen?y g}
p) ( q) el a1
sy B il 12— LG, R~ 2
()=
ridi 0 '8 ben nofa espressione de] teor. di reciproeity pel residui

A. Cerong.

S (]
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RORMULE PER IL CALCOLO DI VN.

(Applicazione delle funzioni Ua, Vu di Lucas)

Nell Int. des Math. (Vol. 10°, anno 1903, p. 275, n. 2677) fu
posta la seguente questions, vimasta sino a questo momento s
risposta:

¢ Hurrow, ne’ suoi Tracts on mathematical and philosophical
jects, 1812, pag. 210, da ia formola seguente per il calcolo del v:

approssimaio di ]fﬁ . Sa r & il valore approssimato di VN e ¢
pone y® =A, 8i avra

N =

Nel caso di m =2

(e 1IN + (m —1)A
(m—+1) A+ (m—wljﬁ?'

SN + A
A LN

ﬁ;r' .

Applicando successivamenic guesta formala, e ponendo
_V
() __Ul 1
sl ha
= V L L L . B vgn
Jr' i e R -_EI -
1 N U{E:IIK.H_;H . U.a“
con le relazionl di ricorvenza
Ligy = Vi — 3qm, Vim = ‘ErmLm .
Kl:n — sz — ng -LTEm — Ut:i-[{m '

-V].H - NU 1E —_— ‘d:g.

Si pud scegiiere V, e Uy in mado che ¢g=* 1.
Le funzioni Uy e Vy, sono quelle di Lucas (Theor. des non

pag. 138). Si pud ancora scrivers
-~ Y, m== Eqﬂm
BT E -
WN=g I 1-F.

¢ le espressioni (Z) e (4) sono rapidamente convergenti. Des
gapere se queste formole sono state date esplicilamente ,.

.. B. Escorr (Ann. Arbor, Mich

dove
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_. 1sposta & affermativa- Nella mia Nota * Sulle
Lueas , (V. Periodieco, vo). IV della 9a g0

funzioni U, e Va
rie, anno 1902, pag. 321)

l -lﬁ.-

aal g1a stabilita la formula

j ]- - V;ﬂ" {2 Pr— L:]
2 _1 : ’
Fo'tbe g Us= (291 — ) (3)

i

zowrisponde alla (3). La (3) — mediante I'altra — facilmente de-
ihile -

PLB_ Tﬁu VI iﬁn ('Vﬂ‘ﬂi__l I Sqﬂl—.l | VI iﬁn ].r- ) fti~1
enza Hs" - Ul i=| Uﬂaf—' ——Qﬂiq) o U, i=L ( Vﬂﬁi—l-__. gﬂi_{) 2
Stib- | i;fﬁjﬂfﬂl‘ﬂiﬂ. nella (4),
wlore Latto questo & stubilito indipendenbements dalla formela appros-
8 4 gia di Hutton.
u dd una generalizzazione delle (3) e {4) relative alia VYN ed a
Giwopo mi servo della formola approssimata di Hannoy:
; LU = *__131—-—2”_ I V 'cpg. = | : 5T ;
V(Pm + = M — 1 i {Hl '—ljﬂ 3 " (‘Hi __'1) qjm_ﬂ y
@) . , _
puod scrivere
R 1 : -
P m—1F T g (r — 1) = Vimg™)" £ 2lom {m—1) m,
¢ ;‘:‘, esta, tenende presente quanto si & detio innanzi, da Iuogo al-
OF
m—2
Pk & :m——i‘q’_l"
ds 1 __ Jim Vor [2mep® F Qe ['5"1_: —1) 971 (3)"
Lamm—1) g woe Up (inips™ F 2lown (m — 1) |
nche all'altra %
bres,
niires 'QEE —_m -
=e= g v
) 1 v TI"’ (1 ___F2[2m (m — Ij pm ! 3
idero 2mm—1)om" T, ., Vigi-t — [2em (1 — 1) cF'm']nt—I) . (4)
 queste formole generali somo le uniche, che anzi, seguendo la
s i indicata, si scorge facilmente come possano costruirsene in-
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finite, secondo 1a forma che si dark all’indice (arbitrario, pur:
tero) delle funzioni di Lucas.

Si osservi, per esempio, la forma speciale che prende la (!
caso che I'indice sia 2" allora si ha

T’rg‘l vgn
Uﬂﬁ T VIVQVEE . VE“-l -

Nora, — Lia formola di Hariey o riporfata nell Algebra di
(ediz. di Lione del 1774, vol. 1°, pag. 299, oppure ediz. di I
del 1828, pag. 122-123, vol. 1%, si trova anche dimostrata nel
lisi Algebrica del Travrs, ediz. del 1830, vol. 1°% pag. 176-177

. CANDID(

i =

STUDIO SULLE BISULTANTI

L.

I. Si indichi con (f,4) la risultante delle due funzioni inter
variabile x: _
’f{m) —= o —1—_31:.1: -t _{I_..._{L‘.“ s ._I_ ammm
\ o) =8 -+ bz + baz® . .. - bn2” (

formata rispetto z (potendo le @ o b contenere anche altre
bili). Siano noltre:

Eﬂj,ﬂﬁg'.--,ﬂm E ﬁl'.l B!!""I‘B“

rispettivamente le radicl di flz) =0 e o(z)=0; cosicchd s
identicamente 1n %:

{f{ﬂ}) = Gl — o) (@ — o) « oo (T — )
plx)= bl —Ba) (& —B2) . - . (z — fu)-
Posfo:

(1) Y=o —]' ﬂ:Bi -+ ﬂﬂﬁig o T -+ ﬂmﬁlm - f(ﬁl)

si elimini 8, col noto procedimento di Sylvester, fra le due
zioni :
{ (@0 — y) -+ @afli - 7 P PR L (™ =
bo -1 0.6, "“baﬁii—!“ oo Dot = 0;
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3hé in- '

I¥:%
' : G— Yy tf il R e e 0
)" nel 0 B W wovwis S 0
O(y) = 0 0 ODicsto—y a...0. | =
bo by Wi By 0...0
Eﬂzﬂ‘ﬂ 0 bﬂ bl - bu—-l bn 0
- ondra
1" Aman 0 0 | SO
W =R+R‘y+“'+ﬂﬂyu=
: o6 una equazione del grado n in y dove, in particolare:
- R={(f, ), ..., Ru=(— 1)"p.m.
oich® la (2) & soddisfatta, come appare dalla (1), dai valori:
- F(B), 7Ba), . .., f(B)
. che sono, in generale, in numero di #, deve essere, identica-
wafe in y:
Riy+Rey® +. .4 R =(—1)"b™ [y—1(B0)] [y—FBe)].... [y—£(8.)]
a Segus:
i B =, 9)=5.278:) f(B,) ... f(B.)
e della e (1 . B
3 = — Huf{ e BP0}y T T e e T o B
m=n) W f —1—- 4 . }
NG T e+ g
varias- TUsl via
R (3) e la sua analoga ci dicono che
hhi ﬁﬁz’zﬁane necessaria ¢ sufficienic perchd le due equazioni f(a) = Q,
R20ia =0 abbiano una radice comune finita od infinita. (II caso dells
e comune infinita () essendo caratterizzats da an= b, = (),
i pitt dalla (3) si deduce: | E
) ) o)== 1"(a, "
) Equﬂ-- é;.DAPEI.I.L Tetituzdoni @4 dnaiisi Algebrica. 45 gd, Napoidi (1909), Nota i=, p. Bog.

‘Bi ha:
h=m i=n

A ®) = 5™ (1) Fie) .. f{fn)= b, @ I_-I §] (BF: — &n) =

h=1 =1
= {— Iy @ (%) = (22).. P (2) = {— 1m0 1@, 7).
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st ha (Y):

3°) Posto: (F: ) = (fifs, 9) = {11, ¥} (F2.1 %)

flz) + d(x) . plx)

(F + do,0) =, )
se il grado p di ¢ non supera il grado m di f e:

(F+dz) =b""" (f, ¢)

in luogo di f(x), si ha:

s p supera m ().
2. Be
P(-I:) =pﬂ- + ﬂlm —1— pﬂmﬁ _r_ = _l_ plu+ﬂ_1mm+u+—1

5 una funzione intern gqualunque di z del grado ma+n—1,
identicamente:

(g (s 7 T | :,t“_l.f(:t:)'
0 (o Mg oesionisoas 5% wel kD v _flz) !

0 0 U..-. g Gi... @m f(x)
{6) bo bh bee.. b 0... 0 gt wx) | =0
0 By  Bus by Basea O 22 ()

0 0 0...... R w(x)
Pa D Do is vnnomoePuzn-: BB
che, indicando con An 5, Ay—s, ..., Ao Bua, Buay ..o, Bo, gl ag
dei successivi elementi dell’ ultima colonna fino all’ m - n™°, osser
che l'aggiunto dell’uitimo elemento dell'vltima colonna e pr
mente (f, @) ¢ ponendo, per brevita:

(?] F]_(.'r) = Au + ﬁ.j_m o = A.EEE e Au,._];ﬂ:n_l;

‘I’l[i'-) == 1) —I— Bix St Ber® + ... B_m_j‘l:m_l

PUO SCriversi:

(8) (f, 9)P(x) = Fiz) f{z) + Drlz)p().

("l Ba, infattl, my od my sono rispettivamente i gradi di fi ed 3, 1a (4) oi da:

i 72, @) =ba™ 1P g (B1) 72 (Po) £ (Bo) ra (B) oo - A (Bo) e (8n) =
— O 7 (By) F (Ba) - - Fa (P 222 fa (Fa) fa (Pa) v o fa (Ba) = (1, ) (I

(3 Se m @ il grado di 7, e quindi anche il grado di - Jg:

4 05,9 =82 [F(2) + ¢ G e 0] [rBo) 4 ¢ E) @ ] o-- [r Ea) + (s

oggia, appunio percha
‘Pﬂal] =9 (Bﬂ]= ".w = ':Pfﬁn) =0
(f '1“ @EP , @) = g™ £ (F1) f[ﬁg} y r{ﬁu}= f, @)

Se, invate, il grado p di ¢ (z) @ (=) & superfore ad w, ia (7) ¢i da

(F + dieg ., @) = Ba" [FB1) + & (Fo) @ E]--- [FBa) + ¢ B ¥ B =0T
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coefficienti @, b, p delle funzions /19 P siano affaito arbi-
LN come supponiamoe, la funzione infera R = (7, ) non pud essere,
e sappiamo dal suo significato di risulbante, nulla. Dalla (8) si

anto, per:

) = (7. o) %f—‘{ (i=1,2,..., n)

”_i:n_er la formola d’interpolazione di Lagrange, poiche Fu(z) &
.-::;:-- n—1 e ﬁi, ﬁﬂ} - xow oy ﬁn S0110 diEEiIILE fl'.ﬂ. IﬂI‘D, Ei hﬂ..‘

(x — ;) (@ — ﬁE] “ue (m'_'BI.._.[) f-r_"Si-l-l) - fa)
(51 o B;) (ﬁi’ "‘ﬁﬂ] »ou (ﬁ!_ﬁl—l) (ﬁi '—EI—E—I} = (ﬁl—fn) o

.; ﬁ_l'ngamenta:

Dulz)=(7, ) E ﬂﬂ; i:m} ;:'ﬂf-(i})txi '

r la regola di Ruffini, poi, posto

P@) - P(x)
fle) 9@ )=

P]_[i:) =

T — &r.:E:iPl'(ﬁI)

Aoy =, 9) ZiPuB) (b + b )
Aace =(7,9) ZPiB) (BB + bosfy - byy)

[ ] L ] & - L] | | - | L L] L] [} &

A 7, %) -%:ibﬂ =iip)

ﬁ ' i

Buas=(f,0)a, ZlT,(+1)

T, 9

2} 4]

By = (f, o) i’ T, (ot) (@mts +- )

i -\.I:_E::_
. - () - - - L] L] L] 1 ¥ L] #

........
_____

::..,::."'..
L] - - L L - K ] . - ] AL e

U Bo=—(f, g) 5, "2 g

’ s
l mi - . .-_::.:.'.l.' 4

; ':F:" -
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3. Posto in partieolare:

Plz)=1
avremo, in luogo della (B), '1dentita:
(13) (f, ) = fi(@) flz) 1 @alx) ol2)

dove:

(14) f],(:ﬂ)——ﬂln } I‘.'IHR? —1‘. v .—I” ﬂfn—lmnit; CPl[fE):E)ru—l' br:[E—I—...—t‘b'm._]_ﬂ}

le & e & essendo certe funzioni intere delle ¢ e b che si 1rica

vanno dalla matrice del determinante R. .
Sostituite nelln (13), in luogo della =z, le radiei: Bi, fzy- .. Bn

AVIa:

ma le: f(ﬁl),ﬁﬁg),...,f{ﬁu} cono le radiei della equazione (2): dux
le quantita:

R R R

fles) fBa)"" 7 (Bl

sono, come sl 11COoBOsce con una trasformazione a radicl recipr
congiunta ad una & radici multiple, le radiei dell’eguazione:
(168) 3"+ Ray" '+ Ry~ 1. .. 4 R e By (— 1)h,2Re =

Le (15) ¢i dicono che 7i(f:), fi(Ba)y . -« y F1(Ba) 80240 le radici dell’e
zione (16).

Ora, se indichinmo con @'(y) la funzione del grado » in g
nute mutando do, @y ..., Cm il @y ooy @m-t, O, allo stesso modo ¢
si & stabilita la (2), si vedrebbe che [ilP), f1(Bs)y + « -y f1{Bn), geM

mente tutte distinte come appare dulle (15), son le radici di: &'(y)
sicche dovra essere identicamente rispebto ad y:

O'(y) = (— 15 (y= -+ Bay* " 4 RaBy" ™ -
‘. un —|— Rﬂ_lﬂﬂ-gy _|_. [_._.1)nbnmRn—1

In particolare, eguagliando 1 termin indipendenti da y, dalla
tith precedente si ha:

[17]‘ (fl , fp) — bum-l-n—l {(f’ f.P'}}n-l
ed anche (*):
(18] (f’ {Fl} i [____ 1}|nﬂnﬂnlm-’ru—l {(}P’ :P)}“]_L

(") Seambiando 1e parti di 7 e @ ed owservando che la (18) pud anche scriversi:
@) = {(— 1™ @1 @)} ¢ @+ {— D™ A @) )= 1@ @@+ @7
ai dedoes che:
{"—P-_l y )= o=t {(g, N7, (D149 F) = (— el g mae-1 f(o, Him-!
o gquindi aoche la (18).



PERIODICO DI MATEMATICA 188
4. Indichiamo con:

! ’ » d
Eﬂl.m’g,....,ﬂ,n-—] 'E.;Blgﬁﬂ:'-ltﬁm—l
o radici di f; e 1, rispattivamentﬂ; cosicché:

ABan)s (f, p=bmmf(5) FB%). .. f{B ).

- Ammetteremo come dimostrato che f1==0, ,=0 non hanno in

m—1 0110 In generale diversi
ik Zero.

,,,, Bli=1,2,...,m—1)
51 ha: .
deduce: (f, @) =1l8') R

i
i
S
'_" .E

(6=1,2,...,m=—1)
(f' L tF’) U* %) o -‘!’Jﬂn—luﬂ_ﬂ“1 {(fir tanﬂl

il
Ehi

9) e 1')"12”(}‘1 L) M e miu-1,
nnlogamente (1):
o

(':PI ) fl) .E'm-lrﬂhl = ﬂ'u--lm'r_n__l.

5 Da (10) ed (11), poiche ulrﬂ. B
Plz)=1,

) = N o1 _ela)
i) —={ha) E G T & —§

A (f )N L fia)
?fe) = (f, ¢) Z T i)
_ Supponiamo che nua, &1,
Wille radici di g(z); dippiint |
erse ira loro.

delle radiei di flz) eoincida con una, B,
e radiel residue di f(») o di o(z) siano

FE 80 B . ) fBor) . ) (=2,3,...,n)

5;(-1] Dalla aguaglianze:
- I 1) 1) = 8t ™1 @ @' 1 (W) oo P (@)

(%, 1) = a'a1® @ (2y) p (%3). .. % (%n-1)
(f, @} = @y (@' @ (275)

{1‘::]‘.l Ziaay,n—1T1)
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sicché, ponendo:

(23) A =(—1)"tg," olo) . .. 9(7rm), B — b f(8a) - . - F{Bn)

f ’{ﬂ}) 1 W;(ﬁlj
da (21) e (22) si ha:
(24) (x — a) ) = Af(x)
(25) (z = ﬁ:)fl(_m) = Bx(x) (gt =

Da queste appare che, nelle ipotesi fatte in principio di que
Art., le radici di fi(z)=0 aliro non sono che le rimanenti ra
By Bsy -2 o Bu @i g(x) =0 ¢ le radici az pi(x) =0 altro non sono cl
rimanenti radici gg, as,...,0q Al flz}=0.

6. Le identithd (19) e (20) ¢i dicono che:

19 &'y & divisibile per bu e W & divisibile per ay.

99} (f;, @) ¢ la potenza m - n 128 di une certa funzione in
delle a e b.

Si ha infatti dalla (8), per Plz) =1:

(26] (— 1}u+l (R bl , ('_' IJHb'ru—-i = ‘ﬂ'ru‘"i

avendo posto:

fX; g o e cscecnocencsonas 0
(27) A=|la a@&....... R (- 0
0 O ... g (y.-. .0,
by be by ... 0
bﬂ b:l’. - bll-—l. bﬂ o0 {}
0 U.-.q-¢..-.—...bu-...bu

dippili, poichd: . .
(r4 fr) = (— LD (fy 0
dalle (26) paragonate alla (20) si ha:

(28) (f1y 1) =A™

7. Se nella (21) eguagliamo i coefficienti in 2°~* di ambo i mel
e nella (22) operiamo analogamente pei coefficienti in ™7, otten
le formols;

., - by o s Tm
ap..1 =— kfi EP} .211 .ﬂ.p[l {,{Jl(pi} ¥ b m—1— {fi '«'.[i'] ‘gi FF‘!;EI) fr[ﬂ.{j

che paragonate alle {26) danno rispettivamente:

n+41 \ 1 = H m 1
A=(—1) : (f'. ) E; f(ts) ;g’((:‘z) y A=(=1"{ 0} gi eplon) (e
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s Pegnaghanza notevole;

m

N1 1
275 7 + Dt = O

1

Esgxeio. — Applichiamo le cose dette alle due funzioni intere
condo grado (m==n=2):

{f(ﬂ*‘) =l T & Q%" == ay (% — a,) (2 — ¢)
':P(il-’} = .E'u 5 o bl-E ‘f“ 52333 — 55 (-':F s BJ (ﬂ? == Ea).

bera

ﬂ'u == b; bg 0 | = blﬂﬂg + bﬂﬂﬂg -— bubgﬂg e b1&2ﬂ1

o= | ao @y flg [ = @, Ds + ﬂﬂ_}n — @ollahyg — oagh, .

@y da

A — bI bﬂ

i__f-_'ﬁ-cﬂ., per la (28), che:

@o U ‘

! (ﬁ:({h]= b's b

| 1 s - be"ttg — bobotte — b,b.a, (010 — byar;)be ‘
ba 2o — Goauby — @iash,  (aby— aub)a, | — (@:bs — esb ).

mbri
Ao

IL

Be ie due equazioui f(x) =0, (%) =0 considerate nel prec. Art.
 in comune due radici (finite od Infinite); ossia, ehe & la stosas
se le due forme corrispondenti:

p(2, §) =b5° + b.Ex + ba”
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sono tali che nna di esse & ngnale all’altra moltiplicata per un
tore costante o, infine, tali che esse abbiano in comune un divis
del 2° grado, si avrd, ad es.:

a,=¢h, =th s = ¢b..

Ora ci domandiamo se sussista una proprietd analoga nel ¢
che le due forme f{z,E) e w(x, E) abbiano un divisore comune d
grado (ciod flxr) =0 e o(z) =0 abbiano due radici comuni: finife
infinite).

0. Come sappiamo: (f,9) =0 & condizione necessaria e suffict
affinché le dus forme:

[ Flz) = flz, £) = a ™ + afo 'z 4 afm® 4. ..+ (2™
| ola)= oz, E) = byE® + biE*—'w - b .. .+ bua?,

ablmano in comune un divisore del 1° grado almeno.

Suppouiamo che le due forme f{2) e p(x) abbiano In comune
tanto un divisore di primo grado p(z); cosicehé sia:

flz) = plz) Ez) olz) = plz) B().

(32)

I 1dentita
(33) {fy @) E2 " = filee) f() + p:{2) ()

ci dice evidentemente, come del resto oif, supevamo, che deve ess
(f, ) =0 e ¢ da quindi Valtra identita:

filz) ¥{z) = — g.{x) D(x)

dalla quale st vede che, se una delle due forme q.z), filz) & ide
camente nulia, & tale anche l'altra.
Se poil esse non sono nulle identicamente, & chiavo che, esse

(), per I'ipotesi fattn, prima con :{z) e 11 grado di F(x) ugua
quello di #,(z) come pure il grado di ®(x) ngnale a quello di f

dovra @(x) coincidere, 2 meno di un eoefficiente costante, con j

ed F(x) con o.(z).

Supponiamo che «, e b, siano enframbi diversi da zero, clog
flz) e o(x) non abbiano radici infinite; potra allora aceadere, al
che la radice B, comune ad f(z) e olxr) sin radice muliipla di un
gqueste fanzioni, ad es. di f(z): cosicché «'(f;) nomn sia nulla.

Dalla (25) si osserva che la fi{x) non & nulla identicamente po
b0 @ Be,..., 8, non son radici di f{#)=0; non essendo ident
mente nulla la fi(z), non & poi identicamente nulia neanche lax
come & manifesto dalla identita (13), 1n emt {f, =)= 0.

[i. Occupiamoci ora delle fi(z) e 7i(x) dal punio di vista in
riantivo.
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Esggumnm sulle (32) una qualsivoglia sostituzions lineare:

i = gl -} g § = gy + gu)
ofteniamo:

) [T =TO=Fy.m=agn+ domry ... A m
el = 0l =0y, 0) =By + Bty - ...+ By
{F(E?J =A,_-,*i— Aiy_i" ---+Alliffm

Py)=B,+ By ... + Bup®.

- ?Indic-hiumn Ora con A’ e B' rispettivamente i coefficienti ¢’ & ¥
ativi alle forme F(y) o P(y), anzichd alle primitive f(z), g(=) (ciod
struifi con le A ¢

AT B precisamente come le a’ e ¥ erano costruite
it 2
evlle @ e b); e poniamo:

(P = 1= Aot Aoty . 4 Ao
l Lily)= Ouly, 1) = Bon™ -+ B+ ... Byy—iym!
f Fuy)= A Ay .o Ayt

D) =B, + By + ... + Byt

emo allora, analogamente alla (33):

(Fi (Ij)?.lur-jrn-l_____ Fl:[y') F‘FJ'*‘ '{Di(ﬂ'j (IJ{FJ
;f_éf'esaﬂn.dn, come & ben noto, (£, ¢) un
mie forme flz) e
.ﬂ, B e le a, b

invariante simultaneo delle
¢(«) del peso mm, si ha, in virti delle relazioni fra

lF y @)= (9192 — guugos}™ (F, g) = gwn (f, %) (¢ = F1gee — Gorg'se)

8 ora prendiamo g, =0 cosicchd la sostituzione (34) assuma la

) T=guy+gun, E= ges (9= guge)
{33) sI potra serivere, tenendo presente anche le (35),

g1 92" (f, ) G HElg gty Fy) flw) + [J?l(?}’) p(2)

(7, ) E" 70 = g —ing mbn—1—un (Fo(y) f(2) + Puly) o) )

sstituendo nel secondo membro, in Inogo delle 7,7 le lore espres-

Mo in fanzione di 2,E date dalle (36), si otterrd una identits della
;fhﬂ. forma (33). Poiché ora le funzioni fi(x) e oi(z), ehe rendono
Reutica la (33), non si possono determinare (aleno finche restano
Al b) chie in un unico modo, segue dal paragone della (37)

zehitrarie le « e
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eolla (83) che, in virth delle (86) e dells corrispondenti relazioni
le A"e B e le ¢ e b, deve essere:

GG T B () =Fil@), g Buly) = qula

Queste formele c¢i dicono che le due forme £(x) e wi(x) sono
semicovariants simultanei delle due forme fondamentali f(x) e P(x]
senso che esse godone delle proprietd invariantive per lulle le sostituz
Lineart del tipo (36).

[2. Se, in parficolare, &:

g0 =1
e 81 pone dappertuito:
c=n=1
si vede che per ogni trasformazione del tipo:
r=hy |k

g ha:
Fly)=hA"fi(z), Dy)=i"" g:(x)

essendo le ¥, e @, costruite colle v e coi coefficienti A e B delle
sformate F(y) e ©(y) precisamente come le [,(X) e @.(X) st cosiruis
con la x e coi coefficienti delle £(x) e ¢(X).

13. Indichiamo con [¢], If] cid che divengono rispetiivamente
quando si scambiane in esse b, con by, b con bua,...,e cosiq
Ay s ulr eon @m—i1,...COSICCHE:

[[f(B)]l=a@® -+ ax™ " 4. .. Oul + O
l[ﬂ?[ﬂ_f]] =f‘-‘um“ = ﬁliﬂ“_l + T —I" bn_Im —]— bu

e cosl con [a@'], [0'] cid che divengono le &', ¥';, che sono delle
zioni intere delle ag, a1, ..., 8;,61,..., quando si effelfuino in ess
stessi scambi. Indichizamo poi similmente con [(/, @)1 la funzione |
in cui si siano effettuati gli stessi scambi fra le a ¢ fra le b,

Dall’ identita (138), eseguendo i detti seambil si dedurré evide
menfe I'altra idenbita:

88)  [(f, @) =(a') + [a'sJe =~ . . - [@'acsJ2o N [fl2)] +
+ ([6%,] 6z - . - [Bms]e™ ) [

Ora, poiche (f, ) & un invariante simultaneo delle due forme

a wlz), rispetio alla trasformazione lineare:
=1 E=y

che sostituisce alla coppia x e £ la coppia v e ¥ ed ha per d
minante del modulo: —1, si ia come © ben noio:

(39) [(f; )= ([FL. 4D =(—1)=2{f, );
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: W.' ﬂl la {38] pud seriversi:
. ([f]: [‘5{9]} = ([, ] 'f"‘ [fft]ﬂ? T ene - [ﬂrn_tliﬂuﬁl) [Az)] -

gt U o [ S [6'm-1]a™ ) [@l2)]

ek dice che i semicovarianti fi(x) e 9.(%) relativi qlle
A 33 [fix)] e [o{x)] sono dati rispetlivaniente do -

)+ [0+ (oo™, (5] + (Bt (B Jo™),

4. Se le due forme 7z} e g{x) hanuno un divisore comune di 1°
2 averne in comune uno

ie due forme [f(x)],

a4 a0 garan diversi d

ssta formola ci

grado,
del 2° lo stesso secadri evidentenmente

[¢(2]1 per le quali, inoltre, i coefficienti dj pm
& zoro, se bali erano i coefficient; a, 6 b, di f{z)

). Conseguentemente (per quanto si & dimostrato al|’Apt. 10) le
a: funzioni:

m& - f[a's] + fe'Je-. .. [a', Japn

5, 1. [br,g] 5 [éfllm + voew + [br . ].Tm__l

8n . garanno i1denticamente

nuile. Intanto, per 1a (39), 1a (40) pu
=115 seriversi :

== 1 (@ et . .o [a o) faf]

+ (— 1=’ ] - [0 +.ot [6'm—i ]2 ) ()]
ﬂl paragone di questa formola colls (18) segue che, se fi(x) e @)
_'ge_iru nutle identicamente, dovrebhe anche essere identicamente-
- (AR PR R, [@'wa]e™") [ )] -+
| St (P B S 7 T + [b'an 2™ =) [o(z)] = 0,

E In base a quanto si & stabilito nefl’Ar
imostrure che: se § coefficienti

rk. 10, ci & ora agevole
Qw ¢ by delle pigs alfe poienze i x
affinche le due forme fix) ¢ 'qT(_—:;j
grado, ¢ necessario e sufficiente che

1X) e @(x) sono diversi da ze50,
@0in0 in comune un divisors di 2°
o soddisfatie le due equaglianze:

. Ammettiamo infatti se & possibile, che, pur essendo soddisfatie
‘Q‘Ete condizioni, le due forme flz) e w(z] abbiano in comuie sol-
_ %ﬂfbc} un divisore del 1° grado, non uno del 2°. I, tal caso, per quanto
& visto all’Art. 10, le due funzioni {z} e w(z) non sono nulle
_._iﬂﬂmﬂﬂtﬂ; e si ha p(}il per essere (f, p]: ﬂ, I'.idEtltiLﬁ:

file) fl&) + ¢u() ¢lz) = 0.

Detta §, I'unica radice comune gg f(z) e w(z) potremo s

@)= (2 — ) F(x) Pz) = (2 — £1) Bl

v o,
e

crivere:

Jij
...........
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essendo T'(2), @(x} prime fra loro: ché altrimenti f{z), w(z) avre
in comune un divisore del 2° grado contro il suppesto. Dalla
ha cosi:

(43) filz) F'(z) = — oi(z) Bx)
donde appare, poichd F(z) e ®(x) son prime fra lovo, ehe fi(x) |
coincider debbono, rispetiivamente, a meno di un coefliciente cos

con Diz) e Fa).
Se, infatti ®(z) non coincidesse con fi(x) dovrebbe essere 1

divisore, il elie 2 assurdo, essendo @(x) di grado m— 1 come

Segne di qui e¢he anche le due forme fi(x) e @:{x) saramo
fra loro e che sari per conseguenza:

{flr tFI):I:ﬁ

e guindi anche, per Ia (28):
A+0

il che & in contraddizione con le condizioni {41); qué&te sono ¢

sufficienti affinché flz) e @(x) abbiano in comune un diviso
920 grado. Che esse siano neeessarie ce lo dice la stessa (42) o
la (43),

Ammettiamo, infatti, che f(z) o g(z) abbiano in comupe ui
sore di 2° grado, La F(x) e fﬂﬂ?} della formola (43) avranno

in comune un fattore di 1° grado. Se fi{z) e cm-) sono nulle
ticamente, sara evidentemente:

(fl,cp1}=0
A-=—=4{.

8 quindl anche:

Supponiamo, dungae, che nen siano nulle identicamente

w,(z) ed ammelfiamo, se & possibile che sia A$0 e quindi
(f, )% 0; sarebbe sllora @,(x) primo con f(x:): ma per la (42) do

dividere fi(x) F(x). Dovra dunque 2.(z) esser divisore d1 F(x
coincidere con essa a meno di un fattore costante, poichd s

egual grado; anche f.(z) dovra, per la skessa ragione, col
con ().

Ma, allora, come F{z)e P(z) hanno un divisore comune, do

anche averio filx) e ¢ \(x); ciod dovrd esseve (f., 9) =0, eoniro
tesi. Il teorema si frova cosi dimosirato.

I6. I assai importante di riconoscere che la restrizione fat
I'enuneciato del teorema del precedente Art. & veramenie nece
la restrizione cioe che @, @ b, siano diversi da zero.

R R
_E::.:'.,;'::.".|"|:|“"|.:'|I THH II'::!:'\';-

4 '.‘-!'1-"{::-.-':: L
Sh R
._ Lth. ':.:_Hi“l i

A
g
b
.,';-:,!_ﬂ
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prenda, infatti;

f_(ﬂ;.)z Ay

P(2) = BE + b,Ea

ﬂ_ﬂ U D 0 X1 O ﬂ G :
iq?)= () i, 0 { =ﬂ, A= f== — i §
b b 0 0 bl

0 % @ o

s Le due condizioni {41) sono dunque soddistatte per le due forne (44).
-ute esse non hanno in comune (finchd bi+0) che un divi '

sore di
rado, ma non uno di 2° grado

ARMANDO Parommy.

r.]

FROBILEMI®

(Continnazione — Vedi favcicolp IT sune XXXT),

avere la funzione F (o) af-

Qg ; —_—
o L @+ 2V
1 Erovs
Fz) =2+ pz4q.)

35 Dimostrare che

Hn__h?“ E“F __a'n 2.4.6...(4n—29)
(Vu 1/5] dy U3 BV dn—1)”

. 236. Siano M an punio variabile di una conica, P
4 piano della medesima, T ed N j punti

un punto fisso
d’incontro della tangente
¢lla normale in M con la perpendicolare in P a PM. I logo
T ® una quartica unicursale, e il lnogo di N & una sestica uni-

]
IIII'

E_j'Eil._IE. Caso in cui:
L P &1l centro della conica:

2P b un vertice;
8 uno dei fuochi,

) In massima won pubblicheremo 1o
8 BARIS(EN, ma zesettersmo volentiori
Sy inviarei,

rigoluzioni di questi problemi favoritici dal Coman-
le amservazioni o generalizzazioni che i nosivi Leltord

i




192 PERIODICO DI MATENATICA
237. Dimostrare che se si rende razionale I'equazione
2n Zn, in
Vz + Yy = Ve,
il termine di grado pi elevato & (z —y)™.

Formare Pequazione razienale quande n=2 e n=3.
238. 1. aren compresa fra la curva

(z +y— a)® + 2Tazy =0

3
e gli assi delle z e delle y positivi & g{] .

(Ci gi arrive osservande che l'equazione proposta varia olire che
. 3
Ve +Vy =Va .

Si puo scrivere |
& = @ cos° @, y = a sen®o,

Queste sono le coordinate parametriche della curva, [a quale & nnic
9 trova allors facilmente 'area dalla formula

1 da® | |
aV = 5 (zdy — ydx) = T sen® 2o . dg Eﬂ{;.)

(Continua) F.-N. Bamnis

QUISTIONI PROPOSTE

1816. Due parnbole I',, T'; sono tali che 'ona ha per ass
rettrice dell'alfra. Se da un qualunque punto della tangente
alle due parabole si conducono le due tangenti distinfe a 1
queste formano angoli uguali con gli assi rispettivi delle pai

IV, SIBIRA]

1817. Trovare tutte le curve tali che, essendo T, N i1 pun
contro della tangente e della normale in un punto P variab
curva, con una retta fissa », sia TN eguale ad un costante.

(818. Conservando le notazioni del problema precedente
le curve per le guali & costante

1 1
PT PN

Grurto Lazzerl — Direttore-responsabile

Finito di stempars il 21 Gingno 19106
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LE PROPRIETA DEI NUMERI { m |

1 Ih

menti dette combinazioni con ripetizione fino ad 5 e
loro applicazione: 1° allo studio delle tavole generali
addizione per linee, per colonne, per diagonali e cireo-
- *"ﬁj:i, di passo A; 2"alla determinazione in funzione di @
di @y, Qsy...Qu, dell’elemento di posto a1 nella succes-
L _E____{JIIE individuata da 9 numeri iniziali Q,,... Q. e dal-

?Equ&ﬂﬂﬂﬂ ricorrente: Qun=p(Qun_;+Q, » T e Quoy).

: (Cantiunazions & fing — Vedi fascicoli I, IY, 111 e i)
1EN. Riduzione del passe ad un valore <#.—Le (1) e(2) valgono qua-
e sia fi = n — 1. Consideriamo per es. una tavola sinistrorsa e .
iponiamo h=nu-—1. In essa ciaseun termine di una linea vale Ja -
gihia del sovreastante e di tulls gli alkri a sinistra, circn]armﬂnte, ;
# 550; percid posto
S=¢Li+ﬂ.m+---+ﬂm,
2 [a di- v clemento della 22 lines vale 3, ogruno della 8t vale
comune & . 'H.S -—— (k "I_ 1) -S, ' 1 oe
el n no della 2 ygle . | ‘3
rabole. = e w8 =(h 4 1)-*8,
q1. _ isulta anche dalle (2), inquantochd si ha da esse, tenuto econto
b d . tima proprieta enunciaba in (Parte I, § I, amn. 2, 4):
§ 7 R 0 A 1 D E i - _
ile sulla Cilliaat S T - R e
5 Wuando & = n, indichiamo ean ¢ il quoziente della divisione di J ?ﬁ
trovare. 8% e con 7 i} res to, talche: LA

h=gn-tr; p<aqp

@ comprendere quello che aceade supponiamo ad e
Boa, b, e, d e gli elementi dell'entrata eg

S=a-+b+tetdie

W0 somma; sia poi h=292, talcha g =4,
02 si trova che Ia 10 colouna &:

semplo = 5;

=2, Costruendo la.
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T —

o !
48+ {ad- e+t d}

1.5(48) 4+ 4,8.8-4.8.84(@ +b +2¢-4+-3d i 2e)
{.5[4..5-(15}+4.E.H+i.E-B]—I—i.&“.ﬂ-—i—:‘.[i.&{{ﬁ]+{ 8,544 .8, 5T+ (a+6o+Te

Vediamo come risulta cio. Intanto se si costrnisce la tav

=2
—
i 1'1 ﬂ - Ii £
o+ +e a+bie g+ b--¢ h+e¢-1-d e d -1 ¢

at+b-f-2e-t-3d e Qa-btel2d+3e da2bctdd-2e O 4+-80-+2c+d+e  at2b-)-8
ta-+-6b-Tet-6d-44e |

del passo A'=2, resto della divisione di 22 per 5, si vede ¢l
mini delia 12 colonna di essa sono quelle parti del corrisy
termini della tavola precedenbe, del passo I =22, che non
gono il fattore S. Quanto alle parti che contengono 1l fi
esse sono: 48 nel termine apparfeneute alla 2* linea, 1l che

prende poiché esso vale:
da -+ 4b + 4e dd 4+ de+(ate+ d)=45+(a e«
La 9 linea scritta per disteso &: '
iS+{atetd), 85+@t+b+e, Bi-let+be
S48 +c+d}, 45+(c+d-te)

Per avere il 1° termiune della 3* linea si sommano (uatu
tutti 1 termini della 2* pin il 1% 57 4° di essa. La somma €
(4S 48 + 48+ 4B - 48) +4 e +e + d) +(a b e)
+la+b+c)+H{b+etd+{e-d
4 (484854 48) H{a+ b+ 243

ovvero:

4._E.S+4.3.S+4.3.S+[u+b+ﬂﬂ+3d+ﬂ).

Si osservi ehie nel 1° addendo di questa somma, 4 e1lq
della divisione di 22 per 5, 5 il valore di n, cioe il mumero
mini dell’entrata; il fattore 3 del 2° addendo 4.3.5 & 18
dei coefficienti dei termini di a-+e—+ ¢, oppure di a-b+
fattore 3 del 3° addendo 4.3.8 & il resto 2 della. suddetta
aumentato di 1, infine

(@4 b+ 2¢ 4 3d +e)
3 il 3 termine della 1* colonna delia suddeite favola di pas
I rimanenti termini della 3¢ linea differiscono dal 1° soltant

{
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go di @+ b+42¢+43d }-¢ conkengono rispetiivamente i ter-
sp 20, 3'... della 3* Hnea della tavols di passo &' =2. Costruendo

s Jinea della tavola di passo h=292 brova appunfo che il
te € 0y 8 ? farmine di essa & quello indicato; si osservi che 3%, fattore dj
9 5, 2la somma 1-F1-1-2-4L3 41 dei coefficientit dj

-} 8d--4q) B &F

A+b+ 2+ 3d L o,
ola

h=g¢

F

ﬂ'“. l:‘TI'.I-»-'*-'l-"'ﬁ‘lllt
| BE |'-'I‘El. ﬂﬁ&-*-----ﬂﬁu
ﬂ—l—id'lt'ﬂ 'frﬂl S U, e e e e

| el 'asso » uguale al resto dells divisione di / per u,
he | tar-. iascun fermine di €884, come e noto, & fuuzione linegre di
yondenti - 4 | |
conten~
ytfore 8
sl com- .

3 ¥ alﬂ; .. mlu

omma dei coefficienti dei termini della #m2 Jinen 2 (- 1)1
i favola di passo h=gqu--7 (r < ), posto

a”_}'ﬂﬂ_{"-'-"{'ﬂrluzs

ﬂ- “ t conte che g% _’_ 57 !I =4 + 1! &
| h=gqundr; r<n
; . L
(g ... 4y,

ro volte —4a :
: gt - g8 (- 1) + ¢8 (r 4 1} - ag -
_ovvero :
oy [+ 1) 4 4+ 101. 8 4 ay :
;!_ Slﬂ + OvVYVYEero
T (BF1) — (r 4 17 .
 h—yp S+ ay

o

DY 0]S. gnt 0.8 (- 1HH1) [ 1 b (s 1)]. 8+ -
| ovvero | :
LRA1 (1) (4 1) - (- 1)) S -, :

|:'..'.-'-.

h+1PF —(» i .
division {1+ }.&__gf st S =+ aq :
(h-1-1¢ ol 1) :

L ]), (.j skl D+ as ;

h'= 7 '
380 i — *
o perche : :
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ovvere, posko

{h-+1) ~={r~F 1)

(t=1, 2, 3,...)

h—r .
h=qn 42
+ =
a o 213 « + « = v = « U1y
griS—t+au  gryS3—des @S Qaz ... gD ¢
A= g+ au : : gra > -«
s B : : gYad 1 ¢
la quale, supposto
Qi1 =— 13 g — {ljg =— . ..:ffn;.:U. S= ”
divenia:
h=gn—r b= gn -
% =
. 1 i ameush TETAL 7 LU
C=)| 91 @ 2 g - L5 .. g + @' — Ilzluu
g+ @ LRI g ... = + @'y :
. essendo lo o' termini della tavola:
'k F=7r; r<n R=19p; r<n
i ¢ <
'ﬂ"ﬂ ﬂfm R — ffm 1 ( 0.......
S D=| r P =
'HE‘""; @ g Cay o o« v ¢ o o . oy | 1 T 5 45% 8w
E*' ' del passo h'=+. Quesie ¢ non gono che le p™, eciod 1 coe

che compaiono nelle (1), gnando il passo & »:
ﬂjj.] — {ii_i[r]r

I numeri O, g0y g%:, g%z, ... 8i obtengono sotiraendo termin

mine due colonne corrispondenil qnalunque delle tavole Ce L

nuti questi numeri, s costrutta la tavola B, si costruisce subi
Adunque considerando In tavola

h=qn-+r

il
i
e
i
R
)
£

P
o
a

T
"
II-'
T
£
Vi

ol !

oo
Al

-

o

Frorsy _ e D A,
Rl e e
) _..'I'r‘i-'."'

CLERE
'i'i"-'.'_'h' :.
e

i

.

A

P
A
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: {]uﬂla
{lﬁ) :’iil-vula. E’u — @1 E"'lﬂ . | & bll’l == Wn
5
— @11 ﬂm........ﬂm
Xz B8 e a % S {3y
{an :
tan :
lin -
G Sz—*ﬂu—'—ﬂ'w_l“---—,—ﬂm,
; bi_j =g S Aj5 .
oiché
: . ' q.']i—-l = P‘i-.}{h] == P-i-.i”.] (17)
yHongne sia j=1, 2, 3,... », sarh anche: _
' = % = (™ — py) 8 +- ay.
) . Avremo poi per le (18) e per i>1:
« Bay - G ' . :
h __!_ 1 i=1_ I, 1 i=1
':"j;_i=u.:j“”-—pu‘”=q[ ) B E AT |
= Bt
o he s1 ha pore:
; k 1 =1 __ I =1 | . >
. SR Sk e U (17)
» }mls mostra come sieno tra loro dipendenti la tavola delle b di passo
0 L qu—+ v e quelle delle a di passo v, aventi la stessq entrate
0 : -- o 11 ﬂ'rjﬂ « + s ey,
SEMPIO. — Sia
L h=92" N=3y: qg=4; =9
ficienti . . _ :
aendo termine a termine le tavole € & T si ha:
=22 h'=2
e n ter- 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
). Ofte- ) e 5 D B 4 £ 11 1 1 0 0
to Ia A. - . . 105 106 107 106  10% E 2 B8 2 | S
E 2432 2432 2434 2433 2434 4 4 B 7 6
: 0 0 0 0 0
| B 4 4 4 4 4
T 104 104 104 104 104
2428 2498 92428 2408 2498

......
........
.......
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c I numeri 0, 4, 104, 2428, ... di noa colonna qualunque dello s
B chio di numeri cosi ottenuto sono i valori di @, gvs, g%z, ... PE

g =4.
St ha infathl

PR

=1 e =26 ; s =0607;...

e questi numeri moltiplicatl per ¢ =4 danno rispetlivamente 1
dotti 4, 104, 2428, .... Considerando ora per es. la tavola

h—=23=05.4-14

e costrutta la

- ol -3 e = - KX L
feTmy S Ay B A el o e i CT A BT O T el i
I o R L Ry . o . . = | L T
AL WL L R - o AT L TielE v -

r—"e;_“x'fm
—t
e ™~
no
—
na
Po—
)

o | A T B iyt e e I ! g &
R A e L
s e S T e e . X
=4 T Pt e e
i s

di ugual entrata e del passo &' =2, poiché
§=948+14248=11
i = 22

sl avra:

_____ %2 3 1 2 9 .

2 g i 2
74-11.4 8411.4 6+11.4 6411.4 641
19411104, 21-4-11.104, 2111 . 104, 20411104, 18411,

I

Sard poi per la (18):

- 28 —3 o — 3

gra—d—4. 2% ge=104=4."55

20
935 — §f
g =2428=4. =5, ...

g -

- Quando S=0 si ha dallultima delle (17): by=ay e ciod
SR vola di passo i =22 coincide con quelle di passo 2'=2. In {a
la somma dei termini di una qualsiasi linea & zero. Ci0 si d

daile (4},

R e
R e



-Dé ' H ! ' il AN
PERIODICO DI MATEMATICA 199
pec- _—_D, vale & dif-e se b = gn, la tavala B delle g ha il passe
v apperd t'utte le linee sono uguali all'entrata, eicé g == ;.
e _: 1a per J=1, 0, =1, e gquindi per ultima delle (17): |
by == [}in{i” — 1) b + 4] |
pPro- I-I-H-“t} =1 $ I-l.mﬂu T . s g == '[-!-Iu\‘.‘mI — 01 ]
s .
I.l.i__1“"-—~[i+1-:1 1 = 1 * == () ,
nVece, (19)
E-'li_'ml o {] g j} 1‘ , _.
(k-E1)—*—1 |
() — _ )
44 1 . % | i | ,
by =p;i"S+ayy > 1
fatti la tavola delle ™ &
h=qn
1 B i o s e
4 g+1 % = @ g is n e e e
: g u+2¢+1 ¢*nd-2p....., . g 1+ 2g
jiinﬂu hi = qn‘—ﬁ— (n—1), si ha
r=n—1; h4+1=mn(g41).
a 1n tal easo
j—1 =1 A
— el g fn—1) — s (Q’ +1] —n fo :
3 . e r =" [{g+ 1) —1]
1.4 Eﬂ- tﬂ.-?ﬂlﬂ delle _l_t!'.["r“_lll o
14} '
_ n—1
I 0 0.......0
1 i ;N S :
) 7 B owiare s e o il
ntoat oat. . ... .t
la fa- Bty E i ‘
1 caso [ =Ty et g - 1), '
leduee ha poi:
ay=n""9
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poiché Ia tavola delle a &:
7% — 1

8

iz 1% o » s o » o i
D S S
w3 ond nis

& & B> &

Risultera infine:
by =n"[g-- 1) —1]15+a75= Wi +1)-.8. . (2

Se in particolare n=1, j ha il solo valore 1. 81 ha poi

f!zq; Szﬂ'_u
6;1 — (Ii + 1):-—1 i1 .

La tavala si riduce ad una sola colonna.

Dall’'ultima delle (17) si pud dedurre una relazione imporfan
Se in essa a by ed a; sostituiamo le espressiont date dalle (2) per
valori gn+», ed » del passo, ricordando che
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[a qual velazione lega le v di una tavola di passo h=gn 4+ ¢
quelle di una favola di passo », e vale qualunque siano a;,...a
Relazioni particolari si avranno adunque attribuendo ad a,...
valori particolari, per es. valori talr che s abbia 3=0, 1, —1,..

A conclusioni analoghe gilungiamo considerando le tavole cire
lari destrorse. Data la tavola
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destrorsa del passo h=qgn-+r; (r<<n), ¢ la
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