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sta, ed evidentemente anche guesto genere di verifica proviene dg - %
uno studio atteuto della costruzions della identitd, o parte poi I'in
teresse che presenta il fatto che una proposizione rientra in ung
massa di altre da oni apparentemente ne pareva distaceata. I poi
si divd allo studioso: verifichiamo per altra via questa propusizione,
e la cosa dipendera dalla natura di essg € Verrd cosl una specie di
parallelo fra’ metodi diversi di verifica; altro eampo in cuj 'ingegno
del giovane studioso (e Spesso dell’inseguantle) & chinmato ad eser-
citazioni sempre utili, spesse non fueili, ‘ | oy
2. B atile che 1o studioso s'ingegni a leggere In idenkiy ion come
sta scritba, ma attribuendo un significato alle quantitd che in essi
figurano, e dando poi una forma conereta alla verita clie essa Tape
presenta: Da una si traria clie i numer dj quella forma uon SO10
mai primi, un’altra vi Dresenterd la dimostrnzione di i teorema di
geometria in una lines di scritbura, ecc. I in questo mado clie oltre
a fare dell'applicazione si risvegliers nello studioso quelli fantusia
matematica che spesso non da segul di vita, proprio perché ndn &
shata eccitata. . S |
B chi pud valutare le couseguenze di questo lavorio luizialo in
tempo opportuno e coutinuato ecan pazienza e con discipling? T ;A
quanfe domande si rivolgera lo studioso quando sard messo su questa = -
via, e quali curiosity si risveglieranno in luj! 'Me_plsrjafp'rium, tranng . . o
la cura della verifies, vedeva in quella linea di seritturs un semplice -~
bema di esercitazione, dopo potrd vederei ung sorgente di wuove: ..
proposizioni. Quando si & in queste campo dello studio df ung iden-
tita & bene vedere le diverse forme sotta le quali essa puo mettersi. . .o
Alle forme diverse coerrispondono generalmente proposizioni diverse
non solo, ma molte volte una forma speciale di una stessa identita
pud permefterne una verifiey piu rapida. Questq osservazione delle
forme diverse assume ancora maggiore importanza di fronte ad g
applicazione di cui dird subito: la eliminazione. Questo paragreafo
che 2 me pare troppo trascurato nel campo elementave trova un -
polente ausilio nelle identita, ed & importante osservare le non lieyi
differenze che conseguono nel risultato di una eliminazione ottenuta
mediante una stessa identitdh messa soffo forme diveige,
Certo, ogni identita, in quanto rappresenta upa veritd, & degna .
& della nostra atbenzione, ma & daveroso (parlo per la esercifazione di
.,-:gf" seuola) scegliere quelle “che preseniano an maggiore inferesse pel..:
_ To studioso, sia in rapporto al momealo, direl cost, ' immedesima=
. 7lome, sia in rapporto alle cognizioni di cui 5 provvisto, sia in veln-
i zione cogli studi che seguiranno. Questo & detto non salo in ordine
. u,]]ﬂ lezione, s’intende beue, ma ancora rispetfo agli esercizi da pro-
. porre. | el
3 Un punto su cui & ben

. preparazione, & la generatizzazione della idemfita, iy
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sugzestions il discente, o, mentre countribujsce allo sviluppo di que
certa fantasin natematica, lo eduea, lo ammonisce e lo discipli
B guante difficoltsh non trova -chi vuol generalizzare ! nel simb
(Forse nessun capitolo della seienza & cosi indicato eome guesto de
identith per la iniziaziome del discente alla serittura simboliea),
senso delln generalizzazione e spesso nella stéssa dimostrazione
guesta. In genevale, dopo } casl pin sempiiﬂi', nel passare a qu
pit complieati @ bene procedere per gradi e non dichiarare d
colpo: si generalizza con gues!’cilﬁ_m identitel; giacch? cosi facend:
® aggiunta una nuova esercitazione, ma non si 8 andati 1ncon
allo scopo di quella certa spinie diduitica per useire dalla prope
zione particolare. _

Chinderd guesta breve nota osservando che 1 giovani studiosi
‘tendono con piacere alla trasformazione ed alla combinazione di
identita; perd, ripeto, sono futte cose che non vanno improvviss
ma coseienziosamente preparabe e poiché questa preparazione d
assolutamente tener conto delln classe, & bene che una stessa i

tita ficuri in corsi diversi e con diversi risultati.
G, CANDIDO.
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CONCEZIONE DELLA RAGION DELL’ESSERE @

In memorin di Angelo Bablealii
a Macerata Feltria i1 1% Marzo
morto # Pisa 1'lL decembie 1916,

Una verith assiomabica & il principio: ° nei fenomeni della coesistenza {
dolla vita nel senso piit lnto dalia parola) ha luogo solamente una frasfe
zions tanto delln sostanza che dell’snergia e non mai una crecziene di que
di quests ,.

11 piceolo seme vﬂ_.gétala (fentto di una trasformazione sintetica preced
p;fendenﬂi:i dai corpi vicini la soslanza e ‘dalle spazlo civcostanie |'ensrgia, .
savi dal sole e dagli albri esseri in precedenza esistifi, diviene esile piant
@ pot, col tempo, robusto albero.

Assorbendo, aasimilande, accumnlando via via sostanze ed energie diffuse
le trasforma in nlire sostanze, in altre energie, che coniribuiranno, ¢osl bri
mate, & far sviluppare e crescere un alire seme di natura diveraa.

(" Sp siz o nom sin puova quesis comcezions della ragion dell'assere lo serivente no
asgorire; §iono pero o diehiarare che nelmon poehi testi da esso lattl non hamai trovato
di simile, Questi brevi cenni pubblicati in memoria del suo maesiro Angelo Bottelll pobre
essera validamente sostenmii con i prinecipii, da tutii oramal accettati, che yregolano i1 fem
fisloo—ohimivi ed amplismente illustinti con esempl che somo n conossenza di ogul afudi
acignze,



nello spazio, ma anche a frasformare le sostanze che le piante gli forniseono, [
i slceome oas0 assorbe, assimila o irasforma sosianza ed energia gih elaborate polra
i pin rapidaments largire le mssorbite energio ad altri esseri sotto forme diverse

nel dx quella chie duanno 1 vegstali. . :
di  Questo secondo essere & la bestia. La quale dunque dovrh nlla sua volta
ellt rendere le sostanze e le energie fornitegli dalle piante e dallo spazio per brasfor-
nn marle in sostanze ed energie che servivanno allo svilappo di na alkvo seme dal
) &1 ﬂ_unla sorgerd on nnovo esserve che, oltre lo facolta acquisite dalla Dbestia, dovri
tro i@eueasariameutﬁ nverne alire che la bestia non ha; a_r,ti_i“:r pereha 'ﬁun_a'nﬂ Ag-
- sorbire, ad assimilare 8 ad seccomnlars sostanze ed energie gia elaborate dai dus
- esseri che crebbern, vissero e si svilapparono prima di lui. _
Questo terzo essere, bestia pin evolnta, lo diremo animale. 11 quale potra
it o avers le fouzioni degli esseri snoi - predecessori, ma anche facolih saperiori o
eHle juelle da sssi posseduts e pereid, dopo ls solite trasformazioni di sestavze ed
ite, inergie prese dall’ambiente, dara sostanze ed energie migliori di quelie emnesse
' in precedenza dagli alirvi e quindi aife a fay’ sviloppare nn altro seme, anch’esso
“sintesi di trasformagzioni precedenti, dal quale sorgerk un animale piit evolaio,
ingé con facolfa ancor pih alie di quelle depli esseri che lo precedsttern,
. Questo nuovo animale avrk i caratteri delle bestie inferiori e delle beslie
5 superiori od animali, ma possedarh nello stesso tempo facolth maggtori di quelle
jossedute da essi; me sark per conseguenza hen diverso e ben distiuto.
Questo puove individuo & Vaomo. ; | |
~ L'womo, animale Sapiente con facolta inventive, deve necessarisinente com-
iere quelle funzioni sintetiche che le piante e gli-animali compiono per la con-
orvazione della specie, ma deve altresi trasformare la energie che rigeve in alire
nergie di ordine SIpEriore. S
, . Per compiere queste sna missione assorbe sostanze piit facilmente nsgimila-
1113?;-;.’&,' ' ili, foxrnitegli degli esseri snoi predeeessori o contemporanei, I siceoiia assorbe
‘vostanze ed energie precedentemante slaborate, dovrh pur essere nn btrasformatore
‘0 maggior rendimanto,
_— S Se 1‘1-:1:3«111.:3.1 valendosi memo che sia pessibile ﬂe']]e facolth comuni agli aliri
ot 3 pasert, muscira a produrre nuove energie sempre pilt alte s meglio assimilabili
. m auc-i_ digcendenti, pEI’:EhE! (uesti ﬂivantipn ancor pint abili ed efficaci krasfog-
imatori delle energie dell’universo; se rinscirh insomma a reshitmire all'ambiente
onte) 0 : . ; !Lﬁﬁm:gie 'E-IIPEI“;OI'i a guells di cui si ‘f"ﬂ-].ﬁe, sarh E.gli pureé nn buon trasformatore,
i o B :::"Eii!_@:l'llﬂﬂnﬁl sara un mediocre, un quttwu; un pessimo trasformatore.
ool - La vita di ogni essere ha dungue lo scopo di migliorare continuamente so
3 2 /gfesso per rendersi atbo ad assorbire, ad nssimilare le diffuss energie de} cosmo
ik ":'-:'_fhnmni:arle agli essexi della .s;_m speuia ﬂ_ﬂil[u_hé questi, ﬂ.l%ﬂ lor volba, da mo-
gesfores ¢ri divengane buoni, e, possibilmente oitimi trasformalori.
¢ s Quindi, in particolare, 'nomo rinscira a migliorare i suoi simili se a questi vomu-
f_?:_-hefﬁ. energie soperiori; le quali nells vila seciale si manifestano sotto forma
Sl verita che servono poi & regolare la vita futura e la utilizzazione delle energis
s 5 .,.,.::-Fﬂni'?ﬁl‘ﬂﬂ. - | o
plsnto ~“In altre parole egli deve concorrera enll’asempio & collz parola al progresso
hbero = ____i__’_t[t_nﬂuﬁ benessere. R P
;’::E.iuj A volte 'vomo riesce 2 scoprive o a diffonders nunove verith reali che modi- |
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~ Quest’altro seme, siniesi anch'esso di trasformaziouni precedenti, fari Borgere
un altro essere adatto non solo ad assorbire e ad assimilare le sostanze diffuse
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feano radicalmente il pensiero umano; ed allora esso & un trasformatore
tissimo rendimeuto. [n questo cuso il sue nome diviene simbelo ad esemp
mortale di grandezza henefica e di umanita superiore per le fulure.genera:

Altve vﬂlte colla sna energin e eol suo lango e meditato stodio 'ueme

a datenmnara con mnggmr precisione le veuta gia note ed a comunicarle
pit o inemo numeroso grappo di altri nomini, che le propagheranmo a loro
in quesfo ¢aso si dirh ch'esso fa scnola e diviene masslyo.

Anche quest'womo si poirk dire un bnon trasformatore, per quanto_eg
un rendimento inferiore a quello del tipo Eupfa indicato; ed il suo nom
vicordato dalle successive generaziani een afello, stima e venerazione.

Ogni nomo pud divenire un ottimo trasformatore, purchd sappia oppe
mente usare i mezzi necessari alla elaborazione delle sne energis latenti.

Questi mezzi egli pud conoscere cen lo studio, ossia colla conoscenus
verita gia scoperte e palesate dai suoi predecessopi, e lenendo un regime
corrispondente ai ben noti doveri verso se slesso e versp v suoei simili,

['uomo the sente di essere un buon trasformatore e vnole divenire

~ lia 1"albligo di conservare piit a lungo che sia pussibile la propria esister
~dedicarla a prd degli allri, vestituendo con parsimonia e giusta misura le ¢
superiori scquisite. -

Come la molla dell’ ﬂrﬂlegm searicandosl lentamente, pud cowplere
quotidiano lavore, ma, se vien fatta scaricare in modo repenting, restituisce
abtimo la energin presa e cessa subito di compiere la sua regolare ed ubile fuw
cosi I'nomo che troppo si EEEI"EH-H a vestituire le energie prese ed elaborale
buon trasformatore, ma non di il massimo rendimento. It queslo sarh dato &
da eolui clie- pel suo temperamento flemmatico, si maubicne calmo e sere

Cli conosca 1a vita e le opere di wn nomo & dungue in grade di giu
in mode adeguato 8 sincero, purchié sappia nssegnare i covrispendenti val
sitivi o negativi ad ogni sua manifestazione estermre di energia. La son
qaesti valeri esprimera un giudizio sinketico preciso.’ |

Con questo criterio si pud dirve, ad esempio, che AneELo B.:':.T'IELLI,
-maestro fondatore di una scuela, la quale lavord sempre con fede e con entun
fu un buon trasformatove. Percid il swo mome sara vemerato mou solo d
discepoli, oggi valorosi insegnant, ¢he ebbero da Lui lume ed incithmen
Iovo abtivith scientifica, ma nnche dai lILEﬂE:[}ﬂll dei discepoli.

k

V. B

Livorno, 11 geungio 1917
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LA MATEMATICA FINANZIARIA E LA MATEMATICA ATTUARI

in nn receute Manuale del D R. Viti @

Pubblico con piacere poche considerazioni intorno a questo
apacmlmenta per due mofivi: ogni pubblicazione nuova, sia

() Elementi di scienza nituarale per gli istituéi teemnici, L. ﬂappulh editors, Rum‘:
geiano,
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 sviluppi suai propei e quindi nell inse

-~ tore, cui potranno aspirare un perito ragioniere, un perito commerciale ed
. un perito attuariale nelle Banche, in aziende commereiali (in particolare,

"::é-'é;"__[pag. 11}, di derivats seconda (pag. 13), di emrva lognritmics o di assintoti (pagg. 28-24), ai in-
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‘elementare, su g, Matematica finunziaria e su la Malematica aliua-
. viale, & un contributo pev il loro collocamento nel posto, al quale

hanno diritto anche neil'insegnamento medio ("); il lavore del pro-
fessor Viti, dopo I'aliro apprezzato del collega Insolera (®), & una
spinta all'gsame delle questioni seguemti, sinora poce o niente di-

- scusse e chiarite, da noi:

Quelle due discipline, ciasouna delle quali ‘ha finalitd, carallere e
grnamento supeiiore vite « sé, pur

. con vincoli parzialmente necessayi d precedenza e di sviluppl, in quali

condizioni convenienti possono-presentars: accomunate in una sola disci-
plina nell' insegnamento secondario? Cios: qualy sono i limiti, ¢ metodi
pik adalti, i sussidi indispensabili ¢ gli accorginienti oppoviuni per in-
trodurre in scuole medie U insegnamento delle stesse discipline?
Bastano, in scuole secondarie professionali {sezioni di istituto teenico
ed istituti commerciali), perr un’esposizione elementare delle due disel-
pline, vispondente agli scopi ed al .ﬁﬂdﬂﬂ dt quelle scuole, le nozioni di
Matematiche prescritte dai vigenti programmi, come queste sono ritenufe
bastevoli per gli insegnamenti, opporiunamente ridotti e res prafict, di
Costruzioni e di Topografia (nella sezione di agrimensura) e de Astro-

-nomie (nell’istituto navtico), per gli sviluppi dei quealé 2 corsi superionrt

esigono il polente sussidio dell’ Analisi matematica ? Oppure sono impos-
sibili sviluppi elementari di Matematica finanziavia ¢ @i Motemation

. atluariale, seriamente frutiifers, senza un insegnamenio propedeutico di

Matomatica superiore? Cit essendo, siffatti complementi possono limitars
a-poche teorie di Algebra ovvero debbono estendersi, com’é indispensabile
in un Istilulo superiove, a nozioni di Gondometria (non prescritte n@ per
 le sezioni professionali dell'istituto tecnico, ne per gli istituti conumer-
ciali), di Geometria Analitica ¢ di Analisi matematica {*)?
Sono realmente necessari, per le future e modeste mansions di esecu-

di assieurazioni) ed i altri uffici congenert, teorie complete ed appro-
fondite dei numeri wrazonali ¢ dei limiti, noziowni sulle serie, I inferesse

() Certi giudizi, simili a quelli contenuti nell'srlieclo Alatemiatira finenziorie ed altyayicte
pulibiieato dalla Rifornia sociale del I« gennaio 1918 (dayvero sorprendenti, in hocea di uno &ti-
mato colfore di studi scientifiel), sullo eviluppo atiuale, sui confini della Matematica ntimariale
¢ sul contathi di quelle con altre discipline (deils quali, la Tacnica banceria non va confuss son In
Ragionaria), sfumane immediataments eome nebbla al vento, senza clie alocuno pexrda de! Gempo
intorno ad essi, guando si portine per un istente al cospetto nom solo dei trnttati 43 Matematica
atbusriaie ricordati dal collega lnsolere (nel vumere sneeesaive di quells Rivieta) o degli altri lavori
da loi mon citati, ma anche o specialmente dei 50 volumi del Joirnal of the Instilude of Actunrics
di Londra.

' (*) Elemanti di Matematica flnanzizric ed altyariale, 8. Latiss ¢ 0, editorl, Torino, 1916,
(") In queste volume del Viti, si parla; di inkteresse continuo (pg. 54-58); di gerie Linomigla

(pag. 55-58), evilyppande {1 4 #)Y nell'ipotesi che sis nota ln serie’ logaritmica e rimandindo
ali*Anolisi algebrioa di Pincherle; di criterio del Raabe por 1a convergenza di mna serie (pag. 75): £
di rappresentazione cartesizna {pag, 58); di caleolo combinatorio (pag. 110); di integraje (pag, 138); -~ =
di annuitd variabili (page. 77-82). Gli Tlementi dell fusolera, conformemente ai programmi depdi

- istitoli commerciali, presentanv: I'apaligi combinatoria {pagg. 21-99): il hinomfo di Newlon

. Apoge.30-32) e I'interpolazione come appiicazione di esso; In capitalizzazione continun (page, 83-88):
disgrammi cartesiani (pagg. 61, 88, 92, 108, 188). I rwervitore, nel su¢ pregevele Manuale di
Matomutbica finanziaria ad usp delle scuale di commereio {Zanichelli, Bulogaa, 1811}, parlz di serie

- teresse condinno (pagg. 26-2¢), di valore massimo (pag. 48), di svilappl in serie (pap. 44, di de-
- vivate dordine dispari o purf (pag. $9), di sviluppo don ia formela di LZagrenge (pag 81), cec.

Torvine, 1912), digcorre a lingo di intereess eontinue (pegg. A9-47), misntre nou si oecupa nh di
. anpuiid, ne di prestit], - R T
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continuo, le annuile certe wariabili, sviluppi abbastanza estesi dally
via delle probabilita, le operazioni su piv leste con 0 senza revers
le annuite vitalizie variabili ¢ le assicurazioni variabili, ece.?

Gieva evitare it genere, per scuole medie, i simboli sintetici e
rali, potendo Uesame di casi particolari, anche numnerici, chiarire, |
stanze bene e razionalinente, proprietd ¢ procedimenti? Speciabnes
un libro deslinalo ad istifuti secondari, conviene aver cur® scrupol
Refinire ogni vocabolo non appurtenente af linguaggio comune, priy
usarlo, anche se lo si definisce in sequito 2 Sono utili od ingomb;
nel corpo di un tesio sculastico, frequenti cenmi slorici sué singoli
menti? QQual parie, in quelle scuole, converre fare agli esercizi di ¢
cazione tmmediate 0 no, rispetlo agli sviluppi teorviei, nei limiti
Vorario?

Infine: un libro di testo dev'essere, nelle seuole medie, ung gui
fettiva, per I insegnante nelle sue lezion: e per 'allievo nello studi
meslico, ovvero un inulile oggetto di puro lusso, che si prescrive so
perché cost vogliono i regolamenti, mea che si lascia interamente 1
sparte per dettare le proprie lezioni con etodo, sviluppi e lingn
diversi? _

Basta enunciare twli qnesiti, perchié se ne intenda subifo tutta
portanza ed anzi si riconosca "impreseindibilita della loro soli
per corst elemenbari, nei quali an ingegnamenfo pud divenire a
decorative, tanto guando © troppo esuberante ed alto, come gua
lrappo snilzo s basso, Hssi, lungi dall’essere stali esaminali
dus discipline Matematica finanziaria e Matemaiica atfuariale
gl & detto, non sono stutl sinora neppur posti netiamente, d:
Certo, 10 non intendo discuterli gua.

Non si hanno programmi ufficiali, ehe sieno mediocremente
lerabili, per I'insegnamento secondario della Matemalica finan
o della Matematica attunarale. Nella sezione di Ragioneria deg]
tuti tecnici, alcune nezioni di Matematica finanziaria ed anc
Matematica aliuariale sono Jdate sinora in parte dalla Maten
elemenfare ed in parte dalla Compulisteria di non felice men
non ripeterd come, sia in generale negli Elementi di guesta disc:
sia nella pratica dell’ insegnamenio. Per la sezions commareiale
istitutl commereiali, vigono certi programm del 20 settembre 1!
clie addossano buita la Matematica finanziarin al programma
gebra Klemenfare e, viceversa, in nn programma, detto di Hle
di Matematica finanziaria ed atfuariale, non seguano alcuna
di Matematica finanziaria, ma il calcolo combinatorio, 1o svi
newtoniano, la teoria della probabilila, uno spunto d Denio
nelle tavole di.sopravvivenzan e pochi caleoli atbuariali, Ese
dispongono niente, per la sezione attuariale degli istitnti col
ciali: 1 programmi perd del 1911 (in Cingue anni di vita delle B. |
media di studi commerciali ed attuariali, tip. Festa, Napoli} del
zione attoariale dell istitulo commerciale di Napoli, I' unica es:
m Italia, presentavano svilippi di Algebra complementare, d
gonomelria, di Geometria analitica, di Caleolo mfinitesimale,

(" Per gindicara delln bonfd di questi programmmi, basterit sapera che non centengol
numero rigunrdante la Geometria; cosi ohe gli-alliavi degli islituii commersiali (the
gone ad une sezicna professionsle dl istiluto tucpico) sonoe licensiabi con la sela enlturs
trica asquistats dai eorsi inknitivi @ pratiei delln sausln tsenica a, eon tals carrado di co
matemagiclis, possono pnssare ad istituti supsriori, rebus sic stantibus par Palio senno dei
modexatori seolastici!
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amﬂtlﬂfl. finanziaria, di Caleolo delle pl’ﬂbitbiiit'ﬁ o di Matematica at-

tariale, aventi pressapoco nn’estensione pari a quella dei programni
alin sezione atinaviale dell’ Istibuto superiore di Roma, allova esistente
il ora soppressa. B I'altezza di gquegli sviluppi, non sognata mwai da
leun programma di senola media nd in {talia ne fuori, 6. confermata
ial Manuvale di Matematica finauziaria del Guerritore, il quale afferma
‘wasere il suo libro in complesso un compendio delle lezioni che su quel
saggetto s impartiseono agli alunni delle E. scuola medic ot studi com-

R e e T

igrciali ed attuariali di Napoli,

n gindizio esauriente, su di un Manunale destinato in modo espli-
ito agli istituli tecniei, non parmi correttumente possibile. Non sa-
- the ad esso ha dato I'sufore, in vista di un ipotetico programma, e che
uo avergli imposto molfe rinunzie, strappi penosi, preferenze non
& " priori ritem}tn responsabile Imi, seuza teuer conto delle esigenze
il quella destinazions, ma che, attentamente vagliate, possono costi-
- uii. D'altra parke, non si pud sorvolare leggermente sul fatto, che
~ vnche la seienza e la senola hanno le Toro ginste esigenze. Io poi — che
enti quesiti e che, richiesto, ho presentato un abbozzo di programma
)y gh 1stifuti fecnici, con. la viva preogccupszione che vi s8i inse-
ntensamente, & che si abbondasse uelle applicazioni rivolie sempre
IFapprofondimento delle questioni e g maggior sviluppo intellef-
olln Matematica finanziaria e della Matematica attuariale, negli
bifull tecnici, & perd ancora di 14 da venire!) — mi guarderei bene
*dell'antors, un libre, che questi, nelle attuali condizioni di assoluta
berta, pro aver concepifo e condotto con criteri molte diversi e
¢ covtamente non capitalizzato. Ma sarebbe inammissibhile la pretesa,
dolla quale non I'egregio eollega Viti, ma altri colleghi peceano, di
= jier quelli di seuole medie! la voluta qualita del doppio uso permette-
bbe di ricavare la conseguenze dell’inadattabilits ad enframbi gli usi.
S ivot, Vil bl E}ﬂnvénntn fra la piccola schiera del suoi confratell; ita-
cian, mi limiterd a fare soltanto pochissime osservazioni, delle quali
irei fossero almeno iucentivo ad mua discussione sergna, spassigo-
168 e vantaggioss.
¢ inleresse sewnplice (36 'gag._}, all'interesse composto (24 pag.), alle
muitd (33 pag.), alle probabilita (52 pag.), alla Statisticn (60 pag.),
tativo delle diverse teorie trattate, perch® si possa aver idea del
shego attribuito a ciaseuna teoria. -
¢ discipline esposfe, quanto_per i simboli, segue la scuola fran-
8se e pinttosto il Merie per la Matematica Ananziaria ed il Polerin

‘ebbe onesto gindicare un libro indipendentemente dala destinazione,
ridite ed espedienti molteplici: cose tutfe, d1 cuail non dev’essers
nire Litoll di merito o di demevito, rispetto a programmi ben defi-
0 espresso 1n altre oceasioni il mio parers su qualeuno dei prece-
14586 poco, quanto pud ritenersi sufficiente per quelle scuole, ma
tile degli alunni e non gia alla pratica grossolans (I’ ingegnamento
il gindieare con 1 miei eriteri seolastici, disentibiki al pari di que’_l'i

glt @ costato dei mesi di lavoro, rivolto tutto al bene della scuoln

S servire anche a studenti di scuole superiori un libro compilato

Per tuile le ragioni dette, io nel dare cordialmenie al ibro del
il terrd quel conto che erederd in una eventusle riedizione o che
Il Mannale, dopo un’introduzione, contiene sel  capitoli dedicati:
premio ¢ riderva (74 pag.). E sufficiente gquesito eenno del guan-
Lantore, tanto per il gindizio degli argomenti di pertinenza delle

:ﬁ-:-'fl}fatei per la 'Ma_tQmﬂﬁcﬂ attuariale, menfre oggi predomina gin-
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. In siifatta condizione di cose, la quale si approssima all’anarchia,
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-stamente Iz seuola inglese, col ecomplesso di sintboli de]

abtuariale di Londra, aceettati da tutti i Congressi attnarial
intende compresi anche nella Matemalica finanziaria (invee
tions firanciéres, secondo i francesi) anche I’ interesse semy.
1 nostiri ordinarl programmi assegnano alla Computisteria,
prevatentemeunte pratico, delle operazioni di Borsa e di (
quall costituiscono capitoli della Tecnica bancaria e seno 't

ste (lalla Computisteria nei corsi elementari (la Matematic

ziar fa, stabilita come Ia nona delle 11 materie fondament
leg xe 20 Marzo 1913 per gli istituti superiori di studi con
no'a puc aver inferesse ad inbervenivvi che in gualche stuc
ra le, specialmente di carattere teorico, e quindi come una
tante applicazioni pitt elevate). :

IT prof. Viti c¢i ha pure offerto un volume antografo, che
211 lezioni di Matematica attuariale, tenute nell'anuo scolastic
presso la Accademia dei [lagionieri di Bologna, e contiene I:
degli ultimi tre capitoli del libro odierno. Questo compren
n pik, rispetto all’altro, le teorie dell interesse semplice e |
& delle annuita, propedeutiche per la Matematica attuavial
nostante, conserva il hitolo di quel primo volome: Scienza A
Potrebbe giustificarsi tale fatfo col predominio della parte :
(pagine 186) sulla finanziaria (pagine 92), la guale sta con
duzione alla prima; ma la sua ragione ci & piutbosto dats
tendimento, affermato dall’autore nell’Introduzione, di consi
Matematica finanziaria e la Matematica attuariale, (non si
riguardi della trattazione elementare o rispetio all’insegnar

~ periore o, peggio, per lg due discipline in se) come parii d

questioue: vicerca del walore di un capifale ad un’epocd indic
il ragionamento che I'autore fa, per dimostrare il suo assur
almeno chiaro e certo non pud essere inteso da chi incor
studio di queste discipline, Infatti, egli afferma che la sepa
le operazioni sul certo ¢ probabile (fatta per comodilte di stiu
po’ froppo, anche nel campo elementare, in vero!) 2 stabi
natura dell’ epoca (momento), alla quale si riferisce la vricerca
attuale {su, era debto valoire) e che puod essere certa (ciod, fiss
bilita : womente finanzidrio) ovvero probabile (cio?, mobile, .
moniento assicurativo). 1 poi: il momento assicurativoe & in di
col faita che ¢ aggetto dell assicurazione; é indubitato che fra g
ha caratlere imponenie e vreminente la vita dell nomo.

Che significa tutto cio? (') Quando io d'etd z, posto in(
pongo di stabilire quanto vals per me 1 lira, convenufo
saggio ¢ per |'inferesse, puo verificavsi: che ad essa ahbi
senz alfvo, dopo un certo tempo n, in A a contare da un’on
bilita, ma qualungue (in particolare, da 0): ovvero, che

(*) Tnsisto mel chifarire queste punfo, specialmente perehd, in nu iibro 4i Elemeant
tica atinariale (che V' Autore, 5, Spinedi, crede possa lorware utile oo afyunni Jdi istifuti i
(et eammeareinli ed, (0 une prime Jeltura, anche nd alunni df Istituti supeviori, nientedin
fedelments riprodotin, senz'nliro, anzi con minori schiarimenti, Ia distinzione, fatta
i'epoca dl riferimento in certa e probabile s la corrispondente distinzione della M ate
ziarig 8d atboariale in done rami. In questi Elamenii, & scrilto: la Mafewarica attnari
tearia dell” interegge in rapporio alitt morialitd, ciow e tesria delie rendiite vitalizie ed |
suifa vita dell’womoe, Kon saprei proprio che idea della Matematiea attuariale possa
questa deflnizione, e¢hi ne inizia lo studio! Che, in corsi elementari e pratiei, gli all
un po’ credere al maestro. forse pud - in parte passare: ma. ehs déhbane eredere a e
prensibili, ancke perché contepenti acgenni a guse non defnite, veramenfe non parm
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faulo di avere Ia lira in dipendenza di certe circostanze conve-
d es.: che 1o sia vivo, morto od ammalato alla fine del tempo u;
e iy moglie siamo vivi alla fine del tempo n; ehe rain ﬁgiiu'.

11 L al niomento della mia morfe, alla fine del tempo n; ecc.)
:tmbi 1 S0no %?satll n ed ¢, non posso caleolare valore alcuno, Nel
s mi caso (Matematica finanziaria: campo eervio), il valore di 1
; hffﬁ . nel secondo (Matematica attuariale: campo aleatorio). se ad
;’ﬂ“. Eﬂ - ;_;. n':;t mlt[:EI{J;Etm quuu*dn sia vivo alla ﬁijaﬁdei temnpo 7, il valore
Mereii . i :lﬂgfeb ﬂEEL uni certa legge di n_m[-[,ﬂhltﬂ_ con una data tavola,
fin ﬂ. = | 50 I‘d ﬂili 8l 3 dettﬂ_'[]E;l‘ nna 1[[‘;}1 1.}1[-& per I_IIH‘HL HllﬂEEESi{]l]E
delle & L, considerate ad nguall diskanze di tempo (annuitd). Variando
. ﬁ 21 I].HIHE:_I'] ‘l, 1, T, va]_‘l_;-_]_ ﬂ“ﬂﬁhﬂ -l.l ‘ETEL[GI‘E: dl quﬂ“ﬂ. Iil‘ﬂ. 0 !]i queuﬂ,
| 1% | ;.Es__lt.'-t.t"lﬂ di lire. & non si uscirebbe dal campo della Mafematiea
5 190 & _ égl ol Eluﬁ-udﬂ sl ]EFE:SﬁII_tE}JEEq questa parzinle aleatorieta, non.
R (b dln e da .ﬂrdll‘llﬂ. et ai.b‘f‘LE 10 avesel dritfo alla hira alla fine
le gr T % annl -[“’ 0g8 (‘ﬂj 1gazioni); nel qual caso, potrei trovare,
o rg., n valors o prezzo medio, Ma | oggetbo deil'assicurazione,
e: cional SURTO CRBY, sarebbe 1a liva, non il fatto della mia vitu (ehe bells
i %ae, S s& potesse assicurare la vital). Beco tutto. Dov’e la
tuarsies - o G.f’:i‘f’ﬂ-“ i':' nott ¢, 72 ed 27 Guma mai la mobilita equivarrebbs
. - ,:i& L Eli e la fissifa a certezza? Invano, ho_cercato la spiega-
Cdall = q:ll;a_l_ ﬂ]ﬂt{'lﬂﬂ%ﬂ .ﬁuzp_nzmrl_u 0 fisso nel n. 31 e di quello attua-
derate H:) /s SRk 7; nei quali numeri, i due problemi, nettamente
s, E{-} s :_-1 -i QriQ [}l‘ﬂplllﬂ EE}_JI?EIJI GDIPE It ho QI'éL lﬂ,(}ﬂeq"ﬂ.tl_ Sﬂ[tﬂﬂtﬂ nei
nentio sz ] e?#]PEIEt =Etﬂ”nﬂz'l'mm di momento finanziario, a proposito
Hmm B ﬂ-:ﬂ[iﬂl Ei.__"GEI' E'- [ 1I ﬂlll. naoi si dﬂﬂl]]&:ﬂﬂ 1 ﬂﬂfﬂ?'é':__m dﬁ.. pﬂl. {lll-ﬂﬁ-t_ﬂ,_
e, i L P Seesie con , emplics avverkio ot
ko, nh . oento attuarisle non figurs e III‘I'G”J}IHJH e); mentre |2 nozione
HIHLF;%-* i *3:5:3""]3 d apital Hff & ~outi £8P 16 tﬂt_ﬂﬁl_l__t% rel n. 97 e 98; b
ziontii ij{?::n?i : ib:ﬁgl fi.] e di erlti;a e dxuﬁunmta vitalizia,
tio: v O ——. 5051}:1.3;11&” P . lnsegnamento superiore, il guale
lita dnlke s O pprotong qu?-l?_ﬂ pill si pud Ie, questioni e non ac-
ol vt 8 cntarst @ noziomn generall o pratiche, &’impone la maggior
a. i ;ggzmﬂune — convenga lnvece, nel!"msegname‘ntn elementiare,
wid are o H,Imei!m_a.vwcmm-q quante piu & possibile, per rendere
vend ﬁ e meno faticosa la visione delle cose ai privcipianti, Ma,
el davvicinamento @ soggetto al vincols, che il disceute vegou
i 0 nel due campi, avvicinati o soveapposli per vagioni didattiche.
. mh + le quattro diseipline Botanica, Zioologia, Mineralogia e Gen-

i*lIE]IE 5;‘31_1;:1_& gecondurie stauno unite in una sola discipling, le
o e S e Nafurali, senza percid cessare d'essere scienze distinfe per
a2 U e = per lmg_eg_nﬂ.mﬂnta superiore (ove anzi danuno pur luogo a

£ & iche speciali, ormai autonome ed interessanti: peLtdgm-ﬁa' tat-
tisay speleologia, metallogenia, cristallogenia, ece.): cosi. Matema-
i finanziaria e Matematica attuariale possono stare *ﬂnngiuute

A

%:E::cunle medie in una sola disciplina X (). 0 come Ia Botanics

reniel, I'.Irl?:

1810, K :

dal ¥t 1} Quesi'sceoppinmento, per il predominin dai askeall numericl e i
o el el . . _ per il suo earatitere pratico

natlt_ug ...___; Efﬂlﬂlfh_ Fﬂtl'ﬂPhE ossar chiamato Lritetics commerciale {eol qual nome, io ho gii iu:il-

aie o/ anasposizions di Matematica Snauziavin, avente caratbere pratico, appunte per senole se-

satie): a fale dimeipling, potrebbero assera ageiunke tubte ia applicasioni s el
wte ora dalin Computisteria, lasciande a questn | radimenti ﬂgiJnF'I?tln_r:;ni?: ﬁluﬁmﬁf:infﬁz
L pragramma del .eoliega & Pigzex all’ Universith commereials Luigi Bocconi, & indiesta con
ge non : ] tu.m. comagersiale in ingieme di questioni pratiche, proprie oggi della Gumpu;;iatm-in.* mentre
r i ::;:!:?_iil.ifﬂﬂufl—ﬂ! finaneiarie un corsoe, ché dabho riteners razionnle e collegato al rml'sﬂ COm»
,:Eﬁ_tn_ra anico (Annuaria deli*Universitd predetfs, per gli anni seolastici 1914-15 8 1915-18,

......
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e ln Zoologia sono legate dalla Biologia, esame dei fatti della
organice comuni a gquelle due secienze; cosl, Ia Matemaliex fi
zisria e la Matematica atbuariale hanno in comune la Teoric i
matice dell Interesse, che da alle Mutemafica attunriale 1 Fatkto
di sconto. Oltre quesla zona comune, la Malematica finanziary
iutbe le sue pilt interessanti applicaziont wll'amportamento (del «
il libvo del prof: Viti non paria, onde non pud dirst che cont
lo teorie della Finanza), si svolge entro un campo, da eui niend
tinge 1o Matematica attuariale e nel guale quella 81 trova piut
in relazione con la Tecnica bancaria e eoun lu Raglonerta; menl
Matematiea attuariale si fonda, oltrech® sulla Teoria matem
dell’ Interesse, anche sulla Teoria delle Probabilita e sulla Demog
e si trova a eontatio diretto con la Tecnica attuariale, cul pm
gano la Legislazione, 1a Ragioneria, la Statistica economice, le e
mediche (). |

Milane, tip. sovinte di . Sironl, 1918), interamente di Malematice fnanziaria. L'accoppil
della Matematien finanziarin e delln Matemadica attoarinle in uns sola digeiplina elomen
pratice, natornimente per scuole medie, mon 3 nd nuovo, nd racente fuori &’ Italia: ne pra:
gaggi il Cowre d'Algébre finuncitre d i ilompers {Anversa, 1900) e I'dritietica politice di H
(Vienna, 1902), (O
(1) Stimo pertanto doverosp ritemore che il coMlega usolers, guando, nel suoi Element
in principio, parla @i plecncamo per la denominazione di Matemsticn finanziarin ed alin
serive e¢he la Matematicn fGnapzlaria e 1a Matsmaticn atteariale, il cui nesao jo Lo ;i
sointo, possune & debbuno riguardarsi come capitoli divargi i an'unfea disciplitg, voglhia 1
ai Timiti modesti traovint¥ in linee programmatiche svegolamentori oi gowole medie statali, in
enso, stanno tanto il possons, guanto il debbowo, Se poi badiamo alle esigenze dell"insegn
supariore, che mon sempre possone essere guelle della sciohia in se o di certi aggropg
voluti da considerazioni logali e persemali, i due possono e debbonv snssisiono, per Ja Mak
finanzinria a per la Matematica attuarinle. come per I'Algebra Complementals, la Geometr
litica ed il Caleolo infinitesimnle (di cuni, la 1* s la 2= sone rinnite nell’ Universitah di To
in qualla di Pavid, 'n 1» ed il 3% sono fusi nell’Aualisi moatematica preasso i} Peliteenico
rino; mentre eib non avvienn nltrova): sossixlono. come pey la Geometrin aumritie:-u.. i
tiva, la Descrittiva o In Geomslria Superiore, copitoli deila Geometrin (Gelle guali, le pri
gond rianite a Roma, In 2 e 1a 3* a Pavin; mentre cio non avviens alirove); ed infline,
lizzando gssmpre piu, si pnd dire che guei possono B debbono onssistono, comae per buthe 1
niatiche superlori, insegnsle nelle mostre Universiih, poicha fra esse le ailinith, le pene
ed i snesidi sono innumerevoll ed ogni giorno nel sampo seientifico scompiiond antiche
convenzionali. Ma ¢id non teglie, nell’'insognamsente nniversitaris, la epnvenienza ad &
cessith di rispetiare la differsnzinzione, impesta alnmeno dal bisogno e dal'nkile della d
dal lnvoro. B certo P'alimita frr Geometrin Annliticn, Proieitiva o Deserittiva, che hannc
mnns 'oggetto come parecehilo dinciplino della facoltd medien, & molto maggiore che fra Mat
finanzinria ® Matemalien situariale, alle guali le lore prime applicazioni segnano campi |
appure anche J& guante differenze e non tutte di metodo & won tntie formalil.. guants
gsigenze, specie nei rigihaidi didabiici! E ¢hi non sn c¢he gli -abbinsmenti di dne diacipli
ordinariamente s donno di una d'esse, essendo almeno ovvia | preiarenza dsll'insegni
ung, n eansn del suo indirizzo apecinle degli siudi e der consepguenti spoi laveri? 11 celle
{ferm coOnNoass per emperienza, al pari 4i me, che, negli istitubi superiori di studi commevei
questi gl nniei, nei guali Matematica finanziariz o Matematien attonriale possauno e
avere sviluppi di earaiters ssientifice}, a'impone 1a necesaiti di innalzare convemiente
livello degli atndi 41 Matemakica {interessanki p pint discipline o eogtituanti nna nota fo1
tale di quegli ambienti scolastici), a vantagsio nom solamento defla Matemabicn fnar
dslla Matemsotica atinariale, faeendo preesdere il corso presorifio di Matematica finan:
una thiona introdmzione di Anallsi, B questa introduzione dev'assoro bon diversa da
che 8l trovane in gualohe tratiato di applicazioni, ad es, nelle Legons dldmentaires sur
des probabilités ¢i K, i Montessus (del reslo, pregevoli), nalle quali in sei pagine sone
¢énti 'analisi combinatoria, la valutazione approssimala dl !, gli integrnli definiti som
inbograli indafiniti e le derivate, naluralmente per consigliar poi di ammeliere senza a
zione qualche formola (pag. 40) o diverse trasformazloni di integrali [pag. 42). Convel
parte con quonto serive il .eollegn Bagni {Teoric mutemniica doi femomoni collotiivi
pag. x111, Barbira, 1915), vitengo che gli istituti superiori di studi commereiall voglic
stanzn di tre corsi dislinti, ma coordinatl; Analisi, Cnleole pumarico & Majemniiva {in
— Probubilith, Metodologin stutietica ¢ Demografin; — Alasemaztica & Tuenica pituariali
‘ pbassi istituti nossono supplive, per le operazioni pssicarative, nlla manenaze di ung spe
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= Nel capitolo VI della Statistica, I'antore tratia dj alcune fanzioni

 biometriche, delle tavole 2 delle equazioni di sopravvivenza, della

~ deferminazione di probabilitd di vita e di decesso per una testa

per pin teate e di probabilita di sopravvivenza. Risulia da gquesto .
che egli ritiens [a Demografin compresa nella Stalisticu, secondo I
roucezione deglt sutori meno recenti. 1l cle e pure akttestato da al-
~cuol cenni storici, nej quali, dopo notizie sulls stadio embitonale

itello sviluppo della Statistiea, non si nceennn chiaramente alle due
orventl, manifestatesi nel suecogsivo stadio seientifico (specialimente
= nel secolo XVIII), della Statistica descrittiva (disciplina pulitico-

. amministrativa) con Conring ed Achenwall o delin Statistica investj-
gatoria (scienza sociale) con gli Arvitmetici

scientifica con Sigswileh (Ia questione dellord
valore del metodo). In quelle notizie sforiche, non si dccenna nep- .
pure all'assetio attuale della Metodologia stalistica, affatto digltinta
“talla Demografin e sorts gid col Cowrnot alla fine dellg prima metd
del secolo XIX, per eul rimase sorpassata
gbica descrittiva e poi anche quella dells Statistica considerata come .
= “selenza socinle generals: ed infine non st nota che gli serittori iia-
= linni -di Statistica del secolo XIX «f occuparono i essa pinitosto
= con fini politici, in consegnenza delle condizioni politiche del nostro
paese a quell’epoca {ved. | tratiati di Bosco e Benini

F‘Ulif-lﬂl e []{'Ji sn I:!-E]_Sﬁ
ine divino non foglie il

l2 corrente della Stnti-

.. Nello stesso eapitolo VI, non o fatfo cenno delle tavole italiane -

li popelazione generale, pubblicate nel 1908 in base n1 risultati del
‘censimento del 1901. Sono Invece prasentate aleune statistiche 200~
uomiche (pagg. 204-211), delle qualt non si rieses ad intendera I'nti- L
lith per questi Blementi, ma che, ad ogni modo, avrebbero dovuto
ssere ricavate dall’ultimo Annnario statistico ihaliano del 1914,

~ - Qualche maggior schiarimento, intorno alla mada pro; rieta ed g
Cwdl'usulrutto (pagg. 83-85), non sarebbe mopportuno. Credo di non b
. sffenders le considerazioni premesse, sulla difficolty di giudicare con
ufiiciente esattezza un libro, che non ha intenti di speculazione, se * =
sprimo il dubbio che, quali si sieno i programmi per scuoke medie

@ quale si sin la valentia dell’insegnante (quella del prof. Viti & ben.
S bota), possa essere esposta in senole secondarie d: qualsiasi tipo Ia
fonga dimostrazione di nno scarto s prefissato (pagg. 123-128).

. gu questo ed altri dubbi, presentatini dall’esperienza di aleuni
Annl -4’ inseznamento di Matematica finanziaria e di M

| atematica at-
darinle, polra reeare un giudizio ponderato il prof. Viti, dopo aver .
- Adobtato per aleuni anni i suoi Elementi nell'Istituto teenico, quande T
wanog atfuate le riforme didattiche da pavecchi anni promesse,
wod manet in votis /!

. 3. Or7Tu Carsoni, b

3 EIEE attuarisle. Indubbiamente, a cizaeans di quael tra Cersi sarebhe nifidato un campo yon mMano . “
n%asto, che quslle ai ecingeuao degli aliri insognomenti fondamentali oggi prescritil, Ed o quel H
odo gi pud coniribuire validamenta a Jimostrare orromnei eorti gludizi, per i quali gf iavitii frsd
feviovl di steii commercieli, nveati per legge grado universitario, sarebiesrn eonfinats wei fimati ]
_':i__ug: inegnamenta professisnale pratics, asendo carvattsvs e abizliivi analoghi Tgdv istifuli tavniej ::‘?
upansndosi egsi di assiciynre agli allisei tnicaments unic brong ronescenzn deaii dstramentd i -
"_f_rh‘u nelle wziends tndustricli (Annuario eib, dsl) Univ, Comm, Boeconi, pag, 26). ﬂ
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Annuaire pour Uan 1917, publié par le Burea des longifudes. Paris,
Giauthier-Villars. |

Questo inleressante aunuario, che si pubblica fino dal 1796, olire alle con-
suete tavole astronomicle e alle copiose notizie relative al Calendaria, confieng
quest'anno le mozioni essenziali relative alla Metrologia e alcune favole di Me.
teorologia. Secondo le dispesizioni adotiate nel 1904, avrébbe dovuio coulenere
anche del guadei dettaglinti relativi alla (ieografia, slla Statistica, ecc, ma iy
vistn delie circostamze attuali guesta parte & stata rinviata a fempi prn oppor
tuni. Contiene poi guatlro intevessanti articoli, clog:

Il Cualendario Babilonese di BIGOURDAN. |
L'anticipazione dell’ora legaie duranie leslate dell’amio 1976 di Rewavo.
La determinazione del metro in lunghezze d'onda Iumingsa @i Hasy,
La vita e 4 lavori di Ph. Hatt di ReEvavp. '

Il secondo di guesti (eirca 90 pagine) & di grande altualita trattando unm
gnistione che lha interessato universalmente: il gran pubblico. Il lelfore vi frc
verh una storia dettagliatissima della curiosa guistione e gh gvariatissimi argo
menti addotti a favore e conbro il tanto discusse provyedimento.

Dopo lunga ¢ crudele malattia, sopportata stoicamente, il giorm
15 Febbraio @ morto a Livorno il

. Prof. RICCARDO MAZZOLA

decnno degli insegnanti delln B. Accademia Navale.

Laureatosi giovanissimo -a Napoli, ove era nafo il 22 Aprile 185/
nel 1878 fu notninate insegnante uwella Scuola di Marina di Napoli
e nel 1881 passd nelia R. Accademia Navale, quando questa fu fondat
in sostituzione delle scuole di Marina di Napoli e di Genova.

Tusegnante di matematica colto ¢ valente, in.guarant’anni di ea
riera ha visto passare dinanzi a s& quasi tuiti gli attuali ufficiali ¢
Maringa, dai Contr’ Ammiragli ai Guardiamarina, 1 quali cerlament
anche in mezzo al tunmulto della terribile guerra che staano combal
tendo, dalle belle navi che vigilano glorno e notte sul mare, che dev
essere e sarh nostro, invieranno un mesto ed affetfucso pensiero all
buona ¢ cara imagine paterna dell’ankico maestro.

Ottimo cittadino, esemplare padre di famiglia, fu stimato ed amal
da quanti lo conebbero; pevcid alle lacrime ardenti della famigh
si nnisce oggi il rimpianto sincervo dei colleghi, deali amici, deg
estimatori, per la sua dipartita. i T

Giunio Lazzeri — Direttoreresponsabile

Flnito di stawpare il 20 Felibrale 1917
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" ~ Nors pEr Socro &. PEANO (.

Per valore approssimato ad n cifre decimali di
si suole intendere I'uno e 'altro dei
omi diversi:

kit numero reale
due valori che indichery con

décimali di ¢ si ottiene cancel- fre decimali di @ si ottiene cangel-

lando le cifre che seguono quella laudo le cifre che seguono quellg
i ordine n. dr ordine n, ¢ numentando questa
N ' “di una unity se Ia prima cifra ean-

cellata & 5 o maggiore di 5.

Il valore abbreviato ad # cifre -1 valore awﬁﬁﬁnd{;ﬁo ad n ¢i-

.....

Aleuni Autori usano .i valori E;bi}i'e?i_@ti, ma la maggioranzg pre=

aimili adotfano questi. B siccome nessuno da radione del Suﬂupe-

« rare, la scelta pare una questione di gnsto. Pay rilevare una diffe-
enza ‘oggettiva fra i due metodi, esporrd softo Torma parallela ls

HE{IIE dEJ G.E._Iﬂﬂli H-umﬁl'iﬂ_f and. due tr_al_qr‘i’_-, an Plﬂﬁﬁiﬂlﬂ.tl St

;f: ntervallo cni esso appartiene, Le notazioni:
i | ah, " atb, . gk, gH} o
. indicano |'intervallo da a & b, gli estremi ¢ e b essendo esclusi, o -

smpreso il primo, o il secondo, o tutti e dae. Questa n'ut-az'iﬂh;el.ﬁgu;-'
I ::IEP :ﬁf gl ; ; . = . » ot SR ™ e -
I Zas mfa é molfo comoda e discretamente diffusg

i
e
.

3, «Per distinguere i numeri decimali ‘esafiti dﬂgl'i-j&pprfﬂﬁﬁimﬁti 81 -

sgliono usare dei punti. Volendo stabilire yn parallelo fia i due
etodi, introduco qui le notazioni: 2 - _

193. =123 124 _. 1232 =1-225 1275

ciod con ung serittura della for-
ma 1232 indico Iintervalle da
1°225 ineluse ad 1-23% escluso;
ess0 ha per ampiezza T'unity del- -
Tultimo  ordinie decimale, & 123

ne & il punto medis.

) Dagli * Atti dalla R, Aecademia dclie Scienze di Tofino ,, 14 gerinaio 1917,

ﬁrisce 1 valori arrofondati, e quasi tutte le tavole de nga;ﬁi-tﬁji_'_-'ﬁ" o

_ Un namero reale & dato per approssimazione, quando 3 dato gt L




98 R b
Esempio: -
_ | V2¢ 1.
signifiea:
141 = ¥2 < 141 - 1/100

Ti simbolo & wella formula precedente si pud 1&ggera

PERIQDICO DI MATEMATIOA

| ' Y2e 1'4]:

| 141 —1/200 = V2 < 14141

iR

o

indiea la proposizione singolare. Non si pud confondere col seg
pereche da “141¢14., e da "142¢ 1'4d.. , non segue " 141 =1

Parimenti:
- Yo e 223
8 pud leggere:
11 valore -abb,r_eviatn- di ¥5 a
2 dectmali & 2'23.

| V5 & 224

Il valore arrotondato di
2 decimali & 224.

Si hanno le proprieté éeg.uenti':

§ 1. — Abbreviazioni ripetute,

11 valore abbr_e?iﬂ.tn di un va-
lore abbreviato & un valore ab-
breviato.

Il valore arrotondato
valore arrotondato non & s
un valore arrotondato.

Cost il numero 0445 arrofondato a due decimali diventa (
questo arrotondafo ad 1 decimale diventa 0'5, mentre 1l valo
rotondato ad una cifra decimale del numero proposto & 04,

 § 2, — Somma di due numeri approssimati.

1+41,, - 228, =564 - 366

4 va,__lur_e aﬁbmvi ato a 2 de-
cimali di questa somma & uno

dei due numeri 3'64, ovvero 365.

In generale:

Il valore abbreviato ad n de-

cimali della somma di due nu-

meri & la somma dei loro valori
abbreviati, o questa somma au-
mentata di una unita dell’nltimo
ordine decimale. |

La somms dei valori abbre-
viati & il limite inferiore della
somma degli intervalli che essi
definiscono.

141+ 224 = 3.64 F 3

Tl valore arrotondatv a
cimali di questa somma & u
tre numeri 364 o 365 o 3

11 valore arrstondato a
cimali della somma di due 1
' & ln somma. dei loro valor
toudati, o questa somma £
tatn o diminmta di una
dell’ultimo ordine decimal
r La somma del valori &

dati & il punto medio della
degli intervallt che essi
- 8¢omno.




R

Sia & caleolare

- I'41. x 2:928..

Be moltiplico i valori abbre-
viati dei due numeri, ho il imite
inferiore del prodotto

- 1°41 3 223 ~— 3-1443.

V5 a0 |
= o II limite superiore del pro-

. dotto vale

- AM414-0,00) X (228 + 001)

f-i-'m. st calcola cosi:

141X 293=—31443

141 X 001 = 141

223 X001 = 993

001 X O 0l = 1

e s

EIfll:rmt;e EDpElIﬂI‘E——~3 1808

jumerl ﬂpprﬂsmmnt:) & conte-
ko nell'intervallo 3-1..

ety

PERIODICO DI MATEMATICA

§ 3. — Prodotto di due numeri

apyrossimati.

Sia a caleolare

| 141 X 224z

Se malblphcﬂ 1 valori a.rrntnn-— |
dati ho nn valore appartenente

all’ intervalie pruduttu [Hﬂn 11 s
punto medlﬂ) . _

141){224——31531

11 limite lufelmre del pvﬂdmtu
vale

{141 — 0-005) )( (2 24 D 005}
che si caleola cosi:

141 <224 = " 31584

— 141 X 0°005 = ey () T
=201 ;([}U{}E_-— 1_;1_1’20, _
—+ 0:005 X 0005 = g

hI‘IIltE mfaunl'ﬁ——_ 315!:0175

11 lm*nfe superiore vale -

(1 41+0005)>< (1 2u e {}005}
ﬂhe s1 caleola cosi:

141 X 294
141 X ¢ 06= 705
224 X 0°005 = 1120
0005 X 0005 = 25

3’1984

Jlmxte aupermre-e} 17 6575 Sl

o Ul M 994w -
= 3140175+ 3- 1?65

In pratica 81 suol dua
141 X 324 59810 39
Il prodotto dei due mtervalh]_ TR
& contenuto- nell intérvallo eom= - 0

posto dagl’intervalli definiti, dm 5_;3_
va-.lml arrotondati 3-1 e 32




..............
L=k ]

.............................
e L e e o e L Lt Dol
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Il fatto clie questo prodotto di due mumeri abbreviati & con|
nuto nell’ intervallo definito da un solo numeére abkbreviato, men|
il prodotto dei numeri arvotondati & contenuto nell’intervallo co
posto da quelli definiti da due numerl arvobondati, € un caso; ca
biando i fattori, si pudo anche avere I'opposto. . perd sempre ve
che mentre il prodotto dei limiti inferiori, o valori abbreviafi, ¢
limite inferiore del prodoito, invece il prodotio dei valori medii
valori arrotondafi, non & il valore medio del prodotio. |

Lultima formula seritta coutiene il segno 0, che si pud legg
¢ 3 econtenuto ,, e chie indica la proposizione universale; e a des
o't il segno o che indica I'intervallo composto. I segni g, O, v i
partengono alla Logica Maftematica. -

§ 4. — Simbaoli.

= Per passare alle regole aritmetichie un po’ pit complicate, introd
nizovi simboli. Uso it segno romano X per jndicare dieci, 0 la h

~ del sistema di nomerazione. Quindi X7 significa *1'wnith decin

di ordine u ,. . .

Fssendo ¢ un numero reule, positivo e negativo, pongo:
. Va=— valore intere (o parte | Wa= valore infero arrot

intera) di a, ciod quel numero | dafo di a, ciogé quel numero

intero (positive o megative) = | tero @ tale che

tale che | ﬂfh—lfﬁ_._-‘_iﬂ{ﬁ—_]—lﬁ,'
r<a<<x-1. | cich |
" Wa =V (a +1/2).
Indicando % un numero inkero, positivo o negalivo, _pnrrému
3 V. a=valore abbreviato ad " W, a=valore arrotondato
decimali di a; si pud definire cosi: decimali di @ ; si pud definive ¢
| | Vo= X"V (X" a). W.e=X"1W((X"a)
Siha .- Si ha |
Vo=V - Woa= Wa.

Se ¢ & un numero reale; Yua
& un numere con % cifre deci-
mali. Usando i simboli del For-

mulario si ha: Parimenti:
maq,.{).?.haen){ﬁx—“. ﬂ&'q.{j.Wuc;EnXK“
Viceversa, se b & un numero Viceversa,

con n cifre decimali, porremo ben X X™.0.

Veb=>b4+(OF)X™ W' b=b- (— L- 1) X



_ :_ PEHQIEQJJIG@_HI-MTENATI{JA TR R () O S
. Vb rappresenta Iintervallo [ - W' vappresenta I'intervalle
i ampiezza X, e il gai limite | di ampiezza X » o i cui punto
. inferiore ® 4. Si ha: - | medio & 4. Si ha: : _
" Vo Vibi=b

Bl e vru Vﬂﬁ.:-Vnm-zvﬂ.ﬂr L E WFH W_‘nﬂ .=.Wﬂm: Wﬂa, :

| Esempio: - .
V193 =193, W' 128 =193 |
1 simbolo Va ha il valore del simbolo Ea di Legendye- _i_l__;_"&ﬁ'_m- |

“holo Vaa fu introdotio nella misa Nota : Approssimazions nwmeriche,

[T

Ksempio;

R Ace. dei Lingei 4, 2 genuvaio 1916. Il simboals V' indica Toperas =
. zione inversa di V. Il simbolo W & qut 1ntrodotio,
i

Provvisoriaments, <
per stabalive il parallelismo delle dus teorie, | | _

Se p e ¢ sono numeri inferi, e
51 legge “ I'intervallo de numeri i
dei numeri interi % tali che p=
Formulario » da me adito,

p = q, allora la seritturs 2""q, che

"-bﬂri da P & G oy, iﬂdil‘:_‘-a. I’-iﬂ'SiEII]E!
= ¢. I una notazione usata nel S

ey g—-":-"-'}"
R e e

o
e
]
e

§ 5. — Somma di pid numeri abbreviati,

i . Sia a calcolare la somima di m numerd, di cui conoseo i valop)
e nbbreviati ad n decimali, 4,, by is. b Dalla definizions di V' som-

:
:
: '!:
3

== J- S -;:.._-"L'

-
I

2
3

EVWb=5b+ (0rm)X-n, | _
I due membri dj Questa eguaglianzy song clagsi di fiumeri, & pre- iR
L tisamente degli infervalli. Segue: . e IR e
3 Vol Vih=2b4[0" (m— 1)] X—=.
'_I due membri sono elassi
osii Vibposizione si legge: | e _
“ I valore abhrevisto ad » decimali della somma di m numaeri,
I-cul si conoscono i valori abbreviati ad n decimali, & eguale allg -
“umma di questi numeri ab_hre'w_':ati'_.'an'i_nént&;tu._di 01 nd (m—1)
nith dell'ultimo ordine ,. Quindi V. IV'uh ha w valord, - -
=31 suole canceilare lultima cifea decimale di &, perché pud dif-
iwrive dalla somma richiests di it unitd; si congidera ciod V,_, 35,
» e abbrevinto V. ; 3b; pitt lultima cifra

di numeri con n cifre decimali. Questa

:

e

Zo€ Vupa o4 (09) X0, -
Va2 Vb0 Vi 264 (0 (1 - 8)) X,

Var 3 Vb0 Vs Sh 4 .((}*-'- v 1’53) X-ait
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“ 1l valore ahbmwatu ad n-—1 decimali &ella gomma di 3
meri di cui si conoscono i valor abbreviati ad n decimali, & eg
alla somma di guesti numeri abbreviati, in eni si cancelli I'u]
cifra, & si aumenfi di alenne -umiia dell'ultimo ordine deeimal

“masto (eiod di ordine n —1); il numerp di queste unita varia

al quoziente di m--8 per 10,
Fissando dei limiti ad m, si hanno formule particolari:

{4) | me2 11 .5. Vuy B Vs bgv’n_I 6 -+ (01) K_“"'I

“1] valore con n—1 dﬁﬁimali dells somma di piit termim,

'numern non sia sup&ﬂure ad 11, e dei quali s1 conoseono i v
con # decimali, si otfigna fﬁ.nandu la somma dei valowi abbre

e cancellando Vultima cifra; perd l'ultima cifra rimasta forse si
aumentavre di 1 umta -
In modo analogo si ha:

*m—I—QS

| {5) Vas EV'D g'ﬂ?’n_ﬂ“ +( g )K*’“'”_;,

da cui .81 deduce 1l €250 paftmnlura N
me2101.0. Va2 V5 b0 V e 2b ([}-u]) X—u+t

“ T se il namero dei terrnimi non supera 101, si faecia la s
dei loro valori abbreviafi con n cifre, e si caucellino le ultimi
tutte le cifre rimuste sono esatte, salvo l'ultima che forse si
aumentare di 1 unitd, .

8 5. — Somupa 4i piﬁ nomeri arrotondati.
Qia invece # ealcolare la somma di m oumeri, di eul con
valori arrotondati ud n decimali b¢, ba,... bu . Dalla defin

Cdi W, Eummandn si ha:

(1) | - B Wub=2b+(— mbm) X2
11 Eﬂ]ﬂli;}ﬂ' di W, di questa ESP‘I'EBE-iDI]B si pud fare colla fc

_ Wa=7V (a | 1/2);
o si offiene

o o e ( moccc om .

per m parii  WoI W,odb=2b+ —"3 T2 )

12) - 2 ( ga—1 " m—1Y\.
' pe-r n dispﬂ.ri: W“ Wi b=2b 5 —2—)

\

Qumdl We. X Wb, per m pari, ha m—l—l valori, e per m
ha m valori, Paragonalo questn risultato con qnel]n della
valori abbreviati, si ha che i valori &hbl’ﬂﬂﬂt] danno un'appr



il W 08 maggiore s m & pari, o Bgualﬂ s _m & lmpau all '1pprusﬂi-
i mazione offenuta coi valori arrefondati. A
timg o _‘*‘Se cancello I’ u]tuna clim di b e uuuttmdo il usultatn cmé con-
3 e el j"deru Wi Efb Surhs -

da 0 | T‘beW,_i _b-|- (-- 5ed) X=n.

I calcolo di W,_, S Wb si pud fare rtdunendn I W al. "V CEHﬂ.— o
.;_._.'I::ltﬂ' fﬂrmu]a; il risnltato &: 3 e 5 i nbeRE

w W b Dwn—i 51 _l_( ‘.IH’ ot F- i :a[:]l?)xﬁn{d- | | 2
Ne risulta che se il numero dei termini & EDII]PIEEU fraige 11, v
valore arrotondato 2 n—1 decimsli della somma dei nmumeri di. .0 o
. otii si conosconc i valori arrotondati ad m decimali pud dssumoers
~valori; mentre pel valori abbreviati si avevano soli 2 valori. = ‘*
. Be me 1220, si hanno 3 valori sia per Y, che per W,_,. Tyt
- Cosi continuando per valori suceessivi di m, si vade ehe i vakprr oo
bbreviati danno nna APProssimazione ora mﬂggmte ora eguale, mai

- minore,-di guella rispondente ai valori arrotondati.

- Delle formule precedenti pel valore approssimato. duna Enmma,_. E
18 (4) ha importanza pratica; ¢ ad. essn si pﬂhlehhe lumta.ra UBd:
ﬂpDH]ZIDHE elementare. IRRECEL A S A SN e L e
- Nel caso pi semplice della somma dl 2 numeri ﬂbhre'irmtl ﬂﬂ . dﬂ- e
L cumali, la formula (2) da 2 valori per V,; la. (8)da-2 vﬂlnrr per: ‘Vﬁq,»-“:a:x ey
la (5) da 2 valori per Vy, e e cosl via, sempre si-ba un amh:gmta. i e
:.jt}n esiste un namero intero My b tale Ehﬂ qnﬂlunquﬂ siano i numeu;:._' PRI
\ieali a e b, si-abbia sempre V (g < b) =V (V.a4 V,b). Per ﬂsemplu
N I':_[1f3+2j3)—-1 mentre V[V, (1/3) -+ V, [2}3”:[} o - MR
.= Quindi iv pratica conviens mtluduﬂa una notaziome, per. @BL i L

izionn - ' 128...= 1 23+ 125 | | e

:_dmante I'intervalle di ampiezza 2 avith dell'ultimo ordine.
.. Hsempio:

“141,.4223.=364.... ,

" “Tha notazione eonsimile fi mfrndntta dal prof. TANTUREL, Radiei

;=;"

i -numeri approssimati, © Atti della k. Acc d] Torino 2y 21 MAge

E:'H"

gm 1816, pag. 1156.

§ G — '0[1111;1;{1 ﬂbbl‘&ﬁﬂtﬂ.

S P er eseguire 1l prodotto di duﬂ numeri approssimati, non vnleudﬂ%::fféf

Impat: & tire calcoli inutili, bisogna adottare la moltiplieazione abbreviata, =
B 8o i due numeri sono ¢ =Ya,X" 6 b=N5X" ovexr e 5 50B!

nteri, positivi e negativi, e ., 5, souo eifre, il loro prnduttt} ab
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breviato ai termini di grado decimale # si pub 1nd.1cd,Le con &
e si pub definire;

a X b= _.a;x& p 4 G A | ove pod g =< m.
Sl pud anche rvidurre alla forma:
@ X b= 2 (Vu-stt) X bs XK—H '

Queatu prndutkﬂ 8 funzions simmetrica di a e di b, eo me rist
dalla definizione. Se nell'nltima formnla, ai V sostituisco i W,
ai valorl abhreviati sostituisco gli arrobondafi, avrd unespressi
che non & piu funzione simmetrica di a e di b.

§ 7. — Ciire negative.

I valori arrotondati presentanc qualche aunalogia colle cifre
gative considerats da Caveny, nat “ Comptes Rendus de I"Académ
16 novembre 1840 ((Huwres, série 1, tome 5, pag. 431). Ogni nun
si pud esprimeré come somma di pobtenze di dieci, i cui coeffici
sono cifre positive o negalive mon E.le&llﬂl'l a 5. Cauchy scriss
segno — sopra le cifre (come facciamo noi per le caratteristi
‘negafive).

Cost 1917 =21 23 = 2000 — 100 + 20 — 3. Se un numero & sy
colle cifre — 5 -+ 4, troncandolo -alla cifra decimale di ordin
gi ha il valore -arrotondato del numero, eccetto gquando Ia pt
cifva soppressa & — 5, ed b seguita da cifra negafiva. |
Cauchy propose I'uso delle cifre negative per semplificare la 1
tiplicazione, la cui tavola si riduce ad un quarto. Egli dice: *.J'es
“ qu'en raison de lenr grande ufilité, 'Académie me pardonner:
“ Pentretenir un moment de ceb objet ., e la stessa scusa s
anche per me, a tratfare queste questionit molto utili e poco
siderate. _

Alcnni antori che usano i numeri arrotondati, sottolineano
tima cifra, se questa & aumentata (o forzata); cosl essi scrivon

Log2=0301 . Log5=0099.

| Mﬂ queata gottolinea, o segno qualunque, la cul presenza o
senza ludica In gquale .del_le due metd dell’ intervallo definito dal
mero arrofondato si trova il numero considerato, & precisam
una cifre in base 2. Le dﬂﬂ_[},ﬂﬂﬂ_ﬂﬂraguﬂ.g]iEHZE precedenli sig
S eano: -
e Log 2 ¢ 0301+ 0°3015 Logb & 0:6985F 0 599,

cioé indicano degli intervalli, di eni sono seritti 1 limiti supel
o inferiore, ¢ non i1 lore valori medii. Invece di agglungere
mﬁ'a lﬂ base 2, si fa meglio dando una cifra decimale di piui; ¢



BERIODICO DI MATEMATIGA - 105

tla con Gauss (Opere, t. 8, 1. 242) “ man ‘bosser thut eine Ziffer
welber za geben ,. La magsiorauzn degli autori che usano i numeri

irotondati, non infroducono il segno- per distinguere le meti del-
'intervallo, | | -

L = Per approssimare un numero si di un intervallo cui esso appar-
S _ fiene. Questo intervallo si pud definire mediante i suvi Himiti inferiore

~ & superiore, 0 mediante uno 4i questi limiti e I'ampiezza dell’intervallo

¢ il suo punto medio, detto valore arvotondato. |

Questi metodi possono ritenersi equivalenti, finehd i numeri 81 -
. rappresentano con lettere. Ma usando le cifre, Poperazione dellar-
-otondare Vultima cifra in nessun caso produce semplificazioni; pro-

uce spesso ecomplicaziont, ¢ qualehe volta di anche risultati meno
\pprogsimati. |

- L |:.|'. i SEE T i) 5 __:_._..
e e e e e oy
e PR 4, 4 =
e : i
P e e A ARk e

i

ne- _

9 i

eti . W Unieno generale di divisihility dei numeri igters _
eil | o . | | | |
nligs '
itbo.: Intreduzione.
e ii,,iig'. e _ i ' ) ' _ My r
imay = . 1. Il sig. prof. Alberto Conti in un articolo relativo alla divigi-
. ilita dei numeri comparso su questo medesimo Periodico (') cosk

crive; ; | -

ik ‘E-

- “ Ne1 priancipali trattati di arvitmetica, per tacere dsi minori, la
. ! teoria della divisibilitd dei numeri non & trattata in un modo cost
Egﬁ_ﬂnmplﬂtu come sarebbe desiderabile, perchd non vi 2 conlenuto -
‘! aleun criterio gonerale di divisibilita .indipendente dalld teoria dej
numeri primi, ma soltanto vi sono raccolti poehi caratteri di dio -
visibilita per alcuni dei primi numeri naburali, 1 qonali caratteri |

| % aono stabiliti con dimostrazioni tra loro assai simili, ma non ap- _
“ pariscono derivazioni di un carattere generale unico, in guisa che

_ _ sia posto in evidenzu I'intimo legame esistente tra quel singoli e
ag- - caratteri come pure fra le loro dimostrazioni. &
e & Queste parole dell'illustre Professore fanne a proposito per il
enf | rtresente lavoro, nel guale si vuole dimostrare un’ criterio generale

oifi- 0 R di divisibilita dei numeri, vispatto al quale tntti i particolari criteri
oo M Soliti epiegarsi nelle seuole secondarie non sono che particolari con-

meonenze ed applicazioni. Poi il sio, Conti prossgue:

. “Occupandomi di questo argomento trovai nelln Zeitschrift fir

i () Periodiov di Batemadion, aono X111, pag, 150,
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Mﬂﬂawﬂatak und Physile von D 0. Sﬂh]ﬁmllﬂh I{ahl und Can
“ (Berlin, 1891) alcune ricerchie parbicolari di Dietrichkeit, le qu
“ fatte nell'anno 1891 diedero luogo ad altre l]ﬂEl‘EhE ed osser

“ zioni di Speckmann, di Dotsten e di Haas, comparse nella prede

“ rivista nell’anno successivo, e particolarmente dalle osservazi
“ del dott. Dorsfen mi risultv che le regole date dal Dietrichl

“ el quarto & nel quinto fascicolo della Zeifschrift del 1891 potev

“ considerarsi tutte come casi particolari di un criterio generale
“ sig, Perrvin pubblicato nel Comptes rendus de U Association frang
“ pour Uavancement des Sciences (Séance de 9 aoub 1882). Consu
* pure questo criterio, e non lo trovai abbastanza generale ne {
“ dato su proprietd della teoria dei nnmeri cosl semipliel come qu
“mered lo gouali io ho stubilifo il eriterio , ¢he "Antors espon
chiama COriterio di Pascal ® perchd per stabilirlo io , (8 I'A. che ¢
tinua) “ non ho fatto che dare una maggiore estensione a prine
* contenuti in un trattago (*) di quell'1llusire matematico che & f
“ una delle sue opere meno conosciute.

2. 11 eriterio di Pascal avolto dal sig. Conti & fondato sul segns

Teorpma, — H resio delle divisione di wn nwmnero intero n dé p «
per un altro numero d di q cifre (g <p— 1) & ugnale al resto ¢
divisione per 4 delle somma dedotta dal numero n prendendon
prime q cifre pii la somma dei prodotii delle rimanenti cifre di n,1
tiplicate ordinatamente per i primi p— { resti successiv: della «
sione per d della prima potenza detla base del sistema di numeraz
che supera d stesso, - _

Il eriterio di divisibilith che ve deduve & il seguente-

Dato un nwmero qualungue intero 1 di p eifre g un aliro nuw
intero qualungue d di o cifre {q. p—1) per sapere il resto dellc
visiong di n per d si calcolino 4 primi p — q moltiplicatori fissi e
© spondenti a d: si stacchi da n il numero formato dalle sue prime q
g destra, e si uggiunge ad esso la somma dei prodotéi delle rima
cifre di n moltiplicate ordinatamente per i moltiplicatori fissi calec
11 mamero n' cost oftenuio @ congruo ad n rispetio a d: ¢ oper
con 11 come §& € operaio con n e coSH pras&g‘r:wmfa perverremo i
ad un numero congruo a tuili i precedenti m, n', ... ¢ cost piccolo
si possa caleolare a memoria il resto delle sua divisione per d. @
sara it resto domandato, onde se questo vesto sie zero, n sara divi.
per d. I moltiplicatori fissi sono i resti de quali st paria nell enun
del teorema. -

Per 1'uso di questo eriterio di divisibilith I"antove dell’articol
compilato unn tabella dei moltiplicatori fissi di tutti i numeri g
da 1 a 101, |

(1} Pasoal, Dz avmeris multiplicibug ex sole characlerum numericoruni addifione cognom
(Il Pariodice di Maiamatics, anno Il ne di nna traduzions italirpa).



- In un articolo suceessivo (') I'A. modifica il eriterio di Pascal per
leuni casi particolari. | £

- zomenfo (°) e ve lo trabta sotto un2 forma pih adeguata all’'insegna-
= mento secondario servendosi dells teoria delle congruenze: ed alle
. proprieta essenziali del * Criterio di Pascal » agginnge altre che per
I detto Criterio non sono essenziali, ma che cou lo altre possono
= pure offrire al lettore una teoria pil completa della divisibility dei
. nuomeri, | 3 e ey o
- 3. Intorno a questo argomento serisse i sig. Lalbaletrier, () il
¢ quale dimostra due teoremi, dei guali il secondo, che fa pilt a pro-
. Posito per noi, & il seguente: _ X%
. Ogni numero & multiplo di un [atiore dellu forme na — 1 qumentato
| della somma dell” n°5™a parte delle sue decine (0 pite generalinente unitd
di 3 ordine) e delle sue unita. o
- Ogni numero & multiplo di un fattore della forme na +1 diminuito
della differenza fra Un®ms parte delle sue decine (unilg di 2° ordine)
e delle sue unitd (a & lo base del sistema di numerazione). !
Il sig. Lalbaletrier agginngs al suo articolo la nofizia, che del-
I'argomento della divisibilitd dei numeri tratio la Revue de lg So-
viété des Sciences de Guatemaln (*) nella quale si dimostrano due eri-
teri di divisibilita: uno assai simile al “ Criterio di Paseal , {nov. 1898),
altro {dic. 1893) dovato al sig. A, Sanchez, che parte dal medesimo
«principio del sig. Lalbaletrier, cioe parte dalla possibilith di mektere
= ogni numero od nn suo multiplo sotto la forma 10n + 1. b e
. 4 Della divisibilita dei numeri tratts frequientemente il Journal
. de Mathématigues de Vuibert: ma per lo pilt in esereizi particolari
- che propone a dimostrare, o de’ guali da senz’altro la dimostrazione.
= Pero qualehe eosn di pitr di un semplice esereizio & la nota dal si-
& gnor Potier (*) dove dimostra che se A—B o C-D sono divisibili
. per » anche AC 4 BD & divisibile per n. 3 |
—~ Albri beoremi di importanza del sig. A. Bertrand vi s—ii'l'.rﬂvmm,-
. ma non sono ordinakbi a stabilire un criterio generale di divisibilita.
8. II sig. prof. Mariantoni tiratte delia divisibilita dei numeri nel
Periodico di . Matematica. %) Stakilises i enratteri di divisibilith per
. P oumeri primi (p) della forma 10% 49, 1047, 10k +3, 10k41
. servendosi della considerazione d'un sistemau di due equazioni a fre
incognite Y

o

S

R

az 4 by = g
Az + By=p2

(') Psriodico di Mutematica, suno X111, pag. 207.

() Lo teorie delle divizibilifk. Bologna, Zunivhelll, 1893,

(M Journal @= ﬁfg:!?amnmiq‘!ics da Iﬁ}fl]gf;h':l__l:ﬂp!-.l, anno 1o, pag. 54, ,
{*) Journ, da Matk, de Vaibert, 10 febr. 1890,

(°) Jourw, de Math, de Vuibert, 1 dec, 1892,
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Nel 1899 lo stesso A. .hé,. pubblicato un opuscolo .Et-ﬂ]ﬂ stesso _ﬁn— .
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dove p & numero primo, « e b sono le decine e le unita di p,
p= 10a ~§- b. |

L'A. dimostra che se o e B sono due numeri che soddisfauo ¢

o+ =p
N=10A+B

~ relazione

il DUINELTQ

¢ divisibile per » guando |
Az —+ BR

Stabilita la condizione (']J divisibilitd enumers le EH.I.ILE]E da
servare per renderne vantaggioso I'uso, e poi fa applicazioni ac¢
partieolart. - -

Il sig. prof. Levi (') prende a dimoskrare il criterio di divisibi
del sig. prof. Mariantoni servendosi di concetta puramente arits
tici, ciog senza ricorrere alle eqnazmnl

]]d il prof. Mariantoni fa seguire (f) alla note del plﬂf L
un’altra nota, piccola di mole, ma di molta importanza, la qu
contiene, un criterio generalissimo di divisibilita, Dice:

Sia. p=As -+ b e sia primo con ax ovvero 6. Sia inoltre N
numero qualsiasi e 81 ponga

N=A+"--B.

La condizione necessaria e sufficiente affinche N sie multiplo d
& che’ sia | |
| Abx' — Baa' =90 (med. p)-- |

6. 11 prof. Gino Loria tratia pure di questo argomento () e s
bilisée un oriferio che il prof. Alb. Tagiwi riproduce parzialme
in un proprio studio (*) colle parole seguenti:

Lo condiztone mnecessaria £ sufficiente affinché wn nwmera snlera
scritto mel sistema di numerazione decimale sia divisibile per a 'pﬁ
conn 10 & che sia divisibile per a la somma der numer: oltenuts,
rande, finché é possibile, le cifre di N in tanti gruppi di m cafra ¢
seuno -cominciando da r:iestrr.t, m essendo wn nwmero intero che veri

lo congruenza
- 10 =1 (mod. a).
Ii . nmumero m per il teorema di Fermat generalizzato esise

percid il criterio & generale.
Il sig. puof. Tﬂ.glul'l nel suo lavoro estende questo. eriterio di

vigibilita ai numeri di un sistema di base ¢ qualunque.

(W Period. di Maqt., anna X111, pag. 182,

(*) Period. di Afat, anne XiII, pag. 217,

(8) Loria, Carattere di dioisibilica per un numero intera qualungue, * Rendiconti della R. .
dei Linsei, 1901, e Bolleitino di Malematios del prof, Conti, genn.- f&hl:-l: 1902,

(*1 Pﬂ'wi:i’ l:h Afat,, &n1o E.TI_I.I, Pag. &3,
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. 7. Invece il sig. prof Ant, Bindoni (") parte dal medesimo eri-
é‘:';é-:;;:;;tel'i.n del prof. Loria che riassume nel modo seguente: :
.. Dato un numero N se con a, r Ay Boy By, .. st indicano i numeri
| [ormati dai successivi gruppi di t cifre del numers N da destra a si-
. nistra si ha facilmente Puna o Valtra delle due eguaglianse

g

N aan (ﬂu —i— 7y ! g l g + » s .] — 0y (101: — l] } o (I GEL oy 1) + |
. : —l‘-ﬂa{lﬂ'ﬂt—“l}“%_—.“.
N~ (tg — a, { Ay ~— 0z 1 ...} =@, (10" - L) = s (10* - I]+
1-::1— g (10“ + 1) + s w0
dalle guali scendono rispettivamente i seguenti tearemi:

1. Se p divide 10t — 1, la condizione necessaria o sufficiente perche &
‘divida N ¢ che p divida i

(e + a: + (e g . . ).

evi - > 1L Se p divide 10°-1, la condizione necessaria o sufficiente perch? p __
ale \ divida N 2 che p divida | _
- Indi il prof. Bindoni richiama alla mente il significato della frase i
matematica: 10 (o pin generalmente la base di numerazione a) ap- S
: . partiene & £ rispetto al modulo p: ed e The se p & primo con 10 (o .
$ P piit generalmente colls base @) e £ & il minimo esponente da darsi
: 2.10 (ovvero ad a) per modo che 10* — 1 {ovvere a* — 1) sig divi- .
sibile per p, si dice. che 10 lovvero. a) -apparticie a { rispelto ai L E
b~ modulo B. |

nte ' Buppone poi di possedere una tabella (efi. -‘:UMBEH‘E[', Traité @ A4-

| tith., Nony, Paris) contenente gli esponenti ai quali appartiene 10 N
' N lovvero a) rispetto ai moduli primi e assume a dimostrare i due
imo seguenti teoremi: . | E
pa= L Sea, by, ba,... s by somo nHmers primi [ra lovo a due a due & . 3 ::
= 1 v Y2y ... b 80m0 gl esponenti i quali appartiene a rispelto ai tnoduli e
fica b

iy bey ..., ba; Uesponente al quale appartiene s, rispeito ql modulo
b X be X X ) @ 2 mininio comune multiplo di &, ta, ... =

. 1. Sea, by, b, ..., by 5010 fumers pruni fra loro a due ¢ due
R t, sono i minimi esponent: per & guali .

g 5 ﬁ‘“—}l,.“, a‘”-—l—ll

hifg_ﬂa divisibili vispettivamente per beyBe,..., by ed inallre s | i:g. i

one dispari, il minimo esponente § per cui at 41 2 divisibile per it .
S arodatto (by ) be X ... X by) ¢ il, minimo comune multiplo di t, bayeeaybal

Aco;. L

Y () Bk di Mar, on, 5-6-7-8, 1905, pog. E7.
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8. 1l sig. prof. P. A. Fontebasso in un articolo dal titolo “Alg

ritmo dei divisoni d1 un numero dispari,(}) dimostra la seguer
proposizione: -

La condizione necessaria e sufficiente perche un numero dispari
divisidile per un numero d é che sia

d=1k-}t-+ 1_/(!5 B —

indicando con k la radice ¢ meno 1 di N e t un numero tale che

(k4 ¢)f —N -
sie uw quadrato.
9. Dopo questo piceolo saggio della bibliografia relativa all’

gomento di eni parliamo si intende come questo punto di maten

tica sia stato oggetto di stuﬂm e come sia futtora argomento
attnalita, -

Rendo omaggio a tanti ingegni che portarono il loro econirib
&l comune patrimonio scientifico, ed anch’io mi propengo di port
un sassolino all’edificio della seienza collo svolgera e dimostrare
criterio gemerale di divisibilitd, che se non ha tuttl i pregi, cer
mente non gl si* possono negare i seguenti: di esser generalissi
cosi da valere per ogni mumero seritto in qualsivoglin sistema
numerazione : di esser vario nella sua unita, in quanto che & susc
tibile di varie forme coirispondenti alle varie forme soito le @
s1 pongono i numeri: di esser molteplice, in gnanto si presta a |
nire variatl criferl per un medesimo numero: di esser facile, poi
fondamentalimente si riduce al caleolo di mn binomio di cni cias
termine consfta di 2 fatfori: di non riechiedere tavole di moltipli
tori fissi: e nemmeno tavole degli esponenti ¢ui appartiene la b
del sistema di numerazione rispeito a diversi moduli: e di cox
nere in germe, e piit che in germe tutli 1 diversi criferl di div
bilit® che snn*hunm spiegare uelle scuole secondarie

Criterio di divisibilitd.

- 10 Sia N un numero intero e A nn altro nnmero intero (N >
Ci proponiamo di stabilire eriteri di divisibilita di N per A.
A tal wopo si introduca un terzo numero D, che sia multiplo d
S1 decompongano N e D della somma di due parti second:
nguaglianze seguenti:
N=B.10®J-a

D=P.10"+}g4

() Boil. di Afaf. nn, 10-11-12 (1014£-15) anno XTI,
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""" ' dove & ¢ ¢ sono i numeri formati dalle m cifre a destia: e B.P
8010 1 numeri formati dalle cifre rimanen ti, tolte le parti @ 6 g. e

Sl osgervi che se A & Primo con g, deve esser primo anclie eon P.

-,-g-;. TEorEmA., — 8o A primo eon P ovvero con g, 1a eond izione
- mecessaria e sufficiente perekd N sia- divisibile per A & che il

* binomio P — By sia divisibile per A, ossia N

af — Bg = muit A. o T

iR

! .
i

- Infatti si moltiplichino ambo i membri di (1) per P; e quelli
©di (2) per B, e s1 avea: . | _

NP=BP.10= L 4p _ | (3}
DB =BP. 10™ -} By. (4)

Si tolga membro a Iﬁﬂﬂlbl’ﬂ '(4] da (3) e si otferrh: . f

|||||||

NP — DB= aP— By - VI
ﬂP'—-Bg-.-:'MI | | | _ I
NP—-DB=M,. (6)
 Ora, & evidente che se A & _IIIH- divisors di 1-
-sove anche di M;: ¢ con. cid & dimostrato che Ia condizione & neces-

saria: che la condizione sia sufficiente si vede tosto osservando che-

-se A divide M,, deve dividere anche NP, e poiché A & primo con P,
i :E:IDV!‘E dividere N, ' | _ 3 e dod L

. : : :-ii:j:ifE,E:
IT. Osservazione I. — I binomio eP — Bg pud esser preso nel

N, deve essere divi-

. -suo valore assoluto; 11 teorema eonktinua a valere
. 12, Osservazione II. — 11 teorema vale anche se ¢ ¢ ¢ sono nu-
‘meri maggiori dei debti: purehd B s P rappresenfinoe sempre uniti

- 1ntere dell’ordine (1 -~ 1)esimo ed N ¢ D conservino Ia forma,

N=B.10"+as D=P. 10a4gq . g

;;;;

13, Ousmavazions II1. — ﬁpp]i.c_atu and N u'na..vult;a 1l eriterio di
divisibilith snesposto ed ottenuto M, , si pud applicare lo stesso eri-
terio ad M, ed ottenere umn altro binomio M;.

-~ A tal uopo conviene porre M; soito la furmﬁ (simile a quella
di N e di D) ' |

oy Wl e i
:'.I': i Aol A

'-l',"'- I i

:5:5-" o Lo i

L1,

T '-'-_- et
T ay

G et
Lt

M:z B, 1ﬂm+ﬂ-1-
My==0, P —B, ¢;

Nel gual easo si ha

s

e e s e
ot

o]
Fala
e
"3 o

o cosl di seguito, | | ' _.
- 14, Osservazrons IV, — Posto che N non sia divisibile per A,
0 posto che M, =.§3P—Bg_ s1 prenda tenendo conto anche del Segno, g
Vil resto della divisione di N per A si pud ealeolare secondo la e~ - i

................

aneute relazions : - B

o
1
L]
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Ossia per avere da M, il resto di cui si parla converra aggiu
gere ad M, un multiplo di A, che dia una somma. divisibile per
Fatta la divisione e trovaio 11 quoziente, questo quozieute sara cg
gruente con N rispetto al modulo A: ed essa. quozienbe polrz o
durre al resto cereato.

Similmente da Ma si polra svere il restu della divisione dj
per A osservando che

PMe== M, moad (A)

e che per conseguenza |
NP*=M, mod (3)

a cosi di seguito.

5. OssprvazioNe V. — Per Eemphﬁcﬂre la scrittora e il 1
guag gio si porrd lo zero fra i multipli di A: la qual cosa ha ver
in guesto senso che lo zero diviso per 4 da per resto zero.

{6. Del teorema dimostrato s1 possouo tme applicazioni a nam
determinati. Diamone alcuni esempi.

Sia A="7. Per formulare criteri di dwlslhlhﬁﬂ, di un numero
per il numero 7 si ricorre ad un multiplo qualsiasi di 7.

D =14, 21, 28, 85,..., 112,..., 1001,

Si decompone questo multiplo in uno dei modi Indicati risp
denti ai vari valori di m (=1, 2, 3,...). Cosl per es. 1001 s
decomporre nei modi seguentfi: .

1001 =100.1041; T1001=10.10°+1; 1001=1.10"+

in curmspandeuza al modo di decomporre D si decompone an uhe
¢ quindi si costrnisee il binomio

M;=aP —Bg
il quale posto uguale ad un multiplo di 7 esprim_é la condizione
divisibilitd per 7. - -
Cusi: preso D =14; e fatto m=1; P=1; ¢=4 -
N=B.10+4+a (2 uuith semplici, B decine
D=1.10-4. |
Lz condizione di divisibilita di N per 7 sara
a— 4B =nult 7
la quale si interpreta: Un nuwmero @ divisibile per 7 se la differe

fra il quadruplo delle decine e la cifra delle unita @ divisibile per
PJ.EE!] D=21 e fatto m=1; P=1; ¢g=1

N=B.10}«
D=2. 1041

(%) & avveria ¢ke B non & lo sola cifra dells decins, ma 3 I'intéro numsere di decine ¢
nuts in N: o cofi pure si avvertz che in geguito dicendo le decine, le continnin.,. di wn nu
gi intends 1'intero oumsro i decine, di centinain contenute nel mumero,



PERIODICO 1}1 MJLTEJ!I&TIHA': N | L 113 =
il, ';:f'cnndizi_gné di divisibilita di N ]JHI‘ 7 sary _ i, ¥ o
2a— B=mult 7.

Preso D—ll]l}l 6 fatl:ﬂ m=1; P=100;

’ q— A SR
=B.10+ e (g cifra delle unltﬁ. B dﬂurﬂe] N

Il =100.104-1 | B

, condizione di divisibilita per 7 sard | |
100 g — B = mult 7. ' Sy
Fatto invece m=2; P=10; g—1

N=B8B.10"+4 o (a classe binaria a destra, B neutmma}
D=10.10"1-1 '

| la condizione di divisibilita per 7 sard

10@¢— B mult 7.
Fatto finalmente m =3, P=1; ¢g=1

N=B.10°+a (a classe temanaadestra Bmlghm&)
- - ::. E condizione di divisihﬂitﬁ. di N per 7 sara
| a — B = mulf 7.
Esexprro. — N = 1876. _ '
Fatto m=1; la coundizione di divisibilita per 7 &
6,100 — 187 =418 = mult 7.
Fatto m=2; 1a condizione di d-i?iﬁijbﬂi_tﬁ &

76. 10 — 18 = 742 — mul} 7,

Fatto m=3 la condizione 2 _;_.:i;r{;z.-'-.:

876 — 1 =875 = mult 7.

o
C N

17, 11 numero D, multiplo di A
ﬂif differenza nel modo seguente

D=P.10= —g4

a_:}‘_li"ﬂ ¢ & il complementare del numero composto delle ultime # cifre

destra di D, e dove P rappresenta unita dellordine (m - 1)eeimo.
. Per esempio si puo porre 8765 sotto le forme seguenti; '

9.10° —235 ovvers 88.10°—35 ovvero 877 ..10—5.

, PUd esser messo sotto la forma
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Cid posto, dati 1 numeri N, A, D, si stahﬁmna il eriferio di d
gibilith, di N pei A nel segnente:
Trorema. — La condizione necessarin e sufficiente perchd

N=B.10"|a
sin divisibile per A divisore di
]} = . lﬂm — q

con A primo con T ovvero g, ©
N, = aP + Bg=mult A.

Infatti si moliiplichino ambo i membri di (1) per P ed am
membri di (2) per B e si sotiragganc membro a membro e si |

NP —-DB =HP+BQ_
:H_P'-—*DB:.NI_.

Ora & evidente ehe se A divide N, deve dividere anche Ni;
tal modo & dimostrato che la condizione & necessaria; vicev
“ge A divide N, , deve dividere anche NP, e poiché & primo co
dovra pure dividere N e cosl é dimostrafo che la condizione &
ficiente.
~ 18. Applicazioni pariicolari.

Sias A=17, si prenda D=1.10—3; m=1; Peal; g=8

N=B.10+a (a nifr_g delle unita, B de
D=1.10—35

08sla

la eondizione di divigibilita per 7 sara
# 3B = mult 7.
Sia, ;’l—-lgesl prenda D=20—1; m =1; P=2; ¢g=1

N=B. 10 +a (ecilra delle umta B de
D=2.10—1

la condizione di divisibilita di N per 19 sara
2¢+ B == mult 19.
Sia A=257 e si prenda D =1999; m=3; P=1; ¢=1'

N =B.10°-~ a (a classe ternaria & destra, B ong
D=1.10°—1

Ia condizione di divisibilith di N per 37 sara
@+ B=mault 37,

¥ cost si possono stabilire i criteri di altri numeri ad arbitric
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S1. GOl
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bile per 2 quando la cifra delle it ompi

, ©81 TAZIONA come

2in-

di N gi-m
SUCCessy ve di or

le per 2
2

Iiﬁl di N per 2 _ER_I'

i
+ e.102 - ) g= malf &, .

ivisibi
ivisibilit
-
saria e safficiente perche N

.- dg

e

mettere sotto la forma di un polino

srio di
D=P.10"— g

per o, D=1.10—5

1.10°—25; per 125, D=1.10° — 125
125i00€  {18C¢S

.
-

i
(e

Wi s

ite per 2.

1 pud

o

1718l

i

d

he 2B & sempre d

P, si ha il eriterio @i divisibilita di N per

10E=m L £ 1009 L4 d L 10

i
;

ema precedente (IT] la condizione di divisibilita

d

N; nel modo seguente

IViSore

100 - f, 10A—m - @ 10% ¢, 10m - B) 10= g

r.10°—4
1 81 ponga

HPR8E
Per dimostrare il cri

I numero M,
Imo con.
sibile per A B

ord
=(g9.

1Z10na

(g
]

81 0Sserva ¢
Un numero 2 d

4008d

Ivi
I teot
2
al (¢
1111

e
e

N
Per
1

yansi ne

Ne=g.10m £ 1005 4 1 d. 10% ¢, 10 | b.10m | g
i

19. 11 numero N s

Se A ad

Tronema. — La cond
Infati

ad

i

dove a, b, ¢, d, f, ¢ sonc le class

la cond
e
seguente

o j——
e——
d | —

ed 3 pr
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111':; ~_ PERIODICO DI MATEMATIOA
&i apphelu ad N, il medesimo teorema, é si avra che la con
zione di divistbilitsa di N e di N, per A sara:

Ny = (aP + bg) P +{g9. 1002 - fg . 10“‘3’“’ 5 e
+ dgq .10™ - ¢g) ¢ = mult |

Si ordini N, come segue
Ny (og" 10941 10 ... 910+
, + (@P*+ BPg o
E si applichi ad N, il medesimo teorema, e si avra che la e
dizione di divisibilith di N, Ny, Ny per A sard
Iﬂa—w(ﬂP“-l-qu -+ -:ﬂrz*“llz’-l-(gF ¢ 1002 - f, g*100-4m -,

o d.gY)g= mult
05818

g O 10 (aP*-f BP
+ ¢Pg* - dg?) = mult

Dopo Z—1 applicazioni del teurema, si avrd
Nei=g. ¢~ 10% 4 (aP - bP g + cP2 " .. —I—f 7)

e dopo 7 appll.ca,zi_nm si avrd che la condizione di divisibiliia

N, Ny, Ng,... Ny per A sard - |
N, = aP? 4 P g P ...+ . Pg~t - g. ¢ =mult A,
| : ¢, d

20. Applicazioni,
_ 5i faccia m=1 e sl ponga

N=g.1004-f. 10" ... +d.10°4-¢.10°+5.10-}a

(@ b, ¢,..., 1, g sono le singols cifre di N).
Sia A=3, 9 e =i prenda

D=9=1"10—1; P=1; g=1
g B Py cundlzmne di dwlmhlhté, di N per 3, 9 sara
| a:{bl_._:-}.. fgfmultﬂg
Sia A=2, 4, 8 e si prenda
D=8=1.10—2; P=1; g¢g=2
¢ la condizione di divisibility di N per 2, 4, 8 sard
.*::!—I—Bf:r—|—2E -2 ...+ 27 42 g=mault 2, 4, 8-‘

Gume ulteriore conseguenza facilmente si intende che la. ¢o
zione di dl‘i?’lﬂlbllltﬂ. di N per 2,4, 8 & che

a, &+ 26, a-[—Zb-i—-ic

sieno divisibﬂi i‘iﬂpﬂtﬁ?&mﬁ}ﬂtﬁ per 2, per 4, per &.
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11-  Si faccia m=29 & si panaa o W i -
| N=yg. 10‘“4—;’ 1099 ik d, IOE—I—c 10*—[—6 10*—1—&: W SR
tu b, ¢, ..., f,.¢ sono le classi hlll.ﬂ.l’lﬂ di N). e i ”-j-:
. © Sia A=11 & si prends _ i | '
D=99=1.1°—1; "P=1; g¢=1
y e la condizione di divisibilita di N per 11 sara ._ | *
nl- a-tb —|— & nt f_——{—.g = malt 11. . €
Si faccia m =38 e gi ponga 3 N il
A 5, N-—=g.10 } ¢.10%¢-5 |, —[—d 09—[—1.. 10“+b mg_l_ 4
3 ;:[ﬂ‘ by 2, d,...,f. ¢ sono le classi ternarie di N). :
~ Pia fi =3, 9, 27, 37, 111, 333, 999 e si prenda
&, D=999=1.10~1; P=1; =1,
. d_f: at+btetd+. . 47 g—mult 3, 9, 27, 7, 111 333, 999
: ﬂ 21. Cambiando nel teorema preﬂadeute q- in —j 81 11& jl seéuente el
. * Treormma, — La cundmnuﬂ necessuria ¢ s.ﬂfﬂaleni;ﬂ pﬁl'ﬂh% ll
IHImere - ' = e Fey , N
. N—g.10m 4/ 100w 4g. 10ﬂm+c 10% 45 1ﬂm+u Sl
i:.,ia divisibile per A divisore di . . T AR iy
D=P.10"+g¢ : el _
?Z(dam A & p_i‘imu con P ﬂvﬁ-e’mleﬁn’é) 5 piv E ' : :

a . P!—b Pl'_lq—I—ﬂ PI—Eqﬂ d Pl—uga_l_‘_ | o
| +(—1-rP. 7= (— lj'l'g'..q!:mu!_t; A.

22. OssERVAZIONE., — I valore di' P dal GHED del teorema ple-

. cedente al caso del presente suhisﬂe una variazione per l'sumento

1 una unita. - - i
.. Per esempio: se pongasi 87=3. 10—[—7 sardy P——B e-se.5i :
onga 87 =40 —8 =4 .10 —3 sarh P=4. Per altro questa varigs: .
zione nel valore di P non toglie aleun valore alla dimostrizione =
atta nel feorema precedente. Del testo si pud {Lu*e di quest’ ﬂlmmﬂf
:'1'upnmzmne la dimostrazione (hfettamente. fid. D s ::.:;;".?-%;-5
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23. Appimazmne. — Sia
*  N=156=1.10"+5. 10+6
| . A=D=12=1.10+}2
la condizione di divisibilita di 156 per 12 &
6—5.241.2"= mﬁlt 12
la quale & verificata. Se ne conclude che 156 & divisibile per 1¢

24, CoroLrARIOo 1. — Suppﬂ?ia che il mumero delle cifre di P
super: guello delle cifre di q, supposto. N sia divisibile per A econ

o' — B g oL PG — L (— 1) PG (— 1) g = O
anche il numnero
 Ne=a, 10w 100 f 10
é divisibile per A" divisore di D' = ¢.10™ - P.

Infatti la econdizione di divisibilith di N’ per A" &
g.¢ —7.¢'PH+.. (=1 bg P (— I)IHPI mult A’

la quale, per I'ipotesi falta, & verificata per il “.?"LID!E ZEro,
HEsemrio, — Si & visto clie 156 & divisibile per 12 con

6—5.241.28=0,

Ne segue che 851 & divisibile per 21 e per ogni divisore di
25. Coronamio 1I. — Ancora nell’ipotesi che le eifre di P

Superino gueﬁ!e i, , se il numero

N=yg.10m 4 f. 1004 . 45,100

dimssbda per v numeri Ay, Oy, Aa,... divisori rispettivi di
—P:llﬂm‘—i—g-j_; D9=Pg.10m+!}g,; DE=PE-1UE+‘}H1

o

aP — b . Pi-lg ... (— 1) f Pigi - .
+(—1lg.gl=0 (1=1,2,8,.
N'=g.10™Lp 100 £ 4F. 1021 g
¢ divisibile per i numeri A, ﬁ;g_, A% .o divisori rispetiivi di
Dy=gql0"+4Py; Dy=gl0®4Ps; Dy= gs 107 + P
Esmﬂfm — _Sin il nmmero 1560, |
Ksso e divisibile per 12 con
0—6.215.2°—1.2°=_124 20 —8—0,
E -p__uré divisibile per 13 con : .
0—6.345.89—1. 9= 18 } 45— 27 —0.
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Ne segue che 0651 & divisibile per 21 e per 31, o difatti
| | 651 =21 X 51,

: 26. Aggiungiamo aleune applicazioni particolari del teorema pre-
*  cedente. |
- Sia m=1 e si ponga

N-—-—g.lﬂ‘—.f.—f.10"“—1—...—1—.&.109—]—&.10-[—{:,

nor: ? i ay b, e,,.. 7, g sono le singole cifre di N). 1
s ©  Bia A=11 e si prenda S 4
A=D=11=1.1041; P=i; g=1 -7 "%
La condizione di divisibilith di N per 11 savh
e—bte—d-...+ fF g— mult 11. -
Un numero 2 divisibils per 11 gquando la differenza fra la somma
| delle cifve dordine dispari ¢ guella delle cifre di ordine pari & divi- R
. 8tbile per 11,
~ Sia A=12 & si prenda
D=12=1.10F2; P=1; g¢=2
La condizione di divisibilita di N per 12 sard
o1, 0—2+2e— ... % 2 F % —ulb 12.
noii. Bia m=2 e si ponga | - e
N=gl0"7f. 109D+ .. 4 ¢,10°+ 5.10°+a | :
(@ by c,... f, g sono le classi hinarie di N). |
~ Sin A=101, & si prenda i
D=101=1.10°41; P=1; g¢=1, A

La condizione di divisibilita di N per 101 sarh
@—~b-te—d-4 ... +FfFg=mult 101.
Bia A=7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001 e si prenda
D=1001=10.10"+1; P=10; g=1.

La condizione di divisibilita di N per A, sarg

€. 100 — .10 ¢ 10—, ., + .10 T ¢ — mult A
HEsemrio. — Sia ,

N=123580245789 e D =1001=10. 10+ 1.

La condizione di divisibilitd di N per A sard
89.10°— 57, 10 + 24 . 10° —80.10° 85 . 10 — 19— mult A

...............
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8924350 — 578012 = 8346338 = mult A. '
-La eondizione dl dlwmblllta. di 8346338 per A e
38.10%— 63 . 10° + 34,10 —8 — 58340 — 6308 = 32082 = wult A,
Quella. di: 32032 per A &
32 . 10— 20. 10 -+ 08 = 8208 — 200 = 3003 = muit A.
Finalmente quella di 3003 per A @
03 . 10 — 89 == mult A.

| Quest’ultima & verificata perchd 30 —30=0. Se ne conelude ¢l
il numero proposto & divisibile per ognuno dei valovi di A suindica

%
CO

27, Si pongano 1 numert D ed N sotto le forme seguenti:
D=g .10/ |- f 10— o —l—c 10*2 45 . 10m o

N—-Ic: 100+2m - [, 100+ - g 104 (£, 1Q@A-—m L
| co e 10" -5, 10™ -
Hssi sono ordinati seecondo le potenze decrﬂscentl di 10™ ed i eo
ficienti {a, b,...4a', {'...) sono le classi di ordine m ehe si posso
formare in D ed in N da destra verso simisfra (m=1, 2, 3,...).
TrorEma, — La condizione mecessaria e sufiiciente perchd
sia divisibile per A (divisore di D e primo econ a’ ovvere (

coefficiente di 16™ raecolto a fatfor comune in I¥) 6 che sia

M, = (— %a) 100-H2-m L (— pa') 100+i-2m |

.+ (ga—ga) 1001 L | (da—ea’) 107} (V'a—Dba)=mulf

Infatti si raceolga in D ed in N il fattore comune 10®
D= (¢’ 100-0m {- ¢ 10u-2m L ¢ 102 4¥). 10" 4o
N==(k100+i~Dm L L g j00~=0m L L 10™4 8).10" -
Si ricordi che per i numeri N e D posti soifo la forma
N=B.10"+a¢ D=P.10%1g |
la condizione di divisibilith di N per A &

M, = aP — Bg = mult A.

Allora nel nostro caso la condizione di divisibilita sara

M, = a (g’ 10¢—0m 4 106—2m | - ¢ 10 4 b') —
— (el00+—1m | p0H-am o, by 10G-Dm e 107
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M, =‘_(; ka') 100-+H2-1m L (__ fq) '1['}‘51"'*‘1_3'4“-l ~+... |
voo - {g'a—ga’) 106¢—0m 4 L (cg—cq’) 10™ -+ (b'ﬂ-{bﬂ’j: mulf A

. 28. Essuer0. — Sia bl

N—621816
A=D=478339,
Hatto .
‘ m=1; 2A=4; [+r=5
- Bara g
hf Mi=(—2.6)10"4-(4.6—2.2)10° (7.6 —1. 2) 10°
5o +(8.6—-8.2)10--(3.6—1.2)

= — 120000 + 20000 + 4000 -} 320 + 16 — — 95664

Ripetasi il caleolo per
M, = 95664

D =47832
e sara
Mo=(4.4—9.2)10° - (7. 4—5.2) 10°4-(8.4—6..2)10 (3. 4—6 . 9)
.. ==~ 2000 - 1800 - 200 -
@ — (). ;

ofe

no

Se ne conclude che 621816 & divisibile per 47832.
- 29, Quest’nlfima condizione di divisibilits si puo presenfare nel
¢ modo seguente, nel quale si introduce I'use delle matrici dei deters
7 minank, '

0o 0 d m o
¢ a’ ¥ a
A, coe i lﬂm—f-.-lb z == muli A. :
Se si applica ad _M_l il medesimo ertlerio di divisibilith si arviva ad | ;
0 a | b a’ -
- Ma=||0a'| |8 a|| 100+2-BIm . | }a" o | |¥ ol =mult A
kEaliba e a| b a,
_ogsia,
0 a 0 0 a 0 '
My=|0 0 o |100H-2m () 3 o | (002 ~Fm i
k.6 a h b oa
b a (0 _
con T |6 b a | = mult A
¢ & al|

_E cost di seguito si possono calcolare My, Me,..., M
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Per 1l caso. particolare dei due numer:
D=b10" —}- a
Ne—g.10" L¢ 10" 4 5.10° + ¢

g1 ha
0 a =& b o
Ml.-:ld 5 10 —|—\ ﬂ--—multﬂ.
0 o 0O V a 0
Mi=1(0 ¥ a'|104(0 ¥ o&|=muliA
d b a ¢ b -a
v o 0 0
0 & a 0]
Mﬂz g ;0 b; I"l." =IT111“3 .&.
d ¢ b a

Quest'ultima si sviluppa in
ab® — e 4 ob'a® — da® = mult A

la quale coincide con aifra trovata precedentemente (n. 21).

80. Osservaziowe I. — Dalle cose detie e dagl esempi appo
risulta come si possono formulare criteri di divisibilifa per ogn
mero, € come per ngm numerg S Ne pPossono prapmme div
Eaatﬂ. ricordare 1 vari criteri di divisibilith per 7 1 quali furono
biliti & modo di esercizio, . |

Vero & che non tuifi i eriteri sono fella medesima semplic
pratica ntilith: ma in essi trovansi di gquelli il cul nsé si pud
ufilmente senza laboriose npﬂmzmm

OsservazionE LI — Fra i tanti eriteri di divisibilita SON0 -
presi a modo di casi particolari tubti quelli che soglionsi 1nseg
nelle scuole secondarie, i gnali in questo criterio generale stu
nelle sue diverse forme nel preseunle lavoro frovano il loro le
e il loro prineipio eomune dal quale come conssgnenze partic
procedono.: |

Osservaziont IIL — Questo criterio generale di divisibilita
il modo econ cul & svolto, pud esser upphnatu eon leggerissime
tazioni al numeri scritfl in un sistema di numerazione divers
sistema decimale. Basta mubare la base 10 e le sus potenze
base (B) del sistema di numerazione che si ereda di oleggere, e
sue potenze. Cosi sono evidenti, ad esempio, le seguenti proposi:

La condizione necessaria e sufficiente perché il numero

N=B.f"t+a
sia divisibilz per A divisore di
D=P.f"+tg
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aP F Bg—mult A.

La condizione necessarie e sufficiente perché il numero

H=g.ﬁlm-l-_f-_ﬁﬂ‘lm o I 1 8 Bﬂm‘l'b-ﬁm;l_ﬂ
. sia divisibile per A awisore di
D=P.f"—g

aP'4- 0P+ PP . . F.P. ¢ 4 g. ' = mult A.

' Cosi, ad esempio, nel sistema ottonario (8=28) la condizione di
: divisibilita di

: _ N=9'81+If'81_1+_-r-+ﬂ-8ﬂ-1-5.8—l—_u
?_:_'J'per'T-=B—-1'é | ,

| a:blc{...‘f ¢ =mult.7
E pervhe sia dmmb]le per 9=8-F1 &

S e—bte—...xfF ¢g=mult 9
..i':'i'r-E perchd sia divisibile per A=2.8—1 & | | -
| .2 +b.2"" e 04 4 7.24 g = mult (2 8 1)

‘e cosi di seguito,
< Osservaziong IV. — Dato un numero N scritio nel sistema de-

. cimale si divida per § (base di un altro sistema di numerazionsa) e
si dica B il quoziente mtem ed a 1] regto: si avra

N———-E.ﬁ—Fa

e B rappresenteri le unithd di secondo ordine di N nella base p ed a
- le rimanenti unita semplici,

Il eriterio di divisibilita di N per f— 1, ﬂhe nel Elstema a base § &
tt B = mualt (§ — 1)

riafi -
| MU= =
ersl, °
sfa-

~da luogo -alla seguente pt#ﬂpﬂéiﬂiﬂlle valevole per I numeri scrihi
- nella base 10:

uell}]g - La condizione necessaria e sufficiente perché il numero N (base 10)
,?;]f f._:'-ﬂ“‘ devisidile per §— 1 (base 10) ¢ che f.-:nftu I divisione di N per B -'fﬂ.

“somma del quoziente intero e del resto sia divisibile per (B — 1).
 Cosi 1a divisibilita di N per 11 si avrd se, diviso N per 12, la
somma del gnoziente intero e del resto sia divisibile per 11.
. Esemeio,— 165=12.13 4 9; ossia 165 diviso per 12 da 1l quoto 13
- “ailresto 9. Ora, 13+ 9=22= umlt 11 e ne deduee che 165 & di- bt R
= visibile per 11. i -
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Cosk pure, il criterio di divisibilith del numero
N=Bj-}a
A=D=28—1
2 4+ B = mult (23 — 1).

per il numero

&

Allora si avra per i numeri seritti nella base 10:

La condizione necessaria e sufficiente perché il nuwmero N sia di
sibile per B — 1 (base 10) & che diviso N wer B, la somma del quaam;
¢ del doppio del resio sia divisibile per 28 — 1.

Per esempio: un numero N & divisibile per 23 se diviso per :
la somma del quoziente intero e del doppio del resto sia divisib
per 23.

Il numero 345 diviso per 12 da il quoto intero 28 e il resto
Ora 8i ha: ‘
28 4 2.9 =46 =mnult 23,

Je ne conclude che'345 & divisibile per 23,
| G. M. Pegsico.

DIVISIBILITA DI ESPRESSIONI NUMERICHE

1. Nei trattati di aritmetica razionals fra gli esercizii che si propongono a
studiosi a risolvere si trovano formule numeriche del tipo delle seguenti

8.5%1 & PALEE ; 5fm4d 4= 9niA + PLES S

Esse consfano della somma o dellg differenza di due ¢ pilt termini, ciases
dei quali confiene nameri deferminati elevati ad esponenti interi positivi: e
propone di dimostrarve la divisibilith di ciascurs di tali formule per numeri |
terminati,

Por esempio: dimostrare che

8,5%+! - 2%+l (per'me=0, 1, 2,...]

¢ divisibile per 17. .

Ora mi propenge di dimostrare alcuni teoremi i quali-servono assai ul
mente allo scopo.

Mi posgo mnel campo dei mumeri interi con segno e degli espomenti int
positivi, .

PR

2. Siano le espressioni binomie, sotto forma di differenza,

Di'zﬂi“-ﬂl; Di:ﬁﬁ_ﬂﬂl*'-? Dn—1=-ﬂ-n—_1—Bn—1: D= Ay — 1B



Pt JH A

dove Ai e By (=1, 2...,n) S0n 0 p_t"i'm__i fra lore, e sia

Mo =41 4. .. Ayt Aq— BB, , . o Bs.s B

della quale il prime termine & ji prodotio dei
- mine o sottraendo & fi prodolto dei sotiraend
- Sia 4 un zomero intero che divida Di, D,

oo Byt gEBa sara primo con Ai e
con B;(i=1,2.,, 94 — 1).
Ll 8 dimostra il seguenfe
ile Tsoresra. . Le condizigne necessaric e sufficiente peiche M, sin divisthile
per A & che D, sia divisibile per A. |
(2 ! Si consideri dapprima il caso di 45— 2,
ﬂEl, Siane allora le due differenze |
' D1 =‘-_.||§.1 — Bj; {1]
9, : _ D:=4;—B, (2)
i e sia

Hﬂ _ .fhﬁg —_—— B1Bg -

Si suppongs che A divida D;, e si dimogtra che Ia_anudiz‘iune necessaria e
- sufficiente perchd M. sig divisibile per 4 & ghe I, sia divisibile per 4,
51 osservi apzitutto che A & Primo com A; e con B,

8i mnl[‘.i{;ﬂinh’inﬂ amba i menihri di (1) per As & quelli di (2} per By o 8i _Eﬁm_-

mino membro & membro i risultati, o si nyra:

DiA; 4 ]3!2131-.= AiAy — BBy
0Spia | e

DiAs + DuB; = M.
Ora & evidente che se A (divisore di Ih_} di

3 @ poiché & primo con B:, dividera De: e la
Reciprocamente: sa A (divisore

vide My, deve dividers snche Dy, )
condizione & negessaria,

di ) divide D:, divideri anche My: o Jg -
eli condizione 2 sufficiente, = o S
" - GoveraLz2zaZIONS, — §j dimostra ghe se Ia proposizione & vera per My &
~ vera allresl per M, . '

i Biauo le differenze
o |

gl

My == Aq4As ., Ant —BBs...B.
ﬂﬂ.—-';é

'a—1
' Dn = An‘. i Eu‘
M_‘!l p— AI.&E =5 E An--.l Aﬂ '_B,[Bﬂ'- .. B

L= ]

Por ipotesi A & divisora di _D. y D ,00.D0y 6d 8 prinio con BogAg,oveAss
e con By, B, ,,,B._.. Ne segua che A diviﬂa My ed & prime con i prodotti

(Ards...Auy), (BB, B}

':,; ed allora, applicando Ia conclusione della prime parte del presente teorema, si
i avrd per dimostrato che la condizions necessarip e sufficiente perché M, sia di-
_visibile per 4; & che D, sia divisibile per A, '

" 3. Conostario I — A" _ RBa divisibile par

A= per buwtt § valors di
(> 0). )

B.ﬂ'—B“=ﬁ.A_...A-—-E.B...B.

infatti
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' I'éspregssione bfﬂﬂ!_'!lia,_
 pure sotto 13 forma di differenza, ; SEiNg

primi tel_'ﬂﬁni, ed il secando ter-
1 delle dage differenze hinomie,
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Ora gli » binomi A — B, otbenuti prendendo per. ovdine un- fattore del

~ nuendo ed un fﬂ.t.tnra del sottraendo, sono divisibili per A — B. Dungue Aﬂ-_

& divisibile per A — B per tutii 1 valori di =.

4. CoronLario I, — A® -+ B® non 2 divisibile per A — B per aleun va
di n se mon nei casi @i A—B=1; A—B=2
Infatél

A“+E“'=.A.A..._A.E—B.B...B.[~BJ.

I primi (» —1) binomi A — B, A—8,., , A —F sono divisibili per A -
ed A — B & primo con A®* e con B*'; e l’ultimn binomio #
A—(—B)=A + B. |
Ne segue eho A" -+ B® non & divisibile per A — B se non nel easo che A -
(I'npesimo hinomio) sia divigibile per A — B. |
Osservando che

(A—B)1 (A+ By =24

si capisce che A-— B divids (A + B) selianto nei eagi in eni A —B dividn
o poichd A— B & primo con A, si conclnde che A — B divide A + B solk
nei ¢asi in oni A — B divida 2, i quali sono A—-B=1; A —B=2.
5. Cororrarmo 11I. — At —B" & divisibile p_er A 4- B soltanto se n @ pa
lufaiti se n & pari si ha

— B = A. A ﬁ.——{—B}(-—-B} .(— BJ.

GH n binomi
A —{— B), EL—{—B],... A—({—DB)

gono divisibili per A 4+ B. Dongue A" — B* & dlvlsthlle per A 4+ B,

Se n & dispari si ha

Ar—Bon=A A, [—B]{—-B} .(— B)B.
I primi (n—1) binomi '
A—(—B), A—(—B),..., A—(—B)

sono divisibili per A + B; I'uitimo binomio A — B mnon & divisibile per A
ognivolta che A 4+ B sin somma di due pameri del meadesimo segno.

Adungus AY — B® & divisibile per A — B sollanto se n & pari

6. Conorrario IV, — AP 4 Bu 2 diyisibile per A 4 B soltanto sen ¢ dis
Infatti se » & dispari si ba ‘

Aﬂ-{—B“:ﬁ.A...A—[-—IB]‘{-—B} o
Tuiti gli # binomi
A—{—B) A—(—B) A—(=5)
sono divisibili per A 4+ B. |
Dungue A® + B® & divisibile per A -l- B.

Al vontrario, se n & pari si ha
Ab - Br=A,A,..A. A= (—B)(—B)...(—B)B.
[ primi n —1 bin.nnﬁ |
. A—(—Bj A—(—B)..., A—(—B)

sono divisibili per A 4 B; l'ultimo binomic A — B non & divisibile per A -

dungue A® 4 B® & divisibile per A - B scltanto se n 8 dispari.
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7. Eseroizr. — 1° Verifieare che
My = 5%, 33 — im0 fpor m=1, 2,, s =l 8 ]

& diﬂslbﬂe pe-r as. -
Si ponga - 2
' 'Mﬂ=5h_53m_ﬂn_2?ﬂiv
oi osservi che
5% .21 3 divisibile per 5% — 2 — 23
o che

3™ — 2% 3 divisibile per 3% — 22— 23

€ 80 me conclude che l'espregsione data 2 divisibile per 23,
| 20, Verificare che
+ B | |
My = 6%+ 4 5°+7 (per =0, 1, 2,...)
8 divisibile per 31.
3i ponga
- My = 6% .7 — 5n (— 57
;e Bl osservi che '
“.— 5% ¢ divisibile per 6% — 5= 31
o similmente ehe | ‘
6—(—5%=31.

Se ne vonclude che 'sspressions data & divisibile per 3L

8. Sia dats una espressione numerica della forms

N = B#* 4 A4 ' (1)

. dove A, B, h, & sono numeri determinati interi, + ed s sono esponenti interi po-

pitivi. Sm
D= Ph* — Qi® | {2)

una espressione consimile all’altrn, e sia A un divisore di D pﬁmn con & o
con P ovverp eon & e con Q. 8i dimostra il seznente

Trorema. — La condizione necessuria e su}ﬁ:‘zente perche H gin divisibile per A

2 che sia - |
: AP + BO = malt A, _ .

P ari-

Suppuuinmu. dapprima che A sia primo con % e con P.
Si moltiplichine ambo i membri di (1) per I'; ed sunbo i membri d1 (2) per B
I o &i ha

NP = BPh* + APj®
DB = BPAr — BQ/:t,

Sut{'.raaudu membro a membro si ricava

~ Ora: se A (divisore di D) divide N, deve pure dividere (AP 4 BQ) %", e poichsé

primo con %, dovrk dividere AP+ BQ: e la condizione & necessaria.
Reciprocamento: se A (divisors di D) divide (AP +DBQ} dowmrh dividere NP,

o poichd & primo con P dovrh dividere N: o la condizione & sufficiente.

' In mogo simile si dimostra il teorema nel saso che A sia primo con & e con Q.
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9. Esgrorzi. — 1° Verificare che
N=3.5%H 420+ (per n=10, 1, 2,...)
& d_iw'aihila per 17.
Si osservi che

- = 17T=5*—2% @ divisore di D = 5% — 2%,
Si ponga
Ef=9"; Pe=2"; A=2; B=38.6; P=1; Q=1

St ha:
AP+BQ=2.1.14+38.5.1=2+ 15=11.

Se pa deduce ehe
8. 521 | Qlngl
é divisibile per 17,
2%, Verificare che
N=>5"= 4 00t L2 (per n=1), 1, %,...)
é divisibile per 23. ‘
Si ponga | |
N=5.324 001 (2 L 1)=5.b"+4+2.9.2",

51 osservi che
A=23=5*—2 & divisore di D= 5% 2"
i3i ponga ‘
F=5; Fe=2%; A=8.8; B=5; P=1l; Q=1,

Bi ha:
AP+-DBQ=2.9.14+56.1=1845=123.

fe ne conclude che
52:1-[.l.+ 2111-1_{_ Qu-1
¢ divisibile per 23.
Similmente si pud verificare che
Hémid .4 8fn @ divisibile per 18 (per n=20, 1, 2,...)
?‘ﬂn+1 —!" B.H+E B o’ 'n 43 n n n "
QI'JH-I + 8H+= o s L ?B n ry | |

'E-E'E- E{-I'E'l-

10. Sia Despressione numerica
N = gh'™ + fat-9r 15 4,.. e dRPr d-9s 4 R R 4 parAI-LE L glds,

Sie. A nn divisore inlere di

D = Pht — QL
¢ sia A primo con P e con & (ovvero con Q e con &) si dimostra il seguen
Trorema. — L condizione necessaria e sufficiente perche N sia divisibile p

2 che sia
eP? 4 3P Q 4 P2 QP .. - FPQ 4 gQt = mulb A.
Pongasi

H — (yi;!r{!..-'l}r + ﬁﬂl—g:“' H. + o + dﬁtr k{lﬂ_-ﬁ}u 4= ch' k{l-ﬂiﬂ + Bk‘{l"“.s} it "I" akﬂ‘”



;_E fatti A & B (n. §) rispettivamento uguali ai cuaﬁqienti di * e di ar

‘ _ st avri
! che Ia condizione di divisibilita dj N per A sara Ia seguente:

“ e un o @R G g g J.:fl—ﬂf.ﬂ'—i-
+ BE09 Q) = mnlt A,

;E: gg,r;u_ui +QRBr s 4 4 dQR3 Jpt-2s 4+ Qi Bi-2e

+
+ (aP 4 bQ) B0 — putt A,

Pongasi questo polinomio aritmetics sotto Ia forma seguente

(gQAE=r L QA= 3 o .. QA -t . eQ5) hr + {aP + 3Q) Y |

3 : ed applicande la medesima proposizione (n. 8) si avri éha

la condizione di divi.
v gibilith di questo pelinomio (& (i N) per

4 sara la seguento :

(P 5Q) KO- P + (gQué-or 4 pQpo-tepa 4 + dQhF 03 |

3 ' QBT Q = mult A
- 088ig

gD 4 fQIpd—Nrge 3 EQ* oy 0

© o+ (@P® 4 DPQ + QY a2 = g 4.
Cost procedendo, dopo (I — 1) applic

: azioni della medesima proposizione (u, 8),
- 81 avra che 1a condizione dj divisibility

di N per 4 sark s s

eguantes
9@ Bt 4 (aPl-i 4 zpra Q4+ cP-5Q2 1 -[- F-Q-Y7% = nult a _

. @ dopo un'altra applicazions sncora, si avrd che la condizione dj divigibilita di N
. per A san | |

aP! 4+ pPi-1Q 4 4 Pl-2 ()2 oo PO - pQ = muls 4.

TR f; | i1. Eserorzio. — Verificare che

e
ey

ﬂ’j N — 932041 + asu4.2 + im0 +.2&n + 938n+1 41 (FEI" § == D_, Ir .2’ ., J
&divisibile per 7. |

| i Bi ponga |
. o N=2. 24 9mi5 9myg gmy
Si osservi che ﬂ

A=7=2"—1 & divisore di D=gm_q

81 faccia |
P=1; Q=1 hE=2%; pr— . g1 b=2; t=0; d=d:¢=1
‘e In condizione di divisibiljt diventa la seguenta

S 2+4-§-5+2—;—1=mu1t7
da quale 8 verificata. |

In modo simile si pud verificare cho

N =910 | 93001 gob1 4 gaugc geays 2% 3 gumi1 gm

e 2{11‘ 3 4 E_Bin
j{?ﬂ! rn=0,1, 2,...) & divisibile per 13.

G. M. Persioo,

5T Y o
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_Aluuﬁe prupﬁatﬂ fells pr_ﬂg‘rassi'ﬂui aritmetiche d'ording stper

LIn una Nota pubblicata in questo Periodico (v. ultimo fascic
Sopra aleuni determinunti di differenze ¢ di somme, dimosfrai che: (
ung progressione aritmetica d’ordine n o di ragione d,

ﬂ‘
f '[I’_'[ -Hﬂlﬂﬂ ..._J;ﬂr..."..

‘a1 ha che la sucecessione

Gy , 1ya (1428 420 o 3 Tigrag oo
forma una progressione aritmetiea d’ordine n & di ragione $%d.
Da questa propriefa si deduce facilmente che:
Data una progressione aritmetica d'ordine z e di ragione d

i ﬂ & -
(1) | e O Bveceime BESES
la successione |
t=a ti“u t=s t=s
{B) Eﬂt 3 Hﬂﬂ.l.-t, 1 iﬂﬂﬂ.l_..t (BRI Eﬂr}fﬁ # -
=1 p=1 —1 b=1

_fortna una progressione aritmetiea d’ordine 7 8 di ragione s"*

Tofatti formiamo la successione delle prime gomme s ad s del
che db una progressione di ordine 7 e di ragione sd. Con te

di questa formiamo una suceessione prendendo in' essa il prim¢
mine, quello di posto s-+1, quello di posto 2s 1, ece., che |

quella di cui tratia il teorema che si vuol dimostrare. Per la
prieta ricordata al mumero 1 essp forma upa nueva progres
aritmetica di ordine » e di ragione

i A '

La proprietd poteva essere dimostrata anche osgervando e
suceessione (2) si pud otienere sommando termine a termine ]
guenti s progression: d'ordine » e di ragione s"d che si po
ricavare dalla (1): -

fl . |

L= f!l - EI,-I—ﬂ. " ml-l-ﬂﬂ. -5 % b B ﬂi-l-rﬂ -----
T .
__EH‘-EE—.}-EIQE-}-%—-l-lHﬂ.lrglill.
1 .

=—="%] ﬂg. ﬂ'g_l-g .-ﬂ‘s_-[-ﬂa.;-a.i ﬂa_,.fﬁ... -



Formando eoi teimini della ._{2

. egoale a |

i : n(n-+1) o :

(_ 1) b H{ﬂ_‘_ ) dn+1 5 . -

2 < 2. Sottraendo dalla progressione arifmetica dordine n o di Fa-
~.aiong gtilg | ;

b n, t=8 t<s =g : |
(3) | . e Eﬂt.. Y/ AT Eﬂ'rg_l-rt = A
; r t=1 =1 f=1

ot Gl Termine a termine la progressione avitmetica d’ordine % ¢ di ra-
AR : HER n. ' -

'-HE-I-E-HE-'__E'E-_-I-- ﬂﬂ-'—'ral-----
L

. si ottiene, per una proprietid nola, uns nuova progressione aritmetica
. dordine » e di ragione "' d—— ond — (s —1)s2d

n . =s—1 t=p-—-1 b=g 1

SR Bﬂt # Eﬂg-{.t - b o Eﬂrﬂn{—t LRI ™
o t=l t=1 ]

Sottraendo da questa termine a termine Ia progr

T s Oe—x)yn o Dg—1)pa5 .. .. LS G ¢ N T

L

Uordine # e di ragione s°d =i ottiene un

5 netica d’ordine » o di ragions (s — Ljs"d — sod = (5 — 2) gnd.
| n . t=8—2 t=g-2 t=s—2 =
W E"t - EHE-I-E e s om Eﬂ]‘ﬂ-!-t. R
: . t=1 =1 =1 .

tEf:: i . y = = - £V | L2 - | I
fﬂ ' In generale: data una progressione aritmefica d'ordine n o di ra-

L _gione d -

pto i 7 »
-Eiﬂ_. .;f — Hl.ﬂa.ﬂn-p...ﬂ;-....__.

& successione

LE u ,
T

: f=8—v =
_E'frt 1 E'ﬂ3+t o= 2 & = 5.y Eﬂ.r5+i: ¥ raes = :
t= =1 t=1

=0, 1, 2.. .y 8~—1 forma una progressione aritnietica d’ordine %
e di ragione (s — v} 3%d. P Sl BT -
~ Formando eoi termini dellg (3) un determinante ortosimmetrico

i Hankel di ordine » + 1 (v. Nota citata) si ha che il suo valore
egnale a | '

n(n<41)

L —

(__ 1) a (3 W ﬂ)ﬂﬁ-ll 3]] (B-+1) a]l-]-l-.

3. Consideriamo la progressione aritmetica d'ordine n, della
: }ESEE m e di 1‘ﬂgiﬂﬂ_i fij, dﬂ, . ¥ dm

n.
?I;__- ﬂlrﬂg_.ﬂﬂu_-;--ar-;--tn
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essione aritmeticn

- 2) un doterminante orfosimmetrico
t Hankel d'ordine »+1 (v. Nota ‘eitata) si ha che il sno valore

& nuova progressions arif- o
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ponendo

di - ds - dat ...+ du=S,

per ung proprietda nota (v. Note citaie) si ha che la successione

@y At sm g Arigmg«+»y Tiirmy = -

forma una progressione della prima classe d’ordine » e di ragione w™
(lon dimostrazionl analoghe a quelle fabte nel numero precede
& facile provare .che:
1°. La successione rvicavata dalla (4)

t=m t=m t=m
x‘l
(5) E”t ] Ef!m—i—t g == =y —Juri_ﬂ-, Ly =+ a
'L=] t.=l t=-1

forma una progressione aritmetica d’ordine u e di ragione m" 3.
2 Ta successione ricavafa dalla (4)

t=p—v E=m—v% f=n—v
by | % B
{G) -’{It. n #Jﬂn'l 4f g ==y .-—fﬂr]]_l..f..f, g * = n
=1 t=1 t=1

(p=0,1, 2,..., m — 1) forma una progressione aritmetica d
dine % e di raglone
(nt — v) M= S,
Formando per la successione (5) un determinante ortosimmet
di Hankel di ordine n-+ 1 =i ha che il suo valore @

n{n+1j

. [) quitl
{(—1) °* g 0T g°

per la (6) ha il valore
nio-1)

: i g
(—1}) & (nt— w)"ﬂ Tl )

Arpanis, febbraip 1917,
L. Tenca,

TEOREMA DI WILSON E TEOREMA DI FERMAT

Le dimostrazioni che qui presenfo sono suggerite da un es
della ordinaria tavola pitagoriea: e sono cosi semplici che sono
dotto a pensare che gli scopritori det dua celebri teoremi me abbl
tratta I’ispivazione da un accuratc esame di questo guadro mer
gliozo0.

I. Consideriamo un numero primo p e cosfruiamo una tavola
tagorica di p — 1 rvighe e di p—1 colonne. Ogni colopna, o 1

contiene i multipli dei numeri interi inferiori a p fino al mult
{p — 1)-esimo; in conseguenzsa in clascuna di esse s1 trova und
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it 80l termine che divieo per p da di resto wuno. Qra per la prima
. colonna, o riga, questo termine & manifestamente 1.1 e per 'ultima
: colonna, o riga, & (p —1) -(p —1) perche (p — 1=y . (p —2} 4 1=
L - multiplo di p} 1. Bd @ facile veders che nella diagonale principale
del quadro non vi sono, oltre quest, altri tetmini che divisi per p
danuo di resto wno; giscehd se b . 4 fosse uno di tali pumer; (£ diverso
da 1 e da p—1), 2*—1 sarebbe ntltiplo di p e quindi p dovrebbe
dividere 0 . —1 0 2--1 ¢he sono entrambi minori di . |
Consideriamo ora la colonna (") seconda e sin o .2 (con a diverso
da 2) l'unico termine ehe diviso per p da di resto wuma: poiche tal
termine figura anche nella colonna a-esima, pokremo associare tanto
Ia colonna seconda come In colonna g-esima al termine 2. 2. Questo
procedimento di associazione potrd conkinuars per la colonna terza
(se @ mon & uguale a 8) e per un’altra di quelle rimaste e cosi di
seguito fino ad esaurive completamente i quadro: eid & possibile
perchd esso comtiene un numero pari dit eoloune. »
Verremo cosi ad ottenere, olfre ai prodotti 1.1 e (p—1} .{(p—1),

e del prodotti come

(@¢.b), (e.d)... ecc.
— dove a, b, e, d... sono numeri disuguali della successione :

2,8, 4, b p—3, p—2, p—1

che divisi per p danno di resto uno. Moltiplicando fra loro avremo nel
prodoffo un mumera che diviso per p da di resto wno; avremo ciod:

tl.2.83... (p—2).(p— 1)}.(;0——1}=mu[-tipla di p-1.

Aggiungendo 1.2.5 ... (p—2).(p— 1) ad ambho i membri fro-
veremo:

~ p.(1.2.3. (p—2). (»—1))=multiplo di p+(1.2.8...(p—2) (p—)41)
. da cul s8i ricavera che 'espressione; |

1.2.3... (@—92.(p—1)11
& divistbile per 2.
Pel teorema reciproco vale Iordinaria dimostrazione,
CororLarro. — Qualunque sia %, purché intero e positivo, si ha che

{1.2.3...(1}—2)(@-—1)}2” ’

divisa per p di di resto 1.

2. Nel paragrafo precedente e stamo limitabi a considerare i solo
resto uno; riferendoci in questo a un resto » differente da uno ¢ da p
e tenendo conto del teorema d; Wirson, perverremo a quella di
- Frrmar. -

~ Avendo sempre presente 1l solito quadro, osservinmo che nelle
- colonne prima, r-esima, (p — 1)-esima, (p— r)-esima, trovansi risp.

'1Co

ame i
in- %
ano -
avi- -

() B indiferente rifesiral alle eolonne o aile righs, .-
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i quattro prodotti ».1, 1.9, (p—7).(p—1) 8 (p—1).(p—7)
divisi per p danno di resto r. Quanto alla diagonale prineipal
non ¢'® aleun termine in essa che diviso per p dia di resto »
succede, per s, quando p—lS y=2), o, 86 Y8 n'ha uno h.A,
' he' necessariamente un altro (p— ). (p ——ﬁ}

Cio pesio, cousideriamo una colonna qualunque, per es. la m-esi
e sia ¢.m I'unico_termine di essa che diviso per p da per rest
se @ & diverso da m, tal termine figurerd un'altra sola volta n
colonna, g-esima, se @ sard uguale ad m, alla m-esima colonna v¢
associata la (p —m)-esima colonna, B anche qui, con guesto pre

~dimento di associazione, il quadro verrd esaurito.

'Imm&g’iuiﬂ_mﬂ ségﬂatn per ogni colonna il termine che diviso p¢
da di resto » e moltiplichiame fra loro tutti questi termini che s
in oumero di p— 1.

Avremo:

11.’2.3...@;;—91 (p — 1) =multiplo di p 4 +*

Per 1l coroliario ::Iel teorema di Wmson da questa relazi
S82116: |
-mu]i;lpln di o+ 1,

Qui r & suppnstu differente da uno e da p, ma 13 formula pre
denfe vale pure quando r=—1_e anche se ad # si aggiunge un o
tiplo di p.

51 ponga invero:

s=r-+p.k (2 intere positive),
Si avra successivamente:
r=s—up.h,
(8 — ph)*~' = muliiplo di p 41,
sP~' 4 muliiplo di p==mulfiplo di p 41
' = multiplo di p+ 1.

~con che 1l teorema di Feraar 8 compleiamente dimostratbo.

e infine:

; i E. PiooroLr

1L TEOREHA I1 TOLOMED PER IL PENTAGONO GOBBO INSCRITYIR

Dati in 8 ecinque .punil indipendenti A; A: A; A, A; cons
rinmo I eingue fietraedri A, AzAzA,, Alﬂgﬁaﬂﬁ, AAA Ay, AlAzA,
A A0 AAs: vogliamo dimostrare che se si moltipliea la misura di
di questi, per esempio di ArAgAzA,, rispetto al cubo che ha per .




2 per il prodotto (AzA,). (AEAE) (AsAs) . (AsA,) delle misure dei seg-

un pumero che non cambia, quando al tetraedro A,A, AsAy st sosti-
tuisce uno dei rimanenti, per es. AAsAAs, al punto As, il-punto A,
e all’espressione (f}.uﬁl) (AsAs) . (AsAg). (AsAs) Faléra

(A.A;) . ( 54.&::} (A44,). (A.A,)

g
ella,
SYERE e cosli via.
1Ce~

detta superficie rlspettlvamente in B,B;B;B..
000 -

_Efera avremo I |
D) = (AA). (AsB1) = (AsAs) . mﬁBﬂ)_{AbAﬂJ (AsBo) =

= (As4,) . (Aqu.}

Inoltre dalla mmﬂlkudmﬂ dei trmugnh AgA, Ag, ABIBE serrue,
tenendo conto delle (1):

(2]' | {BIB,E‘} =p’

OB

(AsAs)
’ {&E&l) ’ (ﬁ_ﬂi‘ig)

per cul, da guesta e analoghe segniri:

(A A.) __(AsAy) , (A;,A;,) ,
(AgA,). (ﬁaﬂ.n] {As ﬂﬂ] (AzAz) (AsAq). (Aa&ﬂ'
= (3) : (A:A,) (AA) {AsA,)
(AzA,). [ﬁaﬂln} (AsA,}. [5-534) [ﬂ-ﬂﬂ-ﬁ) (ﬂﬁﬂi}
== (B1B4) : (B:Bs): (B:Bs) : ByBy): (B:B:): (B;B))

ICe- =
“].I[— =

[ g = (At[ﬁg) - (Aﬁﬂ.ﬂ] ; {ﬂ.;_ﬁ.ﬂ

[ hs=(A:As) . (AsAs). (AgA)

4) he=(A,A,), (AEAa] . (AsAy)

log= (Asfa) . (A5A4). (As4,)

lav=(AgAq) . (AsA,) . (AsAs)

(o= (As4).. (AsA)). (s

5 {zm.zm. los By = g oy —

et = (B,B,) : (BEBB} (BaBg.) (B.B3): (B]BA) (BHB!)

~ Queste provano lesmtenza di un tetraedro Lalo L1, simile g,
. B:B:B;B, i cni lati sono misurati da --

) E_LE by lu by lu Iy
Poniamp: | '

- © gt =(AsA,)- (AsAs). (AsAs) . (A;A);
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:lunltﬁ. di mistira w, per il numem ﬂhe misura rispebto sl quadrato
lil Iﬂ.tﬂ ¥, 1a, putgnza, dl AE rlﬂpﬂtﬁﬂ ELHH. Efﬁra ﬂBf.EI'InH]HtR ﬂBa Alﬂsﬂaﬂd il LR

menti che conglungono A; con ciascuno dei rimanenti punti, si u!:tlene i

Constderiamo infatti la snperficie sferica determinata da A;A, Ahi
. e per A; conduciamo le semirebte As;A; AgA, AzA, Az, & incontrare =

Indicando con p° la misura della potenza di .:is rispetto a queata -

. EhCl el

........
.....
i
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Is (2) divengono: |

1 T (B:Bo) —
q
& ﬂ.nﬂ.lughe
[ due tefraedri B BEBEB.;, LyLligly , simili, avendn i laki omolqg

ﬂ i

8
ghi nel mpp{;rtn i, staranno nel rappotto (%), avremo:

{3) ; (BiEEBﬂH‘*I) _ FE
Clell) — &

Faceiamo, d’alfra parte, ricordo a una formula di Stawdt che
Yestensione della nota formula di geometria piana

ARS=a.6.¢;

applicando quesfa ai due tefraedri A,A.A34, ¢ B;B.B:B; clie son
inscritti nella medesima sfera, avremo:

(9) (A 1&2 AzAL) (1"
(B.B.B:B.) — (T

rappresentando (T) e (T) le misare dei triangoli i cui lati sono m
surati da | |
(ArAg). (AsA4), (A1ds).(AAy), (ALAL). (AsAs)

(BiBs). (BiBi), (B:Bg).(BsB.), (BB,).(B:Bs).
- Ma dalle (7) si trae: :

. (10) (B:B.) . (BaB.) = %}a Al . B -

e

i ]};_Ji.[:h_é sussistono anche le (4), ricaveremo ancora

(BiBa) . (BaBi) = 5 . (A1Ag) . (AsA). (AsAs) . (AsAs). (AsA,) . (AGA

(11)

|Er|- m"’[ﬁ

i- (AuAq) . (AGA).

Danque i triangoli T,_ T’ sono simili e quindi:

(120 (T): (T)=p": ¢°.
- Segue di qua che: | E'
(13) | (Alﬁ-zﬂgﬂuﬂ g

(BiB.BeB,) — p°"
Moltiplicando questa e la (8) membro & membro
(AL&EEEA—GL) . I

(1‘.1:] - (LlLErLBL‘i) p ' q
da cui:
{13) 2. 0"  (A1AsAGA ) = (LngLaL.;)

H siceome il seconda membro & una funzione di A, A, A, A, Asch
non muta scambiando questi punéi fra loro, resta dimostrato quani
si voleva.



CoroLLARIO. — Supponiamo che sia:

(LilaLoE) =05

allora & o p==0, ovvero g =0, oppure:
(A:;ALAA) =0

pEI’I_Iﬂr (13). Ma non & ¢=0 perchd i cih_que punti d&ti sono distinti
@ neppure (AjAsAgA) =0 per essere i cinque punti indipendenti,
. per cul dev'essere p = 0: viceversa, dall’essere p» = segue

(LiLeligly) =0,

¥ Lig

- § Cﬂﬂ.diﬁﬂf‘lﬂ necessaria e sufficiente percha cinque punti A, A;
ﬂa + As siano consferici & che sia di volume nullo il tetraedro
& " 1 oul spigoli sono misurati dalle (4) ,. |

L R_I_cur.dandﬂ quindi Iespregsione del volume di un tetraedro per
- ll?rmlEuI_‘E degli spigoli, sotto forma di determinante, detta condi~
‘zlone sara:

e,
et S el v

Al
L
O,

) I, - I r
e - T
e e e
e, _EI'.'I:' H
¥
'|r ]
I

p—
it
T _-l': - ,';-r- T
b A

=, !I‘_-_i'.ln._... -

2y s by Le.De® L. Dgy®
(16) : bis Duf 2he g Ly ba.De® | =0
2 b o Dgg® 513__- Ds 25_1:5 i big

e Das” =1sg" - " — I*
s Jn Die® = lys® - b — b

Dsd;.ﬂ == Z'IEE g zu,'g o gﬂg

ALy

. dove

sempre a.tf.éndu le Iy il significato espresso dalle (4).
Ailla (16) s1 pud anche dare la forma: |

(18) 4l Lig® li* ~F Dog®. Dy * . Dot =1, 2. D"..f.‘l‘ @ --Dﬂt‘ + L . Dag®,

. essa corrisponde al feorema di Tolomeo relativo al quadrilatero in-
" scutto in un cerchio e pud rappresentare il teorama di Tolomeo esteso
. ol pentagono gobbo inscribto in upa sfera di S, . -

’_ Facciamo I'ipotesi che 1 punti A,A.A;A .siano i vertici del te-
- traedro regolare inscritto e poniamo S

(Auhe) = (Auhe) = (A,Ag) = (Auhe) = (Aoh) — (A.A,
(Aﬁ-&l) — d.I (AEAE) . '51?*-; (A.EA'E:] = ({3 (AEA_;] s dy :) |

... avremo nella

2dl da d, do. (A +d2—d)  dy. (do® + df — d.%)
s . (d’?': . ﬂi"’? —ds") 2y dy dy P .(dﬂﬂ 4= -:?:ﬂ —d,%) (=0
ty . (0" +di" —di®)  dy . (ds* +dy* — d.®) Ole iy dy

I_a. fur_mqla. corrispondente a quella nota di geometbria piana

ds -+ dy = ds.,

ot
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Il ieorema che abbiamo dimostrato & I'estensione di uno dov
a Giorero C. C. von Srauvpr, pubblicato nell'annata 1857 del Gig
di Crelle: 11 sno enunciato si pud trovave, colla relativa dimost
zione, negli Elementi di Matematice di BaLTZER Parte 1V, Pla

metiia, pag. 208,
B. Prociownr,

BIBLIOGRATFIA

Unperto Comcina & Angero Nerpi-MonoNa, — 1° Trigonometria pi
e sferica, ad use degli Istituti tecmici, con 75 figure e 1000 eserci:
problemi, pagg. 385, Torino, Casa Editrice G. B. Petrimi di €
vanni Gallizio; 1917. — L, 4.

2. Trigonomeiria piuna, ad uso det Licei, con 50 figure e 809 eser
e prubiama estratto dall’opera degli stessi Autori: — Trigonome
ptana ¢ sferica ad uso degli Istituti feenici, — pagg. 256. Torino

1917. — L. &

Questi libri — compilati dai nostri egregi Colleghi U. Coxeina del Lice
Spezia, & A. Nzppir-Mopona _ dell' Istituto tecmico, di Alessandria — somo w
pragevoll, sia dal punte di vista scientifico, che da quello didattico, 8 meri
giustamente fuvorevolissima avcoglienza. Cenvinto di cowpiere un'opern afile
le postre scuole, 1o parlerd di essi (bencheé sappia che si fraifa di opere
conosgiunte ¢ lodate da molti insegnaunti), liets se potrd eontribnire ad una
maggiore diffusione, '

Com's avvertito neclla prefazione, il volume per i licei elasaici o moderni
estratto di quello per gl'ielituit teenici, dal guale & stata soppressa la trig
metrin sferien, lasciando invarizto tutio il resto.

1l volume completo, destinato ag)’istituii taenici, & diviso in quattro parii:
liminari; teoria delle fungioni circolari; trigonometria piana ; trigonometric sfe
" Gli A. si sono attenuti ai programmi ufficiali delle suddette scuole, @
perd un maggior sviluppo ad: alcune parti, affinché nulla mancasse d'impor
o di molto nokevola. }

Nai prelinvinari o nel cap. XVII si trovano riassunte alcane nozioui m
sarip di Geomeiria (suwi Segmenti, angoli, diedri e friedri) e di Algebra (
variabili e funzioni) che gli alunni possono aver gid appreso in altri cor
‘matematica elementavs, ma che, per ragioni suggerite agli A. dalla pralica
I"insegnaments, si & trovato opportano di esporre eguslmente, in forma sing
¢ vonforme al punte di vista dell’insegnamento della trigonometria. Bi tro
gffettivaments, in quesia inérodigzione tutte le premesse necessaria per gli
gimouti suceessivi. Con sobrieth, con chiarezza, con precisione, gli A. trati:
vari srgomenti, insistendo specialmente sui sistemi diversi per la misura:
degli angoli (sessagesimale, centesimale e circolare); sugli angoli e sugli .
congrusnti; sulle coordinzte dei punti di una retta o di una circonferenza;
¢oordinate cartesiane ortogonall e polari sul piano o sulia sfera; sulle fun




.

di nna varinbile indipendents, sulia lero rappresentazions grafica, ¢ sul punti
Eﬁ.ﬁﬂ'fﬂﬁﬂf‘ﬂ- Fr‘}* anche '111 breve cenno sulla periodicizd in generale di aleune fun-
Emﬂl B8 5121'”1_5'1- prﬂpria,ﬁh priccipali della ﬁmziﬁu‘f !'Eﬂi}??‘ﬂﬂh&'.. | e

"_' La tgaﬁﬁ delle funzioni .ﬁa-ﬂafufr_i ?fapa svelta seguendo quest’ordine: gene-
Falifd sulle funziond civeolwri (definizioni ; funzioni di srehi associati ¢ comple-
.__.:_::Il'-'lE“fiﬂl_-‘i: periodicita); le funzioni seno e coseno e lorp epplicazioni (variaziopi:
gmﬁﬂﬂ: archi aventi un dato seno o coseno; relazioni ira gli elementi di un
' _'f;'_tr_iangn!u rettangolo; teoremi dei seni, delle proiezioni e del coseno; cenno sulla
cosecante e sulla secante}; le funzioni tangente o cotangente (variazioni: archi
. Aventi ung data tangents o cotangente; applicazione ai triangoli rettangoll) ; de-
- terminazione dei valort delle funzioni ecireoluri (viduzionms al primo semiquadrante

Ly o L T - = . . i | ; - " . “
_eSpressionl di cingne funzioni per mezzo della sesta: funzioni di —

i
| 47 10"

-uso delle tavole); ddentitd od equnzioni trigonometriche (identitia od squazioni, illu-
'_rfr._si-.ratg da esempi molte bene scelti): formule per Paddizione, sottrazione, moltipli-
o ___j::_ﬁ.z:‘_nns © divisione, per la irasformazione di somme o differenze in j:rmi’ai_ii; ur_netﬁd_q
L per rendere loguritimiche le formule. Questa parte si chiude con brave cenno ra-
“lativo all'ordinario procedimente per deieyrminsare approssimativamente il seno e
il coseno di un dato argomento.

. Ottimo # quésto ordine seguito dagli A, Quslle generalita snlle faxziopi cir-
“colari, poste fin dal prineipio, permeitono di ‘svolgere con grands semplicith i
..._Eﬂpi.t-u“ sueeessivi, ﬂuéi, per es., nello stadip delle variaziani, per il teorema relative
-alla perjodicitd (n. 75), basta limitarsi a[__l'iql;ﬂi'vﬁil_ln (0, d=x) frattandosi del seno 6
del cosenn (n. 78) e all’ intevvallo [0, =) per la tangenla e per la cotangente.

- Perchd * meno esatte e guindi anche meno importanti , (n. 93) gli A. hagro
_--:fl'ﬂtta'tn brevemente, o hanno fatio beué,- le propriethd della secante e della cose-
cante, Jo sarei stato anche pitt radicale a questo riguardo, In nessuna delle ve-
lazioni che legano gh elementi lineaxi o' angolari d’an trinngolo pianu o slerico
' ficorano la secante o la cozecante; nelle applicazioni queste funzioni NOR ¢Ompd-
I .'i'li}iuunu affatto; le iavole trigonometriehe diannpo i valori di zen, cos, ¢ o coly

e
e
o~

rec
I.' id..

M 1 E -.-I B e .I L] ! - . y i
d'un srco comprese ira 0. -0 dei loro logaritmi deeimali, ma non conten-

fondamentali, queste funzioml sono complelamente ﬂhhauﬂ'ﬂnnte_. pin tardi. E al-
forn perchié perder tempo in uno studio inutile? Lo studio della trigonometria non
2 presenta geuerslmente dificolia aj nostri alunni, salve, se mai, qoelle eausata dal
& oran pumero di formule che si sottopongono al lore studie. Le relazioni che in-

N tercedono tra le fanzioni. vireolari di sreki opposti, o differenti tra loro di = o

' fgé;pno guellt delia secante e della cosecante. Dopo essere state studinte nelle parti

sulle’ 5 0 sapplementari, o complementari, seno ordinariamente egpresse da gruppi
yl '[11 L i ,

ol di =i formule ciagenno, Bandendp dall’ lnsegnamento lo sindie della sscante e della
efica
m“?- {') Ritenge oppartune clie | valori delle fonzioni di % ,-%, % 151&115_1 dati appena definite le
HYO ': Bl lj_ﬁzijmi eireolari. 8i disporrebboe codl, fin dal prioelpio, d'vn materinle ndatto par jare I_a_npp.ur—
o 1 v tone esemplifieazioni malle relezionl ehe intercedono tra e Ionzion] di archi particolari, Cosl,
zione opo aver parlato di archi gupplementari si potrafine fare gli ezempis

: | | 1
sen 135% = gen 46% = -:-r- ﬁ; - 08135 =— gog 459 —=— 5 V230

{ﬁi'r ton Feeor, Trigonometyiz, 2% ediziona).

T e

Rl

e
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cosecante, si ridurrebbe di —é il- pumero di queste formule, e, in generale, si alleg
gerirebbe notevolmente il bagaglio, pesante abbastanza, che si deve portare finel
non si giunge alla risoluzione del problema trigonometirico, con evidente vantagei
di poter infensificare lo studia delle parii che rimangona {%}.

Fer completare le premesse necessarie o utili per lo svolgimento futuro, gli £
definiscouo nel n. 49 la periodicitd in generale di alcune funzioni esprimendo
posi: © esistono funzioni le quali hanno la proprictd di conservare, nell’ interyall
* in eni sono definite, il valore che assumono per qualsivoglia valore della vs
€ risbile indipendenfe o, quando a questo si aggiunga una coslante o, tali oic

che per ogni valore z; di z si abbia
- flm + o) =[1{m)

¢ Tali fanzioni si dicono periodiche, e la costante w dicesi periodo ,. §
questa definizione di periodicita mi pare nou vi sia nulld da osservare; ma, ¢
non eiro, una piceola lacuna si presenta per quanto si riferisce al periodo. Infatt
dalla definizione, cosi com’d posta, segue subito che ss una funzione { (x) & periodi
e ©w & uu periodo, tutte le cn_strimti kw, con L intero pesitive o negativo, sor
pure periodi, Una fonzione periodica avrebbe cosi infiniti periodi; la costavte
sarebbe non ¢ ma un periedo. Occorrerebbe dungue completare lu definizion

dicende, per es,, che si chiama periodo il pilt piccolo valore positivo che gor

della proprieth della costante ® (%); senza di che il teorema relativo alla peri

~ dicita delle funzioni eircolari, nel n. 75: “le funzioni circolari somo periodich

® il seno o il cosene {la cosecante e la secante) hanno ¢ periode 2m; la ta
* gente (e la cotangente) # periode = ,, @ la relativa dimosfrazione rimavrebbe
difettos:.

He
¥ & '

Proseguendo nell'esame del libro, entriamo subito nella parte avemte per |
tolo irigonometria piona. Qui gli A. cominciano col richiamare i criterf di egn

glianza dei triangoli vettilinei, e gi fermane sui corrispondanti cagi di determin

zione dun triangolo, sullo- scopo della ftrigonomefria piana, sull'analisi del
relazioni sndipendenti che risolvono il problema frigonometrico, & danno ut
avvertenze per quanto specialmente si riferisce al caleolo degli angoli per mez
delle lovo funzioni circolari. Passano poi alla risoluzione dei friangoli retfango
e dei triangoli in generale, completando per questi le formule relative, ferma
dosi in ogni caso sulle discussfoni, sulle perificezioni o su esempi numerici, ci
cenno alle principali applicazieni (misurazione di distanze inaccessibili, problen
di Pornsxor). Proseguonc col dare le varie formule per il calecolo dellaven d
triangolo, dei vaggi dei cerchi circoseritto, inscriffo -ed ex-inseritti, e dei pri
cipali elementi d'nn quadrangaloe ipscrittibile, e col presentare cingue belli esem
di risoluzione di triangoli, nel caso in cui i dati non siano tutti lati o ange
dove alla risoluzione trigonometrica aggiungone quella geowmetrica, a confern
d=1l"esisienza_del triangolo. |

(*) Ofr, con qﬁﬂnto dice il prof. PEaxe nel Formulaire (a. 1901, pag. 183) dopo aver dafinil

ls fanzioni sen, cog, tg: Noue u'introduirens pos lés cutres fonctions lrigencuseirigues cotang, st

- i 1

cosez gu'ox vemplace par o’ das aan

(®) Cfr. per 25, con quankte dice in proposito il prof. Pesor (T'rigonemesiria, 25 edizions, pag. :
nalla nota), . '




©di quegli ultimi cinque problemi, o preferirei
. trica e geometrica, invece di essere indipend
Y Jorax pili precisamente, che la

g " . 1
= adincente al catefo gara eguals ad — «

¢ tre awguli con un lato: quindi il teorema dei seni,
 meut cousecubivi, e in particolare quelle che si riferiseo

di un parallelepipedo, ulla riduzione dell’angolo
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Lo svolgimento di fuita questa parte nomn potrebhe esser

fatto in modo piil
chiaro ¢ pit esatto. Una semplice osservazione mi permetto d

i fare a propesito
chie le due visoluzioni trigononie-
enli, avesserg magesior wesso Lra
isolazione geometrica. fasss dedoits gu quella tri-
gonometrica. In un lbro di trigonometrin & importante mostrave I"atility del pro-
cedimento Lrigonometrice, e, in particolars, far

“a risolvere i problemi di Geometria, — Cosi, per es,
del n. 227: risolvere un ir -

vedere come esso possa eiunkavci

s Prendendo in esame il problema
iangolo, essendo dati i due lati b ¢ cela bisettrice |

dell’angola compresa, dope aver mostrato comé, dal lata brigonometrico, esso venga
risolto dalla formula

cos 1 a_{b—i—c}.{
8Os 7

si farh osservare come da quesia

sl possa subite ricavare Ja cosiruzione,
tovera, da essa si deduca f

! be i!:‘Im
2 b—]-cﬂsﬂ"

e quindi, cosfruito il 4¢ proporzionale m dopo 64c, b, e, e poi il triangolo

; - 1
reftangoto che ha per ipotenusa m s un eateto eguale ad EE, I'angolo acute -

g G E si trova precisaments g cosbru-

zione indicata dagli A, — Cosy, ancora, esaminande il problema del n. 230- i801-
vere wm triangolo, dati due lati b, ¢ e larea A = k2 dafla formula
' z

Se o =— ——
be

si deduce subito la costruzione, Si trovi il terze proporzionale m dopo b e &

{0, cid che & lo stesso, si trasformi 72 in un rettangelo di base b, e si prenda
Laltezza m); sara alloka

O = ¢ sen o,

Quinddi, costruite il triangolo reftangolo che abbia per’

bebo exaule a ZJm, 'angolo opposto a questo cateto sariy
supjleieuto.

ipotenuea ¢, ¢ un ca-
egnale ad o, o0 al suo

-:r**
Con gli stessi criter?, con [2 stessa esattesza, viene svolfa I8 trigosiometsic
sferica, ultima pavte del libro, Nelle nozioni prelimivari {cap. X VI VEengono ri-
chiamate le principali proprieta dei diedri, dei teiedri, dei triangoli e poligoni
sfericl, Si pawsa subito alle relazioni fondamentali (d" Fulero) che legano i tre
Inii con un angolo e se ne deducono (col trisngolo polarve) quelle che legano i

le relazioni tra quattro ele-
no ai triangoli rettangoli
dei -triangoli sferici, dap-
con applicazioni relative al volunie
all’'orizzonie, alla distanza sferion
coordinate goografiche, e al ealeolo i
I L'altimo capitolo contiene altre: for-

@ retbilateri. ‘Senz'altro, si passa subito alla risolazione
prima nei casi particolari, e quindi in generale,

di due. punti ferrestri di cui siano date lo
alewni elementi dei cingue poliedri regolar

ety




r
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mule netevoli di trigonometria sfevice, o ciod le formule di- Duramang o di
PERO, (uelle relative all’ecceaso Bferico {formule del Cagwor: & del Leviier
all’aren del triamgolo sferico. |

Chiude 1'ottizno volnme una raccolta ricchissima di eserecizi o problemi {1000 -
cui 809 per la trigomometyia pinnﬂ} aleuni dei quali farono temi d'esame dj
venza d° Istituto tecnmico (edn qualche lieve modificazione perch® fossero meg
adattati alla risolnzione trigonometriea). Questi esercizi graduati, ordinati, ¢
rispondenti ai vari Capifo?s in cui & diviso il libro, mettono in grado I'ingegna;
di fnre ntilissime applicazioni in ogni parte del Corso. ‘

Quante alle notazioni, mi pars che gli A, sbbiapo seguite guelle di uso 1
comune. Dico i pare perchs, nella grande variets dei segni abbreviativi cha
adoprauo, pon ¥ facile ovizzontarsi.

Per es. per Ia fangente si trova:

tan (Peso1; Lazzery; Bassi; ec.); tg (Tarrorer): tng, o t (Peawo):
per la cotangente:
¢tn (Pesor; Basasi); ﬂﬂt-‘[Liam_m]-; ¢otg (Farrorer);

par logaritme desimale:

L (PEse1}; log {Lﬂzﬁl; Farrorsr; ec.).

E da lamentare vivamente che non si sip micora eonsegnito il desiderato .
corde per la unificazione dei segni abbreviativi, e della terminologia! ()

e
*

®

Termine eol far rilevare um altro pregio impi:n'-tan_te del libro; quello ti;
grafico. Aneora una volta, con la stampa di qhaﬂﬂ’npﬁra, ‘la Casa editrice (3, G
lizio di Torino ha conformato la sua buona faman (*). I #ipi grandi, chiari; le Ii
ben distanziate: la formule collocate, sgparatamente, sempre in mezzo ad og
riga agevolamo la letinra del libro. Le figure seno tutie bene eseguite; la can
¢ otfima; Ia veste del volume & elegante. Per quanto scrupolosamente abl
cercato, non ho potuto trovarvi nessunn svista, nessnna imperfezione tipografi

C. CiAMBERLINY.

Orere MaTEmaTioRE DI Luter CrEMONA — pubblicate soffo gli aunspi
deila R. Accademia dei Lincei — oepli, Milano — Tomo secon
{con fototipia del monumento eretto all’Agtore nella B. Seuno
d’Applicazione per gli Ingegmeri di Roma} 1915 — Tomo ters
(con notizie della vita e delle opere dell’Antore e con indic
alfabetico per materie), 1917. !

Nel fascicolo TV dell’Anno XXIX di questo Periodico il Prof. F. Eariqu
Urattd ampinmente di questa Importante raccolta di tulbe le opers matematic
di Laigi Cremona, in occasione della siampa del primo volume falia nel 191

1) Com's noto, 1a questions, posta fln dal 1808 dnil’ dssocigsions “ Mathesia , al Congresso |
Torino, nen ha fatle aleun passo versa la sua golazions,

{°) Edito dallz stessa Casa editrics sono, come totti sanno, quests altre important DpaEra |
Matematica: B Pavactiyy, Aritmeatice ed Algebra ad use delle scuole medle snperiori; U, BuraL
Fonri, Corvo di Geametrin Analicico- Proietifon per glialliavl della R. Accademia Militare: C. BuraL

Forri o R. Marcorongo, OUmografie settoriali cou opplicazioni alle deripute rispefto ad nn piiio
el Rsico—inatematicg,
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“ La pubblicaziona (¢osi egli seriveva) gik ‘da quesio primo volume, prometis di

riuscire sotto ogni riguardo degna del Maestro, che il concorde amore dei disee-

. poli vuole far rivivere in mezzo alle pit giovani generazioni scientifiche, o degna
insieme della nostra Accademian che — onorando I'insigne geometra — ha felice-
- mente espressa la gratiindine pazionale verss uno degli’ uomini che pil hanuo

contribuito alla redenzione spiritnale della nuova Italia .. _
Il secondo e terzo volume hanno pid che mantanuta la promessa; e la grande
opera ormal compinta 3 veramente degna del maestro, delin B. Accademia doi

‘Lincei, e torna ad onore sopratmito dell'jllustre Prof kugenio Bertini, il guale

diresse la pubblicazione con seienza e coscienza mirabili, con affetio filiale di
discepolo e di amiee, col fermo proposito di erigers al maesiro venerato il pii
duraturo, il pinx bello dei monumenti. |

Hanno preso parte alle revisione delle 114 Memorie o Nole raccolte nei tre
volumi, oltre il professor Bertini, 1 professori Amaldi, Berzolari, Bianchi, Castel-
nuovoe, Ciani, Favo, Lazzeri, Loria, Maggi, Martineiti Montesane, Niccoletti, Pit-
tarelli, Pizzeiti, Rosalki, Scorza, Seere, Severi, Terracini, Togliatti, Torelli, Verpuneso..

I criteri fondamentali segniti in questa pubblicazione sono stati dne. Prima
di tubte che si dovessero pubblicare tutts lo pubbiicazioni di Cremona, anche gli
esercizl, gli articoli bibiografici o lo commemorazioni, per presentare compinta-
meute Vopera scientifica dell’insigue geometra, tralasciando soltanto il Culrole
Grafico o la Geometria Proiettive, che sono opere esseuzinlmmente didattiche. In
seoondo laoge che si dovesse rispattare, sia per la sostanza sia per la forma, la re-
dazione originale, raceoxliendo in note alla fine deij ripettivi velumi lo rattificazioni
e gli schiavimenti che i revisori credeifero indiﬁspﬁnﬂahi[a comnmnicare ai lettori.

Il terzo volume & preceduto da un bello articolo del Prof, Bertini, nel gquale
vengono esposte brevemente le vicende delln vita del maestro ed & fatta nng
profonda sintesi dell’opers scientifica di lni. L'articolo & cosi interessanle, cosi
densn di notizie o di idee che o piacsrebbe di r'ip_ruduﬂri per intero, ma poicha
lo spazio non lo consente, ¢i piace spigolare largamente in esso.

Gaudenzio Cremona, impiegato comunanle a Pavia, discendente da uns distinta
famiglia di Novara, venula in sirettezge Hnanziarie, sposd in seeonde nozze Te-
resa Andreoli o da essa ebbe guattro figli, il primp dei quali & il nostro Luigi,
nito in Pavia il 7 dicembre 1830, I'ul uime & il rinomatoe pittore Tranguille, A
12 anni Luigi Cremona pardd il padree, ma poté, pon senzn stenti, continuare gli
stdi neila sua citth natale: Ii interreppe nel 1848 per partecipare come volon-
tario alla guerra dell’indipendenza, Militd per 18 mesi e prese parte ai prinei-
pali eombatbimenti dell’ernica difesa di Venopzia, distingnendosi per discipling e
coraggio, tanto da esser proposto “ a modello di virtn eivili e militari ..

Darante la guerra ebbe il dolore di perdera la mndre, & nel 1849 fu tratto
quasi in fin di vita da un gravissimo tifo, d] eni aveva porlate il germa dalla
guerrs. (xranrito termind meilo stesso nnne gli studi classici, ed entrd nell’ Uni-
versity di Pavia, ove ebbe maesfri. il Bordoni e il Brioschi e consegui, nel 1853,
la lanrea di ingegnere civile ed archilatio. A Pavia rimase fino al 1858 prima
come ripetitore privato di matsmetiche, poi come supplente professore nel Gin-
nasio; passd poi come professore ordinario a#l Ginnasio di Cremona e nel 1869 al
Liceo 8. Alessandro {ogzi Beocarin) di Milano e finalmente nsl 1860 fa chiamato

alla cattedrn di Geometria Superiors nella Universita di Bologna, ove insegnd anche
Geometriz Deserittiva, (eomotria Analitiea o Meceaniea razionale. Nel 1866
trasferitosi a Milano, insegno Statica grafiea nel Politecnico o Qeometrin Snpe-
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riore nella Scuola Nﬂfmnle, che il Brioschi aveva annesso al Politecnico st
con !'intendimendo di formare professori per gli Istitubi tecnici.

Nel 1878 passd a Roma come direttore dells Secuola degli Ingegneri, chy
costitui ed ordind con singolare perfezione, ¢ vi insegnd Statica grafica; dal |
in poi comservyd la direzione della scucla degli ingegneri e continud I'inse
mento della geomelria superiore mella facolld di scienze fino. alla sua morte
venuta il 10 Giugno 1903

I primi lavori di Cremona, che rivelaraono la forza, I"ele =anza e ["accurabezza ¢
¥ =

sua mente, sono in gran parte ispirati alle opere di Chasies, delle quali dimost

o completano o accrescono vari risnltati. Ma con insuperabile energia e costan
lavoro ben presto Cremona &' impadroni dei metodi e delle ricerche della senola
BoaG, @ il suo spirito si volse verse i metodi geometrici puri, spogli di qualongue ¢
ritmo, ai quali doveva dare una impronta personale geunialissima ed insope:

La Introduzione ad una -teoria geometrica delle eurve péane, pubblivata p
prima voita nel 1862, tradotta poi in tedesce e in boemo, & la prima opera pode
in eni ai manifestanoe la qualiti eminenti del Cremona. In nnmerese memorie,
blicate fra il 1882 e if 1865, egli applicd i metodi generali della Introduzione a st
ficie e linee speciali notevolissime, nel 1866-67 estese gli stessi concetti allo ap
in un'altva podexosa opera: Preliminari di una teoria geometrica delle superficie

Une degli argomenti studiati pilt profendamente dal Cremona & guello .
trasformazioni geometriche e delle rappreseniazioni piane delle superficie
prima Nota delle trasformazionl piane (& la 40¢ della raccolta) & del 1868,
seconda (N. 62) del 1864. Il coatributo di Cremona fu cosi importante, ch
dette trasformazioni fureno chinmate e sono universalmente: conosciute col 1
di Trasformazioni di Cremona, sebbene dei casi particolari fossero stati es
aati precedentemente da albri, seguatamenls dal Jonquieres e dal Mag
Nel 1571 furono pubblicate le importanii Note sulls irasformaszioni razionali
spazio (N, 91, 92), alle quali si collagano altre notevoli applicazioni e cusi
ticolari, fino alla Nota Sopra una trasformazione birazéonale, del sesto grado
spazio a e dimensiond, la cud inversa @ del quinto grado (1884) con la quale
ming Paftivith secientifice del Cremona:

I1 terzo velume dslla raccolta st chluda con la commemorazione del Sem

Praf. Beltrami (1900). | , -

L'attivita del Ckemona si manifestd non solo nel campo della seienza ma a
nella scuola, Fu Ministro della Pubblica Istruzione per pochi giorni solam
{dal 1° 4l 29 giugno 1898), ma la sua autoritd era cosi grande, indipendentem
dalle eariche politiche, che i suoi cousigli erano sempre e dovungque ascolta

Si deve a Iui lo impulso agli studi geomefrici in Ttalia, la creazione di

- yvera scucla geometrica Italiana, che vanta ora valoresi cultori, i quali in ¢

rale si sono scosiati dalle direltive del capo scmila. Si deve a lui I"introdu
dei corsi di Geometria proiettiva ¢ di Statica Grafica nelle nostre Unive
corsi che dopo avere prﬂsp'eratd per qualche lustro, vanno.ora rapidamente &
parendo, non sappiamo con quanto beneficio della scienza e della senola.
Forse 'entusiasmo dei neofiti aveva portate a gualche Eaagerﬁziﬂne, io
vichiedeva dai faturi iugegnﬂﬁ Lroppe seienza puara; ma la soppressione fota
quei corai non & certamente un progresso. | ¢

Gronio Lazzerr — Direfiore-responsadie

Finito 4 stnmpare il 2§ Aprile 1917



Su alemni determinanti di differenze ¢ di somme ©

l. Nel vol. 26 del Giornale di Matematiche nella nota © Un teo-
rema sui deferminanti di differenze , R. Raimondi dimostrd che: e
data una progressione aritmetica della prima classe d’ordine # 5

9 . -
(1) B s g ann i Bev i v s

di ragione d, se & forma lo specéhiettu

"R A I S

dl, HESS W dﬂ, N—1 j ':.‘?_3. B—1 9 se 2 us, dﬂ'!--‘f_t,, ll;.l LA

TR DO S SN e
dl, 1 ] dﬂil ) dﬂ! 1 y = - - .-. " d‘[l.-]-i"_.l g+ .:iu.._
ﬂl. 4 ﬂﬂ 3 Hﬂ .’il'.lfll H'[[-I-.-], 3 & 8w :
“dove in generale d,, indica la r= dells differenze s & ha che ge. = .~ o
= si prendono n--1 verticali sticcessive per formaré un determinante, R
¢ quesfo ha il valore costante @+, i I

E imporfanfe osservare che talj determinanti (a meno de] segno)
sonp eguali a determinanti ortosimmetrici di Hankel di ordine # _|_ 1
. formati con termini successivi della (L) (v. I Determinanti di E. Pa-
. 8CAL, pag. 88 e seguenti).

- ﬂl ﬂ'ﬂ 0 @ B0 ﬂ“.‘l—[
Eﬂ ﬂﬂ iltqllﬁu__i_ﬂ

- - a]_]_ ﬂ“.l_l e e e 8 oa {Iﬂﬂ

v o« lgng-g

Fnsy Tyis ...

;;.i.ﬁﬂtt[‘ﬂ.ﬂﬂﬂ_ﬂ daglt elementi della seconda. colonna i corrispondenti dells
. Drima, da quelli della terza colonna i corrispondenti della-seconda, ece.;

(") Queats articsle doveva assere pubblizate primms dell alirg che gia @ gomparso nel fasci-
- colo 1I1; i riehiami in quello contennti e rifarisuﬂ'!m B questo. (Nofa della Direzione)
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poi nel determinante ottenuto sottraendo dai termini della terza
lonna i corrispondenti della seconda, da quelli della quarta i cor
spondenti della terza, ecc.; poi nel wuovo determinante ottenuto
gliendo dai termini della quarta colonna guelli corrispondenti de
terza, da quelli della quinta i corrispondenti della guaria, ecc.

cosl via, si ha: . |
ﬂl dl-rl -.---indi

g d‘i.l e B

(fa _{i“_fl ...-..d-.
d

ﬂ'ﬂ+1 d'ﬂ‘t‘l‘l"""‘

ed anche 5
| | d d vevenoll
dl,ll.—l dﬂin—i--q---dlu—l—l,ﬂ—l
BITR) 2 e F el g o e n{n--1)
D=(—1) % |, ., ,.,.....|=(=D2* &
dl,_l dﬂ-.l ....-..li“,!.lj'l
iy g N {1 ES |

La dimostrazione fatte sussiste anche se le @ non formano 1
pluﬂ*resmnua aritmetica, pereid un determinante di differenze di gu
sinsi ordine ricavato da mna successione qualsiast e da quelle d:
differenze suceessive formando uno specchietto come & formato il
e prendendo m colonne successive delle prime m linee & egnale
meno del segno) al determinante di Hankel di ordine m che si
fiene dalla suceessione data prendandn come primo termine 1ult]
termine della prinia colouna del deferminante di differenze siess

2. Data una progressione aritmetica di ordine z e di ragione

.

ﬂ]_- “ﬂ'-ﬂlﬂ:-g-t--u]‘-l-lil

(1)

so sl considera la successione

[2] " al L] ﬂl-l—ﬂ. ] ﬂl-l-EB yrerwes ﬂ'] —f—]_‘E g+ v ®aa

formata con termini della data, partendo dal primo (o da nno q
siast) o prendendﬂ i seguenti sepavati fra loro da s—1 lermini di
stessa, si ha che questa nuova successione forma una progressl
d’ordine n e di ragione §°d.

Per le progressioni di primo ordine la propriefa @ evidente,
gi pad dimostrare facilmenie anche per una progressione di ord
qualsiasi. Infatti formiamo la succeasione delle differenze pri

della (2):

{3) (@1ys — '11_) y (orpee — @us s}y (@rgas— Gits) 5+
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5

.. evidentementae:

ﬂl+3 —— ﬂj_ : (Ha P ﬂl} _I_' (ﬂﬂ‘—ﬂﬂ) —I— . s -‘_- . .-_- . 1 .. .. . + [ﬂl.!.g e ﬂ'g_)
Brtas — B4 = (B1 1008 — Oys) + (G 1050 — @4 544) —l— -s —l—(ﬂ'l R

» . - s - " " . - & a . . . "

— o
- - " " . B - - K " " [ W . L] - & & » * e ™ ] L] L] '] ] I T

- ciod il primo termine della {3) & eguale 2alla somma, delle prime s dif-
ferenze prime della progressione data, il secondo & eguale alla somma
delle successive s differenze prime della Progressions stessa, ece.

Se ora formiamo le differenze seconde della snecessione (2), nna
qualangue di queste, per losservazione fatta prims, visulta somma A
.~ di s differenze fra due differenze prime della (1) separate da s—1

~differenze nella successione delle differenze prime della (1) stessa,

HoH
|||||||

e

-_.___._ " e
G e e e S

e

o =" -
T e L
-~ "y

- pereid le differenze seconds della: successione (2) risultaiio somme
- di &" differenze seconde di (1), e cosi via; poiche in generale la diffe-.
venze e di (2) risultano formate nello stesso modo dallo stesso 11.'1_1-_-
mero di differenze rme dj (1) in modo che ad ogni differenza == di (1)
contenuta in una differenza rma i (2) ne corrisponde una della dii-
ferenza r®t successiva che B separata dalla prima nella snccessione
delle differenze »™¢ di (1) da (s— 1) termini, ne viene che le diffe-
renze (r-f-1)™° risuliano somme di st differenze i (1) Quindi in
parficolare le differenze ennesime d¥ (2) risultano somme di 52 diffe-
venze ennesime di (1), ma gueste sono tutbe eguali & d percid ls
differenze #=° di (2) hanno il valore costante sod. it e e
Applicando allora alla progressione i

ﬂ -

) .48« M1t95 0w 0 v, 1y 0.0 oo ’

......
Hrves Lt

~una proprietd ricordata al numero 1, si ha

m: ﬂ].-'l-ﬂ- * E w8 s a f#l +na
- ﬂ1+3 ﬂ]-i-ﬂg P oELE e 'ﬂl'f'{ﬂ-rl-l}ﬂ _ . AL
L] » - . M M - s = L . .. ! ﬂ J:]I'-']-I] . ;

| = (—1) 2 gi+Y) gul

e . I SR | | e

ml{'
slla:
one.

ﬂi+nﬂ .ﬂH-{n 19 - -.- R ﬂ{1+ﬂﬁa

3. Data una progressione aritmetiea di ordine 2 e di ragione d

7 . .
ma {1) i sl BB el 5 o S

ing
[me

- formiamo la successione delle prime somme s ad s della progres-
. sione data, ciod la suceessione che si ottiens addizienando al primo.«
.- termine di (1) gli s—1 successivi, al secondo gli s—1 successivi, ae,
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essa. formera una pmgreasluue amtmetma d’ordine # e dl ragione g

percio

q=8 g=s .

. ﬂ“ E ﬂl +ﬂ. # » @& & =# w & & = @& @& E ﬂﬂ{*{l
=1 g=1 g=1
q=3 q== .. =8
ETI.;_;.q E ﬂg.].q b oW e s e . . E An+1)+q nion+11

q=I Sg=1 q=1 E('—-‘l} 2 gl i
1;_1=_3: q =8§ g==s

Z !‘Iu—inq E ot1)4g ¢ « 2 o o 4 o b o s ‘ E Hainrq

g=1 q=I | e=1 .

Ta successione delle pume somme § ad s della successione del
prime somme della data si dice la suecessione delle seconde somn
della data, 14 successione delle prime somme della successione del
seconde somme della data si dice la successione delle terze somn

della data, ece.
i facile verificare che iu generale la successione delle r™° some

ad s della data forma una progressione aritmetica d’orvdine n e
ragione s'd, perciv se formiamo un determinanfe In modo analog

al precedente per tale progressione, esso sara eguale a

n;’n-.—'.[} )
(_ 1] & ﬁr{n 1) dﬂ-l-l .

A. (loneideriame ora una progressione aritmetica dell'ordine n

della classe m
£ R

(1) Tt U PN P /S
di ragioni

dl’ rig, dﬂ,:--‘ f.im,
la cui somma indicheremo con 8. Se si considera la successione

(2] | Ayy Oipm s Trasmy o-o9 @ifprmaovoy

formata con termini della data, partendo dal primo (0 da uno que
siusi) e prendendo i seguenti separati fra loro da m —1 termi
della stessa, si ha che questa nuova successione forma una progre
sione d’ordine » e di ragione S .m"" -

Per le progressioni di primo ordine la proprieta & evidente, ma
pud facilmente dimostrare anche per una pr oaressione di ordine que
siasi, Infatti formiamo la successione delle dlﬁm enze prime della (2)

(3) (ﬂ'Hrm - ﬂl} 1 (111 +2m = @, +m‘| ) (ﬂl-i-ﬂm T HH—H:.:':) g &
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evidentements

Tusm == 0y = (8 = 1) + (@ @) e eev bl e )
ﬂt‘!‘ﬂmh—ﬁl im :{-ﬂﬂ'f'nl o al“"m:} _I— l:aﬂ‘-|-m =] aﬂflﬂ) + sw w7 (:a_]_.fﬂ[u._:ﬂjgm) P .'

ciog la prima delle differenze prime di (2) & eguale alla somima dells
prime m differenze prime di (1), la. seconda & eguale alla somma
delleé successive m differenze prime di (1), ece. ' |
Facilmente risulta poi che: Ia prima delle differenze seconde
di (2) & eguale alla somma delle prime m somme m ad m dalle
differenze seconde di (1), la seconda & eguale alla somma delle
successive prime somme 2 ad m delle differenze seconde di (1), ece;;
la prima delle differenze terze di (2) & eguale alls somma delle
prime s gseconde somme m ad m delle differenze terze di (1), Ia
seconda & eguale alla somma delle m successive seconde somme -
ad m delle differenze fterze di (1), ecc.: in generale la prima delle
differenze +=¢ di (2) ® eguale alla sommsa delle i prime (3 — 1)me
somme m ad m delle diffevenze »=¢ di (1), la seconds & eguale alia
somma delle m successive (r —1)™¢ somme m ad m delle diffe-
renze #@° 4di (1), ecc. | | it >
In prrbicolare la prima delle differenze noe di (2) & eguale alla
somma. delle m prime (n — 1)™¢ symme m ad u delle differanze pme
di (1}, la seconda & eguale alln somma delle m successive (5 — T)me
somme m ad m delle differenze nme di {1); ecc,, ma ricordando la
legge di formazione delle (m— 1)m° somme m ad m delle diffe-
renze 222° di (1) e ricordando pure che Ja somma di m differénze nme
successive d1 (1) & costante ¢ eguale a 8, si ha ehe le differenze nme
di {2) sono tobte eguali ad 8. me—", 2 '
~Applicando allora alls progressione

ik .

[:rl . El:‘_m - ﬂ_{-&ﬂm £ = oo ﬂl-;-r"l LR

una propriefd ricordata al numero 1, si ha

classe

j}i%_al|ﬂﬂtﬁﬂil

it .

Ii'lﬂrli-

9. Consideriamo una progressione aritmetics dell’ordine m e della

{y d14m vrvaee Oipam

@rsm &1y cenen e Qritngim

TR v T S - - R T &l =% a1}
T T e R L S
ﬂﬂm ﬂl-[—nr_n ------ ﬂzmn ' |

Hrsum  igusiim s o a0 s Tpgnm
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o slano dy, o, da, ..., d,le ragioni della progressione, la eui som:
indibheremu con S. " -
Formiamo la successione delle prime somme m ad m, essa cj
una progressione aritmefica d’ordine n e della primsa classe la .
Tagione @ eguale a S (in generale la soccessione delle sm° somme
ad m, c¢1 da una progressione aritmetica d’ordine n e della pri;
classe di ragione m*§). Ne viene gquindi che se formiamo un det,
minante di Hankel di ordine »--1 per la progressione ottenuta, si

gq=H gq=m q=m
2 ﬂr+|‘l E wr.f.q.l‘-] B @ & = F & B E ﬂr{_q-[-n
G=m q=m g=m
2 'Err.{-q-f], E ﬂr+lr|-[-ﬂ » " " s s s o= 2 ﬂr-i*_l]*i-'[l'-l—l ntn+1'|.
=L q=1 qg=1 : =(__ 1) o Su.
[ ] - '] L] - - - & - - " - - - — - -
Gg=m q=m g=1m
2 Uriqin 2 Frigingr =« v v 0 oo 2 drig+an
I g=1 - q=1 | ¢=1

qualungue sia il valore di r.

Formando la successiona delle prime somme #m a tm delia pr
gressione daba si ha una progressione aritmetica d'ordine » e
ragiuna.'ts (in geuerale la successione delle s™ somme tm a ém,
da una progressione aritmetica d’ordine n .e della prima classe di r
gione m*~'#*S) e un deferminante formato in modo analogo al pi

cadente sard egumle a
' H{n-1)

(=1 B opagen

L. Temca.

*
&

UN PROBLEMA SULLE FORME QUADRATICHE BINARI

a determinante negativo

l. Com’® ben noto (*), data upa forma quadratica binaria a coi
ficientz interi;

f=1(a, b, €) = aa* -}- 2bavy - ey®,

it} DarronwnET, Zalilentheorie, vol. 1% cap. IV, .
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“eseguendo snlle vmmhzll Ja -gostituzione linears a coefficienti interi:

(1) S %
y =y 2,

pssa sl trasforma nella:

f; = Ly ‘I‘ 23’131?1%"" ﬂ:f{hﬂ'

i cui coefficienti dipendono da quelli della data, e dalle %, 8, 1, & Se-
: condo le relazioni:

El'=
ke L

| a = ae” + 2bay +- ey’
(2) -y h=0uB b (2864 By)+ cy3
e = aB® - 2085 + o357,

) T R,

Qualora il determinante («8 —By) della sostituzions (:':g

i ~eguale, in valore assoluto, all'unitd, i determinanti di f,f:

| DHT-E?E'-—HE-, D1=b]'_5'—'ﬂ1ﬂ::l;

 essendo legati dalla relazione: . e
Dy= (a5 — By)*. D o S

risultano tra di lero egnali, ed in questo ecaso le dua forme 51 dmﬂﬂﬂ iy
0- ~ equivalenti proprigmente od uﬂprﬂprmmﬂﬂtﬂ secondochd:
a _ :
ci {':Iﬂ E HT) == X 1
s
Lty

segni eguah, ne viene cheé ad ngm forme (ﬂ,ﬁb {;}
(— @, —b, —¢), per cui si pudb limitarsi a cnnslderﬂ."'z'
in n‘m @, ¢ sono entrambl pesitivi. ;

......

Dae: furma quah (a, b, ¢); (e, — b, &) dedumhﬂfﬂ'i': g
01 ¥
~mediante Ia sostituzione plupl‘lﬂ.( 1 {}) eqmnﬂrequw&lentl diconsi- o
B complementarr. S

Risulta immediatamente dalle (1), (2). {:hﬂ, 5& eaeguendﬂ SOpra |

una f una determinata sostituzione (_T 6) pr uprm, El Dttlﬂ]]ﬂ laf., da
i

questﬂ si ritorna alla prima mediante I’ mverﬂn ( '_B ) essa pure

1

o |

4]=

soslitnzioni proprie (m B) . ( Eﬁ) pruduce Ju aﬁﬂﬂﬂo eﬂ:’ﬂttn dellz 90-
£ Y 9 R
- slituzione prodotto

.......................................
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(1“ fi‘) _

01

~dove k& & un intero quallmquﬁ pusltwﬂ, nullo o nmegativo, si Lroy
Eubltu

Iudmaudn c:un o(k) la:

a(%) . a(h) = a(h} . a(k)= G(Fﬂ + %)
k) .o(— k) =0c(0)=1
e quindi: o
o(— k) = o(k)2.

Ne viene che se f & una forma qualsiasi ed 7 il risultato c:m
pe1weue operando su di essa la o{k), dall'eguaglianza:

| f1=f..t:'(k]
fi.ol—k)=f.a(k).o{—k)=F.

Cid premesso, detta f una forma qualsiasi, immaginiamo eseguite
di essa tubtte le possibili a(k): si ottiene cosi un sistema di infini
forme

) f o) =@, az -+, @b+ 2k +0) =8

tra loro tutte equivalenti, con il primo coefficiente in comuns e nell
quali i medi risulfano congrui (mod a).

Le forme di S si dicono paraliele.

Se i & una qualsiasi forma di § per cui fl-*-f a(k), si ha pw
f=rfi.cllk)™, per cui il sistema stesso si pud pensare generai
‘dalla f; applicando ad- essa le sostituzioni o(k)~*.c(k) il cui insien
nniﬂcida con quello delle o(k).

- Notiamo inoltre cle, data una qualsiasi £, mediante una a(k) oy
portunamente a&elt& si potrd sempre {rasformarla in una equiv:

lente:
- f.oll)={a, ak+ b, ak®-+ 26k -- ¢)

in modo che si abbia;

Sl rieava:

2.1 ak--b|

A tal uopo basterd sempre atfribuire a  un segno convenieni
e come valore assoluto quello di i so Intero, e diversamente il quc

.zmnte a meno di un'unitd per. difetfo o per eceesso di ]bl

Oltre a c¢id, chiamando ridotia una f= (a, b, ¢) qualora sia

cza=2|b|

si_dimosftra che Ll nnmero delle forme ridotte tra guelle ch dato de
tﬂrmmante negativo & finito: e che gliuniei casi nei quali due form




&

le

e

J=

p < a: sostituendo alla ¢ la sua cumnlementare a1 provg subito che

que[le d datu dete:mmaute ﬂﬁlg Five
in slcsssz. dt furm& eqmvalenm a b's;;;ﬁ;

ad EIE]_JHL'I.‘E lo scopo di quest&. breve nﬂm. i
Consideriamo una classe gualungque H d :
quelle in numero finito nelle quali si ﬂiﬂtrlhur::efg;{”"_"“
determinante negative (— D). TR

Convenendo di chiamarve sezione X Uinsieme di {Iﬂﬁ
hanno lo stesso pumn ﬂnefﬁmente e sistema S la - tﬂ'f-"j_j;_-'-' 4
tra le X

1n ﬁne Verra lﬂdlﬂdtﬂ il p:auedlmentu medmnte il qu&le ';,3_ 't T‘i‘;&t
le prime = sezioni, sl potrd deferminare I'(nm 1)wa,
3. Sia f=(a, b, ¢) una forma ridotta tra guelle di dﬂtf..lmmlmita@-g

(— D) tale cioé che:
c?m?ﬁ-ﬁ]b 2

Faremo vedere intanto che non pud essere p < . _
Ammessa iofatti Uesistenza di forme equwﬂlentl ad f e cal prlrnn
coefficiente < ¢, sla g={(p, ¢, ») quella in cui p & il pin piecolo &
trasformiamola medianfe una o(k) vella parallela g = (p., ¢, #) in
modo che p =2 | q i
8i vede subito che non pofra essere », << p; poiché se cia fujss_e;,
la complementare (r{, — ¢q,, p), sempre equivalente ad f, avrebbe
allors il sumo primo coefficiente 2, <\p ¢ ¢id contro I’ ipotesi, S
+ D'altva parte, non pud essere nemmeno #; 2 P, pmchﬁ allora la g,
la f sarebbero entrambe ridotte equivalenti col primi coefficienti
dlsuguali, la qual cosa & impaossihile.
Non esiste guindi una ¢ equivalente ad f col primo coefficiente

lo stesso vale per il terzo coefficienle #.

() Dirromzzr, § 05-86-67.
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Dﬂpﬂ ci0, faucmmﬂ vedere che il sistema:
S=f.olk)=(a, ak 4 b, ak®+ 26k 4 o)

comprende tutte le equivalenti ad { eol coefficiente iniziale a.
Sia infatti («, g, 7) ﬂquwaleuta ad f, ed (@, g1, 1) la. parallela e
=z2|q/.
Non puo essere r; <<a poiché allora (», — ¢, a) sarebbe m
equivalenté ad f eon », <@, cose che st & dimostrata impossibi

- d'altra parte se »,=aq, la (@ ¢,, r) sarebbe ridotta e quindi r, =

8 1=>5 ed eventnalmente g, =— b qualora fosse a=—2|5 | ed insie

ad (a, b, ¢} esistesse pure la ridotta ad essa parallela (e, — &, o).

I-'umhé (¢, g, 7) & parallela ad (a, ¢, 71) e quest ultima coingi
c¢on (&, b, ¢) od eccezionalmente con la (a, — b, ¢) parallela ad (a, b
reata assodato che in ogni caso (a, g, r) fa parte di 8.

Rimane ancora a provarsila non esistenza di forme (p, g, r) ey
valenti ad f, per le gnalis

e<p<<s  [oppure a<<r <Zc).

Posto che 9 =(p, q, i‘) sia’ una di quelle soddisfacenti a tale con
zione, ed in cui p & il pih pieeolo possibile, sia g = (, g1, 1) 12 8
parallela con p=2|q |. Non pofrha essers #, = p poichd ¢, sareb
essa pure ridotta equivalente ad 7 il che & impossibile; e se 1, <
Ia complementare (i, — 1y p) sarebbe equivalente ad f col prii
coefficiente << p, e quindi, in virth dell’ ipotesi, necessariamente egu:
ad a.

Ma se ¢10 fosse, la (@, — q:, ) come equivalente ad f, per quar
si & dimostrato, favebbe parte di 8, e p verrebbe dato dal trinom

ah® 1+ 20k 1 ¢

che essendo ¢ =2 | b | assume sempre valori = 2 ¢ per cul, confro I'iy
tesi, sarebbe p = ¢
- Riasspmendo si ha il

Teorema “ Se (a, b, ¢) & ridotta e (p, g, 1) & un’equivalente qu
siasi, non possono presentarsi che 1 seguenti casi,

ﬂ) Le due forme non hauno coefficienti estremi in comnne,
allora p ed » sono entrambi > ¢, e di L

b) Le due forme hanmo in comune uno degli estremi, ed allor:
rimanenti ecoefficienti di (p, g, v) non sono inferiori, in valore ass
luto, ai corrispondenti di (a, b, €). ()

t1) Di queate proprieth delle forme ridoite, in virth della quale =i pud dire che tra lo g
valenki sono quelle che banno i minimi coefcienki, non & M3 cemoo aleuno nell'opern elass
del Dirichlet ¢ nemmeno in altrs posteriori come ® Die alemanta der zablentherie dal Bachman
Y Elsmants de la Théoris des nombres dst Caben,. Non vi si ailude neanche nel Faseisols
Tomo 1=, Vol. 8° @sll' Encyclopedie redatio da Wahlen e Cnhen.
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4. Passiamo ora alla rispluzione del p_11}b]é1n'a. eni si & accennafo

al § 2. | | _ |
SI& fo==(, by, ¢o) V'nnica ridotta che sta a base di una classe H k-

......
........

dr forme equivalenti per cui sard £,> a, ed @, 9 | & | .
on Cen lo stesso ragionamento seguifo nella dimostrazione del Teo-
| rema del § 3, proveremo intanto che il sistema ;
"y So =15 ollk) = (o, aokt +bo, aoe®+- bk +- c,)
= di forme parallele, esaurisce senza ripetizione, tatte quelie di H col
e primo coefficiente @,. Posto per breviia: |
- Ak o =%(k);  aoh®-F Dok 00— (k)
£), il sistema 8, si rappresenters con ::
ne Yo =fo. o(k) = (ao, tu(k), uo{ ) | -=~

e costituird la. prima sezione ¥, di H.

L’intero che segne immediatamente a, quale primo coefficiente di 5

. una forma di H & ¢, poiche in H esiste la (¢, —byy @,) © nessuna
di- il cui coefficiente iniziale sia < ay, 0 compreso tra @ e ¢ come Il-
na snlta dal Teorema del § 3. | - a >
be Posto &y =a,, —b=5,, up=1¢,, eon la fi==(a, by, ¢;) si co-
y struisca il sistema:
no : T'
e fl . o(k) = (a1, tl(rf): (k) =5, -
: e proviamo che esso esanrisce tutte Ie forme di H col primo coeffi- 5
lﬂ f; ciente a,=¢,. | | |
10: w Sia. infatti (a:,q,7) in H ed (a-l_, Gy r1) In sua parallela con
¢ Non pub essere », = a, poichd allora’(a,, g, r,) sarebbe una ri- .

1o  dofta in H diversa da f,: sara quind: r, < a,==¢, e necessariamente

" =a,. Per cid: |
Ale (o, 14 1”'1_)== (@1, Qiy Qo) == [Eﬂn; i, Go)
ol e di quiz g=%5. o .
_ Ma (e, g1y @) essendo in H, equivale ad (a,, by, ¢;) @ cosi purs & . .
£ (co, — boy @) © se fosse g, = b, si equivarrebbero la: e
i | g (E:E’ bu.’ ﬂu); . (#u ' .,,__bn’ ﬂﬂ)

e del pari le eomplementari; |
ui- | (ﬂﬂ: '_-bih fﬂ): (ﬂ.ﬂi bﬂ: ﬂ'u).
ton | - o ;e
o entrambe ridotte, il che & impossibile perchd (ao, 85, ¢;) & 1'unica F R

dotta tra le infinite forme equivalenti che costituisecono
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Sard allora g, = —b, e di conseguenza:
(a1, dy ?'] o(k) =(da1, 1, ) ='-(l5fn — boy (o) = (ﬂfs b1y €1)

vale a dire: _
(ay, q, ) = (@1, by, 1) o(K)~
e la data forma fa parte di 8, che viene cosl a costifuire la Z,.

Per scoprire il coefficiente che segue a, si cerchinoe 1 mmimi va-
lori interi > a, che per valori interi di & assumono le funzioni

‘Hn{k} = ﬂnﬂrg —1— 2!54;!: + Cq
wi(k) = a.l* <+ 2b./k -+ ¢

notando che guesti misimi che indicheremo con we{k,) ed w, (¥}, nor
pobranno venir assuuti dalle we(k) w, (k) che per un unico valore 1in-
tero di k.

Indicando con as il minore det due numeri uo(ke), ;(fe;) se disu.
puali od il loro valore comune se eguali, proviamo che as sard 1
coefficiente iniziale della ferza seziome. Che in H vi sieno form
(as, g, ¥) & manifesto: poiche se p. e: gx=1wu,(X;), in 8, trovasi la:

(a,, tdR), u, (& 1))

e.con essa appartiene ad H la complementare eguivalente

(y(Fey), — t:(ky), ay) =(tsy, — k), @)

Non possono perd esistere in H forme il cui coefficiente inizial
sia, compreso tra a; ed «as. '
Ammesso iufatti che nella {p, ¢,+) di H ifosse

a; <<p < dy

e che non ve ne fossero altre rispondenti alla sbessa condizione co
prime coefficiente << p, detta (p, ¢., ) In parallela con p=>2 | 44 |
non potendo essere », = p, & nemmeno < p e contemporaneunient
71 > ap, poicht allora la (i, —¢:, p) urterebbe confro l'ipotesi re
lativa al primo coefficieute, ne seguirebbe necessariamente r=a,
oppure ==y € cod cid (r, — ¢, p) apparterebbe ad 5 od B, e
in questo caso una delle due funzioni #.(k), (k) sarebbe suscetbibil
del valore p < as. |
8. Determinato cosi il coefficiente a, che caratterizza la ferza se
zione, per gquaubto st & precedentements osservato in S, od In S, 0
in entrambi esisteranno una od al pii due forme a terzo coelfi
ciente a,. Supponiamo che ne esista una in ciascuno e sieno

(ctr, to(Ry) 4 Ue(Fa)) = (@, To(Fa), Os)
_ (ﬂﬂn ti(kl) y ul(kl)) o ‘:’111 ﬁi(.?ﬁ), ﬂﬂ)



ke —

L

Dico, in primo luogo, clie i due E;E
niine, ,
Sia nfattl (p, ¢, #) In entrambi. Bary *

Fy -olF) =(p.g, 05
e o) =(p, g, %)

fo=1"2.0(k") . oK'y ' =f"s3 (k"' —

ed f's e f”: sarebbero parallele.
Olire a cid, S, 3« comprendono tutie le forme &1
(ﬂg, y i Q} |
Sia infatti (@, p, ¢) in H, ed (@2, p, ¢) la paralleh con a2 i
per cui ¢ <as e quindi ¢ = a,, oppure ¢ =a;. Sia p. e.: q -----
Glods

e di qui:z

(as, 1, ¢') = (a2, ¥, @),
La (a,,~—p,a:) &8 in 5, e percid —p =i k) e la

(ﬂﬂ_i pri Hu) o -l:ﬂg, pr'r g’}

coincide quindi con (ag, — (%), a,) == alla quale {as, p, ¢) & quindi
parallela. Resta con cio dimostrato che (as, p, ¢) & in 5.

Se fe, fva fossero parallele, 1 due sislemi s1 foniderebbero in un
unieo Sa.

6. I facile ora mostrare come, costruito le prime =z sezioni, si
possa costruive 1’ (n - 1), e

Sieno o

Eu = Su 5 D= SIE Xig == N ) B 5ar s poae En-—l e gr:t——la S”n—l i

le prime n sezioni caratterizzate dai coefficienti inizialiay, @1y... tu—y,
e si determini 1l minime valere intero > a,_; che assumono per va-
lori inleri della variabile & le funzioni:

u k) ; ugk); w' k), u'(k).
Wat(K), # paift) ...

che potrd venir | aﬂgiuntn da una o pit delle uik).

Delto ¢. guesto minimo, si provera che esistono in H forme a [}1‘1mu
coefficiente a,, ma che non ne esistono con coefficiente iniziale mi-
nore, e diverso da @y, d.,. .. 0y 1.

41y



ma non parallels, essendo ¢, > a,=2 | by
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Dopo cid, si considerino tufte le possibili forme é.ppﬂrtenemﬁi al
stemt delle varie sezioni aventi a, come terzo coefficiente @ se ne i_'i
mino le complementari: avremo cosi tutie le posgibili forme di
del tipo (e, p, @;) dove a; & uno dei numeni: Qoy @iy ooyt

Se due o piut di tali forme risnltano parallele se ne tenge und
s1 escludano le altre, per cui rimarrd un complesso di forme, d
qualunque delle guali non sarannc parallele:

.fu = (En, brn ﬂ‘n}; f”n — (Hn ; bﬂﬂ . {.'-"5.); .o

con le gmali costruiremo i sistemi:
Sa=/Fu.0o(k); Sn=1"n.0()....

Con 1"identico ragionamento si proverd che §,, 8" ...n0n han
elementl comuni, & che inolfre ngtii forma (a,, p, g) di H appartel
ad vno dei predetti sistemi i quali vengono cosl & formare 18 Zn

7. Il problema enunciato rimane cost risolto: ricordiamo Pfﬂr_b g
per maggior chiarezza nolla ridotta (a,, b,, ¢,) si sono esclusi i ¢
a,=2 | b, | ed ¢, =rc,. : ,

Nei casi eccezionali, non muta perd Landamento della soluzio)

Se =2 |4, |, a,¥¢, In 3, consta di un solo sistema S,; Ma
seconda sezione ne comprende due, poichd le forme:

(e, — by @); (€0, by, @)

sono bensi equivalenti come le due ridotte:

{ay, by, Co)3 (o, 053 G)

Se ¢, >2 b, |, ap=1e,=n, lo due prime sezioni §i riuniseono
una Ia quale consfa di due sistemi, poiché Ie doe ridotte

(ﬂ:r b: H); (ﬂl - b! ﬂ)

sono aquivalenti, ma non parallele, :

Se in fine =2 b, |, ay==b,=mn, 16 due ridotte sono EQ_“”
lenti o parallele, ¢ le due prime sezioni si fondono in una costibix
da un wnieo sistema.

TU. SOARPIS

b @ s

.
i



SOPRA LA TRATTAZION, LA

ﬂ.E]J.E:

. Nei e::nsl elementari, quﬂndn
teorta dei 111:[111;1 la ricerca dei maasr_

A81

L)

LT ':Ff:r'li"f

L
Ry
T ".};.-.',

ne.
la

eremen ta.lﬂ.

Hspongo qui la trattazione come pud farsi nella Scuola.
2. Supponiamo d@’avere una funzione razionale intera di f"t‘i].ﬁﬁfﬂ.____ :

a coefficienti reali, la quale sia decomposta nel prodotto di n f&t.tﬂrt
lineari; essa pud sempre mettersi sotto la forma

y=—a (:’-’““"ﬁl).tm i ﬂ'ﬂ] o (m—ﬂn].-
Basta manifestamente cercare i massimi e 1 minimi di
(& — ) (2 — ata) . oo (@ — ), | i

parﬂhé queﬁti saranno i massimi e i minimi di ¥, se ¢ >0, o1 minimi
e i rassimi uspathvﬂmente se a < (.
Consideriamo allora la funzione

y = (z— ai) (8 — &) . .. (2 — o).
Hseguendo le moliiplicazioni indicate nel secondo membro, sara R

yom2® e g A . o Gt G e

ove B ¢, I1a somma dei prodotbi di 1,0 ,...2, combinati a p a p
presa col sagno (— 1) _
(i sardy utile nel seguito osservare che se indichiamo con ¥ la

i

P — oy

Gk 5 + E:,};:?ﬂ“_ﬁ —I-' cg,kmﬂ"“ -§— i e'e -I—- Cn—a, ¥ —|—- Cn—1.k

il
ita

funzione razionale inters di grado n —1 . 81 avra
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ove con ¢ intendiamo la somwa dei prodotti dei numeri

mljgﬂ'illﬁh-_—lj E.i'o'--"':["]-'l "'EH

combinati a p a p, presa con il segno {— 1)P.
Orbene si stabiliscono fucilmente le relazioui

(1) E"fp,h = cp(n — p}.

Seriviamo infabti sopra # orizzontali n volte la somma dei pro
dothi oy, ce,...2s combinati p a p; poi cancelliamo nella prima oriz
zontale futtt gli addendi che contengono oy, nella seconda tutfi gl
addendi ¢clie contengono gs. .. nell'nltima tutti gh addendi che conten
gono oy. B chiaro che nella orizzontale k-esima avremo (—1)7%¢.
In ognunw delle verticall gli elementi cancellati sono p, t rimanent
n-—p; 8¢ sommiamo 1 rimasti, abbiamo #— p volle I'intera prim
arizzontale. " '

Seguendo il metodo dei moltiplicatori indeterminati si serive

}hl)q.ﬂ . e .I}xﬂ—-j_ W [:’.;ﬂ'} = 11'113 [}Lﬂfﬂ o .)-.ﬁ‘?.ﬂ') W .. (lu—lm S :I\'H—Iﬂﬂﬂ—l) [{17 == Eh::

e s1 stabiliscono le n equazioni

11_1—}'.5!-—|—--*+1n-—~1 I 1'—0
}:.1[1? __ﬂ':l.] —= & — 0y
halz — ) =2 —

}i-]]-j_[m — -E} — &b %n.

Risolvendo le n —1 ultime equazioni per le 2, si ha

& — on L .
s (=1,2...0—1)

hi=

¢ sostituendo nella prima

‘JE'—‘E'-'" IiT»—ﬂE“ | i m_ﬂﬂ | 1_0

c—aq L &—og " Z— o

cd anche, per le fatte posizipni,

3f1+yg+.-.+.?fu—1_]_yn_0

1'equazione che ha per radici i valori @y, zs,.., 25, in cul y b
i massimi ed 1 minimi, é perianfo

@  whwteot gt =0,

la quale ordinata per le potenze di z diventa

n 5
pat—t - ap 2 e+ a2 Do+ - . o A 20— + Zen k=0,
k=1 i
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_ ossia per la (1)

(3] g™t - (1 — 1)e,xr®® [ﬂ i ﬁ}é%mﬁj-.ﬂ A y —]— 2:,1_51:- -—['—:‘_-ﬂht—l = {} | .-

Il primo membro della (3) si oftiene dalla fun'-_:zi_.mf;g?;aggt,g 7, '__I'I.ﬂ]._::

tiplicando ogui terminé per 'esponente di 2 e diminuends
di un’nnitd: esso dicesi derivata di ¥ & -si indica i
oe sl possono determinare lg n — 1 radici Ty, :f:_ﬁ.i » hie s?.i'ﬁi—n:ﬂﬁl; de=
. cidere se in @; la i ha mas§imo o minimo flon iR st s
. pumerd Xy, oy Xy € Vedere il segno del prodotbo A .

R

'pn_i questo

GOl ¥

Supposte I_e vadiel xg, 29,...2, 1 ordinate in ordine erescents, bista :_
.- sara f(z) un massimo od nn minimo a seconda che snid
' A2 > o4 o flz)<flamLe)

5 a notarsi che il proeedimento di cercare lg radici della deric
.+ vata e il modo di verificare se in una radice la. funzione ha massime. -
o minimo & legittimamente applicabile alle funzioni razionali in-

~ tere di cui si sappia o priori che le radici sono reali distinte, ancha

S€ nen sl CONOSeono. | | |
3. Osserviamo che il pri_mp memhro della (2) :;-.appreﬁgﬁt_a la de-

- nvata di y=(z—w) (@ —a) ... (& —¢,); donde ‘una facile regols
- per costruivia, | | e P s T
Da essa si deduce che pet la funzione

y — ({I} o al]ri (EI? ."_“";"':Il)rﬂ “ s [m — ﬂp}[['

uguali ad 1) la derivata & data da.

ove s1ano 7y, #g,...77 nomeri posibtivi inter (non' eésclusi . che sifing

Y=gt gy = .
R R P i D PR YO
| —I—' P'a (it' Y E-‘.".l_]r-l (5‘3 M ﬂ'u}rﬂ_l o [E""— _'I.]'rlli +

oy @) (e — . (i

 ciod dalla somma di p prodobti ciascuno dei quali ha p—1 fattori
. uguali a quelli di ¥ ed il rimanente gostituito dal prodotto dell'espo-

neute per la potenza del rbi.rmm‘io_di esponente diminuito di un‘units,
Vogliausi ora cercare i massimi ed i minimi della fanzione

Y= {r— o) (2 - ca)2. . {2 — o),

| Col metodo dei coefficientd indﬁtermi[_iati si cerca di renders
- stante la somma

11_{{& — ) -+ ;I‘E[&_: o 5!5_.2) + . *I'"}‘ lp—;(ﬂ}‘; m-p—_'l} -+ & — X

CO=

. ¢ soddisfatte le relazioni

@) As(® — o} i 'la(m.— oe) ot Apaf2 — opg) @ — n

?.1 . ‘i"g " oo ?'F_l P —

p
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SON0 rlspettlvamauta chv}slblh soltanto per p**" e p , mentre ciascuno
degli altri termini & divisibile almeno per p*%. Quindi, se:la tesi fosse

,fa.]sa ge ciot “ 2d , fosse maggiore del minore a2 fra 1 numer: 5 e

“¢-+d , (che per 1pntesi sono fra loro diversi), allora tutti i termini
del primo membro della {2) sarebbero divisibili almeno per p™** tranne
noo solo dei due ultimi, divisibile solfanio per p™; il che & assurdo.

Nota. — Simmetricamenle, I'Oss. I vale anche riferendone I’ ipotesi
ad a,, @, s anziche ad a., av_, 7.
3. Fsempio I.— Per quanto si & detio nel § 1, 56 'equazione

2t —122% — 8282° - 899x — 840 =0 {(3)

aminette una radice razionale, essa & infera e va ricereata soltanto

fra i divisori (positivi o negativi) di 840=2%.5.5.7, i quali (te-
nendo conto del dl]pl][:ﬂ segno di ciascuno) sono 64.

Ma, per quﬂ.ntn si & detto nel § 2, questu numero viene dimez-
zato a priori

Invero, per p=2, 8i ha =3 e c=1U; permb d =0 ovverc
d=b—eg=23. -

- Dunque, se la (8) ammette una radice razionale, il suo valore as.

solutd & uno dei numeri

1 8 b 7 15 21 85 105) '
S 24 40 56 120 168 280 840/

Nelle prima riga slaono i divisori assolufi di “3.5.7, e nells
saconda i medesimi moltiplicati per 8; s1 risparmia cosl, unnch& d
sperimentare, anche soltanto di serivere i prodofti dei numeri dell:
prima riga per 2 o per 4,

4. Esempw 11, — Per quanto si & detto nel § 1, se 'equazione

360z — 4232 — 346" -+ 1120+ 49 =0 (5

ammetie una radice 1azmnn.le #:8,, allova 7 & un divisere (posi
fivo o negativo) di 49=7°, menfre s 8 un divisore (positivo) d
360 =8".3*.5. -

Ciascuno dei 6 valori di » va associafo a ciascuno dei 24 valor

s {perch& in questn easo essi sono néecessariamente primi fra Joro)

mﬂché i numeri da sperlmantme sono 6K 24 = 144,

Ma, per quanto si & defto nel § 2, questo numero viene I'Idmzt
a 4 X 8=32..

Invero, badando ad 7, per p=1, gi ha b=—2 e ¢=1; perci

(£

d=0 ovvero d=1 (g¢ d——b—c 5 ancora 4 ==1). Quindi 1 valon

di » da sperimenfare sono soltanio
11 7: o 11 — 7' (E
Hd ora, badando ad s [2 Nota], per p=2, i ha b=3 & ¢=0

percid d =0 ovvero d =5h—e¢=23, sicch® s o non & divisibile per .
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81 trovi nel pr uspettn (4), cioé uno dei numeri

----- & .l :
é &1ﬂs1blle par fi ﬁﬁw

finché f[r, }“— 0 ovvero f(n 3) ot

tivamente divisibile per * r—ou ,E, nﬂru Ew:,:,:g
Invero, designando con Afy, s) ed Hf&} ﬂ;i- :.
f(r, 8) per “r—a ,, da
flry s} =(r—a) A(»r, s)-L Ris
38THE
o fla, s) = His)
aicche

f(’r, b) = (r—a) Al, B} +/la, m

Y80 L'JEultrL

f(ﬂ 3] == (3 b] B(H”l 5] f(ﬂt b}
Dalle [8} (9) segue la besi.

allﬂl”t se F[u] :i:U affinche F(T}“—'U £ necessario ehe I‘tﬁ) sﬂ
sibile per “*r—a .. o

6. Esempio 1. — Proseguiamo lo studio delia {S]', il ;;::;_i ._:-.3;.};1*1
membra damunamn con I‘(:r)

.....

EIE:':s
che 1 non # raﬂma (]B]]E[. [3} Ma qui possiamo suﬁgmuﬂele thﬂ?-f!-if’:i*
(] D Nﬂtn] affinehd uno degli alfri numeri (4) sia vadice della (3} &t o
necessario che, diminuito di 1, sia un divisore di 850 = .}’555{17-

I soli valori positivi di » che Eﬂdﬂ]ﬂﬂnﬂ a tﬂ.le condizione . 8ono
3 e 85. :

Mediante la regola & Ruffini, si frova F{3) = — 6048 ed F(35) =0,
gicchd 85 & una radice della {8). Si trova in pavi tempo | equazlﬂna

residoa -
2° + 23‘?5 __ggm -t -24 == () {ID}.

che nom ammetle Iz -1**1&'5133 35 (perch2 35 non & un divisore di 24).
Dopo cid, ogni altra vadice razionale della {10) dev’essere neyntzm
e il suo valore assoluto pud essere soltanto un divisore di 21 a::ha grﬂ..
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- Ma, designando con gfz) il primo membro della (10), si ha (1) =25
e quindi [§ 5 Nota] affinche uno dei numeri (11) sia radice della (10) &
necessatio che, diminuendolo di 1 (cio& aumentando di 1 il suo va-
lore assoluto), si ottenga un divisore di 25.
I1 solo valore negativo di + che soddisfi a tale condizione & * —24 .
Mediante la regola di Ruffini, si trova g(—24) =0 e l'equazione
residua -
w—p+1=0

che si risolve. Dunque, le radici della (3) sono:

1+iY3
=

8b, —24,

7 Lsempio 1L — Prﬂsegmqmu lo studio della {5), dividendone il

primo membro per “ z —r ,, dove » assume separatamente clascun
valore del prospetto (6).

360 — 423 — 346 112~ 49
1 |360 — 63 —409 — 297 | —248= f(1, 1)
7 | 860 2097 - 148338 100448 | 708150= {#(7, 1)
—1 (360 — 788 487 — 825 874 = fl—1, 1)
—7 | 860 — 2943 20255 — 141673 | 991760 =1(—7, 1)

Poich® ciascun resbe & diverso da zero, ia (5) non ammetle alcuna
radice intera. |
Traseriviamo I valori di s del prospetto (7), tranne 1, diminuiti

di1(8 5

9 4=9% 7 14=2.7, 23, 89=8.13, 119=7.17.

]]1 questi; soltanto il 2 & un divisore di fi1, 1)
soltanto 2, 7, 14 sono divisori di f(7, 1)
soltanto il 2 & un divisore di f{—1, 1) .
~soltanto 2, 7, 14, 23 sono divisori di fA—7, 1).

E cosi dei 32 valori di “ #: s, accennali nel § 4 rimangono ds
sperimentarne soltanto 9 e cice: |

i 7 7 % i 9 %:. % 1
3'3 '8 ' 88T 8 I 24

(12

Si noti che ora il minimo multiplo s del denominatori & 120 an-
ziché 360, il che rende pit agevole la trasformazione della (5) cui s
ricorre ahitualmente, ponendo “a2=y:m , e moltiplicando per 2™

Ma prima, allo scopo di ridurre eventoalmente m a 24, val la pens

. di sperimentare le frazioni -4 denominatore 15, Per quanto concernt



