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SULL’IMPOSSIBILITA’ DI CERTE DIVISIONI
[ SULL EQUIVALENZA DELLE EQUAZIONI
NOTA

DI RODOLFO BETTAZZI

1,

{. La proprieta espressa dalla relazione aX0=10 qua-
lungue sia il jntimero a, rvende com’® noto, privo di qua-

ot N : . m
lunque significato il simbglo di operazione = dove mz 0,

. v i iR o ; 0 .
e privo di significato delerminato l'altro = Questa circostanza

- w - - " rﬂ ™ .
ci costringe a considerare I'operazione — come possibile so/-

,.Tt'«

tanto in generale (*), dovendosi dire che essa ha un- vero

significato solo quando sia n Zo. Ogni qualvolta quindi nel-

I'Algebra occorrera eseguire una divisione, dovremo ammellere
esplicitamente o implicitamente questa condizione & limitarci
a concludere che, se n =0, il simbolo & prfvu di vero signi-
ficato, o percht non ne ba alcuno, o perché rappresenta qua-
lunque valore. Comprenderemo i dne casi dicendo che il sim-
bolo di operazione & illusorio.

Di questa condizione limitativa bisogna {il che pur troppo
non sempre si fa anche in gualche trattato) tener comto ¢
fare menzione esplicita in certi teoremi i quali appunto 81
fondano sulla divisione. Dal trascurarla dipende che 1 teo-
remi che si sogliono dare sull’equivalanza delle equaziont
non sono tutti (almeno fincht si riferiscono alle equazion!
generali) enunciati col necessari® rigore.

Mi propongo quindi di dare un cenno di poche osser-

=,

(*) Diremo che un operazione & possibile (o un’eguaglianza & vcra) sol-
tanto in gengrale, quando cessa di esserlo solo per valori speciali delle quan-
lita cui essa si riferisce.

1
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yazioni da fassl su questi simboli che possono divenire - . s |
lusori. Esse si sogliono generalmente omeltere nellﬁlgebm“ T

v I';'-.Ir

elementare ; #Ma Sono mdmpeusgblh per passare da un’equa- - ;#
zione ad wwmaltra, la quale (anche se non & equivalente a 5 i
quella daiay serva alla sua completa risoluzione.

2. E jwmtanto evidente che non si pud esegnire nessuna
operazione #Mpra una espressipne illusoria, ne quindi apPli-—
care senz'altro ad essa messun teorema; percid, quando in
una formnla comparisce un’espressione che BEr. qualche va-
lore delle lettere che la compongono diviene: 11111501-13, biso-
gna aver cuwra di escludere dalle operazioni quei casi in cui
appunto cid avvenga.

Cosi, mentre se a, & rappresentano due numeri, si pud
sempre scrivere, qualunque essi siano

ﬂ'!'b—b:ﬂ’

dovremmo di re che

i‘ .ﬂ.‘”.

se fosse b = _
: X — &
1 g
— = qa
A — I oM, - X

d +

= rilet
R i = L L8
B onger e W -'_. T ~ -

e e

escluso il coso x =a, perche allora & diviene illmsorio. E
cos), mentre in generale, se a, b, m, n sono numert, si ha

=

P = e
- 5 = St ] s
(3 1 oo, == ek A e it

a +mb +nb=a-+(m~+n)b,

i
X — o

“dovremmo dire che

se fosse ancora b=

7 71 . 1
¥ =a +(m + n)
A — & A - o X — &

1 +

eccelto quando x = «, a meno che non conveniamo di dire
equivalenti due espressioni le quali banno in generale il
medesimo valore e per cerli valori speciali delle letlere che
le compongono divengono illusorie ambedue. Allora I'ultima
equivalenza sarebbe sempre vera, ma non gia la prima:

1 i

X—a X=-a

a + = {1
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perche per x=a 1l primo membro diviene illusorio, mentre

il secondo ha sempre un significato.

Per lo scopo speéciale a cuil sono destinate queste osser-
vazioni, converremo di dare alle parole espressioni equiva-
lenti il significato anzidetto.

3. 1l teorema « Quando tutti i termini di un polino-
» mio hanno nn fallore comune questo pud metlersi In evi-

» ‘denza » si suole estendere un poco per poler giangere

2 mettere in evidenza un fattore che sia comume ad alcan

e mon a totti guei termini; e s puod, nel suo senso piu ge-
nerale, ennuciare cosi « Un polinomio (a termim intert o
» frazionari) & equivalente al prodotio di un fattore gua-
» lunque per un altro polinomio (a termini generalmente
» frazionari) che si forma da quello dato dividendone ogni
» termine per il fattore anzidetlo ».

Qui ¢ conveniente notare che 1l teorema & vero in gerne-
rale, tranne per quei certi valori che rendono illusorio o

qualcunc dei termini del secondo polinomio, o il [atiore che

si pone in evidenza. Cosi, p. es: scrivendo:

{.r-a)a.-:—(.r—::)b-r.-c:(x—a) (ﬂ + b+ 3 )

o - %

si scrive un equivalenza vera per tutti 1 valori di &, «, a, b, c,

C L. :
e quindi tulio 1]

tranne per x = «, poiché in tal caso =
A ™

secondo faliore, divengono illnsori.

Piu generalmente, quanclo un’ espressione algebrica M si
decompone in pit fattori A, B, C....L seguendo regole
che siano valide in generale, esclusi cioe al piz speciali va-
lori per le lettere che compariscono, pud dirsi che lequi-

valenza
M=A.B?C....L

¢ vera sollanto n geuerale, anche tenendo conto della deli-
pizione piu ampia da noi dala di espressioni equivalents. E
infatti per valori speciali tutti 1 fattori del secondo mem-
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bro possono avere -us signiﬁcatn e puo essere 'cnntempnra- f. o
neamente iilusorio M, oppure viceversa pnd avere un signi-:
ficato M ed essere iflmsorio qualcuno dei fattora A, B, G,...L. &
Cosi, p. es, quando fosse

m

z n P

n = —g A —_ > B = = C Wob: Pesms

a R P m
$¢, m, n, p sono numMerl sempre diversi da zero, s1 ha in
generale

lk'l':

i

B B

I3 p'm

|

—
e

88

purché non sia a = 0, nel qual caso M & 1llusorio, e tale
non & nessumo del fatiori. E del pari, se fosse, come pre-:

cedentemente,
c

| M=[~‘I-'-a]a +(x-a)b+c, A=x~a, B=a+b+
bty e X~ a
~'avremmo l'egluivalenza

H”'qﬂ i\ F A LA o

T
ot N B Ry 2
} - _.--'_I':'JI. :)#.r,'l_‘ -
= -

u b

R R M=A.B

lﬁr’ﬁ:{ﬁquamom generale, poiché, come si & notato, per x =a
l'upregélqng M ha un significato e B & illusorio.
,u.wfzi'véifehdunque che, decomponendo una espressione M
in 'fattori secondo le ordinarie regole dell’Algebra, I'equiva-
lenza:delle due espressioui pno soffrire eccezione per quel
villori delle letiere per i quali o sia illusoria M senza che
1o sia nessuno dei fattori, o sia illusorio gualcuno dei fat-

tori senza che lo sia M (poichd il caso rimanente in cui - @
® & - - - - . :"?TT‘,
slano illusori insieme M ed alcuno dei fatlori rientra per 7.

noi in quello dell’equivalenza).

La decomposizione in fattori di unn’espressione qualunque
pud quindi creare o sopprimere dei casi di mancanza di si-
gnificato,

4. Nella riduzione delle frazioni algebriche alla pit
Remplice espressione si deve tener conto delle osservazioni
Precedenti.
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M ) ] M . . = - . .
Sia la frazione — 1 cui termini sieno espressioni qua-

N

lunque, e suppnniﬁmu che si abbia, almeno in generale,
M=CA, N=CB.

Finch® queste equivalenze somo vere, o perché tutte le
espressioni che in esse compariscono abbiano un significato,
o percht se in una (o in ambedue) di esse & illusorio il
primo membro sia tale anche il secondo, potremo poire :

M CA

N BC
anche se N e CB siano nulli, per il significato che s1 ¢
convenuto di attribuire alla parola equivalenti (e quindi al
segno =) L'equivalenza ora scritta sara quindi vera in ge-
nerale, tranne al pit In casi speciali; ciot quando sia illu-
soria una o pin delle espressioni, C, A, B senza che tale

sia M o N e senza che sia zero N, giaccbht allora %ha un
significato e non lo ha ?—:%—, e quando sia illusorio M od N
senza che lo siano n¢ C, nt A, nt B, e ne C neé B s1ano
nulli, percht allora ha un significato %% e non lo ha %

Potremmo esser sicuri che 'equivalenza precedente va-
lesse in ogni caso quando M, N, C, A, B, non divenissero
mai illusori, come p: es: se fossero espressioni intere ri-
spetto a tutle le lettere che 11 compongono, o espressioni

1 ‘ [ ] 'S L W [ . -
come oce. finche almeno ci limitiamo at valon realt

el
delle quantila su cui si opera. |
Sappiamo poi che, almeno in generale, le due frazion

CA A . . . : .
22 ¢ Z sono equivalenti. Vediamo anche qui quali possono

CBE B
esscre i casi di cccezione. Una frazione ¢ un quozienle: puo
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qmml] esseye Mlosoria: 13 se per certi valori delle lettere che "?
in essa cum’ﬂnscunu uno dei suoi termini od ambedue di- | *
vengono illusers; 20 se per certi valori di quelle lettere il -
suo denomimadere si annulli. — 8e per i valori che si consi-
derano C mem & illusorio nt¢ nullo, le due frazioni o
hanno insiemse un significato, o sono ambedue illusorie, sia -
perche sono zero 1 denominatori B, GB, sia percht t illusorio -
qualcono dei loro termini: le due frazioni sono quindi in
tal caso- sempwe equivalenti. Se per certi valori il fattore C

. \ . ; . A
e zero od jllﬂiq;ﬂﬂ, per quer valori stessi 3 Pud avere un
siguiﬁcam,g.%?-nnn lo ha mai,
I.F’eqﬁivalcnz'a (nel senso nostro)
‘ A _ A
A b - CB B

J’.‘: T ¥, -T—Eifkr'-'.”:“.'
I*.’t]ﬁi’jjﬂi_ﬁémijre'v'erﬂ', tranne al pffk nel caso' in cui C di-
Tﬁﬂéh'ﬁii]]a od i!lusnrin.
" ‘Rayvicinismo ora 1 due risultati e vediamo quando sorio
.M A

equivalenti le due frazioni — e =.
quivalenti le zioni € 3

Avendo osservato che si ha

M CA

e -~ —— R —

N B

lranne sempre

12 se C, o A, o B sono illusori ¢ non lo sono M ed N
e di pia N zﬂi

2! se M od N sono illusori e non lo sono nt C, nd A,
ut B e di pit CZo, BZo;

e che

|

ol e
I

e
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tranne al pite quandoe C & o od illusorio, si pno concludeve
che l'equivalenza (nel senso nostro)
M A
N B

e vera in generale, fatta eccezione per valori speciali delle
lettere che vi compariscono: e gquesto pud avvenire per
quei valori che rendono nullo od illusorio il fattore C, od
anche per quelli che, pur non rendeado n¢ nullo nt jllusorio C,

rendono illusoria la sula% o la sola % E peral iro da osser-

varsi che mentre, in questo secondo caso, I'uguaglianza pre-
cedente non ¢ certamente verificata quando C =0, o quando

[ ] - . - L M A -
C & ilusorio, pud esserlo, sia perché — ed — hanno un si-

N B

gnificato ambedue, sta percht sono ambedue illusori; e puo
non esserlo, quando sia illusoria una sola delle due frazioni.
Che nel caso in cui G sia nullo ed illusorio e nonostante

M, N, A, B abbiane un significato e N Z 0, Bzu,sia vera
I'ugnaglianza precedente, non si pué concladere dalle prece-
“denti osservazioni, non essendo allora

. M CA . CA A

e~ =g’ né P =P
ma si dedarra da facili considerazioni sui limiti e sulla con-
tinuita; perché essendo le espressioni deil’algebra elementare
(quando non perdono il significato) sempre continue, ed es-
sendo i valori, pei quali perdono il significato o s annullano,
soltanto valori speciali, nel caso di cui & parola si puo dare
alle quantita che fanno nullo ud illusorio il C un aumento
piccolissimo: le uguaglianze PI‘EEEdEDtl sussisteranno allora

sotlo la forma

M, CA, GCa, A, er cui My o 25
N'_, c_'_ CB, B, F N, B
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non essendo zero ne N, n¢ B,, e G, non essendo nullo od ilv"
By,

ke AL
PR -

lusorio; allora, per la continuita di tutte le precedenti es-
pressioni ed essendo N z o, B Z 0, avremo anche I
M_a
N B
5. Per meglio chiarire quanto precede daremo degli.
esempi di tutti i casi che si possono presentare quando la

"
)

.
I
® |
b
Maf
i

soppressione di un fattore nullo od illusorio altera o man-

tiene I'equivalenza, e di quelli in cui l'equivalenza & alterata 3
anche sopprimendo un fattore che, per i valori che si con- -
siderano, non ¢ né mullo n& illusorio.

1° caso. — Per certi valori speciali il fattore C per cuni

si dividono M ed N sia zero.
M A

E allora intanto impossibile che 7 ed M abbiano insieme

significato; perche, essendo in generale N=CB, se (avendo

A : - . :
L significato) ¢ B z oe C &o, il prodotto N o & illuserio,

0, se ha un significato, ha il valore 0; e in ambedue i casi
M .
7 bon avrebbe significato.
- Se
— b .
lg:g_:}i:n e s1 prende C=x—a
s1 trova
b
é . (T -+ —h
B " n
m +
X -
M - A . _
e per x =2, C & nullo, N ha significato e 7 8 illusorio,
- Se
M ax-—ao _

N = b - ba ¢ s1 prende C =0 =«
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si ha

ot |

)

e per x = a, qu, Ce l:mllc:u,,!"ﬁI ¢ illusorio, ed %ha signi-

D I~

ficato. Lo stesso st avrebbe con

% = E e C =
i A 1
quando x =0, avendosi sempre F=-
- Se
M ax — ac

con C=x -0

N (x~o) x— (x—

s1 ha

A a

B x—=

A

e per x =« & nullo C e sono illusori tanto N che i

9° Caso. — Per certi valori speciali C sia illusorno.
— Se

M 2
N 2(x - 1)

notando che si ha in generale

2xr 2( 1) 2 (1’.‘ 0
= e— | — = — | —
2.C p ] -

2.0
— ed avremo
i iy

pnssiamu preudere C =

|

W i
=#*_|-
X —1

: M A :
e per x=0 C & 1llusorio, ma tali non sono ~NE B che ri-

sultano ugual;,
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- Se
E=ﬂ+x e 51 prende o=
N m=+y r
si otliend |
7

A 277

B 7.7

xr x

e quando x =0, y =0, mzﬁ, si ha

.. A, . .
ha un significato, B ¢ 1llusorio.
- Se
a
M =z ]
—=— ¢ 81 prende C=-
N m P © x
x
si ottiene
A a
B m

e per 2x=9,

M

™m ?_: 0, sono illusori G ed & ed ha significato —-

— Se
a
M z _ 1
N =0 ©68 prende ancora C=;
x
51 otliene
A a
B ax
Y - : . | M A
¢ per x =0 sara illnsorio C e tali saramno insieme — e —.

N B
Caso. = Per i valori che si considerano G non sia
ne nullo né illusorio (caso generale)

che C & illusorio,
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M A

In genem!e saranno allora — ed - o ambedue con SE

N B
gnificato ed equivalenti, od ambedue illusori, e gnindi, colla
nostra definizione, equivalenti ancora. Quest'ultimo caso av-
verrebbe quandu fosse, p. es.

1 .
h—mﬂ con C=ux;
22
sara
A_Y.
B 3z’
~ : . M A _
e per 20, y =0, 3=0, saranno 1lusor E—ed B Ma vi

sono dei casi in cui l'equivalenza non sussiste, quando cioe
divengano illusorie I'una o Y'altra soltanto delle due frazionl.
Se p: es:
n

y-— con C=n
N n(m-1)

osservando che, in generale,

m
n=n. —
m
polremo porre
»n
A m
B m-1’
ed allora per n ZD, m=0 si ha che C non & ne nullo ne
. . M . : . A
illusorio, N ha un significato ed & illusorio T
Se p. es.
M 1 . :
— =—— ¢ 51 prenda C=—
N mn P n
nn

si pud osservare che (almeno in generale)




??????

m n 1
—_— = R T, m
nn o n
e quindi possiamo- avere - b
A n
B m’
e per x =0, nZu, mit} non sara C nt zero nt illausorio,
1 . - M - - = A
sara illusorio N ed ayvra invece un significato T

Gli esemp cifatl in questo 3° caso hanno, come si vede,
poco valore in pratica; ma essi devono certamenie consi~ .
derarsi in upa teoria generale. g 9

6. Da quanto si & detto fin qui si rileva che quando, i
coi - procedimenti ordinari, si trovi che s ha in generale

M=CA, N=CB,

I'equivalenza

M A

N B
sara vera in generale, ma potra mon esserlo per certi va-
lori speciali dellg. lettere che in essa compariscono — e pre-

cisamente .jion sussiste quando, pur non essendo nullo n¢ ¢

A

illusorio C, sia illusoria la sola % o la sola 3¢ € pud non

sussistere per quei valori speciali che rendono nullo od il-
lusorio C, i quali quindi devono essere esaminati a parte.
Le osservazioni precedenti non debbono mai tralasciars
quando, per semplificare una frazione, s¢ ne dividano i due
termini per un medesimo fattore.
7. Considerazioni analoghe si possono ripetere quando
si moltiplicano per un medesimo fattore G i due termini

CA

A e B di una frazioné % Si olterra in tal caso EB’IH quale

frazione, per quanto si & visto al § 4, © equivalente (nel

senso piti lato da mnoi definito) ad 4 Lranne al pite per quel
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valori che rendono G nullo’ od illusorio. Se poi eseguendo

qualche operazione (che si ridurra ordinariamente a nuUOVe
+rasformazioni di frazioni) si abbia in generale

CA=M, CB-=N,
allora puo scriversi in generale
A M

—-=—_-

B N

{rapne, come gia st & detto, quando soltanto una di queste
due frazioni divenga illusoria, e tranne al pitt quando C &
nullo od illusorio.

Del resto, considerando che la moltiplicazione per un fat-

. N . [
tore G equwale ad una divisione per il fattore ik quanto

» accennato in questo § pud dedursi da quello che si disse

al § 4: osservando che 1 casi in cui C sia nullo od illusorio

sono tuiti quelli e soltanto quelli in cu avvenga che o sia
1

zero o sia illusorio =

o' Sail termine M fosse gid@ dato sotto la forma GA ed N

sotto la forma CB, allora la frazione data essendd gid solto

CA

la forma o’ la divisione per G det due termini equivale

senz’altro ad una semplice soppressione di un fattore: ed

allora, per le osservazioni fatte al § 4, si vede che la fra-

_ A . .
zione 3 a cul si ginnge ¢ equivalente alla data fincht C &

diverso da zero e non @ illusorio, ed tal caso di pih ha

un significato guando lo ha la (razione data. Olire a cio %

puo avere un significato anchesse C=0 o se C & illusorio,
: S CA
nei quali casi non lo ha certamenie =

I frasione ione di

Questo prova che nella frazione &s la soppressione di
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un fattore C lascia la fraziome imalterata io to#%i i easi iny )
cui essa ha nn mgmﬂcato, e &i pik pwd darle mm Bigﬂlﬁﬂalmn =
anche in gualche easo in cui quella ne sia priva, qmando 5’11
sia nullo od illusorio.

. CA A g
Nel passare da B ad om0 quindi da esamsamare a parte,

. . . -5 . - - e
valon per cmi C=0 o C & illasorio; ciot fra 2 valori per ¥

A g
=k . ha un significato sono da esclndersi (quamdo si voglia, %

-

studiare ta frazione primitiva) quelli che annuBano € o Pc:r”
privano di significato, '

Nel passaggio piu generale da %ad% puo darsi, come f-,l::f:
si e visto, che si acquistino ed anche si perdano dei casi’
di siguificato della frazione.

9. 1 casi che in pratica sono piu frequenttr sono {IU&“!‘
in cui le espreéssioni M, N, C, A, B hon divengono Fl‘l‘usurit
per nessun valore delle letlere che in esse compariscono, 0"
di quelle almeno che si considerano come variabali, quandﬂ
S sopponga di dare alle altre, che sono costanti, valori che
non rendatfo pulle od illusorie nessona delle espressioni cﬁ'e‘ Y2 , oy
si vogliono adoperare. Siamo in questo caso qomancdo M, -N,
G, A, B siano tutte intere rispetto alle quantita che pns-

50N0 assutnere diversi valori. Allora sarh sempre
CA=M, CB=N

e quindi
CA M S
— '_IF"_;;.;: _'_
CB N
percio dovremo dire che l'equivalenza : ';
M A é?
N T i . ';‘.,"'!.":?:'
N B O
‘ " . . : -:*H
¢ vera tranne al pin per quet valori che annullano G, per .0
L M A A
' qquali & privo di significato - e puo non esserlo = Quindi
N B
«ig !
.Tﬂef-l.'-.
T
By
B
1-;_.;"1:._—

o, AN, 3
R e e L e
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la soppressione di uno di tali fattori mantiene imalterato il
significato quando - questo esiste , pud erearlo in qualche
altro caso.

40. Prima di passare a stodiare quuwal&n:ﬂ dekle equa-
zioni, esaminiomo se, quando st ha wn’espressione algebsica
che contenga somme o differenze di frazioni, essa possa In
qualche caso alte rarsi quando si riducano le frazioni allo
stesso demominatore.

Essendo infiniti i comuni denominatori che sl possono
dare a pil frazioni (amzi potendo scegliersi un’ espressione
qualunque per comune denominatore) e consistendo la rdu-
zione di ogni singola frazione nella moltiplicazione dei CHUY
dne termini per un medesimo faitore, quandanche r.;[uesta
moltiplicazione si accenni senza eseguirla passando cosi. da

A CA . .
una f{razione T all’altra ap’ Puo darsi, per quanlo gia sl e

visto, che la nwova espressione algebrica (pure essendo in
senerale equivalente alla prima) sia illmsoria m qualcke caso
di pit, guando cioé sia pullo od illusorio qualcuno dei fattori
per cui si sore moltiplicati i due termini delle varie frazioni.
Eseguendo poi queste moltiplicazioni potrebbe di pin aversi
un signibicato in qualche caso in cui prima non si aveva (§7).

Peraltro se la riduzione al medesimo denominatore si fa
nei wodi usuali e le moltiplicazioni da farsi ai lermini delle
frazioni si accennano semplicemente, I'espressione risultante
rimarra sempre equivalente (vel senso nostro) a quella data.
Infatti nelle ordinarie riduzioni allo stesso denominatore s
moltiplicano i due termini di ciascuna frazione per il pro-
dotio dei rimanenti denominatori. Lasciando questo prodotio
semplicemente accennato, esso sara nullo od illusoriv sulo
quando tale sia qualcuna dei fattori, cioe qualcuno dei de-
nominatori, nel qual caso e illusoria anche qualcuna delle
Irazioni e quindi tutia I'espressione data. E siccome la nuova
espressione poteva al pii (§ 7) essere illusoria (ollre 1 casi
in cui lo ¢ quella data) quando diviene nullo od illusorio
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qualcano di quei fattori, ne viene che sara illasoria semprel ,{
e soltanto quando lo sarad quella data — che ¢ quanto ?pw‘?‘*
levamo concludere. - rfi"’ -.

Se il prodotte dei denominatori o i prodstti dei termmifi
delle frazioni per 1 cnrnsPuudentl fattor1 s ﬂegmssero in; :

Jr

eseguito) dei denominatori, quando anche esso fosse il mi--
nimo comune multiplo dei denominatori (la ricerca del qual&;; s
suppone la .decomposizione in faltori dei demominatori) Puhue ;
darsi che passando dall espressione data all'altra si acquisti: ¢
0 s perda gualche caso di s1gmﬁcatu 'y 'ﬁ:} :}.

~ Se 1 denommatﬂn, come avviene nei casi ﬂrd.marl, s«:u:mrr g |

che si puo prendere per comune denominatore un’espressione -;
multipla dei denominatori e di gradu non smperiore a que]]m 51 &
del lum pmr]uttn - la a:_[uale ia ugm caso mnltm'a dal prn-*?__ i, 4

che in essa ¢ accennato potrh anche essere eseguito. -,f-'_

Se saranno interi anche i numeratori si potranne anchel :'.
eseguire le mnll;lplmazmm dei termini delle frazioni per nf o
rispettivi fattor. i

In quesu ultimi casi, che sono i casi della pratica, se~
guendo i processi soliti non si introduce guindi nessun caso:’ &
di eccezione — purcht il comune denominatore sia o il pro- ~

dotto di tutli i denominatori o Un suo summult:pln.

(Il seguito nel prossimo fascicolo).
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FRAZIONI DECIMALI PERIODICHLE
E LORO GENERATRICI

I.

Dalla regola per la conversione di una fraziope ordinaria
in-decimale (finita o no) risullano 1 seguenli leoremi: |
§. Il resto, che si ottiene nella conversione di una
frazione ordinaria in decimale, dopo calcolato un numero
qualunque di cifre decimali, rappresenta unita dello stesso
ordine dell’ ultima cifra calcolata.
2. La frazione decimale, limitata ad un numero guad:
lunque di cifre, é minore della generatrice e ne differtsce
meno di una unitd dell ordine della sua wltima cifra.

11.

Possiamo ora dimosirare ) sngueuli teoremis:

3. Due frazion: ordinarie equium‘anti generano la me—
desima frazione decimale (finila o no).
L] L] » - - 3 ﬁ - L] -
Sieno ‘le frazioni equwaleutla ¢ di cui la prima ge-
1
neri la frazione decimale 0,428.:.. Ogni frazione decimale, la

cui cifra dei decimi fosse maggiore o minore di 4, supere-

. 3 v : 6
rebbe (2) la frazione -, e quindi anche la sua equivalenle =

o . . . A, .
o differirebbe da ciascuna di esse di pio di —. In nessun €aso

10
questa frazione decimale potrebbe essere gencrata dalla fra-
: 0 : : : :
zione . Alirettanto ripetasi per qualunque allra cifra deci-

male e della parte intera. D’altra parie esisle un processo

- . u ’ L & - * -
per convertire qualunque frazione ordinana in decimale (finmita

3 6

o no); resta adunque dimostrato che le due fraziom S
1

zenerano la medesima [razione decimale 0,428...
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4. Due frazioni gemeratrici duna medesima frazione

decimale (fnita o no) gomo equivalenti. i
. . . .37 286 5
Sieno, se ¢ possibile, due frazioni = 8= (che potremo:

supporre ridotte (3) alle stesso denominatore) disuguali e ge.-;
neratrici d’'una medesima frazione decimale 0.,685... La fra-
zione 0,88, limitata a tante cifre decimali, quaale souo quell_e"'-;-.‘*-
del comune denominatore , sarebbe (2) minore di ciascuna

37 . « 4
deile due =, 2 e differirebbe da entrambe meno di — Ma, =
Bi 514 100
37 . . 26 - Yo - Elg
essendo — maggiore di —» ne seguirebbe che la differenza %
54 54
37 i 26 . " ' ™
fra queste due, che & = sarebbe minore di e Cio &
: : .37 — 26 . .
assurdo, perche il denominatore di m—— ha una cifra di g
. 3 i - g .
meno di quello di —, e il numeratore non & minore di 1.
100

Il feorema & cost dimostrato.

0. Ogni numero ammetie un multiplo eguale alla dif-
ferenza di due potenze di 10,

Sia un numero qualungue, p. es. 42, e si dividano per
questo le successive potenze di 10. 1 resti, che si otterranno,
dovendo essere tutti minori del divisore 42, non saranuo di-
versi dai numeri o, 1, 2, 3.....41; sicch®, eseguendo 43 divi-
2loni, almeno due di ecsse daranno resti eguali. La diffe-
renza dei rispettivi dividendi sara un multiplo del divisore 43;

c.d.d,

Corollario. = Qualunque frazione pud ridursi ad avere
per denominatore la differenza di due potenze di 1o.

111.

6. Se una frazione ordinaria pura (ridotta ad avere
per dernominatore la differenza di due potenze di w) sia
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convertita in decimale, il numero formato da tante cifre deci-
mali, quanti sono i 9 del denominatore, che segue quello di
tante cifre, quanti sono gli zert del denominatore, & perio-
dico. La differenza fra t numeri, formati da tante cifre
decimali, quante sono le unitd contenute negli esponenti
delle dette potenze di 10, & ugrale al numeratore.

Sia data una frazione ordinaria pura; poicht due frazioni
equivalenti generano (3) la medesima frazione decimale, po-
tremo ridurla ad avere (5, Cor.) per denominatore la diffe-
renza di due potenze di 10, La frazione data sia allora

38453 38453

S = ——: avremo
40°—=10*  99900°
ag453 08453 1 401 § 501 4
(a) — = — =[a8+—) —5 =038 + — -2
09900 009 107 909/ 10 909 10
Ma
404  491.1000 491,000 + DI 491 1
08y  099.1000 999, 1000 999 10

percio la (a) diviene

38453 491 1 i = 501 1
(b) = 0,38 + | 0,401 + — — = 0,38401 + ——"
10*

99900 9vg 10° 099 10°
Le (a), (b) si possono scrivere anche
38453 49100 1 38453 49100 1
—— = 0,38 + — = 0,38481 + ———%
99900 99000 10* 09900 99900 10

Dall’ispezione di queste duoe eguaglianze risulta (3) che
il resto ottenuto dopo avere caleolato due cifre decimali (tante
guanti sono gl seri del denominatove) & nguale a quello, che
si ottiene depo averne calcolate cinque (tante quante SOuu le
cifre del denominatore), percio la ¢* cifra decimale e, per
conseguenza, la 7% I’s*... saranno rispettivamenle eguali alla
3*, 4%, 3".,., ciot il numero AN si ripelera periodicamente;
come era detto nella prima pzﬁ'te del teorema.

Inoltre dalla (a) s1 ha

38453 28.0900 + 4 38.1000 + 401 — 38 38401 — 88

)

90000 99900 99900 00900

—-I—-.--—"—-li---—a-—-

e L
o y—

— T — . — o, mp—— mn -
-
&

_'I-:.I-:':.l.".'._';_?!;:-.-.
s, - e T e
- .,u.'.ﬂ"ﬂl Rl

T
=

e T ——
¥ =2
=

|:




— 420 —
da cul
38454 — @8 = 3B451.

Il teorema ¢ cos) comple tamiente dimostrato.

7. La generatrice d'ume periodica mista, minore di 1, é‘;

uguale ad una frazione, che Ra per numeratore la differenza

fra il numero, che precede il secondo periodo, e Fantiperiodo;
ed ha per demominatore le differenza di due potenze di 10,
L cut esponenti sono rfspg:ﬂa.'amente eguali ai numeri delle
cifre decimali, che precedemeo il secondo e il primo periodo.

Infatti vpa periodica mw#sta, m’innrg di 1 & generala (6) da
una cosi falta frazione. Ogni altra frazione differente da questa

non pud generare (i) la medesima frazione decimale.

Iv.

I duc teoremi precedenti comprendono anche il caso in

cmr la frazione decimale sia periodica sem plice, non che quello -

in cui sia finito. Infatti nel primo caso bastera rignardare

come ﬂﬁlil}e,ﬁl}d{} il primo perindh; e nel secondo, preso pé¥. g

antiperjodo il numero formato dalle cifre decimali, bastera

rignardare 3| periodo come costiluito da uno o pit zeri.
Dagli stessi teoremi discendono per tanto 1 seguenti:
8. La generatrice d'una periodica semplice, minore di 1, &

uguale ad una frazione, che ha per numeratore il periodo

e per denominatore il numero scritto con tanti 9, qﬂﬂﬂf“’.“

sono le cifre del periodo.

La generatrice della periodica semplice 0,27.27.27..., se s
considera il primo periodo 27 come antiperiodo, e (7)

2797 — 2700 27
Lt c.d. d.

8900 09000 89

9. Ogni frazione pura irreducibile, il cui denominatore
sia primo con 1w, & generatrice duna periodica semplice.
Il numero delle cifre del periodo é uguale alla differenza
degli esponenti delle pin piccole potenze di 10, che, divise
pel denominatore, danno resti uwguall,

e

—
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Sia 19 una frazione pura ireducibile, il cul denomina-

21
ore sia primo con 10. Sieno inoltre 10!, 107 le piu piccole
wotenze di 40, che, divise per 2i, danno resti eguali; allora
07 — §0* = 009999.10 sara divisibile per 21, e lo sara anche il

jumero 099999, perchi 21 & primo con {0. Polremo per tanto

y % 19 ; .
qdarre la frazione - ad avere per denominalore il nu-
1

: : , 18 04761 .
mero 999999, con che si otierra — = . Questa [razione
21 999999

sara generatrice (8) della periodica semplice 0,004764.904761...,

nella quale il pumero delle cifre del periodo & nguale alla
differenza degli esponenll delle suddette potenze di 10. Si
potrebbe sospetiare che il periodo, cosi formato, non fosse
. realth che linsieme di pit periodin Se cio [osse veru e

. 19 " &b :
la frazione = generasse, per €s. la periodica semplice 0,904.904,

10 804 .. Aa
allora sarebbe (3) — pros ciok 099, e quindianche 8900 = 104 — 10,
2
sarebbe nn wultiplo di 21, che ¢ quanto dire che 10" e 10%,
divise per 21, darebbero resti eguali. Essendo cio conlrario

allipotesi, il teorema risulla dimostrato.

10, Ogni frazione pura irreducibile, il cui denominaiore,
non primo con 10, ammetia qualche divisore primo di-
verso da 2 e da 5, & generatrice d'una periodica mista.
Il numero delle cifre dell’antiperiodo é uguale al maggtore
degli esponenti delle potenze di 2 e di 5, che dividono il
denominatore; il numero delle cifre del periodo é ugnale
alla differenza degli asponenti delle pin piccole potenze
di 10, che, divise pel denominatore, danno resti eguali.

173 173

Gia la frazione — —, che soddisfi  alle condi-
1310 3-'!-2 -5’

sioni del lecorema; essa non puod generare una {razione de-
cimale finita, nt una periodica semplice, perche il sno deno-
minatore non & divisibile esclusivamente pei fatton primi 2
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¢ 5 nt & (3) pomes con 10. Dunque gemera und periodica
mista. Supponiame che il periodo di questa sia di due cifre,
dedla generatrice sata (7) eguale al prodotto; ¢

LIRS

il denominalere |
di 99 per una potenid di 10. I pumero 9 conterra 1 fat-

tori primi 3.11, HOD contenuli in.quella potenza, e siccome 10°
contiene gl; altri Eattori 93,5, cosi il prodotto 99.10° = 10% — 10°
sara un multiplo del denominatore della proposta. Ridotta
la frazione data a4 avere per denominatore queslo multiplo,
si vedra allora ciee I'antiperiodo della periodica mista non
ha (6) pin di tre +ifre. D’altra parte non pud averne di meno,
percht allora il denominatore della generatrice (7) non con-
terrehbe il faltove 2?; duanque ‘1 nuomero delle cifre dell’an-

tiperiodo @ precimmante eguale al massimo degli espuuenti
delle potenze di 2 e di 5 conlenute nel denominatore della

proposta.

Toolive osserviamo che nom esistono due potenze di 10
minori delle 10?, 40°, che, divise pel denominatore 1320, danno

resti egﬂﬂli_ Infstti la. prima non puo essere minore di 107,
per cid che si & detto di sopra, e la seconda non puo es-
sere minore di 10’ perche il pumero delle cifre del periodo

non sarebbe (7) ¢quello ammesso dall’ipotesi.

C. Monriconl.

Urbino, 40 sprile 1886.

,_...—-—r—-lﬂ:bc‘;:'-*:‘:?"""‘:_

SULL'ERKORE NEL CALCOLO DEL SENO
D'UN ANGOLO COLLE TAVOLE 5,:

I SOPRA UN NOTO TEOREMA DI GONIOMETRIA g

) T L)

=

Nei miei [ilementi di trigonometria piana (N.} 38, 37, 38) ;as‘f?i‘ﬁff
ho assegnato, B modo elementare, una limitazione dell'errore i
che si commette nel calcolo del seno, applicando l'ordimaria
interpolazione. Ma si pnd pervenire in modo pil semplice ad
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come espongo

ana limitazione dum poco inferiore a quella,
o col ram-

nella prima parie di guesto articolo, ove incoming
entare la dimostirazione d'un moto Leorema, che & il primo

di quelli dimostrati .1 N. 3¢ dell'opera citata, e del quale
sony espostl, nella seconda parte, due notevoli corollari.

1.

sen @ < - - .
diminuisce al crescere d a quando

i. 11 rapporlo

a cresce da 0 a 1800

Indicando con a e & >a
e con « e [ i rapporli degh archi corrispon

le misure di due angoli acuti,
denti al raggio,

st ha
sena >« €os4,

quindi
sena sen(b —a) >« cosa sen(b — a),

e a fortiona

(B — a) sena >« cosa sen(b — a).

Se ora a questa diseguaglianza si addiziona l'altra
x sena >« sena cos(d — a),

si ottiene
R sena>> « Senb,

0SSia
sena  seob

| m—iT

o 7 B »

¢ questa equivale alla
sena _ senb

———

a:?b

E poi evidente che, quando a cresce da 90° a 180°, il
SeNd 4. . s
rapporto diminuisce.
a

. Sia data una tavola di seni dei multiph dell’angolo .d;
+d i multiph consecutivi di d fra i qualt ®

sieno @ e d
del quale si cerca .1 seno, e sindichi

compreso l'angolo
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quest’angolo con a + k. Quando si calcola” sen (a + A)

proporzione
sen(a + k) — sena A

= =3

sen(a + d) ~sena  d

v 4
cioe ponendo

sen{a + /i) = sena + g(seu(a +d) — senu),

si commetle un errore che & composto di due parti distinte.
Una di queste ¢ la differenza

E =sen(a + &) — sena — é (sen(a +d) ~ _senn) ;

d

mentre l'altra dipende dal grado di appmssimaziﬁne del semi
della’ tavola. Se questi sono approssimati a meno di g, l'er-
rore nel calcolo della formola

sen a + ‘—};(sen(a + d) ~ sena):

ossia della

{ & k
(t - -&) sena + ‘?sen(a + d),

h b
(1-—-&)34-23:
cioe di g

Per trovare una limitazione della differenza E, si trasfor-

. . : . b . '
mino le dilferenze di seni in prodolli, e, sostituendo ad - 1l | :

d

e minore di

h, . : B : ;
rapporto eguale — > In cui h, e d, significano i rapporli al
I

raggio degli archi 2 e d, si Lrovera:

I d )
‘i 2 E_.en(-ﬂ-) sen(;-) i sen[—!-‘ (ﬂ+h)_ " 7
) ,cns(n+;) 3 +1, (cus ;)¢ HrH-;J)I |

a— —

4,
2 2 2
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nesta prova, in forza del teorema rammentato al N. 1,
or essere h <d, che la differenza E & sempre positiva.

Ora dalle dlsuguagliagze

qenté) sen(f) |
hl:a dt:a g
g el gy, 1-— & Z 1,
16 b, 16 A
2 2
rcava
h d
SEH(;) Sﬂﬂ( ;} < d1=
h, T d, 16’
> 2
jpercid sara
h.d? k h d
e 2 h g 75 =) |
E <L = cos (a + 2} +- , { cosla~+ 2] cos (@ + 2))
§1 ha poi
h - I/ =
)sla -I—‘E)—CDS(E+£~EJ=ESED(‘£ p h)snu(a+ a 1- L) {]E (d,~F,)sen (a+d),

in conseguenza

d.° h
E L %cas(a +;}+ih, (d, — k,) sen (a + d)

d anche

werche il prodotto A, (@ — k) & al pitt eguale a d; )

Cosi, p. ¢-, per d = 10/ s1 ha

5 406
E <« — 4+ — sen {a + d).
100 10° ( )

il.
s K¢ con A e B s’indicano du; anguli cﬂmpresi fra 0

e 180° si ha (1)
e — —— _‘______________.__._-.————-——'_"‘
*) Poslo &, = %_-_i—_ k siha b, (d;—bh,)= d“'z —k < %




- 126 -

sen Ao, A

sen B<B
secondo che A & minore o maggiore di B. Di qui risulta il
teorema:

In ogni triangolo il rappoerto di un lato ad un altro lato
¢ maggiore o minore del rapporto dell'angolo opposto al
primo lato all'angolo opposto al secondo, quando il primo
lato sia rispettivamente minore o maggiore del secendo.

i. Sieno A e B due punti d’una superficie sferica di
raggio R, AB l'arco di circolo massimo, minore di 180° che
unisce quei due punti, e AHB I'arco, minore di 180°, di uno
qualunque dei circoli minori che passano per A e B, Indi-
cando con 2 e & i numeri di gradi degli archi AB, AHB,
con » il raggio del circolo minore, ¢ con ¢ la corda AB, si ha:

b
¢ = 2R sen (%) = 2 sen (;},

dalla quale risnlta:
b > a.
Percid, indicando con z e B i rapport degli archi AB,
AHB ai raggi dei rispettivi circoli, sarh (1)

a b
sen (;} sen {E),
= - TP
0ssia
a b
R sen (—2) r E?ﬁ,-(;)’
" Ra o r3
e i conseguenza :
Ra < rf,

ciot¢ 1l noto teorema :

. Larco di circolo massimo, minore di 180°, che unisce due
punii d'una swvperficie sferica, & minore di qualunque arco
di circolo minore che unisce gli stessi due punti. By
D. Besso.
i e — = LS. =3
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DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA (2) PROPOSTO A Pac. 99. )
() Se da un punto qualunque della superfice d un

triangolo sferico trirettangolo si conducono tre archi di
circonferenze massime perpendicolari ai suoi lati, il peri-
metro del triangolo sferico, che ha per vertici i piedi de:

tre archi, ¢ eguale alla metd d una circonferenza massi-
ma. (F. Nicoli)

Dimostrazione di Ignazio Beyens, Capitano del Genio a
Cadice.

Sia ABC un triangolo sferico trirettangolo ed O vn punto
gualunque della sua superficie : se da O si conduce Iarco di
circolo massimo OA' perpendicolare al lato BC, la circonfe-
renza a cui esso appartiene dovra passare pel vertice A,
perche questo punto & polo dell'arco BC. Similmente I'arco
di circolo massimo OB', perpendicolare ad AG, si trovera
sopra una circonferenza passante per B, e I’ arco di circolo
massimo OC', perpendicolare ad AB, si trovera sopra una
circonferenza passante per C. Percio, e per una nota pro-
prieta del triangolo sferico, si avra la relazione

senAC' senBA' senCD

senC’B senA'C  senB'A
Si prenda ora, sul prolungamento del lato AB, Yarco BC" =
C'B; sara senAC'=senAC", e la precedente relazione diverra

senAC" senBA' senCP
senC'B senA'C senB'A
la quale prova che i punti C", A', B' sono situati sopra una
stessa circonferenza massima. Indicando con C'" il secondo
punto di 1ncontro di questa circonferenza con quella alla
quale appartiene il lato AB', si avra C"A + AB + BC" = 1s0°,
ossia C""A = 90° — BC" = AC'; eppercid dai triangoli CAT,
C'AB' wisultera B'C'"' = B'C'. Inoltre dai triangoli A'BC', A'BC
si ricava: C"A'=C'A'; percio l'eguaglianza
C'A' + A'B' + B'C'"" = 180°
si trasforma nella
C'A + A'B' +*B'C" = 180°,

che & quanto volevasi dimostrare.

1

— 1

*) In nn prossimo [ascicolo saranno pubblicale le dimostrazioni dei Leo-
remi (1) @ (3) che sono state inviate dai Sig.s J. Beyeus e G. Riboui.

L, o . —— e S
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SULL’IMPOSSIBILITA DI CERTE DIVISIONI
E SULL FOUIVALENZA DELLE EQUAZIONI -
~ NOTA

DI RODOLF0O BETTAZEZIL

11,

11, Quanto si & esposto nel capitolo precedente trova
la sna naturale applicazione nei teoremi relativi all’equiva-
lenza delle egquazioni. (*) .

Principiando dall’ osservazione fatta al § 2, st noti che
s suole in ciascun membro di una.equazione (come in ge-
nerale in un’espressione qualunque) sopprimere due ‘termini
uguali. e di segno contrario che vi compariscano; pal sl di-
mostra il principio che un’equazione non si altera (frase ine-
satta alla quale si deve sostituire I'altra: da origine ad
un'equazione equivalente) aggiungendo o togliendo una me-
desima espressione ai due suoi membri; e icome corollario,
da questo principio e dalla riduzione precedente si conclude
che si pud trasportare un lermine da un membro. all'alire
cambiandogli segno, il quale ultimo corollario vale - quindi
fincht valgono i due principii precedenti. |

Le osgervazioni del § 2 mostrano peraltro che ‘devesi fare
qualche restrizione per il caso in cui i termini da soppri-
mere in un membro o da pggiungeﬁe ad ambedune perdano il
loro significato. Ora finche { termini sopra cni si opera non
contengono l'incognita, dimodoche si possano a priori esclu-
dere per le lettere che I essi compariscono 1 valori che i
vendono illasori, non ha luogo mnessuna osservazione spe-
ciale; ma guando essi termini contengono I'incognita, non
potendosi a priori escludere per essa nessun valore, si vede
che queste operaziomi possono gellettivamente introdurre O

togliere delle radici. — E cosi I'equazioni:

(*) Per semplictia del linguaggio mi limiterd in quello che ié"'g-ure al caso
delle equazioni ad un'incognita sola; Mma g"intende che pub ripetersi 10 slesso
per Pequazioni a pii incognite.

0
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A=C=B=C e 'A=B . = Ak
le altre : 1
A+C—C=B e A=B

possono non essere equivalenti; e precisamente cio accadra
quando G perde il significato per qualche valore dell’inco--
gnita che sia radice dell'eqnazione A =B, peiché tal valore
non appartiene allora evidentemente come radice ad A+C=B=C,
0 ad A + G C=B; ﬂ]ld[-‘.' in quﬂhta miﬂzmne pud darsi Lh&

Paltra di queste ultime equazioni, risolata lequa.r.]nne che
se ne ¢ dedotta A =B, sono da escludere guelle fra le HII.E-'

radlm che rendunu illusorio C. ' ' s
Se C non diviene mai illusorio, o almeno non lo daﬂan&

per nessuna di quelle radici, Ie due cquazioni sono eqmvaleutlr L

Cosi p: es: l'equazione ] 2
9 1 . -
8 + + X = sx §e
-1 X~-1 .
non & eguivalente all'altra o
3 + X% = Ax ER
: ) . i
(ottenuta dalla precedente sopprimendo i termini s = —-——i
I — Y
percht questa ha le radici, £ =0, x =1 delle quali la set
1 i '}
conda rende Hlnsoria I'espressione e quindl non e ra~
T —14
dice della prima equazione. _
Invece I'equazione e B
. J G [-I:'.';i.'lki,'.,"
i,
3 + xf + 2 = Ax + x° e
o
2 - 2y
¢ equivalente all'alira N
3T + X =4Ax ‘%% [
] - . W - | - "' iff“‘ '
perché x® non perde mai il suo significato. i B
E finalmente l'equazione M
Ax + - + 1t = AX A
xX—-2 x=-2 Ey
Tt
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¢ ancora equi'ra'lﬁme,nlla solita
A + X? = AX

possa divenire il-

perchi‘: secbbene il termine Soppresso ——

lusorio, pure non lo diviene me per X = i, n¢ per x =0,
che somo le radici della seconda equazione.
12. Le considerazioni svolte nei §§ 8 e segg: danno

origine ad osservazioni amche pih importanti.
Abbiasi un'equaziene qualunque ed in uno dei suol

) e
membri, p: es: nel primo, comparisca Una frazione 3 tal-

chie I’equazione possa seriversi O8] :
m
(1) S tp=4
Supponiamo che si abbia in generale
m=ca, n=ch

C e : m a .
¢ che quindi sia, ancora 1n generﬂe;: 75 dall’ equazione

)

precedente si passera allaltra

a
(2) e o
colla semPiiﬁcaziune della frazione r;_i Se il fattere e non

contiene 1’ incognita x, dovremo fare le osservazioni del
§§ 4 e segg: circa l'equivalenza delle due frazioni; ma esclust
per le quantita note i valori che danno luogo ad eccezione,
per gli altri le due eqnazioni sono equivalenti.

Ma se il fattore ¢ non contiene 1'incognita x, la sop-

pressione di ¢ puo avere inflaenza sulle radigi. Sappiamo

. : L, m a :
infaiti (§ 6) che s ha; =7 {franne certamente per quel

valori che, senza rendere nullo ed illusorio ¢, privano di

= . I il . °
51g111_ﬁcatn — soltanto o soltanto-: e al/ piu per quel valari

In b




che rendono nullo od illusorio ¢. Una radice x = a della Vit B
equazione (1), Ia quale non annnlli né renda illusorio ¢, sara

a

quindi anche radice della (2) se non rendera illusorio 756 Vi-

ceversa nna radice 22 = della (2) che pur non annulli o renda
m

illusorio ¢ & radice della (1) purche non renda illusorio —, Pas-

sando quindi dall’ eqnazione (1) alla (2) si ritrovano almeno tnotte

le radici della (1) che nonr rendono nullo od illusorio il fattore

' : . .
soppresso ¢, eccetto quelle che rendone illusorio - ; e vice-

b

versa le radici di (2) che non annullano ne rendono illuso-
rio ¢ sono altrettante radici della (1), tranne quelle che

- . . m
rendono 1llusorio —-
n
Se ora una radice a =« della (1) rende illusorio o nullo ¢,
, . m  a . = :
puo essere che non sia — = j e qmmjh che essa non sia
1

radice della (2), e pud essere pure che lo sia (§ ¢); e al-
trettanto dicasi delle radici della (2) rispetto alla (1.
Passando quindi dalla (1) a (2) pud avwenire che si per-
dano quelle fra le sne radici che annullano o rendono il-
lusorio ¢ e che viceversa si acquistino delle radici di questo
genere, le quali non siano radici della (1): e di piu si acqui-
stano certamente quelle fra le radici di (2) che rendono il-

112

lusoriu; (se ve ne sono) e si perdono ceriamente (qua-
. : . . a g
lora ne esistano) quelle di (1) che rendono illusorio 7, * g
- Erian
P: es: se dall equazione %
i
2 —3)+ 4 o
—4=0 b
(33 - 3) + 1 :j:,

si passa all'altra



1 +
& — 3
sopprimendo nella frazione del primo membro 1l faltore x - 3,
si perde la radice x =3, la quale annulla il fattore soppresso
e sodisfa all'equazione data; ma non alla seconda.
Passando dalla seconda alla prima, colla divisione quindi
1

X —

, invece si acquista la radice x =3 che rende 1l-

pPer

lnsorio quesio fattore.

Se dall’equazione

2 — 1 , 3B
+ X -
2 (2 —1) 2
si passa all’altra
1 3
— X = -
2 2

sopprimendo 1l fattore ¢ = x —1, siccome questa ha per ra-
dici x=+1, x=—1, si acquoista la radice x=1 la quale
rende nullo il fattore ¢ ecc., ecc.

Se quindi vorremo, (nel caso generale) servirci della (2)
per risolvere la (1), risoluta che sia la (2) rigetteremo quelle

fra le sue radici che rendono 1illusorio n: pol cercheremo
qnah sono 1 valort di & che rendono lllusnrm; ¢ d1 ess]

giungéremn alle radici quelle che la verificazione diretta mo-
stra radici di (1). Da questo insieme di valori toglieremo quelli
che annullano o rendono illusorio ¢, 1 quali possono (non debbo-
no) non essere radici di (1): le rimanenti sono certamente tutte
radici i (1). Esaminati poi a parte fcolla verificazione diretta) 2
valori di & che rendono nullo od illusorio ¢, riterremo quelli che
sodisfano la (1): e queste, insieme colle precedenti radic,
daranno la soluzione completa dell'equazione (1).

!
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13. Nel paragralo precedenle =
. (1) da quelle della (2);

peperale per dedarre le soluzioni deffia
nei casi particolari esso potra gem
da osservaziom speciali.
Se p: es: nell eqnazione data
z10ne 7 sono dati gid decomposti galcht I'equazione sia pro-
n

posta sotte la forma
ca

;:_b+P=q’

ca a ’
— ad — non altera m

ricordando che (§ s) il passaggiﬂ d c b b

generale la frazione e al pii pud darle un significalo quando
¢ sia nullo od illasorio, st vede che |’ equazione derivata (2)
possiede tutte le radici di quella dala, e puo possedere di
piu quelle che annullano o rendone illusorio ¢. E quindi, ri-
soluta la (2), bastera rigettare quelle fra le sue radial che,
rendendo ¢ nullo od 1illusorio, yerificale direlitamenle non
sodisfano la equazione data. |

Se poi, come avviene mei casi nrdinar, m, 7, ¢, @, b sono
tutte espressioni intere rispetto alla a, e quindi non possono
mai divenire illusorie, sara sempre m = ¢a, it = ch ; talche

m

se c=0, € ancora m =0, € quindi - ¢ illusorio, per cui
un valore che anpulla ¢ non Pub essere mait radice della
equazione (1). Passando quindi da (1) a (3) si acquistane quelle
radict di (2) che annnllano il fattore ¢ : onde, risoluta la (2),
avremo solo da rigellare assolulamente quelle fra le radici
di (2) che annullano c.

14. Tutte le considerazioni dei due §§ precedenti pos-—
sono ripetersi in particolare quando equazione sia o si Ti-

duca (restando equivalente a st stessa) ad essere della forma

L3 |1

N

eralmente essere abbrewiato

i germini m ed n della frd- !

- i ="
] L ]

_..._‘.
o Tt
B e

i, L&

£ "ﬂ-'rl- - .

ol i
i
s I T I




M=CA, N=CB

I'equazione precedente non pud generalmente ritenersi come
equivalente all’ altra

A
=Y

anche se M ed N siano gia dati sotlo la forma CA e CB
(§§ 12, 13).

Quest’ osservazione mostra inesatto il seguente metodo che
<nol darsi anche in alcuni deil migliori trattati di Algebra,
per mandar via da un’equazione i denominatori trasforman.
dola in una equivalente. Il melodo & questo: « Si portino
tutti in un membro i termim che contengono la & nel de-
nominatore e nell’ altro i rimaneati: si riducano i primi al
medesimo denominatore, e se ne faccia la somma algebrica,

M

talché 1'equazione proposia venga ad assumere la forma ﬁ=D:

A

si sopprimano i fatlori comuni ad Me ad N, e si abbia —B-=D:

si risolva infine 1 equazione A = BD che s dimosira eqni-

A

valente all’equazione precedente B =D ». =

Innanzi tatto il trasporto di cert termini tutll In un mem-
bro puo dare origine alle osservaziom del § 11 ; ma quando
pure tali osservazioni non ayessero luogo, © sl tenesse conto
di esse, e quando pure la riduzione al medesimo denomina-
tore si facesse com’ & accennalo al § 10 per evitare altera-
sioni di radici, resta il fatto che |’eqquazione cul 51 ginnge
M

N = D non pud, come si & nolalo, rilenersi equivalente alla
A

—=D: e che la %: D non & equivalentc alla A= BD che

B
a condizione che non si eseguisca, ma si lasci accennato il |
prodotto BD.




S Puu osservare che anS[D metodo viene indiecalo PEI‘

risolvere le equazioni in eml A, B, D, C sono espressioni 19-

i
"
'I?J_E—H:“ - .,".I I1.l'. vl
-|-.'l-..-_.'a = + I -

——
g e B i T il —

ck al i

el
‘I':-:-.i_l'l'tl

o

M
tere, nel qual caso Ia N = D & certo equivalente all’ eqm'-a
\ e
zione data, e -ﬁnD b eq-nn]enle ad A=BD; ma per q'ualﬁ{o
M
si & notato nel § 12, il passaggio dull’ equazione =D al- B
A . . | _
laltra 7 = D pud introdurre le radici che annullano e¢: @
B
onde risoluta 1’ equazione A = BD sono da rigettare quelle
fra le sue radici che annallano c¢. Cosi p: es: I equazione ';'fgﬁ_,;
) . "'ﬂ;-
r* —86xr +8
che pud scriversi
(= 2)(x* + 32 + 2) .
— e — ),

| (x — 2){x - 4)
ridotla all’ alira

X2 4+ 3 + 2

—
B I

i x'—-"

come indicherebbe il metodo precedente, cioe colla SOPPTES—:- _;'-._..1--

sione del fattore comune x — 2, avrebbe per radici x =2, ‘%
X == 11; delle gquali la prima, che annulh, il fattore x -2
deve essere esclusa. E infatt: 1l valore.2 dato ad x rende-: |/

rebbe p:nm di significato il primo membro dell’'equazione data.

15. Quando si ha un’ equazione A=B, e se ne molti-
plicano i due membri per una medesima espressione 2, Ti-
sulta 1 equazione
o
(dove intenderemo per ora (Cfr. § 17) 1 prodotti mA , mB _
semplicemente accennati e non eseguiti), la quale pud non __

cssere equivalente alla prima. Una radice della prima equa-- 79

zione & evidentemente radice anche della seconda, purche
non renda illusorio 7 ; viceversa una radice della seconda,




che quindi non rende illusori nt A, né B, né m, lo ¢ anche
della prima, tranne al pi se annulla 7, nel qual caso puo
anche mon esserlo. Col passare quindi dalla prima equazione
alla seconda si perdono quelle fra le radici che rendono il-
lusorio m, e se me possono acquistare altre che rendano
nullo 7. Risoluta quindi la seconda equazione, vedremo Se
fra le sue radici ve ne sono alcune che annullano m: que-
ste, potendo essere radici della seconda senza esserlo della
prima, si riterranno solo quando, sostituite direttamente, la
verifichino. Dopo cercheremo quali sono 1 valori di a che
rendono illusorio m: e questi, che possono essere radici tra-
scurate, li sostituiremo direttamente nella prima, ritenendo
quelle che la verificano e rigettando le altre.

16. 11 risultato precedente non ha, sotto quella forma,
che poca o nessuna 1mportanza (Cfr. § 47)¢ ma & assai pit
utile quando si applichi al caso m cui data a risolvere
un'equazione che ¢ gid sotto la forma

mA = mB

o vi si possa porre senza (§ 8) alterarme le radici, s1 divida
per m, passando all'altra, in generale di pit facile risoluzione

A =B.

Allora, risolntatquesta seconda equazione, si vede che sono
da aggiungere le radici che cosi non si siano trovate, e che
rendano nullo m senza rendere illusori n¢ A né B, e da to-
gliere, se ce ne sono, quelle che rendano illusorio m.
Cosi in particolare quando si divide lutta un equazione
per ax + b {che compaia a fattore comune), siccome questo

- [ . b 5 . w " -
divisore si annulla per o =-—-, COSI SIL Viene a toghere
il
all’ equazione la radice & =—-—, tranne se questo valore di
i
»

x renda illusori A o B.
In questo modo passando p: es. dall’ equazione




= b w2

S - 2 = AT ViR

Al

S— _ IR T
all altra BRI R
i) ‘!‘1_.:.,

| R " !3# - ! = _u’ tl"il: HL:': :.::.i

o e

L] ..:.l .I' =

si perde la radice x =0: tale radice invece non si perdd i

passando dall’ equazione 4 e
| ey R
Vb AR R i A
all’ altra ’1;5 i
: 3 b
— e G = — i ALk
x x |
Passando dall’ equazione _'
o{r—2) Nr*-obxr +8) 2x’-—2r
" = " 7
x — 4§ X - 4 r—4 \
che pud scriversi, senza allerarne le radici, |
X — 2 4z 3 X — 2
[8 + 7(x' — 4)] =2 :
x — 4 x— 4 S
all’ altra -
8 + 7(x—4) = 2x

x—2
X — 4
nulla il fattore che si moltiplica e si acquista la radice x=4
che rende illusorio guesto fattore. | ?

17. Come necessario complemento ‘al § 15, il quale, co-
me si & detto, sotto quella forma non ba 1mportanza, osser-
viamo ora che quando 1’equazione A =B si moltiplica per
un’ espressione 72, cid si sual fare non per giungere all’ e-
quazione mA =mB che presenta { finche resta sotlo questa
forma) le medesime difficolta dell’ equazione date; ma per

, si perde la radice x =2 che .m!r‘-':i

cella divisione per

poter giungere ad avere almeno in generale
| mA =C, mB=D e

. » . ";}Ei]

dove C e D sono nuove espressioni, e risolvere cosi |equa-
zione C = D invece di quella data. E da vedersi peraltro se ‘i}'

I'equazione € = D & o no equivalente alla A = B.




Confrontiamo innanzi tulto 1 eQuaiibiie = s v
tra mA =mB. Tutte le radici della prima, per quanto s1 &
detto al § 3, apparterranno chiaramente alla seconda, eccello
quelle che rendono illusorio m, © A, o B: e viceversa tulle
quelle della seconda appartengono alla prima, tranne se ren-
dono illusorio C o D. Per risol vere quind: I'equazione mA =mB
bastera risolvere la C=D: dalle radic1 trovate rigettare qaelle
che rendono illusorio m , 0 A, o B e aggmngeie quei va-
lori di a che, rendendo illusori C o D, verificavo, sustituite
direttamente, !'equazione mA = mB. Cosi si ottengona le ra-
dici di questa: per avere da queste quelle di A = B segui-
remo il metodo indicato al § 15, secondo il guale dovremo.
avute le radici di mA =mB , scarlarne quelle che rendono
“ullo il fattore m: indi, rilenule le rimanenti radici, aggiun-
geTe a (ueste quelle che si trovano sostituendo direttamente
v A =B i valori di x che endono nullo od illusorio 1l
faltore m.

Riunendo i due risultati si deduce che passando dal-
I'equazione data A = B 11’ alira C =D bastera riselvere que-
sia : dalle sme radic) separare (nogo perchi siano tulie da
ﬁgeltarsi, ma per avere metodo pin regolare), quelle che an-
nullano o rendono iHeserio m, oppure che rendono illuso-
rio A o B; poi cercare totti i valeri di x che rendono 1l-
Jusorio € o D, oppure che anpnullano o tendono lusorio m,
e ritencre come radici quelli che, sostitniti direttamente nella
equazione dala, la verificano,

Nei casi ordinam tanto m che C ¢ D sono espressioni
intere nella 2, ne possono quindi divenire mai illuson ; al-
lora il metodo precedente si riduce a risolvere | equazione
C=D: a separare dalle sue radici guelle che rendono llo-
sorio A o B o annullano m (quesite ultime mon perche siano
necessariamente da rigetiarsi, ma solo, essendo pol conside-
rale di nuovo, per semplicit‘a,nell’esPusizinne del metodo) ;
ed aggiungere come radici quei valori di &, verificati diret-




Sl

tamente colla sostituzione in A = B, che anncllano m ¢ sono __
radici dell’ equazione data. R

- Uno.dei casi frequenti in pratica & quello in cui tutta -
'equazionie ‘sia intera rispetto ad , tranne un solo “termine,” - i
che cuﬁtanga un denominatore »s, intero anch’ esso Tispetlio:
ad . §i suole allora moltiplicare I'intera equazione per MMy

¢ ridurla a forma intera, con che si ricade nel caso trat: .
talo ora. Ma osservando che, per le ipotesi fatte, ora A o '
B divengono illoseri .quando ¢ nullo m e viceversa, il me:
todo. precedente si riduce a risolvere 'equazione C=D e ri--
gettare' quelle fra le spe radici che annullano m , le quali: 2%
non sono al certo radici di quella data, percht, come si &
detto, rendono illosorio A o B.

Se 1 termini non interi in a fossero pin di uno, oc-
corre allora tener conto delle osservazioni fatte al § 14.

‘48. Le osservazioni esposte fin qui farebbero sembrare-
singolarmente complessa la risolnzione di un’equazione quas
lqngqgi;-.-,quando almeno si fondi. sni principii ordinari ; mﬂ ;
nei:,casi della pratica, oltreche si. presentern generalmente la; _,
condizione (che, come si & visto caso per caso , semplifica, -/ |
molto:i metodi) di avere da fare con frazieni i.cui termini: -
sonpigia polinomi interi, la semplicita dei fatlori soppressi-
ed aggnti mostrerh immediatamente quali sono le radici ag-

ginnte o tolte, le quali talora mancheranno. affatto, A
Nonostante, tatte le osservazioni precedenti sono feori- :; 1
camente necessarie. Esse sono generalmente trascurate nei i

trattati, piu che altro perch® in essi si suppoue di avere .
a fare con espressioni sempre intere; ma questa condizione '
deve .essere avvertita esplicitamente, almeno per far notare,
che, ([lilf“'“]ﬂI le cSpressioni non slano intere, Sono necessarie
discussionl pil minnte. In ogni modo, anche in questi casi
semplici, )l metodo di cuj & parola al § 11, si suole, come
si ¢ mostrato, esporre un poco incsattamente.



I11.

19. Tutte le discussioni dei precedenti §§ prendono

origine dall’esistenza di alcune impossibilita nella divisione,

a

. . > g ; . ;
per cui restano senza significato 1 simboli e Si. & visto

infatti che, quando si ha da operare su espressioni intiere (le quali
quindi non divengono mai illusorie) i risultati ed 1 metodi si
esprimono sotto forma semplicissima. Sarebbe quindiconvenente
cercare di ridurre piccolo, per quanto ¢ possibile, il numero dei
casi in cui i simboli sono illusori, attribuendo, quando c10 possa
farsi, un significato a1 simboli, in alcuni almeno dei cas1 in cul
sono illusori. Questo si riscontra falto in alcuni trattatl di
algebra (Baltzer, Faifofer, Raiola Pescarini, Garbieri,...). Nel

trattato di quest’ nltimo autore & osservato che le espres-

. . 'a 0 -.-IE . - = . b
sioni - , ~ non vogliono dir niente, la prima perché non-rap-

presenta messun numero, la seconda perché puo rappresen-
tarli tatti. Per il secondo simbolo possiamo fra gl'infinita
valori cui corrisponde scieglierne uno conveniente ed attribuirlo
ad esso come significato : per il primo simbolo possiamo intro-
durre nuovi numer: definiti da esso, come s'introducono 1 nu-
meri negativi, 1 frazionar, ecc., per ayere i rappresentanti di
risultati di sottrazioni, di divisioni, ecc. altrimenti impossibili.

Si puo stabilire che, se per un certo valore di o 1 es-
pressione analitica di una funzione perde 1l suo significato
od il valore della funzione in quel punto non & defimto
in altro modo (come sono i casi ordinari) e se in esso la
funzione tende ad un valore limite fimto, si prenda per
valore in quel punto questo valore limite. Se avvicinandosi
a quel punto la funzione cresce invece olire ogni limite con-
servando sempre il medesimo segno + 0 —, diremo che 1l
valore in quel punto & +® 0—®, dove +w® € — @ SONO NUOVI

numeri. Talcht (per quanto piu farticolarmente 1nteressa I'al-

b e i 8
gebra Elementare) con quesie due convenzioni sara — = 0,




a x a+x a » ;.
t x b+xjxr &

Cos: i simboli :_:, %, X o0, eCC. avranno un s:gmﬁcal;ql :_
e i

se provengono da funziomi che banno un limite: se preven-; lif

goun da fun:.mm che non hamno limite saranno ancora &{ﬁm el

Pl:r quesn nuovi simbeli ¢ numeri sarebbe da ‘Fﬁﬂﬂi—'ﬁg ;
quali regole di calcolo valgono: ma, per I’algebra -elemen- 8
lare, basia limifarsi a poche considerazioni per le quali ¢
mando alla citata Algebra del Prof. Raiola Pescariai, bastan-. =
domi I'aver dato un cenno della possibilita di avere in mdhﬁ A
casi un significato, - IS TSR TR ) f

Citero solo, per mostrare come talora l’eslenﬁiqnn; anzi~
detta possa essere opportuna, alcuni esempi.

Leapm;smne w ~.m;, che sarebbe ilusoria, se pmvreﬂﬁ
da un’espressione la quale per valeri di x dwersl da que’ld’o st
che si considera & sempre =P (dove P ¥ an 'espressiong- ‘dﬁe ':
ha un mgmﬁnatﬂ anche per quel valore di x) powra porid Sk

essa puve = P. Per es: I'espressione i |
4 1
a+— == b —
Y o 2
= ; B
per x = g diviene (coi nuovi simboli) » - ; ma fuoridi x=0 1
e sempre equivalente ad @ — b, percid si Preudera nguale ad
@ —b anche per x =0. L’eyuazione i
1 1
@+ —=b=— =7
X x
sara quindi da ritenersi equivalente all’altra 2
Al
a—-b=ux. | i
E, coi nuovi simboli, I'equazione
. 'LI
1 |
3L + - + X =4z

=41 X£-—1
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b equivalente all'altra
8 + X =AX,
sebbene al §11 queste due equazioni si dicessero non equi-
i i '

valenti a causa dei termipd —
| r—1 x~—14

che divenivano 1il-

lusori Iguandb = 1.

~ Cosi I'espressione
:
x*

c i
o
T+t I

per £ =0 & vguale a o—x; ma foori di quel valore &
Y . . . s

ngalg 2 che per x =0 non ¢ illusorio , quindi la

prepderemo uguale a quesla espressione anche per x =0,

ciot la.‘phénderemo allora = c. L’equazione

'H i | o
Fa ~“"'a-'.i||_ Py PP r——— +——np- —-4—-—=
r+1 x* x®
é quindi eguivalente all’altra
C.
L |

= C

che 'ha per radice x =0, mentre senza "introduzione del
omovi numeri questa radice sarebbe da rigettarsi perche ren-
derebbe illuserio”il primo membro dell’'equazione data.

{ pochi cenni dati in questo capitolo non rendono inu-
1ili le osservazioni del capitolo precedente; ma, diminuend o
il numero dei casi in cui una espressione Si pnd presentare
sotto forma illusoria, rendono possibile I'applicazione pin
frequente dei pit semplici dei metodi indicali nei precedent
paragrafi. |

&
Lucca, Marzo 1886.
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SULLA PROIEZIONE STEREOGRAFICA " i/

-"H;'.IT

1. In questa nnta esporremn le nozioni fﬂl].l.iﬂl-lil.!‘.'.ﬂ]f;
sulla proiezione stereogmﬁca , quella proiezione ¢he rﬂp&
presenta la superficie della sfera come Ila vedrebbe u
osservatore il cmi occhio si trovasse in un puntn de'lla Iti
desima. L’immagine di un punto della sfera sara I’ mterse— u:.‘
zione del raggio visuale di questo punto col piano di pm-*fewﬁ’_r

-,,,.“l ll'

lezione (quadro), il quale & scelto sempre perpendicolare alj
raggio visnale che congiunge 'occhio “col centro della sfeyiy - o
e qnﬁlJlIa”gi una curva aperta o chiusa, tracciata nella ﬂmlgiﬁl;tf.i‘ﬁmhf ¥
dl essa, I'intersezione d'una superficie conicaavente : k.
vertice il punto d’ osservazione (centro) e per: dhﬂtﬂi&h‘ =k
curva, col quadro. Da cid consegue che se P & i fﬁiﬁ*ﬁnaﬁ'; :5?jj’:'-'

carva C tracciata sulla superficie della sfera e PQ" ]a ?!dﬂ"g'ente a iR
Cin P e s'immagina il piano passanté pel centro ’dfﬂi’??mf@ﬁﬁ 7

e PQ, il quale, fom’® mnoto, ¢ il P]H[Il] tangente alla suparﬁ Ten
conica proiettante la curva C lungo Ia generatnce OP; la rett 1

d’intersezione pq d1 questu col quadro riescira tangenté ﬁ‘ﬂﬁﬂ?ﬁ .fr‘*i
(i

J-nll"'r+

curva ¢, proiezione sul quadro di G, nel punto p. "?’rf .

L’argomento,, che, qui ci occupa & cos poco moderno ﬂhﬁqi i
dovere la sua origine ad Irpagco (come ¢ pma  SiNesig ;lfé]i, 2 1
suo hbru De dqnu astrolabii) , il quale* magino qﬂﬁﬁﬁm:;: ;i!fj%
genere di rappresgnlazione 150 anni circa innanzi I’ era yﬂl-u“ 2
gare, quantunque I epiteto di stereografica , dato a questa ﬁ
proiezione , sia relativamente recente e doyuto al gesugta; - . &
Frascesco D’AcuiLLox che a lei lo assegnd sul principio del - = ¥
secolo XIV. 1l desiderio di divulgare aucor piil questulﬂl- B
stema di proiezione con nn’ Espnsmnue elementare ci ha ine R
dotti 2 stendere queste poche pagine, nelle quali il lettnre ,T,r;];-,%@tﬁ
trovera anche qualche novith di trattazione. : f

2. Def. Se per I'asse di un cono circolare nbhquu 8 im- s _

:

f

!

AT ."

magina un piano perpendicolare alla base, le sezioni del cono * 0 ok %}
[

i

con due piani non paralleli fra loro, perpendicolari alla se-
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sione ottenuta e formanti con le generatrici giacenti in questa
degli angoli uguali, diconsi antiparallele.

T8, Teo. 1° Se esiste un piano che intersechi un daio
cono circolare -obliquo, lungo una circonferenza, ne esistera
anche un altro (antiparalielo al primo) ed ognt altro piano
intersecherd il cono lungo una circonferenza, solo quando

sia parallelo a uno dei primi due. (1)
Teo. 2° Due sezioni circolari antiparullelf: di un cono

sono in una sfera. (2)

Cor. Se da un punto dell' intersezione dei piani di
due sezioni antiparallele, si tirano delle tangenti a (ueste
sezioni, le parti delle tangenli comprese {ra questo e i puntl
di contatto saranno uguali. Iufatti esse sono le - tangentl
tirate dallo stesso punto ad una medesima sfera.

-4 Rppresents ‘| cerchio OACB (fig. 1) la sezione della
sfera &;%- sporettare col piano della figura, e si collochy 1l
quadrﬁ--ﬂe’;ﬁpgﬂndicdﬁre al raggio Oc nel punto ¢: sara XCY
la traccia di,eésso col piano. menziomato. Ad ogni -punto P
della sferay eseluso O, corrispondera un punto p del quadro,
q’hel-puﬁto'né'l='qualﬂ la retia OP incontra il guadro, ed In
particolare al punti’ dell’ emisfero ACB corrisponderanno nel
guadro pumi'_.posti-nell’ - terno del cerchio il cui diametro
> AB, ed ‘ai, pmati: dell'altro emisfere corrisponderanno punti
esterni al {;emﬁﬁi'-medesimu , mentre 1 punti della circonle-
venza AB corrisponderanno a loro stessi. E facile pol T1CO-
noscere che-ad ogni cerchio minore passﬁﬁfe per O corrispoude
la retta indefinita intersezione del piano di gquesto cerchio
col quadro, ad ogm circonferenza massima passanie ugual-
mente per 0 corrisponde una retta indefinita passante per C,
¢ ad ogni circonlerenza il cui polo sia O, una circonfercnza

di centro ¢ intersezione col quadro del cono retto circolare

;

(1) Questo teo. & un caso particolare dell’altro: Le sexioni andiparaltele
3i un cono sonp figure simili, dovuto ad APOLLONIO. |

(2) Reputo inutile riportare la dimostrazione di questi teo: perch trovasi
anche in libri scolastici. V. ad es: Sanxia e D' OvIDIO & Elementi di (Jeo-
» melria » all’art.: Sezioni antiparallele de} cono e del cilindro.

10
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che ha per..vertice O e per direttrice o base la circonferengg, [Hit ¥
Téozqm:. Ad ogri. cerchio della sfera .che non pﬂ{fgﬁrf_i: i
P ‘7 gg{:!rodj proiezione , corrisponde . nel, guadro ﬁ'»@ :

L P‘I

cerchio ‘come . proiezione stereografica, e viceversa ad agwg vl

= |
w1 [T

i.‘rJ:'F'

- i .

cerchio, del quadro corrisponde ugualmente, un cerchip = i K

della sfera. | L e g
Scelgasi il prano del cerchio perpenﬂlﬂﬂlare a quello d'ﬂ“,l}-._.__- ;{l

1 ;ﬁ L

o S

figura ¢ DE ne rappresenti il diametro. S’ immagmi il cong, -

AL

et
-\5\':-1'.1-}.'.' i
'||_ i e
: e r_l
. N -l_f!t -.' (s
al 3 l. ! l{r

circolare che by per vertice O e per dirgiirice la circonfes, g

renza DE, dico che la superficie di questo taglia il quadsg,, - §
In un cerchio di diametro de. | iy hs ’E
Infatti si tipi per O la retta OT parallela ad xy, saty, 00 @
I'angolo dOT uguale all'angolo Ode; ma i d ipoT, ' §
golo Ode; ma | dne aygpii HOT, - R0
DEO sono ngumali (Enclide libro 3°, prop. 32), sqng, tale-adun- 32;&' |
que aoche gli angoli Ode e DEO. il piano perpendicolare a J‘
quello della figura e passante per de determina quindi nellg, uge.

» . = . . = A -‘-1:;«:
superficie coniga projettante una sezioue antiparallels allg .

circonferenza DE, questa sezione sara guindi un circolo. .|

Viceversa 8| consideri nel quadro un cerchio di cui de, ¢
sia il diametro, §; suppongano tirate 04D e Oek e trlﬂﬂi#lﬁ; Iﬁ_{
la corda DE. Basendo gli angoli Ode, DEO nguali, condatte 5§
un piano perpondicolare a quello della fignra e passanle per, . R
DE, questo tagliera 1a superficie conica. .ﬂﬁéﬁ?%ﬂ per vertice i
O e per diretirice la circonferenza de. in nn'alira circonfes, |
renza la guale upﬂ%’i‘:err'a evidentemente anche alla sfera. . Uit §

Cor. I Xl centro del cerchio de cadri naturalmente
nel punto medip o Qi de ; per vedere a qual punto corris-,
ponda v, condweunsi per D ed E le tangenti TV e VT le,
quali s’incontrang in V' e tagliano.la tangente per O in T
e T', poi tirisi per V' la E'DY parallela ad xy e finalments,
st prolunghino Y OD, OF fincht inconteino questa retta in il ¢
E', D'. Cosi operando & chiaro che si avra TO=TD, T'0=T'E, “i
s i '3555!"5 t triangoli DE'V', EV'D/ rispeltivamente simili ai
triangols OTD, ET'O, risulterh aliresi: E'V' = V'D, V'D' = V'E:



ma DV’ = V'E, dungite ancora E'V' = V'D, talche V' &1l punto
edio di E'D' e in conseguenza OV' incontrera Zy in ¢ punto
medio dél segmento de parallelo a E'D. 11 punto V' in tal
modo ottenulo coincide evidentemente col vertice del cono
circoscritto alla sfera lungo la circonferenza DE.

Cor. II. Suppongasi adesso che sia da rappreseniare
ona circonferenza massima FG: & chiaro che la smperficie
circoscritia.alla sfera luago la medesima ridncesi ad un cono
col vertice all infinito, ossia ad una superficie cilindrica le
cui generatrici Sono perpendicolari al piano di FG. 1l centro
del cerchio fig, proiezione di FG, si trovera percio nel punto
z in cwi la perpendicolare tirata da O ad FG incontra la
traccia ay del quadro.

" Cor. IIL. Prolungando il piano del cerchio DE finche

incontyi il piano del quadro, |’ intersezione sara una retta

hi perpendicolare al piano della figura nel punto k. Segue

pei che le& porzioni delle tangenti condotie ‘da un punto
qnalsiabi i di questa retla alle .due circonferenze DE, de, che
sono sezioni della medesima sfera’ con la superficie conica
proiettante DE (n.” 3, corol.), comprese fra i e 1 punti di
contatto, saranno ngbali fra loro. o

Scolio, B utile osservare che I’ ultimo corollario & indi-
pendente dai due precedenti. -

‘5. Teore¢ma. I’ angolo di due curve sferiche e quelio
delle loro proiezioni stereografiche, song, egualt.

Siano C,, C, (fig. 2*') due curve, ﬂ’ﬁﬁanli per P, trac-
ciate sulla superficie della sfera, che primieramente suppor-
remo circolari, e Cy, €, le loro proiezioni , tagliantisi m_p,
sul quadre. Si prolunghino i ‘plani C,, C, finche incon-
trino ‘il quadro, e in questi piani si tirino le tangenti in P
alle C,, C,, pot 8 'immagihino 3 ‘piani che passano per OP e
per queste tangenti : questi (o2 t) intersecheranno il ;:]uadm
nelle rette pi, pi' le quali saranno rispettivamente tangenti
alle ¢,, ¢, e incontreranno le corrispondenti taugenli pas-
sanii per P nei punii i, i. Per il corel. IIl del n.° prece-
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dente sara: pi=Pi e P"I=Pz-l’ sicche tirata mel qﬂadm B

i

retta i i triangoli ipd!, /P’ risnlterammo uguali. Segue quindiz "‘t ;|

angolo iP# = ipi, e poicht questi amgoli sono rispettivaments
quelli delle curve obbiettive e delle loro proiezioni, nel caso
prescelto il teorema & dimostrato. |

In secondo Imogo suppongasi che le curve C,, C, oon
siano circolari e allora non saranmo tali neppure le ¢, c;
(n." &, .teo.). Prendansi sopra ciascoma delle prime due punti
assai prossimi a P, e, segnati melle c,, ¢, i punti che a
questi corrispondono, s'immaginino le due circonferenze che
passano per P e per le dume prime coppie di ponti, e le
circonferenze passanti per p e le corrispondenti coppie di
punti su ¢y, ¢, le quali corrisponderanno rispetuvamente
alle precedenti. Si snpponga ora che i punti 1n l{_’mssimith
di P sempre pil s'avvicinino a P, dal che segue che le loro
proiezioni sul ‘quadro s’ avvicineranmo a p, le circonferenze

menzionate tenderanno verso ceite circonferenze limiti (cir-

conferenze osculatrici delle curye) che hanno nei punti? ep,
come pud anche concépiisi, le slesse tangenti delle curve
menzionate; percid, snssistendo il teorema per quesle circon-
ferenze, 'angolo delle carve C,, C, sara quello stesso delle
curve Cy;y C,.

~ Scolio. La proiezione stereografica gode adunque dell’im-
portante proprieta della conservazione degli‘angoli, od in altre
parole & di tale natura che ad ogni triangolo o poligono
corrisponde un triangolo o poligono in cui gli angoli sono
rispettivamente uguali a quelli dell'obbiettivo e viceversa.
Essa appartiene percid a quella classe di rappresentazioni
che si appellano ortomorfe, isogoniche o conformi il cui ca
rattere & di conservare la similitudine nelle parti infinita-
mente piccole (*). Ed infatli considerando un puuto p del-

(*} Fondandosi sopra questa particolarita il celebre geometra francese M.
Chasles dedusse in modo assai semplice Ia proprieta esposta nel corol. 1 del
n.° 4 g infatti pbasta osservare che le generatrici V'R, V'Q,.... (fg. 27) del
cono circoscritlo alla sfera lungo Ia circonferenza DE sono normali a questa
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| immagine e delle linee ¢;, €2, C35-e-t partenti da p,
guindi il punto corrispondente P della sfera e le linee cor-
rispondenti” G, , C.; Cy,... uscenti da P, se sopra queste
s'immaginano dei punti M,, M,, M3, ...c.5 1 triangoli PM;M,,
PMM,, " e i loro corrispondentl pm i, PR3 yener ;
saranno equiangoli, i primi perd a lati sempre curvilinel e i
secondi rettilinei, mistiline1 o curvilinei ; ma quando gl ar-
chetti PM,, PM_, PM3,senee siamo infinitesimi, s1 polranno
senz errore apprezzabile considerare come rettilinel tanto
gli uni quanto gli altri triangoli e percio -saranno rispetii-
vamente simili: risalta cosi che il poligono infinitesimo
m m,ms..... € 1 suo corrispondenle M, M,M;.... sono pure
simili e il rapporto %% di due elementi corrispondenti ¢ 1n-
1
dipendente dalla direzione di pm,.
(Il segwito mel prosssmo fascicolo).

B

ESERCIZI PER LA SCUOLA
GEOMETRIA

Rapporti di angoli. — Angoli adiacenti.
Angoli opposti al pertice.

1. Dati due angoli costruire un terzo angolo eguale alla
loro somma.

2. Costruire due angoli tali che il primo sia la_meta del
secondo.

3. Costroire due augnli tali che il primo sia la terza parte
del secondo

4. Un angolo A & la somma di 7 angoli eguali ad M, un
altro ‘angolo B & la somma di 15 angoli eguali ad M;
qual’® il rapporto deil'angolo A all’angolo B? qual’é il

rapporto dell'angolo B all’ :f'ngnlu A?
— . . S

circonferenza e che le lorv proiezioni vr, vg sul quadro s’incontranod nell’1m-

magine v di V' restando normali alia proiezione dre della circonferenza DRE,
dunque nel centro della proiezione di quest’ultima circonferenza.
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- 9. Costruire due angoli tali che 3} primse sia 3 del mondmﬂ_ i
6. Da.on' punto M d'una retta AB gawte una retta MCia -
qnale forma colla AB due, angoli mme dei guali %dﬂlﬁ

SRETE L I

Vangolo zetio; se esso & diviso im tme parti egnali, guante v W
~ di gueste saranno contepute nell’alro angolo? |, i §
7. Due angoli che hanno il vertice. commne, un lato comune,
e il secondo lato dell'nno sul prelsmgamento del secondo.
lato dell’aliro, sono di tale grandezza che, se il maggiore
¢ diviso in sette paiti eguali, il ss#more contiéne tre di
quelle parti: trovare il rapporto del maggiore dei dué .
angoli all’ angolo retto. T L5 AT
8. Pa un punto M della retta MA e dalle due bande di
.questa pariono due rette MB, MC tali che l'angolo AMR
¢ 33 dell’angolo retto, ¢ I'angolo AMC & 2 dell’angolo
retto; s1 domanda se il pmitu M & interno od esterno

al segmento che unisce un punto della MB con un punto
della MC ?

9. Dal vektice M'd™iin angolo retto si guida, foori del- il
| l'at_lgu]n, una retta MA che forma eon uno dei suoi lati 7__5
~’ un #ngelo semiretto, ed un’altra retta MB, pure esterna
‘a quell*angolo 'rétto; ¢he forma icoll’altro suo lato un
dngolo semiretto, poi pel punto: M i fira una retta gua-
'lunque DMD/; quale relazione lLia Inngu fra 1 duoe angohi

. DMB,. AMD ?. . o e

10. In un segmento AC ¢ un P“EI'D-H‘*I"‘EE-H“E banda di esso
il ‘punto H e dall’altra il punto H/, cosi situati che I'an-
golo HMC risulia egunale all’angolo AMH';. date le lun-

- ghezze HM, HHN/, trovare la MH'.

11. Nell”interno d’uan angolo AMC, eguale ad %' d’angolo
vetto, € condotta una retta MB in modo che T angolo
BMA risulta eguale a ¢ dell' angolo BMC; se MB' & il
.]‘:‘:rn.]‘nngpn_mntn della MB, esterno all’angolu AMC, si do-

- ‘mandd 1 1) il rapporto di ciascuno dei due angoli AMY,
CMB' all'angolo retto; 3) il rapporto dell’ angolo AMB'
aﬂ'ﬁngulu CMB'. .

12. Da un punto M d'una retta AB, e da una stessa banda
di essa, partono le tre rette MR, MC, MS, cosi che la
MR & dentro I'angolo AMC e la MS dentro I'angolo BMC;
se 1 due angoli AMR, RMC sono eguali fra loro, e se

o [ -Lra
F i iy

LI 1
-------
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‘anche'i'due’angoli CMS, SMB dono fra loro eguali, qual’®
il rapporto dell” angolo 'RMS alla somma de¢i quattro an-
goli AMR, RMC, CMS, SMB? |
13. Sieno AOC e COB due angoli adiacenti, & la OL divida per
meta l'angolo AOC ; provare che, se la OH & perpendi-
colare atla' OL,; gli angoli HOC, HOB, sono fra loro eguali.
14. Sono diseghati’ I’ mno atcanto’ all’altro, col vertice co-
mune, cinque angol) eguali a 5 d’angolo retto: trovare
la misura dell’aiigolo formato dal secondo lato del quinto
angolo col ‘primo lato del primo.

15. Sono disegnati l'uno accanto all'altro col vertice comune,

"~ Lre angoli, e il primo lato del primo coincide col se-

condo ' lato del terzo; se il primo dei tre angoli aumenla

o diminuisce, ed il secondo non varia, cosa avviene del
terzo? |

TEMI PER LAVORI SCOLASTICI (*)

il Ad un.circole & circnalcritlu un triaﬁgnlp isoscele In cul
I'angelo al .vertice & di as®a7'; calcolare il rapporto dell’area
del triangolo all'area del circelo, ed assegnarpe il ;grado di
approssityazione. A F -

1) Dimostrare che si puo dare ad & un valotre cosi
piccolo che il Ajuodiende -

| | (t + 2)® - (1 — x)°
Pl

sia maggiore di 1000 0600 000.

2) T perimetri delle bas d’un tronco di piramide sono
nel rapportp -di 3 & 190; calcolare il rapporto del volume
del tronco al volume di quel prisma, d'eguale altezza, Varea
della cui  base ¢ la semisomma delle aree delle basi del
tronco. - o

Nel triangolo ABC sono dath : b =13a, A = 17%49'as" ;' cal-

colare l'anguln B e il rapporto % .

(*) Quesli temi sono estraiti dalla raccolla di quelli proposti per la
promozione dalla terza alla quarta classe nefl’Istitulo tecmico di KOma.
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. ¢ : i ﬁﬁ‘* g |
3) Troyare il numere = sapendo che. il coefliciente di- L
2= nello. sviluppo del ‘pemdotio. - |

i
]

(x> a) (x + 2a) [él!'+ 3a) . ... (x + na)

e e 318'3"45&;
g‘;)-Pr{ivare che la diffesemza fra la lunghezza deli'arco

di 1° e quella della corda esrrispondente & minore di 3 mils ;
lionesimo del raggio. gy

Calcolare il rapporto delle aree dei dne segme‘nti nei'
quali un circolo & diviso dalla corda che sottende larco di
103" 47' 30'. -

Quanti sono i triedri distinti tali che in ciascuno di essi

» F . - [ L et - . a 1 __!_ i ;
i seni-dei tre angoli piani sseno rispettivamente g, g5, 357

M triangolo ABC & diviso in due parti equivalenti da una.
retta HL che unisce nn punto H del lato AB ad un punto , VR
L del lato AC. Dati AB=5, BC =7, angABC =30°', AH=14, , '} ;
trovare fa lunghézza-del segmento AL. T ‘“4
e | % ___;,.E’*.-;J.iu

& .

Siend’ SA, SB, SC tre spigoli contigni d'un parallelepipedo’’ g 4

- i .8 r.', il'l:- ":'-

reito’” rethinigolo ¢ siaSM Ia diagonale 'passante ‘per S; dati’” st

[/

i
] F 2,

E:

B et de . > o, ramioE
gﬁi'f:aﬂgﬂﬁfr SA:: 'MSB:; assegnare le formole pel calcolo det - 1% ;;1:1 ]
e aLsvehNge . o - o og= op" , b e
rapporli SA‘ ,“SC , ed esegnire 1 calcoli nel caso particolare: - L\g |

. SB”SB e

A »
angMSA = 35°3743", angMSB = 60°. |
Il lato BC del triangolo BAC & diviso in tre segmentiﬁf,_._’?;-f s
BD, DE, EC in modo che gli angoli BAD, DAE, EAC risul- fias
tano eguali fra loro. Calcolare i rapporti di quei tre segmenti. .
nel caso di A = 5124, B=1230" ;
Un tronco di couno, nel qllﬂlE i rapporto del raggio della o
base minore al raggio della base maggiore & eguale ad m, . "§
viene diviso in .due parti equivalenti con un piano paralle]o B4
alle basi: esprimere in funzione di m il rapporto della di-
stanza di quel piano dalla base minore all’altezza del tronco, -

3
\ er m = —.
¢ calcolare questo rapporto pe =~

-
L
¥

2 ik ﬁil"i'l |
g 4 1.1 .l"fl E

Pk
[ ———
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NIVISTA. BIBLIOGRAFICA

Dorr. Virronio Muner. — Primi elementi di Geometria pro-
iettiva e descrittiva ad 1SO degh istitoti tecmici del
Regno — pag.® 100 con 8 tavole litogra,” — G. B. Para-
via e C ~ L. 3, 50.

- 1I libro che abbiamo dinanzi t poteyole sotto punti di
vista molteplici. E notevole per lordine logico seconde cui
succedonsi le diverse teorie e proposizioni, per la scelta degli
argomenti, per la forma fluida ed efficace, e per un certo sa-
pore di originalita nella trattazione di cose che da tempo
entrano nel dominio delle geometriche discipline. Al lettore
inesperto potra forse, sul momento, riuscirne arida la lettura
anzicht nd, ma avra presio ragione di persuadersi che si
tratta di upa impressione fugace. Il libro stesso ¢ diviso 1n
due .parti, la prima rignarda la geometria proiettiva, I'altra
la . descrittiva, delle :guali . soltanto la prima, &, corredata di
esercizi, gemeralmente molto elementari, succedentesi nell'or-
dine-delle : materie del testo. La revisione che segue potra
forse esser -trovata - soverchiamente minuia, ma tale & stala
dettata dal desiderio di far méglio .conoscere agli insegnanti
an : libro che, sotto forme.modeste, merita, 2 giudizio nostro,
tutfa: quanta la loro atteizione. . -

Nel capitolo: I, - che ..serve d’introduzione, I'A. enumera
le diverse forme elementayi facenti soggetto di stndio nella
geometria proiettiva e -da ragione della loro classificazjone
in ordine all'infinita degli elementi che le costituiscono, il
che & bene. Mette in rilievo la distinzione fra spazio costi-
tnito: da punti e piani e spazio costitmito da rette, mo-
strando!mel primo. caso che linfinita degli elementi che si
considerano: & soltanto triplice, mentre & quadruplice nel se-
condo. | concetti svolti in guesto capilolo potranno diffi-
cilmante esser comprési a dovere dal principiante, ma con-
viene pure riconoscere che ai medesimi non crea difficolta
la chiara esposizione dell’ A. Nella nota di carattere sto-
rico che termina il cap. questi dimentica di citare, fra co-

loro che hanno contribuito all'imcremento della geometria pro-
8 P




— Hhh — §
1eltiva, Vitaliane % che a nﬂrut.ijpgnlm'menttdeg:iéf'-f’i:%;;{ ',-
di menzione. Brevi n sti)hl:he tréwaasi’ dlicora qua € lﬂ'f‘ﬂa&}“*‘*ﬂ B
corso del libro, intese 2 desiguare i cweatori ‘della nuova gedy' (s
melria e Jorigine dei vocaboli nella medesima adoperaty, <>y - §
spettivits’ | dellei forme: fondamentali - di' 41 e " specie-e ‘déi . §
loro ‘elementi-all'iafinito.. In rappeste @ questo capitolo abs
biamo da esservare che I'A. avrebbe bea fatto ‘ad .illmstrave
con una figura gli elementi a distanza infinita per doe si:
stefi - pididi “prospestivi, nel - mode stesso ob’eghii \fal per. o B
due ‘ piititegaiate Prospettive; nellliusento di chiarire imaggiors - §
dﬂﬁ,ggeﬁ_ﬂ_,s e P TN I S CRRUNE A0 S R (R PR - % (7 ’1“ ]
Nl edp. Tl A al fine di,rh[m-sewPliehh,mnl!linnﬁ'-,}ié?ifi%if@f.i
a‘-iﬂéﬁﬂii@ conte Yapporto- anarmonico di quatiro raggi divog L
faseio, ﬂ; rapporio 'semphice dei tre punti d'intersezione idi
nﬂ’d" arailela al ‘uarto raggio; coi primm trey considerandv

{61l " caser ‘del rdpporio armenies. Dimostra quindi che i ¥
per!le! medesiindiqaatiro reste del fascio; tale rapporto dind @i |

birdative’ [ daihs - podivione: della j1pgroid - costamted
hirtddeY in Wﬁ?wi:al: rageio f.r.g],gnﬂa”mgneg altri tre datd
i P porte 'hMOmcnﬂmgnmm i, dopo aver provato. i@
chig' Wliénﬁbq&ﬁﬂmﬁp anti d. s [Ejtem;iawlda siscenbe’ | i
Watsisi it ba un Faséio: di quatoro raggi +il . cuisseappentd i
¥inonico ‘@ ‘costante, 'da la seguente definmione : e sundivh 0
fﬁiﬂ‘ﬁh\"lﬁl ‘Ahartaonico - gt {[u'attrbr ipﬂi el A .]'Jl’.i‘ll MEB“W} '3 ﬁ ! x
presiiin un ordine determinato)'il sapporto anarssuaico DM —““
bﬁﬂ‘mf‘ﬂtﬁi."-quattm' mggiu(pres(i weldrstéssonardime del ri= ik
hHﬁHiﬁﬁf“[mnﬁ) chie §it projettano daiwapimto. qualungque . »J
LA ‘a”pi‘ﬂ-‘pﬂ‘!‘i to 'di -i:lunest-a ‘goa definizione ba’ creduto beneg t
dimostrare in -‘una nota, che egsa accorda. ..con quellaidegla -~
ordinar trattatisti'ed ha bene operato. Salvo:chenl duo eds  — 1t |
plonamento sarebbes; ‘potute semplificare: se dopo aver scelio
I quattro punti A, B, G; D, quindi-immaginato. il fasci
(45 b5€,°d) che i proietta da vm centro quiklungue S, .avesse - .
condotto 'non- da*B, ma da C 'upa pargllela: al guario raggioidnp
Cid* gli- avrebbe risparmisto> due' scambidi-elementi: che nuos
cono' non all'esattézza ma alla chinrezaa della dimestrazione)
‘Per ‘rapporto anarmonice di quattro pisni‘dun fascio
egli -Preﬂde'aualogamente quello- dei guattro raggt secondo
cui sono segati da un piano, oppur guello dei quattro punti
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in_ cui- sono segati da. una retta qualungue, e cid- dopo aver
dimostrato . la costanza del primo rapporto e quindi anche
del secondo. L’A. giunge cosi -al principio fondamentale della
geometria proielliva, ciod .che « il rapporto anarmonico Won
varia con proiczioni 'e seziomi » ds: cui: segne’ che: ' «in
due forme di 1* specie proieitive, goatiro elementi corrispon -
denti hanno lv stesso rapporto anarmomice e la~ proietlivita
fra :due forme fondamentali ¢ individuata da tre coppie di
elementi corrispondent: ». ‘

- Nei nii seguenti, di ruesto capitvlo, I'A. da la costru-
zione con cui. passare da un elemento di wna forma fond. al
suo corrispondente di  un alira forma, dopoch® sonosi fatti
corrispondere tre elemeuti dell'upa a Lre elementi a piacere
detl’alira e ne: ricava.le debite consegmenze. Fimalmente con-
sidera. il easo in cui laluni di qumesti elementi sono nnili,
essende cosi Tidotto alla considerazione delle punteggiate, dei
fasci di.raggi e dei fasci di pian prospetlivi. re*

- Il.cap. ¥V & niserbato all'esposizione della legge di ‘dua-
lita: con accompagnamento di proposizioni correlative. Vi sono
esamipati 11+ soliti - leoremi sul triangolo e sul -quadrangelo
completo. Abbiamo osservato che gli esercizi relalivi a que-
stocapitelo. sono ‘particolarmente .elemerntari. .

.+ iligap. V wverte. sulle forme armoniche. Esaminando la
costruzione 'del . quario- -raggio di wn fascio depo tre ragg
dati in un.-ordine - d eterminate, nel caso particelare che 1l
rapporto amarmonice dei guatiro ragg debl'a essere uguale
a 3,-0ssia, - quando questi formano an- fascio aymolico, ‘se=
condo la: definizione data precedentiemente, I'A. giunge a cou-
cludere .che « scambiando in un fascio armonico di ragg
due elementi coniugati, oppur anche le due coppie di. ele-
menti coniugati, si ottieme ancora una forma armonica ».
Egli insegna appresso- a cesiruire il quarto armonico dopo ire.
clementi dati col sussidio della sola riga, fundandosi sopra
due note proprieta del quadrangolo e quadrilatero completo
quividimostrate. Nota le proprieta delle bisettrici di unan-
golo e «del suo adiaceute,--espune":lmne relazioni metrmche
fra -gli- elementi d'upa punteggiala armonica, finalmeate in
base a queste chiude il capitelo dimostrando che- « tutti i
cerchi del piano passanti per due panti A e C' sono 1a-
gliati ad angolo reito dal cerchio per il guale gli estremi
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mente ik.segmento AG:» e.la pmposizione;: recipeeea. i) 1% )
» 5 1 Nek.caps NI, I'A, comimeia col mostrare che =e.in. dog i

i "'.}"":.5'.':' Aigh.
g &

torme miferite. proiellivameste un elemento percewre con: com: !
tinuita. la prima di :esse , altrettanto avviene  dell” eleménte .
corrispondente per la seconda, da cui segue che tratiandosi |7
di due fasci (da supporsi nello stesso piano, cid che & di-
menticato dall’'A.), i puots 4’ infersezione degli elemsenti cox St
rispondenti si succedono com continmith. L’A. dimostra guindi 0

ey
che i fasci non essendo prspettivi la linea lnogo dei puntf .
d’intersezione dei raggi comispondenti & una cmrwa segafs 1\
da. qualungue retta in due punti al piti, ossia wmma cunva .
di. 2° . ordine o conica. In seguito egh.prova che = per cin, ¢ (¢ 8
qug.punti presi ad arbitrio si pud sempre far passare upa i §
coniea ;- la quale per altro & da essi individuata », nofa - B
che fra -le coniche & compreso il cerchio e dimostra che .ser {1/

ganﬂu . Con un.piano.. un cono qualunque avenie per base .Y
un- ‘cerchio,. sisha una conica », quindi passa a distinguere 7 §
m03. ¢onica, in . iperbole,. parabola, od. ellisse,..secondochis eadd (1 I

ik
Lt

séga,:la: xetta all infinito del piano. o,in.due. punti o in,mme 7
Solﬂ. O ill. -DESsSuno, o in un Bistemﬂ-'dirdll&hrﬂlte intersw U:T &
tisi. Viene appresso la.definizione di serie .rigala . e qm".f;.r ;
drica gobha.e I'esposizione dei due sistemi, di generazigne di’>i ' I
una. quadrica gebba. I A. esaminando..la gezione d’una qua; | * e
drica con un piano osserva che: « Un piano qualunque segp o

la ;quadrica gobba . in upa. copica..Una retta la sega _,m.:r

due punii.al pid; se la sega, in tre, la  sega in infiniti, &2l B
glace per.intero sulla superficie, ». I}- capitolo termina gen f
qualche particolarita sui piani tangenti ad una quadrica, i G |

Forse avrebbe ben fatio I'A. a toccare pit di volo Je .
serie rigale, estendendosi maggiormente sulle curve di 2or= = %
di.ne.i anside_raudnl& cioe come I'inviluppo delle cnngiun-'.-!
genli i puni ﬂnrrispondeuli di due punteggiate proiettive /i
nello: stesso, piano. E vero ch’egli -in una nota ha sentitosdl )i |
bigogno:idi aggiungere qualche. cenno intorno a cid, ma; 8
rebbe. stato giovevole farlo, nel testo e con ampiezza mag- /i f
giore. Inolire pare a noi che I'A. avrebbe bene operato i '}
insegnando a costruire la conica di cui son dati cinque punti;
col mmezzo della sola riga, facendo osservare che le punteg-

glate determinale sopra due relte u, w, passanti per uno

.
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qualanque dei- punti sezione di' due raggi corrispoidenti dés
fasci gemeratori S, S;,' seno prospettive.  8i tratta: invero
d'ana’ costruzione di-grande utilith' pratiea. In- complesso era
desiderabile mna miaggiore ‘estensione -sulle | coniche , n¥«yi
ripara quel poco che sulle medesime si ritrova-nel capitdlo
che tratta dell’ omologia. M

Nel cap. VII, ultimo della prima parte, I'A. tratia: delle
forme fondamentali in involuzione. Prima di dare la defini-
zione delle forme involutorie, egli premette come lemma la
proposizione: « Se A, B, C, D sono quatiro elementi di‘una
forma fond., la forma ABCD & profettita a CDAB », in
seguito alla quale risulta che « se in due forme fond. pro-
lettive (sovrapposte) due coppie di elementi si corrispondono
in: doppio modo, lo stesso avverra per due altre coppie qtla-
lonque », dopo di che viene la definizione: « due forme
proiettive si diranpo in involuzione se tutte le coppie di
elementi corrispondenti si corrispondone in‘doppio modo i».
Dimestra in seguito che « due coppie di etementi corrispon-
denti ‘wdividuano un-involuzione » e’ che « ‘gl elementi
doppi- d" una involuzione sono separati ' armonicamente’’ da
una ‘coppia di elementi cowmiugati » ¢ -distingue le involu-
ziont ' in' quelle dotate di due ‘elementi doppi e in'quelle ‘che
ne son prive. Esaminando il caso delle punteggiate costruisce
queste “involuzioni mostrande per quale particolarita’ guelle
d'uma” specie si contraddistinguono' da quelle dell’altra specie.
1l problema di cui @ ‘parola gli fornisce ‘poi il mezio di 'dare
le proprieta involutorie’dei fasci -di- cerchi'e occasione di di-
stinguere le due sorta di involuzioni in positive e negative.

Prima di passar oltre osserveremo che nn capitolo, con-
forme ai precedenti, sui poli e sulle polari, sarebbe veuuto
a nostro giudizio molto opportuno.

Ed ora siamo alla seconda parte del libro.

Nel cap. I, definita 'omologia piana, I'A.insegna a costruire
gli elementi corrispondenti di essa, dato 1" asse evil centro
d’omologia e una coppia di puntipcorrispondenti; esafnina
poi, nel n" 86, il caso in cui ad un punto del piano’ cdn-
sideralo come appartenente ai due sistemi corrisponda il'me-
desimo punto, ossia il caso dell’ involuzione, secondo la' de-~
finizione gia da moi riportata; salvo che la sua esposizione
alla fine di questo n° & piuttosto oscura e manchevole, e
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difatti; detsi A, , A, 'dye ‘puoti. corrispondenti nei due;sistharhi
T !.f’ﬁ eﬂﬂm,l qllﬂl Pﬂ-ﬂtﬂ “h@ﬂﬂl’riﬂpondpfgd M'i"i”tﬂ'tp,‘l' " f"‘

capsideri . .come . .appartenente:a a; 4. quanto. & oy ie Imﬂﬂg
%nva. ehe iu forza di cigyle rette M,A; e:M,A; debbingi: il

5

M| *J"
il
N
i
-I

heontrarsi:snll’ asse ¢ d'omuologia ‘e pereid -3i|;hﬂnt;nﬂaiﬁgﬁ=g

i
-
L

riamente un quadriatero nel quale due coppie di htnmppﬂgy

sti coneorrono in A;. e A, e quindi le due diagonali ikters -
secano la A;A, =u in due punti o ed -us che.solla & sepan: .
ranQ. armonicrmente A A.. L’A. ¢ostruisce in:seguito-le waﬁqwg&ﬂ
limiﬁhmﬂﬂl:rﬂndﬂ come S5iano parallele 411 agse 5 e tah uh&ﬂ.
distanza di ounay'dajl asse ¢ uguale a quella dell’ aliraviddbi.  isas
centrol: d'omologia, Dimosira quindi che « due curve cwuolaicl ) Gy
gichiesono dello stesso.ordine » e-che « la figura' omofdsi:
gidaridl un -cerchio- :(o d'nna- conica) ¢ una conica-e pReckin i L
samente un’ellisse; un’iperbole-od una parabola a et 0
che il. cerchio sia esterno, Ianggnte u,“g.mﬂ.h relta Rhibite -
e
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del s'8islema a cui questo si considera -apparteneute !-bﬂ!&ﬁﬁﬁ‘;ﬁ 1
invern-da osservare che questi-ultimi argomenti aﬂn&lwﬁg% :
assai.di, volo e uon sarehbe stato inopporiune.che.l Ausi E o
si, fosse -fermalo . maguiormente, insegnando-anche: a ‘costruiig it
]a-tﬁguraatimulﬂgiﬁa-ﬂd nn cerchio nei singoli easi, porgebdn’- iy
occasifine agli.alunni di fare un’interessante applicaziehe)
araficay:dell omologia. - T R § s
-Dalliomelogia .piana passa poi I'A. al easo. importante idelwii ¢V
I'afinita, giungendo a dimestrave il 1eo: generale: -« Inv @i i »!'i“%
sistemi affini:le aree di poligoni- carrispondenti )hamno un .tgﬂ%% v
porto. costaate, egnale poi al rapporte: delle -dmtdnm-eh&:ﬁqﬁﬁ ag
punti corrispendenti -hanno dall'asse d’affinita s, considermiiel s
dona due. corollari; di poi al caso: delf omotetia (tratbata agt#l i
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sat hrevemente); finalmente termina il cap. facendo ossersn’ R

L Y

vare come, sotlo uno speciale punto di vista, possa la. geow. o =" .
metria elementare considerarsi come un caso speciale  dellas’ 827

geomelria proiettiva, e precisanente della geometria dei8i<= R0

stemi piani. e sty i
Nel,cap. Il I'A., esposto lo scopo che si proponedacgesis: i1

metria; déserittiva, passa a mostrare come dato nelluiréﬁpﬁi‘.@ﬂ{?;’"-%}:}f-‘

un: punto, una retta o un piane, per determinarne la:-posiec: Ui

gk TEE k X

Fgmoa
e ]

zione basta. riferirli opportuvamente a tre piani fissi nally R

4

spazio, comunque inclinali, quindi esamina i caso parti€os:’ g0

lare delle -proiezioni ortogonali e le piu elementari pao-
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prieia.2 :cml vanno .soggeite la .icnografia e ortografia .del
punto, della .retda e del,piane, e nel capitolo segnenteirisolve
i epits semphich. problemi sulle xette e -smi-piani, nén escluso
quello di « costruire la perpendigolare comune a due retge
date r» : atienendosi al -metodp.di- Menge. Osserveremo.’gay,
rqaaptungne 8- iratti dicosa di piecol momento, che laicon-
venzione: fakla - dall’ A. di rappresentare. a tratli le:linee .che
sono- nelia jparte del. pisno pen ordimaria (posteriore dell’o-
rizaontale, inferiore: del. verticale) e a punti le rette proiei-

tanti e le altre costrnziom ausiliarie, non & quella general-.

mente;seguita , giacché d’ ordinario si rappresentano, nelia
geometria descrilliva, con hnee continne le parti delle figure
date € cercale, visibili per un osservatore posto a distanza
infinita dai due piani di proiezione; e a punti guelle amyisi-
bili, mentre si segnano a tratti tutte le altre. |
-ullel .cap. IV VA. introduce eon molla opportuniia;issse
d’affinita di un' piano ,-ossia - quella - retta le coi proievioni
coincidono), insegnando immediatamente a costruirlo. date e
traccie del piano. Osserva quindi che I’ ortegrafia e I'icno-
geafia .d'un; sistema pianp; sono, sistemi. affini, secondo la de-
finiziope da lui Bata nella” prima- parteral 1 9v;il cai -asse
d’afimita & il precedente . asse d'affinita del piano, in .gui il
Eisl_a[_pP esiste, e con cio ¢ condotto ad un  noeve smetodo
per la rappresentazione del piano, metodo che, com’egli gin-

staienté osserya, & molto imgortante anche dal Jate che fa

vedere -la stretta relazione fra o dwe geomelrie projettiva e
descrittiva. Mostrato quindi come data: liesografiaii{os} orto-
gralia) d'on sistema piano, possa ottenersi l'ortografia (o Vi-

cnografia) I'A. risolve due'problemi in ocmi i- piasi -son- dati .

per-mezzo di un punto e dell'asse. d’affinita, scegliendoli fra
quelli diversamente trattati ne! capitolo IlI, cio che pone
in rilievo, in un caso particolare, dove diversifichino e dove
accordino i due metodi dianzi accennali. g

Nel cap. V, ultimo del libro, vengono considerati i piti

semplici ed usuali problemi metrici, risolventisi co} ribalta-
mento - sul piano di proiezioney di figure opportundmente
scelte; di poi,. considerato che qualonque trasporto d’una
figura nello spazio riducesi sempre ad una traslasiane ‘e ad
una rotazione (intorno ad wun determinato asse), ¥ Ai:risolve,
col melodi della geomelria descrittiva ordinaria, il problema
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di ) codttuire ‘le pmﬁlimihdl s panto, -duna relta ro
pm‘nb* aa’ p i diigd a quellmn ieni | perveiiigone: dopo wna "¢
ditha ﬂ“ﬁuﬂlizﬂhe o " volaziome imﬂmﬂ.& up ' asse 6’

toi_ E: b ARTEI R ;!: RS Li "li’]

A0 iConsideri '1"'A.- se'non fosse 'stato 0
problema'ﬂhuw rapprésentazione di um cono:retto e' delle cors .
vigpondenti  'sézioni di esso con .um piaio’ 'variamente: pum,r
facendorie il' ribaltamento sul pian fnrlograﬁco, ) cid che’avrebbe .f -
fornito’ un all.i‘ﬁ “Miezzo | per la ¢ honaldeﬂ@wne deka”. i
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.l';; priwe. meridiano di, un parallelo di E!ﬂﬂ@ﬂ!ﬁﬂf AN = a, T

=visnale NO con la traccia AB del quadro e si avra:

Gl

'.-L'I

J | . 1 = | R o ) In—
ne=rtang 2 —(considerandoil A rett. Orcin cuinn-gc(}n:gﬂ

)e

Proiezione meridiana. — Nel caso di questa proiezione
il Eﬂmu meridiano sari rappresentato mnel quadro dal dia--
metro- CO e l'equalore dal diametro AR perpendicolare a que-
sto. Coincidendo i poli con le lorg proiezioni in C ed 0,
la proiezione di ogni altro meridiano d; longitudine 3 pas-
sera per ¢uesti due punti e avra il centro nella retta xy
(fig. 3°), Per tracciare questa proiezione, bastery costroire l'an-
golo HcA = 2, tirare~OH che taglia 2y in %, quindi descri-
vere l'arco. circolare CA0 : per segnare mvece i} parallelo di
latitndine « converra, prese l'angolo ZcA = ay tirare ZB che in-.
cqgtygﬁgg_;ig.;zg guindi tracciave I'arco- circolare ZzZ, che ha

i esatro e prolangumento di CO, e pusss perze 5.1 cenrs

’ ﬂlqy(ggﬂdﬂﬁ ¢hi circolari possono poi ottenersi facilmente, per
~.ahipsile tirando Of perpendicolare ad HJF e:prolungandola finch$
ﬁﬁ‘ m,wg;m x2y, m-I (n® 4, corol. 1I) (OF wiesce: perpendicolare
7 alla retta. tirata per O formante colia- langente . in" questo
punto. al cerecbio hmite un’angnlu = 1) peril secondo condu~
cendo, una tangente alla circonferenza limite nel punto Z fino
all'incontro z' col prolungamento di: CO (giacche 1 paralleli
tagliando. ad angoli retti i meridiani della sfera ; due archi
AZC, ZzZ, dell'immagine sono necessariamente normali), Final-
mente gli altri punti j, 2, in eni le circonferenze deglhi archi
accennall Lncontrano rispetlivamente le xyy CO pofranno aversi
econducendo OJ, BZ . TRy
Dopo ci0 si osservi che I 4 e I'angolo
z'cZ = 90° = o, talch® (osservando & "ngn]ﬂ) sara 1
OI = r.secA e fosservando il AcZz' rettangolo): Zz' = r cota. Le
distanze dei punii &, I, j; 3, 2, z | dal centro:6 dell’ imma-
gine risultano poi le seguenti: :

B |

i
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?

Bl . . o = T 1A
raggio cn trovando I'intersezishe r del raggio
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90, A, . | 00" =2
hcb:rtang'—'r dal A rettangolo Oke nel quale angc0h = - )1
Ic = rtang) (dal A fetl:aqgulﬂ 10c),

0 1 . . - ’ )
i (dal A rettangolo jO¢ in cui angjUc = = ;

je=rtang )

2
perché complemento dell’angecOl),

ze=r tangz_(dal A rettangolo Bez in cul angzBe = :) ’

zlc = r cosece {dal A rettangolo Zz'c),
z.0= rcntZ(da] A rettangolo Bez, in cui angz,Be=90" - Z)
Proiezione orizzontale. — 11 cerchio AOBC (fig. 4°) rap-
presentande come al solito il primo meridiano, la retta xy
passante pel ecentro ¢ e perpendicolare al diametro OC, sara
la traccie del yuadro vel piano di esso e i due diamelr
EE', PP’ perpendicolari I' uno all’ altro rappresenteranno le
sezioni dellequatove e del cerchio di 90" di longitudine col
primo meridiane. Tirando OP, OP' OE, OE' e trovando 1 punli
d'incontro p, P, e, ' di queste rette con xy, Si-avranno in
questi punti le proiezioni sul quadro der due poli e:delle
estremitz del diametro dell’equatore che giaciene nel primo
meridiane e le immagini di un altro meridiano qualsiasi ver-
yanno naturalmente a passare per p e p'. I cilindri tangent}
alla sfera lungo i singuli meridiani hanno le loro generatrici
tutte perpendicolari all’asse PP, laonde tutte le parallele a
queste generatrici passanti per O deternineranno un p1ano
perpendicolare a questo asse la cui traccia sul guadro s
trovera conducendo la OL perpendicolave a TP fino ad in-
contrare xy in L, poi per questo punto descrivendo la TU
perpendicolare ad xy: sara TU il luogo dei centri di tutt
i meridiani della sfera (n° 4 corol. 1I) ed & chiaro che L ri-
sultera il punte: gidio. di pp'. Ber tracciare Pimmagine d'nn
meridiano quilanque-di longitndine A, basta ora ricorrere
alla proprieta caratteristica della proiezione stereografica (n. 5).
Poiché AB ¥ I'immagine nel guadro del primo meridiano, si
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~#tiri per p' una retta formante con xy (nel senso assegnato)
" an angolo =1 (che & nello stesso tempo I'angolo formato

dal primo meridiano e da quello considerato) e cendotta a

questa relta una perpendicolare si Prtfllunghi finche incontri

TU, il punto U cosi ottenuto sara il centro della circonfe-

renza cercala.

Per avere poi I'immagine dell’equatore basta evidentemente
descrivere I'arco che passa pei tre punti 0,-e, C il cui cen-
tro pud facilmente trovarsi tirando OM perpendicolare ad EE'
fino al suo punto d'intersezione con xy, oppure trovando il
punto medio di ee', se ¢ non cade fuori del foglio del di-
segno, finalmente per ottenere quella d’un parallelo di lati-
tudine « basteri osservare che prendendo l'angolo N¢ E =a,
I'intersezione del parallelo considerato col primo meridiano
sara la corda NS perpendicolare a PP' e le immagini di N
ed S saranno i due punti 7, s in cui le visuali ON, OS 1n-
contrano xy. Il centro di questo parallelo pud ottenersi tanto
dividendo ns( per meta, quanto conducendo le ‘tangent: NV/,
SV'alla circonferenza AOBCe trovando ’immagine ¢ del punto

V' di¥loro intersezione, su xy (n° 4, corol. I).

e ‘Chiamando ora ¢ la latitudine del centro O dei raggl vi-
suali & chiaro che si avra: Le = r tan p (dal A rettangolo OL¢
in cui ange OL = g). I raggi Up', eM, np dei tre archi con-
siderati, come pure le distanze dei nove punti p, p, e, e' n, s,
M, ¢, L dal centro del contorno si ottengono poi con la fa-
cile analisi riassunta nelle formole seguenti. |

cM=7 cot ¢ (dal 4 rettangolo Oc M in cui ang MOc = 90° — g),

P(dal a rettangolo ¢Oe in cui angecQe =2 CcE = ?) ’

ce =r tang, -
8 g 2 2

ce'=r cutg ( dalArettangolo e'Ocincui ang'f.. '” 30°~c0E=00°- E):

»*
i

cp'=rtantgu 2_?(daldrettan golo p'Ocin cui an gp’00=§P r"(“':g_u_éj) ’

1 .-}

i
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- . Sﬁtangf i—langlii
| r 90— 2 2
Lp=Lc+cp=r(tangq+tang - )=r -
?1—13ng’f 1+1‘.m:tgé1J
=7 =~— (¥) (dal che risulta che Lp' &

e o
s sen (80°—g) C€OSP
© 32

I'ipotenusa d'un triangolo rettangolo che ha un cateto =r
e I'angolo acuto adiacente =g, © nella figura che la p'0

perpendicolare ad OL & =r).

f
Uy = L AP 3 (dal A rettangolo ULp' in cui angp'UL =12),

send coSq Sen

0
= :? (dal A rettangolo pcO in un cni angcOp = 90" ~

cp = rtang

3 (00°~g) = gi:jh

sen” 7. r;n:»s.“E et

r 2 2 r il | ..l.

cM = 1 (ec + ce') =- {tangp + cotp} =r = N o
2 E ¢ Seng i 1

asen -~ . €08 = il 18

o {l

(di qui risulta che la retta eH tirata da e perpendicolarmente i
ﬂd GM é = 1"'), :
'r I|

%—0 . . a—@ _l‘- i
cn = rtang —= dal A rettangolo n0Oc in cui angnOc=—}> gl

ﬂ+(P . . ﬂ:-"?
¢s =rcot— | dal A rettangolo sOc 1n cuiangsOc = 90— + =

2

= 90" -

::+q>)
Vs

ns cs—cr r{ _o+g ¥ a— rcosa
ne=—= =— {cot——lang—; = )
2 2 2 2 2 sena + Seng |

(*) Questo valore di Lp' poleva anche trovarsi osservandoche: Lp' =4 (petop ')
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& r oL+ a r ot— o=
ﬁ*—fﬂn"l-ﬂi’:-:rt&ﬂg-—;? + —2 Cﬂt'—g-?i - lﬂﬂg%q) I = 5 J tﬂﬂg—;—*—ﬂﬂl—-ﬂ—
I’Cﬂsq:-

sena + Sﬂﬂfp

Sara pure ulile nel seguito conoscere gli elementi seguenti:

Y - X -
bt ooy ] ¥ P b J .
LR I : o ' i . 11 - - = L
N I e T | T T ¥ s ) -
1”"' T e | ol = ] y R e - ¥
- - - o -
- - e L L™ ¥ -, [ il
a -

| rcos { + sena sen {
ltr=h;+cv=rtang?+ Y =r Y
| sena +senp  cosp (senx + seng) :
Lp' r reosi _ s
UL=_—"F. - _ = (dal A rettangolo ULp' in Rk
tangA  cosg tang] coSp seni ' i

. " ' *ii., e

coi angp'UL = A). [;@ 3
\ - .« = 4 . - ‘??EE"J

8. Congiungasi il punto m del quadro in cui sinterse- G
: s i ; ot - ey

cano le immagini del parallelo di latitudine a o del meri- j@%
diano di longitudine ) coi centri ¢ ed U (6g. &) di queste

immagini, & facile convincers; che le due rette me, mU sa- e
ranno rispetlivamente tangenti all'immagine del meridiano e L

parallelo _L(:{;\Ig=siderati e perpendicolari fra lore. luvero poiche
s gt L AN : | .
1-me) Jﬁl;ll-.'-" 1 paralleli sulla sfera soro normali Puno al-

&

;g’};f’a-ﬂnu pure 1ali (n. 5) le carve che li rappresentano

ed Emsea o queste delle circonferenze le loro langenti in m
t:oiﬁi:'fdera:hnﬁ coL raggi my, mU.

‘Posto ¢id ci occuperemo di determinare le distanze mm,=Y,
mi¢ = <X del punto m da xy e da CO (ordinata ed ascissa
del punto), in funzione delle coordinate «, 2 di M e di
che ¢i condurth alle formole generall relat
Stereografica che gli autori dei trattat] spll
assegnano ricorrendo = considerazioni di
elementare. ‘Col sussidio d tali formole

sibile la determinazione de punti del quadro o deila carta,

mediante una rete di retie perpendicolari_l'nna all’altra.
Essendo il triangolo Umy reitangolo, "¥>avra :

®, CIO
ive alla proiezione
e carte geografiche

malematica non
81 rendera poi pos-

Uv? = Um? + mps — Up“' + np?
- + = = = r
(sena+senp)*  cos o sen”)

o
—

. COS acos psen) + (sena+seng)*
Cos“psen’l (sena + seng)?




P 31 +SENZSENQ—COSACOSPCOSAL §1-+SENASENQ-+COSACOSPCOSA }
‘ cos®psen’A (sena + seng)?

—
—

Ora, condotta mm, perpendicolare a UT, si osservi che
1 triangoli m my, mUm, essendo simili e retlangoli, si ha:
oL Up' vn UL
Uv Ue Ue Uv
4 [r(1+senusenp) r reosa rcosk
Uo* L cosg(sena+seng) 'CUsapsenl sena+5emp'cus¢senl

senmUL =senmem, =sen (UL - vUm) =

r* (1 + senasenp — COSKCOSPCOSA)

 —

1
~ Uy? Cos*pseni (sena -+ seng)
quindi sostituendo ad Uv?® il valor precedeute:

senA (sena 4 senp)

SenInein, = 3
i +SeNnasen + COSACOSPCOSA
talche sara:
reosa
thm, = Y = my.seamym, = + SERMVINL,
sena -+ seng
COSHSenA
=

1 + sendseny + r:usn:cnscpcnsl'
Per determiinare ['ascissa bastera osservare che:
cm, =mm, — Le = =X = Up'. senmUL — riangp =

e senmUL _rseng.cnsﬂl = d {seumUL-—mmqasenl}
COSQ seniA - COSp SeuA  COsp sena

r  sens -+ Seénp- seng (1 + senyseny +CosACoSpCOSA)

COsg i = Sensseny + cusmt:ﬂsq:cusl

SENACOSP — sempcnsacnsl
= r

i + Senuseng+ CoSACOSPCOSA

Quando dngqﬁﬁjla direzione positiva per le ascisse & quella
da ¢ verso A Pe’f"’le ordinatie gda ¢ verso C (com’® nella con-
suetudine), le formole che servono, nella proiezione orizzon-
tale, a determinare i punti del quadro medianle retie pa-
rallele ad AB ¢ CO sono:
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ey $engCcosacosA — Senacosy Vep cOSa.SenA
s - Y=
{ + senaseng + COSACOSPCOSA {+Senaseny-+CosECOSPCOSA

Le formole analoghe per le due altre proiezioni possono
dedursi (senza ricorrere ad una speciale analisi), facendo nelle
precedenti o= 90" e p=0°, e sono: per la proiezione polare od
od equatoriale:

COSeL COSA cosa send
X=r y ¥ =7 -3

1 + SENo i + Senx

per la prolezione meridiana:

sena cosaseni
X==r s Y=r = — X Seni cotx.

§+COSACOSA~ $-+COSKLCOSA

La somma X*+Y? sara pol in ogni caso il quadrato
della distanza del punio m del quadro dal centro di esso.

9. Per vompletare qnanto si riferisce alla parte analitica
della proiezione stereografica ci rimane a determinare la di-
versa dilatazione degli elementi lineari, corrispondenti ad
archetti infinitesimi presi sulla sfera, dipendentemente dalla
distanza della origine di questi dal centro sferico. dell’ emi-
sfero rappresentato. A tal mopo si rammenti che gia al n° 5
fu osservato come il rapporto di pit elementi infinitesimi
uscenti da uno stesso punto della sfera ai loro corrispon-
denti sul quadro, fosse indipendente dalla direzione dei me-
desimi ; determinato percio il rapporto di due archetti cir-

colari infinitamente piccoli MM’ , mm' (fig. 2%) 1 cui centri
cadano nel diametro CO, in H e ¢, sara questo nello stesso
tempo 1l rapporto fra ogni archetio unscente da M ed il suo Al
corrispondente. Ponendo ora arcCM=z (;l zenitale del k;}
punto M), & chiaro che si avri arcmm’ 1 =cm: HM; f

ma osservando 1 due triangoli rettanguh cﬂm, HGM risulta : g

cmer tangzg HM =r senz, quindi :



o d Lok

rian S
gz 3

z
2 cos” -
D

,a ~ - ml -
arcMM’' ~  rsenz

I} rapporto poi fra le aree di due poligoni infinitamente
piccoli corrispondenti che circoscrivano i punti m, M, poh-
goni che, come fu gia osservato (n® 5), sono simili, sara per
conseguenza espresso dalla frazione :

P
4 cos?-
3

Nella ' proiezione orizzontale la relazione che lega z ad

« ¢ ) (coordinate del punto M) ed a ¢ pud ottenersi con-
siderando (fig. #%.) il triangolo sferico P'MC (la cni proie-
zione nel piano della figura stessa ¢ il triangolo P'mC), in
cui Tangolo CP'M =1}, il lato MP' =90° —a, il lato P/C=90"—¢
e il lato MC =z, e ricorrendo alla relazione fondamentale
della trigonometria sferica che nel nostro caso da :

c0SZ = Sena Seng -+ COSa COSp COSA.

Vediamo finalmente esaminando la formola . . &

2 cO8%~
2

quali conseguenze poSSORO ricavarsi miguardo alla deforma-
zione della rappresentazione. Intanto crescendo z, poiché il
coseno diminuisce, cresce pure ¢ ed i valori da esso assunil
sono per

z = 0° 30° 15° 60° 00"

siccht per le piccolissime figure intorno ai punti del con-
torno non solo la rappresentézione & simile, ma anche ugnale
alla figura rappresentata, perd altrettanto non accade nel cen-

110 in cui le aree dell’ immagine sono semplicemente di
quello che siano nella realta, E ovvio poi che scegliendo il
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quadro non gia passante pel centro della sfera, ma pel puntﬂ_’gf

s

antipodo al centro di visione, 1a qual- pesizione del quadro¥;

nulla altererebbe di quanto & stato ‘precederitemente esposto,
le cose riescirebbero diverse giacche in tal- caso e assume= i

rebbe il valore

€cos® -
2

ginl delle fignre infinitesime sarebbero uguali a qoélle ob-
biettive, e nei punti del contorno quadruple.

» ed allora intorno al centro le Jmma- 'L.',If", :

10. La proiezione stereografica ¢ molto usata in géngraﬁa -

per rappresentare 1 due emisferi in cui la terra & divisa dal me-
ridiano che passa per I'Zsolz del Ferro (nel qaal caso & me-
ridiana), cosi pure per rappresentare gli emisferi delle mag-
giori masse di terra .e d’acqua, e gli emisferi d’ illnmina-
zione della terra ai solstizi ed agli equinozi, non che grandi
porzioni della saperficie terrestre Ia cui forma sia molto al-
lungata (ed allova @ orizzontale ). Peraltro queste mon sono
le sole sue applicazioni. - - A. Luen.

e e T O D m——

I POSTULATI E GHI ENTI GEOMETRICI

¥ —" -- e i

Di fronte alla. cura lodewole colla-gnale si cepca oggi i
porre su solide basi la Geometria , mi sembra che si soglia
nel traltati mettere poco in rilievo I"arbitrarieta che regna:
nella scelta dei postuiati, tantoché i giovani faciimente cre-
deranno che senza i postulati che lore s IDSEENANG DOU Eia’
possibile Ia Geometria. Trovo anche che poco sinsiste sulla
pura idealila degli enti geomelricl, tenendo cost la mente dello
studioso troppo legata agli enti reali con cui quelli ideali
non banno una necessaria yelazione.

Nellenunciare i postulati si snol dire che essi sono ve-
rita accertate dall'esperienza, le quali npon. s possono dimo-
strare, facendo cosi una strana cnnfusimgﬁf.ﬁa quanto si 08—
Serva nei corpi realmente esistenti, e quanto s1 vuol supporre
negh enti geometrici puramente ideali. Questo difetlo va
Scomparendo nei traltati pid moderpi: ma anche in questi,
Pt quanto mi sembra, non ci si trattiene abbaslanza ne
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completamenie sulle ragioni che guidano la scelta dei po-
stulati e Yintroduzione: degli' enti geometriel.
Giudico . percio non imuetili de poche esservaziom segmenty,
per mostrare come, a mio credere ; ‘dovrebbesl nelf’insegna-
mento insistere sopra quei punti fondamental interessartissim.

Una scienza & 1'insicme delle verita relative ad ona o
pid cose: ed esse devono essere dimostrate, cioe dedotte
lugicamente da altre verita delle quali in un modo qualun-
que stamo gia convinti. E quindi necessario partire in ogni
scienza da alcune verita che in essa non s1 possono dimo-
strare, ma che o sono vere per necessita logica (assiomi), 0
si devono assumere come primitive.

Se di questé pltime verith prendiamo le n indipendenti
fra loro, esse formano una categoria a parte di verith che
non sono teoremi n¢ assiemi e che si dicono pastulati.

Non essendo esse logicamente necessarie (poiché se ne
sone esclusi gli assiomi), ne viene che in una scienza la quale,
senza wessuno scopo pratico, si occupl di dedurre logica-
mente delle verita relative a certe cose, la loro ammissione
¢ perfettamente arbitraria e si fa solo per uma specie di
convenzione. Soltanto, gueste verith devono essere logicamente
possibili, cio non contraditiore agli assiomi o fra Yoro; sta-
bilite che siano, petremo €ol ragionamenti trarme delle contin-
sioni, che saranno, a ¥igore di logica, ginste ‘e costituiraino
col Joro insieme mna sciéniza esatta. Se la' sciensa in questione
ba per oggetlo degli enti ideali, essa sara assolutamen te pinsta:
se ha per oggetto degli enti ver1 e reali, sara sempre ‘logica-
mente ginsta, ma sara praficemente esatta o 1o, sebonfoche
] pusm-'l-a'ti ammess: siano o no cenfermi a cio che T osser-
vazione ci mostra avvenire in quegl enti. Cosi p: es: si puo
fare una scienza partendo tanto dall’uno che dall’altro dei
postulati « | corpi sono pesanti » o « I corplt non sono pe-
» santi »: ambedue potranno dirs: esatte, e, come scienze
agtratle, sono ambedue vere: la prima sara vera anche’ pra-
ticamente, la seconda 'no. & _ S

La scelta dei pestulati si vede quindi che dipende dal-
arbitrio: solo, nelle scienze che hanno per oggetto enti della
realth, la scelta di essi deve essere fatta conforme a cio che
dice V'esperienza: e nelle scienze che hanno per oggetio enti
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ideali puo talora ess¢r conveniente che quella scelta sia fatta i
in modo da corrispondere a' certi fatti che realmente ‘accas i
dono, quando gli enti ideali. abbiano qualche riscontro con "%
quelli reali, e il loro studio voglia farsi servire come auwsi- &'
hiario, dello. studio’ di- questi. S

I postulati di una scienza devono essere scelti in modo
da essere indipendenti e non contradittori. Se, stabiliti che
siano ir modo da sembrarci che sodisfino a queste condi-
zloni, si giungesse in segnito a provare che qualcuno di essi -
& consegnenza logica degli aliri, esso deve essere tolto dalla
categora dei postulati e posto in quella dei teoremi: il con-
servarlo fra i postulati sarebbe non gia inutile ma bensi er-
rone¢o, apparendo esso verita arbitraria mentre & verita neces-
saria. Se invece si provasse che nuno contraddice ai rimanenti,
quel- postulato dovrebbe essere soppresso, e con esso tulti i
teoremi che somo sua conseguenza.

La scelta dei postulati deve quindi esser fatta con somma
cura, e -limitandosi al minor numero possibile. Nelle scienze
che, come la Geometria, mirano a scopo pratico, il nunmero
dei: postulati strettamente necessari ¢ dato da quelli che ba-
stano a rendere pit che sia possibile simili le conclusioni
dijesse a quelle della pratica. Cid0 mostra che se, teorica- ;.
mente parlando, il numero dei postulati & arbitrario, pra-
ticamente non lo ¢; e neanche ¢ assegnabile con precisione
quale ne sia il numero piti oppertuno.

-1 postulati hanno talora dei punti di somiglianza colle
definizioni , ma non sono da confondersi mai con queste ;
giacché queste assegnano un nome ad enti o a proprieta che
per dimostrazione si sanno esistenti, e quelli o introducono
entl non potuli riconoscere esistenti per dimostrazione, o as-
segnano a cerli enti delle proprieta impossibili (fino a quel
punto) ad essere dimostrate.

Limitiamoci ora a quanto riguarda l'estensione, intendendo
con questa parola la proprieta che hanpe i corpi di occu-
pare uno spazio. La Geometria & la scien2a che studia 1’esten-
sione, o meglio quella proprieta ideale, che, per le conside-
razioni che seguono, si sostituisce all’estensione.

Osserviamo che i corpi sono enti realmente esistenti, e
ad essi dovrebbe rivolgersi lo studio della scienza dell’esten-




sione. Ma i corpi tali quali sono non possono essere I og-
getto di questa scienza di ragionamento, per la incompleta
determinazione di c¢i0 che influisce sulla loro estensione.
Sono, infatti per noi incerti 3 loro limiti a causa delle nostre
non-ésatte cognizioni sulla costituzione dei corpi e dellimperfe-
gione del mnostri sensi e dei nostri mezzi di osservazione , )
quali non ci permettono di stabilirli esattamente (Howel).
Il perfezionarsi dei mezzi di osservazione poria a scoprire
sempre nuove accidentalita in questi limiti, rendendo quindi
sempre variabile I'oggetto dei nostri studi.

I corpi tali quali sono mnon possono percio essere gh
enli di una scienza di ragionamento che ne studi I esten-
sione : la Geometria non pud studiare oggelti reali. Dovra
quindi crearsi degli enti ideali; soltanto, poicht la proprieta
che deve studiare in essi ha da servire allo studio dell’esten-
sione , che & una proprieth dei corpi reali, & conveniente
scegliere questi enti colla massima analogia con quelli reali,
perche anche in essi, dal modo con cui si sono introdotti ,
si possa ricomoscere una proprieta simile a quella delta per
i corpi estensione, e che seguiteremo a chiamare con tal nome
anche. per i nuoovi, enti ideali. -

Dovremo quindi, disponendo di quell’ arbitrarieta accen-
nata in generale , incominciare coll' ammettere un ente che
rappresenti. quello della realth che diciamo spazio : e le pro-
prieta arbitrarie che gli atiribuiremo ( postulati) le sceglie-
remo in modo da rendere pin esattamente che sia possibile
immagine di quelle che, dentro i limiti della nostra osser-
vazione, si riscontrano nell’ente reale cormspondente. E os-
servando lo spazio reale, almeno sin dove giungono le no-
stre misure ed esperienze, e notando che quella porzione di
esso che & inaccessibile ai nostri strumenti ed all’ osservazione
diretta non sappiamo non considerarlo come dotato delle stesse
proprieta di quella porzione che ¢ & accessibile, ne risulta che
sara da ammettersi in Geometria nn ente mediante 1l seguente:

Postulato 1° «.Esiste un ente (ideale) geomeirico che si
» concepisce senza ‘interruzioni, illimitato, immobile, costi-
» tuito dappertutto ugualmente® Esso si dira spazio ».

Potremmo non ammettere questo spazio, od ammetterlo
con altre propricta e fare un’ altra Geomelria; ma se si vuole
una scienza con cui si possano studiare le proprieta che si
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riscontraga per i corps emiro, il campo delle mostre ossepvasi
ziani, devg imitrodurs) be spasiei can . butte le: condiziony ﬂuﬁﬂa "“"

ciate nel posiwlaio precedente.. - stk

Questo solo ente mon basta per la gmnntm ’ h"lﬁ“
deve studiare le. relazions di esso con altrs enti che richigdine 7

quelh dalla cmi considerazione sorge in pratica I’ Idea &el*lﬂ
spazia Teale.

1 corpi reali occupane tulti uno spazio (reale) ﬂ quale
per certi gorpi (che si dicono solidi) &, o approssimativamente

g1 ritiene, invariabile : «pindi lﬂppﬂrhumba ch enti 1deali che

godana di una proprieta simile : asst si mxiroducono effetti-

vaments ceol. wome -di selidi, dieendo : . Solido & una perzione

qualunques di s]m-zm considerata come ‘slaccata dal rimanente
spazio,.m 1l eoncetto di solido fa sorgere naturale }idea di
up. altee ente (che, come il solido, s'iniroduce e si definisce
pex;..nostro arbitrio) il qpu::tle {:unmspunda a certi eorpi che
in prabica godono proprieta speciali (p= es: i fogli di carta
sqttlhsmml, 1 veli ligmidi, gli strati.di tinta:che ricuoprono
1 a:r..mn::nrrlzuhlr ecc.): lo diremo- superficie e lo intredorremo: come

quel limite che separa uny €00po dal rimmauente spmo. Que-

v ___.F
J

ste . superficie le riterremo decomponibili: in' parti ; a ciasdung AH"

di, gueste parti daremo ancora it nome .di soperficie, e fra
esse alcune potraunno cﬂnceptral come limite di qualche ' 504
lido, alire no. ~ Proseguendo in guesta. intreduzione arbitra-
na si. definisce la linea (al cul concetlo siamo condotti'dal+
'osservaziouve. di garpi ﬂpﬂﬂiﬂli., p: essfibh multe sottili, ra raggl
di luce, spigoli di oggelli, in generale oggetli di lunghesza
molto grande in eonfronto alla- larghezza ed altezza) .
come un enie limite di quelle superficie che nen si riten-
gono come Limiti completi di solidi; riterremo essa pufe
decomponibjle in parti, ed 2 clascuna parte daremoan-
cora il nome di linea. D queste parti aleune potranno es-
sere limiti di superficie, altre no. Finalmente si definisce il
punio (corrispondente agli enii piccohissimi della realtd) co-
me uno degli emti limiti di una binea la quale non si ri-
tenga come limite completo possibile di nessuna superficie.
Il punto si ritiene indecomponibile in . parti (®). ‘

() La definizione che suol darsi talora della superficie come limite fra due
parti consecutive di un solido e della linea come limite fra due parti conse-
cutive di una superficie, non mi sembra opportuna. Asirattamente parlando,
simili definizioni, introdotte con postulato, sono perfettamente legittime, non

e e i




. Tutii questi entl seno ideali ; Ia loro introduzione, sem-
pre arbitraria , & spiegata-dalla, somigliansa che essi hanno
gon certi corpi reali consideraty in relazione colo spazio reale.
Lagstudio di.questi enti mon sarz quindi lo studio dei corpi
deli®; natmra ; ma questo potra, con approssimazione-sempre
sufliciente in pratica, ricondurs: 3 quello. '

Llintrodnzione di questi enti essendo, come sl € gix no-
tuto, -ambitraria (*), la lore esrstenza ¢ una di quelle verita
che siamo liberi di amwmetiere o no: e quindi deve essere
eaunciata medianle postulalo, il che erdinariamente non Si
suol fare., Dovremo (uindi dire che

Postulato 2° « Esistone parti dello spazio (quello spazio
» che si tsammesso col postulato 1.°) che si dicono solidi.

» Esistomo enli limiti dei solidi e le parti di questi entz.
» Gli noi e:le altre non sono solidi e si dicono superficie.

» Esistono. limiti di quelle snperficie che mon si conce-
» piscono come limit completi di solidi, e le loro parti. Gh
. uni e le altre non sono solidi ne superficie, ¢ sl dicono
» linee. : -

» Esistono limiti: di guelle linee che non si concepiscano

come limiti completi di superficie, e non hanno parti. kssi

» non sono nd solidi, mt superficie, né linee e si dicono
» pu-nji.- Al | :

» Ini egni solido; esistono infinite superficie, in ogni Su-
» perficie infinite. linke, in. ogni linea infinit pondi.

» Enti. che non siamo né spazio, nt solid, ne saperficie,

xR i e e
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essendo, od almeno i on sembrando, contraditiorie. Ma seguendo quelle, non
ci si uniforma del tutto a cid che si osserva in pratica: giacché vi sono nella
real’d dei corpi che 8i possono phr dire conseculivi e ¢he sono separati da

enti ecul in geometria dovremmo far cerrispondere linee 0 punti, & vi s0nq;

[T =0

superficie materiali separate da punti maleriali (es. due oggetti rassomiglianti
a cobi aderenti per uno spigolo o per un vertice , due oggetli sottilissimi
c'reolari tangenti , ece.). AlioTa per guesti ot realt, che invero somighiano
a linee ed a punti, avremmo dalla Geometria le proprieta che invece com-
petono a superficie ed a linee. Potremmo evitar cid definendo un significalo
speciale da attribuirsi alle parole « superficie ¢ solidi conseculivi» per modo
da escludere gli anzidetti casi di eccezfone ; ma per quesio occorre forse ri-
correre al concetto di motore di punto ,'mentre myece 11 punto si vuol de-
finire per mezzo delle linee e delle saperficie. . .
(*) Niente infatti mostra la necessita che Jo spazio, concepilo come ricitiede
il postulato +.° sia da eomsiderarsi’ divis in parti: che il solido (¢he al-
lora apparisce ente'non mecessario ) sia'limitato da un muovo ente che & la
superficie, la superficie dalla linea, la Jinea dai punti. Almeno possiamo dire
che sino a guesto Jnmtn questa necessilh non & stata provata, e quindi quelle

veritd sono sino ad ora tutti postulali.




» nt linee, né punti’, me insieme gmalunque di questi englé -
» non esistono in Geometria ». —: F gaee
La parola « esistono » Dsata nell’ enunciato di guestg .
del postulato precedente mon accenna ad un fatio 'éhg_ i’ 3
essa vepga accertato , ma ad un’ esistenza dipendente:gilifa- o .

mente dalla nostra volonta. R
rimendo il postulato sotto questa forma, si pieono ;.
definire i solidi e le superficie consecutivi, dicendo: je so-

lid: che non banno comune nessun solido, ma hanno Mmune -
una parte delle superficie che lLi limitano (o, s¢ yuole ,
anche una sola linea od nn punto di questa) si dgno coms -
secutivi; e:consecuiive pure si dicono due superfighf che nen s
hanno comune nessuna .Btlpﬂrﬁcit:, ma hannocomujl¥ una parte
delle linee  che le limitano: (o, se si vuole, he solo un - .-
punto: di‘questa) ; e due linee quando, senza aggre a.comune L
nessuna. linea, hanno a comune una parte defipunti che le A
limitano, -
1! Per studiare questi enil geumetrici ora fhtrodotil si So-

ghono disegnare delle figure che aintino l@fnostra mente a
concepirli, richiamando quegli-oggetti reg che hanno ser- . o
vito ‘z-destare: in noi quei .purl concety fche sono gli enti ~iig
ideali: Ma ‘queste figure non -sono imdisgPnsabili, dovendo il =7
Tagionamento esser fondato solo sulle prgricta attriboite agl * b
enli ideali mediante i postulati, - Perfile. ragione le figure Hr
pﬂﬂonujnzi esseTe talora nucive,.gi i¢. abituano a contare |
troppo nel ragionamento sull’aiuto digtegli ent: reali e quingdi
posseno condurre talora ad assumergi¥navverieniemente come
note cerle verith che a noi sembrifio evidenti perchd tali
sopo megli enti della realth, e .cl¥ invece 0 possono essere
dimogtrate o, se pensiamo ai s enti genmetrini, debbono
essere ammesse come postulati J¥jualora se ne voglia tener |
conto, C’ & quindi sempre 1bitare che 1 postulati che <

51 sogliono ammettere nella Gipmetria non siano tutti quelli

necessari, perche altri forse 4 ne ammettono tacitamente o
sotto forma di assiomi nel jgerirsi che facciamo alle figure
rappresentative. G ¢ Ee

Agli enti-che si sono ¥ qui introdotti (a tutll o ad al- - ¥

cuno) possiamo pruseguir__h' attribuire -proprieta specialied .
arbitrarie, purche, come. '@l notd in generale, siano compa-
tibili fra loro e con quellé gia introdotte. Al solito, sia nel-~

§F




&1’ attribuire agh enli ga introdotti ulterior: propricida,; sul
fsllo scegliere fra essi degli enti speciali, terremo conto dello
ypo-pratico - defla: seometria e ci lasceremo guidare dalla-
vgia coll’ esperienza & coll’ osservazioue. .
Intanto in pratica si vede che, in massima, supposti ri-
moll tuti gh ostacoli, & possibile il movimento dei corpi,
e questl si muovono restando sempre gli stessl ( senza
defolikarsi) o, piu esattamente, restando tali da potere -
ceverf§idil medesimo nome che loro si attribuiva prima. E
quindiy aturale che, pur potendo quando si voglia conside-
rare glinil geometrici privi di una proprieta che somiglt
a quellafllel moto, © dotati di essa ma con deformazione ,
si debba W$ilmente considerare possibile anche in Geometna
una specidigh moto simile a quello reale. E, per stare nella
massima gefralita, dicendo ra un insieme qualungue di
enti geomelrigh(allind som dello spazio) enunceremo il postulato:
« Ammel§Rmo possibile che una figura geomelrica , re-
» stando quel@ che @, possa cambiare posizione nello spa-
» zio geometrig, cloe un suo punto possa prendere la po-
» sizione di al punti dello spazio o, in altre parole ,
» che si possa dimcepire I'essenza di una figura come indi-
» pendente dalla jsi ione - speciale che occupa ogah suo punto.
» Questo camebiamito di posizione i dira moto ».
-Queatu'-postula che, come gia si & notato in casi:con-
simili, non & riconOg@mento di un fatto ma ammissione ar-
bitraria di una propigta, pud anche esprimers COS1:
« Una figura georigtrica pud muoversi nello spazio geo-
» metrico ». E 8 '
Credo inutile ed inefatio l'aggiungere, come si suole or-
dinariamente , la frase dgenza deformazione » che. ¢ solo
tollerabile in pratica. Perdhe se dico che una figura 81 de-
forma, cio vuol dire che perde alcuna delle sue proprieta,
onde mon ¢ piu la figura Wamitiva; e cid> uon & concilia-
bile coll'idea di moto dato geometria, che &, come st &
detto, la possibilita: di cam dumento di posizione di ana fi-
gura che rimane la medesim@, Anche in pratica, a rigore,
essendo la forma on-attributadllei corpi, la parola deforma-
zione equivale a cambiamento 3R corpo 1n un altro, e quindi
ron dovrebbe essere usata in talkcasi; ma restando le stesse
tutte le altre proprieta del cortiied essendo queste defor-
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mazioni ordinariamente tali da cambiare il corpo m wh alirgi’

non . trappo dissimile da quello chi¢ era.prima, se non esaldghf

b, dlmeno tollesabile il ritenere che il nuovo corpo.ma quelld
di prima, ed & giustificata la. Tvase « muoverss com o q-qﬁu ')
defurmazione. ».. . | SR PR PR 1 )

Per esprimere fatti simili .a quelli ebe si osservamp in

realta & conveniente  anche distinguere piu specie di moto

possibile; onde possiamo come segue enunciare i pestulali

del moto delle figore: i

Postulato 3." « Ogui fignra. pnd muoversi nello;spazio.

> Nel moto un ente _pubd ginngere ad occupare la posi-

» zione occupala simnltaneamente da an alirpente o da una

» soa parle (7). . ghes oy : b e

« Il movimento pwo avvenire 1° senza che -pessuno dei

» punii della figara stia tesmo, 27 restando fermo uno dei

» suei punti, 8° restande immeobile (ualche sba linea (spe-

» ciale) ». )
. ».Una figura. non puo menovers) restando fisso un swo so-

» lido. o una spa. superficie ». - )
- Daiquesto; posinlate discende immediatafiente come: teo-
rema che: .|\ gt ST <l -

% . Se una figuva si wmove, quelli fra ijsuoi enti che pos-
» sono stare immebili:devono essere Jinge o punii ».

- Ammessi questa postulati sul moto,;#. da osservarsi che,
per ‘studiare piu comddamente: le lineejd;te superficie & utile
separare quelle dalle supérﬁcia,*qneme;'i‘dﬂi solidi che servomo
a definirle: onde si ammette il postulate, corrispondente del
resto a fatti osservati nella realta:, L

- Postulato A.° « Una linea pud -éoncepirsi come l'insieme
» di dutte le posizioni di wn punte che si muove. — 8i pos-
» sotto concepirve certe superficie come I'iasieme di tubte
» le posiziont i una linea cheisi muove (restando inalte-
» rala) e certi sohidi come Vingieme di tulle le posizioni di
» una superficie che 31 muove:(restando inalterata) »,

che si potrebbe sotte forma alquanto piti generale enuns
ciare .anche cosi: C S | ,
- e p—y T T e r— =3

(*) Questa pro rield non 'lla, a dire il vero, riseontro nella pratica, essendo
i corpi ‘della renltd impenetrabili ; ‘mia non nuoce alle alire analégie della
geometria coll'esperienza ¢ serve utllmente nell' uso del mezzo migliore che

si ba per riconoscere e definire 'ugnaglianza delle figure, ciog la sovrappo-
mbilita. :
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¢ Una linea pud esser concepita come Tinsieme di tulll
aid 00k pnuli; wma saperficie come l'insieme di una cate-
»li'gorra gpeciale di sue linee ; un solido come Yinsieme di
» ‘nna calegoria speciale » di sue superficie ».

Con .questo postulato, meglio che col solo postulato 27,
si concepisce l'esistenza di superficie o linee infimte:

~ | postulati esposti fin (wi sono quelli che, sotto questa
od- alira forma , si sogliono emunciare per gli enti general:
della geomelria e che , come si vede, riassamono le -princi-
pali proprieta smih quelle che si risconlrano nei corpi,
avuto riguardo solo alla loro estensione.

Veniamo ora ad introdarre ‘qualehe ente speciale. ' Pro-
segmnende col medesimo metods , quello ciod di attingere 1
femdamenti detls geomelria nell’osservazione e nell’esperienza,
o 8i presemianc sabito due calegorie imporlanlissime di og-
getll reah, avenli per Hipo la pmma un filo gnttilissimo 1eso,
lu seconda la supenficie (nel semso valgare della parola) delle
acijue stagnanti, Si wede qoindi la eonvenienza di introdurre
degli et (ideali) -ehe cel lore studio servano in pralica
allo studio deghiventi weali gawrispondenti ; e di scegliere 1l
primo ‘nelln cmogoria . delle Jinece (dicendolo retta) ed il -se-
condo in:guellardelle su pardicie:(dicendolo piano). Ma -la loro
introduzione- ellettiva presenta delle difficolta; per essere essi
ordibadiamentaniisprimbenti speciati che si studiano nelha geo-
metria, ne polendo ablera: rieondurstad altr).

" Quesia ‘istroduzione | puo Fazsi im due ‘medi: o colla de-
fimiziope ‘di -quegli enti,bmediante ahtri epnti gia noti, o M-
mediatamente con postulali. Comuvnemente si wmsa ¢ueslo
secondo metodo ; ma si hanno esemp) anche del prime, che
% -stalo usato dal Bolyai. Qaesti incomincia dall'introdurre la
sfera : e, per glungere ad essa, definisce I'ugnaghanza di due
distanze fra puni, senza definire la limea che li congiunge,
fondandosi sul concetto di ~ punti inyaniabilmente collegali.
Allora, se 4 & un punte fisso, egli dice sfera | insieme di
{utti i punti dello  spazio ngualmente (distanti da A. Poi,
prese due sfore .con centri differenti fissi- e ragg) ugoah, e
futti varare indefipitamente i Ioro raggl, considera il luogo
genmetricn delle linee .comuni a yuesle coppie di sfere, €
1o dice piano; ¢ il lnogo geometrico dei punti di questo piano che
stanno immobili quande il piano si rovescia € lo dice relta;
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e dimostra Penm!msli elementi piano e rella tutte le pro=.

prieta che per essi-siamo soliti assnmere come primitive. Qnesta

3, -

metodo , anche sviluppato con esattezza, ha il vantaggio di r

esser fondato sopya un.piccolo numero di postulati. =
L’ aliro metodo & ormai comsacrato dall’ uso, ed ha'dal

suo lato il vantaggio di essere pin intuitivo (mi si permetia
~ Vespressione) introdncendo nella Geometria direttamente de-
gli enti, che, per la somighanza sireita con quelli che ab-
biamo continpamente in uso, si prestano bene ad una facile
- concezione, tanto che per lungo tempo le loro proprieta sono
state date appena con definizioni o come proprieta evidenti,
e sitsomo:spesso perfino sotlintese, applicandole in modo ta-
cito, :quasi-fosse impossibile ammetiere il contrario. E in una
seicnza ‘che sia destinata a scopo pratico questo & vantaggio
non trascurabile, tanto pit che anche questo secondo metodo
- ¢, rdal lato teorico, rigorosamente esatlo.
. iSnl'modo con cui st applica comunemente quesio secondo
 metode -faremo - alcune poche osservazioni.

-+ v#lcani autori cominciano col dire che « la linea piu sem-
s pliagd Jaslinea Tetta ». Questa frase la¢redo da bandire,
potendosi ‘domandare che cosa voglin dire linea pill semplice,
a-meiio -che :con questa parola nmon si voglia accennare che
essa eorvisponde  ugli oggetti che in pratica si sogliono dire
pite semplici, Del resto poi, quanto alla definizione, la linea
retta b forse in geometria la pid complicata. Di piu soghono
aggiungere : « Tutti hanno un concetto esatto della retta (De
Paolis; Sannia e D' Ovidio,...) e delle sne proprieta rive-
late. continuamente dai sensi e verificate coll’ esperienza. §i
domanda percid la concessione delle sue proprieta pik ovvie
necessarie e sufficienti per individuarla (De Paolis) ». Innanzi
tutto, se quelle proprieta fossero mecessarie € suilicienti per
individuarla, esse costitnirebbero (Dubamel, De Paolis stesso)
la definizione della rctta, mentre la retta con questo metodo
non si pud definire. E infatli Vesistensa di ‘questo ente
deve essere ammessa come postulato. E ancora non & esatto
il dire che 1 sensi e 1 esperienza ci rivelano coniinuamente
le propricta della retta, essendo la retta un ente ideale; ma
devesi dire che ci rivelano certe proprieta per certi corpl
sottilissimi (fili tesi, ecc.) i quali si vogliono studiare an geo-
metria mediante l'analogia che ha con loro l'ente ideale, ar-
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bitrario, intvodotto col nome di retta. Altrimenti, fra le al-
tre inesattezze, l'introduzione di quesio ente apparirebbe co-
me mecessaria invece che come volontaria. E pure inesallo il
dire che tutti abbiamo un concetlo esatto della retta e quindi
si sa che cosa essa sia, perche essa non esiste 1n realta:
e il voler sufficienti per sapere che cosa essa sia quelle leg-
giere astrazioni che ci avvezziamo a fare fino da piccoli ve-
dendo gli oggelti che le rassomigliano e raggruppandoh at-
torno ad un tipo unico che, per dir cosi, comprende in modo
astratto le loro proprieta, € cosa troppo vaga € pud forse
talora in questo od in casi consimili indurre in errore. In
conclusione si viene cosi a supporre che si sia fatta colla
mente un’ operazione colla guale 1 vari oggetti della natura
ci hanno condotlo a crearci un tipo ideale cui si riportano,
e 1l quale in seguifto cl hanno insegnato che si chiama retia;
ma allora & meglio riprendere quesio processo intellettuale
¢ porlo a base dell'introduzione esalla del coneetto di retta.

Il metodo da seguirsi & quindi quello di esaminare le
proprieta caratieristiche degli oggetti per studiare 1 quali
si introduce questo eate retla: trasformare queste proprieta
nelle corrispondenti .proprieta ideali di enti geometrici : sce-
gliere quelle che sono indipendenti e, fino a guesto momento,
si possono ,ritenere come O contraditiorie: fra i divers
gruppi possibili di verita indipendenti e compatibili scegliere
quello che si crede phu:oppoxiuno: ed enunciarle come po-
stulati arbitrari di un nuovo ente cui si da il nome d1 retia.

Stabilito tutto cid, vediamo se i postulati che si sogliono
ammettere sono i pit opportuni, e quali souo quelli che si
potrebbero loro sostituire.

La proprieth principali dei fili tesi ecc. essendo quella
che gquando ne sono fissati due punti mon S1 possono mMuo-
vere pil, e che, supposti lunghi convenientemente, 51 POSSONO
appoggiare su due punti gualunque, & opporiuno che per il
auovo ente si abbia (ammessa o dimostrata) la proprieta che
per due punli passa sempre una retta ed una sola, espressa
comunemente dalla proposizione « Una relta e individnata
» da due dei sumoi punti. » 5

Questa proprieta si suol porre fra i postulali e vi si
sgole unire Ialtra « Rotando attorno ad un suo punto una

» data retta pud condursi a passare per un punto qualun-
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» que dato. » Ma il primo postulato pud modificarsi leg- i

germente nell’altro (Frattima) . « Per duwe -puntx -deti pno sem-
» pre -condursi a passire una dafa rella e won' vi passa che
» quella » e allora esso, per le applicazioni che se ne fanno,
pud benissimo tener luogo del :9" postulats « Retande ece. »;
menire viceversa guesto 2 postulato conduce alla prima parte
del primo, giacche (Faifofer) press wna retia, si fa retare at-
torno ad un suo punlo, e passyre per un punto dato A: poi
atlotoo ad A e si fa passare per uh secondeo punto dato B: e
cosi si dimestra che per due punti passa sempre una data
retta. Ne viene che considerando il primo pestulato mrodificato
ed il secondo (Rotande ecc.), la prima ‘parte del primo & con-
seguenza del secondo, ed il secondo del primo; onde o il
seconde postulato o la: paima parte del primo sono da togliersi
dai postulali e porsi ' fra i teoremi. Del primo postulato resta
sewrpre peraltvo fa seconda parte. « Per due penti passa wna
reita sola »; ma mon la credo esposta sotlo la sma forma
migliore, essendo:essa una proprieth che fa venire alla mente
il pensiero di altre rette prima cle 'ben s sappia che cosa
¢ nna di eske, jed ossendo necessario dpponite guel postolato

per sﬂpm'fulm;'r_rﬁs'--‘b una ¢ ‘queste rerte;

Per evitar .questo , potretnino stxbibre 1 postulati della
¥ella  come gegue. . : = sy L 5
.. 81 osservia mei ‘corpi reali che, se rotano sttomo a due lore
punti, stanno dermi in generale ‘alirt lore elementi, 1 quali al-
I'occhio sembrano costituire come wta striscia sottilissima del
corpo, che. lo traveisa da parie b purte: the questo succede
per-quanto sia grande il corpo e siano lona'tani i punti: che presi
due punti qualunque dello spazio possismo avere od alnreno
wmnmaginare un corpo che rnoti uttorno ad essi, e vedtamo
quindi-o c1 immaginiamo la solita striscia sottilissima immobite
passanle per querdue ponti ece. et ‘questi farti ‘sono facilis-

simi ad osservare; ¢ sono quelliithe prenderémo per ‘dedtnme

le corrispondenti proprieta che, come & in nostro arbitrio, at-
tribuivemo all’enie:da definire. Ricordando ‘che mel postulato 37
si & ammesso che v una fignra pwd muoversi stando ferme al-
» cune sue linee » enunceremo cosi il postulato della retta:

Postulato 80 « Esisle una linea tale che quando fa parte
» di upa figura la quale si muoove stando fermi due dei
» punti di qnella linea, essa linea ¢ immobile e tutte le




5 linee di cui nel postulalo 3°, se non coincidono con essa,
» ne sono parli (ciogé essa sola sta ferma).

» Essa & divisa in dme partl consecutive da ogui suo
» punto (e quindi, per le definizioni dale 1n consegnenza
» del postulato 2, essd b indefinita e mon interrotla),

» Una data di tali linee si puo condurre a passare per
» due punti gualongue dati. ' |

» Tale linea si dira relfa. »

Si deduce come corollario.che quando una figura ruota
attorno a due pnnli per cmi passa una retta stanno ferml
solo 1 punb della retla: e quindi per due punli passa una
retla sola; giac'cl-lé se ne |assassero due a, b, fatto rolare 1l
loro insieme attorno a quei due punti, doyrebbe star ferma,
p. es. a ed a sola, mealre starebbe lerma anche b come relia
che passa per cluei dne punui; e quiﬂdi viene dimoslrala una
delle proprieta che si sogliono dare come primiLive.

S; ha di pin come corollario pn'alira proprieta che n
alcupi trattall ¢ dala come postulato: che ciod per fissare
una figura & necessario e sufficiente fissare tre dei suoi punti
nen situati in linea retia. Poiche fissati tre puati A, B, C
pon in linea retta, se la figura -potesse muoversi,- allora,
stando fermi A, B, starebbe per il postulato precedente, ferma
I'intera retia A B, ed essa sela, e quindi non il punto U,
contro lipotesi. E viceversa: tre punti non ‘in linea retia
cono necessari per fissare una figura, percht stando fermi
anche tutti i punti di una hmea retta la figura pud muoversi.

Del resto sarebbe facile dimosirare che reciprocamente
ammesso come postulato che « per dne punti passa una retta
. aola », e che « tre punli non in linea retta sono neces-
o eari -e sufficienti per fissare una fisura » viene come con-
seguenza quello che o ho ammesso come posiulate, ciod ehe
« guando una figwra $1 muove stando fermi due dei suol
» puunli, sla forma tulta uaoa linea (reita) passanie per quet
» puntl e quella sola ». '

Lie altre prﬂprif:_t‘a che si sogliono ammeliere come Ppo-
stulati per la retla e quelle che s1 henno pel piano mi sembra
che non diano luogo a DESSUUA osservazione, purcht siano
esposte complelamente € col rigore che si riscontra nel pii
recenli tratlail, |

Pisa, Otiobre 1886. Ropborro Berrazzi
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SULLA DIVISIBILITA" DI ALCUNI POLINOMI

1. Teorena. Se a & un numero intero qualunqgue, e

sono n ed (m + 1) due numeri primi fra di loro, l'espres-
stone

(1) a™ a0 g2l 4 L+ @d” +a +at+ 1

rappresenta ur numero multiplo di quello rappresentato
da questaltra espressione

(2) a+a™t+d™ 3., ... +@+a v a+i.

Infatti, ogni numero n, prime con (m + 1), si pudé mettere
sotto la forma

plm +1) +r

nella quale p ed » denotino due numeri di cui il primeo,

che pud anche essere nullo, indica il quoziente della divi-
n

sione
m + 1

presenia il resto di questa stessa divisione ed & percio mi-
nore di (m + 1). |

‘Designando poi con = il prodotto p(m + 1), I'espressione (1)
potra scriversi |

» ed il secondo, che ‘e- primo con (m -+ 1), rap-

(1) a™ . a™ + g™, gin=1r 4 gim—am, glm—adr o .

a3, @Y a2 a¥ s+ a®. a" + 1,

Ora il teorema « Se a & primo con b, e le quantitd
a, 22, 38, .. . (b—1)a si dividono per b, i resti saranno tuiti
differentz » mosira che dividendosi gli m prodotta

mry (m—1)r, (m—gr,..., ar,or, r

per (m +1), $1 devono ottenere m resti tutli fra loro dif-
ferenti, giacche in questo caso r designa appunto un nu-
mero primo con (m -+ i). Laonde dalle m divisioni, teste ae-
cennate, deriveranno come resti i1 seguen!i numeri

m, m_ij m_2’ll-l,3} 2’ i;

e quindi I'espressione (1) pud scriversi in questaltro modo

i
2
}



(1) a”':.a‘“m“:.a’“‘"‘+a“t.a"""+----+ﬂ“ﬂ-—=+d3+ﬂ“m—‘-a“+d“m.ﬂ+1 5

essendosi qui voluti indicare colle lettere o, Tay W3y ee =2
Tozy Tom—i s Tom dei multipli different di (m +1) facili d'al-
tronde a determinarsi secondo i varii valor particolari che
Jintendono attriboire ad m ed n.

Fa d uopo ancora osservare che, per essere I espres-

sione (2) eguale ad
a™tt -1

a—1

i ha che (@™**—1) ¢ divisibile per iale polinomio € quindi,
se indichiamo con S il valore della somma (2) ¢ con b la
differenza (a —1), si dovra avere

' = bS + 1.

Ma sappramo eziandio che @™, @™, a®t ..., @M, aTm—3, A"m
rappresentano delle potenze di a™** con esponenti interl €
positivi; e daltra parte un nolissimo teorema di aritmetica
insegna che quando un NUMETO diviso per un altro da per
resto 1, anche qualsiasi potenza (con esponente intero € po-
sitivo) di detto numero, divisa per lo stesso divisore, deve
dare per resto 1, dunque, chiamando ordinatamente by, ba;

D3y seeeyOmezs Omeas b, i quozienh delle divisionl

a™ a2 a’s atm— A" m— i Tm

S$’§' s s s TS

S § §8°
il polinomio (1) si potra ancora scrivere CoSl
(1") (B,S + 1) @™ + (S + 1) a™" + (bS8 +1)a" " Feeae
s (bp_S+1)a +{bpS+1)a + (,,S + 1) @ + 1.

Ricordando per ultimo che S rappresenia i1 valore dell'es-
pressione (2), Sintenderh aséai facilmente che 1l polinom:o (a"")
equivale al seguente prodotio

(b,a™ + b,a™ ™" + Daa™ 2 # eeune +0pn@ + by @ +b_a~+1)5,

e che in consegnenza il polinomio (1) ¢ divisibile per il po-
linomio (2)-

o. TEORENA. Se a & un numero intero qualunque €
sono om ed n numeri primi fra di loro, Pespressione
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(i)ﬂizm—xjn_ﬂizm:n}n+El‘ﬂm—&}n__ _a{:m—:&]n + gl 2m=—2hy)n

erein remasls

+a™ g+ a"—

rappresenta un numero divisibile per quello rappreﬂmatq
dall’espressione

BITY e T 2Mm—2
(ﬂ)a —a +ﬂﬂ'm""3__,‘.-"+Hﬂ“—=h—?l_-'-- "I"Ea"'an"l‘ﬂ_l-

Invero, posto mente che il binomio a2™ - & uguale al pro-
dotto del polinomio (2) per il binomio @ +1 e goindi che

a’™ = bP + i,

ove P indica il polinomio (2) ed ¢ b=a+1; e posto -ancora

menle che
n=amg+r,

dove ¢ el 7 rappresentano rispettivamente il quoziente ed

: auls 7
il resto della .ﬂlns:unez—n—z, g potendo anche essere mullo,

mentre dev'essere 7 primo con 27 e minore di 2m, con pros
cesso analoge a quello tenuto nel dimostrare la ;;rupnsi'z'ig.ﬁe
precedente, si trasformerh il polinomio (1) in un altro di
questa forma | '

(1”') ‘#) a™, g m—=1 _ a*a, ﬂﬂ-_'lﬂl-ﬂpﬂ. ﬂ:lmqj_'_uu

— ﬂ'ﬂzﬁ. ﬂﬂm—ﬂu& . a“ﬂl‘-.—l. ﬂ,ﬂﬂl——ﬂl—nl b

+ @8, @’ — aTan— @* + @"am—1, g — 1,

(*) Per intendere ¢che i segni del pofinomio (1" i guali
80RO siati it_:l 8580 snri?ﬁ, banlﬁunaidﬁ'uré rll]::eu ifl-rlLﬁﬁi::;::::ﬂeq?;llﬁgﬁﬁﬂ
del pofimomie (1), per esemPio i due termini — g@=—2he 4 ptem—2h—1)n j
quali, per essare n = 2myg 4+ 7, 81 mulang rispeltivamente in questi altri

(3) — alTr—ahamy s o tam—ah)r + @i2m~2i—tjamq o piam—al—y)r

([Iﬂl:jlamngﬂi f{dinalamente ¢" ed r" il quoziente ed il resto della divisione
S— r y . . ‘. : : —
— » eg’,r'il quoziente ed il resto della divisione fm. ot
st dovra avere (3m—2h — 1)r = 2mg'' 4+ ', (2m — 2h)r = 2mq’ ' r', d i
_ = , (1a cui
SEgue, per essere r primo con 2m, che 1'% un numerp impafi,-td r' & un
nuinero pari. Irattanto, se indichiamo con = =i 3 Famege: 1 multipli di 2m
dali f:ls%lle espression) (2m— 24) Zmyg + qur, (2 — 24 — 1)2mq <+ 2mg'’ i
termini (3) si riducono a questi altri — @™ Cat,a"am—r, @™, dei
quali si vede che & negativo quello che contiene il secondo fattore 1;
i = ] mn
Eﬁﬂm}me!];enaﬁn (r'< ‘B}njﬁ 2 pomtn:ll‘nllru che contiene il secondo fattore a
_ e dmpari (r 2m), i di b ini
polinaie (1), p m) tretlanto si dica degli altri termini del
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M cul Tyy Ty T3y eers Taky Tajhprs = Tam—31 Tam—2> ﬂ’m,_l
rappresentano dei multipli di em; e guind: il pelinomio (1)
si -pplra semvere

(im) (b‘IP + l)' a- —(me + l) g ('bap + ’)Jﬂnm—-il__"”_
— (DagP + 1) @ (Bagy P+ 1) a*m Mt
v (Dan_3P + 1) @ = (bam—sP + )a*+ (b, P+r1)a—1;

essendo b; ) bzl b.‘l: T 1b:.&1 b:ﬁ+1 y mre oy bzm—?n y bum—::l“ b:m——:
i (uezienti incompleti delle divisiont

a™ o™ a a®x  aTahr aTam—a aN2m—!

P P P°

li--l-, 1.'-.--1- , ¥

P’ P | P P

I lwlinumiu (1) equivalﬂ cive a ((nesto prmlnttﬂ

PI (b Iﬂﬂm‘l—b:ﬂzm— 1+b=ﬂnm—3_ RN |_b2h“$m_2ﬁ+ bz&_l_lﬂm*:ﬁ_l_. .o

3

+ b,z ~ b o @ + bapy at+ 1),

il quale dimostra appunio qunanto si ¢ asserito nel leo-

rema [N® 2].

2. Teougua. Se a & un numero intero qualungue e sono
sm 42 ed n due numeri primi fra di luro, lespressione

(i) H:mu_ﬂiim-—l]n +Hl:1m—:a}n_ — +ﬂiam—2ft}u _ﬂ{:muzﬁ—”n 1
-7 4 a4 =g +1

rappresenta un numero divisibile per quﬁ'”ﬂ rappresentato
dall’espressione

(2) a*™—a* " T4a®™ T = ﬂ“""‘:ﬁ—ﬂz"‘"‘""_' + aeee— @ +@*—a-+i.

Infatti, indicando rispettivamenle con ¢ ed r il guoziente

) L B .- n = %
ed il resto della divisione » s1 dovra avere
A+ 2
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s iy na.—_.{lm-vza)q-!-r,-

r essendo un numero primo con (Am + 2), ossia primo con 2

€ con (am + 1), € ¢ un pumero intero ovvero anche zero.
Designati - poscia con P,,, P, ., Ponegsiveeviy Pageat's

Pineab=qy onr Bsiy By Py 1 prodoiti di (4m +2)g rispeltiva-

mente per 2m, em—i, 2m-2, .... , am-2h, em—-2h—,...., 3, 2, 1,

1l polinomio (1) potra scriversi

@ 2.0 s @V g g, @B L P glam—ahir
(1)

— @ s, g2M=b—)r B o8r R a’ —a'r.a” +1

Giova frattanto osservare che essendo r primo con #m + 1,

1 2m prodotti
2mry (2m—A)r, (3m~g)r, .... (am—sh)r, (2m—2h—1)r, ...., 3r,2r, r

divisi per 2m + 1 devono dare 2m resti differenti, e siccome
questi resti non possono essere superiori a 2m, COsi essi,
scritti per ordine decrescente; sono

(3) Em' ﬂm_"’. Iﬂﬂl—ﬂ,u..,m—ﬂk, BIH-—BJZ-“!, "hew ,3; 2: i.

anauiqr{amu ora due termini successivi del pqiinumiﬂ (1),
per eaé!npin

(‘_) +EPII 2h, a[:lm-—:ah}r e -I'Irlm = alim—zﬁ—ﬂri

siano rispettivamente g, ed r, il quoziente ed il resto della
(2 — 2k)r
am + 1
o (2m =2k ) . .
divisione ; sara percio
Em.-l- i i

divisione s € g,, r, il quoziente ed il resto della

(2m —ﬂf{i)ré @m+1)g, +r; (2m ~ 2 ~1)r = (2m + 1}g,+7r;,
e quindi i due termini (1) st muleranno in
(8) + @am—ah FOAMEN, 3 Ty & — GPomehmy HAED, o ory

Essendo (2m —~ 22)r un pamero Pari; (2m — ot — 1)r e (2m -+ 1)
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due numeri impari, segue che i pumeri ¢, ed r; 0 sono en-
trambi pari, ovvero entrambi impari; mentre invece nno del
numeri g,, 7, ¢ pari e laltro & impari..

Chiamando g, r", i valori di ¢, ed r; quando quest
due numeri - sono -pari, e ¢y, r'y i valori di quests stessi
numeri g,, r, quando essi sono impari; ¢";, r'y i valori di
g,y 7, quando il primo di questi numeri & pari e Faltro e
impari, € ¢'as P51 valori di questi stessi numeri ¢,, T
quando I'mno & dispari ed il secondo pari, e ponendo

“”:aﬁ = P:m—:ﬁ + (Em ¥ 1)‘?”: ’ “rnﬁ e an—-:# " (ﬂm i ’)qu ’

“”::lﬁ-—i - Pm—:ﬁ—-: i (m > ‘-')‘?”:n ﬂJn.&—-: =¥ ymab— "t [m+i)qli

avremo che =’ e n',s_, Tappresentano due multipli di (4m-+2),
e che 7'y, Wz, Tappresentano due mumeri impari entramb;
multipli di (2m-+1).

Segue percio che il primo dei termini (5) & uguale a

+a™h. a™'  ovvero a  + a™*. ay
ed il secondo termine & ugunle a
— g™ " ovvero a —a"#—1a’i.

Sappiamo poi che (a*™* +1) ¢ ugnale al prodotto del
polinomio (2) per i1 binomio (z + 1); scaturisce quindi che
a®™+* rappresenta un multiplo del polinomio (3) diminuito
tale multiplo di 1; ossia se indichiamo con A il valore del
polinomio (2) e com % un numero intero tale che (k- 1)A
esprima il massimo multiplo di A che sia contenute in gk,

si dovra avere
ﬂﬂﬂl'l'l =kA - "-

Sara percio a'™+* pn multiplo di A aumenlato di 1, e per
conseguenza qualunque potenza di @¥™*? dev'essere eguale
ad un multiplo di A aumentato di 1. Mentre invece yuna-
jupque polenza imparl di a*+' dev'essere eguale ad un

multiplo di A diminuito di t. Sara cio¢
] ‘ I
ﬂ“*ﬂa [ ZI'A' -+ 'lj ﬂﬂ;bSP-IA. — l, I‘.'I“I?"i—'1= ZIA + i, a“bl—l=F=A. - i,

dove A, As, Hyio Pq designano numeri ioterl.
Laonde potremo scrivere
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() a"naVe et ve, a™h.a" = p, Aa"i ~ a1,

{'f} — ﬂ":'bl’;—-l.ﬂ.r_': . ""'lnAll’ﬂ:—ﬂ";r —n"'ﬂ-—-r.a’g — ""P':Aﬂr":’l +ﬂr£
' (3 W "

Rammentiamo che ';, r/, rappresentano due numeri impari
della serie (3), e che »,”, r," rappresentano due numeri pari
di quedta. siessa ‘serie; ricordiamo altresi che 1 sm predolti
SIMr, (2 —A)yeier, 37, F divisi per (2m + 1) danoo lulbi resti
differenth, g, sara fagile il comprendere che come dai tenmini
(4 81 & addivenuli ai secondi membri delle eguaglianze (8)
e (7), 'cosi 'con processv perfettamente identico si viene a
scompocre, ognono dei primi 2w lermiui del polinomio (1)
in due aliri di cui ono sara multiplo di A e l'aliro sarh
una ‘potenza.di 2 con espouente eguale ad uno dei mumeri
defla’ Serie ' {3). Tutte queste 2m potenze di @ avranno es-
ponendi differenti e quclle di esse che sono affette da espo-
nedli pari, vauno prese positivamente, mentre le altre avenli
esponent! ‘imparl ¥anno prese negativamente. .

In tal modo coi primi 2m termini del polinomio (1) si
ottiene. la somma di due polinomi composti ciascuno di 2m
termini, "d¥ cni i termini dell’uno sono tutti multipli di A
ed i fermini dell’altro sono gli stessi am primi lermini del
polimomie; (3) 'scritti rispettivamente cogli stessi- segni che
hanoo; m - tule polinomio. Aggiunte quindi :alla somma . di
codesti ‘due - polinomi I'ultimo termine del -pelinomio (t).,
ayremo che al polinomio (1) si trasforma nella somma di dee
pohinomi deb quali i 2m termini dell uno somo tutlti multi-
phi di A, ed dl valore dell’altro & appunte A. Dungue il
polinomio (1') e per conseguenza ancora il suo equivalente
espresso dal simbolo (1) & divisibile per il polinomio espresso
dal simbolo (2), 11 che prova appunto quanto cli eravamo pro-
posti di dimostrare. "

1. E noto che se una funzione intera di grado 72 si an-
nulla per m + 1 valori della variabile, essa & i1denticamente
nulla, Da ci6 segue che se tre funzioni intere d'una stessa
variabile, ¢, ¢, #, sono tali che, per ogui valore intere
attribuito alta variabile, il valore corrispondente di ¢ sia
eguale al prodotto dei valori corrispondenti di ¢ e 0, sara
identicamente ¢ =¢ 8. Percid dai teoremi dimostrali risul-
teranne 1 seguent :

‘. i



1. Se gl interi n ed m +1 sono .primi fra loro il po-
linomio
I._n:m. i -Itrn--l}u + xtn"—alu_'_ e —K:n + 1' + 1
e divisibile péf pa!irrdmiu

x® + ¥ 4 .+ X+ X+, *)

11. Se gli interi 2m ed  sono primi fra loro, il po-
linomio

R’{::m'——ﬂn o El!llﬂ-n}n 0 Ii:n—fﬂn - 4 1311 -3y X" —

¢ divisibile pel polinomio
(am—t g3y gD g x0 — X7 X

111, Se gli interi im+2 ed n sono primi fra loro, il
polinomio

R Sl Gt gam=am x4 x?-x
& divisibile pel polinomio

g2® _ 20T g x30=2 e - 2+ X>—-X + 1.

Prof. Sterano GATTI.

.

(*) Questo teorema si irova fra gli esercizi proposti nell’ Algebra del
Bertrand al Cap. XI1L




