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Si osservi che il lato A ¥ dev'essere perpendicolare ad OX, o quindi che

(3) Y —A=yi(0— X)

dove y € un numero reale conveniente, esso pure da deferminarsi. Poiché
0 —X=(0—A) — (R— A) — (X — R), tenendo conto di questi tre vet-
tori gia trovati, si ha: O — X =T — (w4 if)J — t(h+ik)/: e quindi,
sostituendo nells precedente formola (3),

(4) Y—=A+yi(I —al— Bil — thl — thil)
—A4+yP+it) ] +y(l —a— th)il

La (2) e la (4) rappresentano entrambe Y, e quindi devono fornire per esso
uguall coordinate, essendo lo stesso il punto di riferimento A ; sard dunque :

tht+a=yP+tk), e+ith+B=y(l —th— ),

equazionl che ci danno = &d y in funziene di numeri dati e di ¢ variabile.
Ricavando la « si ha:

__(th 4 w) (1 — th— w) — (th +B)®
sl t.&+ﬂ ’

¢ questo valore di = posto nella (2) da:

(th+a)(l —th—ua)

T 7.

(5) Y—A+ (th+al+

Ponendo A, — A 4~ a7, punto noto, e sviluppando,

— (1l —20)ht+ (« —EEJ”

(6) Y =A, + htI+ A+ B

Questa relazione, facendo variare t, d4 per Y un luogo di 2° ordine, che si vede
facilmente essere un'iperbole, una parabols, 0 una retta.

Le intersezioni di tale Inogo colls retta 7, su cui deve trovarsi Y, danno le
posizioni di questo vertice. Vi somo dungue in generale due & non pint di due
triangoli che soddisfano alla condizioni volute: eccsito se il luogo (6) & una
retta che coineide con 7,, nel gual éaso somo infiniti.

Osservasione. T facile vedere che il easo della parabola si ha quando-la (6)
assame la forma ¥ =P +¢I, + ¢I,, con I, ed I, vettori non paralleli,
r ed s numeri costanti, il che avviene per 2 = 0, ciod quando A O é parallels
ad Z,. Il caso della retis si ha quindn la(G)edeltipo Y =Q47F#)(rI+siI),
con r ed s ancora costanti, per il che oceorre: - 1° che il coefficiente di i/
sia di 1° grado in ¢, e quindi sia il numeratore divisibile per il demominatore;
cid accade gnando ﬁ:cm_; A
che sma A =10, cioé che A0 sia perpendicolare ad i . Gid s1 otliene con faci-
litd anche direitamente.

nel qual caso il punto O & su 4,; — 2% 0



106." Dimostrave che se n 6 b sono duc interi gualungue primi tra loro
ed n & pure un miero primo con a, le due serie

a+Db, 2a--b, 3a+b,...., na+b
11 2, 3,...., n

contengono [0 seesso numero di terming primy con n,
(U. Searreis).

Dimostrazione del sig. N, Bottini, alanno del R. Istituto tecnico di Chisti.

Due numeri della prima serie divisi per #, non danno resti ugnali; infatti
se hay- b, ka4 b, dessero resti uguali (essendo 0 <& (& {n-1), 1a loro
differenza (kX — &) a sarebbe divisibile per #, e quindi, poiché @ & primo con
7, & — k divisibile per =, il che & Impossibile a motivo di k=i n,

Percid se i numeri della prima serie, divisi per #, danno rispattivamente
1 resti

Prs. Fay Fasosss P

dovendo essere questi minori di » e a due a due disuguali, saranno i numeri
(l) ﬂ' l, 2,;-.- ﬂ"'—.l-

Ora poiché rx & resto della divisione di Ag b per », 8¢ ha-¥ ed » sono
primi fra loro, sono tali anche 7 ed ry o reciprocamente, perché i divisori co-
muni dell'una coppia di nomeri sono anche i divisori dellalira.

Percid rimane dimostrato che tanti numeri primi con » si trovano nella
Prima serie quanti se ne trovano nella sarie (1) e quindi anche in quella proposts.

Il sig. G. Trapani, alunmo del R. Istitato nautico di Catanis, ad una ana-

loga soluzione, aggiunge la seguente osservamione. Poiché nella dimostraziona

non si tien conto che ¢ sia primo con b, la quistione proposta pud enunciarsi
pill generalmente cosi: se 2 e & sono due interi ed 2 & primo con #u, le due
sarie
a--b, 2a - b, da+b,...., na+b
1, 2 F2 U n

contengono lo stesso numero di termini primi con 2,
107", Se n ¢ una potenza intere Qi 2, s¢ cioé n=— 2% la somma delle

prime n potense di un numero qualsivoghia a, la potensa zero inclusavi, é
data dal prodotio dei k jattors '

(I+a)A+ad) (I 4+ (140, . . ... (1 +at*—}),

Dimostrazione dei Sigg. C. Chigiotti, alunno del R. Istituto tecmico di Chieti:
Gr. Candido e D. de PBlasi, alunni del R. Liceo di Lecce; e R. Pabma, stu-
dente nellz K. Universitd di Napoli,

........
=, '
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Moltiplicando membro a memhro le seguents identifa :

] =i ] — i ] — gt®
s | e — i
1 ﬂ—i i n’ I ﬂ!—.l Iﬂ ,.l'-.] ai—l

~— | +-ﬂ!t_.li

¢ semplificando la frazione che si presenta al |° membro, si ottiene :

1 — gk

—a =0+ Q+a)..... (14+a*,

e poiché } primo membro & anche eguale a
l+a+at—4 .. .., 41

risulta cosi dimostrate il teorema (").

108, 8¢ in un quadrangolo, le cwi diagonali sono perpendicolari 'una
all'glira, & inseritto un quadrate coi lati paratleli a queste diagonali, il doppio
del lato del guadrato ¢ medio armonico fra te diagonuli del guadrangoio.

(A. BALDASSARRE).

Dimostrazione del Sig, E. Colonna, alunno del R. Istitnto teenico di Chieti.,

Sieno 4 e d’ le diagonali del quadrangolo, { il lato del quoadrato iseriito :
sis. AR un lsto del guadrangolo, e € il vertice del guadrato situato su questo
lato. Da due coppie di triangoli simili naseono le proporzioni :

l AC [ ChB

—
B e —
T

d  AB°’ & AR’
dalle quali, addizionando :

l ! AC 4 CR
Ttz

] .
k

AR
e guindi
1 1 2
T SE?

la gqusle uguaglianza dimostra il teorema ("2

NoTa peELza R, — Se 1] quedrangolo dato, A BCD, ha le diagonali neusli,
il centro di AF & vertice del quadrato inseritto. Se invece le diagonali sono
disuguali e si tagliano in O, ed & DR > AC ed AO < 0D, ¢id che pud
sempre supporsi, si prenda su DB il segments DE — AC, su 04 il segmento
OF = 0D ¢ per F si conduca F@G paraliela & DB, a tagliare DA in 3,
GE sega A B nel punto che & vestice del quadrato inserifto.

Da quesia semplice costruzione $ dalla proprietd enunciats nella quistione,
risulia una facile soluzione del problema : Costruire i segmento medio armao-
nico fra due segmenti dati,

(*) Alkre svluzioni pervemmero dal Big. P. Marano, studente a Catania e & Trapani, alumo
el R. Isi. Dautloo Catania.
(**) Bolurion! Al quests qnistions vennoro pure inviats da 7. Colwmdo (E.1stituto teos. Fogyin),

E. & Riewi (R, Liooo Barl), 6, Russd Ruggi (R. Istliuto tse. Foggia), G. Trapani (R. Istitoio nan-
tloo Catamis),
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109°. Se dal vertice d'un triangolo si tirano alla dase le due rette for-
manii con essa angoli uguali ¢ quello al vertice, si hanno due triangoli simiki
fra loro e al dato : un poligono costruito sulla base sta alla somma dei pokigoni
simili ¢ similmente descritti sugh altri due lati, come la base sta alla somma
dei due lati dei due nuovi triangoli, che giacciono su di essa (")
(L Amarm).

Soluzioni analoghe da G. Faceiolli, alunno del R. Istituto tecnico di Chieti ;
&, Candido, alomno del R. Liceo di Lecee; V. Columbo ed E. . Ricei, alunni
del R. Liceo di Bari: @G. Lrapani, alunno del R. Istituto nautico di Catania.

Sia il triangolo ABC: si costruisca in A l'angolo BAA, eguale a C,
dalla stessa banda del triangolo rispetto alla retta AB; A A, incontrera 1a BC
nells direzione BC in un punto A, ; 1 due triangoli BAA , BCA sono egui-
angoli, quindi I'angolo AA B & eguale all'angolo BAC, ossia AA, ¢ ona
delle rette delle quali parla il quesito. Dalls similituding de; triangoli si ha:

BC: BA = BA:BA,. (1)

Se con modo analogo si costruisce la seconda refta AA,, la quale incontri
in 4, Ia BC, si conchinde che i triangoli CAA,, CBA sono simili e

BG;AC.':AG:AEC. (2)

Sieno P, Q, R i poligoni simili costruiti su BC, BA, AC presi come lafi
omologhi.

Ora, poiché un poligono stz a un poligono sirile come wn lato del primo
sta alla terza proporziouale dopo quel lato e il suo omologo, da (1) e (2)
deducesi

P:Q=BC:BA, P:R=BC:4,C
0 anche
Q BA, R A,C
P " RBC ? P BC
dalle quali addizionando

Q4+ R BA 4 A,C
P BC

che dimostrs il teorema ().

e R R e g

Sono pervenute inoltre le solnzioni seguenti : quistione 111, dal Sig. 8. Cs-
lania; 138, F, Pglatini; 120°. L. Perrotti; 121", F. Sterca: 124°, L. Perrotsi ;
125°. G. Onesti, A. Perrucei, T, Slerca: 128. . Santacroce; 127. 8. Catania,
D...., F. Marigntoni, F. Palatini, G. Santacroce; 128, G. Candido, V. Co-

(¥) Questa proposisione pnd eonslderarsi come una generalizzasione del teerems dl Pitagora.
(14 nna generallzzasione del leorema stesso trovasl In Paero, nel libro IV delle sue Oollesioni
malemaliche. Qmesto teoremn Al Pappo viene riporiato anche dal ComManpmso mel spo Euelide in
una nois alla prop. XXXI del VI llbro. Vedl a gqueeic propesito gll Elementi ¢ matematica del
Havrzee. Plan. § 9,7, (L AMALDI)

(™) Un'altra solusiome yenne lovistz dal Sig. A. Buldassarre, studentie nella R, Unfveraltd dt
Nupoli,
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lumbo, E. de Vito, L. Perrotti, F. Restucei, E. Q. Ricei, (7, Russi Ruggi,
G. Trapani; 129°_ G. Candido, E. de Vito, G, F. Farruggio, L. Perrotti,
E. G. Ricei, G. Trapani; 130°. E. dz Vito; 13Y". G. Candido, V., Columbo,
G. F. Farruggio, D. Pacilli, L, Peryotti, . G. Ricei, (3. Trapani — soluzioni

alle quali verrd data evasione nei fascicoli venturi.
La Redazione.

QUISTIONI PROPOSTE O

138 . Risolvere 'egnazione
2! —T(e—1P.2. (z4+1p=a.
F. Giupick.
133. Se il triangolo A B C ruota attorno ad un punto K del

sno piano ed & A'B'(”’ una nunova gna posizione, ¢ se inoltre «, @,y
sono 1 punti d’incontro rispettivamente di BC con B'(”, di (A eon
C’A" ¢ i AB con A'B’, si ha che:
19 se K & i1 punte di Lemoine (o punto d*incontro delle sime-
diane) del triangolo AB C, ¢ anche il baricentro del triangolo afy ;
2% se K & un punto di Broeard del triangolo 4 B (', & pure
un punfo di Brocard del triangolo zfy, 1 quale & simile ad ABC.,

(. RiBoni.
134” Eliminare % ¢ v dalle tre equazioni
EV—E 1 Y A
11—zt u 1 —§1—u
X 4l — E Fi— 1 — v
1 — u# 0
)34 i z.-." : !.?3 33 — 1
D. Bmsso.

135" Se in un triangolo rettangolo si deserive un cerchioc che
sin tangente all' ipotenusa e sottenda un cateto, 11 triangolo che ha
per vertice un punto qualunque del eerchio e per base 1l cafeto sotteso,
¢ equivalente al triangolo chesha per vertici le proiezioni del medesimo

punto sui tre lati del triangolo rettangolo (**).
P. Morino.

(¥) Le guestionl contrassegnste eon asterlsco somo esclusivamente indirlzzate agli alannt delle
noetra semole,
(**) Yedl a proposito Al qnesta questione il tema n. & & pag. 137 el Periodico, Au, VI, 1891,

e o B
14
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

. Z. REGO10. — Complements di Geometria proposti come libro di testo pel se-
condo biennio degli Istiluti teenici e come avviamento ai corsi superiori ai gio-
vani licenziand: dei Licei e degli lstituti. — Treviso, L. Zoppelli, 1891. L. 3.

Da molto tempo si sentiva il bisogno di avere un libro come (questo, che
raccogliesse cioé da molti libri le varie teorie complementart di geometria pre-
seritte dal programmi dei nostri Istituti tecniei (2° biennio); e percid guando
I' A, promise questa pubblicazione, tuiti 1'atiesero con vivo interesse.

B innanzi totto osserve che la compilazione di un tal libro presenta serie
difficoltd, sia per svolgere i programmi vigenti senza invadere troppo il campo
dell' insegnamento universitario, sia per dare una certa unith di metodo a un
hbro che tratta cosi disparati argomenti. Con tutto cid il ch®. A. ha saputo
svolgere con giusta misura e abilmenie condurre il lavoro, allargando tal-
volta opportunsmente i limiti imposti dai programmi. Peres. tutto il libro 1°
« Relazioni segmentarie » tratia i argomenti estranei ai programm?, ma che
compendiane nozioni elementari assai utili come introduzione allo studio della
geomelria projettiva che i giovani dovranno fare all'Universita. Vi trovo infatti
il « Principio del segni » relativi ai segmenti di una stessa retfa, e in seguito
1 teoremi di Menelao, di Ceva e quello di Desargues sni triangol: prospettivi,
non che 1l concetto di forma armonica, il quale & esposto nel § 3 « Rapporto
Armonieo »; in questo stesso § trovo anche un cenno del rapporlo anarmonico
di 4 panti qualunque i una retta, cenno che poleva essere forse sviluppato
maggiormente, visto che I'A, ha rieavato la dimostrazione che gualunque proje—
zione di uns forma armonica é una forma armonics, dal carattere projettivo del
rapporio anarmonico. I1 § 4 « Trasversali nel cerchio — Asse radicale » quan-
ianque non abbia nesso coi §§ precedenti, & opportuno: anzi sarebbe stato de-
siderabile avesse avuto pii ampio sviluppo mettendo in evidenza i fasci o le
reti di cerchi. Perché poi 1'A. a proposito di relazioni segmentarie non ha dato
anche il fecondo teorema di Stewart ? Note perd con placers che 1 molil ocser-
cizi relativi a guestv libro suppliscono in gran perle alle lacune che vi si pos-
sono trovare,

Il libro 2° « Figure eguali, simmetriche, simili, prospettive e inverse » guanto
agli argomenti risponde ampiamente ai programmi, i quali non richiederebbaro
lo studio della prospettivith e dell’ inversione ; perd non so comprendere perché
nella teoma dell'eguaglianza delle figure piane I'A. abbia considerato le figure
inversamente eguali soitanto nel caso della simmetria rispetto ad una retia. Mi
spiego invece perché I'A, abbia dovito accennare appenn  all'egnaglianza delle
figure nello spazio, osservando che questa teoria richiede guella dall'eguaglianza
delle figure sferiche, lp quale, secondo il piano dell’opera, non peteva trovar
posto che mel libro 4°. La similitudine nel piano (specialmente la diretta e il
suo easo particolare Vomotetia) & trattata abbastanza diffusaments e con belle
applicazioni ; mentre, per la solita ragione, la similitudine nello spazio é himi-
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tata al caso dell'omotetia. 1l § 5 « Figure prospettive » & una praparazione alla
teoria delle coniche e alla geometria descritliva. E a proposito delle geometiria de-
scrittiva noto che I'A. non ha creduto di syolgere le poche nozioni richieste dai
programmi; il che & da deplorarsi, anche perché, s parer mio, manea un trattatello
opportuno su questa materia, essendo ormai i Manuali Hoepli dell’ Aschieri e i
« Primi Elementi di Geometria projettiva e descrittiva » del Murer non conformi
agh ultimi programmi. Ritornando al libro 2°, debbo lodare I'A. per aver trattato
delle « Figure inverse » lanto utili nella risolnzione di molti ed importanti problemi.

11 libro 3° « Descrizione di coniche » mi sembra nella sua breviti plena-
mente rispondente alle poche esigenze del programmi: i due ultimi §§ di quesio
libro « Goniche simili » ¢ « Curvatura di uns linea piana » sono forse superfiui,

11 Libro 4° « Figure sfericho » svolge il comma 2° del programma di geo-
metria della IV classe; vi & di superfluo i1 § 10 « Concetto di curvatura di
una lines sferica » e forse fuori posto il § 11 « Piano radicals »,

L' A. non ba creduto di svolgere i comma 3° (aree e volumi di figure sfe-
riche) e 4° (poliedri) del programma di geometria della 1V classe, forse perché
sl trovano sviluppali negli ordinari irattati di geometria elementave,

Il volume termina con una raccolia di 56 esereizi, che sono bellissimi ed
un necessario complemanto alle teorie trattate; pero avrel desiderato cle quesii
fossero slali distribuiti per libri, onde facilitare all’ insegnante la loro scalta appro-
priata alla materia svolia. Se gli esercizi sulle coniche, in numero di due, po-
tranno parere scarsl, i0 non sarei per farne appunto all'A., perché I'argomento
¢ di secondaria importanza negli Istituli tecnici, e la stessa trattazione elemen-
tare Limila grandemente le guistioni che si possono proporre su quesio soggetio.

In previsione di una 2° edizione & questi bei Complementi di Geometria,
credo far cosa grata al ch’, A. richiamando la sua attensione sopra aleune lievi
dimenticanze incorse nell'emunciato di qualche esercizio, Per as. nell'ssercizio B
non ¢ detto espressamente ¢id che s’ intende per polo e polare rispeito ad un
cerchio; e nell'esercizio 16 non & detto che il punto m deve stare sulla retts
dei segmenti dati, cid che & necessario per la validitd del teorema ().

(%) L'esercizio owl seeguno & il seguenic, « Quando svuo dadl 57 uns refla trae ApgTnemii
aa’, Bb', a¢” e i loro pontt di me=z30. che rispattivamente inflichsrsme com @, fi, ) Indicando con
”m TR punio si &vra la relazione

ma. ma . BY - mb.md, Y o mo. me'. %P = cost., eon,> . o w o (1)

Ora questa relasions ¢ valids se m ¢ sulle refta dai segmenti, tenuio condo benintese del segni di
ma, ma oct.. Bo w fosse gualungue, la relaslone ds svatituirsi alls (1), & di oni Ia (1) & non caso
particolare, sarehbe

mn.mu'.muun'.ﬂT +mb.mb.cosdmB. Y% 4 meme . coneme. AP —eost, . . ()
che gl ricava facllments dal teorema di Mewart applicato al punt &, fj, Ts m e dalle relazioni
mal — ;:?t + ma.ma,eo8 ama’ e almlll,
Se le (1) & (8) potessero coeslsiere per qualungue posteione dl m, 8l dovrebbe mvere anche
0 . mu'.mié ama.BY S mb.md, sent -:— hmb'. Tﬂ-+mu.n¢'.lan2% eme'. B = oont :

ma facende & —= 0, o — ¢', sl avrebbe

i
Mma.ma’. wen” 3z ﬂ.-n'.ﬂ"f: eoat. ;

rolazicne manifestamente sarurda, glacehd per ama = 0, si trova eost,—= 0, cid che non pud essere
per ama’ diverso da 0. Dungue 1a (1) non wussisie per nos poslzipne arbitraria dl m nello spaslo.
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Credo che gli Egregi Professori dei nostri Istituti tecnici, adottando questo

libro come testo, troveranno molio agevolato il loro ecompilo.
(. Rozzonino.

Dorr. UMBERTO SCARPIS. — Il problema della divizsione della circonferensa
esposto elementarmente, — Savona, Tip. Bertoloito, 1891,

In questo lavoro il Dott. Scarpis si & proposto di svolgere 1n modo elemen-
tare e di rendere quindi aceessibile alle menti dei giovani studiosi il problema
della divisione della circonferenza in parti eguali, problema che forma uno dei
eapiioll pilt interessanti ed originali delle Disquisitiones Arithmeticae di Gauss e
che e sviluppato ampiamente anche dal Bachmann nella sua opera Die Lehre
von der Kreistheilung.,

Lodevole invero & lo scopo propostesi dall'autore tanto Pz se si riflette che
un {al problema va annoverato fra 1 pia interessanti nells storia della matema-
tica, come uno di quelli che misero maggiormente in luce Ia potenza deil'ana—
lisi nello studio di questioni geometriche.

Se 1'autore sia completamente riuscito nel suo intento, non credersi di po-
terlo con sicurezza affermare, tanto pit che il lavoro contiene frequentl errori
di stampa e risenie alquanto i difetti di una frettolosa compilazione: certo perd
¢ meritevole di elogio e conforme alle intenzioni =ue, quella prima parte del
lavoro, in ew si prepara il materiale per la risoluzione dell'equazione binomia
#? = 1, essendo p un numero primo.

Il lavoro si ecompone di quattro capitoli esposii in 72 pagine, e di questi
S0n0 particolarmente notevolii primi due e parte del 3°; inquantoché i risultati con-
tenuil in essi, benché noti quasi tutti, sono spesso ottenuti con metodo originale,

Nel primo capitolo, stabilite le proprietd delle somme di potenze e dei pro-
dotti ad + ad + dei numeri

(1) , 2, 3,....p—1

dove p denota sempre un numero primo, I'mutore arriva all importante con-
clusione che il pin piceolo esponente » pel quale le potenze »™ dei numeri (1)
sone congrne all'nnitd (med, p) & precisamente » — 1. 1 teoremi di Wilson e
quello i Fermat sono dedotti come casi particolar: di tali sonuve e prodotii.

Nel secondo eapilolo — Congruenze binomie — 'autore fondandosi sulle Somne
di potenze studiate nel capitolo precedents, dimostra con metodo sem plice ed in-
gegnoso che la congruenza o™ = 1 (mod. p) ha & radici incongrue essendo & il
M.C.D. dizep—1,e che i differenti residui delle polenze 1%, 2n 3n

. — 1
fﬁ = IJ", diyise per p, sono in numero di z

3 e costitmiseono le radici della
p—1 -

-

congruenza o ° = | (mod. p). A questi residui estende le proprieta delle somme di
potenze e dei prodotti ad » ad » gia stabilite per i numeri della serie ().

E ancor degne di nota in questo capitolo la forma della funzione ¢ (n) di
Gauss, stabilita coll'aiuto delle radici primitive della congruenza «® = 1 (mod, p):
Limitata dapprima al caso di # divisere di p — | e poi esiesa nel capitolo suc-
cessivo ad un intero 7 qualunque,




= {0 =

Nel capitolo terzo ~ Equazioni binomie - 1" autore studia le proprieta dei

numer: complessi 3 (A = 1, 2, 3,.... v) definiti dall’eguaglianza
s _ 2n
2p = Cc08 R— -1 8en & — ,
v L4

e, stabilite anche per essi proprieta analoghe a quelle trovate per i rtesidui di
potenze, dimosira che l'equazione 53¢ = 1, qualunque sia il suo esponente, anm-
metle sempre » ¢ v sole radici rappresentate dai nomerl complessi z; |

B notevole in questo capitolo il perfetio parallelismo stabilito fra la teoria
delle congruenze binomie e quella delle equazioni binomie sia riguardo al modo
di msoluzione, come al numero delle loro radici ed in particolare a quello delle
radicl primitive,

Il capitole secondo e la prima metd del terzo costituiscono il pregio prinei-
pale del lavoro; in essi =2 scorge la cura dell’autore di arrivare con metodi
semplici a risultali importanti; le dimostrazioni sono rigorose.

Nella seconda metd del capitolo ierzo 1' autore espone il metodo di Gauss
per la risoluzione dell'equazione binomia P = 1; nel riassunto, forse troppo
coneiso, egli segue fedelmente alcuni capitoli dell’ opera ecitata del Bachmann, e lo
dichiara esplicitamente in una nota; credo quindi, tanto per il metodo seguito,
quanto per le applicazioni ad aleuni casi particolari della divisione del cerchio
in parti eguali (per es. in 17 parti), che formano l'oggetto dell'ultimo capitolo,
di potermi dispensare dai commenti, essendo l'opera del Bachmann troppo nota
agli stodiost di questo argomento.

lo mwi aaguro che il professore Scarpis, continuando i snoi studii su guesto
imteressante soggetto, sappia apportare anche nella risoluzione dell’ equazione
@? = 1, quells sempliciia, di cui ha date prova nei primi capitoli del suo lavoro.

F. Panizza,

GIOVANNI GARBIERL Trattafo di aritmetica razionale, 28 edizione. — Pa—
dova, tip. Sacchetto, 189). Prezzo: L. 2.

Il libro del prof, Garbieri, & senza dubbio uno dei migliori del genere pub-
blicati in Italiz negli ultimi tempi. B diviso in due parti; nella prima é svolin
la, teoria der numeri iptery, nella seconda quells dei numeri frazionari,

Notevoliszsimo 1l primo capitole della prima parte, nel quale, con molia chia-
rezza, con precisione e con rigore 1'A. di ed estende il concetto di numero, che
¢ considersto dapprima come la esatth espressione della quantita delle cose i
una collezione (e 1'A. persiste a chiamarlo numere concreto), poi come ente
ideale (nwmero ostratto). In seguito, considerando il numero come risultamento
della misura di una grandezza (la qua.]e.'l'a definita cosi: tutlo cid che si pud
misurare), I'A. passa agevolmente dal concetto di numero intero a quello di numero
frazionario; ed infine, osservando giustamente che in pratica nom si presenia
altro concetfo di mumere all'infueri di quello acquistato con la operazione natu-
rale del contare, cioé di mumero intero e frazionario, perviene al concetto
purainente leorefice di numerp irrazionale.

Chiude il capitolo affermando che &l calcolo aritmetico comprende gquattro

-
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operasioni [ondameniali, dwe i COMpPOsSI3IONE, ADDIZIONE e MOLTIPLICAZIONE, €
due di scomposizione, SOTTRAZIONE € DIVISIONE: non si comprende bene adunque
perchd mello avolgere la teoria e le proprietd delle quatire operazioni non abbia
seguito l'ordine col quale ce le ha presentate, 0 non abbia fatto almeno cennc
deila corrispondenza di guelle proprieta.

Nella addizione molto logicamentie ed Opporfunamente fa precedere 1a defini-
zione (i addizione da quella di somméa; perché non ha fattoe analoga cosa per
le altre operazioni?

Seguendo il metodo sintetico, enuncia ¢ non dimostra la proprietd commu-
tativa e quella nssociativa delln somma (ehe impropriamente dice proprieti dells
addizione). Nellz sottrazione ammette come assioma i1 teorema: se due numeri
sono decompost in part tali che quelle del maggiore non sieno inferiori alle
corrispondenti del minore, Iy differenza dei due numeri potra otlenersi som-
mando le differenze delle pare corrispondenti; poi I'altro: la differenza di due
numeri non cambia awmentando ' uno e Valtro egualmente, asserendo, forse
troppo arbitrariamente, che anclhe guesio princigio appartiene o quelli che s
renderebbero meno chiari cercands di spiegarti. Gonsidera i teoremi relativi alla
sotirazione di somme come #nfuitivi ¢ finalmente da 1la dimosirazione del teo-
rema relativo alla sottrazione di una differenza da un Numero,

L'A. dimostra la proprietd commutativa del prodotio servendosi dells pro-
priethd distributiva, e, dopo aleune nozioni sulle potenze, introduce 1'nso delle lotiere.
 Nella divisione afferma, e non dimostra, che il resto & minore del divisore
eche se d a=b0Xg4rer< b, q ed r sono rispettivamente quoto e resio
delln divisione di a per b. La regola di questa operazione non & abbastanza
Tigorosamente spiegata.

[l capitolo terzo contiene la teoria dei divisori e mulfipli, esposta con chia-
rezza, ordineé e parsimonia di dimoatrazioni, {utte semphel e brevi, e talvolta
anche originali, come quella relativa al modo d; Otienere speditamente il resto
della divisione, per un numere quelunque, di un prodotto di due o pia fattori,

Nel § primo della seconda parte di molto opportunamente la definizione
#mbolica di frasione ¢ ne mostra la coincidenza colls definizione data nella
prima. parte wmediznte la considerazione delle grandesze. Questo primo paragratn,

dato dall’'A. come saggio del metodo analitico, ¢ una novitd mnelle aritmetiche
I

elementari. Rappresentando con 2 @ la fraziome che ha per numeratore g4
¢ per denominatore b, 1'A, deduce con facilitd, con rigore e con evidenza con-—
seguenze importanti; come la estensione del concetio di somma e differenza,

di multiplo & summultiplo ai numeri frazionari; ¢ non ommette di far vedere

1

tome 2= . a rappresenti il quoto della divisiope di a per &.

La teoria della trasformazione delle frazion: e quella dei numeri periodici
sono seguite da brevi mnozioni snj limiti, che avrebbero trovato plil neccon-
clamente il loro posto nelia appendice. L'A. dimostra, e fa cosa ottima,
Pegunglianza 7,42 = 7 + (.42, poi estende ai numeri periodici il concello di
somma, differenza, prodotto e quoto, e infine prova che ciascun numero e il
limite di un Dumerp decimale periodico.

) 3
|""'1-‘.!'-— I':. b ~

| F:'j L]
£

'ty

ey




— 111 —

Le regole per I'estrazione di radice dai quadrati e dai cubi sono dimostrate
in modo cosi elementare e chiaro, ¢ ingieme rigoroso, da rendere pit vivo il
desiderio che questa importante parte  della aritmetica sia di nnovo introdotts
nei programui pei ginnag;.

IT libro si chiude con unm appendice di cinque §§ relativi ai numeri irra.
ztonall, dei quali & appena fatto un cenno, al numeri proporzionali (), alle
grandezze proporzionali (dove I'A. non considera che rapporti interi o frazionari),
alla legge delle inverse e ai vari sistemi dj namerazione; colls legge delle in—
verse dimosira anche il seguente principlo: Si fucciana su wn soggetto tutte Je
ipotesi possilili che conducanc ad altrettante propriete distinte fra loro e dalle
ipotesi; si potranno cosi formare altretianti teoremi. Tuthi questi teoremi po-
tranno essere invertiti.

Le diverse teorie sono seguite da numerosi esercizl, quasi sempre buoni, se
non nuovi.

Qua e 14 possono scoprirsi facilmente delle mende di sostanza, &i forma e
di distribuzione della materin, che per la piccola foro importanza non mette
conto citare: non pertanto il libro del Garbieri & buono, per ordine, per chis—
vezzn, per precisione e per la semplicitd delle dimostiazioni, e diverra ottimo se
'A. avrd la pazienza di riempire gualche lacuna, di curare meglio lo sviluppo
di aleune dimostrazioni, come ad es. quella del primo teorema fondamentale per
ia ricerca del m, e. 4. di due numeri, quella relativa alla ricerca del m. c. m.
di due numeri mediante il loro m. e, d., & per chindere come sié principiato,
1l libro stesso, va considerato, & mio giundizio, come una delle migliori aritmetiche
ultimamente apparse.

Roma, 20 febbraio 1899, A. Massa.
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(Continuasione, V. pag. 81),

I1.

I1 Prof. Loria () con grande amore ha meditaje le OPOTO @i ook o
degli alemanni Hankel, Heiberg e Cantor, del britanno Allimy,
francese Tannery...., che dopo i nostri Commandino, Tartaglin, Il uyj,
corressero gli errori degli arabici volgarizzaments, restituivon, |,
proposizioni all'originale purezza e sottilmente indagaron irg)yi.
tettura del multisecolare edificio. Eudosso i Cnido, asronmy, |

llf!]

matematico, anieriore ad Euclide, si accupo- di paragonuype |, K 13-
dezze omogenee e di stahilire generali relazioni fra i SOEINem |
lineari, le superficie ed i volumi dei solidi : egli scoprl | PetRing o
I cilindri esser tripli delle piramidi o dei coni descritti co e pnyp.
aesime basi ed altezze : ided la-stupenda teorica delle Proporsion;
da Euclide nel V libre distesa o alle figure geometricha Npplien i,
neipli:bri ulteriori. i quella teorica Galileo, nell’estrema glornmt
di sua vita, ai discepoli dilucidava i passi oscuri, dettand KPOZion]
dialoghi all'affezionatissimo Torvicelli, ed illustrando Je neuly gy
gomentazioni eon rettangoli e cerchi, e con esempi tratti tlldl'nrr'rlnhjiﬂ
moto.

Laddizione delle m grandezze identiche ad 4 zeneyy L mily,
plice a.m, e la somma delle 5 grandezze pari alla } & INTITSITS
plice &.m; dove m. = significano  interi positivi. Ly KON
@~ M+ m—. . b multipla della somma a - ¢’ = 01" e
secondo m, Le coppie dei molteplici a.m, a.m, a,n, y4

L ‘nﬂ ¥
: o .
a.p,a.p,.... aggiunte rispettivamente, forniscono Jo grumliyy,

G.(m4n4p4...), a“.(m+n+p+...-J maltipli oy,

(*) L'indefesso cnliore &i storia delle msiematiche Dott. Gno Loria “"-‘E‘m“{m"“ o hy lilahiny.
tato argli At della R, Universita i Uenova una pre:zlosa Memoria sopra Nigolu Mergvia 4y,
Scuola dei matematic: che lo ebla t Jice » ancur cummendevole per il patifotileo Punslers (1) tu,
conoscere apli studiosi Cell'Tialia supesiore e cénirale I progressl del geometr] anpolebg ) .

Tiodo 1791 -1850 : lanto per le rlecrohe dl anallsi moderna, qmanto per I'invenslons ilu) Wbes Do
sintetlel

b
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a, a secondo M- n+p+4....; e se tutte le & eoppie siano
identiche alla prima risulta, le molteplici delle @ .m, & . m secondo
h esser equimulliple delle a, a’ secondo m . h. Cosi pure la diffe-
renza fra le a.m, a'.m eguaglia la differenza fra le a, @’ mol-
tiplicata per m.

Nel cercare la ragione delle grandezze geometriche a, a” Euclide
non adoperava le lor parli aliquote o summulfiple, attesoch®, ad
eccezione dei segmenti retiilinei, non sempre si possonn costrnire

per intersezioni di rette e cerchi; onde per I'elemento a di una

fignra determind solamente il summultiplo _EE:T‘ perché il suo metoro

logico era fondato nel provare l'esistenza del subiette innanzi i
svolgerne le varie deduzioni. La ragione delle grandezze omogenee
@, a disse eguale a quella delle omogenee 5, &' quando prese le
coppie equimuliiple ¢ .m, b.m delle antecedenti e le a'.n, b'. n
delle eonseguenti, sussistano le concordi relazioni z.m > a'. =,
b.m > b'.n, oppure a.m < a'.n, b.m < b.n, ovvero
a.m=@a.7n, b.m="V.n, con gl'interi m, n diversi o identici.
Ti virth di questa definizione dimosira nel VI libro i parallelogrammi
(a, b)-:’ (a, Ea')a_ aver la ragione dei lati &, &', ed i settori eir-
colari deseritti con lo stesso raggio esser proporzionali agli archi
intercetii. Indicando con ¢ la diagonale del quadrato costruito sul
segmento a, per le diseguaglianze (a, d).m > (a).m, d.m > a.m
si conchiude la proporzione (a, d) : (a) = d : @, mentre si dichiara
assurda 1'eguaglianza d.m — a.n, essendo a. d irrazionali [ra
loro. Dalla propovzione @ : ¢ =54 :¢ si tras a = b, perehé am-
metiendo @ > b esisterebbe la grandezza a.m — D .m multipla
di @ — b e maggiore della ¢, quindi b.m +c¢c < a.m: e rap-
presentando con ¢.(n — 1) I'nltima delle molteplici di ¢ non su-
peranti b.m si iroverebbe b.m < ¢.n < a.m diseguaglianze
contrarie all'ipotesi delle eguali ragioni.

Se fra i mullipli delle grandezze gunalunque a, 4/, &, J" si ab-
bano le relazioni. diseordanti a.m > a'.m, b.m < b'.n lo
grandezze sono sproporzionali, e la ragione @ :a supera b : ' ;

infatti queste differiscono fra loro a motivo delle relazioni supposte,
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ed inollre se @ : o' fosse minore di & : 5" si porrebbe a:a —
b— h:b con h < b, e dovrebbero sussistere le a.m > a . n,
(b — h).m > b'.n relazioni contrarie all’'ipotesi, a motivo di
(b — h).m < b.m < b.n; il gual principio di Galileo prova
esser a2 ¢ > a ¢ nel caso di @ > a’ e ¢ qualungue.

La 2" proposizione del VI libro, dovuta a Talete, dimostra Ia
parallela ad un lato (i un {riangolo segare gli allri lati in parti
proporzionali, e da origine alla similitndine, che & un metodo uni-
versale per 17analisi geomelrica, e il piu antico di derivazione per
I"inventiva delle proprietd metriche e descrittive delle figure.

Cosi tirando in un parallelogrammo da un punto M della dia-
gonale 4 C le rette EF, H parallele ai lati AB, BC e ponendo
BE=—a, EC=ay, BG=050,, GA= by si otliene la seric
by by = AM: MC = ay : ag; cio¢ i parallelogrammi equivalenti
(@1, by),, {ae, bg), hannoi lati
reciprocamente proporzionali :
viceversa la proporzione &, : ty

— by : by conduce all’eguiva-
lenza dei due parallelogrammi
equiangoli (ax, &y), . (as, &), .
In particolare alla proporzione
a:b=~>0:a— b corrisponde
I’'egunaglianza dei rettangoli (&) = (a, a — &), ovvero & e il segmento
aureo di @. La congiungente F H seghi in I il lato A B ed in P la
diagonale A C, ne risuwltano A7: HD = AF: FD=—a, : s = by : b,
e siccome H D =— by s1 dira Al terza proporzionale in ordine a
B, (fA; inoltre avendosi A7: MF = G4 : FM le diagonal
HF, KG dei surriferiti parallelogrammi concorrono in uno siesso
punto P della CA4, le G F, FH sono parallele a B D, e si deduce
la proporzione continna PA : PM = PM : PC. Dei guattro ter-
mini CB: CE=FEF: ﬁ’G, supposto CB il maggiore, sara BG
il minvre, € per i triangoli simili A GM, MEC si ricava MG > G A,
ai quali aggiungendo CE -+ B @ si ottiene CB4 BG > CE+ EF;
dunque in ogni proporzione la somma dei due lermini massimo e
minimo supera quella dei rimanenti.
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11 ]ﬁra]lﬂlugrammn (a, b'}{l ¢ trasformabile in un altro equian-
golo e con un lato eguale al segmento b, poiché essendv B C = a’,
CH=V, ang. BCH = x, sulla CH si prenda CD=b, ¢ co-
struiti 1 parallelogrammi BCDA, BCH (@, dal punto #f comune alle
AC, GH tirando £ F parallela a CD si avra ECD F equivalenie
a BCHG, ovvero (a, b'):: = (a”, b), in cni 0” = EC; pe con-
seguono le proporzioni (a, b), : (@', 0), =a:a", b:b =u :a"
Ora & la ragione a: 0" =(a:a) (2 :a") )= (a:a’) (0 :D); dunque
1 parallelogrammi equiangoli stanno in ragion composta delle ragioni
dei loro lati, che & il teorema 23 del VI libro ; quando poi sussista
Ja proporzione @ : @ = b : b i parallelogrammi divengono simili o
“stanno nella ragione (a : &), o duplicata dei lati omologhi.

Lartificio degli antichi geometri per determinare le incognite si
fondava su cerie trasformate delle proporzioni; cosi dalla ipotesi
a:b=a :b Euclide ricava le seguenti b:a=12": a (conver-
tendo), @:a =b:b (permutando), ¢ — b:b=a — b : ¥
(dividendo), a 4+ b :b=a" + &' : ' (componendo) e in generale
dalla seriea:b=a : b =a":b"=.... deduce a +a -+ o’ +
el th+ b b ....—=a: b Le proposizioni 2'8, 29 del VI libro
hanno per oggeite « con un punto interno (od esterno) dividere il
segmento 2a nelle parti ¢ + 2, @ — @ (od £ — a), tali che il paral-
lelngrammq (@ — @, y), sia simile ad (@, b), e l'altro (@ + @, y),
equivalga al daio (¢, #) » : dalle proporzioni corrispondenti & — @ :

a=y:b,c:a+x=y:d siricava e—@w:a=c:a+4+x; a

cui corrisponde (a,¢), = (@ +z, a — @), = (a), — (@), per vn

r4
teorema git veduto; si deduce (), = (@), — (@, ), = (g, a — ¢),

e quindi la proporzione a:@=x:a — e, ciod lignoto & medio

proporzionale fra i segment. @, @ — ¢, come il Torricelli costrut
nella sua sintefica soluzione che si legge nell’Euclide commentalo
dal Viviani, e da questo geometra edito a Firenze 1'anno 1718 ().

{(*) Alla pagina 87 del precedente faseicolo mi sfuggi lo svvertire, come 1’caservasiope del
Borelll sul principlo delle dgure inverse fome tolta dal 1° Hbro del Iooghi plani di Apolionio.
Anche la prova della congroenra del triangoli aventi 1 tre latl pguall si riferisce ad moiorl pla
antichl del Borelll, & dal Clavio al attribuiva alla scuols dl Philone, it ds ricordarsl 1l Commesnto
@i Pielro Anionio Cataldi ai primi dieei Wi di Eatolide, stampato a Bologna negli annl 1880-21 ;
vl si trova costruita }a media proporzionale ira dus segmentl redtillnel per | ére moidl che »' Inse.
gnsno dal moderni tratlali; poure si dimostra come la somma depll angoli esterni [dl un peligono
convesso pareggi goattro reiti, ¢ Is somma degll angoll internl dl un pentagono atellato equivalga
& due refdl; la qual proposisions sembra doversl al Campano dl Novara, che da un testo arabo
iradosse I'Eoelide e vi agglunss un ano pregevollmiine cemmento pabblicato per Ia prima volla a
Vemezia nel 1483 e pol nel 1500 dal Pan{:ll con proprie splegasioni.
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8i noti con (a, b, ¢) il parallelepipedo deseritto con gli “spigoli
eguali ai segmenti @, b, ¢ ed inclinati fra loro secondo gli angoli
piani a, b=1a, b,c =08, ¢,a=1; per la proposizione 25" dello
X1 libro si banno le identita (na, b, ¢)—=n{(a, b, ¢), (na, ngb, ngc)=
n 1, ng (@, b, ¢) essendo », »,, 75 inieri positivi; & pur facile osser-
vare che (a4 ag, b= by, ¢, c5) eguaglia la somma di otto
sulidi ad esso equiangoli (&g, &1, 1), (@1, bs, 1), - .

11 parallelepipedo (@', &, ¢') si irasforma in un a.ltm avente gl
stessi angoli e con due spigoli dati &, ¢; poiche riducendo la base
(@', &), all’equivalente (a”, b), sussisterd la proporzione (1 ) & b=
a’ : a": nel nuovo solido (e, &, ¢') eguale in volume al primo, per
il teorema 31%=° del libro XI, presa per base la faccia (a”, ¢')y
e ridotta all’equivalente (@™, €)» 81 avri la proporzione (2) ¢: ¢ =
a”:a" ed il parallelepipedo (@', &, ¢) conserverd il volume del
primo; ne risulta (g, b, ¢):(a’, b, ¢) =a:a = (a:a)(@ 1 a
(@ :a")y=(a:a) (b :¥&)(:c) a motivo delle (I), (<): dunque
due parallelepipedi equiangoli stanno in ragion composta delle ragioni
degli spigoli, e quando si abbiala serie a:a'=b: 0 =¢:¢ i
solidi sono simili e stanno nella ragione (2 :a',*, o triplicata di

a : a'. Rispetto a due parallelepipedi qualunque (@, b, ¢), (&1, ;. )

si assumano per basi le faceie B = (a, d),, By = (a4, b’)ﬂl’ e siano
h, h, le rispettive altezze; trasformando B nel parallelogrammo

e, &), E si costruisca il parallelepipedo (@, bg, cg) equiangolo ad

(al . b, , ¢5) ¢ con lo spigolo ¢; determinato dalla proporzione

hy:h=r¢,:0; 1 due solidi (a, b, ¢), (a, bg, ¢5) hanno lo stesse
volue e quindi (2, &, ¢) : (a1, By, ©) = (@, bg; ) 140y, by, €&) =
(a:a) (bs:dy) (C2:Cy) = (B By) (A : 7y) ; ovvero due parallele-
pipedi qualunque stanno in ragion composta delle ragion delle loro
basi ed altezze. '

In virth della proposiziene 28°** dell’ XI libro il piano condotifo
per gli spigoli opposti 4! un parallelepipedo in due prismi triango-
lari equivalenti lo decompone, congrui se & retto, altrimenti ridu-
cibili a due congrui con i medesimi spigoli laterali dei prismi obliqui
o con le basi eguali alle lor sezioni rette.” E queﬁu secondo caso
non fu considerato dagli antiehi, ma inirodoito da Adriano Maria
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Logendre nei suoi éléments de géomélrie, Paris 1704, originandone

la teoria delle figure simmetriche nello spazio. Indicando con B la lase -

di wn prisma o con { un sun spigolo laterale in grandezza o direzione, /S

st pud mnotare il prisma col simbolo (B, ) e sono evidenti le identiia
(By, 1) == (B, ) 4 (B, f)+....=(Bl+B,—l'—Ba+ soiaas O
(B,n) = (nB, ) =n(B, ), (8, )=(%51) = (B,2) ece.

dove n rappresenta un’intero positivo.

Simboleggino /; e p; il tetraedro e il prisma avenii la stessa base

ed nn medesimo spigolo laterale in grandezza e direzione, dal teorema

3" del XI1I libro si traggono (1) i=24+42p,, —:—; operando

la stessa decomposizione per 4 si ottengono (2) { =214, + 2 Dy,

g {-;—‘ < —;T; parimenti proscguendo (3) ¢, = Rily ~+ 21, ,

: t t .
fs < LG TR 1 =Rl +2p,, I, < 7 - Col molti-

plicare la (2) per 2, la (3) per 2%, . ... & I'ultima per 27—, risulia
b= 2P+ 2y + PPy ...+ 2p, + ¢,, dove €, =2/, <o
diviene piceolissimo se n continuamente eresea e superi (ualunque nu-

mero finito. Per la similitudine delle basi dei prismi p;, chiamando 0 Ja
base 4 B del tetraedro A BCD = ¢ ed 7 1o spigolo laterale A D si

. B l ] l 0 !
(teducono Pl—(fl ’ E) pgﬂ('&?, F) ..... Pa = T F)
¢ la precedente somma, per l'identith n(B, §) = (B, nl), diviene

0 0 9 [} 0 i
f=(:1—, ?)+(eﬁ’ I)—!— eie == (ﬁ’ f)—l-En: ('4"+:1—2'+ +ﬁ. !)-—I—E;,

6 .
per m = o si trova [ — 7 3) - Infatti nel triangolo 4 BC siano

""-lll B} » Cj 1 -pullti medi dei suol Iati B C, G;‘l, A B, Ag ’ Bg, Cg qllc.ul
del triangolo A B, 0, Ag, By, Cy 1 mezzi dei ati di A By Cy ece., la

saperficie § ¢ la somma dej quatiro triangoli eguali ad 4, B, (,, oppure

del irapezio BC B, C, = i—ﬂ e del triangolo A B, €, ; decomponendo

36 ’
questo nel trapezio €y B, Cy By = — ¢ nel triangolo A B, C; e cosi

42
. . s - 30 30
Snecessivamente seguitando si giunge all’identita = +-4_! Ao

30 f _ 1] o 1
TE = daoui g gm T3 1T g

(Continua) (. BELLACGHI.
—+E08




— 119 —

DRLANALIS INORTERBINATA B SECOND) G

(Continuasione, V. pag. 88).

17. A compimento della irattazione, e mirando all’uso pratico
della [ 7], che & la formola risolutiva dell'equaziona 2#* — Dy*— — N,
accenneremo sommariamente due metodi per la ricerca delle soluzioni
di quesia equazione: inquantoch® i due metodi, come quelli esposti
nei numeri 8 ¢ 13, applicati alla determinazione delle soluzioni fon-
damentali dell’equazione, forniscono tuite le coppie di valori per le
incognite # ¢ K che compariscono nella [7]. Come nel caso della
equazione &* — Dy®* — N, il primo dei due metodi vuol esser prefe-
rito quando /D & pit prossima ad m 4 1, suo valore a meno di
an’unitd in eccesso, che non ad e ; 'altro nel caso contrarin.

Quando 2D sarh pih vicina ad 7 -+ 1 che non ad m, conside-
reremo il sistema

m'-’*'-—ﬂf:—-N
2 — Dyt=—NEm41—n) [C]
a:*—Dy‘ﬂ‘:—N(ﬁm - 1 ﬂ)g

E poiche, detta in generale (&, y) una soluzione di gqualsivoglia
equazione del sistema, si ha @ < (m 4~ 1) y, diremo che la soluzione
& singolare quando, oltre alla condizione precedente, si verificherd
Paltra: @ < my.

Affinché la soluzione (2, y) sia singolare, & necessario e suffi-
ciente che y non superi la radice del seconlo membro della rela-
tiva equazione, positivamente preso e diviso per .

Sia (@, y,) una soluzione della prima squazione del sistema [,
ossia dell’equazione pmpustaf Se (2, ¥;) non é singolare, si ponga:
&, =1{m -+ 1)y, — & {h positiva); e si avrd:

h(m 4 1)+ k&
1= 2m—+41 —n

denotando con (%, 7)) una soluzione della seconda eguazione del si-
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i stema [C]. Se (%, 2) non sarh singolare, il segno — davanti alla %
| della precedente formola dovri rifintarsi. Perche dalle vguaglianze 73

hmf1)— &
oy =(m= 1)y — h; 14, = ema ] —n

i | si ricaverebbe

(@, —my)+k—mhl)=m—2m)y,.
Il primo memlro di quest'ultima eguaglianza & positivo, perché
&, > my,e k >mh, per ipotesi. Dunque sarebbe positivo anche
il seeondo. Inveee questo & negativo o nullo, perche 2m 41 —n > 0,
¢ conseguentemente n — 2m < 0. Si avra dunque, qualora (&, /7)

non sia singolare,

-

him4-1) 4 4%
wy=(m—+ 1)y —h: h= Zin+ 1 —n

v
———r—

i -' g e s = :
I R i T VI VRE S = < e S R

e

Conseguentemente
— m-4-14+ P b —
@y +y VD= (Em—l-] fﬂ) (k =+ I ¥ D).

. Stabilito questn principio, si pnd applicare senza difficolta il solito
I | ragionamento e concludere che, detta (2, y) una soluzione qualsiasi
i dell’equazione a* — Dy* — — N e detta (@', y') una soluzione sin-
it golare della (A 4 1)* equaziene del sistema [C],
| . .

?;' T — m._l_l_|_1/ﬂl ' ’ N v
ﬂ! m+yVD (Em—l—l——n} {__IT:B_FF V‘D) U
18

, 18. T'n ragionamento analoge a quello fatto nel n, 14 dimo-
o strerd che, se la soluzione singolare (', y') dalla quale si derrva
wna certa soluzione (2, y) dell'equazione proposta sara stata otle-
nuta dopo X passaggi (A > 0) da un equazione del sistema [C|
alln succedanea, il rapporio y:y risullerh maggiore dell™uniti,
Inoltre che |

m-—l—’/ﬁ _ y'
y>m+—ﬁ—|—1 (-m} | le_l

j =, 1 : . T
Essendo m + 1 — D < —-, il rapporio y:y crescerd rap- .

damenie al crescer di A: la gqual cosa, come al solito, dimostra la

i
']'r} (¥} Soppomendo I? = - — 1 & eonseguentementem —a—1,8=2(u—1),2m 4 1= n=1,
sl rlirova guanto sl dimse nel n. 4 relatlvamente all‘eqpazione z* — a® — 1) y? = — N.
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convenienza di derivare le soluzioni della proposta equazione dalle
soluzioni singolari delle successive equazioni del sistema [C].

Non ci dilungheremo in deduzioni ed osservazioni che il lettore
pud fare da sé, tenendo conto dei casi pin distesamente trattati nei
n. 8 e 13.

19. Volendo risolvere 1'equazione o* — Dy’ =—-— N con me-
intlo piti convenienie al caso in cul V'D sia piu vicina ad 9 che

non ad m 4~ 1, basterh considerare il sistema

a:“—Dyfz-N
2 —Dy*—=Nn
H*E—DyE:—-NﬂE | D]

@ — Dy* = N»’

...........

¢ chiamare singolari le soluzioni (@, y) delle equazioni ond’esso &
composto, quando, trattandosi di equazioni di posto dispari, si veri-
fichino nel medesimo fempo le condizioni 2 < (m -+ 1)y, & < M y;
e le condizioni &z > my, & 2 (m + 1) y, trattandosi di equazioni

di posto pari.

Per la singolaritd di una soluzione occorrerh che in essa il va-
lore 'della y non superi Ia radice del secondo membro diviso per #
e positivamente preso, se la relativa equazione occupera posto di-
spari; oppure la radiee del secondo membro diviso per 2 m ~ 1 — n,
se ’equazione occupera posto pari.

Con dimostrazione in tutto simile a guella che si legge nel n, 13,

si provera che

&+ Yy VIJ._(m_:V

D\A , A
) (+ o' 4y VD)

sienificando (@, ¥) una soluzione qualsiasi della 1* equazione del si-
stema [D], ed (', y') und certa soluzione singolare della (A 4 1)*
equazione del sistema medesimo. Dalla dimostrazione risultera ancora
che, per ) dispari, bisogna rifiztare il segno negativo davanti alla
z' della precedente formola. Di pili, ragionando come nel n. 13, si
concludera che, se per trovare (#', y') saranno occorsi A passaggi

16



7 e
sard maggiore dell'unitd; e che inoltre tale rapporto cresce rapida.
mente al crescer di ), avendosi

m4pD v’ |
y>m+]—/ﬁ+l (/D — m)rA—!

11.
ALCUNE CONSEGUENZE TEORETICHE.

20. Non ¢i dilungheremo in altre applicazioni numeriche dei
metodi sopra assegnati (o 8, 13, 17, 10) per la risoluzione della
equazione z° — Dy®= - N, nei quattro casi: o) il seconde membro
pasitivo, e /D pitt prossima ad m - 1 che non ad m; B) il se-
condo membro positivo, e 7’ D piti prossima ad 7 che non ad m - 1;
¢)| il secondo membro negativo, e }J/ D piu prossima ad = -4 1 che
non ad m; d) il secondo membro negativo, e /D piti prossima ad
m che non ad m - 1. Defte applicazioni non sono indispensabili,
Potendo servire di modello per tutte I'esempio trattato nel n. 16.
Qnanto alle conseguenze teoretiche delle cose dette, e specialmente
delle formole [4] e [7], esse sarebbero parecchie e svariate: ci li-
miteremo a due soltanto. La prima & il teorema di TCHEBICHEFF,
enunciato nell’esordio di questo seritto. La seconda si riferisce al noto
principio di EuvrLero: se (X,, V,) ¢ una soluzione dell’equazione
X |— Dy* ==+ N in numeri inleri (positivi o no), e se (uv)
& una soluzione intera dell’equazione x* — Dy* =1, laXelaY
rnite dall’ equog ianza

X+Y¥D=(@x,+r, VD) (z+ v ¥D)

daranno wna nuove solizione wntera della prima equazione (°).
Pertanto il teorema di EvLEro di nascita alla questione: quali
soluziont dell'equazione x* — Dy® — + N conviene combinare con
Ltutle le solusioni dell’ equazione x* — Dy* = 1, ¢ come la com-
binazione dev'essere regolata per rispetio ai segni dei valori delle
ineogmile, affinché la regola di EuLrro possa fornire, senza ripe-
lizione aleuna, tutle le soluztoni inlere e posilive dell equazione

e

R

(*) & facile verifiosre.

L Ne
s

(2 > 0) da equazione ad eguazione del sistema [D], il rapporto y : y' i

il
il

e B

e i T e L T
a1,

; ol .z b L B @ a T it
e e e e e T g el
" P et e el S

A ——
e T

- -_,-.'i" T £ N o

A
JE o o

ik
1 3
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X¥ == Dy* = <4 N ? Una risposta a tale dvmanda ¢ data dai due
teoremi che chindono il presente lavoro.
21. Teorema di TcuEBICHEFF. — Se (%, ) indica la soluzione
minima (') dell’equazione x* — Dy* =1, ed (X0, Vo) @ soduzione
minima dell’equasione x* — Dy* = 4+ N, sara

L YIEED ; ng LY

Risnlta infatli dal n, 5 che, se 1'equazione &° = — N¢
pussibile, essa deve ammettere alcune seluzionl con y non maggiore

- N (a-+1)
di 55 , tali

(%, #). Fra esse sard compresa la soluzione minima (@,, y,) dell’equa-

essendlo le soluziom fondameniall relative ad

zione. Percid

< I/N 241D, conseguentemente .y < I/N G=1

= Dimostrato cos 11 lcorema per lequazivme 2° — ﬂy-— — N,
passiamo a dimostrarlo per l'equazione ©* — Dy* . A tal fine

consideriamo dapprima Pequazione #* — (a® — 1) y* = N. Risulta
dal n. 1 che fra le soluziomi di essa ve n ha aleune (le soluzioni
g fondamentali) nelle quali il valore della y & minore di V' N. Se dunque
5 (2, ¥,) & la soluzione minima dell’equazione, si avrd y', < V'N.

Ora, poiché _
Ty — & Yt = N — y

potremo porre &; = ay, =+ h (% posiliva), Dal n. 1 risulta ancora
che h & valore della 4 in una certa soluzione dell’ equazione. Conse-
enentemente, poiché il minimo valore della y & y,, dovrd aversi
h > 3y Da qruesta disuguaglianza e dall’ ngnaglionza @, = ay, -+ /
si ricava : @, > (@ -+ 1) y,, e percid

Yo < l/E (r:j:- 1)
Ponendo 1'equazione o* — D;,f — N sotio la forma
B2) — (@ —1)y'=N§¢
e applicando Ia conclusione precedente, si avra

" NBE |/ N&—01
Yo < 2 (@+ 1) 2D

{(*) Diversa, benintaso, dalla seluzione evidente (1, 0),
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¢ conseguentemente

. g I/N[_u;—l- 1) .

IS poi facile verificare che il teorema di TeseBicHEFY, lanio nol
caso delb’equazione #* — Dy* = N, quanto in quello dell’ cqna-
zione 3° — Dy* = — N, si pud compendiare nell'nnica disugna-
glianza

z,+y, VD < V;TTVE,-I-BVﬁ.

(Lo fine al prossomo fascicols). G. FRATTINL

I
i@ = "
ey o

SULLA PARTIZIONE DEI NUMERI

(Continuasione € fing, V., pag. 93).

3. Per giungere ora a due altre relaziont a cui seddisfano rispet-
tivamente le quanditd 8, ,, 8, , osserviamo che poicht le partizioni
s’ non sono altro che guetle trale § che non appartengono all'alemoento
Zero si avra:

Sﬂl]’ Y 1S':""":l;.':'-1}[:} VFVErD SF‘“!T — Ema.P == S’"‘:F_l
alla quale, atiribuendo a p successivamente i valori 1, 2, 3, .....
e somioando, si ricava:
Sap 8 m1 T8 oo e - o n o (B)
Daltra parte operando nello stesso modo sulla (5) si ricava

/ ! i
‘Fm,1+3m,ﬂ+“"+""“1P= m—1|1+'5‘lr==—-5,2+'"'+E"|-_F:P
onte

Fﬂl,p —_ -Sﬂi-—'lll _]_- ':'llm_gjﬂ' + & & 5 @ __l_ é'm _.P!'-P - ® i % (TJ

Confrontando invece la (6) con la (5) si ha:

[

S oo — '—q,m,']. —p .'j"rm‘g e el E-',m'? e 0« o & (RJ
alla guale pud darst la forma

F

Sy =8 u=py T Sy Fowe o o =& 1) < v = {T)
~Le (7) (7) sono le relazioni cercate.

%) Questa proprieta del numero celle snlazioni comunmi alle equasioni del Wipo (3] € state
data per zliva via dal Prof, B. Sapus nelle sua nola: Sulla acfusions i namers POETEIDE, Be.
(V. Ammali (i Matemation pura ed spplisata, serie II, tomo XV, png. 2001
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1. Se nella (R) si pone p —=m si ha, avendo rignardo alla prima
delle Lﬂ 7

S, m — S(2m, ey —+ Sz W, )y —— 3 —1, m -1 “+ 1l = Sm, 1 -+

‘gm,E .= ‘?m,ﬂ g T, o 'E"JHT ]

¢ quindi osservando ora 1'nlitima espressione si avra:

« 11 numero dei modi nei quali nn intero m pud essere formato di
parti intere ngnali o disaguali (diverse da zero) & uguale a quello doi
modi nei quali 2m — 1 puo essere formato i m — 1 parti uguali
o disuguali (liverse da zero) pitt une —, ed & uguale anche a guelln
dei modi nei quali 297 pud essere formaio di m parti » ().

Dalla (8) inveece si ha:

¢ Vi sono tanti modi di formare un nnmero i con somme i
1, 2, .....p (p < ) termini quanti i formare m - con somme
di p termin ».

5. Passiamo ora u considerare quelle pariizioni dell mlero m,
formate da elementi non maggiori di un dato numero » < #e Indi-
chinmone con §% il numero, e per mostrare la connessione che osso
hanno colle altro speeie di partizioni studiate premettiamo il seguente
lemm

« 1l pumero delle soluzioni dell’equazione
Yo, == 2.~ 3oy, + .. ... —+ na, = m (n < m)
& nguale a yuello delle solnziont dell equazione

liey, + 224 Sag—4..... 4+ 02, = n—+ m

i eut @, ¢ dicerso do zero ».

Infatti se @y, @y, . .... 2% C nma spluzione qualungque della prima
<t verifiea subito che oy, &,, .. . (@, -+ 1) ¢ wvaa solozione della
soeondz con @, =+ 1 diverso da 2010 © viceversa se ¥y, Yoy ...y Yu O
nua soluzione della seeonda con y, = : + | diverso da zero, si veri-
fica che 9y, ¥o. .. .. (4 — 1) & soluzione della prima. E poiche
risulia anehe che a solnzioni diverse (i una delle ¢due corrispondono
diverse per l'alira, la proprieth resta dimostrata.

— S — o — — —— E—— — —_—— o —

1=} Ugmali o disoguali ¢ hiverse da zero.
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Ulo essendo stabilito, si ha da nn noto teorema () ehe il numero
delle soluzioni considerate dell” equazione 1.2, 4+ 22, 4 .. ... -
n &, = n—+m ¢ ugnale a quello delle solnzioni comuni alle (3) quando
sicangl p in el e %+ %, ne consegue (teorema 1V) cho:

« 1] noamero delle soluzioni dell'eguazione

.oy +2@+.. ... +na, =m (re < )
¢ aguale a quello delle solazioni dell'eqnazione
y1+'y2+-- . -+y,,==ﬂ+-m

in numeri diversi da zera’.

Aggiangiamo ora che il pamero delle soluzioni della penualtima
eruazione altro non rappresenta che il numero delle partizieni di m in
parti non waggiori di #, cuindi il teorema che precede di lnogo al
seguente i Eulero () :

« Il numero dei modi nei quali mn inticro . pud generarsi per
somma di termini nguali o disugnali ron maggiori di #, o uguale a
nuello dei modi nei quali il nnmero 2 4 m pod generarsi per somnm
di an termini nguali o disuguali ».

Osseirvazione. Da quanto precede risolta la formola

S;‘;_ﬁﬁ;l-".m,ﬂ"""""“{g)

6. Chinderemo queste considerazioni gonerali acevnnando hrove-
monie al nn'altra classe di partizioni dell'intero e in » elemenli, o
precisamente a quelle formade da elementi divorsi tra loro e da zero (™),
Le diremo partizioni s” e denoteremo con s, , il loro numero. IMjssato
p ¢ evidente che il minor numero che ammetta cotali partizioni &

P"J’;' 1) — 1 4+2-434.....4 p. Quindi ¢ condizione necessaria

plp+ 1)

<

e sufficiente per I'esistenza delle s” pel numere m che sia m >

) ) o (p—1) o s . .
Ne spgue i oogni easo m > - (?:j, . eio verifieato si determine-

=¥ : . ;
F{‘“_J -, i dopo avere di-

-

raino le partizioni & del numero m

(¥) ¥. Sapus. — Nota citatn, pag. 218

(¥%) V. Bouzeo. — Indroductio in Analysin ifnitorsm. — < De pirbitions swmcrorum ».

t#32} La ricerea delle partizioni 1i tn nnmero in olemenii  diversi tea lors, nop csclose To
2ero, nen dilferisee sostanzialmente da guestn.
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sposto gli elementi di ciascuna in ordine crescente si aggiungerd 1 al
secondo elemento, 2 al tarzo, pee., p— 1 all’'ultimo: si otterranno,
come si vede subito, fwile le partizioni ¢ del numero m in p
elementi disuguali el avremo gquinidi:

i

‘{"m,p:'qm—‘j}ﬂfﬂip' SN SR B B BT Tl (]U}
onde -

Il numero dei modi nei quali un intero m pud generarsi per

somme di p termini désuguali & uguale a quello dei modi nei guali

p{ip—1 . G : o . .
T — 5 pnc generarsi per somuna di p termini eguali e disu-

—

guealy ». (Teorema it EuLEro. V. Opera citata).

Lo partizioni §” di 22 in p elementi possono anche derursi cosi:
' p(p=+1)

——=, inti, dopn

St leterminine le partizioni & del nnmmero m

avere disposto gli elementi nel solito modo, si aggiunga 1 al primo
termine, 2 al secondo, ecc. ¢ p all'ultimo. Sarh analogamente:

S~ BN 5 == Sup oo e e e (109

ba queste formele e da tutto quanto precede si comprende che si
potrd facilmente trovare per la guantith &, , relazioni ¢ proprieth
analoghe o quelle stabilite per le s, , ¢l 5, 5.
Le applicazioni smnuneiate in principio relativamente wlla deter-
minazione eflettiva del numere delle soluzioni di aleune particolar
cpunzioni saranne date in una prossima nota.
Rowma, dicembre 1891,

Avrnro TAauitur.

Stamno o base delle seguenti eonsiderazioni gli stesst teoremi
eeposii nel 1 1 della Nota precedents (), det guali riportiamo qui gli
enuneiati, perche 1 ha neeessitd i richiomarli. Essi sono

Teor. 1. = 1! seslo della deivisione dwna sonvna de polinomi

== | — - = =

(¥, Anno VI, pag. 185,
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per wn allro polinomio D, & wguale alle somma del resk otle-
nuit dividendone per D i singoli iermini.

Teor. 1. - I vesto della divisione per D d un prodolls di
polinomz, ¢ wuguale al resto della divisione per D del prodotio
dei resti brovnti enl divide,ne per 1) i singoli Jallor:,

Sin
j]['"] — nnm“ _I_ ﬂrl ﬂ_‘“_] + 0 A s + rf” _-1:."1 _]_ n.-"

it dividendo, ¢, supposto =< %, sin

D =g — i =D = Doy —
il divisove (7).
Una potenza f, di grado s < 7, divisa por DO (la evidente-
mente per resto In potenza stessn @ se g=—,, il restn & invecs
bt =t 4=Dear"—* 4 ..... + 0.+ D,
n s infine si ha § 2> e precisamente
s=1ir+s (s" < 7).

pnnenrln

at = (7). 2"
il resto della divisione di & por D O quello stesso (teor. 1) che

vien dato ilnl prodotio

(ha = 4 Db 2. ....4+ b, 0+ 0).0°

i .

R A S R Ty T ' T

L e

il fepm b= (]

diviso per DP. Ora, questo polinomieo & del grade /(» — 1) 5,
inferiore ad s i ¢ unith, & non v" ha dubbio (2 causa dei teoremni
I & II) che si potrh applicare lo stesse procedimenio per abhassave
i1 grado i ognuno dei snoi termini quando esso & maggiove i », fino
a che si ottenga un polinomie di grade inferiore ad », chr surd il

(=) 11 cpao pla senarvale in enl si lig

D=28c +B % ... +H _ ,=tF

pnd essgre apmpre ridotio n guesto: gincehd dall’essare

P:]::q_pu:?ﬁ (P, 0)+ R
i

sl iledoee she: Se fnveer di dividere wn palinomio P per 1D, 8 divide per =1 il et M oam s

gltera e il gupsienies ) viege molisplioalo per I3
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sosto della divisione di @ per D. Questo metodo che in sostanza
< piduce a suceessivi sviluppi i potenze d’un polinomio, rende
conto seenatamente della specie e del valore dei coefficienti nume-
wici che debbonsi ritrovare preposti a quelli lellerali delle singole
potenze della &, guando si determini in altrl modi il resto della
livisione di P™ per DUL

Volendo, per esunpiv, trovare il resto della divisione di

PO — goit + , 3% + aso® - dg 0+ dy -

per
.I.]I:E} — ﬂ:‘g — E}lm . bg,

- ot ¢ p® o T
seservatn che by @ 4 be & 1 vesto della divisione (i & per DY,
@ e dedues che #® = #2. & divisn per D® di lo stesso resto di

(by & ~+ ba) o = Dy &* + 0@

¢ che quesio resio ©
by (Byte 4 by) 4+ Dp22 — (&5 + be)@ —+ 0, Ds .
Uosi pure avendosi & = (a®)?, ' diviso per D dara un resto
ugnale a quello che trovasi dividendo per D3
(o + b =D& + Rl g .
Ma guesto resto altrn non & che
12 (y @ =+ Dy) =2 by b 4+ U2 = {b} + 2 by bs) & = (B b+ b
o si conclude pereid (teor. Ml e 1) ehe P% (diviso per D# (b per
rasin
g [(B9 2 Iy Do) + (B3 by —+ BE)] =& [(B] + &) &0 = Dy D] -
to (Dy 2 4= 0.) - Gy & + Ay —
Lt (B3 2 By be) =+ @y (87 + bo) + by o ey | +
[cto (B2 by 4= BE) 4 ay by by = t1a be + a4 ] -

Se, in generale, indichiamo con
(h)

r

(1) =t 4 pM gt e B, b

il resto della divisione i a”+?* per DY, dimodoche, pssendn n 1l
srado del polinomie da dividersi, il resto di a” sia espresso da

n—71 1 — ) ot — {n—r)
h'; r’.{ﬂ""—l—h{: Do —=2 . ..—I—EJE:_I:'JJ—I—??T ;

1y

s b B P L T S i s

A
sz,

i i . smps
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rree a- = et ey et i : 11 A
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= ok b s g 1 ) A TS T ey TP e, e o e T e P 0T
i 9 — g i . T

o R R e S e e R s R RO

A AR R

PR R

i
i
-
r-4
=
it

A e AT e



— 130 —
1l resto della divisione di P™ per D" sard :
R=ay(d) "2 oo 4+ 0" ) 4
a, (Evi""’_”a:"-‘-l—. ..-|-.bf‘_""‘}]+. e e -}

a,_,_l(bi‘”x’—‘ = P b‘r‘:’_l)+ﬂ“,,(b,m"—1+. AT
"'-"""n-—r-}-1"‘-t‘-‘"1r_:| = RN daq_1& = (g

oppure :
R= a b:_r} 27 =1 a, bLH B e ET a4, bf-n—_jr} 2—a, bi-n_r}

3 ﬂlb:ﬂ_hlj +ﬂl bl;n—r—‘l] 4+ a, bin_-ir‘-—l} - ﬂlb‘:_r—l}

2) +"" +-*-- +-‘l-1 _I__'1

( p" i O B
+ ﬂﬂ—-r-l 1 + ﬂﬂ i l'-'lb! . + ﬂ-ﬂ_r_, 12,4 + ﬂu_,__]_ A
+a,_ b +a b, +a, b +a, b
Tl na + e rys +4a, 4 s ol

volendolo ridotto alla forma ordinaria i

YA SEO¥ A T B Y = B

2.

Sebbene col metodo ora esposto possa trovarsi il resto della
divisione per ¥ di mna potenza qualsiasi o"+?, non & superfluo
tuttavia stabilire le relazioni mediante le quali i suoi coefficienti
bf‘}, bgm, oo . ™ sideducono dai coefficienti bih =3 b{:_” ey

r

bf_h_” del resto relativo alla potenza precedente &”+2—1: tanto
piu che tali relazioni riescono opportune per caleolare i coefficienti
del resto (2), indicati con ¢y. ¢, .... ¢4, ruando sono eypreEssi
iIn numeri i valori di », di » e dei coefficienti di P® e di 1]"‘3';
¢ per oftenere altresi la forma generale di R corrispondente a
valori numerici assegnati di # e di », quando non si voglia ricor-
rere agli sviluppi di potenze d’un polinomio, di cui & parola nel
numero precedente.

Osserviamo, a tal effetto, che se », & il resio della divisione
di @™ per D, e si pome 2™ +!'— 2% 4 il resto 7my1 che si
ottiene dividendo &™+1 per DI, sard uguale (teor. TI) al resto della
divisione per D del prodotte +, .




— 151 —
Cid premesso, se s'indica il resto della divisione di o"+*—!
per D) con

R R i o A
moliiplicando questo resto per @, il polinomio
3 Ve Ve b et

¢ la potenza &”t* divisi per D danno lo stesso resto. Ma, da
quanto & stato stabilito nel numero precedente, il resto della divi-
sivne del polinomio (3) per D &

(@) WV b T b @ b))
W=t e+ e

per cui wnche il resto di o +* diviso per D' & dato dal polino-
mio (4), o, sotio altra forma, da

(?J;h_l}bl-i-bg‘—”) w"“l—}-(b;ﬁ_ubﬂ+bg"1)) o —3
e R e b A PR S

I suoi coefficienti, gih indicati nella (1) con bih) 3 b?‘], e
p™ , B, sono dunque collegati ai coefficienti 5 7, b7V, ..,

bf“'_” del resto di "+, dalle relazioni :

%) 4 (h—1) (—1) (B __ 3(a—1) (h—1)
B) B =0 Y, =B BT ey

(i) (h—1) (A—1) (A hi—1)
P o= B T Y B =B,

Da queste, facendo h==1 ¢ sostituendo al simbolo &{" il suo
valore b,, si hanno i coefficienti del resto che si ottiene dividendo

la potenza "+ per D), espressi dalle formule
5

(6) b§1}=blb1+btr b{;):blbﬂv“l"'ba, s % b oy
bi-l.,]_l‘: E]'1 El'.|'---:l. -+ b‘r ? bf}: b.l. E":r' .

Successivamente poi, posto A =2, 3, ..... , 51 possono avere
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dalle (5) i coefficienti dei resti di 2”2, %%, ....., finché per [ G

h=mn—r (donde » 4+ h==mn) vi si traggono i coefficienti

(7) b{l‘-—r) b{#—r—l) bl -t b{l—r—l}’ b[u—r} b(n—r—l) bg -+ b[_u—r—l}

b{n—r} b{ﬂ-——r—ﬂl) br__l + b{n—r—l} b[ﬂ—r] bf}-—?—l} b

che appartengono al resto di z”.
Cosi si hanno gli elementi per la tabella

[ b by s Wiy b,
(1) (1) (1) {1)
b b, saeane B b
(B) s o ® ¥ e e s 8 & ®© 8 & 2 = » |
bll’;n—r-—l) b{:-—r-l} llllll bf_n::_l} E}:‘.Fn—r— )
(n—>) (n—7r) (n—r) (n—r)
B S s " b

e moltiplicando tuiti i termini dell’nltima linea per ay, quelli della
penultima per @, ece., quelli della seconda e prima per a, ,_
& @y—, rispettivamente ; sommando poi per colonne, cominciando

da sinistra e dal basso, ed aggiungendo alla prima somma.il coef-

ficiente @, _,4,, alla seconda a@,_,.; ecc., alla penultima a, _; ed
all'ultima a,, si ritrovano i coefficienti ¢, C1, vvvvy Cr—s, Cr—_1
in quella forma ch'é loro assegnata nella espressione (2).

Tutte quesie operazioni per effettuare il calcolo delle ¢, ven-
gono immediatamente chiarite osservande la (2) e completando la
tabella (8) nel modo seguente :

Inrd1 Oprgg +ov-v . Qug ay

|
s by [/ R B b,
@y ?)'il} b;” 5w v e bf_i bil)
® ..

iy bR e BT
S U (o BT

Co ¢ ¥ vmee Oy Cr-1

(Continua), E. Sapun.

e Sy




[N TIOMEMA SULLE CONCRE B CORDLLARI RELATI

1. Fissato un triangolo ABC ed mn punio O fuori dei snoi
laii, se consideriamo p. es. i raggi A0, AB, AC, esiste un raggio
ed uno solo del fascio col centro in A, che coi tre raggi fssafi,
presi in un ordine stabilito, determini un rapporto anarmonico dato,
e questo raggio taglia BC in un punio I, e la reita ON tagha
i lati A B, AC rispettivamente nei punti L,M, i quali con O, N
determinano, presi nell’ordine voluto, un rapporto anarmonico eguale
a quello determinato dai rispettivi raggi del fascio (4). Di qui &1
vede che dato un triangolo e un punto foori dei suol lati, per

guesto punto O si pud guidare una ed una sola retta, tale che su |

essa () ed i punti d'incontro coi lati del triangolo, presi in un
ordine stabilito, determinino un rapporto anarmonico dato.

Fissato un triangolo ABC ed un punte O del suo piano, e
condotta uns trasversale OM, si costruisca il punto X che con
quelli d’incontro della reita coi lati del triangolo, presi in nn dato
ordine, determina un rapporto anarmonico dato. Al variare di OM
intorno ad 0, il punto X descrive un luogo che ha in O (per le
considerazioni svolte sopra) un solo punto, quindi & un luogo del
secondo ordine. Quesio luogo passa evidentemente per i vertici del
triangolo dato, e la retia che passando per O taglia 1 lati del trian-
golo in tre punti che con O, presi nell'ordine stabilito, determinano
i] dato rapporto amarmonieo, & la tangente alla conica in O,

Sia data vma conica A e su essa cinque punti A, B, €, 0,5,
Tirata la 08, essa incontra i lati del triangolo ABC nei punti
L M N, e sia (LMNS) — m. Tutti i punti X che sulle retie
uscenti da O determinano coi punti d'intersezione dei lati del trian-
golo ABC, presi nell'ordine considerato sopra, un rapporto anar-
monico eguale ad m, sono in una conica passante per A, B, C, 0, S;
ciod sulla K. Dunque: Sopra ogni retla wscente da wun punio O
di wuna eonica il secondo pumio d'incontro con la curva ed @ tre
punti d'incontro coi lati di un triangolo inscritlo nella curva,
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presi in un ordine fisso, delerminano un rapporio anarmonico. i
cosianie. : BL
Dualmente: Per ogni punio d'una langente di wita conica, la i
seconda langente alla curva ed @ ire raggi che lo congiungono coi .
vertict di un triangolo circoscritto alla conica, presi in un ordine
fisso, determinano un rapporto anarmonico costante.

Questi due teoremi ¢i indicano un modo di costruzione di 1na
conica, daii cingue punti, e delle tangenti nei punti della curva,
come pure di un inviluppo della seconda classe, date cingue ian-
genti, e dei punti di contatio delle rette inviluppanti.

2. Se la conica data & un'iperbole, e se il triangolo inseritio
ha un lato all’infinito, possiamo dire: Sopra ogni raggio uscenle
da wn punto qualunque di un’iperbole, il secondo punto @in-
conlro con la curve e i due punti d’incontro con due relie fisse
usceni: da un punto delle covica parallelamente agli assinioli,
presiin un ordine fisso, determinano due segment: di rapporto
cosiande.

3. Fissato un ftriangolo inscritto in una conica, possiamo pro-

porci il problema di determinare gquel punto O della curva, tale che = ..

1 raggi uscenti da esso taglino ognmno i lati del triangolo e ul-
leriormente la comica in quattro punti, i quali, presi in un ordine
stabilito, determinino un rapporto anarmonico dato. Percid pren-
diamo ad arbitrio sulla curva un punto M, per il guale conduciamo
(n. 1) quel raggio che taglia i lati del triangolo in tre punti, i
quali con M, presi nell’ordine 1Im]111;:::,. determinano il rapporto anar-
monico dato, raggio che incontrerd wlteriormente la curva nel
punto O cercato. Di qui discende: Dato un fascio di coniche punie
base distinti, ¥ puniti O delle medesime tali che rispelto ad wn irian-
golo inscritlo comune le relte do essi uscents taghano © lati del
triangolo e le rispettive curve in quaaruple di punti che presi in
wn ordme fisso delerminino sempre lo stesso rapporto anarmonico,
S0R0 in una rella passanie per il quarto punto base M del jascio,

4. Indichiamo con e, b, ¢, p (con accenti ed indiei gquando oc- |

corra) i punti in cui una retta uscente da un punio O di una eo-
nica taglia i lati di un triangolo inscritto ed ulteriormente Ia curva.
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Fissiamo ora una corda B( della conica e dal punto O si tiri.un

raggio che tagli BC in N. Fissato sulla curva un punto X, si tiri
B X; allora "si avra un raggio BY tale che sia

(BC, BY, BX, BP)—m

essendo P lualteriore punto d'incontro di ON con la eurva. 1l raggio
BY tagha ON in un punto R e la CR taglia ancora la conica in un
punto X;. Siccome ad ogni punto X corrisponde un punto X, e vice-
versa, cosi si hanno due coincidenze. Ma quando il punto X cade in P
anche Y e quindi anche X; cade in P, percid essendo reale una delle
due coincidenze, dev’'essere reale pure l'altra. Ma la coincidenza P va
naturalmente esclusa dalle nostre considerazioni dipendendo unica-
mente dalla speciale posizione della trasversale arbitraria 0 1V, per cui
possiamo concludere: Sopra ogni corda di una corica si puo, fis-
salo un punto U della curva, costruare un triangolo, tale da avere
(2 b ¢ p) =— m. Analogamente un triangolo esisferd sopra BC tfale
da avere (abpc) = m, ecc. Dunque: Fissalo un punio O di una co-
nica vi sono «®* Iriangol inscritti, insislenti 6 a 6 sulle «=* corde
della curva, talr che ¢ rapporti anarmonici delerminaii sopra ogni
trasversale passanie per O dai punti d'incontro coi lali di ognuno
di essz e con la curva, hanno gh sless: valor: dei rapporl: enar-
monict determinali alio slesso modo da gqualungue allro d:
e8st.

Siano ora sopra una cortda A B due iriangoli A BC, A B(, tali da
avere rispetiivamente

(abop) = m, (b, ep) — m.

Si conduca quella irasversale che unisce O col punio d’inconiro
di AC, BC;, per cui sarh b = ay e percio (b, bep) — m e quindi
a¢ = b,, cio¢ la considerata trasversale passa anche per il punto d'in-
contro di BC, AC,. Alirettagto dicasi per la coppia di tiriangoli
(@cbp) = m, (acpb) =m, come pure per la coppia (apbe) = m,
(@pcd) = m. Dunque: I sei lriangoli insisienti sopra una corda
di una conica, apparteneni: all’ infinita doppia considerata nellui-
limo teorema, sono devist in Ire coppie lali, che i due punti d’in-
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contro dei lali di due triangoli di una coppia sono allineati eon (), -
1 rapporti anarmonici relativi a due iriangoli di una coppia, m.ﬂih

nello stesso senso, sono 'uno reciproco dell aliro.

=
B

Abbiansi ora due iriangoli inseritti qualunque tali che sig .

(@be p) = m, (a,, €1 p) — m. 8
(
ha = a,, b= p,, quindi (@be,p) = 1m e percid ¢ =¢, . Dumque:
Se due qualunque degli o iriangoli inscritti considerati
ﬁfﬂﬂlﬁm{l leorema sono iak che duwe coppie di lali mnloghi_;
Smeontrano i due punti allineati col punio O, anche 1l
comune alla terza coppia si lrova sulla medesima relia.

9. Abbiamo visto (n.
conics, un solp

uscente da esso tagli i lati del triangolo ed ulieriormente la curva in
quattro punti a,%,¢,p che, presi in un ordine stabilito, determinino un

rapporto anarmonico di valore assegnato m. Mantenendo fisso P'ordine

e prendendo successivamente come valore del

rapporto anarmonico da essi deferminato 1 l ‘
m 'l—m:?ﬂ—ljlél'

- Otieniamo corrispondeniemente altri cinque punti (J, per cui

pn_ssiamu concludere: Fissato un iriangolo inscritlo in una comica,
eswsiono sulle curva se: puntt O, i qual sono lak, che ooni reita
uscente da wno di essi laglia i loli del iriangolo e la cureta in
qualtro punti, i cui sei rapporii anarmonici 8ono uguali a quells
deferminati dai punti in cui la eurva ed i lati del triangolo

somo lagliati da ogni reila wuscenle da quatungue altro di quel
puniti O,

dei punti q, &, ¢, p,

m
mo— ]

Fra le proprieta note che derivanc immediatamente dal nostro
teorema fondamentale abbiamo questa: Se due triangoli somo in-
screlii in wna conica, essi sono circoseritti ad un'allra conica.

Palermo, 1899,

Prof. ParaTizvi FrRaNcEseo.

— T 5

. upponiamo che i punti (BC, B, (;'1),
AC, 4,0)) siano in linea retta con O, per cui per quella retta si
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‘ TEMI DI MATEMATICA

rer la licenza nel Licei di Franoia

e o g WA o T al w

(Sessione di luglio 1891),

1. Risolvere nn triangolo conoscendo un lato, 1'angolo opposto A e la super-
ficie S. Si daranno le formule che permettono di calcolare le incognite b e ¢,
[mi B, C. .

Si effettuers il ealcolo prendendo a = 613%, 57, A = 60°, § = 133074=9,

(Algeri).

2. 1° Un circolo avente per centro O e per raggio O A = R, & tangente
csternamente ad nn altro circolo 0 di raggio OA — ». Per il punto di con-
tatto- A e condotla una secante A M che incontrail cerchio 0 in M e tale che
I'angolo M A 0" = «. Si conduca inoltre dal punto A una perpendicolare ad A M
che incontri il cerchio O in N, e si indichi con P il punto in cui la retia
M N incontra la linea dei centri 00'.

Trovare in Tunzione dei dati (R, r, «), le lunghezze PA, P M, P N. Enun-

ciare soito forma di teorema la proprietd che risulta dal ealeole di P A.

2", Applicazione numerica al caso di R—2, +— 1. sen o — ;—

3°. Supponendo che nella questione proposta R ed » siano le sole incognite,
determinare 1'angolo « in medo che P A sia media proporzionale fra P M e P N.

(Besancon),

3. Due circonferenze 0 ed 0, di raggi » ed 7, hanno per corda comune
AA'. Per l'estremith A di questa corda comune si cunduc& una’ retta qualunque
e s1 indichino con B e B gli altri due punti in cni essa incontra le circoferenze
0 ed 0. Pougasi inolire ang. A' A B = ).

1° Si forma il triangolo A’ B B’ e si domanda di quali pruprleth gode questn
triangolo quando si fa variare I'angolo § da 0 a 2.

2°. Condolti pel punto A i dismetri A D, A D' dei due cerchi e prolungati

rispettivamente fino ai punti €', € in cui ciasouno di essi incontra 'altra cir-

conferenza, dedurre, da cid che precede, la relaziome esistente fra le lunghezze
dei due archi 4 € od A €,

3", Trovare I'espressione della snperficie del triangolo 4° B B’ in funzione
dell’angolo variabile &, dei due raggi 7 ed » e degli angoli « & &' che fanno
con OO idue vaggi OA ed 0" A, Semplificare 1'espressione i quest'ares e tro-
vare per quale valore di ¥ essa & la maggiore possibile. Trovare ancora i va-
fori (i ¢ pei quali area A" BB —area 0A 0O,

La soluztone di quest’ultima qgietione non poteva essere preveduta senza
caleolo ? (Besangon).

4. E doto un semicerchic A M B di raggio 0 A — a. Per le estremitd A
e B del diametro A B, si innalzano sul piano del semicerchio due perpendicolari
sulle quali st prendono le lunghesze A P — 2 a, B @ — a. Determinare sul se-
micerchio nn punto M, medianie la lnnghewa A M — a della corda A M, in

1B
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Determinare in particolare i punti M rispondenti ald'ipotesi k*:Eﬂi;
B=2p 54, B*=2 }/2a" (Besungon).

9. In un irapezio si indicano con 2a e 2% le lunghesze dei due lati pa-
ralleli e con % I'altezza. Si domanda di dividere I'area del trapezio in due parti
equivalenti con una parallela ai doe lati 24 e 2 b, Interpretare le soluzioni
che 8i presentano. (Besancon),

6. A, B, C essendo i vertici d'un triangolo dato, in quale rapporto deb-
bomo essere le masse ehe bisogna applicare in guesti punti affinché il centro di =
gravitd coinecida ¢ 1° con il punto d' ineontro-delle altezze del triangolo ; 2° can
il centro del cerchio imscritto nel triangolo, (Bordeaus).

7. Sopra una circonferenza di cerchio, di cui il rasgio & oguale all'unitk e
di eni il centro & il punto O, si prenda un arco A B di 22 gradi e mezzo; si
conduca la tangente A T al cerchio, si prolunghi il raggio A 0 al di 1A del
ceniro, d'una lunghezza O C doppia del raggio, e si tiri la vetla OB fino al

~ suo incontro in M colla tangente A T'. Caleolare, con tutta T essttezza che GO~
porta I'uso delle tavole, la lunghezza A M; dare un limite superiore dell’errore
relativo che si commelterebbe prendende questa lunghesza per quella dell’arco A B.

’ (Caen),

8. E dato un cerchio di centro 0, di raggio K e di cuil uno dei diametri
¢ A B; sul raggio O B si porta una lunghezza 0.8 = k. poi per § si conduce
mma parpendicolare SX su A B. Sia M ON un dismetro qualungue e si con
ducano le rette A M ed AN che tagliano rispettivamente SX in P e Q. Si
domanda: 1% di determinare 1'angolo 9 = M 0B in modo che si abbia
MP. NQ=218, I essendo noto. Discussione; 2° d'esaminare il easo partico-

AR 3

lare in em A =2 R, i} = 5 . & di caleolare in questo caso i lati e ‘

le disgonali del quadrilatero MNP Q; 3° di dimostrare che il guadrilatero
MN P Q ¢ ipscrittibile e che il cerchio eireoseritic = (ueste quadrilatero taglia
la retia A B in dve punti fissi. (Clermont),
9. Bapendo che si ha
o-t+y+i=a, H+yP+2=5; PB4yt =
~ sl domanda di calcolare il prodotio @y z. (Digione).
10. B data una circonferenza di raggio » e di centro 0, ed una retta D
che non incontra la circonferenza, Si domanda di trovare sulla perpendicolare
abbassata dal punto O sulla retta D un punto C tale che la circonferenza de-
geritta su O C come diametro tagli la retta D e la ecirconferenza O in due
punti A e B tali che la retta A B sia parallela ad O C, ‘

S"indichera con « la distanza data O] del punto O alla retta D.
- (Dhgione).
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11. Un quadrilatero A BCD & inscritto in un semicerchio il cui diametro
dato A D=2 &; ¢ noto il lato BC =a che bha i snoi due vertici fuori del
diametro e la somma A B - CD =2 a. §i domandano i duelati AB & 2D,
che si potranno rappresentare con a — @ ed a <4 @z Cos’ & necessario affinchd
il guadrilatero esistn con qunesti dati? (Grenobls).

12. Calcolare i raggi delle due basi di un troneco di cono conoscendo 1'apo-
tema o e sapendo: 1° che la superficie totale nguaglia m volte quella di un

a

cerchio di reggio & ; 2" che I'apotema fa colla base maggiore un angolo di 60°,

Discussione supponendo che m ticeva diversi valori. (Grrenoble).

13. ]a un parallelogramino A B CD & dato I'angolo acuto 4 =— « e le lun-
ghezze D B — a, EC = b delle relle conglungenti i vertici D ¢ € al ecentro
E di AB; s domandano i lat del parallelogrammo. Quanti parallelogrammi vi
sono che rispondono alla quistione ¢ che cosa & mecessario affinché esistano 2

| 3 7
Applicazione al caso particolare: A —= 60°, DE — VT y OB == P; :

(Grenable).

14 Due mobili partono nello stesso istante da due punti 4 e B cammi-
nando sulla retta 4 B nel senso A B. Gli spazi percorsi dal primo mobile nei
saccessivi templ sono di metrl a, a 4= %.... @ + (n — 1) &, quelli percorsi dal
secondo b, b 4+ B,... b4+ (n — 1) 8. Si domanda dopo quanti secondi i due
mobili g’ incontrersnno, sapendo che la distanza A B — p.

Si disculerd la soluzione trovais. In parficolare, il problems & sempre pos-
sibile ! Qual significalo pud atiribuirsi alle solazioni negative? A quale rela-

zione debbono soddisfare a, a, &, § e p perché il problema non ammetls che

una goluzione ?

Applicasione. — Si ecaleolerd il numero dei secondi e Ia distanza A D del
pante d mcontro D) dal punto A, sapendo che a = ", g = 2m, p — 3»,
B 1", p = 70", (Lione).

15. E dato un triangolo isoscele A B € nel quale ilati uguali sono A B e
AC; sia M il centro di BC, I il centro di B M, Si domanda di determinare
la parallela P Q al lato B C, che incontra AB in P ed AC in Q, in modo
che la somma T P° -4 T e ungosgh una quantitd data m®.

S1 rappresentera con 4 ¢ la lunghezza del lato B C, con & 1 aliesza A M
del krisngolo, e si disecutern In posizione del punto P rispetto ad A e B, —
Prendere per incognita la distanza @ di BC e P Q, (Montpellier).

16. Risolvere 1'eguasione

3 B g
Vie+ a4+ 4 Ya—aP=5p at—z* (Nancy).

17. Un triangolo rettangolo isoscele A B € nel quale A B=— A 0 — b,
ruota intorno ad un asse B x situato nel suo piano, passante pel vertice B e
che non altraversa la superficie del lriangolo. Galeolare il volumé generato da
questo triangolo in funzione dell’'angolo « che V'ipotenvsa B C fa con l'asse B a.

Determinare « in modo da rendere guesto volume massimo. (Parigi).
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18. In un triangsle 4 B ¢ ¢ daia I base BC — a e V'altezza % condotia
da A, Si conduea la retta B ¢ » parallela a B €, ad una distanza @ da B (C,.
e & congiungano i panti B' e € ad un punto A’ di BC. Si domanda di cal-
colare il volome V geserato dal triangolo A" B’ " ruotando intorno s B C. — = ineh
- Massimo di V. (Parigi). 3
19. Dati dge punti A ¢ B. stadisre la varigzione dell'angolo A M B sotto
il quale & veduto da mm punto M il segmanto A B, quando questo punto M sj
sposta sopra una refts D D’ data, perpendicolare ad A B, che incontra 4 B in
C. E dato AC—ga B — b; 5 prenderda M (' — 2 come variabile,
(Parigi).
20. Tagliare una sfera con un piano 2 in modo che il volume di uno dei i
segmenti ad una base eps) oitenuti abbia un rapporto dato m al volume del
eilindro avente la stema base e la stessa altezza del segmanto, (Parigi), 3
21. Su di una retta indefinita sono dati due puniti A, B separati dalla di. i
stanza ¢, Un’ altra retta indefinita @y si sposta parallelamente n se stessa, fa-
cendo enlla prima ua angolo dato 0, e, in cisseuna delle sue posizioni, si abbas- °
800 su di essa, dai punti 4 o B, le perpendicolari AA' —a, BB — B
Indieando ¢on a ¢ & due coefficienti positivi costanti, si domanda :
I di determinare ii punto d'intersezione G delle due reite in modo che sia

20" b P = (a 4+ b) m?;

2% di trovare il valor minimo dells quantith aa® + 0 2 e la posivione f
corrispondente del punio 0; | _ ”*{
3" quale sard allora ls definizione geometrica di questo punto ? -

' (Rennes),

Risposte,

: 1 ,Vﬂ’mnd+43(ﬂnad+l) Vu?senA+4S{cns=A—l)
" b_'_—-__ +
P sen A sen A

& e

L] ’,/ﬂ!uend'l-iﬂ(ﬂﬂﬁd-{—]] l/a'*‘sﬂuﬂ—l—éS(c{iaA—-l}'
= — .

sen A sen A
i D A 2 2 -2 2
2. 1% pa_ 2Br ’ PM__JVR sen®o —+ 2 coste
1 R — » R—7»
2R 3/ R? gen? 2 aog? 433
PNZ V iﬂ ﬂ-;}'r COB* ¢ ;1- ED) PA — 4, PﬂI {‘3/ >

8 /3 "
PN—' 3 — V .
3 Ben @ ~- JryEp

3. 191 triangolo A'B B’ & tonserva costantemente simile al iriangolo 4 0 O,
2°) Gli archi A ed 4 ¢ 80n0 proporzionali ai raggi + ed »'.
3°) S= 2r»" upp (* + &) . sen® J. I massimo di § si ha per = 90°
e 270°% Area S = 200 quando 4 = <+ 30° o + 1509,
& L'equazione de] problema é o4 — 242 4 k4 — 20t — 0.
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9. La lunghezza della rettn che divide il trapezio nel modo richieslo &
espressa da J/2 at 4+ 2 b% .

6. 1°) Le masse dehbunn essere proporzionali alle fangenti degli angoli
corrizpondenti ; 2°) Le masse debhono essere proporzionzli ai lati opposta.

2
7. AM = 3 ,tan 7°. 27" ,59%, 3 = 0,39264. Limile superiore 15000 °

8. 1°) L'equazione del problema & Rsen®p -+ Pseno 4 A — R = 0;
29 9 =060" MP=R})/3, NQ=5R, PO=4RYV3, MQ = R}/3D,
NP = R}J13.
203 — 3ab? + a8 a @°

9. oyz = 8 . 10. 5 } T+r2‘

@°* +3a°R — 4 k3
11, 2 = l/ Q2 — 3R . Perché il quadrilatero esista ¢ neces-

2
sarto che sia 1j <a<R
Vs

™~

12. Le equazioni del problema sono & — y — 8y 4 120y —

1
2

(m — 3)a®* = 0, dev'essere m = 3.

13 l/(b! B Al ’/(E’E +a?)teos'a — (B — a®)? cos® o

cos® o

Vi spno

: : !
due parallelogrammi se » = a = b {an -;~ . Applicazione: 2, 5

14. Deito @ il numero dei secondi cercato: = & radice di (x — B) 2" +
B—a+2a—2ba — 2p = 0. ]Il problemsa ammette una soluzione unica
(f—oa-+2a — 2hH)*

BB — o)
o= 15, AD" = 225=,

15. L'equazione del problema & 2(4 a® +h“)m’*‘f— 16a’hz 4 A2 (1022 —m*) =0,

S

quando p = . Applicazione: @' = — 10, A D = —100m;

63 a n
l L] L] - — i
6. 0o 35 17 3 V (cos & —+ 3 sen u); massimo  per
; 3
% = ang (seu = Vﬁ) nel easo in cul B¢ cada eetro 'angolo ABzx., T
b3
3 V__ (cos & -+ sen %), col massimo per o = 45%, qualora A B cada enkro
2T @
I'angole CBa. 18, 7 = g v »* (h — @), Massimo : 51 *" A,
19, Equazione sen®a.a'—4-[(a®-+5%)sen’ax — (a b)%] & + a*b*sen* o = 0 ;
a—b 3REZm — 1)
< -
sen @ < R 20. Ali#a segmento = gr— i

21, 1" Posto A0 =, si ha (¢~ &) sen®0.0® — 2b¢ sen? .z -+

-2 ?h
bc?sen’ 0 am (w4 0)m®* = 0; 2°) Minimo = ﬂbbfg ; 3 AD: 0B = b:a.
ﬂ "

e ———
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

D — e S

Variazioni e limiti dei triangoli isobaricentrici e iscritti in
un dato cerchio, — 1. Dalo nn eerchic K, di centro O ¢ raggio B, @ dato
un punte & nel swo interno, si hanno infinili triangoli aventi in G il comuns
baricentro, e iscritti nel cerchio Z. 1 punli medi dei lati di (quesii triangoli
giacsiono in unn circonferenua L, di ceniru N, che passn pure per i peti delle
altesse dai trizngoli medesimi, ed & la civconferenza dei nove punti comune a
quei friangoli, ed snche la figura omolstioa inversa di K rispetio al ceulvo di
omotetia O, ¢ la figura omotetica diretta di & rispetio al punto H, ortoceniro
comune di butti guael Lriuug’gﬁ (- Di guisaché assegnate in K un punto A4,, a
condotie le rette A H, A &, queste iaglioranno L rispettivamente nel  punéi
Ay, M, e la retia A, M taglierd K in dup punti B,, C,, e sarh A4, 8, C,
nn tangolo iscritto in K, e avente in G il baricentro (™).

Mi propongo di studiare 1a variazione ed i massimi ed 1 minimi del trian-
golo 4, B C,, ynande 4, si muove nella circonferenza K, senza ricorrere pero
al enlealo dilfercuziale, del quale, o primo aspeiin, pare che non 41 possa e
n meno, traflondosi, come pil soblo si vedvd, di una funzione di 3° griclp, E
coglierd, a uesto proposito, 'ocessione di far eonoscere ui giovant stodenti che
In quesio giornale fanno le lovo prime armi, un teorema da easi forse iznarato,
e che ¢ wollo utile nello studio deiln variazione delle grandeszze, specialmonle
1o certe quistioni di geomelrie, in cui i metodi ordinarii sono poco adatii.

2. 8e il carchio L non taglian K ciod & [uttp mlerno a K, la precedenie
costrivzione div due briungoli isosceli isobaricentrici iseritti, ABC, V' B ¢ (")

3
Ponendo GG =, si ha OH=135m, ON=—-, 08 = HN— DN —
| ] - .
5 (B—3m), MG= 0+ 0G = (R— m), AM=3M6=— (R—m).

L — 3
quindi M — R — 03 =3 (R — n) (R —H= 3m), o

IB(AABOR =27 (R — )2 (4= 3m).
Similmante si trova

16(AABCY =27 (R+m)" (R — 3m),
onde
(A4BO) — (AA'B'C) = 27 R,

cioe 1l triangole A B0 & maggiore del iriansolo 4 B €.

e

(¥) BALT2ZER, — Planiii, § 12,8

==} Le rette 4,77, 4, & tagliany & o qualire punfi; ma & ineile veriffeare ¢lo gan sola
delle vette che sooginngono quest! guatire punti sodidisia alln quislivne,

(=5=] 11 lettore @ pregato di farsi te fizure. In Auaesie Heure io sapputgo she 7 sia gl dirotte
i 0, ohie & sia il termine pi0 bazso 2] diemetro GF, e 4 il termine opposto. 1 iati LEC. BC
risnltune perpendicolari ad 08, ed & B2 % B (", In quesie fimwe W od A somo rispetiivamente

I punti medi Jei lati 8¢, RO, 5 & i1 vemiro del eeprehio L, 11 gunly ceutrp ¢ il punto medio
i1l 01,
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Se il eerchio L taglia il cerchio A, il triangole A’ B' € non esisiem i
g se risulta fangente, il Eriangolo A" B (" avrd 1 verlien B, (7 coincidenti,
3. Considero ora vn triangole qualungue A 2 € iseritlo in K, e avento

i G il suo bavicentro. Dico a,, b, ¢, 1 nimmeri che misurano 1 suci latl, S,

la sun area. Si hanno le egrazioni:

T, EJI Uy = '—I:RSI " it = R — < +?]| :__;i_ﬂl_ s

s G iy

: ot ] 8 2 232
168 =4y ¢ — (b7 + o ay ).

Eliminando &, ¢ ¢, topo brevi ridozoni, & ha: )

11
3 R— g, 19 (B — imf‘} — = ﬂ:]
VAR &

o¥yero, essendo | TRe— 2R sen 4;:
18, — 4R*sen 24, +(R*—0m?) 124,

Si pub noture che =c nelln formoln orn serifla & suppone 0, = ¢, , st lle-

duce rquelln ricavatn per alira via nel nonmero precedente.
] R ER " W R .
4. Suppongo > < ON <L -+ clod (2): 5 L m & R, Allora i cer-

ehi X ed 7. si laglieranno i dve punti, A,, A, il primo alla sinistra di A4,
il secondo alla desira. Le velfe A, G, 4, G fagliano di nuove I nei punti O, C,
mapeitivamente, ¢ se st pons 4. =B, 4, = 8,, 4, B._, ﬂ:, .4.3 B, C, s1 do-

vranne riguardare come due irangoll isobaricentricr iseritfy di ares nulla. |
punti €. €, determinano Vareo €, C, (), in cni non cadono verhbiei degli in-
lini{i Lrigngoli isobaricentrici iseritli (7).

Se orn .r'i.l cade nell'arco A Ai, BI cadra neill areo AE ', o Cl nell'sreo CE B
(B ¢ alla destra di ("); ¢ se A, eade nell'aree A, €, B, cadrd nell’'arco A4,
¢ €, noll'avep C_B. So 4, endo mnoll'arco CCy, avviens nell'arco B4, A cid
che acendeva nell'arco A4, €. Bastorh quindi sindivre lu varinzione del triangolo
.4] B ff‘“ quuide A, varin nell"intervallo A4 . Ora 51 non eche il punto M 1 ynesto
s equde fra O o A, perche dallessere B < 3 apy risulta 3R — 3Im 2R,

e —; (R — i) < R, ciod ancorn (), A M £ R. E allora B, C,. che la-

vlis L an M, ed A, sarh minore di BC, pevche &8 OM, > OM, ed M, 2
i pte medio di B, €, Inolire & manifestamente A4 A" < A M, e quindi il
lrinngolo A B, €, & minore el triangole ABC. Di pill, siccome avvicinandosi
A, ad A, anche B 3l avvieina al A,, segne che variandn 4, da A ad A,.
il triangolo 4 2 . decresee fino o zero, por pol erescere di nuovo, quando 4
olivepassa il panto 4,. Ove si noti infine che mel passsgeio del punte A, jer
I opunie 4, Varen del trisngolo A, B, !, eambia di segnoe, si pud enuneciave il

sranenle eorema |

Far

%) Beguo la censaetwlioe i lesgere nn arco i modo che dal termine prine letto al seeondo
1 proesln nel sposo 1lel movimento delle Taneet e dell*orologin,
(%) 2§ intende dvi tihamenli reall,

et e AR T R PR N L R

e e
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3¢ € pumts A si muope nella circonferenza K, partendo da C,, Uarea del

tn}yggpk A 4 Blcl - dawg HHJ&I, chuigﬁlﬂ wn valor &, che o Sﬂﬁﬂﬂyﬂ r

POsItivo, e creses. Npl punto B gquellarea locca wun massimo, rapprasenﬁ:tul;_.’l.“ %
dall'area dej fangolo isoscels ABC, e poi decresce, fino ad annullars di e

nmuov0 nel pasto Ay Quivi cambia di segno, ¢ algebricamente decresee fino al -
purto A, s eui ripiglia i valore dellarea del triangolo A BC, che va attual- .}
mente viguerdato come un minimo. De A algebricamente cresce fino ad an- 3
nullarsi nel pamip Agy dove di nuovo cambia di segno, cresce fino in C, dove
raggiunge il primilivo massimo, e infine decresce sino a zero nel punto G,

Si pud 18 particolare enunciare il seguente teorema:

Ne di bz 4 triangoli isobaricentrici e iseritti in un dato cerchio, ve ne &
un S000 isoscele, guesto avrd Tarew massima. X

5. Se ON :%, se ¢iog (2), B = 3m, i cerchl L e K risulteranno tan-
gent) intelmmnte. In questo caso la costruzione indieata nel n. 1 mosira :"_::
che tutti i iriangoli isobaricentrici iseritti sono rettangoli, e il vertice dell'ap-
golo retto eade per ciascuno nel punto H = A, In questipotesi & ha percid:

Sz A, s muowe da A’ verso B, A B, G, cresce, toccando un massimo in B;
PoL decresez fino a sero in A; guivi cambia di segno, e in valore assoluto
cresce fino in Q, d'onde poi, sempre in valore assoluio, decresee finoe a wilor-

AATE @ 527D nel punto A’

6. Se m < 3 il cerchio L sard tutto interno al cerchio K. In questo RS, .

Case non riesee agevole, eol metodo precedents, studiare Ia vaviazione di S,.
Adoprerd 1] metodn indicato in prineipio, che é fondato sul segnente teorema:

€« Se ¥ & uea funzione continua, in un dato intervalle, della variabile in- - {8
« dipendents z, e che pud essere messa soito la forma d'una somma o d'ung - g

« differenza i due funzioni U, V della « stessa, le quali restino positive in
« quell’interyallo, allora, se, nel primo easo, per un accrescimento posilivo }
« di @, I'ung delle funzioni aumenta di %, e l'altra diminuisce di 7, e se, nel
« secondo casp U ¢ V prendono gli accrescimenti & ed 7, vi sard acerescimentp

« o diminuzione di Y secondochd i limite del rapporto —, per 4 = 0, sard

« pit grands g mu piccolo di 1: e i massimie i minimi della funzione avranne
« luogo quamlo i limile di quel rapporto sari eguale all’unitd () ».
Cid poaly eonsidero 'aran del iriangolo A, B, O, sotto la forma (3)

4S8, = 4 R? sen 2A, + (R* — 9m?) tg A,

Ora dei lre angoli del triangolo A B, C, uno almeno sard maggiore di 45° i

e quasto sip A,. Allora 2 A, sard maggiore di 90°, e erescendo A, 4R sen 24,

decrescerd. Inoltre, come & facile verificare, 1 {riangoli isobaricentrici iscritli in

questo caso rignltano tuiti acutangoli, ¢ tang A, sark positiva. Cosi 4 S, 8 Im@sER ;.

softo la formn d'una somma di due funzioni della variabile 4,, le quali ri- "8

i R B - - " - -

(¥) Dessoyves, — Questivne de Qéomeélrie <léwentmive. — Troisibme ¢dition, Parls, 1880. Pag, 117,

L]
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mangono positive nel totale movimento di A,. Di queste due funzioni, quande A,
prende un acerescimento positivo, la prima dimiouisce e la seconda eresce, onde
¢ 1 caso di applicare il teorema rammentato ().

A questo scopo pongo A, - A invece di A,. Allora (R® — 9m?)ig A, au-
menta di
(R — 9m?) sen A
cos (A, 4= /i) cos A,

(R* — 9m?) [tg (A, 4= h) — tg A,] =
e 4 R°sen 2 A, diminuisce di
4% [sen 2A — sen (24, 4- 2A)] = — BR® sen h cos (24, + A).

Il rapporto fra 'anmento e la diminuzione sara :

R? — Om® ]
BR* “cos(A, 4 k) cos A cos (24, + )’

il coi limite, per A—20, &

9 m* — R 1
BR*  costA, cos24, '

Eguaghando questo limite ad £, si otlengono i valori di A, che rendono
massima o minmima l'area S,. Si ha 'equazione

Om®* — R
2costd, — cos? 4, 8 Re — 0,
da cul
R4 3m
EDE'*AI — IR 2
R4 3m

Prendendo cos'A, = , 91 avrd, dopo alcune riduzioni :

4R

3 (R — m) (R 4- 3m) 3 (R — m)
iR WA= a s

1687 = 27(R — m)* (R +3m) = 16 (A. ABC).

gen? 24, =

&L — an
4 ;¢

Prenldendo cos* 4 — , Tisulta:

168 = 2T (R4 mP(R— 3m) =16 (A.A'B ()

Fisisa dal n. 2 che ABC > A'B C'. Se si osserva inoltre che il detto li-
R — 9m® 16 R?
BR!® ' R — Om®
quando il punto A, si muove, in un senso ¢ mell'aliro, ed & prossimo a B,
I'area del iriangolo A, B, C, cresce, e quindi decresce nel caso contrario, e che

mite par A, = B diviene (2) = 2, 1l che significa che

\¥) Con 4, ora Indico nn punto, ed ora un angolo. Con el pard non viene ad ingenerarsl
uonfusipne alennn.
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una simile osservazione si faceia in B* ed in A, osservazione che si ommetts

i
1l
AR

per brevitd, si deduce il seguente teorema; Rkl

Se di tutti i triangoli isobaricentrici iscritti in un dato cerchio vene sono. |
dug isosceli, e questi sieno ABC, A'B'C’, Fares d'un qualsivoglia trigngolo i
isobaricentrico iscritto A B, C,, quando un sup vertice A, si muove nella. cir-
conferenza del dato cerchio, varierd in modo continuo, mantenendosi sempre -
del medesimo segno, e passerd, in un ntero giro del punio A,, tre volle per
un massimo, 8 cid avverrd quando A, coincideré con B,A,C, e tre volte per
un minimo, e cib aveerrd, quando A, coincideré con B',C',A’, I tre massimi
sono uguali fra loro, e sono rappresentati dal triangolo ABC. i tre minimi
sone pure eguali fra loro, e rappresentati dal briangolo A' B C'.

Si ha anche:

Se dei triangoli isobaricentrici iscritti in un cerchio ve ne sono due isosceli, i
di essi uno & massimo, ed ¢ guello che ha la base maggiore, € Valiro é minimo, '

Prof. Ses. CATaANIA,

Nota sulla Quistione 105. — La quistione 105 (*), della quale, nel fasci-
colo precedente di questo Periodico, si dd una soluzione analifica, offre un
bell'esempio dell’eleganza che spesso & raggiunge coi metodi di geomeiria pura.

Dinotino A e B' rispettivamente il vertice e 'ortocentro dati, 7, ed , le due ¥
rette date ed R 1l .pu.utn ove esse si tagliano, Se A, ed A, sono gli alirl doe H
vertici del {riangolo cercato, ciod quei vertici che appartengono ordinatamente 248
alle vette I, ed Z,, & chiaro che il lalo A, A, & parpendicolare ad AB’, ed A, B’ &
perpendicolare ad AA,. E viceversa: se AA A, & un triangolo nel quale A A,
& perpendicolare ad AB’ ed A, B' ¢ perpendicolare ad AA,, esso risolve il
problema.

Inolire, se X & il punto Q' incontro delle rette A A, ed A, D', noto X, il
triangolo A A A, si pud facilmente eostruire; quindi il problema si pud ridurre
ulla Ticerca del punto X,

Omettendo nel problema la condizione che 4, B’ sia perpendicolare ad A 4,
e tenendo ferme le alire, il {riangolo non & determinato, B poiché evidentemente,
al variare di esso, i vertici 4, ed A, segnano sulle retie }, ed I, due punteggiate
proiettive, 1 fusei, che proeitanp gueste punteggiale da A e da B ordinatamente,
sono proiettivi e determinano sulla circonferenza di diametro A B' due serie pro-
ietlive di punii; ed i panti uniti di queste serie sono chiaramenle le posiziom
del punto cercato X,

Per costruire con facilita tre coppie di punti corrispondenti delle due serie
prolettive sulla circonferenza, si condncano ad essa le tangenti in 4 e B’ e sieno
P,L,P.: Q,,Q, i punti d’incontro di ciascuns delle tangenti con le rette 1, 4,
ordinatamento, ¢ si disegnino le rette AR e B'R, E facile vedere che nei fasei

(*¥) Clog : Determinmare i trigngoli elascuno dei quali soddisfi aile seguents condisioni: nn vertice
cada in un punio dato, § due verticl rimanenti cadano i due date relte, uno per ciaeruna, ¢ Uorlo-
cerilre sia un pundo aszegnate,
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projettivi di cemtri A e B’ sono corrispondenti i raggi: AP, ¢ B P, AQ, ¢ B’ Q,,
ARe B' R, dai quali raggi si deducono le coppie di punti corrispondenti delle
due serie e da questi punti s deduee la rveta che taglia la circonferenza nei
punti cereati X.

|5 utile osservare che quest'ultima retta, nel caso che 4, B’ ed R sono per
diritto, & la P, Q,, e quindi il problema in questo caso si cosirmisce con gran-
digsima semplicita.

Napoll, gingno 180%, T. FuUORTES,

Alcuni teoremi affini di geometria. — Se due rorde d’un angyole,
seqantisi sulla bisettrice deld’angolo, somo uguali, esse sono ugualmente inclinate
a guesta bisetirice.

Sin ACB = 2« 1'angolo, €0 la sua bisetfrice, 4 (3D una corda dell’'angolo
e pongasi CO=¢, AO=—a, 0D —gd, ang. COA = §.

Dalla trigonometria si ha subifo

k C H

sen o sen[m— (B4« sen (B -+ x) ‘

'
ek c (s

sen o ﬂaﬂ[ﬂ—{w—ﬂ-i-ﬂ.)]:sen(ﬂ——m}'

onde

, o |
[1] m=a -4 a =cﬂﬁnﬁ(ﬂ&n(ﬁ+u)+san(ﬁ—u)'

Riducendo a forms intera st otftene successivamente:

¢ sen o [sen (B+«)+sen (B — )] —msen(B-+o)sen(fp —a)=10
2 ¢ sen  cos « sen B — m (sen *P cos*x — sen T cos *P) =0

20 8en o COs o

sen °p sen B — sen 'u == 0,

n

equazione di 29 grado vispetio v sen f, Osservando che le suc radici sono reali,

avremo dunque :

-+ sen ‘u .

¢ Sen & COS & '/f:E Ben ‘o e08 “nx

sen 3 = —

7
dove si & preso il solo segno -+ pel radicale essendo da comsiderare p =
e positivo, # '

Quando ¢ ed m sono assegnati, <osi che il 2° membro della precedente
egnaglianza® non superi 1' unith, i1 valore che pud avere sen & dungue
™

unico e i due valori dell’angolo, corrispondenti, sono: B (é E) e m— B,

pssia & se due corde passanti per lo stesso punto della biseitrice di un angole
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hanno la siessa lunghezza m e non colneidono, ghi angoli che esse formano -"-f;q_ it
colla bisettrice (nello stesso senso) saranno supplementari » ). s
COROLLARIO. — &2 in un triangolo due bisettrici somo uguali, il triangolo
& isoscele, con wuguali i lati su cui cadeno queste biseltrici,
Nel triangolo A B € siano oguali le bisetirici AD, BE degli angoli A e B

)
i

S
S

e chiamisi 0 il punto &' incontro di AD, BE, per 0 passa la bisettrice dol
Uangolo C. 1l teorema precedente ci permette di concludere che saranno pure
uguali gli angoli AQC, COB e percid vguali i triangoli A O, C OB, ossia
AC=CBe¢c. d. 4. M. Sacecnn

Trorema. Se wn triongoly ha due angolt disuguah, la bisettrice dell'angolo 0
maggiore ¢ minore della bisetivice detl angolo minore, .
Nel triangolo ABC (fig. 1* e 2% sia Fangolo C maggiore dell'angolo B i
e miand CH e BD rispettivamente le loro bisettrici Suppongasi dapprima
(Ag. 1Y) l'angolo A non minore dell’ angolo B e facciasi 1'angolo BCE

¥ig. 1.

uguale all’angole B ¢ conducasi la bisetirice CI dell'angolo BCE, sari
C1=— BL, perché i triangolo EB C & isoscele. Nel triangolo H I C sari poi:

B C b
ang. HIC — B - o ed ang,. THC—= A +_E__ ¢ quindi: ang. 1HC > :'-.‘;': S
. T
ang. H1C o CI > CH, BL > CE ¢ BD > CH.
Suppengasi ora (fig. 2") I'angolo A minore dell angolo B. Si avrd: . .5
C B -
ang, BHC — 4 L+ 5 el ang. BD( =4 —!——2— e quindi: ang. BHC >

ang. BDC; inoltre questi due angoli sono acuti. Infatti,

faceiasi ang, SB(C —
ang. I'CB = A ;

ne risulferanno internamente al triangolo A BC i due trian-

(*) Omervanido che 1a [1] pud anche zeriversi

o 2cuen’e et senfl  caemig
" gem B — sen 2 aem Yot
sem {3
sen 3

sl deduce che dato ¢, m pud variare dal valor mintmo 2e tan @ all*infnifo. Infatti per ﬁ

seqn 2r
m:nﬁ ha 11 massimo valore o

p il minimo, onde m asanme il valor minkmo,
LLH]



goli HBS e TCD isoscell sur lai HS e TD rispettivamente perche ¢.

C B .
ang. HSEB — A + 5 —= BHS el Rﬂg.ﬂTU:A-ﬁ-—z—:CﬂT.Sltiﬂl'

dueano ora dal punto F d'intersezione delle bisetirici le perpendicolari FP W
AB el FQ ad AC, si otterranno i due triangoli reitangoli FPH ed FQ P
cogli angoli aenti BHC ¢ BODC. In questi triangoli retfangoli per esseiv
ang, PHF > ang. FDQ od FP=FQ sarik FD > FH; nel triangoto
FBC & poi BF > CF per essere ang. FCB > ang. FBC. Onde Infive:
BF 4 FD > CF -+ FH, ossia BD > (CH,

ConronLaRIO. Si deduce per assurdo che « se un triangolo ha due hisetiral
nguali, ghi angoli corrispondenti sono ngoali e percit il triangolo € izogcole .

V. CaneaneTe.

TrorEMA. In ogni triangolo al lato maggiore ¢ opposta bisetlrice minory.

1% Dimostrasione. Nel triangolo A BC, siano BD, CE le biseltrici dogd
angoli B e €, dico che se AB > AC, sarhk CE < BD.

Per un noto teorema si ha AB: BC:: AD;DC e AC:BC:: AE: kB

¢ componendo :
AB-+ BC:BC.:: AC:DC ; AC+ BC: BC:: AB: BE,
da cui wguagliando i valori di BC
(AB+BC).DC_(AC+BC).BE
AC AB

Ore essendo per ipolesi AB + BC>AC+ BC ed AC AB sip¥
AB+BC _ AC+ BC '
AC ~ AB
Dalle stesse proporzionl si Ticava pol

AB.BC:B(®::AD.DC:DC* e filu‘&'.ﬁ{.’f:JE-'_C’E::..el]’.%’..EJﬂ':E'mf—?l

gd avendosi per un altro teorema noio

, sicché dall'eguaglianza precedente deducesi DC < B A

AB.BC—=BD'4+AD.DC e AC.BC—=CE 4+ AE.EB,

sostituendo nelle ultime proporzioni, consegue

BEE:HTE—D_GE::AB.BG:-EE- ::AB:BC
& E-EE:EUE—EES::AG:BC

s finalmente dividendo termine & termine
BD*  BC—DC 4B
e BC—BE AC
Ma si ¢ dimostrato DC < BE e#per ipotesi si ha A B > AC, quind
Bl =00 o AB
BC® — BE T AC

dungue finalmente BD? > CE' ¢ BD > CE, c. 4. d. A. Lueiy

> |
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26 Dimostrasione. Sin il triangolo 4 BC, nel qasle il lato BC & mugﬁml
di AC: dico che la bisettrice -BE dell’ angolo B supera la bisetirice A D del-
I'sagoio 4. ,u

Essendo O il punto d'incontro dells bisetirici, bisogna dimosirare la l'alﬂzmna .
BO+ 0E> A0 + OD. [1] S

In causa di BO> A0, quest'eguagliansa sarebbe evidente quando i nyesse
OF > OD. Supponiamo _
dungue chesi verifichi il 75§
contrario.

Sui lati @' un angolp
20y uguale 2 BOD; '
prendiamo O'A' = 04, Ll

! .:';"“--'
Tl et

s

o iy A

e it

-

0'B'=0B, 0D'=0D,.

angoli A'E'y, B'Dy, ri- 1’
spettivamenie uguvali a

A'E'y > BD'Yy. [2] -:?-F:.:

| ] 1
D'aliro lato,  motivo di 2 Reiti > A 4 B, si ha 2Relli —B— 5 A >4
. - r 3 . 1 ] ' .- *
ed a plﬁ. forte ragione 2 Retti — B — Y A } ) B. Couseguentemente 5
0B S 0D [3]

Conduciamo A'F parallels 2 B'D"; l'inegusglianza [2] prova che il punto
F & situato fra i punti O ed E'; ma in causa dell’ ineguaglianza [3], si ha
ancors, com'é facile riconoscere, A'B'> FD', dunque & maggior ragione - i
A'B'SDE o OB —0A'S 0D — 0'E, cib che equivale all’ inegua- 48
glianza [1] (). :

GororLsmio. A delle bisettrici nguali sono opposti deil lati ngual.

TEorREMA, Se le bisettrici di due angoli d'un triangolo sono uguali esso ¢
1soscele.

Nel triangolo ABC siano « ¢ [ le bisetirici degli angoli A e B. 51 ha,
com'e noto :

be(h 4 c—a) (6 -+ - c) E__::u(s+:1—b)(n+b+ﬂ)
&+ o  B= G+ oy -

ot —

=

(*) Questa dimestrazione & prees letteralmenie dnll'opera: E. Carivaw, Théordmes o Pro-
bitmes de Glumitric Blimeniaire. b édition. Parls, Dunod fditeur, 1872, Abbinmo nstlmate oppor-
tono aggimngerls per 1*interesse che presenin 1 proposlzione alla quale si rlferisce.

F. um’altra dlmostrazione nel Bavxzer, Mlan. p. 00 della 3* edls. .

Nel ventore fasclcolo verranno pubbloats ancora altre dlmosirazionl 41 quoesta proposisiome

¢ <el lsorema seguenie.
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Suppongasi ora o = f, sari:
bc(b+c—-u}(c+u)‘=nu(c+a—b)(b+r:}‘,

ossin syiluppando e raccogliendo: |
(¢ — D) [¢* + (@ + b) ¢t 4+ 3abe 4 (a + byab] =10,

e poiché il secondo fattore di queslo prodotto & una quantitd essenzialmente

diversa da zero e positiva, cosi per lannullarel del prodotto stesso dev essere

a=—h=0, ovvero a =& {').

Tema di matematioa per la licenza dagli Istituti tecnici. —
Le bisettrici degli angoli inlerni di wn triangolo ABC incontrino i luti BG,
CA, AB rispetticamente nei punti A’, B, C'. Supposti conosciuti i labi
BC = a, CA=0b, AB=c, trovare i valor: de segmenti Bﬁu',_ﬁ'ﬂ, C B,

B'A, AC, C'B e il rapporto fra le aree dei triangoh ABCG, A'B'C,

Dalla notissima proprietd espressa dalla proporziene CB :BA=a:q,

‘_ , ab , bc .
gsi ha CB = prmal BA= — 0 permutando circolarmente :
bhe (! ca ab
— "R = : BA = 0= .
AC b+ a’ L b=a A c—4=b" &G ¢ == b

Osgervando che i triangoli A BC, AB (" hanno un angolo eguale, si de-
be bhe (a 4+ ¢) (b + @)

tlucenheﬁABC:.ﬁAB(f:ﬁc:b+ﬂ*ﬂ+c bo , onde

AAB bl
“ 4o (b+a)

sndicando con A il triangolo 4 BC. Similmente

ABCA’ s ACA B Al
“+a)c+b ' ~ (c+b) (at+c)

Dopo cid st ha
AABC =A (l be ca ab
ABC=A!= 500+~ GroEth) () (a+a))
2abe
(a4 b) (b+¢) (c-+a)

g conseguentements
AABC  (a+b) (b+9) (¢ @)
AA'B C 2abe

LA ]

(¥) La presente dimostraziens pud anche leggersi nell’dppendice del Rigg. Prof. D. Gavpion

¢ V. Benuarpi all’edizione isaligns della Geomeiria dsllo Behiomileh.
Dae dimesteszienl sintesiche, perd sollanio apparentemente dirette, dl queato leorema posEon0
leggersl a p 188 ¢ 311 del t. I, 1841, dei Nouvelles Annales de Malhémaiigues, Non vengono ¥l

prrtate per 1l poeo interesse dkiattico ahe presenianc,

e —
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
96, 105, 110%, 120%, 121%, 122%, 123", 124" ¢ 125" |

96. Dimaostrare che, se la congruenza generale di 2° grado e di modulo %
primo :

ax* 4+ bxy 4 ey +ds 4oy =20 mod. p

non ¢ parabolica, se cioé b — dac non & 0, mod. p, essa, in generale, ciog
quando ae® + ¢d® + fb? — bde — 4acf nom é 0 mod. p, ha p — 1 sodu- ..
ziomi se & tperbolica, se cioé b* — 4ae & resto guadratico mod. p, e ne ha ¥
p = 1 se & elliitica. (G. FrarriNg).

Dimostrazione del Sig, Prof. 7. Scarpis.

Una congruenza generale di 2° grado e di modulo primo p si pud Bewpre 5
porre sotfo la forma

(1) ax’ 4 2hay + 86y 4+ Rga 4 2fy 4+ c = 0.

Riferite a guest'ultima congruenza, le condizioni espresse nella enunciazione i
del teorema che si deve dimosirare diventano :

1
A—abec+29hf— aft — bgﬂ-—:‘:hf$ 0

C=ab =0
Se ora si pone
G=[fh— by ; F=gh —af, _

e st chiama f(w,y) il primo membro della (1), si avra l'identitdh (D' Ovipio —
Le pro. fond. d. curve di 2° ordine, n. 4)
(2) bCf(a,y) = C(he 4 by + ) + (Cx— @) +4 Ab.

Non essendo C multiplo di p, e supponendo per ora ehe non lo sia nep-
pure b, alla (1) potrd dungue sostituirsi 1'equivalente
(3) XE2— (A — ab) ¥Y¥ = — A

(si & posto Co — G =X ed hz4+by 4 /= ¥). Per la quisiione 84
(fase. 1%, 1891) si trova che, non imponendo alcuna condizione ai segni, Ia (3)
ammette p — 1 soluzioni, a due a due egunli ed opposte, sec 4* — g b & residvo
guadratico mod. }1', e ne ammefie p 4~ 1 nel caso opposto.

Gid premesso, essende O e & diverse da 0 mod, p, le formole

Co — G=2X; h:::.|_b'y+f='1’

mosirano che ad ogni soluzione (X, ¥) della (3) ne corrisponde una ed una
sola per la (1), e a soluzioni diverse dells (3) soluzioni diverse per la (1). E
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poiché & vera anche la reciproca, si conclude che la (1), al pari della (2), am-
mette p — 1 soluzioni, se A® — ab & residuo guadratico, e P + 1 nel caso

contrario.
Se fosse b == 0, invece dell'identitd (2) «i considererebbe I'sltra

aCf(m y) = @@ + hy + g + (Cy — F + Aa

e, ragionando come sopra, si concinderebbe che la proposia congruenza ha p— |

radici, per essere in quesio caso A* — ab = k* un residuo quadratico.
Rimane a discutersi il ecaso ¢ —= b =— 0, ossin il caso della congruenza

2{hy +ga+2fy +c=0

i
per k diversa da 0 mod. p, tale dovendo essere 4* — ab. La condizione A = 0,
divisa per R, dia I'altra

1
ch —-ng:—? 0.

Dando alls » tutti i valori 0, 1, 2, ..... p — 1 (escluso guello per il
quale Ay -+ g = 0, perché dalle condizioni hy g =0c¢e 2fy+c =10
segnirebbe 1'altra ¢ — 29/ == 0, contraria all'ipotesi) i p — 1 eorrispondent
valori per la x dovranno risultare fra loro diversi. Infatti, se si avesse

2hey+2gz+2fy+c=0
2hay + 290 + 2fy +c =0,

¢ dedurrebbe, eliminando @, ¢h — 2¢f=0, contro I'ipotesi. Nel caso che sl
considera la proposta eongruenza (manifestamente iperbolica, perché A% —ab—1"
& residuo) ammette adunque p — 1 soluzioni. |

105, Determinare © triangoli ciascuno dei quali soddisfi alle sequenti con-
dizioni: un vertice cada in un punto dalo, i due vertici rimanenti cacdano
due daie rette, uno per ciascuna, 0 Vorioceniro sia un punts assegnato.

(S, CAraNiA).

Soluzione del Sig. Prof. F. Palatini.

Giano A il vertice, O l'ortocentre dati. Se fissiamo umo degli altri due vertied,
B. il terzo vertice, €, sara il punte 4 incontro delle perpendicolarl abbassate
da A e da O rispéitivamente sulle 0B, AB. Dopo di che & chiaro che quando
B varia sopra una retta g i due raggi uscenti da O e da A, 1 quah determi-
nano il corrispondente C, descrivono due fasci proiettivi che generano una eo-
nica G (in generale un'iperbole) passante per A, O e per i punii P, Q all'in-
finito delle direzioni perpendicolari alla O A e salla g, corrispondenti 1'uno al
punto (g, A0), V'altro al punto afinfinito di g. Ora date due rette g, 7, la &
corrispondente alla ¢ incontra g, in due punti C, C,, i quali conla costruzione
sopra indicata determinano due punti B, B, della ¢ tali che i triangoli ABC,
A B, C, soddisfano ol problema proposto, Evidentemente poi la &, corrispondente
alla ¢, taglia g nei punti B, B, ora considerati. Cosl si vede intanto che il
problema ammetie in generale due soluzioni le guali possono essere tutt' e due

= = ST )
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reall o immaginare ed anele ecoinewlenti, owd & pore dato i1 wmodo 0 ollener b
inedianie nofe costruzioni,

La corispondenza ora considerath Uma i opanti 2. O determina ana trasfor-
moztone rpimdratiea: @ puntl fondumentnli delln rele di coniche & corrispondente
alla vefe di refie 7 del piano, sons A, O, P, Al fscio di relle g parallele wlla,
A0 corrisponde un fascio di parabole: ad ogni rolta passante per o1 (por )
corrisponde una counics formata dalla AP (0 P)e dalla perpendicolare allr duli
reifa passanfe per O (d); ad ogni retia passante par P ocornsponde la conted
formata dalla vetta stessa e dalla A0, B chiaro ancora che quando 7B & sully
eirconforomae H che ha per dismetro A 0, il corvispondente € colnewde con 72,
Da ¢queste considerazioni che si ricavano dal modo di costenzione ¢i C, dato B,
risultano  facilmante i seguenti easi partieslui principali, net goali iuolive si
possono avere eostruziond pin semplici ehe nel easo wenerale.

Buando g, g, s'eontrano in un punte W & flL <t ha sollanw ungy solu-

e T A T e e

zieng  (percheé le (v, 7, inconfrano lo due wvette o M) tranne quando le doe
rette passano per di pin per A, 0, ehe allora vi sone infinite soluziond, perehe
soddisfano alla quistions futti gquel 1pmpwoll 1 e vertier B, € sono 1 due punli
dincontre di @, g, con una perpendicolare ad A7, Una sola suluzione (propria)
si ha pure ¢nando le due rette passano conungue mnbedue per A o per 0, ol
ancora quande g, st prende parallela ad un assintole delln 7 ehe corrisponde
a (f, clogé se passa per P o se & perpendicolare a g (senza assers un assinlolod
Non si ha pei aleuna soluzione (propria) se le due relte passano ccmungue M-
spetiivamente por 4, . oppure tutt” ¢ due per P, oppure s¢ 4, & un nssin-
toto di G,

Infing pud darsi che le due soluzoni siano eoineidenti, il che avviene guando
iy st prende tangente = G (od allora anche G riesee tangente a g), issals
nna ¢ esistono ! g, (intte quelle che inviluppano ) tali che per pgni coppin
g, ¥, le due soluzioni sono coincidenti: vi sono dungue x* eoppie i relle per

B ki b L sy L RN

e

4
:
1
.ii
EZ

£
=

b

le quali le doe seluzioni coineidono.

i 110, Posto

n-— | n—2
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o . . s L :
dope 78 2° wmembro finisce col fevmive | se n ¢ pari e con o .2 50
E dispari, timostrare che st ha:

H — ba —1 —+ by

41 ;’/-‘.“ — lun : —t==

,[ n—um ba

i (F. GiopicE),
Dliostrazione del Sig, B de Vitn, licenzinte dall'istituto feenico di Roma,

Dimostro primie che s1 hn

:-'-""—'-"n-—l“{"hu—ﬂ'::hlr'------v *tlj

R e e o A
Fogmees ;
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Qg g pari: il 1" membeo dells | 1] diviens

. - "
9 zu—L-a-{“_]"')zu-ﬂ—i-.. T 2+
_ .
1
. Th — 2 -
—+- _iu—.r._{_.( )ﬂut-—i_{_. _____ —_— v E_+J —
| Lﬂ -
\ [ — b n— 3 — O
.—_m—|—i( Tt e ) b
u =
' r —
+%(" ag ai‘-‘il_
'g'_'l g — =
1
72— | roo— E_I— 1
= o [ ]:u—u— I T SRR T o | = iy,
. 2 =
A s l 1 [ m it =+ |
wooobiva el relaZiong pgeuelne e l)—l-( <=1z 3 ,
se w2 dispart 1o stesso 17 membro divent:
L
n— 2 . e
2 :‘3“_1'4--( )3‘5—3+_....+ e ol
| t—3
L E- = 3
w1 n—1
) H—0) . - 2§ 5| —
[ R 4 S 40 Y
) 2 _
-
— 37 p—= P-:H'lx—"‘ IﬂE 1 )-'J—-
X + % l + l E Lot - "l," b i + s —3 '_1_' 5 L —
3
_3==+(”T ):-:.w—ﬂ+..... 1 H’jl 2 _= b
Pasto oib, osservo che
he—1 == la i = !
:1 i — 1 bas e — ] —_— e T
Iy I by ’ 2hp—1 —+ E;’l'r.——ﬂ + o | [
Py 1 - ' bn—1
Iy —2
| 1
2 - 3
: 2 by —3 ‘_‘I‘_‘bn-—-_ﬂ . D e 1
Opn—2 (n—g
‘-"-r"'n---*.'i
e cosl dl seguilo.
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Per n convergente all'infinito il 2° membro si riduce alla frazione uuntin'l‘:@ﬁ{ g

1 1 1 —

] - A om s oW . ] 'ﬂ a1 :
indefinita 1 + S+ 2 F 2+ , che, com'd noto, equivale a J/2, ungue

]

bat+ s 1]

lim —.I+2+2+ ZVE.

n=m bil

120°. Nel piano d'un cerehio ¢ dato un punto C, Dimostrare cshe vi sono, -3
in generale, quaitro triangoli equilateri ABC, ciascuno dei quali ha il lato e
AR tangente in B al dafo cerchio, ¢ costruirk. I quatéro vertici A somo per il
diritto. (8. GaraNIA).

Risposta del Sig. E. @, Ricci, alunno del R. Liceo di Bari (). i

Poiché I'angolo CRBA & formato dalla tangente BA e dalla segante BC ai___"'___:':
cerchio dato 0 ed & uguale alla terza parte di 2 reiti, l'arco intercelio sari
la terza parte della circonferenza e per consegunenza & C sark tangente al cerchio -i...’_Z;f'
concenirico ad 0 di raggio B0 : 2. Inoltre poiché AB — AC il punto A si .
troverd sull'asse radicale del punto C e dal cerchio O.
 Per costruire i triangoli che soddisfanno alla quistione si descriva un cerchio
concentrico ad O di raggio uguale alla metd del raggio del cerchio dato, guindi
conducansi le tangenti BCB, B, CB, ¢ BB, C, B,B,C, secondo che C & in- -
terno od esterno ad 0. Descritti su BC, € B,, B,C, CB, altretianti triangoli
oquilsteri BAC, B, A,C, B,A,C, B,A,C questi aveanno i loro lati BA, 3]
B A,, BjA,, B, A, tangenti ad O ed i loro vertici A, A, A,, A, In hnﬂg;
relia perche situati, come si ¢ osservato, snll'asse radicale del punio C ¢ del -7l
cerchio 0, |

I chiaro che se C eade entro il cerchio minore il problema non ha alcuns: D
soluzione, mentre ne ha due se C cade in questo cerchio e quaitro in ogni
aliro easo.

12Y°, Risolvere Tequazione
X4 5xf — 10x% — 10x2 4554 ]| =0, —
(F. Giubice).

Risoluzione dei Sigg. D, Pacilli, aluano del R. Istiluto feenico di Foggia ed
A. Gandolfi, alunno del R. Istituto teecnico di Piacenze (}
S1 vede facilmente che l'equazione data & soddisfatts ds » — — 1, uindi
-—— 1 & mna sua radice, e per un noto teorema, la proposta & divisibile per
# + 1. Eseguendo la divisione e ponendo & zero il quoziente, si ha I'altra-
equazione
@t 42 — 4 + 4241 = 0,

che fornird le alire quattro radici della data.

N £ &

(*) Altre dimostrazion!, meno dirette, pervemnero dal Sigg. E. de Fito (aluomo del R. Isi.
tec, Iloma) e L. Perroldi (R. 1st, tee. Aqufla)
(**) Soluzlonl analogha pervennero da E, Fellezza (alunno del R, Ist, tec, Poggia), 3. Polverini

\R. Iet. tee. Glrgenli), ¥. 6. Ricoi (R Liceo Barl), P Slerca (R. Ist, teo, Lodl), G. Trapani (K.
Ist. nsuilco Calsnis), ’
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Osserviamo che la |1] pud scriversi nel modo seguente:

| 1
(ﬂ?!—l-—-.r)-i-d(m—{- ) 14-——-0,
b - )

1
g W W g & & g d # oA @ 1..1-2
:-'J-'l-m & , []

e ponendo

diventsa

ﬂ—]—-d:——]ﬁ:ﬂ.

Quest' ultima da per s 1 due valori

:=—2+2p5.
Dalls [2] si ha
B —sz+ 1= 0,

da cui, sostituendo a z i valori ottennii e risolvendo, si hanno i corrispondenti
valori di 2 che, uniti a quelle ottenute da principio, danno le cinque radici
dell'equazione proposta, che sono le soguentl ;

e, a=— |+ 5+ VE6—2§5, a=—1—pY5+ V5125,

1l Sig. G. Candido, alunno del R. Liceo di Lecce, che invid pure una Ti=
sposta alla quistione, aggiunge la seguente osservazione, riguardo alla risoluzione
dell'equazione [1]. '

» §i consideri 'equazione complets di 4" grado

w4t agd bt ecax+d =10

o2
in cul [a] & = 0 e pongasi il 1° membro uguale a

2 TR 2
(u:: +pm+ﬂ)(:ﬁ + gz -+ u)'

Sviluppando e confrontando i coefiicienti si trova

ab— 2¢
pHrog=a; Ppg= =

€z

L

da cui segue che i valori di p e ¢ sono le radici di

. ab—2c
Y* —-— ay - = .

t

Tutte le volle adunque in cui sussiste la relazione [w] I'equazione considerata
di 4° grado & riducibile al 2°. Nel gaso dell'equazione [1] la condizione [a] €
soddisfatte e si oitiene p=2(]/§+l), g= — 2(p/5 — 1}, onde le
quattro radici della [1] sono le due coppie di radici delle equazioni

2 +2(p5+1)z+1=0, o*—2(p5— Do+ 1=0,

conformemente & quanto & stato trovalo sopra,
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122°. Costruite sopra un raggio AB di un cerchio un triangolo eqm'k:ttero~
ABG ¢ condotia la congiungente dei punti di mezso dei laki AC, BC, questa |
determina sull'arco BC wn arco BM; trovare con quale approssimazione que-

starco rappresenta un quattordicessmo della cireonferenza. ¢
{(F. Pararivi), -

i

£

L]
i

Soluzione del Sig. G. Trapani, alunno dal R. Istituto nautico di Catania, AR
Dai punti C ed M si conducano le perpendicolari CH, M N sul raggio A B. 2

. CH 3
Posto ang, M A B=ua si ha evidenlemente M N — - 4 . AB, onde;

2 4
MN /3 e N
5en o = AB— 1 =(,4330127 a meno di 107 Di qui si rieava, servendosi i

delle tavole irigonometriche,
o = 25¢°, 30'. 32"

& meno di un secondo per difetio. '

D’altra parte I"angolo al centro o’ corrispondente all’arco uguale alla qﬁattﬂr-

. 360° : ,
dicesima parte della circonferenza o m’:—H —25". 42", 51” a meno di un
secondo perr'rl'tﬂattu. ‘La differenza o — o0 =—=3", 19" pure & meno di un secondo.
L'arco BM rappresenterd quindi la quattordicesima parfe dells circonferenza a
. 1 ) '

meno di 3, 20” = 200”7 — A180 deila circonferenza stessa (). ‘

123", Sull'ipotenusa d'un triangolo rettangolo, estzrnamente ad esso, 2 co-
Struito un gquadrato. Se I'intera Figura ruota intorno ad un cateto del triangolo,
dimostrare che il volume generato dal quedrato é equivalente ad un cilindro
retlo avente per raggioc di base Vipotenusa ¢ per abtezsa la somma dei cateli.

(V. CorrentI).

Dimostrazione del Sig. @. Russi Ruggi, alunno del R. lstit. teenico di Foggia. =i
Chiamasi A BC il triangolo reftangolo, BCDE il gquadrato costruito suol- -
I'ipotenusa BC e sin A B il cateto intorno al quale rnota I'intera figura. Ab- .
bassate dai vertici 7, & le perpendicolari DD, TE su AF e condotta B D,
¢ chiaro che il volume generato dal guadrato, nella rotaziome dell'intera figura
intorno ad A B, = Pud considerare come lg somma dei volumi generatl dai due

triangoli C B D, BDE, allorché ruotane intorno alla medesima reita, Ora per
noti teoremi si ha:

1 |
Vol. CBD = BC.eup CD=—=BC.x(AC+DD).CD

1 1
Vol. .E'.DE=—3-B E.sup D E— EBE'.'::[IJI}'+EE').DE.

——— —

(*) Un’ altra soluzione yenns inviata dal Sig. D. Pacilli, alnuno del B. Istltuto tec. d Fogpgla.

11 Blg. Pagilli trova per limlte dall’errore ﬁ dal gqusdranie: dunque un valore plt graude del
necoseario,




— 158 —

Ma, com’é facile vedere tirando per E una parallela ad A B ad incontrare
DD" in D" ed osservando che i triangoli CAB, BE' E, DD"E sono ngoali,
EE=DE=AB ¢ DD =AC+AB, AD=BD+DE=BE=AC,
onde sostituendo |
1r
3

Sommando ricavasi

Vol. CBD—== . BC(2AC+AB).BC. Vol BDE:EBC(AC+ 9AD).BC.

Vol. quad. BCDE=—BC (3AC+3ABR)=nBC (ABR+ AQ

W H

che & quante d, d. (*).

124", Dato wn cerchio, siano A, B, G, D, &, F ¢ punti che lo divideno in
sei parti uguali. Una retta AM 7ruoti nel piano del cerchio, intorno al punto A,
incontrandolo in un punto variabile H. Dimosirare che tiraic la corda HI,
che ineontra il diametro AD wm 1, e per | la perpendicolare 1L a guesto dia-
metro, it luogo dei punti in ewi 1L @neontra AM é la segante GD.
(S. Garri).

Dimostrazione del Sig. . Russi Ruggi, alunno del R. Istituto teemico (i
Foggia (7).

Chiamando L 1l punto in cui A M incontra CD od 1 suol prolungamenti,
In quistione si riduce a dimostrare che LI & perpendicolare ad A D

- Tinisi DH, e suppongssi che L ed [ giacciano dalla medesima banda di H D:

¢ facile vedere in questo caso che gli angoli HLD e DIH sono uguali perché
i loro lati intercettano snlla circonferenza archi rispettivamente uguali, Che so
invece L ed I si trovano da bande opposte di HD, considerando gli archi che
essi angolh LD e DI intercettano sulla circonférenza, ¢ agevole riconoscere
che gli angoli stessi sono sopplementari. Dunque in ogni ¢aso il quadrangolo
1 cui vertici sono D, I, L, H & inscrittibile, talché sard ang, L TD uguale o
supplementare di LH D e poiché quest'ultimo & retto tale sard anche 1' angolo
LID e v. d.

125°. Stanoc AD, AE le reite che dividono Uangolo retto di un triangolo
rettanyolo ABC intre parti uguali, incontfrande Uipoienusa in D, E, dimo-
strare che si ha:
| BE.DC=3BD. EC(. '
| (8. Garn)
| Dimostrazione dei Sigg. &. Rugsi Ruggi, alunno del R. Istituto teenico di
Foggia, e A. Perrucci, alunno del ®. Istituto teenico di Napoli ().

{*) Boluxioml analoghe & guesta, vennero Inviate daf Blgg. E. Bellessa (R. Ist. tee. Foggia),
A. Gandolfi (R, Ist, tec. Pincanza), E. De Fiio (R. Ist. tee, Roma), &, Trapani (R. Ist, nantico Cataola),

{(%%) Alire soluziome, pit diffase, faronoe inviate dal Sigg. £. De Fifo (R. Ist. tee, Roma), L, Perrodti
|R. Ist. tec. Aquils) ¢ G Trapani (R. Ist. nantico Catanin).

(%#%%) Altre solnzlonl pervenmere dal Bigg. E. Pellezsa (R, Ist. tee. Foggia), E. de Vilo (R. Iut,
tec. Roma), 4. Gandolfi (B. Ist. tec. Placemsa), G. Polverini (R. Ist. tee. Glrgenil’, F. Slerca
(1, Int. tee. Lodl),

TE T p—p—— e p—
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Condotta EF perpendicolare ad A C, dai trisngoli simili HAC, EFC, segue 0
BC:EC:: AB:EF

Dal triangolo AZB, in eni AD & bisetirice dell’'sngolo A, si ha
DE:BD:: AE: AB,

Se ora si osservi che nel trinngolo reitangolo LA F, I'angolo EAF & la teria i
parte di nn retto e quindi EF = AE: 2, moltiplicando le precedenti propor- T
zioni termine a termine, risulta

DE,BC':BD.EC::AE.AE:AB.EF::AE:EF::E:l

¥

onde

...... + . 1]
Mo DE=DC—EC, BC=BE4 EC, talehé DE. BC—DC.BE—
EC.BE + DC.EC — EC.EC = BE.DC — EC.BC+ DC. EC—= B

BE.DC— (BC— DC). EC = BE.DC — BD. EC, cosieché, sostitzendo
An [1], 8 ricava infine

DE.BC=2BD.EC

BE.DC=3BD.EC ¢ d d.

Dmmostrazione dei Sigg, G. Candido, alunno del R. Liceo di Leéce, e G, Onem, ,
alanno del R. Istituto teenico di Lodi.

Considerando suceessivamente i trisngoli ABE, ADC, ABD, AEC, si 113

AT - D, : _ g
BE— sen 60 ' Dgz“m'“ﬂﬁﬂ', BD:ALI sen 30 ’ EC__AE Hﬂﬂﬂﬂ_;_
sen B sen C sen B sen O 7
e guindi
AE.AD. sen® 600 3AE.AD
BB DG sen B sen O ~4sen B sen
AE, AD. sen? 300 AE. AD
2. 8o sen B sen (! 4 sen B sen (1!

donde si vede che il primo prodotio & triplo del secondo.

Il Sig. G. Trapani, alunno del R. Istituto nautico di Cafania, clie invid
pure una soluziene di questa quistione, osserva che se 'angolo BAC non &
retto e AD, AE sono le rette che lo lrisecano, si avrea:

BD AB.ADsent4 AB Y

s y T A
0 AD.ACwn A 2ACc0st 4 o
EQ AC.AEsen A AC

BE AB.AEE&B—:_A EﬁBEDH%A
onde

A
BE. DC=A4BD., EC cos® — ,

3
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il che corrisponde ad una generalizzazione del teoremn. Inoltre siccome A < 18NS,

A A
sara 3 < 60% e perché si abbia 4 egg? i 3, doyra essere A =— 300

Di qui st trae che & vero anche il tecrema reciproco di quello proposto,
ossia se ls relazione BF. DO — 3SBD.EC ¢ soddisfatla e A D, AE sono
le rette che trisecano I'angolo B A C, questo sar4 retto.

Un’altra generalizzazione della guistione e viene eomunicata dal Sig. Prof,
G. Russo, nei seguenti termini -

Se dal vertice dell'angoio retto di un triaxigolo reliangolo A BC §i condu-
eano le rette AD. AR (entrambe interne, o entrambe esterne, od una nterna
e laltra esterna al triangolo), in modo che Vangolo BAD = QAF — a.,
dimostrore che si ha :

BE.DC=cota. BD.EC.

QUISTIONI PROPOSTE )

1386. Se due gruppi di » numeri tntti different] fra loro e da
ZeT0 Si possono porre in corrispondenza univoea di proporzionalité al
pill in m modi (m > 1), m sarh un divisore di n, © 1 nnmeri de
due gruppi potranno essere tutti reali soltanto per m = 2.

G. Sromza.

137" Risolvere un triangolo dati un angolo A, la bisettrice
interna «z e 1’inelinazione i di questa sul lato «. Qual dev’essere il
valore di ¢ affinchd il triangolo abbia la ragione m col quadrato di «7

(+. BrLLACCH].

1387, Per quali valori razionali di » 'espressione

(7 4+ B) (2 + 6)

bn

81 ridnce a un intero positivo ?

130*. TInscrivere in un cerchio dato nn quadrangolo, dati dne

lati contigui e tale che due suoi lati opposti siano inversamente
- proporzionali agli altri dge.

(*) Le gnestioni contrasseguate con asterlses sono esclualvamente Indirizzate agli alanni delle
nosgre semole.

21
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delle perpendicolari tirate alle diagomali.
S. Gar.

140" BEssendo a,, ay,...., «,_,, «, numeri interi dati, indi- 'i- &
chino m,, My, ...., m,_, risyettivamente 1 minimi multipli comuni - =5
alle coppie (a,, @), (m,;, a;), (my, @), oo (my_s, a,), € d,, do,
tdyy ... d,_, 1 massimi comnni divisori di yneste coppie. Dimostrare
che il prodotto &, d,....d,,_, si mantiene costante variando 1’or-

dine dei numer: dati.
A. TaGiug:.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Ing. G. DELITALA. — Ricerche di Stereometrin. — Monogmfie teeniche 11t111
per le Scuole & nella pratica. — Sassari, G. Dessi, 1890 - L. 3.

Scopo dell’A. & quello della ricerca di formole pratiche per il caleolo dei .
volumi det solidi prismatici o cilindrici limitati da basi a superficie piana o
rigata-sghemba; 1'A. ha svolio questi argomenti in quatiro Note raccolte poi
nella monografia che sto esaminande. Noto subito che mi asterrd dal pronun-
ziare giudizi sul valore teecnico o pratico dei risultati del signor Delitala, giu- - |
dizi che devono essere riservati alle persone competenti nell'arte: analizzerd sem- .5
plicemente il libro dal punto di vista della geometria teorics.

Nora L
Del tromeo di prisma e del prismoide guadrilaiero.

Premesse alcune nozioni elementari sul prisma e sul tronco di prisma trian-
golare retto ed obliquo, 1I'A. pussa ad occuparsi particolarmente del tronco di
prisma retto ed obliquo a sezione qudrilatera e ne irova il volume espresso per
mezzo delle ares delle sezioni normali dei tronchi di prismi triangolari, in cni
81 decompone 1l tronco dato con 'uno o con 1'altro dei suoi due plani diago-
nali e per mezzo delle lunghezze degli spigoli laterali. 1l duplice modo col guale
si perviene cosi al volume del troneo di prisma quadrilatero gli permette di
trovare una relazione tra i detti spigoli laterali e le sezioni normali dei detti
tronehi di prismi triangolari, relazione espressa dalla formola

Sl (H-" + a"? + ﬂ-”"} + Sﬂ {H"" _l- “-‘ + “I".l'} =
S +d"+a)+8,6 +6"+c) ..o @)
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dalla quale I'A. ricava erroneametile la seguente :

a 4+ a” a'S, 4+ a"8,
ﬂ" _I__ I!;[_l.l'.\'F —— ﬂ" ‘S‘ + aﬂ'rr S.E L

. (4)

mentre, tenendo conto della 8, +8,=8,+S,, la (4) da luogo invece zlla

pit semplice relazione
S,a"+8,a""=8a +FHa . ... (@)

Perd questa piccola inavvertenza non ha influenza so cid che segne. L'A.
introdure poi nel caleolo i mutui segmenti delle diagonali della sezione nor-
male, e trova la (4) soito altre forme (3), (5", nelle quali non entrano pin
le aree S, ,.., @ prende occasione dalla (5'), la quale pud dedurs1 immedizta-
mente dalla (), per enungiare un leorema, il quale, almeno dal punto di vista
della geometria teorics, non mi sembra che meritasse di sssere rilevalo. L'A.
mostra in seguito come si possa ginngere alla stessa (5°) anche col sussidio
dellz geometria analitica, e mella (6) ci presenta la (5') come equivalente al-
Iannullarsi di wn delerminante del 4° ordine. Modifiea poi le formole (1) e (2)
inteoducendo 1'area S della sezione normale e 1 mutui segmenti delle diagonali,
giungendo cosi a due nuove formole (7) e (8) che danno sempre lo stesso vo-
lume, e da queste finalmenie ricava, per via di semisommas, una ierz espres-
sione (9) del vol. V simmetrica rispetto agli elementi del tromco di prisma.
Ponendo poi le (7), (8) e (9) sotto la forma ¥ =352, le stesse (7), (B) e (9)
gli offrono {re espressioni diverse, (11), (12) e (13), per Z; e poiche, come O
serva 1o stesso A., & noto (Baltzer, Ster. § 11, 19) che il volume di un tronco di
prisma & equivalente al prodotio dellz sezione normale S per il corrispondente
spigolo baricentrico, cosi le tre espressioni di Z danno appunto la longhezza
dello spigelo baricentrico del tromeo di prisma quadrilatero 8 mezzo degh ele-
menti di questo. Se il tronco di prisma & retto, Z pud essere considerata come
la terza coordinats cartesiana del detto ¢. g.; 1'A., moslra poi come si possano
trovare mnche le altre due coordinate X, ¥ supponendo di prendere per ass]
delle = o delle y le due diagonali della sezione normale di base. A questo pro-
posite TA, sogglungo un'osservazione per la ricerce gsemetrice del ¢. g. di an
quadrilatero piane, la quale nel caso genersle & erronea. Invero I'A. indica con
0 il punto d'inconiro delle dizgonali del quadriizlero plano, con M el N i lore
punti di wmeszo, con G il c. g. dell'area del quadrilatero, ed asserisce che

2
&G =3 M N. Ora cidb & falso, se l'angolo M O N non & reifo;, mmfatts G é

anche il c. £. del triangolo O H KPi cui lati O H, O K sono doppi di O M,
ON e nalle stesse direzioni (cfr. Baltzer, Ster. § 11, 11; e (remona, Cal. gra.

2
Art. 137); sicché detto T il punto medio di H K, si ha 0G =3 (J I. Se foase

2 |
3 MN:—B—HE, sarebbe 2071 — HK, e quindi l'angolo MON

sarebbe retio.

0G =
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LA, continua queste sue discussioni passando dal prisma quadrilatero ge=, '
" A

nerale (che, non so per quale ragione, chiama forma geometrica primitiva) 8k
casi pit particolari del prisma-trapezio, parallelogramma, triangolare, & trovs
le formole (14), (15), (16), (18°), (17), (14") e (15') per il volume del tromco .
di prisma-trapezio (2 sezione normale trapezia) e Ia (19) e la (22) rispettiva-

mente per il tronco-parallelogramma e i lriangolare. Notiamo specialmente la
(17), la quale & una conferma della nota regola di Newton per il calcolo del =
volume di un segmento solido compreso fra facee parallele per mezzo di tre
sezioni parallele ad uguoali intervalli fia lovo (cfr. Baltzer, Ster., § 9, 10). Dalle - ':_'_'"L-.;; !
(14) & (15°) ricavn poi la relazione di condizione (18) fra gli spigoli laterali del St
kronco di prisma-irapezio & il rapporto dei lati paralleli del trapezio sezione nor- *: 2
male, relazione ch'egli traduce in parole osservando che il detto rapporto & il mede- 5
simo anche per una sezione non normale. Pel tronco di prisma—pamllelugrmﬁma:-
la condizione esposta si semplifica e si riduce ad esprimere la proprieta che 33
la somma di due spigoli opposti ¢ uguale alla somma degh aliri due. Infing
I'A. osserva che per il {ronco di prisme-friangolare la relazione, eni debbono

soddisfare gli spigoli laterali, prende la forms

i

'." .-;- .;h. LTy N 1 -_:.;.h._._h "B

P { R U VI 0y i Y s 1, ot

dove b sim il lato della sezione normale opposto allo spigolo a” e a’, 4” siano :
I rimanenti due spigoli laterali. Egli ne conciude che: ¢ Nel tronco di prisma.- i
triangolare Ia scelta degli elementi che lo determinane ¢ affatlo arbitraria », i
conclusione di cui non so vedere l'importanza. Non posso tralaseiare di dichia- . -
rare che 'osservazione a pié della pag. 11, che I'A. aggiunge a complemento
della sua teoria del tromco di prisma, & estremaments inessita d indeterminata.

Prismoide. — Secondo I’A. & un tronco di prisma quadrilatero retlo, in cui
una base ¢ soslituita da un quadrilatero sghembo paraboloidico, o pit general-
menie ¢ una porzione di prisma quadrilatero limitata da due quadrilateri pa- b
raboloidici. La determinazione di questo volume nel primo caso ¢ fatta nel se-
guente modo. Si osservi che il tetraedro, chs ha per vertict 1 qualtro vertici
del quadrilatero pavaboloidico, ¢ diviso per meta dal detto gquadrangolo para-
boloidico (Baltzer, Ster,, § 9, 5 in noia), e quindi il prismoide risnita in un
medo dalla somma di due tronchi di prismi triangolari T,, T, aumentata della
metd del detto tetraedro ¢ in un altro modo dalla somma di due altri tronchi
di prismi triangolari 1, 7, diminuoits della metd del detto tetraedro. Il pri-

Mgt adg

| ] g i

s S s e s _ o b
- ) S o [ oy, 4

Ty =t I_":.i':fl 1= '.'. -l.';:':_ : o I-.,I?.
T L Al . L

l ;
amoide pereid eguaglia 5 (Oh+ T, +7,+ T). L'A. nell'ssporre questo ra-

gionamento cade in qualche inesattezza, come per esempio quella che 7,4+ T,
eguagli un tronco di prisma quadrilatero avente gli stessi spigoli del prismoide
e ln stessa sezione normale, tronco che mon esiste; percid l'interpretszione che
da alla formola finale (pag. 13) & falsa. Non posso poi non deplorare Ja mancanza
di sobrietd sia mell'uso di vocaboli nuovi non necessari (p. es. tetraedro risul-
tanté), sia nelle considerazioni che conducono ai risnftati, Questi ed altridifetti
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s'incontrano anche pid innanzi in questa Nota, ed io li citerd come avverii-
mento all’A., senza discuterli, P, ea. la (24") poteva essere sostituila dallu pid
semplice

1

> R_—_?(S 2"+ 8,a" — 8,4 — §,a");

- 4

inutile 1'osservazione che gli elementi comungue dati pel prismoide non so(l—
disfano in generale la relasione (4) ossia la ('); — il significato dato a Z nella
(26), che di il volume del prismoide a due basi sghembe, non & In nessun
modo ginstificato, e guindi 1l preteso teorema conseguente che ciog « il volume
del prismoide & eguale al prodotio dell’area del quadrilatero sezione normale per
la distanza dei centri di gravith delle due basi ossia dei segmenti di superficie
sghemba che comprende il solido » rimane indimostrato; — nella considerazione
delle forme geomstriche derivate (1) del prismoide quadrilatero, ciogé del pri—
smoide-trapezio, del prismoide-parallelogrammo e del prismoide-triangolare,

2
trovo ripetute a pag. 16 la formola errata O G = s M N relativa al ¢ g.

dell'area di un guadrilatero piano, errore perd che non he influenza sul Testo;
subito dopo noto l'errore di stampa’ 4 — 3 invece che g = i-; — i
m 4 m 3
i ik
2
delle due basi sghembe, significato che, come gid si @ osservato, resia sempre
s provarsi ; — la dimostrazione che L (punto d'incontro delle rette che uni-
scono i punti medi dei lati opposti del tetraedro risultante) g il c. g. del te-
trasdro poteva omettersi essendo notoria; — nell'esposizione delle propriela
principali del paraboloide iperbolico noto un linguaggio che non mi sembra del
tutto esatto, p. es. assintoti per generatrici orizzontsli, ecc.; — DOLO ANCOTA
che la deserizione non & sempre completa, p. es. le seziomi che gono parabole

si possong ollemere non selamente con piani passanti per 1'asse ma anche con

pag. 17 comma 3° atiribuisce a il signifieato di distanza fra i ¢ £,

piani paralleli all'asse, ecc,

['A chiude ia Nota con considerazioui intorne all'applicazione del concefio
di numero alle grandazze geometriche (volumi), le gual; dificilmente fanno in-
dovinare il suo pensiero e che in ognl modo i sembrano fuori posto.

L'A. collega infine le sue ricerche coi teoremi di Torrieelll, Cavalieri, Newton
od altri snlla cubatura approssimativa dei segmenti compresi fra due plaml pa-
ralleli, ed osserva che la ricerea del volume del prismoide si pud far dipen-
dere da quella dsl volume dei solidiplerminati da una superficie rigata-sghemba
compresa fra due piani paralleli, il che non & per me evidenie; e sogglunge:
¢ 11 prismoide nello studio dei solidi si pud riguardare come anello di con-
giunzione fra i corpi terminati da facce piane e quelli terminati da superficie
curve », conclusione di significato troppo indeterminato.

A schiarimento I'A. ha dato in fondo alla Nota un esempio numerico.
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Norta 1L

Dei tronchi prismatici ¢ cilindrier.

L'A. determina in questa Nota il volume del tronco di cilindro (o di pnama)r
a sezione normale qualunque, e divide percid il tronco con una serie di n < l
piani paralleli alla generatrice del cilindro, paralleli fra loro ed equidistanti,
per modo che il volume gli risnlta dalla somma di » sohdi elementari cnm— et
presi {ra il primo e I'ullimo piane dividents, i quali, per » abbastanza gra.ndr-
21 possono considerare come altrettanti tronehi di prisma-trapezi.

In un primo modo, applicando a ciascuno di questi trﬂnch -trapezi la (tﬁ}
dalla Nota 1 e sommando 1 risuliatj, uttle:ne una furmola (4)., pel vnlume

n
egmﬂm solidi elementari compresi fra sezioni di posto dispari ﬂnma&cutw

dl ciascuno dei quali caleola il volume con la regola di Cavalieri (secondo |
Ealtmr di antun) per mezzo delle sezioni estreme o della intermedia, re.go'la

lumi alﬂmantan ottiene pel volume vichiesio la (8). 0
L’A. soggiunge che la (8) é-pih esatta della (4) quando + segmenti mt’sﬁ
cetli sulle due linee di base (dai due piani dividenti di posto dispari) sono cuﬁf‘
vilinei ¢ tendono e confondersi con archi parabolici appartenenti (s ugglungm'm :
10) & parabole di asse parallelo ai piani dividenti. Infatti solo guando quﬂa{n.ﬂi;i
condizione fosse adempiuia esattamente, ogni segmento solido elementare nl:uidh ”-"
sferebbe alla condizione volula per l'esattezza della regola di Newton, poicha si
prova facilmente che una sezione faita in uno di essi conm un piano para]]ﬁln '
alle basi avrebbe zllora un'area fanzione di terzo grado dells distanza di mn i ;.
piano da una delle basi, :“---i

L'A. approfitta poi di queste sue formole per dare due espressioni, (10) e .-
(11), approssimate della lunghezza E dello spigolo baricentrico, osservando uhs,
se & & la sezione normale de] tronco ¢ Vé il suo volume, =i ha anche V= S L.
Infine si oceapa del volume dello spicchio cilindrico retle simmetrico, a e
applica la (4); e siccoma & conosciuta un'altra espressione del volume di gquesto
solido, nells quale entra una delle coordinate del c. g, della sezione normale
del solido, cosi egli ha opportunith di determinare questa coordinata; con sem-
plici scambi di lettere determina poi l'altra coordinata. Per tal modo ottiene _.
un'espressione approssimate del c. g, di un'area piana racchiusa da un arco di
curva arbitrario e degli assi coordinati.

Debbo porre in avvertenza I'A. che mella (18) fu scritto per arrore di

J

d : ' ' i
SHmpa — invece di 5 - Inoltre non posso tacere della forma poco essiia con Bl o ol

eui nell’ uitlmn capoverso della pag. 32 si accenna al metodo peatico, che si
usa comunemente dagli ingegneri, per la ricerea del c. g. di una figura piana
qualunque. Infine nella tabella a pag. 34 si trovane alcune cifre inesalte,
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Francamente debbo dire che questa Nota non mi pare troppo interessanto
dal pumto di vista teorico.

Nor mi occuperd della Nota IIl « sulla misura della capacitd dei serbatoi
naturali », né della Nota IV « Dei solidi cilindrici, lo spicchio ed il cuneo ci-
lindrico », perché d'indole assolutamenie pratica,

Spero che 1'egregio A. vorrd sccogliere benevolmente le osservazioni che mi
son permesso di fare alla sua Monografis, In quale, ritoccata qua e la, con-
deneata in minor numero di pagine e indirizzata agli studiosi di matematiche
npplicate, potra certamente irovare lavore. G, Rozzormo.

AVERARDO MATTEUCCL — Appunti di trigonometric ad uso degli alunmi
dei Licei e degli Istituti tecnici. — G. B. Paravia e Comp. — Prezzo L. L.

Questo piceolo libro seritto senza pretensioni, con chiarezza di stile, parmi
che sia una buona guids per i giovani candidati alla licenza liceale. Le materie
del programma di trigonometria del 3* corso di Liceo vi si trovano svolte per
intero ed accompagnate da opportuni esempi. L'A. ha seguito nella sua espo—
sizione il classico libro del Serret sulla stessa materia, diseostandovisi qua e Id
¢ anche con dircernimento. Gosi ad es. le formule pel seno e coseno della somma
e differenza di due avchi sono ricavate appoggiandosi al teorema di Tolomeo e
fre le applicazioni sono studiate due guistiomi d'mdole fisica.

Da elogiarsi ana tavola in cmi sono raccolte, con disposizione molto chiara,
le variazioni delle funzioni trigonometriche al cambiare dell'arco.

Quantungue I'A. noti nella prefazione e anche in seguito come il libro sia
piultosto destinato agli studenti di Liceo che = quelli degli Istituti tecniei,
pure siccome il titolo lo indirizza agli uni ed agli altri, non sarda fuor 1
luoge notare che per questi ultimi esso norn risponde che incompletamente per
la ristrettezza delln materia sviloppaia e maggiormente per I'assenza di esercizi

a Tisolvere.
Nelle applicazioni avrei preferito 1'uso dei logaritmi a 5 decymali anziché a 7.

A. Lueu.

Pubblicazioni ricevute dalla Redazione del Periodico O

Antomart (X.) — Lecons de cinématique et dedynamique, syivies de la détermi-
nation des centres de gravité a 1'usage des candidats a 1'Eeole polytechnigue,
— Paris, Libraire Nony et C., 17prue des Ecoles. — Prix: 4 fs,

BerTaZz1 (R.) — 11 concetto di lunghezza ¢ la retia (Ann. di Mat. pura ed app.;
Serie 2", t. AX).

— — Sui punti di discontinuitd delte funzioni di variabile reale (Rend. Cireolo
mat, Palermo; t. VI, 1892).

(") Per deflelenza d1 spazio sl rimanda al fasclcolo venioro 1'elenco delle pubblieaziont perio-
diehe ricevnte,
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Dev Re (A.) — Considerazioni nel gruppo delle similitudini sul piano reals %
(Riv. di mat.; vol. II, 1892). -l

De Marcrl (L) — 1 cicloni atlantici e le recenti intemperie (Rend. R. Tst. :
Lom.; Serie 2%, veol. XXV, f. IX, 1892). + TR

®

Frarrint (G.) — A complemento di aleuni teoremi del sig. Tchebicheff {Rend.*

R. Ace. dei Lincei; Serie 5% vol 1, 2° sem., 1892), Sl
~Garsigrt (G.) — Elementi di aritmetica pratica con numerosi esercizi & pro— (OTISIRT
blemi e con tavole di ragguaglio, libro di testo per le Scuole secondarie ~~ Gnli:
inferiori. 6% edizione. — Padova, Tip, Sacchelto, 1892. — Prezzo: L. 2.

— — Introduzione a uma teorica dell'eliminazione (Gior. di Mat. di Battaghini:
vol. XXX, 1802, i

Grobice (F.) — Dott. G. Petersen: Teoria delle equazioni algebriche. Vol. I g
(Riv. di mat.; vol. II, 1892), halnleh.

—*— Sulla risolvente di Malfalti (Atii R. Ace. delle Scienze Torino: vo- i ’.1.-5":"-:5,‘ %
lume XXVII, 1892), ‘ B i

— — Sopra un criterio del sig. Petersen per calcolare un limite superiore alle 73
radici d'un’equszione numerica. — Subfiniti e transfiniti dal punto di vista - it
di Cantor (Rend. Circolo mat. Palermo; t. VI, 1892). LT

Gruwant (G.) — Sulle fonzioni di » variabili reali (Gior. di Mat, di Batfa- g
ghini, vol. XXIX, 1891). L

Loria (G.) — Nicola Fergola e la scuola dei matematici che lo ebbe a duce.
Pagine 144 con 4 tav. lit. (Atti della R. Univ. di Genova, 1892).

~— — Sulla teoria della curvatora delle superficie (Riv. di mat., vol. IL
1802). SRR

Martone (M.) — Introduzione alla teoria delle Serie. Parte 11 — 1 pruhlemnﬁ}
nnjversale del Wronski e la risoluzione algebrica delle equazioni. Catanzare.; 2
Stab. tip. V. Asturi ¢ ficli, 1892, K

MarcoronGo (R.) — Aleune applicazioni delle funzioni ellittiche &lla tzoria del-
Pequilibrio dei fili flessibili. Nota 1* e 2% (Rend. R. Ace. Scienze fisiche ¢
mat., Napoli. Serie 28, vol. VI, 1892). -

— — Risoluzione di due problemi relalivi alla deformazione di una afe)
omogenea isofropa (Rend. R. Acc. dei Lincei; Serie 5° wvol. 1, 1° sem., 1892).

MarorTa (G.) ~— Inferesse e sconto semplics. Lezioni teorico-pratiche espesgte
nella R. Seoola tecnica di Acireale. — Acireale, 8. Donzuso, 1892,

Mittosevien (E) — Nuovi elementi ellittici di Unitas (306), in base a tutfo
I'intervallo di tempo delle osservazioni della prima opposizione (Mem, So-
cietd Spettroscopisti italiani, vol. XXI, 1892),

Nicita (F.) — Deserizione del cerchio. Raccolts di 527 problemi di (Geometria
elementare colle relative soluzioni. Ragusa, tip. Piccitlo e Amipei, 1892.
— Prezzo: L. 3.

Pasanist (F. M.) — Atlante pel disegne cartografico. Opera ad uso delle Scuole
secondarie tecniche e classiche, degl’ Islituii tecniei, dei Collegi militari ¢ L
delle Scuole normali. Parte 1%, con 26 fig. ed 8 carte, Fr. M. Pasanisi, '/
editore, Roma, 1892, — Prezzo: L. 2.

Prano (G.) — Generalizzazione della formula di Simpson. (Atti R. Acc. delle
Seienze di Torino, vol. XXVII, 1892). o ig)

Veronmse (G.) — Osservazioni sopra una dimostrazione contro il segmento in- .
finitesimo attuale (Rend. Circolo mat. Palermo, t. VI, 1892), -

el
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Chiusura della redazione il dl 10 settembre 1892.
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A PROMSITO DI ON LAVORO SULLA STORIA DELLE MATEMATICHE

(Continuazione, V. pag. 113).

Ma nella greca geometria si escludevano i concetti di limiie e
di serie con un’infinith di termini, velandoli sotto I'apparenza del
metodo di esaurimento, e da ogni dubbio rimovendo I'intelletto con
la prova della riduzione all’assurdo. Nel 1° {eorema del XII libro
Euclide mostra i poligoni simili iscritii nei cerchi esser proporao-
nali ai quadrati dei diametri di quesii e col suddeiti metodi lo
estende ai circoli. Il triangolo massimo iseritio in un segmento cir-
colare non maggiore di un semicerchio supera la meta del segmento,
e percid simboleggiando ¢ la superficie del circolo, @ il quadrato
iserittovi, & il segmento di ¢ insistente sopra ogni lato di a, ¢ i
triangu]n THASSIINO isariftﬂvi, dall'identith ¢ —= a 4= 4§ a motivo di

a > — si rileva § < 23 ; parimenti imdicando @, la superﬁme

a +4- 4£ dell’ottagono regolare, s, il segmento di ¢ insistente sopra
ciasecun late di a, e ¢ il triangolo massimo iscrifiovi, a motivo di

S=1I4+ 28 € £>Tjsi deduce S, <?Z<;5,e t—a-+4 1+
288, — @, - 2°5;; in generale simboleggiando a,_s la superficie

del poligono di 2= lati, s,_e il segmenio circolare, che insiste
sopra ogni lato di a,_g e #,_g il triangolo massimo iserittovi, si

AVIANNO C=@, o= 2™ 893 Smp—sg = lm_5s -+ 28y _,,ﬂmpnlché

1 1
risulta 1,_s > 5 Sm—_s, S ricava $, s ( T IS 4m_g e per

1 i A
conseguenza 2" § d<2m—1 diviene piccolissimo per m

O —
crescenle ; dungue la dillerenza ¢ — @, _5 puo ridursi ad esser
minore di un qualungue spazio- finito g. Due circoli deseritti coi
raggi 7, r differiranno dai poligoni simili iseritti a,, e, delle
quantith &,, &, minime peg n grandissimo e. dalla proporzione
C— §,:C — &y = (r): () mediante 1 limiti si dedurrebbe ¢: ¢’ =
(#) : (). Invece Euclide esamina 1'ipotesi (r): (») =c: & indicando
' una superficie diversa da ¢'; prima supponendo &' < ¢’ iscrive
in ¢' il poligono a, > @' col prendere ¢ — a, < ¢ — &’ ¢ poi
iscrive in ¢ il poligono a, simile ad a, : or dalla nota proporzione
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() : (r) = a,: a, paragonata alla snpposta deduce a,:n.—c: a:ﬁm
e siccome @, supera @', dovrebbe aversi g, > ¢, il che & assurdmt:
In secondo luogo considera 1" ipotesi di @' > ¢’ e converlendo Ia.c}
proporzione deduce () : (r)=&a" : ¢, in cui facendo &' :c=¢ LY
ne conseguirebbero y < ¢ el (#): (r) =c : y, dimostrate impos- -
sibili nella prima supposizione, 8

Un metodo antico per il calcolo di = = ¢ : (») consiste nel cercara ; |
i valori approssimati della ragione g, : (r) per » continuamente du— g’
plicante; si abbrevierebbe questo computo merct i seguenti lemmi di 3
wygens : e

1.2 Il segmento circolare mon maggiore di un semicerchio i

Supera t - del lriangolo isoscele wseritiovi. Infatti siano C, D i ¢

mezzi deghi archi sottesi dalle corde 4B, AC e CM, C1 lo rispettive
saette; a motivo di 4 0 2CD
sostituendo alla ragione dei qua-
drati costruiti sulle corde A C, IJE}[,-.
quella delle lor proieziomi CM, - :
C1I sul diametro condotto per C—'“

'.'-'r

st trova CM < 4.CI; e poichd i
“"-1
A M B iviangoli ABC=t, ACD=1 .j;
stanno in ragion composta delle

) _ 1 QO
rispetiive basi ed altezze, dalle ragioni AC: AB > 5, CI: CM >+

sl ricava {, > ;— t; parimente dal triangolo 1soscele A D =1,

: ¢ :
resulia. ty > - > o7, e cosi prosegnendo si ha: segmento 4 BC >
4+

| i ]
e’—|-2-31+2”£g+3“fﬂ—l—....>t(l i 1 : 40 : 43 } A =§£-

2.2 Un segmento circolare minore di un sewmicerchio vale

meno di % del triangolo circoscrito. Poiché tirando per il punto 4
medio € dell’arco ACB la reita A, B, parallela alla corda AB'e
compresa fra le tangentl AT, TB, amotivodi 44,=4,C A4, T, '

i ha 4, B,: AB> ?, CT:MC > 1 e quindi triangolo A1T31>

1 | ¥
g ACB. Similmente conducendo le tangenti ai punti medi degli

: D¢
archi A C, OB, la tangente 4, B, si avra pure 2A4,B, 4, > 2. A——
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in simil modo condotta la tangente AgBjs all’arco A D per il suo

punto medio % resulia fra i triangoli 43A4; By, A K D la relazione

AE D . . ; A
92 AA.Bs > 2% . .... e cosi scritte le successive disugua-

slianze, con I’ ﬂggmngeﬂe si trova che la superficie A CB T racchiusa
fra le tangenti A7, T'B e l'arco 4 C supera la meta del segmentﬂ

circolare ACDB, e quindi ATB > — segmento A CB.

11 poligono regolare di n lati 'lhblﬂ. il perimetro p,, la superficie
. ed » il raggio del eircolo
urcusr:rlttu, per la nota propo- 7

Sizione Sgp, = (E P, 7 ) ; fatio
r=1 si ha $,= 3, e poiche
Py =3 (16 — ¥'2) resulta
Sgy — Sip — 3(?36— }{E—— 1)
somma dei triangoli isosceli

- L R B RN R F__ B b E N __N _ N N _E N _E-N-§ ]
i

iscritti nei segmenti eircolari
che insistono sui lati del dode- A,

cagono regolare; onde la som- |
ma di questi segmenti per il 4 M B
1° lemma di Huygens & mag-
giore di 4 (/6 — ¥'2 — 1), cni aggiungendo la superficie 3 del
dodecagono si irae = > 4(F6 — ¥'2) — 1 =13,1411044. . ..

E simboleggiando con P, ed S, il perimetro e la superficie del

poligono regolare circoscritto di » lati, dalla relazione & = (E 2 r) ’

a motive di r=1 o P—24 (2 — V§) si ha S, =12 (2 — Vg)
guindi 21 — 127/3 eguaglia la differenza fra 1 due dorecagoni
regolari circoseritio ed iscritto e per il 2° lemma surriferito la
somma dei segmenti c.ircnlari che insistono sui lati del dodecagono

iseritto & minore di —- (‘?l —— 12 ¥'3); aggiuntovi la superﬁme 3
clel medesimo poligono si conchmdﬂ <l 17T —38 }'3=23,14359386...
- & il valor approssimato di = a meno

dunque 3,14 = 3 4
7 4+ =

1 [}
l]l. T‘ﬁh

(G&Hh'n-uu"]. (7. BELLACCHI.

- W= r
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DELL ANALIST INDETERMINATA DI SECONDO GRADI

(Continuasione e fine, V. pag. 119).

22. Teorema. — Dicasi (p, q) une soluzione quatungue, ¢ (Prsqy)
la soluzione mirima dell'equazione x% — 1) v*= 1. Sia inolire (k, h) SRS
una soluzione dell’'equazione x* —Dy? = N, scella in lutli i modi
possiili fra quelle nelle quali h <@ ¥Ne conseguentemenile
k <py ¥'N. Tutte le soluzioni intere e positive dell’ equazione - e
x* — Dy* = N saranno date, e ciascuna wuna volla sola, dalle i ;
fﬂmﬂm BTS2 LA

E—FyVﬁ=[k+h}/ﬁ)(p+qVﬁ),

qualora si uguaglino le parti razionali e i coefficienti di ¥'D
ae’ suor dwe membri, el

Per la dimostrazione basta ricordare quanio si disse nei n. 1 y s
2 © 3, in proposito della risoluzione dell'equazione &% — Dy* — N, i
aggrungendo la seguente considerazione. Se si applica la [4] alla riso-
luzione dell'equazione #* — Dy® —1, scegliendo per («, ) 1a (p, , q,), R
essa diverra:

m+yV5={E+HVﬁ)(ﬁ1+Q1 V' D),”

con le condizioni # < ¢, , K < Biper H e per K, le quali, nel
caso speciale che si considera, saranno valori della y e della &
relativi a soluzioni dell'equazione — Dy*=1. Ma poich? la so-
luzione minima di questa equazione & (P1, @), la quale vien su-
bito dopo la soluzione evidente (1, 0), dovrh esserc: H — (), K= 1.
Pertanto la precedente eguaghanza diverra:

P+q¥VD=(p+qu VD™ ()
" Relativamente all'equazione 2° — Dy®= N, avendosi

m+yVﬁ=(k+kV5)(P1+?1 V' D),”

(*) Bi ottiene cosi, come caso partieolare, la nota formols d{ riseluzione dell'eguasione dl Prry;
(V. p. 85. D1micHLET, Vorlesungsn dber Zahleniheoriz, § BS),
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con k* — DR*=N,h £ q VN k< p, ¥ N, si avrd pure

m_l_y;/_ﬁ:(k-l—féyﬁ)(fl"l_g;/ﬁ): ;

con h < q, V N,k < p; VN, come bisognava dimostrare.

Teorema. — Dicasi (p, q) una soluzione gualungue, e (p,, q,)
la soluzione minima dell equazione x* — Dy* = 1. Sia inolire
(k, h) una soluzione dell’equasione x* — Dy®* —=— N, scella in
it ¢ modi possibili fra quelle nelle quali

h<|/H(p1+1}

— 2D

e conseguenlemente

k < I/N (IJ12— o

Twile le soluzioni intere ¢ positive dell'equazione x* —Dy*— — N
saranno date, e ciascuna wna volia sola, () dalla formola

Xy Vﬁ=(—l_—k+h Vﬁ)(p—i—-q D),

qualora si eguaglino le parli razionali e © coefficienti di V' D
de” suot due membri.

Ricordate quanto fu detio nei n. 4, 5 e 6, in propesito della
risoluzione dell’equazione #° — Dy® = — N, la dimostrazione pro-
cede come quella del feorema precedente.

APPENDICE.

Per risolvere 1'equazione 2* — D% = N in numeri interi e po-
sitivi fu assegnata la formola

x4y VD= (k—+h}'D) («~+p PD)",

nella guale « ¢ § dencotano due numeri interi e*pusil.sivi, fissi, diversi
da zero e legati dalla relaziome «* — D#®* = 1; mentre % ed A signi-
icano 1 valori della = e della g relativi a tutte le soluzioni fonda-
mentali, ozsia a quelle soluzioni dell’equazione proposta, per le guali
sl ha

h < 8 PN e conseguentemente % < a F'N.

(*) Balvo il caso in cul le Hultazion! stesse della s e della ® fornlecono mna solozione del-
'equazione, In gnesto caso talume soluzioni sl ripetono; (V. 1'oesarvazione del n 6).

g =

CE— N e
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B importante osservare che la precedente formola equivale H.ll;q.._.;i"-;:lf

seguente ;

o s
P

&

¢4y VD= K+ kYD) («+ VD)
ove per k' ed %' s'intendano i wvalori di @ e di y relativi a tutﬁé
quelle soluzioni della proposta equazione, per le quali si verifica la

n
...

condizione

N_u—'_
< V=55

k.S I/'!N(ug—l—-l) .

3i ha cosi per l'equazione @ — D y* = N una regola di risolu-" 7.y
zione analoga a quella che fu data per V'equazione 2* — D y*— — N. vgalin
Inoltre, essendo la sopraddetta limitazione di 2 minore della limi- .-
tazione @i h, com’é facile verificare, la risoluzione dell'equazione .;

=

Fa 5
=R L, A T B

e la conseguente

vl

._._

i ol 3

i - A . -
b -

o P

5 = X

"‘-'l."_';":".\-u-'-
y .:.-_ff.ﬁ:p 3l
e L = T
s s

iy o L
g
TP T

[l 1 28
£

a® — Dy*=— N riesce pid sbrigativa adottando la seconda formola *) f:
invece della prima (v. al n. 16 Ia nota a pie’ di pagina). s
La formola
@y VD= +k VYD) («+ s YD)*
gi deduce dall’altra
24+ yVD=((k+h VYD (2+p YD)

distinguendo le seluzioni fondamentali (%, %) in quelle per le quali

N(z—1)
2D |

compresa fra questa secomda limitazione e 8 J/N. Tra le soluzioni

f & compresa fra O e e in quelle per le quali %2 & i

proche di s& stesse .
Y —=fax —ay
X—=—aew— Dpy,

per le quali ad una soluzione (x, y) appartenente ad uno dei due
gruppi eorrisponde uyna soluzione (X, Y) appartenente all'altro, e &
questa la prima (**). Cid posto, si consideri la formola

2+y VD= (k+h VD) («+ ¥ D)

(*) 8¢ dl quests seconds formola, come di aleuni sliri rlsultatl, non &l & fatlo cemo fin dal
principio di guesto lavoro, eld6 & avvennio perché tall rlsolintd faromo ottenutl guando 11 lavoro
era gia in parts pubbEicato. .

(#¥) Per la dimoatrazione 4i gnesto principlo vedasl la mis Nota: « 4 complemenio df aleuni
teoremi del Sig, TuaEBICHEFP » pubblleata nei Rendicondi delia R. Accademfa dei Lince, 1892,
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In essa & el h indicanc i valori della = e delln y relativi alle so-
luzioni eosl del primo come del seeondo dei menzionati due gruppl.
Ora, se (k, &) & soluzione del secondo gruppo, dovrd aversi, pel Ti-
pordato principio,

R @]u' — ah

k— ok’ — Dk,
0ss1a

b h Y D= — VYD) «+p VD),

essendo %' ed A’ i valori della @ e della y relativi @ una solnzione
del primo groppo. Da cid facilmente si deduce che 1'uso della formola

24+ y¥D=@k+hryYD) =+ VD)

estesa n tubte le soluzioni (%, k) dei due grappi, equivale all’oso delia

formola
a:—l—yVl_]':(k’ih'VE) (z+ ¢ ¥V D)"

estesa alle sole soluzioni (&', 2") del prime gruppe, oiod a quelle
goluzioni nelle guali

’ N(e—1)

f i V - 2D '

Per m — 0 hisognerd rifiutare il segno — davanti alla %, L'ultima
formola fornisee poi, senza ripetizioni, tutte le solozioni dell’ equa-
gione ¢ — Dy = N, eccettuato il caso in cui le limitazioni di A’
e di & sono numeri interi, Quando cid avviene, la soluzione massima
fra quelle relative ad un certo valore di m coincide evn la solnzione
minima fra guelle relative al valore susseguente della stessa m, come
nells formola i risoluzione dell'equazione a* — [J y* =— N.

NOTE.,

&) L'argomento fu studiato das reometri lin da tempo antichissimo. Cosi le
formole che mel n. 20 sono attribeite ad Kulero, erano gid note .agl' Indianm,
gquatiro secoli nvanti Leonardo Pisano. (V. la Memoria del proi. Mareolongo :
« Sull'analisi indsterminate di 2° grado » mel Giorpale di Matematiche ad uso
dogli studenti delle Universita italiane, &. 1888, pag. B4-85). Ma il problema
della risoluzione dell’equazione »® @ Dyt —-+ N, e in generale di qualsivogha
equazione di secondo grado & due incognite e a coefficients razionali, in numeri
interi, fu risoluto la prima volta da Lagrange, in toita la sus generalitd e cOD
tutto il rigore che si pud desiderare. (V. la Memoria di Lagrange: 4 Sur la so-
lytion des problemes indéterminés du second dégré » e lallra: « Nouvelle
méthode powr résoudre les problemes indéterminés en nombres enliers),
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b) Nella prefazione alla prima delle citate sue Memorie, Lagrange, riferendosi ai - 55!
suoi metodi, dice: « Je les crois d'autant plus dignes de Uattention des Mathé- hisg
maticiens qu’elles laissent encore wun vast champ a leurs recherches ». Se non
che il problema Lagrangiano fu ben presto incorporato in pih alto e difficile :
argomento; intendo dire nella dotirina delle forme quadratiche: minore percid ?ufﬁé .- A
la copia di nuove ricerche, condotte con metodo diretto ed elementare, quali

dovettero essere vagheggiate dall’antecessore di Gauss e di Dirichlet,
¢) Credo nnovo il metodo, e nuova una gran parte dei risultati contenuti
in questo lavoro. Di molte cose ho taciulo, per amore di brevitd, che pure mi
sembrano importanti: e segnatamente delle formole e del melodo per la risolu-
zione dell’egquazione
ae* +22bzy4+cyt=mn

in numeri inieri, quando b* — ac & quantitd positiva. Tanto le une quanlo I'altre

si dedurrebbero dal metodo e dalle formole date in questo lavoro per la risolu-

zione dell'equazione @® — Dy? = —+ N.

d) 1l metodo che ho stabilito per 1a risoluzione dell'equazione @* — Dy* =— + N
consiste sostanzialmente nella determinazione di alcune soluzioni comprese fra 0
e un certo limite positivo della y, epperd in numero finito, dalle quah, me-
diante conveniente formola, si deducono tutte le altre, Hsso & accompagnato da

altro metodo, che serve a giudicare se l'equazione & possibile, e quando & tale,
2 trovare quelle soluzioni dalle quali futte le alire si derivano. Tanto il primo. [kt
quanto I'altro dei due metodi non dipendono affaito dalla teorica delle fraziomi "t g

continue, Invece il metodo di Lagrange riposa essenzialmente su qguesta feoria,
e sulla ipotesi che la N e la y sieno numeri primi fra loro. Una tale ipotesi
fa si che I'equazione si decomponga in lante equazioni parziali quanti sono i
fattori quadrati contenuli in N. Talehé, quando N decomposto in fattori primi
risulta dotato di un gran numere 4i fattori quadrati, i1 metodo di Lasgrange,
diviene, al dire dello stesso Autore, pressoché impraticabile. « La méthods (cosi
Lagrange nella seconda delle Memorie citate di sopra, riferendosi all'equazione
A=p*— Bq") pour le cas ou B est un nombre positif et ou p et q doivent
étre des nombres entiers, est a la vérite un peu longue et compliquee, et j avouwe
meme quetle Vest & un pomnt gui la rend difficile & swivre; mais je crois que
cette difficulte ne doit étre imputée qu'c la nature de la matidre, et au grand
nombre de cas auxquels 1L fanl avoir égard. quand on vewt lo traiter dune
maniére aussi directe et cussi rigoureuse que nous Vavons fait ». B pur sup-
ponendo N ed y primi fra loro, il metodo di Lagrange (nonostante le sempli-
ficaztoni apportate ad esso dall'Autore nella Memoria testé ricordata) non cessa
di essere lungo, perché intraleiato da decomposizioni e riduzioni che debbono
precedere I'algoritmo delle frazioni continue: sia che si segva il primo oppure
il secondo dei procedimenti indicati dall'Autore nelle sue aggiunnte all'algebra
di Enlero, § VIL

[l metodo stabilito n questo lavoro & semplicissimo, e non obbliga a
dividere e suddividere la tratfazione: e quanto alla diffieoltd della ricerca di
quelle soluzioni dalle quali tutie le altre si derivano, essa non dipende dal
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numero dei fattori quadrati conlenuti in N, epperd dalla composizione di N
mediante i suoi fattori primi, ma solo dalla grandezza della stessa N. Apph-
cando il detto metodo agli esempi irattati da Lagrange nelle sue Memorie, 0
ad altri, si pud verificare che esso & assai piu sbrigative di gquello di Lagrange,
come ho accennato mel n. 16, trattando 1’ equazione z® — 40 y®— 210. Final-
mente 'unitd e la semplicita ond é dotato, rendono evidenii molte proprieta
potabili, che difficilmente emergerebbero d’ eltronde, e dalla stessa teoria delle
forme quadratiche.

¢) A prima vista potrebbe sembrare che i metodi stabiliti nei n. 8, 13, 17
e 19 per la riceren delle soluzioni fondamentali, e pin gepneralmente di tuite le
soluzioni dell’equazione z® — Dy®=— N comprese fra lo zero e un certo limite
superiore della y, non siano se non una generalizzazione dell’algoritmo atabilito
da Eulero {Ezém.gﬂﬂ d'Algebre, T. TI, Ch. VII) per risolvere la celebre equa-
siome di Pell: ma cid non &, Perché quei metodi, a differenza dall'algoritmo di
Lulero, riposano eascnzinlmenie sulla nozione Ai seluzionz smgolare, da me 1in-
trodotta ; ed applicati all'equazione di Pell, richiedono un calcolo per tentativi, che
non & quello richiesto dal metodo di Eulero, come il lettora pud facilmente verifieare.

f) L'slgoritmo di Eulero, che perfezionato ed elevato u ieoria da Lagrange
diede naseita all’applicazione delle frazioni continue alla rizoluzione dell'eguazione
2 — Dy* = + N, non riguarca direllamenle se Don il caso il cui N &
minure di }/E (V. p. e. Legendre, Théorie des nombres, T. l,*§ V1); mentre
i metodi da me stabiliti sono valeveli qualunque sia N. Se gquoesto vaniaggio
fosse mancato, sarebbe stato mestieri procedere per via di riduzioni a easi gia noli,
come col metodo di Laprange: molto probabilmente a discapito dell'unita e della
naturalezza.

g) Lagrange ha osservato che non basia, in generale, combinare una sola
soluzione (2, y,) dell’'squazione &* — Dy® = + N con le soluzioni (p, g) del-
I'equazione @ — Dy? = 1, perché lutie le alire zoluzioni della prima egua-
zione divengano noie, medisnte la regola di Eulero. D'onde ls guestione che si
accampn mel n. 20 di guesto lavore, e alla quale rispondono in una maniera
semplice e precisa i feoremi del n. 22, Se poi si tien eonfo di ¢id che ho dimo-
strato nell'appendice, 11 primo di essi diviene analogo al secondo, & piu comodo
per gli usi pratiel.

k) Nelle Memoria del Sig. Tehebicheff, citata in prineipio di questo seritte,
i1 teorema al m. 21 & dimosirato per via cosi indiretta, che non e facile seor—
gerne la eapitale importanza nella risolusione dell’equazione indeterminata tral-
tata finora. D'altra parie esso & quivi applicato soltanto ad alcune vicerche
relative ai mumeri primi. L'averlo qui dedoifo da congiderazioni direite, e puu
appropriate all' indole sua, mi ha permesso di generalizzarlo e d' interpretarlo
geometricamente nella mia Nola # ¢ Due proposisioni delle teoria dei numeri
e loro interpretazions geometrica » e mell'slira: « A complemento di alouni
teoremi del Sig., Tchebickefl » (Rendiconti della K. Accademia dei Lincei, 1892).

(3. FRATTINL

—4+530F -
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SULLA DIVISIONE DEI POLINOMI INTER]

(Continuazions e fine, V. pag. 127).
3.

Mediante gli olementi della prima colonna della tabella (8), escluso
I'uliimo, si possono formare dapprima i quozienti della divisione delle
potenze di & per D), e successivamente il quoziente di P® diviso per
lo stesso divisore.

Infatti, si riconosce facilmente che se g= € il quoziente ed », il
resto oftenuto dividendo a™ per D™, sari Qn g1 = G ~ Gy il
Auoziente della divisione di a™+' per D™, indicando con (e il quo-
ziente di r,, « diviso per DI, Ma per m=—=v» -+ h si ha ¢, = p\" ;
per m=r si ha g, =254y, g,=1, e percio si pud stabilire il si-
siema delle egnaglianze

I!ilrr—]—l=5“-"’“"I—‘!;"1
(10) (h—1) o g
Q-r+h — r__'I_h__lm_l- bl [h = | DR T (ﬂ —— r)]

da eui, moltiplicando la penultima per @, I'antipenultima per z? ecc.,
la prima per 2" ="~1, sommando e riducendo s; trae:

G = +ba" T 4 g by " Y,
In moto analogo tralasciando I'ultima delle (10) si caleola il valore
di g, _q, poi guello ai fn-—2 €CC., cOsicche 1 quozienti di ", 71,
e @ @7 divisi per D™ sono rispettivamente rappresentati da:

g“ — m‘.‘.‘l--'—'f = b]mﬂ_r_l+ bf)mﬂ—r-—ﬂ ks bift—r-ﬁjm+bin-r—lj

n—r— n—r— n—r T3P

o Qi & b B " e s bi _ma:-;-bi :
g1 = x4 b,

&= 1 :

Laonde se si moltiplicano ordinatamente Ia prima delle (11) per a,,
la seconda per a, ecc., la penultima per a,_._,, l'ultima per 4, _,,




i;:1-
b
:
7

— 179 —

e si addizionano i resultati, si avrd il quoziente @ della divisione di
P® per D) espresso da:

Q=ayx"  + agh o Hubgn {I}“_r_ﬂ-[-,_,_};aubi""-i m_l_ﬂnbi“—f—l)
+a, +a,by +a " +a b Y
(12) + Qg ohe wiavaa e +“
+ea, b | +a_ 1*'
g L + s 1Dy
T, o

b appena necessario l'avvertire che quesio modo di dedurre dalle
(11) 'espressione di @, ha la sua spiegazione nelle forme che si iro-
vano appartenere al quozienti, quando si dimostrano i teoremi 1 e II.

Notiamo infine che, determinati i valori delle b;b” , bgﬂj, e bi"_r-n,

al caleolo dei coefficienti del quoziente Q, indicati per semplicita con
@y, By, By,.... B,_,, poirh essere data la seguente disposizione

Up ¢y Qg S ¢ P— 1 .
b, aghy ayb, .. ... c Qnyaly Qe By
p 0. o W W
(I8)  wovven| s e
E)[ln-r— 2) nb(:a—r—ij : b{ln—r—i]
g e
f By Byosnnwns Bey B

splegata manifestamente dall’osservazione della (12),

E
4,

Un algoritmo, abbastanza spedito, per trovare i valori delle bf']
che compariscono nella (12), quando i coefficienti del divisore sono
numerici, & indicato nello schema seguente;
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z | i
A S ey

By by By By B |
biby Biby baby ... .. lbyb,_y Byb, t
;iﬁ bil}b 1 bil)bﬂ v b I:}br-z binbr—l E"fiub.-
) By byby o000, B0 U BT,
by e bl (B, B8, B, 87,

i |

- - " - w a . - & - & - - - = - -

Esso e formalo scrivendo in una linea orizzonlale i eoefficienti di
DY e in nna seconda linea vrizzontale, al disotto (i essi, il prodotto
del medesimi coefficienti per by, coll’avvertenza di collocare il primo
prodotio by by sotto a b;. La somma di questi due termini, com’d noto
dalla prima delle formule (6), & il valore di E’JEI}. A esira di esso,

nella terza orizzontale, sono scritti i prodotii di bi” per tutti i ter-

mini-della prima linea; e la somma dei lermini by, &y bs, bil:' by, che S

vengonsi a trovare sulla terza verticale &, come deducesi facilmente o
dalle formmle (5), il valore di bi’). Scritti successivamente a destra o
di esso i prodotii di 5" per i termini della prima linea, la somma dei
termini della quarta verticale di il valore di biﬂ}- Eece., ece.

Se poi nello schema (14) si sopprimono i valori delle somme
bi”. bfj, bf} .. ... Insieme col-primo termine di ogni linea, ossia
bys b1 84, bi” by, bgijbl, .. « .. Tiducendole alla forma

by bs by  ....... b
bjbi b]bﬂ I R blhr-—l hlhr

(1) 8 (1) (1)
19) b, "0 25 b: }br--—i bl br—i 5'1 b,

2]

(2) (2 (2
e bl br—ﬂ b: br—.‘E bl-jbr—-l I]["1 b

sl prova agevolmente, mediante le stesse formule (5), che sommando
per colonne i termini rimanenti si ottengono i valori di by, 8}, B0, ....
quelli ciob che si trovano nella seconda colomma della tabella (8). Se
si sopprime poi nello schema (15) il primo termine di ogni linea, cioe

(4, . A “
by, b1ba, b, by, .. ..e si sommano per colonne i rimanenti, si hanno
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i valori di &g, bf’, .. .. 0ssia quelli della terza colonna della tabella
(8). E seguitando col sopprimere ordinatamente i primi termini di ogni
linea dello schema (15), successivamente semplificato, si ottengono
tutte le colonne della tabella (8), 1'ultima delle quali ha per elementi
bys by by, B0y, BV, ...

Resulta dunque che dagli elementi preparati per il calcolo dei
coefficienti del quoziente, si hanno immedialamente altrest quelli
che servono al calcolo det coefficienit del reslo.

I da notare che, nella pratica, dai valori particolari di = e di
si dedurrad facilmente tanto il numero delle linee dello schema (14),
gquanto il numero delle colonne di cui basterd trovare le somme per
comporre le tabelle (13) & (9) ove sono compendiati i calcoli da fare
per ottenere 1 coefficienti del quoziente e del resto della divisione di
P®™ per D,

Per applicare la teoria svolta ad un esempio, si supponga r=7 e

DN=g" — 2254 40" — Ta®*+ 12a* — x4 1.

Riserbandoci di assegnare poi al dividendo una forma speciale, stabi-
liamo soltanto che il suo grado debba essere n— 11. Cosi, essendo
n — r=4, ¢ sufficienie limitare lo schema (14) alle seguenti cingue

linee :
g —d G T =IB 1 =i
4 —8 0 1424 2 —2
- 0 0 0 0 0 0 0 0

—8 —16 32 0 -—36 96 —8 8

e ——

—9 —18 36 0 —63 108 —9 9
16 |

La tabella (8) si comporra, ne]*nnstm casp, di cinque linee conte-
nenti ordinatamente i coefficienti dei resti della divisione per D delle
potenze 7, 2%, »°, x'°, &', e pella sua prima colonna si troveranno
appunio i numeri 2, 0, — 8, — 0, 16 ora deferminati. Di questi
cingue nurneri, soltanto i primi quattro 2, 0, — 8, — 0 sono neces-
sari, come apparisce dalla (13), al calcolo dei coefficienti del quoziente.
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Lo schema (15), dedotio dal precedente, ha la forma: b
—4 0 7 —12 ] o1 U

—3 0 14 —24 2 —2

(15) 0 0 0 0 0 0
/ % 0 —56 96 —8 8

36 0 —63 108 —9 9 i

e come la somma delle prime cingue coloune fornisce i termini -
—4, —8, 7, 34, 13 che costituiscono la seconda colonna dells LA :
tabella (B), cosi sopprimendo suceessivamente i primi termini di ogni ‘* =
linea e sommando ogni volta le sole prime cingue delle colonne |
rimanenti si otterranno tutte le colonne della tabella (8) che viene
ad essere composta nel modo seguenie : <R

2 4 0 7 —12 1 —1 g

. TF T2 -2 1 2
(8) —d L 2 —23 I =2 U
. 54 —23 —55 94 —8 8.

16 13 —55 31 100 —1 . 9 i

Fissando ora che il dividendo sia il polinomio speciale
PIN=3a!! + 4" — 294 30% — 207 4 5425 — 9 0 — 8BSt — r1- 10, e

) L - 5
mediante 1 suni primi cinque coefficienti 3, 4, — 1, 3, — 2o i EG

quattro termini 2, 0, — 8, — 9 della prima colonna della tabella S

LRLr
'-T."-'rE sl i

o

2L
¥

=

(8)" si compone senza difficolta la (13) per il caleolo dei coefficienti
del quoziente. Essa & in 1al caso

3 4 ] 3 —2
6 8 —2 6

0 0 0

— 32
— 27

(13y

o W o W
|
oo
e

3 10 (| — 23 — bb

e se ne dednce che

Q=30+ 1084 Ta? — 234 — 55,
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Infine con tutti i coefficienti del dividendo e colla tabella (8) s
puo comporre la (9) in quesia guisa :

5 1 —=9 —8 P —1 10

—2 2 a4 0 T =18 1 —1

3 0 —8 7 2 — 23 | =9

OF =1 | =8 7 2 —23 ] =2 0
4 | —9 34 —23 —5H 94 ~—8 8§

3 16 18 =55 31 100 —1 9

21 153 —247 —120 631 —33 G5

e eonelndere che
R=21a4 1532 — 2470* — 120 2® 4+ 631 2 — 33z - 65.

Non vogliamo trascurare qui Posservazione, che se queslo melodo
fa apparire laboriosa la ricerca del quoziente e del resto in casi
particolari, esso presenta sempre il vantaggio di potere, ad un certo
punto, calcolare i coefficienti del quozienie e del resto indipenden-
temente ’uno dall'aliro; cid che riusciri uiile in talune ricerche.
Cosi, nell’esempio considerato, alla domanda se il polinomio P
divisibile per D@, si risponde negativamenie appena che dalle prime
quattro colonne dello schema (14) si sono avuti i numeri 2, 0,
— 8, — 9, ¢ che dalla tabella (13), la quale immediatamente no
deriva, si & ottenuto — 55 per valore dell uitimo coefficiente del
quoziente. Cosi pure volendo sapere qual valore dovrebbe sostituirsi
al coefliciente — 2 di & nel polinomio PV affinché potesse essere
divisibile per D™, basterd nell'wltima colonna della (13) sostituire
a — 2 l'indeterminata « e stabilire I'egunaglianza

@+ 6 — 32 — 27 = 10
#

da cui si ha & =—=063. Se tale fosse stato il coefficiente (i 27 nel
polinomio PUY, il eriterio or applicato per riconoscere la divisibilith
di P® per D™ non sarebbe stato decisivo; ma ognun vede che
colla sostitnzione di 63 a — 2 nella tabella (9) il primo ecefficiente
del resto, invece di annullarsi, viene ad acquistare un valore mag-
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giore di 21, i Ghﬂ b, por flerns e | casone
i1 polinomio - P Edl‘ﬂbbelsmtﬂ dwlﬂibﬂe per D, o @,

Notiamo inolire che, purché rimanga imalleraio gl divisore Dm‘“{
la tabella (8), preparata nell’ipotesi che il grado del dividendo sia 53 s
n— 11, poirh evidentemente essere utilizzata per i dividendi dJ s
erado minore, colla semplice soppressione di una o pin delle u}tama ':. o
linee; e per i dividendi di grado maggiore coll’ aggiunta di nueve Al

linee ehe seguano 1ultima.

0.

Quanto semplici resuliano le forme (12) e (2) del quoziente e del
resto, e facile il passaggio dalla prima alla seconda, se si adottano 1
coefficienti simbolicl bf‘}, altrettanto I'una e 1'altra si complicano
quando si vogliano esprimere coi coefficienti effettivi del divisore. Un
esempio n' & gihk stato dato (n.° 1) nella forma esplicita trovata per .
il resto della divisione del polinomio P® per D®. Tuitavia, per .""-' ;
quel che concerne I'espressione del quoziente (e cnnsegllen'temap@e; Tfﬁ; b

quella del resto), deducendosi dalle (5), o daila sola ispezione dello - =i
schema (14), la relazione

(16) BM=0 b+, B 4 b b . B b bn+1

si potrd, se 4 non ¢ molto gra.nde, valersi di questa per calcolare |
successivamente i valori delle b ", Cos), per esempio, dando ad A 1
valori di 1, 2, 3, 4, e sostituendo al simbolo b“ il suo valore &, 8 '

trova :
bij};b?"l_bﬂ
BV =1, + 20, b+ b,
E:‘“’_b +307 0, + 20, b+ b, + D, 2l
b"”:b + 40 b+ 36, b+ 3D, b+ 20, b +Eb,b,+bn,

di on polinomio

P — goa" 4 ;8% 4 ... .. Q& + ay
per DO —g" — byat® —..... — gz — by.
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In generale, le’ ﬁ'):xdlpanﬂandn r{g;ip;ﬁlment& dai coefficienti del
divisore D, sono funzioni simmetriche Jelle, radici- dell'equazione
D" — 0: e conviene ricorrere alla teoria éi queste funziomi per
rendersi conto @ priori della forma semplificata che compele a una
qualunque di esse espressa mediante i coefficienti di D\, Gih &
: stato riconosciuio che le bgm, quali funzioni delle radici dell’equa-
-: zione D™ — (, s identificano celle cosidetie funzioni omogenee
complele (o simmelriche complete) di » elementi, e ne seno state
dimostrate molte importanti propriet valendosi all'uopo delle feconde
teoriche dei determinanti e delle equazioni differenziali.

Nonpertanto, come forse proveremo in un altra occasione, le prime
proprietd fondamentali di quelle funzioni possono essere dimostrate
anche pill elementarmente col sussidio della formula (16) sopra sta-
bilita e di qualche altro teorema relativo alla divisione algebrica.
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Notarella di aritmetica. — 1. Dei numeri decimali periodici semplic)

0.[a); 0,[®]; O,[c]; O,[d]; ..... sieno 1 periodi

(D) o woime wimie) =om @S . T by siesan

composti rispettivamente di

U2 e weeia s eiw woee Whly MWy By Eyone o

cifre. Dai nmumeri (1) se ne formino alirettantl, ciascuno di m#pqg.. .- cifre,
serivendo consecutivamente tjusnte volte oceorra ciascun periodo. (In casi deter-
minafi il numero m2Pg. ... .. b essere il minime comune muliiplo degh

altri (2)). Sieno cosi faiti numeri indicati rispettivamente con
(3) . . . a0 v 0 AR - e P U SR .

allora le generatrici dei periodiei dati, saranno :

e }f K {

{4)-..1 L] L | )
99...9 99...9 99...9 09...9

g la somma di queste sara:
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ritenendo in tutte,Godéstq fraaioni il demominatore costituito da mnpg. ...
cifre eguali a 9. Se il nilifiero ¢ A & —+7-..... abbis pid di mnpq.-“.ﬁj
cifre, si indichi con s quello formato dalle mapg..... prime cifre & destra ' ‘i
e con r I'altro costituito dalle rimanenti a sinistra, rispetto a chi legge. Si pus

quindi porre : :

ehg-kglt..... r, 1R P& s L

— — T

00...9 — 99...9 " 99...9

Se anche il numero s 4 r abbia pid di maupg..... cifre, scomponendolo in
due analoghe parti », . 10""P% """ od 5 , si potrd porre

edhdbt-ldg4..... e 8 Fr '
09...9 1 ' 99,...90

Cosi confinuando, prima o poi si giungerd ad un nomero sz -7, di sols
mnapg..... cifre; svendo coai :

ethtkdld-..... S¢ + 7=
() 00 e o A L R N 00...0
oe ne conclude che il numero somma dei periodici dati ha la parte intera

P, 4. 4+ rp ed U perodo sp rg .
Nota. 11 periodo potrebbe risulfare di un numero minove di eifre; ed allora .. Jjs

— -‘.1- e - s _;_;.i_'._.-.;-"__ ._-_h-

Sz + Tz 8 formafo da o ripetufo alcune volte. 5;4__:;_;;

2. Si considerine ora i numeri periodici semplici @, [a]: v, [6]; =, [¢] u, [d]
Ritenendo le notaziomi precedenti, di leggeri si risconira essere le gemeratrici - tr
loro rispettivamente AL

& h k l

*to0...00 ¥ree_ o' *toe 9 ¥tog o

La sommse dunque dei numeri decimali proposti sarh:

8 Is-l—r.
_m+y+s+u+r,9&”91

¢ quando 81 PONEA @ 4~ Y == 3 -}~ % - r = 20, anche si ayra:

S+ — (W Yy s34
99...9

Le formule (x) e (B) esprimono due regole pratiche per czlcolare la somma di
quanti si vogliano numeri decimali periodici semplici, senza aver ricorso alle
loro generatrici. Anche ne consegue la regola per moltiplicare un numero pﬂ- |
riodico semplice per un intero gqualungue. | .,.“

Esempi : : ;-' TE‘ g

1" 0,[924] 4 0, [87] + 0,[6]; calcolata la somms 924024 - 878787 4- Limisi R
666666 — 2470377 e I'alira 470377 4 2 = 470370, si conclude essere - et
0,[924] 4 0, [B7] 4= 0, [6] = 2, [470379].

2" 0,[43] X 348: caleolato il prodoito 43 Y 348 — 14964 e la somms
149 4+ 64 — 213 ¢ l'altrm 2 + 13 = 15, il prodotio cercato sard
0,[43] X 348 = (149 4~ 2),[15] = 51, [15),

(B) c v cavis as S=w-
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Corollario. 11 prodoito di un periodico semplice pai'lﬂﬂ ¢ un aliro perio-
dico semplice la cui parte intera si ha spostando la virgela nel dato di m posti
a destra, ed il cui periodo si ottiene scrivendo di seguito alle rimanenti cifre
del periodo quelle che colla virgola ne furono separate. Cioé

8,[7562] XX 108 = R756, [2756],

3. Con un semplice cambiamento di unitd sl pud dedurre dalla regola pre-
cedente gunella per caleolare la somma di periodici misti, quando 1’antiperiodo
sia costituito in tutll dallo stesso numero di cifre. Ed invero se nei periodici

0,e[a]; O,y[#]; 0,s[c]: O0,u[d], sienc gli sntiperiodi costituiti da . |
A
cifye, essi riferiti all” unita Tpm Saranno rappresentati da: ! f:afj;
@, [a]; w,[0]s az[cls w, [d]. Ri:’,
g
Di questi allora calcolata la somma PRty
S—ws+wv—o —y — 5 — u] ‘_Lfﬁ[
R ; :l. ‘lar",_‘:_f
s1 avra qoella der numeri dati ritornando dall’vmita o= all’ intera. ; *ld-:, ~
3 ‘*Ji
G. INGRAMI B =)
;'T‘.';_'._v;'___;_?-
. 5 i‘s,HF;:%
Alcuni teoremi afllnl di goometria. (Contnuasions, o. p. 147), — — i
TrorEMA, Se in un friongolo due angoli sono diseguali, la bisetirice dell' an- RN r
golo maggiore divide il lato opposio in due segmenti tali che il retrangolo da | tﬁr%’%—;’
essi contenuto é maggiore del rattangolo contenuto dai segmenti delermingti ' ;*?F" :
dalla bisetirice delfangolo minore sul lato opposio. |
Sia ABC il dato triangolo e vi si supponga 1'angolo A CB maggiore di L .ﬁ;
CA B e conseguentemente A B > BC. Posto, come il solito, AB =0, BC = a, s ?fLI:_J-'_f;fg—r,_*:El |
CA = b, g'indichino con ¢, @ ¢, le lunghezze dei segmenti AD, DB i cui il 2 ,E&E{r
lato A DB & diviso dalla bisettrice UD, e con a, e ¢, le lunghezze dei segmenti : T
BE, EC determinati dalla bisettrice A £ sul lato BC. e
E ben noto ch L i h i i r:’fg"h
100 Che: oy = 1 a8 G = =g 8/0A8 perelo ¢, ¢, = G bR st
- & b E'E'r! _ * :
Analogamente si frova e, a, — TERN; AR deduee che 1”::5 |
010 _ ©le b A
2,a, a(n <= b)? ;Hfﬂ.{% E{ﬁ"{j ]
Ma dall’essere ¢ > a, resulta ¢(c+b)* > a(a+b)* e quindi & anche o ;hﬁ%;‘r "
W e
(B e e e wl s e B > a,a, ¢. do d.. AU
j 3 '..j. - ::iq:l'if
CoroLuanio 1. La bisettrice dell argolo maggiore & wminore della bisetérice .-.-a{’-;-f]'. I
Rt 1 | *
dell angolo minore. ‘,;;i’i' 'r
Indicando con B, e B, rispettivamente le lunghezze delle bisettrici AE, CD = :j}‘ :
si 8a che ".'-'-r-;jf;'.
_ Al i
2 2 Y 340
¢cb = B + a,a, ,  ab=Pp 4+ ¢ 0, ;%%
§ors
i
o



4 AR 5yt
o e
Ia’j ” e poiché insieme con ¢ > a, 8i ha c¥ > ab, sussisterd la ﬂiaeguag]ianzax' ""Jffh

o Rl ) v e A
BE B+ a,a, > B+ cy0, T3

! e, a causa della (1), sardh pure - }

B>B e BD>B.

CoroLrario 1I. Se le bisettvici di due angoli di un triangole somo uguali,
tl triangolo & dsoscele. E. Saoun,

. U
......

Teormma 1° 8o due triengoli avenli la base comune ed il lerso vertice
dell'uno situato nell'in farnn dell'altro, sono tali che la somma degli angoli op-
posti alla base comune é minore di due vetti, dei lati non comuni che vanno
ad uno stesso vertice, ¢ che appartengono ai due diversi triangoli, é maggiore
gueilo che apportiens al trigngolo esierno,

Sieno ACB, ADB i due triangoli dati e D cada nell'interne del triangelo
ACB: si unisca C con D. Se fosse AD > AC, sarebbe ang. ACD = ADC
e quindi ang. ACB > ADC, perché & ang. ACB > ACD. Ma essendo
ang, ADC - ADB - CDB — 4 Retti e ang. CDB < 2 Retti, deve essere

" . ang. ADC 4~ ADB > 2 Retti, Dungne se fosse AD > AC sarebbe ang. (1 EEaN
P ACEB -+ ADB > 2 Retti contro I'ipotesi, e deve perclb aversi AD AU e Sl
o analogamente D B < CB. N

Trorema 2°. Se¢ ‘due angoli di wun triangolo sono disuguali, la bwaﬂﬁ’
dellangole maggiore & minure della bisettrice dell'angolo minore. ? '

Sia A B( il triangolo dato avente 'angolo CA B maggiore dell'angolo C'B’A,
e sieno A D, BFE vispettivamente le bisettrici di questi angoli. Avremo angf: *1 H
CAD = DAB > | s
CBE = EBA; 4
g poichsé :ﬂ:ngI "‘ r

CRE o aﬁg._;"f- o

CA.D EATA AN
AEB L BDA.
Costruiscasi 1311- B .
golo DA Fegusle (i
all’ angolo EB A 1% s
e l'angolo ADF eguale all'angolo 4 EB. Risultera l'angolo AFD eguale al- [
I"angolo CAB. [l friangolo ADF avrd la base comune col iriangolo A BD ‘lf_
ed il vertice # nell'interno di questo triangolo, e puiché ang, CAB 4+ DBA < I
2 Rettl eard anche AFD -+ DBA < 2 Retti e pel teorema precedente dovrd .13
aversi AF & AB. AR
Ma AF ed AB sono due Iati omologhi dei triangoli simili A FD, AEB e
percid per gli altri due lati omologhi AD, EB si ayrd pure AD L EB;
ci0¢ la bisettrice dell’angolo maggiore & minore di quella dell'angole minore.
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CoROLLARIO. — 8e un #riangolo ha eguali le biseltrici di due sum angali,
il triangolo & isoscele. C. SoscaiNo.

Teorema. e i segmenti BF ¢ CQE delle biseltrici degli angoli ABG & AUB
sono eguali, anche gli angoli ABG e ACB saranno eguali ed i triangolo
ABC ¢& isoscele. '

Pongo ang. 0BC = «, ang. BCO = B, ang. OEB = r, avg. CFO = 1.

Dico essere B0 = 0C. Se cid non fosse sul segmento maggiore O C prendo,
a partire da 0, OB' = OB, ed analogamenie sul segmento OF > OF prendo
OF = 0F e tiro la

E'B. Poicht 0C> OB A
sara « » B, e nel due /\
griangoli BEO od OFC \

sara r < r, perché ang.
EOB=F0OC. Per In
costruzione precedente—-
mente fatta, i due trian-
goli BEO ed OEB
sono eguali e quindi
= GE'B’, ma T< r'
dunque ang. O E'B'{ »',
Da cid 81 conchiude che
se da & si conduce la parallela ad AC essa cade rell'interno del guadrilatero
E'FOB', owsia come si vede disegnata mella figura. Se ds I si conduce la
parsllela ad E'F si otterrd il parallelogrammno E'IDF e quindi 7D = E'F,
ma poichd BE'= BB sarh E'F = B'C ossia IC  1D; ed allora eonside-
rando il triangolo TDC sarhA B > ang. IDC ma ang. IDC = r’ dungue B>,
e giccome « y f a pia forte ragione a > 7', risultato evideniemente assurdo
perché # & angolo esterno del triangolo BAF, dunque BO = 0C, pssia
«= P ovvero ang. ABC = ACB ec. b, d. A. MARTONE.

Nora pmuia REp. — Del teorema « Se in un triangolo due bisettrici sono
ugnali, il triangolo & isoscele », possono leggersi delle dimostrazioni, fondate
sui primi tre libri d° Enclide, alle pag. 147-1 49 dell'anno 3% 1889, del Bui-
lstin Ssientifigue redatto dal Sig. Prof. B. Lmson. — Risalendo ad epoea piu
remota, giova ricordare che il teorema ora citsto fu nel 1840 proposio 2
Sreiver dal LEnmus, professore a Berlino, colla preghiera di averne uns dimo-
strazione sintetica: donde il nome di zeorema di Lehmus solte cul e neto,
Negli anni 1840-55 nei periodici tedeschi, francesi ed inglesi ne apparvero
tante dimostrazioni che il Cravsey digeva che quella proposizione possedeva
una letteratura sua propria come il teorems di Pitagora e la teoria delle pa-
rallele. Nel solo Archiv di GrRunEmT si trovano 13 dimostrazioni; un’altra fu
data dal RevsceLe (Programmabhandiung von 1850), allre tre si leggono nelle
Mathematische Unterhaltung del D Rizcke (1 Heft 1867 p. 38, 11 Heft 1868
p. 48). Fssa venne poi generalizzata dallo Zecu (dArehiv cit. AVI), sostituendo
alle bisettrici le rette che dividono due angoli nello stesso rapporio.
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(Sessione d'ottobre). — Dal vertice A di wun reltangolo ABCGD s abbﬂq.a‘ih. 80y *ng__ J
perpendicolare AM sulle diggonale BD, e dal piede M si conducano @J ;per,- A ’w. i

pendicolari MP, MQ sui lati GB, CD. Posio BD =d, MP = p, MQn:q“ {u ; _,_:.,;_. .
z 2 2 .

dimosirare che p -!—q = d°,

e 1
Prolunghisi P M ad incontrare A D in H, dal triangolo retlangolo AMD, siha: 7 ‘ﬁ \ 1}!
DM'=AD.DH=BC.q , MEE=DQ"=AH.HD—=RBP.q. [I} 2N
Dai triangoli simili BDC, BMP, MDQ segne poi: BC:g=4d:MD, T:a ' j
ST _ 44 _ 9» : A
BP: g=2p: Q D, da cui ricavasi B(C = ﬁ s, BP = QE . Sostitoendo -‘,}iﬁ?‘i&’u hf
RTINS
rispettivamente in [1], si ottiene subito DM° — g'.d, D DO = q*.p e qumdr g "*ggﬁ ‘f;' i
1 i .{'& _:r-'? :i.‘~' 3

DM = Vq’ d, DQ=pg.p, MQ= ]/g q - S

_ I
T e e il B

Applicando ora il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo MDQ, si ba: %
3 : 3 2 3 2
(V‘?E ‘i) = (7/9? P) +( g‘ g)

da cm, eliminando il fattor comune (Vgi> segue la relazione richiesta.

Osservazione. — Prolungata pure @M, adl incontrare AB in L, ¢ posto
MH=—x ML=—y, dai iriangoli retlangoli AMB DMA gl ha: jp__.g? :ﬂ,

g==2":y e la relazione proposia diviene y}/m+m}/.ﬂ: o= ﬁ Ia.
quale rappresents, in coordinate ortogonali = e Y, 11 luogo dei piedi delle per-_ -
pendicolari condotte dol'origine sopra un segmento di lunghezza costante d t:h& SR

sl muove mantenendo i suoi estremi sugli assi coordinati, ki

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
111, 113, 128*, 129* ¢ 131%,

111. Posip
(n—2) (n — 3)

n = (Za)® < (0 — 1) (2a)1—2 b

(0 —3) (n—4) (n — 5)
1.2.3

(2ap —4,b?

(ﬂﬂ-}ﬂ-—ﬁ_bﬂ—l—.__"l

con a > 0 6 b > 0, dove il secondo membro dee finire col terming b* sen r.“""’-':'; "
1 n—1

n e
¢ pari 2 col termine -L- .2a.b * e n & dispari, si ha:
4+ b.an_
a*+b—a— 1 -4 lim o 2=
n—a l:"-.Il
On =+ Dan_1 . bn
e la differensu tra at bed a—] 4 & minore di .
ﬁp i & V -t= U On—1 » %n

(F. Giupice).
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Soluzione del Sig. Prof. 8. Catonia.

Moltiplicando «» per 2¢ ed an—1 per b, poi addizionando, sia » pari o ]
dispari, con un procedimento analogo a guello che si legge & pag. 154, 155 1 hﬂ 1
di guesto giornale, si ritrova

2ﬂ.ﬂ.g+b.ﬁn_1=un+1 o v e e aw e LY

Posto ¢id, ricorrendo alla trasformazione di } a® - b in frazione continua,
si ha, com' & nolo:

b

Vat 4 b —a+ : : i i cay e ER)
f " ; - '
aﬂ- I Eﬂ + S I.I_..#-:'.fl I.'_I__::_,-I‘" .

- - _.-‘- &
e e

7]
.?-.-_—-1"

Le prime ridotte di questa continun sono:

a.2¢+b  al@Ral 4 b+ 2a.b  a[(20)°+2 (2e). 5] +0[(2a)° 4]
3 T 9 * (2a)® + & ’ (Za)® + 2(2a). b ’

ed hanno la forma:

i
|

i ol g -
. i .
i P 4
=

ag, +b.0 a.a+b.ay a.q,+b.o, aw —+ ba,

' 2

¥

%o L Oy %,
dove ad ax & da atiribuirsi il significato che hn nell'enunciato della guisticne e
proposta ; dimostrerd che cid vale per tutte. Infatti per la legge di formazione R ]
delle ridotte delle frazioni continue della forma [2]. posto che le ridotte Atsims o g
_ a.op—1 4= b.oap_s g .oy ~+=b,op_ R
e (&4 1)=2m gigno e = 1, in  vidotta L
%=1 %k 5 = s 1) | i
(B 4 2)%I™8 sapd; BN |
CATENE
2afa. ax+b.oagx—1]4-bla. qp—3b.og_p] |

2a,ap + boup 1

al2a. op 4 b.ﬂ.}:.—:[]"f— b|2a. otk —1 + 0.0p—3]
2a,0r 4+ 0. a1

@, 0paqg -+ b.otx

E questa espressione, in virtt della [17], pud scriversi

Xk -+ 1
Adunque :

e & . O Ol e
VoG b=lim AT 0%t (a g S By 1):
n—mw Oz R=rt0 L

—+ b, o —
g — 14D =2 w3
N = o mﬂ'

Per dimostrare la seconda parte del teorema proposto, si rammenti che se
g1 ha la Trazione confinus » X i

B

la differenza fra le ridoite di ordine 2 ed n — 1 ¢ una frazione ordinaria il
coi numeralore in valore assoluto @ BioBvov.iBa, e il denominatore @
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uguale al prodotto dei denominstori delle due ridolte. Nel caso nostro, éﬁrﬂ -
F 2. ﬂﬂ + b- 3 “ﬂl.':-.-'i:hr ') _QE:"'I =1

ﬁlzﬁzz_.....":p.:.-b, Ia differenza fra ln ridotia

On s
bn ) - ; -y ;':.”"r"'- it
la precedente é et quindi 2?4 b, che & compresa fra le maﬁﬁ 78
—1 « Un g vk
: _ a, b. oty _ b. oty —3
stme Tidotte, differira da 2Ot 0.t 1, cioé da g 1 8 Do =
O Un '
r meno .
B Un— 1.0y
Usservazione. — Se a=— 1, b=—1, si ha:
VE: 1rm . <t o=t 5
M—m mﬂ'
che rappresenta il teorema 110°.
113. Dimostrare che Vequazione
At A A+ Ax4+A =0,
m ocul é
A,=m° —1Im?n 4+ m?l¢,
A, =4m‘n —31m°n? — 11 m®l® 4 2mnl4, = i
Ay =06m®n? — 3mn3l 4+ 64m?1® — 403 nm? - n’ 14, ,. My
A =4mn® — '] 128m3n]® — 65mn2)?, | '
Ay = mnf -+ 64m2n?]? — 27133 - <l
R
ha due radici equali, ed esprimere quesie e Ualtre radici in funzione di ), m, WA
. | _ (D. Busso). A
Dimostrazione del Sig. Prof. G. Roszolino.
FPongasi i ,,5r+-::u

[(@) = A,0' + 4,0 4 A, 0 + A, & + A, .
La prima derivata di f(z)
(@) =44,0%+ 34,0° + 24,2 + 4, ,

€ 3¢ f(®)=10 ha una radice doppis, « & doyrd avere

Aﬂ o
'd'l - ﬂT '
dove [ e v sono lo rimanenti due radici di f (#) = 0 ; inoltre sappiamo che ﬂ-: S
dovri essere radice semplice di f (® =0, e quindi sarh % e
4 &
i =" ade, | “"
L2 (g Sy
dove ¢ ed € sono le rimanenti radici di f (@) = 0. .

Ora « ha:
Ay = n?(mn® 4 64m?l* — 27 Pn) = ﬂt.ﬂ.;.
Ay =nAm*n® — w3l 4 128w — B5mal) = n A,
A, =m*(m® — Imn 4 1Y) = m* A,
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r

ove manifestamente pessun faktore (razionale) di ——Al— pﬁb eaﬁere fattore qug.

4#:-_1‘4;

F

dratico (razionale) di A{,' . Parcid s deve avere :
4

La scelta del segno pud fare con un caso parlicolare : Per es. ponendo
7

m

I=m=—=mn=—1, sitrova a—— 1|, ¢ quindl in generale dev'essere o —

B facilissimo verifieare che effettivamente si ha -

(2)=0 o r(=2)=s

e che quindi — — & radi ia di =
quingi o P radice doppia di f{z) =— 0.
Le rimanenti radiei B ¢ Y seddisferanno un'equazione di 2.° grado ao? 4.

bx 4- ¢ = 0, che si potra determinare ponendo identicaments

[(@) = (mz 4 n)® (a5 + bz -+ €) ;
il che da :

am* — A, donde a=—m’— Imn-+ I4;
2amn I b:m‘-._—_Aﬂ “donde b=2m*n — In? — |1 DBy

en® = A, donde ¢ = mnal - 64 2m? — 27 By,

Un'ulteriore riceres sarebbe inutile, perché B e y sono certamente irrazio

nali in &, m ed »n; infatti & evidente che né né ¢ sono decomponibili |y
fattori razionali.

Dimostrazione del Sig. Prof, §. Catania. |
L'equazione proposta si pud szerivere nel seguente modo:

) M 1
(5) +4(57) + ’J
_ [ma i
(=) 4 1J
! n
- @
+ Hnfgt (Elf) - (ﬂlﬂ) t ]J + 64 B mint [(mm)*
(\ n kL ”
»

B [49 (%f)!-—y— 27 4 1] '(—??)E-I— 65 (mf):l -

ovvyero :

=

—_ ('m T AT (?J'.‘ :‘E)E 8
) e s
r'd ] n + J
o )
-+ 3

T

-+ 4
i 3
— Inte (EE:‘II + 3 (m—-)
. n

9 /

-+
e

n
n

== Fﬂﬁl[-ig ("l'ip::‘;)'E 27 4+ 11 (E;—m)a+ 65 (m—:)] - 0.
n
85

mnd (EE—I— l)il Int =£ s i .
= — Iniz + 1) 4+ \Una? Eidﬁ'm!ﬂ!) (———l—j)
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11(”:“) +22(m) +11 (22 ")+2~("‘” +54( %) 4 27

Fig ey mo t o] ¢ ‘.““; l.-.- I.II.
_1]——(-——+1)+27(m—+1)_—._(!]n£-|—27) (T-]—l). ECE el
/] n ¥ | :;j gl
Sostitnendo, mettendo in evidenza il faltor comune (TE + l) , riducendo 1§

e ordinando, s ha: RN o
o 4

(?-:—-I- l) [(m3—Imn+ ) - (2m'n — 11 Pm — lh®)a+ 64Fm +-mnt— 27F n]| =0,
Sotto gquesta forms si scorge subito che 1'equazione proposta ammette la ra-

7
dice doppia @ = —=—510 le altre doe saranno espresse da:

A+I1YB
20 ’
in enj &:
A= —2m*n 4+ 11 Bm 4 In*,
B=— — 256 m5 4-320m3In® — 135l — Q0m I*n® 4+ nt 4 108 B5an,

—md —miln 4 B,

128°. Divisa la corda AB di un arco in tre parti uguali Al =1E = EB
e condotli © raggi OIM, OEN, dimostrare che il coseno dell’ angolo m-t.'dm, |
44 5eosa

D 4 4 cos a

Eorsil e et oAt s K o o e, =
= s R L LA Sl ek o
" I o

Iy

, essendo angolo AOB = w Uangolo al centro.
(G. B]:LL.muH:r).

ciod ¢os |0 E =

B e
b o rpem 11 i,

-!"'“:u = 1-.|||"l - . e I
-\."‘J_ 1'-"\‘_ e .I -"-:|"- e tf 455, il Yy
i o EEw kg

£

-q
i
=
E
E
o B
g
=
B
o
o
£,
g -
=
o
=}
" by
N3
B
.'.3
E.’...
o
=
o
;é'.‘.

b L LR,
e e T W

R Licoo di Bari; &. Russi Ruggi, alunno del R. Tatltutn tecnico di Foggia ()

Condotta da O la perpendicolare O H alla corda A B, dai triangoli rattm]:-“
10K %

=5,
1
T = i e A
o - i

coli OHA, OHI si ha AH—3.IH=— OH m-;—, i — .
Eliminando OH da gueste due relazioni, si ricava :
BtanIGE—tani......... [1]
2 2
che sotte forma diversa da quella richiesta & la relazione domandats. Per ri- ";
@ l — coszx

durla alla forma voluta si rammenti che tan® 5 — 1+ cona’ per cui guna-

drando [1] si ha:
I—EuafﬂE__ 1l — cost e

|l +~cos IOE 1 4 cost

9

(*) Boluziond meno dirette pervennero dal Sigg. K. @e Vilto (lcenzlato dal R, Iat, toe, Roma),
L. Porrot#l (B. Ist, toc. Aquoils), 7, Restuoei (R, Im. teo. Napoll), 6. Trapani (Heenziato dal

R. Ist. nautioo Catania).
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¢, riducendo a forma intera, e, semplificando :

4 +5¢080 — Decos IOE — 400w, cos IOE =0,

da cui, ricavando cos 7 O E, risulia:

4 45 oos

"““mE—5+4ma4'_

129" Diun pentagono ABCDE si conoscono i lati AB — a, BO=—0CD =24,
DE=38 EA=4a ¢ gli angoi EAB=BCD = 120° s: caleolino gl
altri elementi per la sola geometria. (G. BeLLacenn),

Risposta dei Sigg. V. Columbo, alunno del R. lstituto teenico di Bari, ed
E. G. Ricei, alunmo del R. Liceo di Bari (%).

Condoita da E la EF perpendicolare ad A B, a tagliare il prolungamento
di BA in F, essende l'angolo EA B di 120°% Tangolo # A E sarh di 60° onde
FA—EA:2=2a, EF=2a )3 ed FB—=FA+ AB=3a. Se poi
i osservi che la diagonale D B ¢ il lato di un triangolo equilatero inseritto in
un cerchio di raggio BC = CD =2 a, risnlla D B = 24 }/3. Cosi il quadri-
latero EF B D ha i laii opposti ugusli e I'angolo E F B yetto, quindi esso &
rettangolo, ossia DB é perpendicolare ad AB e D E, Dopo cid & evidente che
angolo ABC—=CD E = 120" ¢ angolo D E A = 60°,

1 Sigg. E. de Vito, licenziato dal K. Istituto tecnico di Roma e &. Trapani,
licenziato dal R. Istitufo teentco di Catania, nel rispondere a questa quistione,
ealeolano pure le lunghezze delle diagonali trovando oltreché BD =2« ]/_3_,
BE—ap/2], AD=a )13, AC=a J7, EC=a V10.

Come genes: della figura il Big. @. Candido, allieve del R. Liceo di Lecee,
fa osservare ch'essa poteva ottenersi da un parallelogrammo dilati ¢z e 4a ed
angolo compreso di 60° sopra di un Iato maggiors del quale sia cestrnito un
semiesagono regolare. il Sig. G F, Farruggio, alunno del R. lstituto nautico di
Catania, nots che il pentagono considerato pud oftenersi da un triangolo equi-
lafero di lato S da un angolo del quale sia staceaty un iriangolo simile di
lato 2@ e da un altro angolo un triangole equiletero di lato @, finalmente il
Sig. B de Vito nota che si origina la stessa figora costruendo un parailelo—
grammo di latl 44 e 3¢ ed angolo compreso di 607 poi siaccando da un. an-
gole acuto un triangolo equilatero di lato 2 a.

13Y" Le potenze di un intero a gualsiveglia, sono sompre esprimibili wme-
diante la somma di a termini consefutivi della serie dei numeri dispari.
(F. P. PATERNO).

Dimostrazione del Sig. &. Candido, licenziato dal R. Liceo di Lecce.

(%) Alire risposte vennero inviate dai Bigg. 6. Candido, X. De Vito, 6. P. Parruggio, L, Per-
roiti (R. Ist. tee. Aquils), G. Troapani.
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¢ &"ﬂnﬁhllﬂ mad:muta la somma di » — A& fermini mnsacutm dells serie del
Ak “dupm a partire dal (k—l—- [)e=tme numero dispari.

."_ﬁ_-Er

"
L R

- .’1_':"--'_‘-_:1 "-z)..' l&_l - # 8 i
2k t;ﬁgﬁwﬁ_}; pﬂ!i.o & ha identicamente ;

M e .
- e
1 -'I.":jf';“’??. sﬁ:l:l T 54

AL a®—1+ g\* am—1_— g\*
SR = aW;
._l'. . L‘:rrv_,_- l-_.l r E 2 :

-"-
3

o - _.-* '\__“"

a®»—14a
2

ﬂppﬂrb p-ar la [1] possimmo conchiudere che a™ & la somma di

B _:_.: ﬂuaia dJ a termini consecutivi, della EEI'IE dei numeri dispari, a_-

) : ﬂm_"l_ L

‘Iial!tn'a dal t&rmmﬁ d’ ordine : - 1.

<

B ~

. L himmtraziuna dei Sigg. G. F. Farruggio, alunvo del R. Istitalo nautico dl 3 i" :
Catania ; E. de Vito, licenziato dal R. lstituto tecnico di Roma; E. G. Ricei, . 2y
alanno del R. Liceo di Bari; G. Trapani, heenziato dal R, Istituto nautico di Sl

Catania ().
- Pongasi
an =o+(e+2)+....+{z+2[a— 11);

"3

dimosirando che guesta velaziome, gualunque sip a, & sempre soddisfatla per un
valore dispar di o, la guistione proposta resta provata.

onde

—1).2
La somma al seconde memlbro & anche nguale ad ax - a(a )

i 2 L]
uguaghandols ad a™ e semplificando, risnlta :
a1l —gtag— 1 donde g —am -1 —a-4 1.

Ora quando ¢ sia tanto parli che dispari la differenza @™ —1— a & numero pari
per cui @ é sempre dispari, ¢. d. p..

(*) Altre dimostrazioni di quesia quistions pervennerv dal Slgg. V. Celumbo (R. Ist. tec. Bard)
e 1. Poasillo (R, Ist, tec, Foggia).
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QUISTIONI PROPOSTE ©

141* Se p & un numero primo maggiore di 3 ed a un numero
intero qualunque, dimostrare che la differenza @ — a, & sempre di-
visibile per 6 p.

F. Giopice.

142*% Nel piano d’un serchio di diametro A B sia dato un
punto M, e coi diametri M4, M B si descrivano due cerehi K ed L,
e congentricamente ol verchio 4 B si deseriva an alitzro cerchio £
Dimostrare che 1 cerchi A ed L tagliano il cerchio H in guatbro
punti, vertici d'nn gqnadrangolo completo di cul un punto diagonale

¢ M e un altro cade nella retta 4 5,
S. CATANIA.

HEQOE

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

E. SADUN e C. SOSCHINO — Lezsiont di aritmetica; — Elementl della teora
dei numer: interi e frazionari. Ditta G. B. Paravis, 18303 — Prezzo: L. 2,50,

La tessitura di queste lezioni non & la solila dei tratiati d'aritmetica razio—
nale, ma vi si discosta in pill lnoghi dando ait'opera un certo carattere d originalita.
E realmente scorrendo con attenzione il libro dei Sigg. Prof, Sadun e Seoschino,
mentre lo si riconosee subito per un lavore pensato, falto con grande curm &
lodevolissimo rigore, vi si riscontrano in pari tempo parecchie differenze dai
metodi nsvali di trattazione che cercherd di porre in rihevo,

Partendo dal concetto che per definire le operazioni smi numeri e dimosirare
le principali proprietd di essi, non & necessario di saperli rappresentare con
pochi segni o cifre, ms si possono indicare con lettere dell'mliabeto, I'esposizicne
di un sisterna di numerazione, anziché formare oggetto, come d'ordinario, dei
preliminari, & rimandata a pin tardi col duplice vantaggio di poter eviluppare
una trattazione pin generale ¢ di non dover far nso taciiamente fin dal principlo,
a seapito del rigore, di propriath da svalgersi dopo.

In seguito a eid gli aa. limitande 1 preliminari (Cap. 1) a sviluppare il con-
cetto di nmmero ¢ di nurneri consecutivi, cid che & fatbo con grande chiarezza,
pagsano a studiare, nei Cap. 11 e I, le proprieth fondamentall della somma e
differenze, chiarendone prima con esattezza la natora. Le dimosirazioni dei due
teoremi simbolicamente espressi dalle uguaglianze a - (¢+c) = (a-+b)-Fc e
a+b — b-+a, in base glla data definizione di somma, come pia diffieili, sono
dafe in due note poste in fine dol Cap. 1L -

Seguono mnei eapitoli IVe V i t@remi fondamentali relativi ai prodotti ed ai
quozienti (esafti). E quivi appoggiandost ad una corrispondenza che non si pod
dirconoscere e che fu altrs volta sviluppate in questo giormale (7), i Sigg. Pro-

(%) Le questioni confrassegnate con asterisco gono esclnsivamente lndirizzate agli alunnl delle
nosire seuole,

{**) F. Auoneoe. Corrolazions irn | ferramd delle vperaslonl sl mumser] Interl. Periodics, ITI,
pp. 68, 100,
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FI-M‘ 5?‘:}' A
fessori Sadun e-Soschino hapno dimostrato soltanto aleumi teoreini sui E;Qﬂq; RO
omettendo. le dimostrazioni degh altri teoremi e di quelli relativi ai ucﬁié}ﬂig”’ f.*ﬁ—f i
esatti, facendo perd notare in gual modo possono dedursi da qnellaﬂ'dz fpormE i
spulldem‘l teoremi dell’addizione e delln sottrazione. Nea [}ﬂp. Y1 e W]TE'}‘F”“' -'..!i;i bR
syolii i principali teoremi sulle somme e differenze combinste con: proﬁdth é’ o A
quozienti e sull'elevamenio a2 potenza. Uniformandosi alla correlativita - SOPRR . L,:;I;u-i":;gfjg ol
notata osservano opportunamente gli aa., alla fine del Cap. VII, che aleunidei -V
leoremi sulle potenze possono farsi t:nrnapnndare ad altri dei Cap. IV e VI re
lativi ai prodotti ed alla combinazione delle somme e differenze con prodotiti ¢
quozienti e notano pure per geale motivo quesia corrispondenza non possa es-
gere generale,

I Gap. VIII rignarda i quoszienti approssimati. Vi sono considerate talune
proprieta dei resti, speswo tacinte nei manuali d'aritmetica e che trovano nondi-
meno frequenti applicazioni. Le distinte trattazioni in due capitoh “delle pro-
prieta dei quozient) esatfi e di quelle che derivano dal quozienti appossimati é
da lodarsi in quantoché il riunirle lagcia spesso nella menfe del giovani gualche
dubbio sulla bonitd della definizione di divisione.

Nel Cap. IX sono studizii i sistemi di nomerazione con particolare consi-
derazione al sistema decimale, nel Cap. X vengomo esposte, colle opportune
dilncidazioni, le¢ regole per eseguire le quatiro operazioni e mei Cap. X1 e X1
le proprietad dei resti della divisions per 2, 5, 4, 25, 8, 125, 8, 9, 11, 33, 69
¢ le prove delle operazioni.

I Cap. XIII a XVI rispondono al segunenti tiloli — numeri primi e composti g
~ tavola del nomeri primi; metodo per verificare se un numero dato @ primo o . R
no; decomposizione in fatiori primi — divisori di un numero; numeri primi fra | siGide
loro - divizori e multipli comuni a pit numeri. Le proprietd principali dei i.!l'h:{a"'-".":i?'
meri primi sono fondate sul teorema « Il prodotto di due numeri pia piccdli di'-":'f-:';* (kg
un dato numero primo non & divisibile per questo numero primo ». Le teorie *’2? A
del massimo comune divisore e del minimo comune muliiplo sono basaie élag]l_'-:'-'
as, sulla teoria der numeri primi e syolte in modo da porre in evidenza laubr- i
rispondenza fra le proprietd principali delle due teorie. Il Cap. XVI termina poi
con una nota nella quale some indicate le modificazioni che dovrebbero appor-':
tarsi al testo per svolgere le teorie del m. e. d. ¢ del m. e. m. md.lpendenta-
mente dalla feoria (el numeri primi, e per {rattare quest’ulfima in base a queI]a
del m. e. d. senza ricorrere al teorems sopra riportato. E doveroso notare come :
gli aa. abbiano conservato anche in questi capitoli siretio rigore ed abbiano dﬂ.q:e
opportune ﬂﬂlphﬁﬁﬂmﬂnl a djmnstrazmm e prnpnath talvolta esposte pucn esat- -

T

teo. V in cui Punivocitd della scomposizione di un numero in fattﬂrl pr1m1 & pre- .
sentate nella forma sepvente « Se lg due serie di numeri primi (diversi da uno) %% 3 i
ay by ¢, doey P, @, 7, S..., 8000 tali che i prodotti abed..,, pgrs.. hannoono - . i
stesso valore m, ad ogni termine di una delle serie deve corrisponderne uno eguale
pell’altra » e il metodo a seguire per la formazione di una tavola di numeri
primi, nel Cap. XIV il metodo per verificare se un date numero é primo o no,
finnlmente nel Cap. XVI il teo: (I} « Affinché un divisore comune di pilt nu- I
meri sia il loro m. c. d., & mecessario e sufficiente che 1 quozienti di questi e ‘
rumeri per il divisore comune, sieno nomert primi fra loro », il ten: (V) « Dos " &%
aumeri hanno Jo stesso m. ¢. d. del minore di essi e della differenza fra un i
muliiplo gualungue di questo, ed il maggiore » ed il corrispondente del primo -
di questi teoremi nella teoria del m. ¢. m..

Al mumeri frazionari sono dedicati dagli aa. 12 capitoli. Nel Cap. 1, intro—
dotil i oumeri frazionari, vengono estese alle frazioni di nguale denominatore le
definizioni ed i teoremi relativi alla somma dei numeri interi. Il concetto di
nguaglianza, sul gquale si basano le proprietd fondamentali delle frazioni, & sta-
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hilito nei seguenti termini « Due frazioni sono eguali, quando sono eguali i
prodotti del numeratore dell'una per il denominatore dell'altra ». Vengono ap—
presso nei capitoli dal 11 al IV le definizioni e proprield della somma & diife—

o

renzs, del prodotéoie del quoziente delle frazioni, nel Cap. V le proprieta delle

somme e differenze combinate con prodotti e quozienti, nel Cap. VI i teoremi |
sulle potenze, nel Cap. VIl infine viene mosiratu come possano astendersi alle
feazioni & termini frazionari le proprieta delle frazioni a termini inferl. Da notarsi
come i Cap. 1l & VI relativi ai numeri frazionari siano i corrispondenti non gol-
tanto nel titolo ma nella sostanza di guélli sui numeri interi segnatl 11a VIL

Nel Cap. VIII & dato i1 concetto di valore approssimato di una frazione

ed & mostrato come dal valore approssimato i " per difetto, a meno

k b

1 ot . . a q I r
== in seguito all'eguaglianza == I 3 (r & b), dal valore

‘ ¢ .. T P | . . . . 9°
approssimato — - di — ¢+ & meno di —— in seguito all'egnaghanza 5 =
4 f : .} (r, < b), ece., possa dedursi 1l valore approssimato di — a
m m p b

1

meno di . 1 Cap. IX e X riguardano le frazioni ed i numeri deci-

R%Br. oo
mali e le quattro operazioni con numeri decimali. Finalmente i Cap. XI e XII
iratiano dells trasformazione delle frazioni ordinarie in decimali e viceversa, 11
problems. della trasformazione di una frazione decimale in ordinaria (Cap. XIL),
b risoluto. senzs Ticorrere sl concetto di limite, valendos de geguenti tre tec—
remi « Affinché una frazione ordinaria sia eguale ad un numero decimale, con
m cifre nella parte decimale, ¢ necessario e sufficiente che 1l denominatore dela
frazione irriducibile eguale alla data, contenga i soli fattorl primi 2 e 5 elevati
ad esponenti il maggiore dei quali sia egunle ad m », « Affinché una frazione
ordinaria generi una frazione periodica semplice, & necessario e sufficiente che il
denominatora della fraziome irriducibile eguale alle data sia un pumero primo
con 10 », « Affinché una frazione ordinaria generi upa frazione decimale perio-
dica mista con k cifre di antiperiodo, & necessario e sufficiente che 1l denomi-
natore della frazionme irriducibile egusle salla data contenga fattori primi diversi
da 2 e 5, che non sia primo con 10, ma contenga i fattori primi 2 e o elevatl
ad esponenti il maggiore dei quali sia eguale ad k& », dimostrati nel Cap. XI.

Chiude 1'opera una raccolta di 125 esercizi sui nameri interi e di 4] sui
numeri frazionari, in eui si contemperano opportunamente la parte teorica e la
parte pratiea,

Terminerd con una parola di sincero elogio ai giovanmi autorl per quesie 0i-
time lezioni, esprimendo Iz speranza che 11 largo uso det simboli non riesca di
ostacolo ai discenti per lintelligensa del libro, al quale auguro guella larga
fortana che merita. A. LusLi
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