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18. Nel paese classico dell’associazione quest idea doveva tro-
vare un terreno favorevole ed infatti il 17 gennaio 1871 mell” ni-
versity College di Londra ebbe luogo sotio la presidenza di T. Archer
Hirst, nn'adunanza ove vennero gettate le fondamenta del nuove
istitato, di eul primo e principale scopo fu « di promuovere il pro-
gresso dell’insegnamento geometrico e anzitutto di fare tutti gli siorzi
per indurre i direttori degli esami, a cui dovevano presentarsi dei
giovani usciti da differenti scuole, a formulare le domande m modo
indipendente dall'uso di un particolare libro di testo ». Per cio dietro
proposta del presidente, il sodalizio si chiamb Association for the
Improvement of geomelrical Teaching (o brevemente A. L. G. T.)
non for the Reform, poiché il progresso & indefinito mentre ia re-
forma ¢ transitoria @, Per raggiungere tale intenio si decise di
raccogliere delle notizie sull’insegnamento della geometria nel con-
tinente e preparare, con la collaborazione di aleuni ed i consigh
di tutti i socii, un programma (Syllabus) della geometria elemen-
tare da sottoporsi al giudizio dei capi delle Universita di Cambridge,
Oxford e Londra, rimandando a miglior fempo 1l deliberare se esso
dovesse constderarsi come schema di un futuro trattato di geometria.

Durante il primo anno di vita il numero dei soci dell’A. 1. G. T.
crebbe da 61 a 89® e la Commissione incaricata di formulare
delle proposte concrete sullindirizzo da darsi all'insegnamento degli
slementi della geometria le riassumeva in diciotto proposizioni le
quali, sottoposte all'Assemblea, dopo breve discussione, raccoglievano
I'unanimith delle approvazioni ™, 1’Assemblea siessa nominava In
pari tempo una Commissions per redigere un Syllabus in base a queste
proposizioni e tenendo conto delle altre idee che erano state espresse
durante la discussione. B infatii nell’adunanza successiva (15 gen-
naio 1873) il progettato Syllabus venne presentato e discusso, e
gl’ intervenuti decisero ¥, ch#& dopo essere sfaio modificato nel

(1) Awsoeintion for the Tmprovement of Bomelrical Teaching. I General Repori (0 brevemenie
1. G. &.) 1871, p. 14

(3) Questo numere erebbe guasl costantemente di poi, come risuita dal seguente prospetio:
Anno 1873, membrl 109; 1874, 105; 1875, 105; 1871, 107; 1878, 118; 1881, 113; 1862, 120; 1888,
193; 1884 188; 1885 186; 1886, 168; 1887, 173; 1888, 181; 1881, 189,

(8) 11 & R. 1878, p.18-30.
(4) IIT &. R, 1873, p. 28.
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modo che aleuni di essi avevano consigliato, esso venisse sottopo-
sto alla Commissione @ 2 egj I’Associazione britannica per 1’'ayanza-
mento della scienza aveva affidato il compito di studiare la possi-
bilith di far progredire i metodi in uso per iosegnare la geometria
elementare. Sembra pero che quest’ultima parte della deliberazione
fosse intempestiva, perché la detig Commissione, pure esprimendo
la propria simpatia ¢ la propria benevolenza per 1'A. 1. G. 1., ri-
mandava il giudizio sul Syllabus al momento in cui questo fosse
stato completaio . Tale risposta doveva servipe di eccitamento
al componenti dell’A. I, G. T. a continuare nella via in cui si erano
messi; ed infatti noi 1i troviamo occupati durante le due adupanze
annuali successive a discutere cepti punil controversi ed in parti-
colare intenti allo studio della teoria delle proporzioni . 1 buoni
frutti ottenuti con questi sforzi eollettivi sono dimostrati dalla re-
lazione fatta all’Associazione britannica nel 1876 dalla Commissione
competenie ) la quale <« non esitd a constatare, come risulato
dell’esame da essa fatio del Syllabus nel suo insieme, che esso era
stato redatto con tanta cura o tali riguardi alle condizioni essen-
ziali del problema, da rendere estremamente desiderabile venisse stu-
diato a fondo da alcun delegaii delle Universiti e degli aliri grandi
corpl esaminatori del Regno unito, coll intento di decidere se si do-
vesse adottarlo — dopo averlo forse modificato nel mode che quello
studio speciale dimosirerebbe necessario — come testo per gli esami
di geometria elementare » .

Per agevolare 'effettuazione dj (uanto veniva cosi saggiamente
suggerito, l'anno seguente I'A. 1. G. T decideva di inviare i Sy -
labus in esame alle pil; cospicue autorith universitarie, accompagnan-
dolo da una letiera ove fossero dichiarati gl'intenti dell’ Associazione
e riportato il giudizio surriferito (), Le risposte ottenute durante

(1) Composta dl Sylvaster, Ceyley, Hirst, Price, Brlth » Spottinawood, Hayward, Balmon, To.
wusend, Faller, Kelland, Wilson & Olifford '

(2) Repuort of ike XLITJ Meeling of the British 4ssceiation (Bradford, 1373), p. 459-60, Cfr apehe
1V G. R.1874, pag. 11-15.

(2) Veggasl 1 IV e 1l V G. R,
(1) Era ln steasa ¢} prima, coll'agginuta di Henriei o (zlaisher.

(D} Report of the XLVI Meeling of the British Azsvciation, Qlasgowy 1876, p 8-18, Of dasc.-
ceafion for (he Impr. of Geon, Teaek., Report of Commitise, January 1877, p. 11.

(6) Cliato Report of Commiltee, p. 13-18.
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il 1878 furono poco numerose e mediocremente soddisfacenti @:
Oxford si dichiard favorevole alla conservazione di Euclide e Cam-
bridge contraria ai fini dell’A. I. G, T., Londra evasivamente avver-
tiva che essa non aveva mai imposto un testo speciale e Duham
rispondeva in modo non definitivo. Nell’attesa di alire e migliori .
risposte, I'A. 1. G. T. fiss6 ® I'attenzione dei corpi esaminatori

sulla necessitd che i candidati fossero tenuti a dar prova di abilith
nel risolvere dei facili problemi di geometria, ed in pari tempo vol-

geva la mente ad allargare il suo eampo di azione fino a ecompren-
dere la. geometria solida, la geometria superiore e le coniche geome-
triche ., Non deve recar meraviglia se 'A. 1. G. T. dimostrava con
| fatti di non lasciarsi abbattere dalla opposizione che incontrava nelle
piu eccelse autorith scolastiche, perché la simpatia di cui si sentiva
circondata ® la incoraggiava a perseverare, simpatia dimostrata
dai giudizii che sul Syllabus venivano pronunciati da molte persone
che lo avevano adoperato @), dalla richiesta sempre maggiore di esso
(che aveva avuio P'omore di una traduzione in giapponese @) e dal
fatto che « la geometria non veniva pit considerata come un ramo di
scienza gia da tempo perfetto, non piu collocata, ad esempio, allo stesso
livello dei cinque ordini d’architettura, che uno non pud toccare senza
venire riprovato M »,

19. Coll'adunanza annuale del 1878 riteniamo chiusa la prima
era dell’A. 1. G. T.; pensiamo cosi perché allora ebbe lnogo un cam-
biamento nel presidente (all’Hirst succedette I'Hayward) e venne de-
ciso di estendere ’azione della Societha al di 14 dei confini dell'ingegna-
mento elementare. E questa deliberazione non fu che il primo sintomo
di nn’affezione che palesemente manifestossi quando, nell’adunanza del
7 gennaio 1881, venne faita la proposia di oceuparsi, oltre che di
geometria, anche delle altre parii della matematica (aritmetica e mec-
canica) le quali avevano altrettapto bisogno delle cure di un sodalizio

I:IJ VI G. Rl’ IHB, P- 18-18,

(2) Ib., p. 24.80.

(3) VI G.R., p. 50-34

(4) O G.R., p. 17, I G.R., p. 10, Report of Committes, p- 12, een,,

(5) V. ad es, nel VI G.R. \p. 30-21) un eonfronto dei risnliati ottenuii in noa sewols femmi-
nile addoitando prima Enslide, pol 1l Syltabus.

(6) XV G. R., p. 19.

(7) VI &.R., p. 12.
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che non fosse di « geometri fanatici ™ ». La disenssione che ne segul,
non portd subito ad una conclusione, ma prepard il terreno alla
deliberazione, che fu presa I'anno veniente ¥, di pitenere che la parola
geometrical che entrava nel nome dell’associazione dovesse prendersi
nel senso di mathematical allo stesse modo che i frances; interpre-
lano geoméire nel senso di mathématicien.

Perd questa tendenza all’espansione non rese tiepidi i sentimenti g
dell’'A. L G. T. verso la geomeiria mn senso stretto. Infatii sino dal 5[]
18R] essa si propose di munire di dimostrazioni ed esercizii il Sy/- 1,;”
labus & geometria piana e nell’anno seguente decideva di porsi al- \Tr
Fopera ™ e in pari tempo proseguiva la redazione dei Syllaba per “
I'insegnamento delle altre partl della geometria, :r

Nella medesima direzione I'A. 1. G. T. continud & procedere lu- ng
rante gli anni seguenti animata a far cid dal sapere i suoi libri scelti

come tesii in Inghilterra ® e nelle colonie ®, le sue idee influire
sulla composizione di opere didascaliche ®), la sua opera apprez
zata. anche da coloro che non ne approvavano incondizionatamente gli
atti (0 o I’ Universita di Cambridge scendere a piti miti consigli *),
Al conseguimento di questi risultamenti avramo per fermo contri-
buito le pubbliche conferenze che, a partire dal 1883, si tennero in
occasione delle riunioni annuali e colle quall persone competenti spesso
Iniziavano uno seambio di idee su qualche importante argomento mate-

matico: e si noti che i lettori non venivano scelti esclusivamente
fra i membri della Society o fra queili che ne approvavano il modo
i procedere, ma eziandio fra coloro che professavano idee diffe- e

renti ),

Intanto una petizione (sottoscritts da 186 persone di eui soltanto
82 appartenevano all’A. I. G. T.) veniva diretta nel 1887 alle prin-
pali autorith universitarie per far conceders agh insegnanti la liberth

(1) VII &, R., 1881, p. 14-15.

(%) VIII G, R., 1882, p, 15.

(8) VII @.R., p. 23-27, VIIT G. R, p, 17-29.

(4] X G. R., 1884, p 889,

(6) XI G. R., 1885, p, 21, XIT . R., 1886, p. 28, XVI @. R., 1890, p. 6.
(6) XII G. R., p. 24.

I7) X G. R.,, p. 25-9. o
(8) XHI @. R., p. %4, il
(9) Cfr., XVII @. RB., 1801 1
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di adottare come testo un libro differente dagli Elementi di Euclide.
Ed il consiglio diretitivo dell’A. I. G. T. I’ inolirava accompagnandola
da una lettera ove si definivano i fini che essa erasi proposta, si
descrivevano i mezzi nsati per raggiungerli, si dava il catalogo delle
opere pubblicate sotto il suo patrocinio ¢ si proponevano delle confe-
renze per discutere e chiarire 1 punii per avventura ancora oseori @,
In conseguenza 1'Universith di Oxford consenti a sostituire ad Euclide
delle opere composte con lo stesso metodo ®; e quella i Cambridge,
dopo una conferenza avuia coi capi dell’A. 1. G. T.. si espresse in
modo non dissimile ).

Allora la presidenza dell'Associazione fece nuove istanze per otte-
nere che si recedesse dall'esigere fosse rispetiato 1'ordine euclideo
nella successione delle proposizioni, ma non fu esandita @, onde si
tenne paga del risultato oftenuto ®, che rinsel anzi ad estendere ad
altre Universith @,

Finalmentie chiese una riforma per ovviare ad un grave difatio
esistentie nel Regolamento per le Ox/ord Pass Examinations Pa-
pers wm Geomelry, ma ricevetie una nuova risposta negativa (21
aprile 1891 @),

20). Se si misurano i risultati ufficialmente constatati che ottenne
I'A. 1. G. T. in pit di veni'anni di vita, & forza constalare che essi
non sono di grande entith. Taluno potrh attribuire questo non bril-
lante successo ai mezzi adoperati ®; tutti perd dovranno riconoscere
che il pubblico sul quale essa operava si componeva in gran parte di

(1) XIII G. R., 1887, p. 21-2.

{2) XIV G. R., 1888, p, 28

(8) Ib., p. 204,

(4) Tb., p. 24-6.

(h) XV @. R., 1889, p. 11, XVI G, R.M88Y, p. b.
(6) XV G. R., p. 1213, XVI G. R., p. 6.

(i) Lo siesso inconveniente & segnalato In mwn artieclo, intitolate QOford « Passs, inserito
nella Nature del 30 marre 1889,

(8) Infatli ehi wnole ottenore nna riferma nel metodo d'Ensegoare la geonuelria ha a propria
disposizione due metodl di provedere. Fgli pud aunalizzare minuziosamente gli Elementi di Ewclide,
additarne 1 difentl e sugperire 11 modo di correggerli. Oppure pud preseindere affatio dal metodo
gnctldeo, flanare guall teorie deblano formar parte di am lrabaly mlementars ed aesporle & modo
suo. Uome »i vedrd tra poco, ¢ il p*imo 4i questi modi ehe preferi I'A, I G. T. e forse non poteva

fara allrimenti, cli¢ 11 secondo pud diffiellmente essere adoltato quande iratilel di un lavoro coi-
Iettivo.,

14
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ammiratori di Euclide ), i quali, da questi educati, non vedevano
altrove nessuna via di salute @, D'alironde "avere modificato 1’am-
biente coll'introduryi degli elementi ad essa favorevoli non era forse
preparare i terreno a un cambiamento di eoltura ?

E poiché testé abbiamo fatta upa breve analisi dei mezzi che
A 1. G. T. adoperd. dobbiamo completarne il catalogo mediante 1o
same delle pubblicazioni ad essa dovute.

Wuello ehe deve di preferenza fissare la mosips attenzione ¢ il
Syllabus of Plane (reometry corresponding to FEuclid. Books
I-VI®, il guale, dopo che gli enunciati vennero mumiti di dimosira-
ziomi ed esercizii divenne The Elements of plane Geometry . Che
questi Elemenli siano somtigliantissimi a quelli di Euelide si vede
subrto rilevando che anche ivi la figura donde si prendono le mosse
¢ il punto e che la teoria delle proporzioni & wuna riproduzione del-
Iantica. Che perd delle innovazioni non insignificanti siano state fatte
si scorge osservando che il libro si apre con un Syliabus of geome-
trical constructions, destinato a rendere tamigliare il giovane con i
concetti pil imporianti della geometria ed aleuni dei risultati a cui essa
giunge, al quale segue wn’introduzione destinata a porgere quelle no-
zioni di logica che trovano incessante applicazione nella geometria. Di
piu le definizioni vengono distribuite nel corpo d1 ogni libro e poi rias-
sunte al termine, i problemi sono disginnti dai teoremi e si trova una
speciale sezione sui luoghi: il postulato d’Euclide viene surrogato con
quello che afferma J’esistenza di una sola vetta parallela ad nn’altra
© passante per un dato punto; finalmente nuove proposizioni e nuove (i-
mosirazioni vengono aggiunte alle euclidee. T nuovi Elementi sono
dunque un rimaneggiamento degli antichi, ma nessuna idea schietia-
mente originale di loro nuova vita, sicchd, se il primo studio degli

{1) Basil eltare fra gnesti il maggiore astro della matematics inglese, [l Carrer, che non voole
= Dessnn eosto abbandonare Euolide (XV G. R, p. 41) e n particolare ritiena il V libre degli
Blementi come la migliore trattasione dells teoris delle proporzioni (Reporfs of the Dritiak Assosin-
tion, 1676, p. i2).

(2) Perd cosi non pensava 11 Urronn (come risultm dalla terza delle sge Lelllssime conferanve
(On the Philosphy of pure Seisnee, Lactures and Tssayw, London 1882, 1, p, 295-529) nt 1I"Hexnics,
'l yuale, i un dlscomo che citeramo fra poeo, noisva fra l'aliro: « The chief progresa in geome-
irica] teaching Las w be sought in the intvoduotion of modern ldess and methods into the very
elements, and modarn teaching ought to fake ful accoiunt of thia »,

(9) New Rdition, London Maemillan 1889,
() Part 1, 1884; Part I, second adition 1886, Londomn, W. Bwan Sonnemsokein 8nd o,
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antichi foce a Sylvester odiare la geometria, di amore per fermo nen
l'avrebbe infiammato lo studio dei nuovi,

Questa stessa mancanza di coraggio di abbandonare i sistemi didal-
tiel in uso si nota in chi compild il Sylladbus of Elemenlary Geone-
irical Comics ™ ove queste celebri curve sono definite prima sepa-
ratamente mediante le loro proprieta focali e poi insieme come sezioni
i un cono rotondo ' e il Sylladus of Modern Plane Geometry
i cui gia discorremmo in questo Periodico ® e sul quale con
maggior diffusione esporremo altrove le nostre idee. Notiamo da ul-
timo che I'A. 1. G. T., dando prova di sentiment: onorevoli ed elevati,
curd la ristampa di due discorsi nei quali, fra I’altro, si eriticavano
i sistemi da essa preforiti per raggiungere il proprio intento ' e
provoch una nuova edizione della versione inglese fatta da (. B.
Halsted delle celebri Geomeirische Uinlersuchungen zur Therie der
Parallellinien di Lobatschewsky (®),

21. Malgrado il fine modesto che fin dall’origine erasi proposto
A. I G. T., malgrado il rispetio che i suoi membri pubblicamente
professavano per Huclide, e malgrado 1'esiguita dei risultati de essa
indiscutibilmente raggiunti, pure vi fu chi eredette necessario scen-
dere in campo per combattere la direzione in cui essa progrediva.

Primo fra questi avversari & il Todhunter @ e della difesa da
lui fatta di Euelide eome libro di testo bisogna tenere grandis-
simo conto sia perché dovuta a persona di altissima fama didattica,
sia perché le idee da lut espresse, per ¢uanio vengano dallautore
dichiarate sua propriets, sono perd quelle che in Cambridge raccoglie-

(1) Lomdon, Bwan Sonncnscheiu, Lowrey and Uo. 1887,

(2) Mt sembra opportuno riportare a questo propodito ta seguente ginmtisslma osservazions del
TovaurTee (Ewsays citali, p,178-9): « One great drawback fo our present systhem of mathematiesl
ingtraciion and examination is the monofony hick prevail In many parts. Yhen & mathematieal
subjest has been siudied so far a= o master the essential principles, little mors e galned by pur-
suing these principles into almost endless applications. On fhis accoun! we msy he dlspossi to
regard with slender satiefaction the expenditare of mueh time on geomeirical conice sections; the

efuden! spems galn only new faota, but no fresh idea or prinoiples »,
(4) London, Maemillan and (Jo. 1880,
(@) T. TV, 1889, p. 125,

(3) Reprint of Presidentiol Advesses to Section A of the British Association By Praf. Hexnic:
(IB88) and Frof, CuxysraL {1B85) | Beidford 1887).

(6) Del Syllabus of Elzmentary Dinamics pubhblicato da W. N. Srooxgn (Londom, DMaomillan
1889) sotto gli avapici deil’A. 1. G. T. non occorre far qul pid Al ona rapids mensious,

(1) Bi vegga il lavoro Elementary Feomelry facente parte degli Essays gis oltati,
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vano e raccolgono I'approvazione della maggioranza per non dire della
totalith degl'insegnanti. Opa, comungue si sia disposti a giudicare
la tesi sostenuta dal Todhunter. non v'ha dubbio che ¢on piena ra-
gione egli si opponeva alla sostituzione di Buclide con up trattato
meno rigoroso e al decretare il bandop questt prima di posse-
dere un degno sostituto M, e dava agli oppositori di Euclide i|
consiglio di dimostrare coi fatti 14 superiorita di aliri metod; per
iInsegnare la geomeiria. N& si dovranno giudicare catilve, per la
massima parte, le ragioni con enj egli s'industria a dimostrare infon.
date le aceuse mosse agli Blementi per la mancanza di vita, i
freschezza e di suggestivitd, per 1'eccesso di proposizioni e 1’assenza
di costruzioni ipotetiche ), per il metodo sillogistico e la teoria
delle proporzioni. Ma quello in coi a2 noi non sembra lodevole il
Todhenter ¢ di avere trattata in modo troppo ristreito Pampia que-
stione dell’insegnamento della geomeiria elementare. B della siessa
labe & macchiato 1'alire assertore convinto che in tempi a noi vigini
Kuclide trovd in Inghilterra, ¢, 1, Dodgson. Il quale in un briliante
libretto ® hg vagliate con insolito acume le critiche mosse al
metodo euclideo in generals ed in particolare al modo con cui sone
esposte le materie dei due primi libri, dimostrandole in gran parte
infondate ¥, indicando perd le lievi modificazioni di cuj il testo
ha bisogno e concludendo che colmate le lacune che gli Elementi
offrono (perché Euclide ammise come evidente l'eguaglianza di tuit;
gli angoli retii e I'impossibilita di un segmento comune a due retie
& tacque 1 teoremi concernenti ja perpendicolare e Je oblique con-

. —_— —_— — e

(1) Credo bene riferire anche le segmenil parole: « In eonclusion I will say that no person
can be a warmer advoeate than I am for 1he Improvement of geomelrical teaehing: Lnt T think tha
this may be atlained withont hazardons cxprriments of rejecting meiliods, the effivacy of which a
long experienca has abudanily demonstrated s, T, o p. 102,

(2) A sostegao della necesslla di insegoare negli elementi il mode di esopuire qualangue
operaziono adopeorata, 11 Todhunter a ragione paservs {Ps 186): percheé un princlpiante non dovrebbe
ammetlere npossibile 11 fap Passare un cireolo per guatiro punti ?

(3) Buctid and his Moderns Bivals. 2% od. (Loudon 1885,
La forma di dialogo prescelta dall'sutore & convenlente, non soltanto percheé rende meno te-

dicga 1" espogizions, ma anehe verché permette di togliere & certs assermioni troppa rigidita, d;
ribattera delle obbiezionj Secondarie & di fare sonnesston! ai pari entita,

(4) Le eritiehe concernonn: la miscala dai problemi com i leorami, 'ecevsse di proposizioni,
Iz definizione di relts, la teorin delle parallele, 1 postulati » 1o stlle @j Euelldn. Sulle difesc ne-
tiamn 10 ahe i) Dodgnron trova che 1a defimisione df retls adoilata da Hoelide non & fleriors o
nuella presseltn dagll altri geometri, I° che 1 postulato delle parallele di Ruclide supara i conge.
nerd perehd porge on meszzo factle e sleuro per rivomosesre se fine date reite slano parallele.
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ducibili da nn punio a una retta) si ottiene un’opera superiore a
tutte le altre cunosciute . Importa notare che I autore giunse a
questa conclusione:, 1° senza combattere coloro che biasimano Eu-
clide per avere sagrificata la logica distribuzione delle materie trat-
tate a una rigorosa concatenazione delle varie conclusioni, 2° senza
analizzare dei libri seguenti il secondo (in particolare senz’ oceu-
parsi della teoria dell’equivalenza la quale soltanto in tempi vicini
a noi raggiunse il desiderato grado di perfezione ®), il che &
deplorevole specialmente perché un sistema geometrico deve essere
considerato nel suo insieme, una parte di esso poiendo essere eccel-
lente senza che tale sia il tutto.

22. Tuttavia, ammesso pure per un momento che la perfezione
che il Dedgson si sforzo di porre in luce nei primi due libei di Fu-
clide si trovi anche in iutti gli altri e che i suoi Elementi siano
superior, non soltante alle opere congeneri da lui conosciute, ma a tutte
quelle oggi esistenti, la questione sul metodo d’insegnare la geometria

non sarebbe ancora definitivamenie risolta a favore di Euclide. Si
potriv dire che, conservando il piano degli Elementi ¢ seguendo nelle
sue linee generali il modo di procedere enclideo, non & possibile fare
opera ad essi Elementi superiore (tranne, ben inteso, in pochi punti
isolati). Ma con cid non si esclude che battendo altee vie non si
possa glungere ad un risultato da ritenersi oggi superiore a guello
conseguiio da Huelide. Dico eggi perché il fine a cui tende un trat-
tato elementare varia a seconda dell’epoea in eul & scritto; ora quello
di Enelide mirava a preparare allo studio di opere elevate quali

sarebbero le trattazioni delle curve di sceond’ordine che hanno per

(1) Quelle citnte od ceaminute dsll'antore sono

A. M, Leasnoke, Eléments dea geomelrie, XIV ed. 1860. — W. D Coowny, Elemeniz of Gao-
melry, simpiied and ezplainad, 1860. — Curagrrrsus Fuelidiagn Geomelry, 1874, — 0. Hesrios,
Elanentary Gcomitry - Oongruend Fiyurea, JBFI — WILsos, Elemenlory Geometry, 11 ed 186U —
B. Pragcr, dn Elemonlary Treatise on wlanz and solid Geomelry, 1872, — W. A, WiLnook, The
Elementary Geomelry of Right Liue ond Cirele. 1875. — W. Caavveser, 4 Treatize on Elementary
Geomelry, 1870, — E. Lnvwis, Elements of Geomelry. A rovised &dilion, 1876. — J. R MoeeLL, Ey-
clid simplified, eompited from the moat important freneh Works, approved by the University of Paris
amdd the Mmnister of Public Instrucltion, 1888, — R. P, Wxzianr, The Elements of plane Geomelry,
I ed. 1871 (cfr, Parote det Prof. Hirat suil’Introduzione ngti Elementi di peomelriadel Prof, Wrigh!,
Giornale di Matematiche, T, VI, 1868, p. ABY-T0) — Sytlubus of the Association for the Improvemeni
of geometrioal Teaching, \878. — 1. W. WiLsox, Elemanlary Liromelry, 1878,

(2) Ofr. Dunamen, op. eil., p, 45 ¢ seg,: Ds Zour, Principii delt’eguaglicnza di voligoni
(equivalenza di poligonij ¢ Principii detleguagtivnss di poliedri & di potigoni sferici (Mfano 1881 ¢
1853), nonche gll aulori 1vi eltatl; finalmente la opere precitnie di Ssania e A'Ovidio, Faifofer e
Deg Paplis
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archetipo le Coniche di Apollonio, e quello seopo fu ragginmto cosi :
bene che io mi splego perfettamente il conservatorismo dell'Tnghil- gu
terra, ove la geometria pit elevata si concepisce nello stile del geo- é
meira Pergeo. Convengo anche con I'Héuel quando asserisce che
la geometria d’Enelide pud benissimo servire di (esto per prepi- §

rare allo studio di tutti i principii fondamentali dell’ analisi mo-
derna e somministrare ad un giovane intelligente un’ ottima pre-
parazione per lo studio della geometria analitica e del ealeolo
Infinitesimale. Ma questo frutio del]’ insegnamento geometrico & an-
Cora 1troppo poco nuiriente! ILa geometria infatti non & pi
(come pensava forse a ragione Lagrange sulla fine del secolo SCOTS0)
una lingna morta che ¢ deve studiare nelle opere di Enclide: essa al-
Fopposto & una lingua viva Per mmparare la quale fa mestieri medi.
tare le opere immortali di Poncelet, Chasles, Steiner, Mébius, Staudt o
Cremona, all’intelligenza delle quali non si giungeri mai se si rimane
eternamente attaccati agli scritii di Enclide; ostinandosi a far cid sa-
rebbe quanto suggerire a chi volesse imparare 1'italiano I"unico studio
di Ciullo d’Aleamo e Frate Jacopone da Todi ™| Fa mestiers dunguoe
che invece insegnamento elementare prepari allo studio della geome-
tra projettiva e alle applicazioni che essa riceve nella geometria
descrittiva e nella statica grafica; verrd in tal maniera ovviato al
grave inconveniente che il glovane, nel suo entrare all'universita,
riceva l'impressione di trovarsi in th paese geometrico agli antipodi
di quello nel guale ghi fo guida Euelide.

23. Ora per rageinngere tale intento, non poetendosi pensare afl

aggravare 1 programmi delle scuole secondarie B si pud o ado-

41006 per quant’s possibile somiglianti a quelli di Euclide, oppure ._'1“
mnirodurre nell’insegnamento elementare sotto forma rudimentale (ue;
concettl e guei modi dj ragionare destinati a trovare il loro pieno

(1) Op. oit, p. 86

(¥) Si agginnes cha nef minmo framinent! vivi di gna lunga storia dl molt areoH, onde il sot-
foporre | nostei students allo sleaso regime didattico d; aquello adottato nell'Aeeademia ai Alegsandria,
varrebbe guanto nfgare le modifieazionl sabite dalla razza umsna durante dnemills auni, di eon.
tinuo perferiomamentio.
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svolgimento nell'insegnamento superiore. Al primo espediente sem-
brano essersi appigliati parecchi autori tedeschi ), ma noi esitiamo a

ritenere e per definitivo il conseguentc metodo poggiando questo pitl

su un ingegnoso artifizio che salla vera natura delle cose. Appiglian-
dosi al secondo partito fa il'uopo riordinare completamente il piano
degli elementi @.

Bisogna anzitulto iogliere la vieta separazione della planimetria
lalla stereometria, al che non si oppone nessuna seria difficolth scien-
tifica (cfr. m. [0) né (come l'esperienza dimostra ®) didattica, e
poirebbe essere generalmente adotiata purché i programmi governa-
tivi avessero una elaslith sufficiente @,

In secondo luogo converrebbe far conoscere ai giovani al pil1 presto
possibile il concetio governatore della matematica superiore. cioé quello
i corrispondenza ®; e poiché il concetto generale & forse troppo
asiratio per essere abbracciato fin dal principio, seguendo 1’ordine natu-
rale dal particolare al generale, converrebbe svolgerlo ed applicarlo in
casi speciali notevoli, quali sarebbero la simmetria, la similitudine ece.,
come fecero alcuni trattatisti citati nelle pagine precedenti (n. 7 e 16).

Per dare alla trattazione di certe ieorie la massima generalit bi-
sognerebbe pol parlare dei segni delle figure (cfr. n. 16).

Laseio pel momento irresoluta la questione se sia opportuno intro-
dorre presto la legge di dualith (la quale negli elementi irova scarse
applicazioni) e segnire il cousiglio di chi ® vorrebbe introdurre
nall'insegnamento wezzano la geometrin non-euclidea. Rilevo invece
la necessita di una teoria della proporzionaliti ove, senza rinuneiare
a presentarla come parte integrante della geometria, siano poste in

(1) Herniei o TeReorLsis, (v. n. 18) € il Kbpprz (Einalsitung i die projektivisehen Geomelrie
ger Ebme, begrd. von K, Boagk, Leipsig 1889). -

{2} In cid ehe segme non pretendo certamente di asseqmare completaispte le riforme, ma in-
tendo soltanio di Indlcarne aloune,

(8 Bi vegga Lazwenr: & Bassas:, W i geomelria {Livorno 1881), opsra che mi & notn
soliants dletro le bibliografie fattene dal Prof Gropice nei T. T (p. 160-182) dalla Rivista i
Hatematiea v dal Prof, Bettazei mel Vol. VI (p. 185-188) di gueste Periudico.

(d) Gfr, BeT raZEI, Sulé'insegnamento della Geometria nei Liedi, nuesto Periodieo, Vol VI,
P. 115'115-

(%) Forse verra un glorne In eni sl saric costretti ad Aecompagnario con naello di gruppo. In-
tnnto venne gia da tampo propognata 1'introdaziane del sonceilo dl funsisme ; v. Basso Del conszilo
i funzione nell'insegnumenio della geometlria slementare (Glornale i Matematiohe, T. VIE, 1884,

(6) Beixe, Die eraten Sailze vom Drefecke und den Parallelen niach Bolyais Orundsitze bearbeilcl
(Lefpeig). Cfr. anebe m. 16,

B -~
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evidenza le relazioni che passano fra essa e la teoria aritmetica
delle quantith irrazionali e la teoria generale delle grandezze; né
vuol tacersi la grande utilith che deriverebbe dal tenere sempre
innanzi aghi occhii della mente ghi Elementi di FEuclide come mo-
dello insuperato di logica concatenazione delle parti, ove si aspiri
che il muovo sistema abbia un'influenza educatrice dell’intelligenza
non meno buona di quella che ebbe sempre guello euclideo.

Per assicurare poi al nuovo edificio tutta la desiderabile solidith
converrebbe enunciare esplicitamente tutte le proposizioni tolte dal-
esperienza, riducendole al loro numero minimo (cir. m. 15) e metiere
in chiaro la loro connessione con i teoremi dedottine. Le notizie
storiche ) e le applicazioni pratiche opportunamente presentate
(cfr. n. 186) servirebbero a raccogliere sulla geometria quella poeca
luce di diletto che vi pud splendere.

24. Ma (affretiiamoci a convenirne noi per i primi) un insegna-
memio costruito su un simile piano non potrebbe venire impartito a
chi fosse completamente diginno dei rudimenti della geometria, Sarebbe
fuindi ndispensabile farlo precedere da un insegnamento preparatorio
(accompagnato forse da esercizii di disegno geometrico) che rendesse
il giovane famigliare con le tigure geometriche e loro pitt ovvie pro-
prieta. Tale propedentica fu consigliata dall’Houel ® dal Fiedler ®
E dai commissarii che riferirono all’Associazione britamnica sul tema
vhe ¢i occupa ®: la sua utilith & generalmente riconoseiuta in
{rermania ®), essa & imposta e giustificata dagli eccellenti Rego-
lamenti pubblicati dai governi dell'Austria ©® e della Danimarcs (.
M adozione generale di essa si oppone forse lu mancanza di un buon
esto ® ma Vostacolo che cosi nasce non & insuperabile, tanto pit
he esistono dibri che possono essere consultati con profitio e collezioni
L modelli capaci di servire quali efficacissimi ausiliarii .

PO

= SR -

(1) Cir. Popuseolo i P. Teeuroumy ds noi analizzato In questo Periodico (T. V, pag. 6b-81),
La stessa qmestion: & siata trattata dali’ HepreL in un discorso (The Tee of Ifstory in Ten-
iRy Mafhematics) letto 11 14 gennaio 1800 dinamzi all'A. 1. 3, T., ma non gneors pubblicais.

(2) L. ¢ p. 81 @& seg,

(8) 8i vegga I'artleolo dlansni citato.

(4) Bi vegga Ia prima delle Relazioni dlausi (n, 18) nominaie.

(f) Krom, 1. e p. 167-178.

18) Ofr, " Instruction A oui gia parlammo nel n. 11,

() Cir. Samiing of Eksamenbestemmelacr vedrorende det hojere Skoteracsen [Kjolonhavn 1891).
(8) Kmipe 1. e, p. 170,

{9) k. p. 171-174,

e 8

T
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Se, come sembra, tale istruzione geometrica preparatoria rendesse
possibile dirigere la prora dell’insegnamento geometrico elementare
verso quei nuovi continenti che & gloria del secolo attuale di avere
scoperto, converrebbe affrettarsi a introdurlo dappertutio. Sarebbe
forse allora reso possibile il raggiungimento di quegli ideali che,
pii 0 meno schiettamente, sono dichiarati dai pii eminenti rappre-
sentanti di tutte le nazioni civili e di cui i punti di contatio e le
dissomiglianze noi ei siamo proposti di dimostrare con le pagine pre-
cedenti, nella fiducia che dalle essenziali analogie esistenti ifra essi
risulli ginstificata e possa trasfondersi nel letfore la convinzione
nosira che & debito di ogni geometra contribuire nella misura delle
proprie forze, con le opere, i consigli o gl incoraggiamenti, a che
essi vengano avvicinati e, se & possibile, raggiunti.

Genova, febbraio 1883.

ST

A PROPOSITO DI ON' LAVORD SULLA STOBIA DELLE ATENATICKE

(Continuazione, V. p. 25 e 57 di guesto Vul. ¢ p. 81, 113, 169 del Vol. V11).

- Per il centro O (Tav. 1, fiz. 7°) di un cubo iseritto nella sfera 4 A’
si tirino 1 semiassi O M — O N = 0 P =a, congiungenti 0 con 1.
centri delle faccie contigue, e si prolunghino delle partt M X =
NY= PZ = a segmento aureo di @; nei piani MON, NOP,
P 0O M si deserivano sopra M X, NY, P Z i quadiati dalle due parti
i eiascun asse; i sei vertici £, F, ¢, H, I, L dei quadrati posti sulle
rette passanti per X, ¥, Z, insieme ai loro punii simmetrici E, 7,
G, H, I, L', rispetto ad 0, ed agli otto vertici 4, B, €, D,
A, B, C’, D' del cubo somno i venti vertici di un dodecaedro rego-
lare iscritto nella sfera, avewle per diametro la diagonale del cubo.
Infatti chiamando 7, la proiezione ortogonale di 7 sul quadrato
ABCD e V il mezzo di BC, i triangoli reftangoli 11V, VMX
sono simili a motive della proporzione @ — & : & =— & : @ identica
ad I V:J I— MX, VM: dunque risultando complementari gli
angoli I,VI, XVM i tre punti I, V, X giacciono in linea retia

15
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e la figura TCFEB & un pentagono piano; di pit equilatero, atie-
soche (I1B) = (I]) + (B1) = (@) + (@ — a) - {a) = 4 (@) per
la (3); onde IB=24—FF o parimente si prova BE— EF
Inolire dalle (OI):(OZ)-]—(Z!)—_:(a+a=]+(w)=3(ﬂ)=(08)
si deduee esser i vertici del pentagono equidistanti da 0 e glacers
SOpra una stessa circonferenza ; dunque 77 lato del dodecaedro re-
golare pareggio il segmento awreo del lato di un cubo iseritlp
nella medesima sfera. Le faccie sono dve a due simmetriche rispetto
ad 0; ai vertici del pentagono 7B EFC corrispondono i punti
opposti I'B'E'F'C’; gli altri vertici del dodecaedro costituiscono i
pentagoni regolari e simmetrici 7 I DA'G, L'IHDAG giacenti
in piani paralleli alle suddetie faceie. 1 raggi o', p dei cerchi cir-
coscritti ai pentagoni L HD'A'G', IBEFC hanno la ragione a: g
dei loro lati LH—=RBC ed IB: quindi p':p=p:p — 5, ovvero
p —p & il segmento aureo di p ed eguaglia il lato del decagono
regolare convesso iscritio nel cerchio JBJE & C. Sia 8 =171 Ia
distanza del punio I dal piano L HD'A’ @ per il triangolo rettan-
golo LI1L si ha (LI) = (LL) + (I1) e siccome 77T ed LFy =
¢ —p sono i respetiivi lati del pentagono e decagono regolari
1seritti nel cerchio p si conchiude § — 7 /1 = p. Indicando con ¥
la distanza fra i piani paralieli LHDAG, LHDAG s vedrh
come 8’ : & eguagli la ragione delle distanze di 4 dalle parallele
LH, ]1B; ciod 8 :1p=IV:VX = ¥ Vﬂf:a}:ﬂ=p:p',
da cui si ha & = p — p; onde il diametro della sfera iscritta nel
dodecaedro regolare pareggia o 4 p'. La proiezione crtogonale dells
due faccie opposte 7B LEFC, I'BE R SOpra un pianc a gueste
parallelo si compone di due pentagoni regolari iscritti nel cerchio o
e tali che i vertici dell'uno siano i mezz1 degli archi sottesi daj
lati dell'altro : i rimanenti verticl del dodecaedro hanno la loro
prolezione sulla circonferenza concentrica alla prima p e disegnata
col raggio o' pari al lato del decagono regolare stellato iscritto nel
cerchio p (").

(*) Indicando con ; Pangolo diedre del dodecaedro regolare, dal trlangolo rettangolo ¥ i X, 5

i F a 'l-/i—l—.l
r e —r— | — "
h“""“i=xx e

| ]
e S
- TE g
= e
1 e S, L
At T

e - . - i - = L o - i e i S
= gl r i, » - , Li vt o f i il L] o - e 1 qTend e N e e T = 1 Py L
i - ." - 2] [l a5 e - = = T = W o L ."“ LT i v ra - ’. - . = " ._,Ir. - r__l L A -:!.___. - - - 17
i ol A = 3 g i R el 1 el e - o W R e b e T iy s .. i L S T e T Loy e e e o R ]
Jrm— L o e ] - - s r b s ! = ] T T. ] - = - 4 ] I T ™ ¥ . .
kL 25 e s e, e e N T, o e e e gl 3 : T T AN 2
éﬂww‘ﬁ";‘?"ﬁ .Llll bl ol L LA o - e 2 L T s g e E oy T T g r] s § s y o 5H, il
Ll 1 PR BB - L LR . .} = B = .
Bl T ™ Ly | Al i
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La costruzione dell’icosaedro & semplice e diretta: in una se-
micirconferenza massima A B A" della sfera 04 (fig. 8%) s iscriva
1l quadrato BMM N, tirando in 4 la fangenie 4 T—=204 =d,
e la OT segante la circonferenza in B, la corda AB & il lato !
dell’ icosaedro. Nelle sezioni sferiche M B, M'N normali al diametro
A A" ¢'iscrivano i pentagoni regolari BCDEF, BCDE'F' sim-
metrici al ecentro .0 della sfera, iloro dieci vertici insieme ai punti
A, A" costituiscono i dodici vertici del poliedro regolare. Infatii
ponendo MM=MB=w, MA =y =

d— o
2

retiangolo O M B si ottengono (—:-) = (x) + (; ) = (% = = y):

per il {riangolo

cioe (@) == % (@), (y) =(w, * — 9y): dunque M A & il segmento
aureo di M B, od il lato del decagono regolare convesso iseritto
nel cerchio minore M B, e siccome per il triangolo A M B si ha
pure (AB) = (A M)+ (MB) si deduce AB= B(C =1, cosi le
faccie eguali ABC, ACD, ADE, AEF, AFB ¢ le loro sim-
metriche A B'C, ACD ..... sono triangoli equilateri. Inoltre le
congiungenti i vertici B, C, D, E, F con i punti N, ..... mezzi
degli archi sottesi dalle corde DE, E'F', F'B ..... sono per-
pendicolari al piano del cerchio M'N, ed eguali i triangoli B N &,
BCP, ... risultano congruia BM A e per conseguenza A B =
BC=BE =EC=...... i dieci firiangoli BE'C, ECF,
CFD, FDB, DBE BEC, ECF, CFD, FIB sono congrui
ad 4 BC e la superficie del poliedro si compone di venti triangoli
equilater: (7). Ad una faccia qualungue ABC & opposta la A'BC
simmetrica rispetto al centro O della sfera; gli altri sei vertiel
glacciono in piani paralleli ad 4BC e costituiscono due iriangoli
equilateri DE F, DE F' pur simmetrici rispefto ad O; ogni loro
lato D F=1 & diagonale del pguntagono regolare BCDEF e percid
con il lato ! soddisfa alla proporzione ! : l=1:! — /. Chiamando

1% Se dal vertiel B, D si abbassiuo le EH, D H normall allo gpigolo 4 0 Pangolo RH D =1,
8D

$BH
; da ood el trae t.ang — = ﬁ_!- l) = Iang » essando i 1'"apgeolo diedro del

misurera ciasoun diedro dell’icosaedro  dal triangolo iscscele B H D si Aeduce sen ; =
Va4 1

2y
dodeeaedro regolare.

T
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p, p 1 raggi dei cerchi circoseritti ai triangoli ABC, DE'F si ha
pure p'ip=10:01=p:p —p; onde p & il lato del decagono
regolare stellato iseritio nel cerchio p. La distanza 6 fra i piani
ABC, DEF & il cateio di un triangolo rettangolo avente gli altri
latl eguali a % oy P —%p; ovvero (9)= (% p) —( — % P)_=
0(£)—5 (£) =p), ciot $==p. La distanza fra i piani DE'F,
DEF si ottiene conducendo la normale comune EFE =13, o
osservando che il piede E, cade sulla circonforenza o circoscritta
a DEF e nel mezzo dell’arco F'D, onde E,F = e dal trian-
golo rettangolo E'E F' si ricava (§') = () —()=3() — ()=
() —¢); ne consegue 8' =5 —p e il diametro della sfera iseritia
nel solido pareggiare p—+-o'. 11 dodecaedro e 1'icosaedro regolare
sono poliedri correlativi; e se il medesimo cerchio p sia circoseritio

ad wna faccia di enirambi, avranno comuni le due sfere iscrittc e

circoscritie ; proposizione di Aristeo contemporaneo di Euclide, e

riferita pure dal Prof. Loria alla pagina 70 della sua Memoria.
(Continua). G. BELLACOHI.

OB
SUPRA ALGUNE EOUAZIONI INDETERMINATE DI PRIMO GRADO,

(Continuazione e fine, V. pag, 29).

o. Facendo mella (4) p = 4 si ottiene :

(%)
- t's'm—ik,ﬂ .

Mutando nella (1) m in m — 44, e sostituendo in quest’ ultima

et
—

S, 4

formola si ha :

(;>(mh-4k+3')2h?m—k (%) (— ]}m_|_[_._ ]er—-—a

w4 T : + 3
Ty gk 12 ,E.j'k g

che si riduece s

(T) (m —dx+3p  (—~1)" [(m)_i_]] —

! (?)[2 . 31— 1y ;:]
- ?‘l —— — M — "
24 §!: Y - )
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Hd applicando al primo termine del secondo membro la formola per
la somma delle progressioni aritmetiche di ordine superiore, si trova
eseguendo caleoli

St =15 i [(—?) +ll [E(m+3f+3(—1)ﬂ —~
16[(;)4- 1Jﬂ(m;+-1)+ﬂ4[(*;‘) 1

(? [ZTi_k —3(— 1)’m—f=J i

D &

3

il

Ricordando ora che 7r,_, & il resto della divisione di m — k&

per 3, denotiamo eon my, 7, 7, rispettivamente il numero delle
i

Fot ok [?:'.:U, P (T):I uguali a 0, 1, 2. Sara :

o) oy
gk?' =M+ 4, %:k(——])“_‘t—_—ﬂn,—ﬂ]+ﬂ.3,

(&)

Y (2r_,—3(— 1™ =%} =5 (m, ;) — 3y,

gy %=
e per la determinazione in funzionse di s della quantith
Ek(2 ?':—:: — 3(— ]]r"“—") conviene ora distinguere vari casi:

L. m =0 (mod. 3).

m

Dei numeri £ della serie 0, 1, 2.... (2-) siformino tre gruppi

che soddisfino le econgruenze
o= 0, = 1. g = 2 (mod, 3)

e Segne
m'—kuEU, m——fﬂlzg, m-—kﬂzl

ed 1 numeri 5y, 7, #y saranno ugwali rispettivamente al namero

delie soluziom di queste congruenze pei valori delle & non mag-

giori di (—1—:—) E considerando® ora ire sottocasi distinti a seconda

che & ({'—) = U, 1, 2, si trova con facilith :

| (;)Eﬂ:ﬂg—
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onde | B (m-
20 (F)=1; Ei??*:_ju-—'d(_l)’“—f‘}_j (Tg .
. -~ m .
32 (:‘):2; EE[EJ-:‘_E—B(—-])'“*I‘]F- (43 L

GlLi altri casi si trattano in modo analogo, e si trover adunque :

I, m — 1 (mod, 3).

0 m . F - ?.m_
2 (_4_):11 Ei!: 2?1:1—?:_3(— ]') h:l: 9
3.° (E)*z 2y R T+
4 —— ? 21_ u?‘m_k—3(-—1) — 3
L. m—=2 (mod. 3.)
_ m
iy 2 (™) s
] (T):U- E}[ng_m—S(—])m_l“_ Z
O 6 (m) 1 -_2 2 T — & 7(43)—[-23
~ 4/ — ! Ek Tm —% 3 (_ 1 ) = 3
- ~ - ( m 4T
3 (T)=2; 2}{[2?“_&-—3(—- = =F =
I “isnari : % 3 _ ; .
ispezione dei valori trovati per la quantita 3 [2 r _ —3(—1) "] £
mostra che essi si riducono a cinque differenti, sostitnendo nell'ul- 1
tima espressione trovata per Sm,4 S1 Ottiene : it' |
| m 11 | ‘
Y4 =33 [(-4—) == 1 1 [ﬁ(m -+ 3)i + 3 (— ])”‘J —

16[(%—)+]]2(m+1)+64 r(?)+1l—%<($)+a)} .. (4)

ey
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dove si ha :

]

o =1 quando m & qualungue ed 4352

g — _: » (méﬂ, (i:—): )nw (m_:],?-z—l)
e : » (T?'IE 0, (?)EU) (mod. 3)
:=——|—-;—5 » (m—:—l, (T‘: _:—_U) » (mEE,(—";—I)EO

Ponendo p =4 nella (B) e nella (C) si avra:

II‘5"11,:!._ m—4, 4 Sm,d.z'gm—lﬂ,i

e per la (4) si ricavera:
® =g (D), [2 (m— 1)" + 3 (— 1)“‘] —~
16 (), m—3)+-64 (7), — 5| (F) —1+¢]!.

1 [("‘: )_1]1 [2(m—7)‘+3(-_ 1)"_1 —

(6)  Sms = 54
(=1} ]Ji(m—9)+64[ e 1]3 ;[(’”;2)_24-1"_

-—
=

16

| S

dove «' ed a” si determinano nei singolt cast colla stessa tabella
che fornisce i valori delle «, gquando vi si muti rispettivamente
in m — 4 ed in m — 10.

4. Mostreremo finalmente come si possa determinare il numero
delle soluzioni delle equazioni

m1+2mﬂ+3m5=m, $1+2m2+3wﬂ+4md=m.

Denotando con Si, S: ! numeri cercati si ha dalla formola (9)
della mia nota citata
L r 3 i
B0 = e Si'_gmﬂ,ﬂ % Sm=3m+u,4

e per tutio quanto precede i secondi membri di queste eguaglianze
sono perfettamente conoseciuti.

Roma, 1892. ALBERTO TAGIURI.
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Regole d’analogia nel triangolo o trasformazione continua, e
trasformazione analitica corrispondente. (Comptes rendus des Stances

de I'Académie des Seiences, T. CXVI. N." 1, 1893)., — Chiamande A, B, (',
ﬂrbiﬁiﬁtp_ﬁlp_‘bgp‘“ﬂggjR,?',T'ﬂ,?'b,TL.,B, ER,B;_.,EE,....
b+e—a ct+a—¥b aoa4+b—e

gli angoli, 1 lati, il semiperimetro, le quantiti 5 ' 5 ° 5
la superficie, il raggio del cerchio circoscritto, i raggi dei quattro eerchi inseritio
ed ex-inscritti, le quantita 4R 4+ », 4R — r,, 4R — 7, , 4R — 7, ...

Se, in una formola fra gli elementi del triangolo, st cambiano (uesie quan-
titd rispeitivamente in — A, »— B, »—C, a, — b, —¢, —(p —a),
—p(p—a), (p—0b), —8, — R, v, ¥, ¥o, Pp-, — Bz, —8&, —38&,,
— 8y, 81 avrd una formula esatia.

Se, per esempio, & stata dimostrata la formola

2B —a)(c—aP=(p? — 3ri),
8¢ ne deduece

() e+ + (b +a)* (b — o) + (¢ + a)? (2 — &) = [(p — a)* -+ 37, B, F .

che sarebbe stato impossibile indovinare a priori.
E. LEMOINE.

Nota della Red. — Per maggiori particolari sull’argomento si possono con-
sulfare : un articolo dell’A. nel Bulletin dz la Société mathématigue de France
(1891, pp. 136-141), le seguenti note del medesimo: 1° Etude sur une nou—
velle méthode de transformation dite transformation continue (Mathesis, 1892,
pp. 98-64, 81-92) — 2° Sur les transformations systématiques des formules
relatives au iriangle. Transformation conlinue (Association francaise p. Uavan.
des Sciences, Annuaire de 1891, pp. 118-130) — 3°. Régle des analogies
dans le triangle. Transformation continue (Journal de Mathé élém. de M. e
Loncomanps, 1892, pp. 103-108) — 4°. Une régle d’analogies dans le triangle
et la specifieation de ceriaines anafogies & wune transformation dite « tronsfor-
mation continue » (Now. Annales de Mathé., 1893, pp. 20-36); come pure la

nota del Sig. A. Povrax eol titolo Transformation des formules du triangle 5
(J. de Mathé, ¢elem,, 1892, pp, 110-113, 136-139, 151-153). AL

Sopra una soluziome della. Quistione 1I3. — Potendo il metodo '.‘;,:-i;g

analitico da me seguito nella ricarca della radice doppia dell'equazione proposta :.;E‘i‘
nella ¢. 113 essere oggetto di alcune critiche, espongo qui la stessa ricerca ‘:’;’T
con metodo rigoroso, credendo di giovare ai giovani studenti col porgere lore ~ Hj }
occasione di rivedere la poco curata teoria della divisibilith dei polinomi l

(Yedasi p. es. BERTRAND - Algebro, traduz. di Betti, Cap, XTII).
La quistione era: « Dimostrare che Uequasione

A +FAX A4 A x4 A, =0,
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mocui & A, = m® —1mn +m*V, A, —4min —31m?n® — 1]1m?) +
Zmul, A, —6m?n? — 3mn3l 4 64m?)® — 40P pm? + atlY; A =
4m*n® — nfl 4 128mw%n1® — 65mntl, Apg =mn*—+ 64m®°n?]* — 27133,
ha due radici eguali, ed esprimere queste e Ualtre radici in funzione di 1, m, n.
(D. BEesso) ».
Pongasi
[E@)=Ael + A ad+ A2+ Az + A,

allora la prims derivata di /(z) sard

(@) =44,0°+ 34,0+ 24,20 + A, .
Ogserve intante che

A, =m’A;, ove d.;:mﬂ ~— lmn <4 ;

ora A; non pud essere risoluto in fabtori razienali @i cui umo sia di 1° grado
mispeito ad m, perché quesi'uliimo sarebbe della forma m — P, essendo p un
divisore intero di 7%, e allora A; si annullerebbe per un valore di m indipen-
dente da =, il che per I'arbitrarietd di # & chiaramente impossibile. Ma A, non
¢ divisibile nemmeno per un polinomio eche contenga le sole lettere ¢ ed n,
perche {ale polinomio dovrebbe dividere i singoli termini di 4,: dungune A* &
primo (irriducibile in fattord).

Cid posto, si osservi che A; non divide A,, perchée 4, é di 2° grado in m,

mentre 4, & di 3° grado in m; inolire m non divide 4,, dunque A, & primo’

con A,. Segue di qui che non esiste un divisore dei cingue coefficienti A, , A,
Ay, A5 Ay di {'(m), cioé che 4, & primo con [(w).

Sia ora o la radice doppia di f(z) — 0 : sappiamo che, 8¢ le rimanenti due
radici B e ¥y di f(») = 0 sono distinte, @ — « sard il massimo divisore di

%ﬂi} ed );'_E!_)! e percid o sard razionale; potremo dunque porre « =,
1 i

=t
indicando con » ed s due polinomi in L w, % primi fra loro.
Allora sara

fo) = 4, (m —5—) (z — B) e — 7).
da em

@) =A4,(62— ) @—B@—7).

Dividendo danque 1l polinomio a coefficienti interi s @) per I'aliro a coefli-
cienit interi 4, (s — )%, si otterrk il quoziente di 2° grado (@ —B) (@ —y) =
%* +px 4- g (poniamo); e quindi p e g saranno espressioni razionali in L m, n,
e s1 potrd supporre che p e ¢ siano reppresentati da due frazioni aventi lo stesso

b ¢
mintmo denominatore ; sicché, puatu’p =y g= — "+ 8Vremo

a2 4 bw 4 ¢

2 pr4 g = -

ed @, b, ¢ non avranne aleun divisore comune. Allora avremo

as?f(w) = A, (e — ) (aa® + b +¢).
16

e W mm—m—

e —— e e b
e T =
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Ora @s® divide i1 1° membro d; questa equazione, dungue dividerd anche jl
secondo. Ma as® & primo con aa® - b 4 ¢, poiché a, b, ¢ non hanano aleun
divisore comune, ed & primo con $z — » ¢ quindi anche con (s — 7)?; dunque
ast divide A,. Inoltre A,, dividendo il secondo membro della medesima equa—
zione, ne dividerd anche il primo membro @s®f(x); ma abbiamo gia provato
che A, ¢ primo con f(2), dunque A, divide as®. Sicché A, el as® sono ein—
seuno un divisore dell'altro, dunque A, — 2s°. Avremo pereid

fle) =(se — r)* (az? + ba +¢).

Ora, confrontando i ecoefficienti dej due membri, si irova in particolare
Ag =¢r?; dunque s ed » debbono essere fattor: doppi rispeltivamente di A ?
e di 4,.

Daltronde si ha

Au_—:n‘.d;, ove A;“_—mn*—}-ﬁimlﬂ——ETFﬂ:

F

dico che ;1;, ¢ primo. Intanto il discriminante di A, , essendo

w44 .64 2780,

non & un guadrato, e quindi A; non e decomponibile in fattori razionali pi—
spelio ad m ; inoltre, essendo i coefficienti di m®, m, m0 in A; primi fra lorg,
-A; non é divisibile nemmeno per un fattore razionale che non contenga m, ¢
quandi .A; & primo; dunque + =2 e —— 1 sono i soli fattori doppi di 4,.
Siecome si ha A, =m’A, e si & gis osservato che g & primo, si conelude
anche che —~m e 41 sono i soli fattor doppi di A,.

Segue di qni che, se x & radice doppia razionale di F@ =20, non pud
essere che

n 1
e=7—, a=4n, t==+F——, a=-41.
m == — m —

cloé & & indipendente do 4 Ma facendo I — 0 & trova subito

@) =m (max 4+ n)!,
dungue, se « & razionals, deve essere
2%
= —
m

Non resta dunque che verificare ; e la verifica A2 facilmente

D)= r(2)=

Clof o — — — & effettivamente unz radice doppia.

Palermo, gennaje 13899,

(. Rozorino,
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
118, 132, 133, 145*, 146%, 147*, 148* ¢ 151**

. e e ——— e i R

118, L' inviluppo dei lati dei triangoli isc—ortocentrici ¢ iseritlc in un dato
cerchiv é wna comica concentrica e bitangente alia circonferensa dei nove punf,
coraune a tuth quer triangol, e avente un fuoco nel comune greocentro, ¢
Paltro fuoco nel cendro del dato cerchio. (5. Carania).

Dimostrazione del Sig. Prof. F. Palatini a Venezia.

Sia A un punio qualanque del pisno, e vediemo quanti dei lati dei trizn-
goll in discorso passano per esso. Fissiamo un punto 2 snl cerchio dato di
centre O e tiriamo A P, )a
quale taglierd il eerchio ul-
teriormente in @Q: firiamo
£PM (M comune ortocentro
dato) e da Q la perpen—
dicolare ad essa, la guale
taglierd il cerchio dato an-
cora in N: tiriamo QM
ed a quasta la perpeadico-
Iare da N, la quale tagliera
ancors il cerchio O in un
punto P ; se P, cadesse
in P, il triangolo PNQ
sarebbe uno dei triangoli
della quistione. Ora essendo
che ad ogni punto 7 cor-
risponde un punto P, e
ad ogn1 £, un P, le coin-
¢idenze sono due, & percid
due sono 1 raggl in discorso passanii per 4. Dungne I' invilnppo che stiamo
esaminando e una conica K, ed i triangoH dells quistione sono gl' infiniti
triangoll contemporaneamente circoseritti a X ed inscritti in 0. I chiaro che
la K dev'essere simmetrica rispetto ad RM 0S8 che adunque contiene un asse
della medesima. »

Ora per ognune dei nostri triangoli esiste un cerchio dei nove punti col
centro in €, punto di mezzo di OM (V. p. 5. BALTZER. Plan. § 12, 8), ed & evi-
dente che due di tali triangoli X YZ, X' ¥'Z’, simmetrici rispetto ad B .S, hanno
tl medesimo cerchio dei nove punti, che dimeza M X, M Y oooo ) MZ' Ma 1l

(*) La rigposta alla quistione 143 vieme rimandata a! faseieolo venture, in cansa del notevole
aviloppo che richiede.
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lnogo del punti di mezzo dei segmenti che uniscono M coi punti di O & una
conica (perché ha due punti S0pra ogni retta per M senza passare per questo
punio), la guale ha dunque sei punti in comune eol eerchio uliimamente con-
siderato. Dunque tutti i cerchi dei noye punii dei mostri triangoli coineidono
D un unico cerchio C che =i pud definire : 1° come il huogo dei punti di mezzo
dei segmenti che uniscona M coi punti di O; 2° come la podaria di M rispetto
a K: 3’ come il luogo dei punti di mezzo delle corde che il eerchio O 1nter-
cetia sulle tangenti di K Opa prendendo il triangolo HLR & chiaro che C
tocea HL in V, ¢ioéd la K in ¥V ed analogamente in 7': ossin il cerchio dei
nove punil ¢omune ai nostri triangoli tocea lz K in due verticl, ed ¢ quindi
ad essa concentrico,

Se M é interno ad O e quindi & €, la perpendicolare da M ad B § incontra
Cin due punti reali F, G ; conducendo p. e ds F la parallela ad RS, pssa
¢ {angente a K (& chisro che la K puo,anche definirsi come I° 1nviluppo delle
perpendicolari alle rette uscenti da M ne; punii in e¢ui queste incontrano C) in
un vertice (reale) U deil’asse diverso da 7 V, il che prova che X ¢ un'ellisse
ed essendo MU = CF — CT, vuol dire che M & uno dei fuechi reali della
curva, ¢ quindi 0 I'aliro.

Se M & fuori del cerchio O o quindi di C, conducendo da 3 una tangente
a C, MD (D punto di contatio), la €D che & perpendicolare ad MD in D &
tangente a I, della quale sari dunque un assintoto reals ; percid in questo caso
la & & un'iperbole. B poiché la perpendicolare condoita da M all'assintoto O D
tagha su questo un segmento CD éguals al semi-asse €7, vuol dire che M -
uno de: fuochi reali delia curva, e quindi O 1'aliro.

Se infine M cade sulla circonferenza 0, 1 triangoli della quistione sono tutt
reliangoli col vertice dell'mngolo retto in M e coll’ ipotenusa ruotante intorno
ad 0, ed il nostro inviluppo si riduee a due nsel di raggi eoi centri M, 0.

132, Risolvere I 2guasione
I’—-T(:u:—l)‘.x.(x+])‘::a. (")
(I, Grupiez).
Risoluzione del Sig. Prol, 3. Martone a Regeio (alabria.
Sviluppando e ordinando si ha I'eqmazione

m7—7:u5+14m3—-7m—-f:;_‘—_0

£ o - . N
che per @ — z + Y L1], dove z indica una nuova mcognika, 31 muta nell'e-

Juazione trinomis

27—z’ 41 — 0 2],

\*) Come avverta il 8ig. Prod. 8, Catania ponendo o= — b, 1'equaszione propesta B riduce o

r-u: — 712" 4+ Mz’ — B4 b — 0, ohe nowr & a8 non un taso particolare (@ = — 1), dell'sgunzione

"+ Taz’ 4 14a% 0% 4 1624 b=10 considersta neils 9. 53 (Ofr. Periodico, an. V, pp. 97, 143).
Tuttavia stants la qualche diveraita del processo d risoluzione segnite appresso in confroato a
quellc della solaxlone della 4. 52, diamo posto alla risposia inviatacl.
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da ecni si ricava

: a+ P a®~—4
E L~ — ;/4 [3].

Ora sono da esaminare tre casi:
1° a® — 4 =20, ciod a =+ 2. Risulla 27 — < |l. Quindi

2RT ZAT

£=EDET+.‘:S-EET (k=0, 1,2, 3,4, 5, 6
0
k | 2 h (
3:&05(2 _,!; )n-i-iEEJl( _17_ )% he=0;1,2:3%4,5 8

e percid per la [1], le radici della proposta equazione saranno date da

2k 2k 1)
Tﬂ od m=2cus( ::,_ A (A=0,12,3,4,5, 6).

2° a® — 4 > 0. Indieando in questo caso con b, e b, le due radici [3],
saranno da risolvere le due equaztoni binomie 7 — b, = 0, 37 — b, =0,
le quali dinno

! 2k 2k - 2k 2k
s=} b, [cus > i :'uen—f:,; s:;/bs [{:Uﬁ——"r—I—iﬂﬂn—-“]

@ = 2 cos

7 7

e tali valor sostituiti alla lor velta in [1], facendo A=20,1,2 3,4, 5, 6,
forniscono le radici dell'squazione proposta.
3° a*— 4 0 quindi a < 2 in valore assoluto. Pongasi

a-t Pa® — 4
2

donde a — 2 cos . L'equnzione [2] diviene in tal caso

37T —2c08f.274+1 =0,

—cos B+ isenf,

che ha per radici 1 qouattordici valor

2him - 2k
Z == ¢08 “,}, ﬁ_isen 1;-!-# (e =0,1,%23 4 56, 8)
Sostituendo questo valore di z in [1], segue poi
2h® + |
@ — 2 cos = P (£=20,1,2, 3, 4,5,6)

Dalla discussione precedente risulia che mel 1° & nell” ultimo caso le radici
dell'equazione proposta sono tutte r&ah, nel 2° una & reale e le allre sei sono
immaginarie.

133, 8¢ il triangolo ABC ruota attorno ad un punto K del suo piano ad
¢ A'B'C’ una nuova sua posizione, e se inolire &, fi, 1 sono i punii d'incontro
rispettivamente di BG con B'C', di CA con C'A" e di AB con A'B’, si ha che:

1% se K & il punto di Lemoine (o punto @' incontro delle symediane) del
triangolo ABG, & anche il baricentro del triangolo w Py ;

1"
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2% se K & un punto di Brocard del triangolo ABC, ¢ pure un punto di

Brocard del triangolo « By, il quale ¢ simile ad ABCG, -
(6. Risom).

Risposta del Sig. Prof 8. Cetania a Catania,

1° Dico E, F, G i piedi dolle perpendicolari condotte da K rispettivamente
al lati BC, (A, AB del triangolo ABC, ed E', F', G' i punti analoghi per
il triangolo A°B'C’ ; risulteranne K G — AG, YG = yG'. Detto 3 P'angolo

di el & rotato il triangolo A BC, ed o, Yy, & le distanze K F, K F, K&, s

.
AVTA E'T=s:cos—§—ﬁ.

Ora, essendo K il punto di Lemoine del triangolo A B, si ha

z Yy 3 2A 0
a b ¢ A
dove @, &, ¢, A rappresentano i lati e I"area del triangolo stesso. Si deduce
Hy Q
z2=c.0 e - I - + € per consegusnza
v EDE?EI
K K K K
3 4B — =7 0vvero = P S (1).
a b c T Y 3

I triangoli K Ea, K FB essendq retiangoli, e per le (1) essendo Ko : KE —
Kf:KF (2, detti triangoli saranno eziandio simili, e sard l'angolo « K E —
PA F; posto in comune I angolo F Ko, risulterq I’ angolo f Koo = FKE.
B siccome inoltre ha luogo 1a (2), i iriengoli X o B, KEF saranno simili fra
loro. 8i dimostra in modo analogo che sono simili i triangoli KBy, KFG,
e 1 triangoli Kya, KG E.

I triangoli EF @, @y essendo composti dello stesso numero di triangoli
simili e similmente situati, saranno simili, e K sard omologo di sé stesso. Ora
¢ noto (J. Casey, 4 sequel to Buclid, pag. 172, 1888 - @. BerraccHl, Algebra,
vol. 3% pag. 58) che essendo K il punio di Lemoins del triangolo A BC, &
anche il baricentro del triangolo podario E F G relativo al punto X e al me-
desimo trinngolo, quindi K & pure il baricentro del triangolo « P Y.

Oss. 1.2 Dalla dimostrazione precedente risulta che dwe triangol analoghi
al driangols o By somo simili fra loro e simili al triangoio E F G,

Oss. 2.2 8i ha da tale similitudine

I' aBy: T.EFG:E?‘::’= l:cos®— 3,

ci0¢ : due triangoli analoghi al triangolo « By sono fra loro in ragione inversa
dei guadrati dei coseni delle meta delle corrispondenti roiazions,
Oss, 3.8 8 pubd esprimere 'area del triangolo o By in funzions di @, by C
e 5. Infatti, essendo —z’—m, —;y, %z, 108 —:—Q.ﬂ, %O.b, —:—G.c le
mediane del triangole B I 7, la sua area sara espressa, come e facile verificare,
12 A8 12 A°

ﬂ 3 '!. — - . di 1. = .
a8 30, A (@% 4 68 = coye - € sara quindi 2By (a?—}-b?—l-c‘)‘ma“%E
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<® Dico L) e o rispettivamente il punto positivo e 1'angolo di Broeard re-
lativi al triangolo ABC; saranno Q ed w il punto positivo e 1'angolo di
Brocard relativi sl triangolo A" B'(C". Eseendo ang. Q Be = 0 By, e ang. a By =
« By, i cingue punti ), a, v, B, B saranno concielici, e risulterd ang, Oy — w,
S1 dimostra similmente ehe ang. Qaf = OBy = w, e percido O & il punto
positivo di Brocard relativo al triangolo «{3y. Inoltre, dal pentagono iscrittibile
$2a BBy si ha ang. Quy = Q By, e quindi ang. yap = ABC, 8Si dimostra
similmente che ang. Bya = CAB ¢ ang. afly = BCA Cosi il triangolo
%py & simile al iriangolo ABC. Si noli perd che ai lati «f, fy, vy del
primo sono omologhi nel secomdo 3 Iati BC, CA, AB,

Oss. 4% Si pud determinare anche qui I'area del triangolo @ fv. Infaiii,

1 ha T, afly: T . ABC = ﬂ._TE : QA% Detta m la perpendicolare condotia

1
de €2 ad AB si ha: m — Qv cos = 6 = 04 seno: guindi

i

sen® L

L.aby = A.

eos” ?1 3
E si pud enunciare un teorema analogo a quello della precedente 2¢ Oss.,

Oss. 2.% Del teorema 2° esiste pure 1" inverso, che si pud enumeinre nel
seguente modo: 8e il triangolo ABC rweia attorno a wn punto K del suo
piane ed ¢ A'B'C’ una nuova sua posizione, e se inolire @ B. v sono i punts
@' incontrn rispettivamente di BC con B'C, &% CA con CA' e & AB con
A'B, e il triangolo aBy & simile «l iriangolo BU A, allora K & un punto di
Brocard del triangolo ABC, La dimostrazione & facile, perché dalle ipotesi
fatte risaltano coneieliei i gruppi di puonti o, B, B, v e B, B, vy, Q, ciod
risultano conciclici i cingue punti B, B, V> §2, @, e sard ang. Qya =QBC,
Inoltre ang, A BQ) = yaf); sard percid ang. Qaf = QBC = Qye. Di qui
¢ ovvio dedurre che & un punto di Broeard tanto del triangolo « By, quanto
del briangolo A B C,

Rimane anche risoluto il seguente problema: Determinare nel piano &' un
triangolo ABG wun punto K in modo che sieno verificate k¢ condizion: espresse
nel teorema dell' ultima osservazione.

145", Posto
E‘+b h+ﬂ'] E'J_I"'H'g ﬂn—!‘[—ﬂn-—l
a, — 2 s Ay — b} T P —— 9 ey w D ——— 2 1

EEPrimere 8n in funsiome di a, b, n, E.Eruaﬂra i Uimite a cui tende an guando
n tende all'infinito, (D. Bgsso).

Soluzione delle Sig.™ V. F. Prime 2 Bruxelles e del Sig, C. Awelly, stn-
dente nella R. UniversitA di Napoli.

Sopra l'asse Owm, prendiamo, nella stessa direzione, DA =—a, OB —1F e
sin A, il punto medio del segmento AB, A, il centro del segmento A, B,
A, il centro del ssgmento A A, ..., As il centro del segmento Ay, _o dn_ 1.
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E chiaro che @, Tappresenia il segmente OA,; «, il segmento DRy grcas .
an 1l segmento 0A,. E quindi

b—a b —a

" b—ﬂ-
ay = b 5~ + o5 veve = (= 1) -~
b—a 1 l (~1)*—1 b—a n b—a
b E (]-‘E-{-_ET__-.-. .+ 2‘"-—1 _b 3 4-(_]) - 3.2!]
e
b—a 20 4 a
t =& = s

&0 3 3
31 vede da ¢id che, tendendo »n all’ infinito,

il punto A, tende verso il punto
che divide A B nel rapporto 2:1,

Soluzione del Sig. E. Ghisi, studente nella R. Universith ai Catania.

Ponendo
o =2 T gt e (1]
¢ facile verificare che Y = %, F 2o, [2]. Gid posto, si trova
ax, 4 bu, Aty =+ Do,
e 2 ’ Uy — 93 )
ax, -+ ba
Dico che in generale 3, == 3 - Infalti sammettinmo che la legae

9
di formazione delle @ espressa da quesia formola valga per le due conseculive
«, ed Byt @ avra per dato e in seguito alla [2]

ﬂl:+ﬂk+l 1 ( 0% _, T o auk—l—bm&_]_l
Yxp 2= B) =5 oF ¢ SEH =
u(mk+2:¢i_l)+b(mk+l+2ﬂ:t) ﬂu!:+1+buk+i
— S = o+ ;

sicché la legge, che & vera per G, € a,, & vera sempre,
Ora osservando che i termini del secondo membro dells [1] sono in pro-

gressione geometrica di ragions — 2, %,, ¢he ne & la somma, prende apche la
41 k
o L= o

forma ' 3 — , coslcche sard

o — a1 0% a4 (= 1)""’]+a[_2“+‘+(—_1;“]_

2 3.2"
Eb-—l—ﬂ .b——ﬂ' A
— + (— 1)
3 3,9"

: 2b4-a
lim a = 3 (*).

(*) Altre soluzioni psrvenpero dad Bigg. &. Candido (studemte nells K. Universitd dl Plsa),
V. Ootumbo (R. Ist. tec. Bard), E. e Vito (R, Univ. Roma) e &. Marofta (R. Unly. Uatanis).
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146°%. In wn dato triangolo isoscele costrusre tre cireoli fra loro eguali,
ciascuno dei quali sia tangente o due lati del triangolo, e in modn che quellp
tangente ai due lati eguali tocchi ciascuno degli altri due.

Soluzione amaloga dai Sigg. V. Columbo, alunno del R. Istituto teenico di
Bari; L. Luwigi Mieei, R. Liceo Lucera: M. Piattelli, R. Liceo Bari: . Scar-
poni, R. Scuola tecnica Osimo; dalla Sig.” V. F. Prime e dalle Sig.™ Luisa
Polverini, Ada Sciava.

Sin. ABC (AB=AC) il triangolo isoscele considerato e siano A1, BT C1
le bisetirici del suoi angoli. 1 ceniri . P, v dei cireoli cercati si troveranmno
su queste reite e poiche « 8 dista da 4 B d”un segmento — B2, la qui-
stione =ara ridotia ad inscrivere nel iriangolo B7 4 un rettangolo col Iato pa-
rallelo ad A B doppio dell'altro lato. Chiamando 2Py 8 un fale rettaﬂgniu B
chiaro che il swo vertice y si troverd nell intersezione di A B col luogo dei
puntl per quali le distanze a B J, valuiate perpendicolarmente ad A B, sono le
meti delle distanze dei corrispondenti punti B ad A, prese parallelamente ad
A B medesimo. Un tal Inogo, che & una retta passante per [, pub costruirsi im-
mediatamente determinandone un punto cosi: Si innalzd ad 4 B Ja perpendicolare
DB=ARB:2 e tirisi DI 1l punio d'ineontro ydi DT con 4 B & un vertice
del retlangolo cercato e per completare la soluzione del problema, bastera con-
durre da v la perpendicolare ad 4 B ad incontrare B/ in B. firare da B Ia
parallela B ad A B fino che incontri AT in 0. e da « 1a parallela ad A C
finghé incontri €[ in Y- 1 punti «, B, Y saranno i1 centri dei eircoli richiesti.

E facile dimostrare a posteriory V'esattezza della costruzione precedente. Dalle
coppie di triangoli simili DBYI, yBI: ABI, aB1, si ha:

BB:Tﬁ:BI:ﬁI : Aﬂ:uﬁzﬂf:ﬂf
onde DB:yB=AB:afBequindi yB: fa=DB:BA=1:9

[l Sig. . Mari, alunno del R. Islituto tec. di Napoli, d2 una soluzione di
caraltere analitico. Egli indieata con p la distanza, da considerarsi nota, di J
da A B, ¢ con R il raggio comune dei tre cerchi, osserva. come precedente-
monte, che s lia:

AB:2R=¢p:p— R,

3 . B AB.p
g Ccin — A—H':F'_E_P‘
onde conclude che il raggio dei cerchi ecercati & una quaria proporzionale depo
le tre lunghezze A B+2p, AB e # Determinato R é poi agevole costruire i

eircoll medesimi.

147", Sian ABCD un rettangolo e sin, sul prolungamento del laxto A B, il
. _ AB BP
punto P cosi sitwato che il rapporto An S'a i cubo del ropporto AD: el

PC wmeontra in R il prolungamento della AD, i punti R ¢ P saranno equi-
distanti dal punto d'incontro delle diagonali del rettangolo.

17
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Soluzione dei Sigg. A. Parsi & Genova, &, de Vito a Roma, V., Cniﬁmba,
alanno del R. Istituto tecnice di Bari & @ Mazza, alunno del R. Istituto tee-
nico di Piacen:a.

Chiamando 0 il punte d'incontro delie diagonali, conducansi le perpendi—
colari OM, ON ai ati AD, AB del rettangolo e si tirino RO, 0O P.

Dea triangoli ROM, PON si ha subito

RO* = OM* 4 RM® — OM® + ON® - DR* . AD.DR. [
W=ﬁ5+ﬁﬂ_—_fﬂ?ﬂ+ﬁﬁ+§?ﬂ+ﬁ.“?. [2]

—  AB . AD

Ma dai triangoli simili RDC, CBP segue RD — | — —. onde DRy
— == AB'.AD® AB.aD* .. AR BP
AD.DR — ——— — ¢ mtroducendo la condizione —— — ——
Bp? BP AD A
_ AD? BP ALt BP* |
che equivale a = oppure a , 81 vicava infine

BP* 4B BP AB

DR® + AD.DR = AB.BP 4 BF°,

cid che mostra come i secondi membri delle [I] e [2] siano equivalenti. Si ha
dunque RO = OP ¢ v. d.. )

148" Dati i raggi deile basi di due coni retti d@s equal volume e di eguale
superficie totale, caleolare le loro altesse.

Soluzioni analoghe della Sig.™ V,"* F. Prime a Bruzxelles e del Sig. V. (o-
lumbo, allievo del R. lIstituto tecnico di Bari

Siano 7, R i raggi delle basi, &, H le allezze dej coni considerati; le quan-
Uta », R sono note e le guantith 4, H incognite,

I volumi dei coni essendo ugnali, si ha

(1] "h=RH 0 h: H=R?; rt,;
le superficie totali essendo uguali, si ha ancors
[2] PRt =R YR 4T R |
Ponendo 7 — 2 =A% Tequazione [1] dd A—A*H ed R— kr e Ia 3

2] diviene

Vri4kH: — k ity + O =7 — 1).

Poniamo ancora A%r? 4 HY — ¥? . saremo infine condotti a risolvere
I'aquazione

P rt 4 R YE  gige =r(R* — 1) 47,
rgpetto ad ¥,

(*} Altre solnxioni pervennero dal Blg, U. Gerra (R. Istitmio tee Placenwa), N, Fordeno
(R. Tstitutn tee. Nnpoli) e dalls Sig® V.* P Prims n Bruxelles,
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Ora, elevando al quadrato e frasformando, quest’equnazione, dopo aver diviso
per &k (A* — 1), diviene

RY* —2rY —r*A(R24-2)=0,
da cm la soluzione acceitabile

O
T

¥ =

Risnlta da eid che

B
AH=2 - YF+7 o §L=2 — VB

Lu Sig.™ Prime conclude osservando come questa soluzione si traduca nel
seguenle elegante enunciato: Le ipotenuse BC, CF, EG dei triangoli reitan-—
goh simili ABC, DCE, FEG essendo poste consecntivamente su di nna refta,
¢ AC=CD e DE=EF, il cono il coi raggio di base uguaglia AC e
l'altesza. 2 E'G ha lo stesso volume e la stessa superficie totale di quello il cui
raggio i base ¢ B F e l'altezza 2 B C.

il Sig. V. Columbo osserva che il problema ha sempre una soluzione gua-
lunque siano i raggi », & e le altozze cercate sono quarte proporzionali dopo

grandezze nole,

151", Risolvere un triangolo sferico retiangolo, il cui perimelre ¢ un qua-
drante, ¢d € pur dato un angolo obliguo.
(G. Bruracesr).
Kisolnzione delln Sig.™ V."™ F. Prime, a Bruxelles.
Siz. B I'nngolo noto; 1 ipotesi a + b 4 ¢ = 000 frasforms lo relazioni
velative al triangolo sferico rettangolo (4 = 909

cosa = cos b cosc ; ianc = tana.cos B
i
o ; i | — tan b tanc B
: o= G ? s = - -
sen ( ) 08 M cose an S r—
La prima di queste formule di tanb + tanc = 1. ¢id che permette di

serivere la secondse

vos B, {an®c — (1 4+ cosB).tanc¢ ~ cos B — ).

Di qgui a1 rieava P

EDEEE - m_‘g _l/l +3“DEE

2

tane =
cos H

1! problema, ammetie quindi, in generale, due soluzioni.
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QUISTIONI PROPOSTE O

e M e,

159. Se dagli estremi di un segmento che scorre sopra una
tangente di un cerehio (in generale di nna conica qualunque) si ¢on-
duceno le coppie di tangenti alla cumrva, i loro punti d' incoutro
descrivono una conica, avente un contatto quadripunto ¢ol cerchio
dato. Al variare della lunghezza del considerato segmento, le coniche
corrispondenti formano nn faseio, cni appartiene il cerchio dato e la
tangente & questo (contata due volte) nel panto opnosto al punto di
contatfo con la tangente data.

Applicazione, Dato un triangolo vi sono quattro coppie di tangenti
(non necessariamente tutte reall) al cerchio inseritto, ognuna delle
quali sega sui fre lati tre segmenti nguali,

F. PAraTmv.

180", Risolvere 1'equazione

EI:E—-—-3=3:B2(2$2 3).

F. Giupick.

161" In un triangolo 4 B C, indicati oon K Portocentro e con
G il baricentro, si eonoscono le distanze A F — 2, ¢ GH=] in-
sieme all'angolo 1 di queste reéte esprimere le tangenti degli angoli
4, B, U e le condizioni affincht la GH sia parallela a ciascuno

der tre lati.
(. BeLLACCHI.

1627. In un cono obliguo detta « 1inelinazione della retta cen-
trale O V=1 sulla base cireolare OMA, ed » I'angolo del raggio
OM—=—+ di questa con la proiezione della OV, provare che la Ze-

neratrice g = V.M fa con la tangente M T alla circonferenza O M
: 4
langolo 0 determinato per la formola cosd =— —° eps  sen 0,
)

G. BELLACCHL
183*. Dimostrare che 'equazione
2* — 168921 4 — 382291

ammetie una sola soluzione in numeri interi e positivi, Qual’ &

questa soluzione ?
A, Taciorl.

{*} Le questioni contrassognete con semplice asterisco sono indirizzate agll alunnt delle semole
secondarie, quelle distinte con due  asterisshi sono direite in partleolar modo aghi stndenti delle
acuvie superiori, senza escludeze qualalasl altro stadioso,

" e
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164". Nella serie @, «,,....x,,.... si ha per n > 2
T, = ha,_, -4 L.
Dato il valore @, di , esprimere @, per mezzo di A, I, n, a, .

A, TAGIDRL.

185*. Dimostrare che il prodotto di tutti i quozienti eompleti
!

&

della frazione continua generata dalla frazione ordinaria irriducibile

¢ augnale a P,
A. Tacior

186" Descrivere un cerchio che passi per due punti dati e sia

diviso diametralmente da nn cerchio dato.
P. Morino.

16'7*. Dimostrare che il limite della somma delle successive ed
infinite parti auree delle parti anree & un segmento ¢ uguale al
segmento stesso aumentato della sna parte aurea (*).

G. Pocciano.
168™. Dimostrare che 1’espressione

’{ﬂ—f—z(g)—}—a(g) -f-....-i—n{::)! : ;1 +(;)+(g)++(2)

& nn numerp interoc se » & pari, Y. CorreNTI.

169" 5S¢ in un $riangolo rettangolo il semicerchio descritto sul
cateto maggiore con diametro uguale al cateto minore, tangenzial -
mente a questo cateto, & tangente all'ipotenusa, i lati del triangolo
stanno fra loro come 5:4 : 3, M. PrarTeLLL

120™. Trovare tre numeri continvamente proporzionali dei quali
la somma sia 20 ¢ la somma dei quadrati 140.

(Dall Arithmetica vaiversnlis dr Newron).
] o’

KR
RIVISTA BIBLIOGRAFICA

RICGCARDO MAZZOLA. — Elementy di ariemetica. Livorno, R, Giunst, editore,
1892, — Prezzo L. 3. 20.

Ira 1 trattati di aritmelica usciti alla Juce in quesii oltimi tempi e che me-
11tano il favore del pubblico, & da annoverare quello del prof. R Magzzola della
R. Aceademia navale.

| ¥) 8i preferlece una dimosiragione geomelrica (¥. d. Red.),
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Son nove capitoli, seguiti (meno il seitimo) da esernizi in buon numero,
che contengono le ordinarie teorie preseritie da' programmi di aritmetica per le
nostre scuole: numeri inter:, frezionari, decimali, radici quadrate ¢ cubiche, nu-
meri irragionali, misura delle grandezze, sistema metrico, rapporti, proporzioni
¢ grandesze proporzionali.

Benché il titulo non lo dica, pure la traltazione & quale s'addice all’ arit-
metica defta razionale,

E notissimo come la teoria del massimo comnn divisore si faccia indipen-
dentemente da quells de’ numeri primi. E seguendo il consiglio e 1'esempio del
direttore di questo periodico (armo 1888, pag. 62), I'aulore dimostra la formola
che da il m. m. c. senza la teoria de' numeri primi ().

Anche la conversione delle frazioni ordinarie in decimali e viceversa & trat-
tata bene, come, del resto, ne aveva datv l'esempio il pref. Amanzio mnel suo
volume d'aritmeti~a teorica pubblicato nel 1887, o del quale 1l direttore del pe-
modico parld tanto favorevolmente e meritamente (anno 1888, pag. 60). Ed &
opportuna la distinzinne che si fa della frazione in quanio @ssa ¢ genoratrice
della periodiea ed in quanto & poi il numero limite di (questa,

[ eapitoli VII ed VIII trattano dei numeri irrazionali e della misura della
grandezza e sono inspirati ai concetti che ormai si hanno in quelle teorie (Ved.
per ea. gh Flementi di geom. di Sannia e p’OvVIDIO, DE PaoLls, ece.).

Auguro all’amico prof. R. Mazzola che egli stampi la 5° edizione del suo
libro, donde, se gli parra, potra far scomparire qualche inesatlezza ¢h'io v' ho
nolata, e delle gnali aleune mi permetto di segnalare :

1* Nella « Numerazione » inveee della definizione del numero, sempre dif-
fictle, preferirei si dicesse che la riunione di due o pill cose st esprime con nu-
merl, come pur fanno alcuni bnoni tratiati.

2° A pag. 94 e 95. In questa esposizione ¢’¢ qualche cosa che bisogne-
rebbe modificare a proposito delle frazioni eguali, Perché se prima leggo « Un
¢« numero frazionario si dice minore, eguale- 0 maggicre d1 an altro, se, rife-
« rendolt ad una determioata unitd, Vinsieme delle parti indicate dal primo eo-
« stituisce un futto minere, eguale o maggiore di quello costituito dalle part
¢ Indicate dal secondo », trovo poi inutile il teorema 1 del § 192: « Se si siu-
« menta ecce. », o, nlmeno, esso & la stessa definizione. La (juale, secondo me
dovrebbe esser meglio ed in altro modo siabilits.

3% A pag. 197 si afferma, senz'aliro, che # essendo un numero gualungue
8] pud prendere # abbasianza grande in modo che sia

2

1N= <P

laddove questo & un teorema che dovrebbe essere dimosirato.

Roma, aprile 1893.
(3. PITTARELLL

{*) Vedansi ancle a guesto proposite ie bells Lesioni di aritmefioa dol profl. BApun o Bosciimo,
altre libro degmo di eonsiderazione usaito quest’auno. (Cfr. Periedizco, a, VII, pp. 197-199).
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G. PEANO. — Lesion: d'Analisi nfinitesimale. — Tip. Editrice G, Candeletti,
Torino, 1803.

Non credo imopportuno accennare rapidamente, in guesto Periodico, nl vo-
lume | delle lezioni di Analisi infinifesimale del Prof. G. Peano recentemente
pubblicate, pel rigore & em: sono sempre informate e per I'abbondanza d’esereizi
analitici e geometricl svolti eontemporansamente alla teorin e proposti alla fine
d'ogni argomenlo. Non si pud fare & meno di riconoscere che esse sono gran-
demente adatie -al loro scopo ¢ quindi raccomandabili, sotic ogni aspetto, agli
studiosi.

Questo prirao volume contiene le regole di derivazione e le proprieth delie
derivate; gli sviloppt di Tayior e Macraurin, le formule d’interpolazione di
LAGRANGE e di NewrtoN e gli svilupp! speciali del binomio, delle Funzioni espo-
nenziali e pircolari e della longhezza dell ellisse; le regole d’integrazione per
partl, per sostituzione & per serie e le regole speeciali per le funzioni razionali
el irrazionali, pei differenziali binomii e per le trascendenti: contiene inoltre
le proposizieni pit notevoli sugli integrali definiti, con importanti regole d'in-
tegrazione per approssimazione e formule di quadratura, poi un eapitolo speciale
sulle serie, a termini costanti e variabili, dove & dato anche 1’ importante cri-
terio di convergenza di Caucuy, ed & provale con un esampio, relativo al loga-
ritmo 1ntegrale, che le serie semiconvergenti possono riescire molto wutili per
caleoli numeriei; vi sono pur dati emteru di convergenza e divergenza poi pro-
dotti infiniti.

Molti teoremi, dopo d'esser enunctati uei lermini usuali, sono enuanciati anche
in simboli e cio costituisce pure un pregio non trascurabile perchd, riescendo a
rendere generale 1'nso dei simboli logici, si gnadagnerebbe in semplicita e chia-
resza d'enunciatt e si facilitersbbe la rapida propagazione dei risnliati nmovi
togliendo, o diminuendo almeno, le difficoltd cagionate dalla varietd delle lingue.

Ancorcheé ritenga inutile fermarm ulteriormente a porre in evidenza i1 molti
pregi del libro del quale ho riferifo rapidamente, essendo troppo noto il rigore
con cui I'Autore del medesimo unsa fratfare la Matematica, non posso terminare
senza segnalare 1n modo speciale la originale trattazione della sviluppabilita
delle funzion secondo le pofenze useendenti d'una vamabile, 2 cnd I"Autore diede

ona generalitd, che prime non aveva ()
F. Giupice.

Pubblicazioni ricevute dalla Redazione del Periodico. ©

Acampsnose (G.) — 1l tromometfo a registrazione fotografica (Rend. R. Ace.
Lincei, Vol. 1I, Se. 5" [883).

Banozuir (G.) — Su un problems di dinamica di G. Saladim generalizzato du
A. Serret (Rend. R. Ist. Lom. Se. I, Vol. XXVI).

(*) V. anche G. Praro: Sulla formule di Taylor: B Acc. delle Seienze dl Torino, 1801,
(**) Yer deficiensa &1 spazto, 'eleneo delle punbblicazioni pericdiche ricevnte, dalla ehiusurn
del 11 fas., viene rimandato al faseicolo vemturo.
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Berrazzi (R) — La risoluzione dei problem: numerici e yeomelrici, Dilla
G. B. Paravia e Comp., 1893 — Prezzo: L. 2.

Brameriia (A.) — Nella geometria degli iperspazi. Nota 17 Napoli, L. Pierro,
aditore, 1803,

CArARA (B.) — Saggio d' introdusione alla teoria delle quantitc complesse
geometricamente rappresentate, Cremona, Tip. Feszi, 1893 — Prezzo : L, 2,50.

Carstont (€.) — Magnetometro unifilare dei seni (Mem. R. Ace. Se. Leit. ed
Arti di Modena. Vol, IX, Se. 1I),

De.. RE (A.) — Sulla superficie del 4° ordine a conica doppin (Rend. R. Ace,
Lincei, Vol. 1I, Se. 5% 1893).

Ferarrinit (G.) — Di un doppio isomorfismo pella toorica generala delle sosti-
tnziors (Rend. R. Ace, Lineei, Vol. I, Se. 57, | 893).

Gamsiont (D) — Roceolte di civen 4500 esercizii @i Geomsiria, di Prigono—
metria piana e sferica e di Geometria deserittivg, con una Lreve esposizione
dei vari metodi per risolverli e con esempi di applicazione dell'nlgebra slla
geomeiria, ad uso dei Ginnasi, Licet, degli lstituti lecnici & nantiei e delle
Scuole militari, ¥, Vallardi, editore, Milano ; 1893 — Prezzo: L. 2,50.

GiovenaLe (G.) — Perfezionamento della macehing pneumatica a mercurio (Atti
Ace, Pontificia de’ Nuovi Lincei, To: XLVI, 1893).

Giwvice (F,) — Salla risoluzione algebrica delle equazioni (Atti R. Ace. del
Sc. Torine, Vol. XXVIII, 1893).

GRiLLIERES (L.) — Tinde des modifications apportées par in rotalion dimrne de
la terre aux lois de I'équilibre et du mouvemenl des eorps pesants. Paris,
Librairie Noay et Cie, ]803,

Gueora (G. B.) — Due proposizioni relative alle involuzioni di specie gualungue,
dotate di singolaritd ordinarie (Rend. Circolo mat. Palermo, Tomo VII, 1883).

Loria (G.) — L'odierno indirizzo e gl attuadi problemi della Storma delle scienze
esatle. Relazione fatta al Quinto Congresso Storico Italiane. Genova, Tip.
K. Istitnio Sordo-muti, 1893,

Marcoroneo (R.) — Intorno ad un punto della teoria della rotazione di un
corpo (Rend. Circolo mat. Palermo, Tomo VI, 1893) - Sulla ricerea
dei ecentri di curvatora delle traiettorie dei punti di una figura mobile
(ldem., idem.)

MiLrosevics (E.) — Sull'anno che serve di origine delle olimpiadi (Mem. So-
cietd Spettroscopisti ital, Vol. XXII, 1893). — Sull'aclisse di Archiloco e
sulla iconografia al Canone degli eclissi di sole di Oppolzer (Idem., idem,).

Panova (E.) — Commemorazione di Enrico Betti (At R Istituto Veneto di seien.,
lett. ed arti. Tomo IV, Se. VII, 1802.03),

Pavazzo (L.) — Sopra un caso osservato a riguarde dell'influenza di conside-
revoli masse di ferro sulle misure magneto-telluriche (Mem. Sociatd Spettro-
scopistl ital., Vol. XXII, 1893).

PiRoNDint (G.) — Aleune formole relative alle linee tracciate SOPra upa super-
ficie e loro applicazioni (Ann. di mat. pura ed app., Serme II, to. XXL 1R93).

Prrrer (C.) — Dell'origine, diffusime e perfesionaments del sistema mefrico
decimale. Firenze, Loescher & Seebar, 1892 — Prezzo: L. L.

Porra (F.) — Discussioni delle equazioni generali delle coniche e delle quadriche
in coordinate cartesiane. Torino, Tip. G. Candeletti, 1803

Reslire (A.) — Mathématiques et mathématiciens. Pensées et Curiosités.
2.% edition, Paris, Librairie Nony, 1893 — Prix: 5 fr..

Vivanm (G.) — Sull'applicazione della funzione ellitica pu alla teoria dei poli-
goni di Poncelet (Rend. Circolv mat. Palermo, Tomo Vi, 1893). — Sulle
seriec di potenze i cui coefficienti dipendono da wna varighile (Ann. di mat.
para ed app., Serie IL to: XXI, 1883).

——

Uh,{usura della redazione il di 12 maggio 1893,

------
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Contmuasione ¢ fine,
V. puy. 25,57 & 113 di questo Vob. e pag. 84, 113, 169 del Vol. VII.

V.
lI' pentagono stellato fu I'emblema dei pitagorici, od il segno (i

riconoseimentn e di mutna assistenza fra i diseepoli e gh-adepti della
virtuosa Scuola italo-greca.
Prolungando tutti i lati del pentagono regolare convesso A BODEsi

trova lo stellato A"B'C" D' E"; la reita A A’ congiungente i vertici opposti

3
dei due angoli BAE = &%, A'= - = DAC & loro bisetirice

comune; 1 triangoli isoseeli A DC, 4"D € sono congrni AC—CA" e
B C pari al segmento aureo di A'C. La piramide costruita con Ia
base A B CDFE e con le faccie laterali A BE', BCD'. CDA’, DE(,

EAE ha i diedri dell’angolo al ver-
fice congrni a quelli del dodecaedro

E: BJ‘

platonico @ gli altri supplementari.
Nell'opera la Divina proportione
di Lmnca Pacioli stampata a Venezia
Panno 1509, si ammirano disegnati
dalla maestra mano di Leonardo da
Vinei aleuni poliedri a stella avent
per nucleo uno qualunque dei cingue 4

solidi platonici, sulle cui facele prese por basi ervigonsi altrettante
pirnmiili Tegolari; onde ['esterna superficie viene a comporsi di
friangoli 1sosceli. Indicando con 7, e, § i respettivi numeri delle
faccie, vertici, spigoli del nuncleo, quelli dei poliedri siellari del
Pacioli evidentemente saranno /" =a/f, v =v+f, §¥ —=s+af
love 7 rappresenta quanti latisformino il perimetro di ogni faccia
del nucleo. Supponenido i triangoli isoseeli giaeere %' ad %’ in uno
siesso piano, gli s spigoli del solido platonice divenire diagonali delle

nunve Jaceir ed 1 rimanenti %/ disporsi due a due in linea retta, i

. - . - af ﬂ - '3 ﬂ
suddetti numeri si ridarrebbero ad /* — = v'=], g =3 /-

18
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Il sommo Kepler nel 1° libro dell’ Harmonices mundi, Lincii
Austria 1649 (*) discorrendo sopra le segrete relazioni degli astri
col numeri, i ritmici suoni, e le figure geometriche, svolge le va-
rieta dei poligoni regolari stellati iseritti in una circonferenza, co-
minciando da quelli che si possono eostruire con gli elementi di
Fuclide ; poi analizzando le proprietd derivanti dal eerchio sup-

posto diviso in setie parii eguali e preso il raggio per unith di
- . . o . 2T
misura prova esistere tre eftagoni con i lati corda = =&,

(03 G
corda - =& V4 — o=y, corda = =« (3 — &) = 3, ra-

dici dell’ equazione &® — Ta* 4+ 142* — 7 — 0. Tl guale asserto
si pud agevolmente verificare eliminando @, fra la precedente

eguaglianza, e ciascuna delle variabili y, 2, poiché si deducono
7T — 3y 32— 3
28— 2

formule si otiengono due egnazioni 1'una in y 1’altra in z identiche
alla sestica surriferita evidentemente riducibile al terzo grailo.

Kepler si occupd eziandio di formare alcuni reticoli piani per
aggruppamentl di poligoni regolari diversi, e nel 2° libro del me-
desimo trattato descrisse e delined i poliedri di Platone e di Ar-
chimede enumerandone le faccie e gli angoli solidi.

Alla proposizione 26" indica. disegnandoli, due nuovi poliedri
regolari a stella K,, K, contenuti da dodici pentagoni stellati che
nel primo foggiano dodici angoli pentaedri convessi e nel secondo
venti angoli triedri. 11 dodecaedro Ky nasce cdal prolungare tutti gh

spigoli del dodecaedro platonico, n dal costruire sopra ogni faceia

); mediante le sostituzioni ¢l (uesie

di guesto solido una piramide regolare, in cui il lato 7 della base
eguagli il segmento aureo rdell’altro spigolo ('; significando con p
il raggio del cerchio circoscritto alla base e con h l'altezza della
piramide si trova (') = (p) + (k) ; ora essendo ¢ il lato del pen-
tagono regolare a stella iscritto nel cerchio p, si conchiude 4 iden-
tico al lato p" del decagono regolare a stella iseritio nel medesimo
cerchio p. Inoltre le faccie del dodecaedro platonico sono simme-
triche rispetio al suwo centro O e distano fra loro del segmento

(*) Joamrnie Kxrrenl. Opera omnia, volumen V; edizione enrata ial Doft. Tlarlo Frisch & Fran-
eoforte negll anmi 1888-78.

.
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o+ ¢, il vertice A di K; ha per simmetrico un altro vertice A’
rispetto ad O; ne consegue il diametro della sfera circoscritta al
primo dodecaedro di Kepler pareggiare o + 3. Nelle formule tro-
vate per i poliedri del Pacioli facendo /= 12, n" —=n = 5 si dedu-

cono per K, i numeri /" =1v" = 12, & = 30; perocché i venti ver-
tici del nmecleo spariscono e vengono sostituiti da quelli delle faceie
pentagenali stellate aggrnppantisi © a
per comporre ciascun angolo solido.
Simboleggino A, B, C, D, E, F sei ver-
tic1 del poliedro K, sitnatl sopra 1 raggi
che dal centro O proiettano i centri delle

faccie adiacenti nel semidodecaedro pla-
tonico, ed 4', B, C', D', E', ¥ siano i
loro punt) Eil]]]]]ﬁh"iﬁi; a1 pentagoni con-
vessi BCDEF, CAFDE, ABEFD.
CAEBF, DAFCB, BAECD, risultano gli stellati BDFCE
CFEAD, AEDBF, CEFAB, DFBAC, BEDA(C che
insieme con i loro simmetrici BD' FCE, CFEA'D, AEDB'F,
CEFAB DFBAC, BE DA C costituiscono le dodiei faceie di A,.

L’aliro dodecaedro X, si ricava dall’icosaedro platonico prolun-
gando gli spigoli BE, CF, AD termi-

nanti ai vertici di ciaseuna faceia 4 B C ed

2

aventi 1'inelinazione =% sui due lati A B,

BC della medesima ; ne risultano cosi
tante piramidi regolari 4 B C S quante sono
le faccie del nucleo ed il lato 4 B della

hase eguaglia il segmento aureo dello spigolo

AS. 1l punto § & vertice comune ai pen-
tagoni stellati che si deducono col prolungare i lati dei pentagoni
regolari convessi ABECD, ACF'BD, BCF'A'E esistenti sulla
superficie del nucleo. Adungue il poliedro X, ¢ della specie dei so-
lidi stellati del Pacioli e ponendo f=— 20, n — 3, » = D sl tro-
vano 1 numeri /" =12, " = 20, & = 30; infaiti i vertici di
- Ne sono 20 giacendo sui raggi proiefianti 1 centri delle facele del-
l'icosaedro convesso dal sno centro 0, e ad ogni vertice S di K
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CONCOrTono ire pentagoni siellati onde se i triedri fossero disgiunti
s1 avrebbero 3.20 pentagoni; ma sul poliedro K, i vertici di ogni
faceia appartenendo a cinque friedri, ne consegue esser 3.20 : 5 =12
il numero delle faccie distinte e 3.20:2 = 30 il numero degli spi-
goli, attesoché ciascuno di questi unisce i vertici di due triedri.
Rappresentando p il raggio del cerchio cireoscritto al triangolo 4 B C,
p il lato del decagono regolare iscritto nel cerchio s, 4 Palezza
lella piramide SABC, I, ' i respettivi spigoll A B, A 8 deduconsi
le relazioni (1) =3 (@), ' =3(), () =3() — () = (p + #):
(quindi si trae h=p 4" E poiché le faccie parallele A4 B(C,
A'B'C dell'icosaedro platonico distano fra loro del segmenio p + ¢,
ne risulta il diametro della sfera circoscriity al dodecaedro A di
Kepler esser triplo di quello della sfera iseritta nel suo nucleo.

I Professore Giuseppe Bertrand ricavo questo poliedro stellato
dal dodecaedro platonico uneundone cinfque a cingue i vertici, ¢ la
sta memoria & inserita nel volume XLVI dei Compies Rendus,
anno [ 858.

Fa mestieri dimosirare che il pentagono A F B E G & regolare;
mfatti la normale 4 4” ab-
bassata dal vertice 4 sulla
faccia opposta A" B C'D' E

souaglia 1l diametro e

della <lern iseritia wd il preche
A7 vathe nel merze el are

sotteso ddadla corda 070 nella

cireonfersuan 2 e 1 disiung

r: A" P pureggia 1l seginento

AP terzo proporzionale in
ordine ad 44" = 2; el
AB = : onde a motivo
<+ ¢
2

sima normale 4 4” sega il piano del pentagono F7 G 7, H in un punio
4o tale che 4 4) = ¢ distanza (; (uesto piano dal parallelo 4 B C D E,
or condottu la perpendicolare 4, @Q, alla cdiagonale F @ si vedrd 4, @,

esser identica alla proiezione A Q— /' — (1A 4 Q Iy—p4¢—QrI;

della relazione p: p' = p': T p' si ottiene 4 P =—F . La mede-
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il segmento Q f” terzv proporzionale in ordine a 2" ed # 1/ lato del de-
cagono regolare stellato iscritto nel eerchio ’; percid dalle relazioni
o FI =FI:FT +¢,p:p=0p:p —¢ ne discendono I' egna-

: ; : FI 4 ¢ " I l
glhanze FI'—p—+-¢, QF — 5 F:p + 5 A{!QD:EF"

Sussiste dunque la proporzione 4 4" : 4" P" = A A,: A, Qy, i triangoli
rettangoli A 4,0, 4 A"P” sono simili, il vertice 4 giace nel piano
delle parallele F G, B' E" ed il pentagono convesso A FB' F G & re-
golare. Cos1 ogni vertice A del dodecaedro platonico & pure vertice dei
tre pentagoni regolari convessi A FB'E G, ADI'E H', ACIT' B' 1.,
che hanno per lati le diagonali delle faccie e gli altri vertici coingi-
(ono con quelli del poliedro. Da questi pentagoni si deducono gli stel-
lati ABGFE, ATHDE, AI'L’CB' segantisi dus a due per i
lati AB, AE, AT e percid componenti un triedro 4 con gli angoli
piani ugunali a ;— Aggiungendovi i poligoni A'B G F' F, A" IHID E,
A" 1L C B simmetriei dei primi rispetto al centro 0 del dodecaedro, si
vedra esistere fra i detti sei pentagoni stellati soltanio due col vertice
B segantisi per il lato BA', & poiché gl altri lati concorrenti in B
sono B G, BC' si troverh il nuovo pentagono stellaio B G’ H'D C
che interseca i primi due lungo l¢ refte B @', B e deiermina con
essi il triedro B congruo ad A. E costruendo il suo simmetrico B @
A P'C risultano insieme ai precedenti otte pentagoni stellati, dei «uali
due soli banoe il vertice eomine e si segano per il late OB sic-
core gl altei dwe Jati coi termind in © sono ° Y, C L' si deduce il
pentagonn stellato O L7 F 27 forinante ¢ol primi due il triedpn (!
cotite al 2 ov B Descrrvendo i siinelyico O L IE 1 st otdiazom
col surrierity, ieci peniagoni stellati, fra 1 quali tre compongono il
tricdro D, altri il triedro £, ma due soli hanno comuni il vertice #
ed il lato FE', e poiché i loro lati adiaconti sono F G, F L si vedri
doversi aggiungere 1 poligono F G H I L per formare il triedro F: ed
insieme al suo simmetrico # P H' I' L' completano 1'intera snperficie
del poliedro stellato K.

Al due solidi Kepleriani K, K, sono respettivamente correlativi
il dodecaedro Py e Picosaedro Py stellati, nel 1810 invenuti dal geu-
mefra Poinsot (Journal de !’ Ecole Polytechnigue, 10° cahier); ai cinque
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veriiel di ogni faceia del poliedro &, corrispondono cinque piani formanti
un angolo pentaedro stellato in P,, e viceversa alle cinque faccie enm-
ponenti ogni angolo pentaedro convesso di &, corrispondono i vertici
di un pentagono regolare convesso faccia del solido P,. E poiche in
due poliedri correlativi indicati con /50,5 i numeri delle faceie, vertici
& spigoli dell'uno, risultano #, /. ¢ i rispettivi numeri dell’altro, si con-
chinde ¢/ dodecaedro P; di Poinsot esser costitwilo da dodiei fuccie
peniagone regolari convesse, dodic angolr penlaedri stellati e trentq
spigoli. Ragionando in simil guisa per il solido K, composto di venti
angoli triedri, dodici faccie pentagonali stellate e trenta spigoli, sive-
dra l"icosaedro P, di Poinsot Contenere venti faccie Iriangolari e i-
latere, dodici angoli pentaedri stellaiti irenia spigoli.

Il professor Bertrand ricavd i poliedri Py, P, dall'icosaedro pla-
tonico: infatii ogni vertice 4 di (] -
sta figura © comune ai cingue pen-
tagoni convessi ABEC'D, ADB FC.
ACDEF, AFCBE, AEFDEB
situati sulla superficie dell cosaedro,
e che hanno un lato coincidente con

clascuno spigolo dell’angolo solido 4,

secondo i quali si segano due a due i
suddetti poligoni ; i termini dj questi
spigoli cadono nei vertici del penta-
gono stellaio BE'FCD che & pure una faccia dj P, ed insieme
con le altre 4" B 4" CD, A"EFDE, AFPCBE ACDE R
A'DBRC, B EF ¢D sinmetriche delle prime compongono la
superficic del dodecaedro stellato di Poinsot. Parimenti ogni ver-
tice 4 dell”icosacdro platonico ¢ comune aj cingue triangoli equi-
lateri A" E, AEB, AB'D, ADC, AC F, descritti col lato
pari alla diagonale del pentagono regolare convesso A CFB'D: i sud-
dettiiriangoli segansi due a due higoilati A B, AB, AD, AC AF
aventi gli estremi nei vertici del pentagono stellato B D' ¢ 7. Ag-
giungendo i trilateri A'FE. A'E'B, A'BD, A'DC, A'CF simme-
tricl dei primi cinque si ottiene la metd della superficie del po-
liedro P,.
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Fra questi dieci triangoli esistono due sole faccie col vertice B
segantisi per il lato B A" onde si dovranne unire ad essi i triangoli
BE C, BC F, BF D per comporre il pentaedro stellato B congruo
ad 4. Costruendo i loro simmetrici B EC, B'CF, B FI' & facile
osservare come per le sedici faccie precedenti esistano quattro sole
col vertice comune C e percid doversi aggiungere il triangolo C ED
per ottenere 1l pentaedro siellato C congruo ad 4 e B. Presa la figura
C'E D simmetrica di CE D si vedrd come fra i diciotto triangol;
surriferiti vi siano soltanio quatiro eol vertice comune D, e vi oe-
corra. la faccia DF' E per comporre il pentaedro stellato D congruo
ad A B C. Aggiungendovi la simmetrica I’ F E' si avranno determi-
nate le venti faccie dell’icosaedro stellato P,.

Per un poliedro conteniuto da faceie tutte n-latere e da angol]
solidi tutti mm-edri sussistono le relazioni (1) # /= m v =— 2 5. Proiet-
tando le faccie di un peliedro regolare dal suo centro sulla superficie
sterica in esso iscritta o circoseritta, ottengonsi poligoni sferici equian-
goli ed equilateri avenii i loro vertici sovra circonferenze minori,
Significando con @ la misura di ogni angolo sferico referita all’an-
golo retto, la somma degli angoli intorno a ciaseun vertice di questi
poligoni si esprime per (2) ma=4r; dove ¢ rappresenta la specie

dell’angolo solido, pari 4l numero dei giri che 'arco di cerchio mas-
simo, proiezione di uno spigolo, deve eseguire attorno al vertice per-
correndo tutti gli m angoli sferici successivi, Se indichiamo con P
il centro sferico (o polo) del cerchio minore cireoseritto al poligono
Ay Ag Ag . - . Apy 4, proiezione di mwna faceia del poliedro, 1aren ¢
clascuno dei detti triangoli sferiei isoseeli PA; 4y, PAgAs, ... ..
PA, Ay referita al trirettangolo verra misurata dall'eccesso sferico
o — 2, e percio I'area di tutto il surriferito poligono egnaglia #n o — 2,
ovvero na@-+4¢ — 2 n; perché la somma na degli angoli si compone
degli angoli mterni ai vertiei #el poligono e di ¢ volte quattro rettr:
essendo @ la specie di questa figura, od il numero dei giri compiuti
dal raggio sferico P 4,, quando l'estremo A, abbia deseritto il pe-
rimetro 4,43 As . . .. A, Supponendo esistere /poligoni eguali ricuo-
prenti e volte la superficie sferica avremo (3') (na—-4p—R22) /=
Se; 1 qual numero e chiamasi la specie del poliedro. 11 geo-
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metra Poinsot nella sua memoria introdusse gli angoli solidi concavi
stabilendo Ja formula (2) e considerd solo poligoni convessi dando
la (3°) col valore p=1. Il sommo Cayley generalizz} il teorema
Euleriano i un breve seritto pubblicato nel 17*° volume del Phslo-
soplical Magazine, anno 1859, mostrando la relazione D S —
S-<e per i poliedri a faccie stellate ed angoli solidi eoncayi:
come & facile verificnrla per i poliedri regolari eliminando a, m, n
per le precedenti eguaglianze (17, (29, (3). Da quesie ricavasi la

. . " . ; p & v &
seriedelle identiche raglnnl(4j2(mq:+ﬂu] mﬂ‘“'d—%ﬁdﬂ o

scambiandovi 72 con 7. « con ? rimangono invariabili i numeri ¢ ef 8,
I poliedri sono correlativi, il numero delle faceie (o vertici) dell’ uno
pareggia il numero dei vertiei (o faccie) dell’altro. Cosi attribuendo
nella (4') ad #, ¢, m, ¢ i respettivi valori 5, 2, 3, 1 (oppure 3, 1, 5, 2)
risultano per e, [, v, 8 le pil piceole soluzioni 7, 2, 20, 30 (oppure
1,20,12, 30), che danno il dodecaedrs K, o Vicosaedro P, della
settima specie, e nella slessa serie (4') posto M—=n=>5, p—2,
=1 (oppare p—=1,6—2) si traggono per e, /. r, § numeri pro-
porzionali ai rispettivi 1, 4, 4, 10, e moliiplicati questi per & danno i
numeri 3, 12, 12, 30, che forniscono 1 due dodecaedri stellati R,, P,
della terza specie. Ad ogni maniera di decomporre 1a superficie sferica
m poligoni regolari eguali corrisponderebbe un poliedro regolare eirco-
scritfo alla sfera; siblene leguaglianze (1°), (29, (3) risnltano neces
sarie ma non sono suflicienti a determinare la cereata decomposizione.

. BrLiacom,

Cak T w——
F' ‘.._AEB i —

SUI NUMERI DATI
MEDIANTE INSIEMI DI NUMERI RAZIONALI

T o i i

L'uso di gruppi di numeri per la determinazione i alty numeri
¢ ormai aflatto comune: tuitavia ¢l pare che il eollegamento di detta
maniera di determinazione aj primi eoncetti di limite s possa mi-
gliorare e semplificare: appnato queste ¢i proponiamo ora di fare.

Considereremo sempre insiemi formati di soli numer; razionali,

o Il =
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sebbene questa limitazione non sia necessaria, per non complicare la
dicitura senza conseguire nessun utile né teorico né pratico.

L.

DEFINIZIONT E PROPOSIZIONI FONDAMENTALI SUGLI INSIEMI DI NUMERI.

Anzitutto ¢i occuperemo della determinazione d'un numero per
mezzo di due insiemi limitrofi e stabiliremo, pei numeri determinati
in tal modo, i concetti d'egnale, maggiore e minore, conecetti che per
numeri razionali son quelli che si danno negli elementi d’aritmetica.

1. Defimzione (D.). Si dice che wn numero & razionale se il
medesimo pud esser dato da una frazione ordinaria, a termini interi.

Si sa dall’aritmetica che un numero razionale si pue sempre
esprimere, ed in un sol modo, o con un intero o con una frazione
irreducibile.

2. D. 1. Si dice che dei numeri formano un insiene, od un
gruppo, ol una classe per significare che i medesimi sono tutti i
numer: avenii certe assegnate proprieta.

Dicesi che un insieme ¢ finilo, od mfinilo, secondo che eonsta
d'un numero finito, od infinilo, di numeri.

D. 2. Si dice ¢che un numero d'un gruppo € un massino, od
un minémo, se il medesimo non & minore, o non & maggiore, di
nessun numero del gruppo.

Teorema (1.). Un insieine, che non CONLENGa UN massimo ed
un moamo, & infinilo.

Dimostrazione (R.). Infatti: se un insieme prive i massimo
contiene il numero a,, devesi trovare nell’insieme un NUMEro g, mag-
giore i ay, e, siccome a, Non e massimo, vi si deve trovare un nu-
mero as maggiore di ag; similmente, non potendo ag essere un mas-
Simo, vi sard un numero a, muggiore di a,: continuando cosi s
riconosce la presenza nell’insieme di infiniti numop @ @ Qg Aq .. .
clascuno dei quali supera il precedente. Se Iinsieme fosse privo di
minimo, si riconoscerebhe in modo simile la presenza i infiniti nn-

meri osservando che, dopo d'aver fissato un numero dell'insieme, se
ne potra sempre fissare uno piti piecolo.

18
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Corotlario (O.). Ogni insieme finito contiene un massimo ed
un minimo.

Esempio (E.) 1. L'insieme (21, 23, 5, 9, 17) ¢ fimito: ha il
minimo 5 ed il massimo 23.

E. 2. L'insieme dei numeri razionali non mmori di 2 e minori
di 5 & infinito : contiene il minimo 2 e non ha massimo.

E. 3. L'insieme dei numeri razionali maggiori di 3 aventi qua-
drato minore di 11 & infinito e non contiene ne massimo né minimo.

E. 4. L'insieme dei numeri razionali non minori di 3 e non mag-
giori di 7 & infinito e contiene il minimo 2 ed il massimo 7.

3. D. 1. Si dice che wn insieme & superiore ad un aliro se
ogni numero del primo insieme & maggiore di eiaseuno del secondo
allora dicesi pure che il secondo insieme & enferiore al primo.

D. 2. Si dice che due insiemi sono lemitrofi se uno & inferiore
all’altro ed ogni numero razionale positivo dato arbitrariamente &
pit grande che la differenza di due numert presi convenienternente
neli'insieme inferiore I'uno o nel superiore 1'altro.

E. 1. L'insieme dei numeri razionali minori di 10 non € né in-

feriore né superiore a quello dei numeri ottenibili da 8; ﬂ: ;5
attribuendo ad = i valori 1. 2y By 5% 0y 100.
B. 2. L'insieme dei numeri razionali minori di 2 & inferiore a quello
dei numeri razionali compresi fra 7 e 9: i due insiemi non sono limitrofi.
E. 3. L'insieme dei numeri razionali compresi fra 3 e 5 e quello

dei numeri razionali maggiori di 5 sono limitrof,

T . : oy N = | ,
E. 4. L'insieme dei numeri otienibili da = e ghello dei

{ »n
on -+ 3
da

numer: ottenihili , dando ad # totii i valori interi po-
sitivi, somo limitrofi.

E. 5. L’'insieme dei numeri razionali 2 soddisfacenti la disegua-
glianza « 4~ 2® < 1 & guello dei numer razionali y soddisfacenti
la y 4+ 4" > 1 sono limitrofi.

4. 'I. Se ¢ dato un insieme di numeri razionals tullz minori, o
maggiori, d"un dato numero razionale, Uinsieme dei mumeri ra-
Zonall magegiori, 0 minori, d'ognt numero dell'insieme dato ed il
dato sono limiirofi.
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R. Sia (X) un insieme di numeri razionali ed A sia un numero
maggiore d’ogni numero di (X). Si componga un insieme () con
tuttl 1 nameri razionali maggiori d’ogni numero di (X), tra i quali
sonvi per ipotesi 2 ed 1 maggiori di A. Il gruppo (Y) & manifesta-
mente superiore ad (X'): dico inoltre che ogni numero razionale po-
sitivo, &, & maggiore della differenza di due numeri presi convenien-
temente, 'ino in (X)) e l'aliro in (Y). Infalti; si fissi un intero n
maggiore di —i per cul sara ¢ > —:: . 81 prenda poi in (Y) la minima
trazione di denominatore n, la quale per quanio fu supposto non sara

hn pAL s i . . m .
ossia di /4 : fale minima frazione sia = la frazione

maggiore i

M — ]

non sara dunque in (Y) epperd non supererd tuiti i numeri

i (.X): in questo groppo prendiamo appunto un numero &, che non

i . .om — ] m ,— - | i )
sia minore dj - Sarh cosl = >a > —— , Per cui sara

m i

, m g — | :
e i — OSSIa
” < 7 n

; 1

n

: l o . . .
per cui, essendo — < &, sard con piti ragione minore di = la diffe-

renza tra il numero :'— di (Y) ed il numero & di (X). Resta cosi pro-

vato che 1 gruppl (X) ed (1) sono limitrofi.

Si dimostra nello stesso modo il teorema per I’insieme dei numeri
razionali minorl di quelli d™uno dato e quest’insieme dato.

H. 1. L'insieme dei numeri razionali minori, o maggiori, d'ognt

i 8n — 1 . v ; .
numero otienibile da ———%— dando ad % i valori interi positivi mi-

=

nori di 1000 e l'insieme dei 999 numeri, ottenibili come fu detio,

sono limitrofi.
] — nt

E. 2. Il groppo dei numeri ottenibili da ——— dando ad n ogni

valore intero positivo, e limitrofo all'insieme dei numeri positivi. Non
esiste nessun numero minore Li’ogrmn{) di quelli otienibili nel detto
modo.

0. D. 8i dice successione un insieme i numeri corrispondenti uni-
vocamente ai valori inferi positivi di »: il numero corrispondente al
valore p di »n dices) 9™ numero della snccessione.
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Si dice che una successione non & mai decrescente se nessun $uo
numero & piu piccolo del precedente: si dice che non & mai crescente
se nessun suo numero ¢ maggiore del precedente. Si dice che una suc-
cessione e sempre crescenle se ogni suo numero & maggiore del pro-
ceclente ; st dice che & sempre decrescente se 0gnl suo numero & mi-
nore del precedente. Diconsi monotone le successioni mai erescenti, o
mal decrescenti; si dicono oscillanti quelle non monotone.

T. Se ¢/ numero 0™ d'uma successione mai decrescenie ci nu-
mert razionali é minore, qualunque sia 1, del numero n™ d’'unao
mai crescente ed ogne nwmero razionale posilivo é maggiore della
differenza der numeri n™ delle due successions, per opporturi va-
lore di n, le due successioni sono limatrofe.

R. Siano @, y, i numeri ™ di due successioni di numeri razio-

nali, (X) ed (Y): e supponiamo che sia, per tutti i valori di 2.
Loy, ? &y +=1 yn = yn—|~1 H"'ﬂ < y - LIS !
: : ' . RLERE
Sia 2, un numero (ualunque di (X) ed Y, Uno qualunque di (Y): g1
siccome i numeri & non decrescono mai ed i nnmeri Y 11011 CTescono ",.“:,; ]
CIUREN
— —— B T
Lp = Tp 4 g Ya= Yo )q el
" TER
per cui, ricordando ancora essere &, .. , < Ypg» 8l riconosce che & : ﬁf"é
LpZ By g < Yp 4 g < Yq if
1'5';;3.&}
da cui segue dover essere @y < Yo Ugni numero (i (X) ¢ dungue mi- : ,:,::;F
. v g : . . . : e
nore di qualsiasi numero di (Y); ma, per ipotesi, ogni numero razio- S
nale positivo ¢ maggiore della differenza di dne yunyeri Presi conve-
nientemente 1'uno nell'ma e I"aliro nell'altra suceessione per cui le
rue suceessioni sono limitrofe.
E. 1. Le dve successioni aventi per numeri n*™
o 3n — 7 Sn -4 1!
T  Bn Yn = Sn
sono limitrofe.
K. 2. Le successioni aventi per numeri »n™
14 3 5 . 2n 4| ! .
@n = : ?_.-‘-*__I_Ti-_’_l_ ST (2a)! Yn=— &y, (25)! |

sono limitrofe.
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6. T. 1. Se due insiemz di nmwemert razionalt sono Rmalrofi e
luette @ nuwmert razionali compresi fra un numero dell'inferiore ed
uno del superiore appariengono all'vuno od all'allro insieme e non
st rova un massimo nell’insieme nferiore né un minimo nel supe-
riore, allora non esiste un numero razionale, che non $10 minore
de nessun numero dell'insieme inferiore e non sia maggiore g nes-
suno el superiore.

R. Siano (X) ed (Y) due insieru limitrofi di numer: razionali e
supponiamo che ogni numero razionale compreso fra un certo numero
&' di (X) ed uno ¥ di (Y) appartenga ad uno dei due insiemi. Dico
che, se non conterrd un massimo il gruppo inferiore (.X) né un mmimo
il superiore (Y), non potrd esistere un numero razionale che non sia
minore di nessun numero dell'insieme inferiore e non sia maggiore di
nessuno del superiore. Infatti, se vi fosse mn nmumero eon quesie pro-
prieth, non essendo il medesimo minore di & né maggiore di y’, do-
vrebbe appartenere ad uno dei due gruppi : se appartenesse al grappo
inferiore, sarebbe un massimo del medesimo, non essendo minore di
nessun numero dello stesso: se invece appartenesse al grappo superiore,
sarebbe un suo minimo, non superando nessun numero del medesimo.

T. 2. Se due insiemi di nuwmer: razionall sorno hmilroft, od c¢si-
ste un 8ol numero razionale che non ¢ minore di NeSSUR NUMETO
dell’ insieme inferiore e non €& maggiore di messuno del supe-
riore, 0 non ne esiste alcuno. In quest'wltimo caso non puo avere
un massimo ['ingieme inferiore ne wn ninimo il superiore.

R. Siane (X) ed (Y) due insiemi limitrofi di numeri razionali
e supponiamo che g¢sista un numero razionale @ che non sia Mminore
i nessun numero del gruppo inderiore (X) né maggiore d’alcuno del
superiore {Y). Se & dato un numero razionale & maggiore di a, es-
sendo limitrofi (X) ed (Y) e numero positive b — a, si possono prendere
on numero in (X) ed uno in (¥} tali che la Joro differenza sia pin
piccola di & — a: siano &' ed y' iali numeri; sia ciod:

Wy —2 <b—a epperd b >y + (a — &).

Per 'nltima diseguaglianza, essendo positivo o nullo ¢ — &', & b > ¥ .
Adunque, ogni numero maggiore di 2 & maggiore di qualche numero




di (Y). In simil modo si riconosce che Oghi numere razionale minore
di & & minore di qualche numero di (X) per cui nessun altro numero,
oltre ad @, gode la propriefd di non esser minore di nessun numero
del gruppo inferiore (X) e di non esser maggiore di nessimo del
superiore (¥). Ora un numero, che fosse un massimo del gruppo
inferiore od un minimo del superiore, non sarebbe minore di nessun
humero del gruppo inferiore pé maggiore d'aleuno del superiore per
cul segue che: se un numerg razionale con queste proprieta non
esiste, non pud esservi un massimo nel gruppo inferiore né un minimo
nel superiore.

E. 1. Non esiste un numerp razionale, che non sia minope di
1essun numero razionale avente quadrato minore di 3 né sia mag-
giore d’aleuno avente quadrato maggiore di 3,

E. 2. Le due successioni aventi per numeri 5™

dn — | 4dn 1 |
2n Yn — 2n

&y —

sono limitrofe. 1] numers razionale 2, ed esso solo, non & minore
di nessun numero # e non & maggiore di nessun numero y.
(Continug). F. Gropics.

—3R0E—
LA RISOLUZIONE COMPLETA D UN PROBLEMA

Il problemn che forma cggetio della presente nota fu gia tratiato in (juesio
Periodico ("), od altrove (") ma né 'una né I'altra irattazione ci sembra com-
pleta, ed & per cid che crediame Cpportund ritornare sull'argomento, non tan(o
per 1 problems in se SUess0, quante per determinwre i Limiti aj uali, & nostro
a¥viso, deve giungere la trattaziope completa di un problema geometrico di se-
condo gredo o riducibiie al secondo grado,

Desideriamo specialmente porrTe in evidenza che la traitazione geometriea &
un problems deve contenere, oltre alla s0luzione, la discussione geomelriea com-
pleta, dei dati e ides riswitati, senza limitarsi ad accennare alla possibilitd o
meno che il problema ammetta una o pin soluzioni, e che la trattazione alge-
brica di un problema geometrico deve giungere alle identiche conclusioni non
2010, ma contenere la rappresentazione grafica delle incognite, senza di che un

(*) Aumo V1, 1881, pag, 1395,
{**) Dolr. Tog. Feperico Ovemrna : Aleune guestioni i Mafematica stementare — Cassle,
Tip. e Lit. ¢ Usssene, 1893, pag. 18.
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probleme geometrico non si pud dire risolto. I ben vero che, cercando tale
rappresentazione, raramente & giunge alle sempliei ed eleganti costruzioni che
costifuiscono la risoluzione geomeiries, ma eid potra formare oggetto di studio.
Crediamo utile infine che faceia seguito tanto alla risoluzione geometriea, quanto
alla risoluzione algebries, la ricerca del come possano variare 1 dati del pro-
blema, rimanendo invariate aleune soluzioni di esso.

A chierire il nostro concetio varri V'esposizione compendiata del problema
in diseorso.

Promexa. — Dal vertice A di un triangols ABU, ¢ ced lati sono (lati,
condurre al lato opposto BC una retta AD, in mods che il guadrato di AD
S0 equivalente al retlangolo dei segmenti BD, DC del lato B C. Calcolare wno
det segmenti, e discutere 1 dati e il risultate.

RISOLUZIONE GEOMETRICA. — Posta la condizione che il punio D debba tro-
varsi fra B e C, sia 0 il centro della circonferenza circoseritta al triangolo.
I punti comuni al lato BC ed alla circonferenza che ha per diamefro 0 A
risolvono il problema ; infatti tale circonferenza & il lnogo geometrico dei punti
di mezzo di tutie le corde condotte per A nella circonferenza circoscritta al
iriangolo. Si potranno eost avers due, una o nessuna spluzione: ed é condizione
necessaria € sufliciente per la possibilits del problema che la perpendicolare M N
abbassata dal punto di meszzo M del raggioc OA sul lato B C sin minore ol
nguale ad M 0.

Se l'angolo A del Iriangolo dato & ottuso, si ha M N < M0, ed il pro-
blema ammetie due solazioni.

Nel caso speciale che il triangolo, essendo Oitusangolo in A, =ia isoscele, i
due pumii D che risolvono il problems, e che chiameremo D, D,, sono ad
uguale distanza dai vertici B & €, ed i segmenti AD,, AD, sono uguali.

Se I'angolo A & retto, si ha pure in generale MN < MO: il problema
ammette doe soluzioni, ed uno dei punti D coincide col punto di mezzo di BC,
mentre I altro & il piede dell' altezza corrispondente a B (: infatfi uno degli
angoli avenli il vertice in tale punto risulta inseritto in mesza circonferenza.

Nel csso speciale che il triangolo. essendo rettangolo in A, sia isoscele si
ha MN = M0, ed il problema ammetie una sola soluzione determinata dal
punto di mezzo di B C.

Se I'angolo A & meuto, pud essere M N % MO. Per determinare in quesio
ca80 & quali condizioni debbano soddisfare gli elementi datl, ossia i lati del
triangolo, affinché il problema sia possibile, supponiamo che la circonferenza di
centro M ¢ di raggio M O sia tangente al lato B (¢ nel punto D, », e tagli i
lati AB ed AC rispettivamente nei punti P e Q loro punti di mezzo. Condotti
i segmonti AD,y, PDiy, @D, e PQ, il triangolo PQD, , & isoscele.
quindi AD, , & la bissatérice dell'anzolo 4, e si he pereid :

AD, ;+BD, ;.CD, ,—AB.BC ossia 2BD; ;. CD, = AB.BC. ()
M si ha pure:

BD,,— BP.BA e CD; ,=— C0Q.CA
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Oasis ¢
_ iB .,  A¢
_DE - — B o—
B 1__._ 2 E S.DI__ 2 b |
quindi, sommando membro a membro queste due relazioni e la (1) insieme :
— -
— _ AB AC
BD§‘E+C.D?_E+EBDLE.C-Dj_g__ 2 + 2_' } AB-BC!

OSSIA : _
2BC"—=(AB+ AC).
Se invece la circonferenza di centro M o raggio M O taglia il lato B C in due
punti, prendendo =sullg ecirconferenza cireoseritia al triangolo 4 B un punto A,
tale che, condotto il raggio 0OA,, la circonferenza di centro M, (punto di mezzo
di 04,) e raggio M, O risnlti tangente &l lato BC, si ha per la dnnostrazione
precedente -
2BC = (A, B+ A, ),
ma ():
A\B+A4,C>AB+ AC,
dungue :
2BC > (AR + AC) .

Se infine la circonferenza di centro M e di raggio M 0 né toeea, né taglia i
Iato B C, preso il punio 4,, come sopra si é detto, si ha ancora :

2BC = (4, B+ A, O,
~ma () in questo caso:
4, B+ A4, CL AB+ AC,

(*) Lmneaa, — Se cfue triangoli aventi un lafo in comune sono tnaerilél nello slesso cerchio, la
#omma degli allri due lgii ¢ maygiors i guel trigngolo che ha maggiore Uallexza corrispondente gl
tafo epmune,

. — Siane 4 B O, 4, BC i dus trlangoli, che potremo ritenere sitnati della stessas parte
el lato comune B 0, e sia ad ea, A B0 quetlo che ha msaggiors 1'altezzs enrrispondente 4] lalo
B ; si vuol dimosirare che
. JH-}-JE}AIE-}-AlE.

K manifestn che se-
B4 ¢ BA, 5i ha {?Alfyﬂ'.d,
e fnvees:

BA, > B4, gl ha: Ca, CA;

per fissare i idee supponisme che si verifinhi Ia prima Ipotesi, allora n) dimostrare she -

AR -}-.dﬂ'}..ilﬂ—j—dlﬂ
equivarrs il dimostrare che:

48 — AR A C— A0,

Bnilatl HA e E’AI Aapartire da Heda s Prends rispettivamente BP — JE"!Ij £ EFPI = {4,

o, condots] | segiwenti Aa,, AP, AF, , 8 notl che | dne triangoli A4 P AA Pl hanmo uguall
gll angoll oppost! al lato eomume A4, perché supplementari degll angoli alla hoae dei triangoli
isogoell BA P, C4 P, ehe hanno ngnali gli angoll al vertlee; ol pud Gongue descrivere wns oir-
eonlerenza per { puntl A4, 4,, P, PI - Bl not] inolre elie nei dne triangoli xl.:i]P, Ad P 1'an-
gole 4 A P del primo ¢ minore delVangolo 4 A, P, del senondlo, sard gnind "'angolo A Ay P del
rrimo maggiore dell'angolo dl.& £, del seeondo, ¢ pereid el eerohio AA!PP] sarii 1o corda AF
maggiore dells cordn 4, Py, ¢ v, .,
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dunque:

2BC < (AB 4 AC),

Snlla posizione reciproea della ecirconferenza di cemiro M e raggio MO e
del lato B C non si possono fare altre ipotesi, d’altra parte le ipotesi fatte hanno
condotto a conclusioni che si esgludono & vicenda, dungue sono vere le propo-
sizioni inverse, cioé: Se sussisie la disuguaglianza:

9B C > (AB -+ ACY,

la circonferenza i ceniro M e raggio MO taglia n due punti il lato 2 C, ed
il problema ammetle due soluzioni. Se sussiste 'uguaglianza :

2BC — (AB+ AQ)?,

la eirconferenza tocea il lato B, il punto di contatto & sulln bissetirice del-
I'sngolo A, ed il problema ammette unna sola soluzione. Se snssiste infine la
disugnaglianza !

2BC < (AB+ A0y,

la circonferenza né taglia, né tocca il lato B C, ed il problema non ammetie
soluziont.

Nel caso speciale che il triangolo, essendo acutangolo in A, sia 1soscele, 1
problema & manifestamente impossibile, ed in conseguenza & pure impossibile se
il triengolo & equilatero.

Posta la eondizione che it punifo .D debba trovars: sul prolungamento di B £,
ess0 sara determimato su tale prolungamento dalla tangenie condotla in A alla
eirconferenza circoseritta al triangolo A B C. Perché 1l problema gia possibile, &
guindi necessario e sufficiente che i lati A B ed A C siano disuguali: ed il punto
che risolve il problema, e che chiameremo D,, sard dalla parte di B o di C,
seconilo che st avra A C E AB.

(Continua). Dieee Doilt. Feriaw.

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Sull’area delle figure piane limitate da linee rette (Dai Sitzungs-
berichien der Dorpater Natwrforscher Gesellschapt. dinrg. 1892). — Un pro-
blema cosi semplice come quello della misura delle aree piane limitate da linee
rette non fu anecora trattato, per quanto risultae da) lavor: che 10 comosco, con
tutto il rigore e tutta la chiarezze possibili. A tacere dell’ introduzione d
procedimenti illimitati, vengono a Morto usaii assiomi generali concernenti le
grandezze, assiomi immediatamente evidenti solo quande le grandezze con-
siderate sono segmenti rettilinei, quando cioé il confronte fra esse si pud fare
mediante sovrapposiziene, Uno di tali assiomi generali sulle grandezze, che viene
applicato in tutti i trallati o me noti di geometria elementarc per dimoslrare
I'equivalenza di due parallelogrammi aventi egual hase ed eguale altezza, ¢ ad

20
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es. quello che «grandenze eguali tolte da grandezze eguali danno differenze fra
lovo eguali». Seinfatti i lati dei parallelogrammi opposti slla base comune hanno
tomune una parte od almeno un punto, i due parallelogrammi si possanoc im-
mediatamente decomporrs in parii tali che ogni parte dell” uno corrisponde ad
una parte ad essa eguale nell'altro. Ma nel easo in cni quei due lati non hanno
aleuns parte comuue si credette dovere abbandonare quel metodo di dimostra-
zlome, insuperato e fondato su una definizione precisn, e com'é noto Io si ao-
stitul con altro ove ciascuno parallelogrammo si considera come la differenza
fra uno stesso trapezio e due triangoli congruenti, Ma sinché non si sia rinseit;
A misurare mediante segmenti le aree piang, il che & reso possibile appunto e
solo coll” aiute del leorema da dimostrare, ¢ illezittima 1’ applicazione del pre
cedente assioma sulle grandezze.

Qaesto metodo di dimostrazione si deve dinqne rigettars, con tanta maggiore
ragione perché in ogni caso ognuno det due parallelogrammi aventi la stessa
base ed eguale altezza pud venir decomposto, 1n modo semplice ed intelligibile
& qualunque scolaro, in un certo nomero di parti tali che ad ogni parte dell®un
parallelogrammo corrisponda nell’altro una parie congruente. Fsso si trova esposlo
ad es. nella 1 parte (p. 75 e seg.) delle Vorlesungen siber allgemeine Arithmetik
dello Stolz (Leipzig 1885). Questc metodo Pad  anzi un po' semplificarsi eol
diminmire il numero delle partt in cui si fa Ja deromposizione ).

St considerino infatti gli estrem contigui dei lati dei parallelogrammi op-

posti alla base comune e par ciascuno si conduca la parallela ai lati del paral- - L 4

lelogrammo a cui guel veriice non appartieng e si prolunghi fino ad incontrare
1 lati estremi dei doe parallelogrammi. La conginngente dei due estrerni cost

oifenuil & parallela alle due bagi e stacea dai due parallelogrammi dati due -

nuovi parallelogrammi immediatamente decomponibili in due coppie di triangoli
a due a due congruenti, Se | due parallelogrammi residui hanno per lati opposti
alla base comune due segmentt non aventi aleon punto comune, si operi su di
easl come prima e cosi dope un numero fimto di prove si giungerd ad una
coppia di parallelogrammi a cuj & epplicabile il consueto ragionamento. Se Je

distanze degli anzidetti vertici configui dei lati opposti alla comune base & mag-

giore di n volie ln base, ma non maggiore di n 4+ 1 volte la bace stessa, al-
lora ogni parvallelogrammo rests decomposto in un irapezio (o per eccezione |m
triangolo) tre triangoli ed parallelogrammi, e ad ogni san parte ne corri-
sponde una congruente nell'asltro paralielogrammo.

Ure se in gencrale si chizmano equivalenti due figure piane rettilines quando
clascuna pud essere decom posia in un numero finito di parti per modo che ogni
parte dell'una figura corrisponda ad uns parte congruente dell” altra, =i pud,
come 31 legge in Stolz 1. 2., dimostrare con pieno rigore che ad ogni figura
dell'anzidetia specie si pud associsre un reitangolo equivalente avente per uno
dei suoi lati un dato segmento ed sllora la superficie di essa figura & realmente
rappresentata dall'aliro lato di quel rettangolo. Perd cosi si & tacitamente pas-

(%) Cfr. anche: De Paolis, Elementi di Geometric, p. 298 — Faifofer, Ee. i Feo., T* ediz.,
P. 187 ed esercisio 501 p, 212 — Bannia e D'Ovidlo, Efe. di @eo,, 8 edir., p. ¥IR _ Lagzeri e
Bassani, Ble. di Geo,, p. 2305 erc. (N. d. B

= - T -
e P ST e L s
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sati sopra la questione se guesio rettangolo sia determinato nnivoeamente, s& cioé
decornponende aliriment: la figura in triangoli ~ & questo in fatto il punto di
partenza — non si ottengs un aliro rettangolo. Tale silenzio non pud eseere giu-
stificato che escludondo lz possibilita che un retiangolo sia equivalente ad una
sua parte in base all’assioma gencrale delle grandezze che dice « non potere es-
sere la parte eguale al tutto» : ed in fatio Stolz nel c. 1, alla citala definizione
di eguivalenza aggiunge la condizione: « Un poligono & maggiore di un altro
se comtiene, oltre alle parti di questo, delle altre ancora ». Ma & chiaro che colla
precedente defimzione precisa dell'equivalenza questa proposizione non € in alcun
modo chiara di per s& ed un primo leotalive per dimosirarla conduce ad un
metodo di esaustione 1l guale anz, prescindendo dal procedimento illimitato
ivi adoperato, non sembra nemmeno condurre allo geopo. Eppure anche qui sl
pud, con mezzi semplicissimi ¢ senza infrodorre aleun postalato, raggiungere
complelo rigore entro 1 limiti della sceita definimone di equivalenza,

Basia a fale scopo partire da cid che: 1 ad ogni triangolo si pud assoeiare un
rettangolo equivalente avente un dato lato, cosa che non esige molie spiega-
ziony; 2" ogni poligone pud in un modo delerminato venire decomposto in triae-
zoli, CUome mode di decomposizione =1 presenta spontaneamenie quello ado-
perato da Mobius (Ges. Werke, vol. 11, pag. 485 e seg.) e nel guale si prende
come vertice comune di fufll guei triangoli nn punto posto nell’ inierno o sul
perimetro del poligono e come basi i1 lati del poligono stesso. In tal modo per
ogni posizione del verfice € associato al peoligono un reitangolo determinato,
quello cioé che nasce 1iunendo 1 retfangoli equivalent: ai iriangol componenti
ed aventi tufii per un lafo un dato segmento, ed & agevole dimostrare (efr.
Mabius 1. ¢.) (") ehe il rettangole ottenuto ha un'area indipendenie dalla posi-
ztone assunta per il vertice, Questo rettangolo che corrisponde univocamente al
poligono pud considerarsi per rappresentante dell’area di questo, ove =i ritenga
che uno dei lati di quesio retimngolo sia dato una volta per intte. Si vede al-
lora sabito ehe ai doe poligoni risultanti dal segare un poligono eon nna retia
che va da un punto all’alire del contorno, corrispondono due rettangoli la cui
somma & 1] rettangolo che cormsponde all’intero poligono; per persuadersene basia
seegliere come verfice un punto di quells trasvesarle. Se quindi si decompone nn
poligeno i poligoni  pasreiall conducendo vetle qualisivoglizne, si potrd pro-
seguire la suddivisione mediante rette congiungenti eiascuna due punti del con-
torno dei poligoml componenti finche tnéte 1l poligone msulti diviso in poligon:
parziali mediante rette congiungenii cizscuna due punti del contorno del poligono
primitivo epperd anche dei poligoni parzali. Donde emerge finalmente che i
rettangoli corrispoadenti ai singoli poligoni parziali formano insieme il rettan-
golo corrispondente al poligono primﬂivﬂ; e co21 @ compiuta la demderata di—
mostrazione che il rettangolo associato ad un poligono, equivalente a questo ed
avente un dafo lato, & indipendente dal modo in cuil il poligono stesso wviene

decomposte in triangoli,
F. ScrUR.

(*) Oppure afr. Oremonn, Elementi Af Caleolo grafoo, n, 10 - Bultzer, Plani, § 90 (N, 4 R.).




— 156 —

Quistione di massimo o minimo. (Zzttera al Redatiore), — Egregio
Sig. Professore : — I problemi di maseimo e minimo farono conservati negli ultimi
programmi di Matematica della sezione fisico-matematica di Istituto tecnico molto
opportunamente, perché offrono all' insegnante wun campo assal svariato per
esercitare gli alunni in quistioni interessanti, non solamente di matematica, ma
anche di meccanica generale e di fisica.

Non dovendosi perd uscire dagh elemenli, i problemi che ai pnssono trat-
tare hanno sostanzialmente per punto di partenza la ricerea dei valori massimi
¢ minimi di una funzione » (@) nei easi in cui, posto

¥y = u(w),

quest’equazione resulti di secondo grado, o si scinda in equazione i secondo
grado, rispetto ad », dalla cui discussione dipende ln determinazione dei vaslori
massimi 0 minimi, quando esistono,

-Ora nei libri di testo, tranne in qualehe c¢aso particolare, si.rilicne, o si
lascia supporre, che la forma pin generale della funzione () sia quella i una
funzione nlgebrica razionale a termini interi e non eccedenti il secondo grado
rispetio ad 2. Molte altre funzoni algebriche, non vazionali, godouo delly detia
propriets, ad esempio le seguenti :

;’,ﬂm"[—b":l""/ﬂlﬁ“{"b_]r
a:i:—l-*b—i—}/alm“—}—blm—i—aa

iiiiii

a, %+ &, .
in cui 1 radieali si possono eonsiderare biformi: e siecome non pochi problemi

condueono & funzioni analoghe, cosi mi @ parso che possa giovare il proporre
ai lettori del Perindico di Matematica lo studio e la discussione dell’equazione

¥y = 3(=)
o tulfl quei casi in eni i valori massimi 0 minimi della g (x) possano dedursi
da wna equazione o da equazioni di secondo grado.
Con stima mi ereda

Milauo, 1 aprile 1Bys.
Sua Dypp, o

ti. BARDLLLT.

— R — —

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
143, 149* 153* ¢ 154*

L43. Dimostrare il seguente teoreme di Giamblico (IV Sec. dell' I, v.) « Dati
tre numery consecutive della serie dei nwneri naturali, il massimo dei quali
divisibile per re, se ne faccia la somma; s addizionine por L cifre del nu—
mero cos: oitenuto, alirettanto [aceiasi per questo nuovo numero, ¢ cosi via, ¥
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arrivera cos: finalmente al numero 6 ». E cercare se in sistemi di  aumera-
sione a base diversa da 10 exista un'unaloga proposizione.
(G. Loria).

Dimosirazione del Sig. Prof. K. Bettazz: a Torino,

Prendansi i tre numeri consecutivi p, p=+ l,p+ 2, lacuisomma S & Sp + 3.
poiché p ¢ di una delle fre forme 3 &, 3+ 1, 3442, sard 8§ di una delle
tre forme 94243, 924+ 6, 9 2+ 9 rispettivamente. Facendo in ogni caso la
somma delle cifre di S, poi quella delle cifre della somma cos! oitenuta, & cosi
di seguito, si giunge ad uwn numero di una cifra che in ciascuno dei tre casi &
sempre 3, 0 6, o 9: e quindi si {rova sempre lo stesso numero. 11 caso del
teorerma di Giamblico corrisponde ai valori di p della forma 3 & -+ |. nel quale
caso B & il numero al guale finalmente si arriva.

Ma il teorema pud ulteriormente generalizzarsi considerando una base qua—
lungue, Sia & la base quaiunque d’un sistema di numerazione e pongast & — |
— a, siccome il resto della divisione per « di un numero qualunque & uguale
a quello della divisione per a della somma delle eifre del nomero, apcha in tale
cislema si ha che sommando le cifre di un numero, quelle deila somma otlenuia
e cost via, si arriva ad un numero d'unz cifra che & il resto della divisione per
a del numero dato, od & a stesso se il numero & divisibile per a.

Pongasi ¢ = x ¢ (potendo essere ¢ = 1). Presi « numeri consecutivi p, p-+1,...

- a(w—1)
p~+ «— 1, la loro somma sard S=pa— -———

b

. Ora distinguendo 1 vari

valori di p rispetto al modulo ¢, sara p = ¢t —+¢ (¢ < c), guindi

, % (e — | o (z— 1
S=(cit4c¢)u- (‘} )_ﬂt-—l-{:*u : t’ 5 )
donde & vede che il resto della divisione di § per a, sarda quello stesso della
_ w(e— 1 _
divigione per a th ¢'a ( = ) . Questo numero non dipende da ¢ ma solo

=

da ¢ ed ¢ lo stesso per tulti i numeri p che bamno un medesimo ¢. Si ha
dunque 1l teorema cercato:

Se la aifra masstma a di un sistema di awmeraziome $i spessa in du
fattori o, ¢ e si prendon0 o Bumeri conseculivi qualungue purche it primo su
sempre congruc eollo stesso numere vispetto al modulo c, fatta la somma
pssi, sommate e cifre di quesia somma, poi quelle del numero oltenulo, ecc.,
si perviene ad un numero di una cifra che ¢ sempre I stesso.

Per & = a, ¢ = 1, poiché i numeri p sono congrui fra loro rispetto al mo-
dulo 1, il ieorema da il corollario:

Sommando a numeri cmtsecutimf poi le cifre della somma, ece., si giunge
sempre ollo stesso memero di una cifra qualungue siane gl a numenrt scelti.

Se @ & dispari questo numero finale ¢ & stesso: infatti la somma degl «

af{ec— 1) a— 1

5 ed § & divisibile per «, giacche >

numerl e S = ap & un nu-

mero intero.

£}
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Dimostrazione del Sig. F. Mariantoni, studente uella R Universiti di Roma.

? Siano %92 @13 Gyy ... 2y le cilre, da destra o sinistra, di un numero N in
un sistema di numerazione qualsiasi di base =, & chiaro che per 2 =1 (mod. »)
(n < @) e solo in guesto caso, le due congruenze

N=uas+4a x4 .. +a, om =0 o ay+a ... +~an=—2~0 (mod, n)
sono P'una consegnenza dell'altra, giacche si ha allora:

N=ayta,~+ ... +an (mod n).

In tutti i sistemi di numerazione, ecesilo il binario e il ternario, per n = 5 — |
¢ per n divisore di 2 — | ha dunque Ilwogo la proprietds che N & Qivisibils
per » quando & lale la somma delle cifre di N,

2° Bin » L n ed » divisore di @ — 1. Si consideri il numero k7 -, ove
% é un iotero qualunque. Per cid che precede se o indiea la somuna delle cifre di
questo numero ¢ = 7 (mod, #), onde 0 6 — 7 0 g — A, n-=7: in queslo se-
condo caso si avra pure che la somma ¢, delle cifre di ¢ od & » 0 &, n+ »,
ecc.. Losl proseguendo si giunge necessariamente al numero ». Quindi il leorema;
«Se n & un divisore di 3 — |, » < ne Xk intero, facendo la somma delle cifre
di An—», la somma delle cifre del visultato e cosi di seguito, si arriva al
numero  ».

3" Sia = impari e prendiamo in ordine crescento gli » numeri consecutivi

pr—(@E—1, pn—(p—=2),....., bn, g1, .., pota—p

dei quali il pesimo & wultiplo di #. La somma di questi numeri, divisibile per

", €

. o ﬂ(n+1}__
8= pn*-+ 5 .

Ora supposto che n® sia divisore di & — |, perché MH;_ ) — pn < n* in
valore assolulo, facendo la sornma delle cifre di §, la somma delle cifre del Ti-
sultato e cosi di seguito, ¢ giungera (2°) ad un numero d una sola cifra v
tale che

7 (n—+ 1)
R

ap (mod, %),

i

Cosi, laseiando da parte il caso privo ('interesse che non sia »2 divisore di 2 — 5
st ha questo teorema gemerale: « In qualunque sistema di numerazione a base
@ (esoluso w = 1, 2) tale che @ — | ammetta un divigore quadratico dispari a2,
Prest » numeri consecutivi qualunque in ordine crescente, de’ quali il pimo g
quello wultiplo di », facendo la loro somma, la somma delle cifre del risultato
e cosl via si arriverd finalmente ad un numero d'una sola eifra congruo con
(" 1)

2

Di qui discende come corollario che: « Nel sistema di numerszione deci—

male prest tre numeri consecutivi in ordine crescgnte, facendo la loro somma 5

pn (mod. »?) »,

| ] . i

o o &k .
- | 3
1™ .-:l:'.." o

7
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9

3
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¥
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la somma delle cifre del risultato, ecc., si arrivaal numero 3 0 9 o 6 secondo
che nella terng i1l numero multiplo i 3 & il minore, il medio od il maggiors

(}D: ],2,3) ». ().

149, Per un punio P diséante del segmento a dal centro O di un cerchio
deseritto col raggio v, condurre una trasversale PMM', in modo che le tan—
genti MT, TM agh estremi della corda inlercetta formimo wn dato angolo b:
esprimere la distanza PT, il perimetro del trinngolo MTM in funzione della
n, v, 0 e dare il valore di O nel caso di angolo OPM =M TM’',

((z. BrrLsccm).

Soluzione dei Sigg. Barbieri e Venesiali, alunni del R. Liceo di Campobasso.
La corda MM, divisa 1n modo nqualunque dal punlo P, da la relazione
MP MP—9y"—a® [1] e perché MM’ & corda anche dei circolo che

ha per raggio T M, si ayrd pure MP .M'P=MT — TP, donde

MT: — TP =22 —g® ¢ TP = MT® — 1 +qa.
f

Ma nel triangolo retiangolo OM T, pel quale I'angolo in 7" & eguale 2 =

gsi ha TM — rcot—-, onde, sostituendo e rdueendo, risulia:

=

e cua‘J——sen“ ﬂ)-l-u‘uen‘—ﬁ— Vr‘cmﬂ—}-u‘sen“—?—

2 2 2 D
i [ oot — — .
¥ -
5 27

Per dare 1l valore di 0, nel caso che angolo MPO =M TM', osserviamo
che nel triangolo OM'P se si pone l'angolo esterno M PO —0, essendo

B i B
OM'P — 5 sari PDM':E, ¢ perd OM' 7 Euﬂn&:?: dungue
il valore di 0 sard dato dalla relazione
-
0 —=2.ang|cos— o )

0
1] perimetro del triangolo M TM° & formato dalla corda M M' — 21 cos o [Z].

i

e dalle due tangenti M T e M'T, eguali ciascuna a » col 5 onde :

2 f 2 4
BE:D-—-—-

b | 0 ™ — 0
Pm*imm-u-:Ernns—(l —p——k — 4 cot — cos* :
2

{(#y Altre intereszamtl rispoele alla quistlone of somo pervenute dal Sigg., G. Maroita, sindentn
nella R, Tniversita di Catania, Dotl 7. Cereldi, Prof. U, Fagzini, U, Jearpis, I Ferrari, Qnella
inviaia da guest’nliimo & notalilmente (iveraa delle due pnbblicnte e molio elaboratia el estesa: ne
vieta la pubblicaslone detickenza 4l spasio,

—r T

e
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Si potrebbe anche domandare In distanza del punto 7" dal centro O; il trian-

golo reltangolo OMT di a tale SCOpO *

f
. TEEDE!'E—
.‘I‘Dﬂ-:_rf-—i—--—- da cui 'PD:-—T

0 0
sen® — =
7 6N 5

| Infine per mostrare guale relazione debba esistere ira @ e 'angolo 0, perché
il problema sia solubile, troviamo i velori di MP ¢ M'P, dei segmenti cipd
della corda : le formule [1] e [2] ce ne danno il prodotic e In somma : onde

questi segmenti saranno le radig dell’equazione

" —Ei'ﬂﬂﬁ—z—:ﬂ+(TE—ﬂEj:ﬂ,

che, risoluta, da:

J

— 4
O

-

0
L J—— TEDE-E i g* — 72 gan?®

onde 1 valori (e ‘ wal; ,
el due segmenti saranno reali splo gquandg, ¢

b
a = rsen— -
2

Posto @ < », nel easo particolare
b

a = rsen —
2
t due segmenti sono eguali, la corda & perpendicolare ad 2, ed 0 & il massimo
iungu]n che possano formare tra loro le due tangenti. Posto a > # il problemn
© sempre solubile, gqualunque sia il valore di 6, compreso lra 0% e 180°: per
— 0 . -
B=10° la trasversale passa pel ceniro, ¢ per O = IB0Y essa & tangente.

Per risolvere geometricamente il problema, basta descrivere su O P un seg-

mento di 1 ) : : 1
nto di cerchio capace dell angalo 5 perche le due coppie di tangenti me-

n-&te agli estremi delle due eorde cho passanc per £ ¢ per i ponti J interse
alone di . ' *hi ]
¢ fquesto segmento di cerchio col cerchio dato formano un angolo egunle

a . ()

LR * 1
153", Se convertendo [ruzione > Con p numere primo, in decimali,

ﬁsu:{m un numero perwdico il crd periodo ha wn mamero dispari di cifre, i
resti della divisione 1 :p corvispondenti alle singole cifre del periodo, due a
due, non somo mai complementori cioé tali che la tmo somma sia uguale o p.

(A. Luocrr).

E
(%} Soluzieni 41 questa (uestione pervemnnero anebe daj Sigg. €. Aielto (studente a Napoli)

U, Gerra ® 6. Mozea : :
5. Prime & Brazélles (R, Ist. tec. Vlacenza), M. Ufordave (R. Iat, tee. Napull) e Malla Big. v.°
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Dimostrazione della Sig.® V., F. Prime s DBruxelles.

1
Sia 2% - 1 il numero delle cifre del periodo di ? e suppomamo che

posss aversi
10' = r (mod. p) e 107 =1 (mod. p)
con le ipotesi i L j L 2k 1 &d v 47 =D Risulterabhe

1000100~ 4 1) = 0 (mod.p) dacui 10°FT? 4 1=0 (mod. p) [1]:

avendo posto j— 1 = s+ L.

Mz Ia generatrice della frazione decimale periodica avendo per denominaiore
un numero formato da 2k - 1 cifre 9, lasciando in disparte il caso p =3
che dd una frazione svente una sola cifra al periodo. p doyrd dividere 1 mo-
mero 111....1 formato da 24 -+ 1 cifre 1, Se dungque indichiamo con Vg 1l
numero formato da o cifre ugoali all'unith, avremo anche

10N, 1= 0  (mod. p). 2]

Sottraendo, membro a membro, le congruenze [1] e [2] e dividendo per 10,
verrebbe

N, —10'=0 (mod.p) o 10°7L N 4N =0 (mod. p)  [3],

avendo posto 2&A —s— 1 =1 [4]
Ma tenendo conto di [1] la congruenza [3] si ridorrebbe a

NE—N‘ = () (mod. p)

o anche, dividendo per 10°, a

N = 0 (mod. p)
1
eid ehe permetterebbe di converlire — in frazione decimale avenie s — ¢ cifre
P

al periodo, dungue meno di 2%+ 1.

Osserpazione. CiG suppone s diversa da 4, mma & chiare vche 1"ipotemi s=t1
& inammissibile poiché se potesse essere s =— ¢, dalla relazione [4] si avreblbe
2k ] =28

154'. Dato Vangolo BOA = 2u, si descrive con centro O e raggio arbe
irario un cerchio a tagliere i lati dell'angolo m A e B, por con diametri
A B, OB due semicerchi, 1l Eﬂcﬁfffﬂ dei guali passa pel punto medio H di A B
e il primo taglic OH, dalla parte del vertice O dell angolo, in C. Condotta
CB poi tracciato il cerchio di centro B e raggic wguale alle meti di BC
fino a tagliare ¥arco BH in P, dimostrare che prendendo Vangolo BOP
uguale alle tersa parte dellangole dato, si commaetie un errove che & espresso da

s
3

Sen a.)

Ve

— anyg (.'i&ﬂ =

21



== i ; —
L "=

Dimostrazione della Sig.™ v,» Frime, a Braxelles,
Il triangolo retiangolo 0P B, supponendo OB = |, da

sen BOP =~ BP.
Ma Pangolo BCH uguagliando 457

B = o DT Sw
2 1 2% 2
da ecul
ser
ﬂngBDP—_—ang(senz _a:_a.)
e quind
2 o BOP 2 u 6T %
3 — = 3~ — ang [sen = Ve

e

Kasposte a quistioni alle quali rimane a dave evasione. Quistione 150" ¢
152" dalla Sig.» Ved.™ F, Prime ; 156 dal Sig. £, de Vi : 159. & Catenda,
E. de Vitn, F. Marianioni ; 160", F Mariantoni, M™ F. Prime, V. Sferra ;
162", £, de Viw, U, Gerra, G, Maszza, N.™ F Prime, R. Scozzari; 163".
M, Pugitelli, M m F. LPrime ; 164°. R, de Vi, Mme w7 Prime, R, Scozsari:
1697, M. Piattelli, M= F. Prime, R. Scossariy V. Sferra: 166°. M2t F. Prime:
167", U. Ceresm, 6. Pucciano, G. Tivelln - 168", I o Vito, I, Mariuntoni,
. "¢ F. Prime, R. Scozzari, G. Tirella; 169°. B. Avmono. E. de Vito, U, Gerra,
E Lugare, G. Mazza, M.2e P2 Prims, R, Scoszari, @. Tirelia ; Y70, V. Cpp-
renti, E. de Vity, F. Mariantond, M. Piattells.

QUISTTIONI PROPOSTE

121%. La retta B'C" tirata per 1 piedi delle altezze BB, (' ("
del triangolo 4B C incontri in A" il lato B C e si conduca 44"
perpendicolare ad 4 A", Dimostrare che Je rette AA4”, BB”, CC”

st tagliano im un punto,
V." F, PriuE.

1?72 Dato un triangslo ABC, siano B e " i punti in cni
le perpendicolari innalzate sul lato B (' ne; veriiel B, U ineountrano
t lati 4 (', A B. Dimostrare che la retta B (" ¢ perpendicolare alla

retta che anisce il centro del cerchio eircoseritto col punteo medio

dell’altezza relativa al vertice A,
V.™ F. Priur.

{*) Le questiont conirsusegnate con sempllce asterlsrs sonn nfdirizzate agli alunni delle nouole
Accondarie. quelle distinte con duoe astoriseli song direfte 1o paciienlar moda agli sludenti delle
seuole waperfori, senss encladere qnalsiast aliro stodioso,
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173", In nun triangolo isoscele di base costante 1° il luogo
geometrico dei centri delle eirconferenze ex-inseritte & un' iperbole
equilatera, 2° il luogo geometrico incontro della mediana di une dei
lati eguali con l'altezza dell’altro & un’ellisse ; che ha per asse mag-

giore la base del triangolo.
(x. BELLACCH].

124", Ad un dato triangolo rettangolo circosciivere nunua para-
bola 1° con l'asse normale all'ipotenusa, 2° con il vertice coincidente

con quello dell’angolo retbo.
. Brrracca.

1775, Per i vertici 4, B della base di un trianpgolo isoscele
sl puo sempre deserivere una parabola, il cui fooco giaccia nell’or-
tocentro £ ; quali devono essere gli angoli 4 — B del triangolo
1sosecele affinch® la parabola passi pure per C'?

(7. BELLACOHI.

1768™. Se un triangolo isosecele ha i lati eguali di grandezza
costante ed uno fisso di posizione il luoge geometrico del suo orto—

centro H & una strofgide.
(. BELLACCHLI.

177", Dimostrare che, per n intero e positivo gualungue, si ha

1 (3)+ (&) = (&) + ] + [ (1) - (3)+ fgl‘GDRJ;E

178* 1l punto P di una sfera di ragzio R & vertice di un cono
che ha per asse il diametro £ () della sfera condotto per P, e ha
per base un cerchio di raggio R sitnato sul piano condotto perpen-
dicolarmente al diametro P ) per il suo estremo . Trovare a quale
distanza dalla base dovranmo csserc tegliati, con un pianc parallelo
a questa, 8l il cono che la sfera perch® le arse delle sezioni cireo--
lan fatte nel cono e nella sfera siano fra loro in oo rapporto dato x,
¢ perché sianp in an rapporto dato % le superficie del tronco di cono
e della zona sferica corrispondente; e disentere 1 risultati.

179" 1n un triangolo rettangolo & data la somma @ dei duoe
cateti 2 ed y, e V'altezza & relativa all'ipotenusa z; determinare i
tre lati @, y, z del triangolo, e®ndicare in guali casi 1l problema
& possibile (%).

{¥) Le quistion] 178% e 170* gomo | temi di matematica dati nel loglio per la licenza dagli
1stiimfl jenmicl opelle Sesone FMisico-mulamalica.

P
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

G, PEANO. — Lesioni d'Analisi mpnitesimale: Vol, IT. — Tip. G. Candeleiti.
Torino, 1893,

Abbiamo gia detto rapidamente in questo Pariodico del vel. 1 delle Lesioni
&' Analisi nfinitesimale del Prof. . Prino. ora diremo pure molto brevemente
del vol. II, non oecorrends spendere molte parole per metterne in evidenzu i pregi,
essendo conosciuto 1o zelo con eui il valente autore si oceupa dell’insegnameinto.

Dopo d'aver posta qualche definizione genevals sui complessi d'ordine », tratla
in modo particolare dei vettori 2 dei numer Immaginari: poi stabilisce le prin-
cipali proposizioni relative alls forme geometriche di 17, 2% 3% e 47 spacie, alie
operazioni sulle medesime, alla loro riduzione ed alle loro coordinate: ritrova
cosi, come forme di prima specie, | vetlori econ le loro proprietd, Passa poi aj
sisterni di complessi; per una classe % definisce Ia Cu, o classe u resa chinsa,
e la classe derivata Du e per esso classi di aleune proposizioni importanti e
generali, fra cui i1 teorema di Canror: Sz u & wna propricte distribulive dei
campn di punti, e s¢ un campo = ha la proprieta u, e guesto campo ¢ limilalo,
allora esiste un punto x del campo s reso chiuso tale ché agni sfeva di centro
3 ha la propriets . Dopo tratta dei limiti, considerando tants i complessi in
generale quanto le speciali forme geometriche studiate precedentemente, e va-
lendosi sovente dells proposizioni stabilite gid sui sistemi di complessi, Accenna
alle serie a fermini cotaplessl qualsianei, da il leorema sulla moltiplicazione di
due serie assolutamente convergenti a termini Immaginarii: considera in parti-
colare la funzione esponensiale, e Je logaritmica e circolari che ne dipendono.
Dice poi rapidamente delln derivazione de complessi. DA la direzione della tan-
gonte ad una curva ed il differenziale dell’arco, Estende la formola di Taylor
al complessi ed alle forme geometriche di prima specie, funzioni d'una variabile
numerica, ed alle funzioni di piu variabili (pag. 85, 139, 153). Tratta del piano
osculalore, delle curvatore, del cerchio osculatore, dell'evoluta e della sfera
osculatrice d'una lines. Parla dell’integrazione dei complessi: mostra come 1'so
degli immaginari pud smnplificare il caleolo di integrali. Syilnpps secondo ls
potenze ascendenti di »

at

J (1 +2ncosw4ntf de w1
0
¢ ne deduce una formula per ii caleolo della lunghezza dell’ellisse. Passando

iraitare delle funzioni di pin variabili, parla delle derivate parzinli ed, inciden-
talmente, delle approssimazioni. Si oceupa delle ‘unzioni implicite e delle pmo-
genee. Considerando sempre funzioni di pii variabili, dice dei massimi e minimi
delle medesime. Parla del piano tangente ad unz superficie. Definisee il para—
metro differenziale di primo ordine di un numero funzione della posizione d'un
punto ¢ lo applica alla costruzione di normali a carve ed alla ricerea di mas-
simi ¢ minimi. Tratiu degli inviluppi di lines e di superficie e della curvatura

=

L e T




— 160 —

* delle superficie. Si ocenpa degli integrali mulkipli, delle aree e de1 volumi, Tratta
deile eqnazioni differenziali lineari, omogenee ¢ non omogenee: s’occupa pure delle
eruazioni differenziali in genmerale: parla prima parlicolarmente di quelle nelle
nuali si possono separare le variabili, delie riducibili alla forma omogenea
% = (%); delle equazioni di Berxourii, Riccati, Cratravur: s'occopa an-
che dei sistemi d'equazioni differenziali: sviluppa in serie l'iniegrale dell’equa-
zione lineare omogenea del 2° ordine. In uliimo tratia del caleolo delle varia-
sioni, prendendo in coansiderazione anche 1l caso in cui nellinlegrale, che si
eonsidera, comparisca un gualsiasi numero complesso funzione dnna variabile 2,
Nelle applicazioni delle diverse teorie sono presi in considerazione le linee e
superficie ed 1 solidi principali: asteroide, parabole, cicloide, trocoide, tratirice,
elica, logaritmica, ovali, spirali, geodetiche, linece e superficie di livelly, super-
ficie rigate, swperficie e solid: di riveluzione. . . . . Nelle questioni geometriche,
le guali formano la maggior parie del libro, & guasi sempre introdotto il punto
generatore con le sue derivate, approfittande per eid di quanto fa premesso snlle
forme geomefriche e sulla loro derivazione,

Il libro del Prof, Peano ¢ destinato ad esser guida agli allievi per appren-
dere i fondamenti dell' Analisi » (") & veramente pregevole cosi per il rigore
di tuite le dimostrazioul, come per 'uso dei metodi aaovi nefla tratlazione dei
varii argomenti: esso & quindi mollo raccomandabile a quegli studenti, che de-
giderano abitumrst allo siretto rigore con metodi moderni,

(xenova, lugho 1893,
F. Gmopice.

B. CARRARA. — Saggiv d'introduzione alla teoria delle quantila complesse
geometricamente rappresentate, Gremona, Tip. Fezzi, 1893. — Prezzo: L. 2,50,

Questo saggio € un lavoro diligente di compilazione che ha il pregio d'una
introduzione storica in cm & delineato lo sviluppo raggiunto dalla tenriea delle
quantith complesse sotio il rispette d'una rappresentazione geometrica dalla ori-
gine di siffalla rappreseuiazione la guale sembra dovoia al geometra E, Kihn, V)
seno inoltre, nel testo, molte note illostrative aceompagnate da indieazioni storiche.

Il libro del Sig. Prof. Carrara & diviso in duee paril, la pruna slementare,
in. seconda di carattere piu elevato.

Nella prima parte I'A. dopo aver stabilifo con molta chiaresza il significato
geomefrico dell'espressione a + ib ed aecennato alle altre notazioni per le gquan-
fith complesse, passa a svolgere 1'addizione, sotirazione, moltiplicazione, divisione,
elevamento a pofenza ed estrazione di radice per queste qaantita allorehé si con-
siderano sotio l'aspetto geometrico (quantithd geometriche), accennando alle piu
importanti proprietd che ne derivano e syolgendp anche qualche applicazione
allo scopo di mosirare di quale potente ausilio riescano nel caleolo. Ghiude
questa parte la risoluzione compendiosa delle equazioni binomie e la considera-

sione delle radier dell 'anita.

(%) G. Peano. Lez. d’dnal.: Vol. II, Note.
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La seconda parte contiene | seguentl argomenti distribuiti in paragrafi;

L. Delle serie o terming Complessi 6 quantita geormetriche. Vi ai lrova |a
definizione di serie anche quando i termini non scno indipendenti da p/—1
ed il caratlere di convergenza per tali serie,

2. Nuova espressione delle quantita geometriche e formole che se ne docs.

con0. Dimostrazione dell’identitd ¢ — cos P < 1senp con aleune applicazioni,
3. Esempi dapplicazione delle quantita geometriche ad alcuni risultati di
Geometrin Analitica. Dimostrazione di una nota relazione fra i lati e gli angoli
@’un triangolo. Equazioni del cerchio in coordinale cartesiane ed equazione del-
ellisse in coordinate polari.
4. Serie trigonomatriche. Svilappe in serie di cos &, sen o, P e dimosira- . ,ge'::;;"

: tan”® 1an® @
zione della formola 2 — tan @ 3 I 5

o. Sopra una serie logaritmica ed unq formola speciale ingaritmico-trigo- :
nometrica. Sviluppo in serte @i Log (I -+ @) e dimostrazione dell identitd 24/ — e
| 4+ i tan &
]l —jtan =
6. Variabili geometriche o complesse. Concetto di variabile per una quan-
tith geometries complessa = e continuiid di esss, Differenza del modo di epm- s
portarsi d'una quantith reale rispetio ad una complessa nel passaggio da an
valor z ad un altro 3°. Differenziale di =, e
1o Punzioni di variabili geometriche o complesse. Applicasioni ed esempi. Con-
celto generale di funzione (molto chiaramente esposto) e conceito di funzione

sufficienie affinché una funzione complessa monodroma w — 2 - iv (con w ev

funzioni reali di 2 ed y) sia funzione di Z=®&+1y. Dimostrazione del teo, :
d w L

« 8¢ 0 & una funziono della variabile complessa z. la derivata 2 @ mndipen—

dente da dz ossia ha Io stesso valore per ogai direzione dell'elemente d s ». ff,j }
Definizione »iemanniona d'uns funzione di varisbile complessa. Proprietd gdelie .f.:‘?"’_‘_: |
derivate di 2, Conservazione della aimilitudine nelle partl infinitesime per lo due
rappresentazioni delle guantith geometriche 1 a & quando w & funzione mono—
droma di s ad applicazioni & tale similitudine od isogonaliia,

8. Principii e (tre) dimostrazioni del teorema fordamentale sulle equazions.

0. Teorema secondo. Ogni equazione algebrica f(2) =0 del grado m am-
melle precisamente m radiei,

1. Variazioni speciali dellargomento d" una funszione. Dimostrazione della

propozizione seguente: Se }a variabile z descrive una linea In due sensi opposti
o funzione w deserive essa pure una linea in due sensi opposti; l'argomento
di = prova dunque due variazion; uguall e di segno eontrario.

11, Taorema terze. 1 numere delle radiei d'un polinomio intero comprese
in un'area piana dafa & uguale alla vartazione eche subisce I'nrgomento del po-
linomig quando la varipbile deserive il contorno dell'area, questa variazione di-
Visa per 2 g,

TR F’:_';:'II
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2. Definizioni e proprietc degli integrali di funsioni di variabili complesse.
Differenza che parebbe manifestarsi in un integrale sia esso preso fra limiti reali
¢ fra limiti complessi. Dimostrazione della proposizione che il valore di w —

E
/ [(z) 2z & una funzione dei limiti come nel caso che questi limiti siano reali.
2o

a7
13, Sugli mtegrali doppi. Concetio e determinazione di _/]- 7y da dy quando

U & una funzione realz e monogena di z ed y per tutti i punii di un’area

ey
A (e converrebbe aggiungere = he ur valore finito per tutli i punti di gue-
st'ares), I'integrale doppio essendo esteso all'area A. Dimostrazione delln pro-

prietd (dovuta a Riemann)f(ﬂdm+ de}:ﬂ(i—j—z—:) doedy
cul Iintegrale semplice & esteso al contorno di 4 e quello dopiio ad A.

14. Teorema fondamentale. Applicasione. Se il cammino d'integrazione della
variabile complessa 5 — =z - iy consiste in una curva chinsa, dentro il eui li-
mite f{s) ¢ una funzione finita e continua: l'integrale dj flz)dz & nguale a
gro. Nella applicazione & mostralo poi eon wn esempio preso dal Compendia
di analisi superiore dello Schldmileh, come il precedante teorema possa servire
A trovare 1 valom di infegrali definiii.

Gli schiarimenti da me aggiunti ai titoli dei diversi paragrafli mi sembrano
sufficienti a formarsi an’idea del contenuto del libro del Sig. Prof. Carrara, libro
che tra per la naturaz di parte della materia che contiene, difficile a rinvenirsi
altrove, tra pei numerosi dati storici e critici presentati sl lettore in modo da
invogliarlo a maggiori studii, riuseird di molto giovamento ai giovani studenti

delle nostre Universitd ai quali 1"A. pia particolarmente sembra indirizzarlo.
A. Lueu,

AIRY (Sir G. Bmweu). Gravitazione. Londra 1834, Traduzione italiana di Fran—
cesco Porro. Manuali Hoepli. Milano 1893. — Prezzo L. 1. 50.

Il Libretto « Gravitazione » del celebre Sir Giorgio Biddel Alry, del quale
si hanno due edizioni inglesi, una tedesca ed ora una itnlisng merceé le eure
dell’astronomo Francesco Porro, & un monumento nel suo genere. Evitare 1'ane-
lisi & ad un tempo rendere eonto con mirabile sintesi greomeiries, ¢ meghio con
puro ragionamento, dei precipui effetti della gravitazione, porgendo nozioni ab-
bastanza precise sulle perturbazioni degli slomenti delle orbite e sulla matuca
della forza, che perturba un pianets od un satellite, prodotta dall’attrazione di
altri corpi; farne I'applicozione alla teoriz della luna e & quella, giammai fen-
tata da alcuno, dei satelliti di Giove; offrire un saggio delle perturbazioni pe-
riodiche e secolari nella leorin dei pianey, prima guando il perturbanie e nej
piano del perturbato, poi in piani diversi; esporre da ultimo 1’ effetto dello
schiacciamento del pianeti sul moto dei loro satelliti: tale & il mirabile lavoro
di Airy, nel quale non si trova neppur una notazione algebrica.

Per trovare qualche coss, che ricordi il libro snddetto, conviene ricorrers o
al celebre capitolo undecimo dei Principii di Newton, o al trattato di Giovanni
Herschel, loecché prova che solo agli uomini di genio e profondi nells scienza




>

b

— 168 —

la pi elavata, & concesso tentare con felice esito mirabili sintesi adatte al mas-
gimo numero di lettori.

I Libro di Airy, tradotto in italiano dal Porre, pnd rendere eminenti aewigi
unche a coloro che pur sarebbero in caso di leggere e studiare quegli argomenti
espostl coi metodi eampleti dell'alta analisi.

- e ——— G A P
Pubblicazioni ricovute dallz Redazions del Periodico,
BarpEru (G.)) — Su un problema di dinamica di G. Saladini generalizzato da ._ "3

A, Serret (Aggiunta alla nota ). (Rend. R. Ist. Lom., Vol. XXVi, 18G3),
Bipen Amy (B3.) — Gravitasione. Epiegarzione elementare delle principali per- ,,
turbazioni nel sistema solare. Tradozione ilaliana con note ed aggiunte di S
F. Porro. Milano, U. Hoepli, 1893 — Prezzo: L. 1,50. JE
CALpamERa (G.) — Sviloppo delle differenze finite in funzione delle derivate e
viceversa (Attl Ace. Gioenia di Scie. Nat. in Catania. Vol Vi, Serie 4%, 1893). ..

CaruiNi (L.) — Saggio d'una teoria generale delle progressioni artmetiche. o
Trevizo, Tip. Luigi Zoppelli, 1‘
Camanis (8.) — La preporzione matematica ed il suo u=0 nel saggio eritico iy
del Diritto Penale di Giovanni Bovio (Rivista Etnea, 1893) — Sul coneetto e

di condizione 2 cui devono soddisfare gli elementi di una figura nella Geu-
metma elementare (Riv. di Matematice, Vol. 111, 1893). R
Den Re (A.) — Sopra nun sistema di rette (3, 4) (Rend. R. Aee. Linecei. Vol. IL. fiZ
1893) — Sopra i sistemi di rette cremoniani (Idem, idem). S
Givnice (F.) — Sulla soluzione dell’equazione algebrica di 5% grado con 1'ap-
giunta dell'frrazionalith icosaedrale (Atti R. Ace. delle Scienze d; Torino,
Vol. XXVIII, 1893).
MirLosmvien (E.) — Sugli celissi fotali di sole del 1900 V 28 e del 1905
YHI 30 (Memore Societi Speitroscopisti italiani, Vol, XXII, 1893). B
Mmasria (M.) — Questioni vive @i wiforma scolastica. Lettere asperte a 8. E. .,
il prof. F. Martini Ministro di P. Istruzione. Torino, G. Scioldo, editore,
1893 — Prezzo: L, I,
NEPPI Mobona (A.) — Un'applicazione dells trasformazione funzionale di Laplace
e della sua inversa. Bologna, Tip. Gamberini e Parmeggiani, 1893, Y
Pareand (F. P.) — Un teoremz sulle A dei piant di un certo faseio e le sme ° 4
applicazioni in un sistema generale di mssi obliqui. Palermo, T ip. M. Amenta,
1887 — Sulla determinazione diretin dei piani bisettor! di un angolo diedro
(Att1 Coll. Ing. e Arch., Palermo, An. XII, 88,

Riccarpl (P.) — Sopra un codice ebrgice coptenente alennt serittt malematicl
ed astronomiei (Bib. muth. di Enestrém. To, 7, 1RG3).
Tagrurt (A.) — Sulla integrazione dell’ equazione P(n) = A (n — 1) -+

Ad(n — 2) =+ 1. (Gior, di mat, di Battaglini, Vol. XXXI, 1893).

Bibliotheca mathematica. Journal d*histoire des mathematigues, publié par G. Ens-
sTROM. Nouvelle sarie, 7. N, 1, 2. — Stockbolm, 1893.

Bulletin scientifigue, védigé par M. E. Lraon. — Septiéme annee, N, 6-10.
Mare-Juillet, 1893. Félix Alean, éditenr. Paris.

&l Progreso matemdtico, periédico de matemations puras y aplicadas, Director
D. Zori G. pe GALDEAND. Afio I, N. 26-32, Febrero-Agosto de 1893 —
Larsgoza,

Giornale di  Matematiche ad uso degl Studenti delle Universita italiane, pub-
blicato per cura del Frof. G. BarracLini. Vol. XXX|. Gennain e Febbraio,
Marzo e Aprile 1893. — Napoli, B, Palleranc.

(Continua).

Chiusura della redazione il di 12 settembre 1893.
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L CAMBUAMENTO SINULTANED DEI PIANE DI PROJEZIONE.

Nora fiel].'lng. F. P. PATERNO

1. Invece del consueto eambiamento, volta a volta, di nn solo
de’ plani di projezione (p. di pr.) pud, in taluni ecasi, convenire
quello simultaneo di due di essi, facendone rotare il sistema ai-
torno al lore asse comune: giacché, dopo d'aver projettato sui
nuovi piani, nel supporli poscia ricondotti alla posizione iniziale,
viensi ad ottenere, abbenché a scapito quasi sempre della chiarezza
nel disegno, un collegamento, se non piti semplics, certo piti diretto
fra le antiche e le nuove projezioni; le quali, riferendosi ad un
punto, saranno allineate colle prime Parpﬁﬂdlcﬂ]arrﬁeute alla linea
di terra che, com'® ovvio, non cambia.

2. Importa rilevare che le ragioni di {ale variante risiedono
essenzialmente sulla possibilith di condurre per una data retta (la
linea di terra) un piano, ed un solo, parallelo o perpendicolare,
rispettivamente, ad una retta o ad un piano dati. Per altro il me-
lodo suddetio, di riportare ¢io¢ le nuove projezioni sugli antichi
piani, applicato al cambiamento semplice di un solo di essi, p. es, il
verticale, differisce dal risaputo in cid: che, invece di ribaltarlo sul
piano orizzontale, lo si ribalta su quel piano, parimenti verticale,
che ne indica la primitiva posizione.

3. Indipendentemente dal principio delle rotazioni, put anche
esser utlle, m altri casi, il cambiamento simulianeo traslatorio dei
piani fondamentali, supponendo che ciascuno si sposti parallelamente
a se stesso. S1 mettono cosi in rilievo le maggiori risorse e 1'im-
portanza de’ metodi di trasformazione in Geometria Descrittiva, come
sara meglio chiarito dalle seguentj applicazioni.

4. Si ottiene p. es. un'alira soluzione del problema sulla mi-
nima distanza di due rette g ed % non situate nello stesso piano,
operando come appresso (Tav. I di quesio fase., fig. 1%):

@) Dopo d'aver condotto per una di esse, p. es. per la g, il
piano 8 parallelo all’altra A, si faceia rotare dell’angolo w, attorno

23
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alla knea di terra, il sistema de’ primi due p. di pr., fino a che
il piano orizzoniale diventi perpendicolare al suddetio piano 8.

b) Costruite indi le novelle projezioni delle date rette, & ovvio
che quelle orizzontali ;9" ed ;4 debbono risultare fra loro parallele;
e che, inoltre, una di esse, la ;0, coinciderd colla muova prima
traccia. del piano N.

¢) Si cambii, infine, il piano verticale, rendendolo parallelo
alle due date rette; e, dopo averne segnate le nuove projezioni ver-
ticali 49™ ¢h”, se dal Joro punto comune B si conduce la perpen-
dicolare R 12 alla direzione delle 9" ed %', e dai punti 1 e 2,
Ov'essa rispettivamente le taglia, le perpendicolari all’antica linea
di terra sino alle antiche projezioni, saranno 42 la minima distanza
richiesta ed 12" . 1”2” 1o sue prime due projezioni »n’ ed x”.

Verificano Pesattezza del tracciato, oltre i risaputi caratteri di
perpendicolarith fra rotia e piano e le note relazioni metriche fra
la vera grandezza e le projezioni di un segmento refiilineo, il pa-
rallelismo fra la linea di terra e la congiungente i punti ;4 e 2",
ottenuti rispetiivamente sulle 49" ed 4" come indica la figura. (%)

D. Un cambiamento rotatorio di 45° del sistema di due de’ piani
fondamentali, p. es. del 1° e 2° fa determinar subito due dei punti B,
di una refta, nel noslro caso §, ed B, e le nuove projezioni i
essa: (Tav. 11, fig. 2% ¢id per le facili relazioni che allora si manife-
stano fra due delle sue traccie (1* e 2% e le projezioni omonime degli
anzidetti suoi punti, Ed & ovvio che, riferendosi alternativamenie
2 due posizioni distinte del sistema, ciod all’iniziale ed allo spostato,
una fra le fracce della retta e due fra le projezioni dei suoi punti B;,
convenieniemente scelti, debbonsi trovare allineati perpendicolar-
mente alla linea di terra; e che inclire il rapporio ira le loro
distanze da questa & quanto 272 : 1, come facilmente si deduce
dalle costruzioni segnate nella tavola.

6. La distanza 2 da un punto 4 ad un piano 8 (Tav. 11, fig. 3%

(*) Partantc & bene si noti, come uns rotazione eguale o dl 2enso comtrario a quella gla
conslderata del slstema delle dus retle, aftorno la Hnea di terra, condurrebbe del pari alla solo-
zione del problewa; ma & facils aceorgersi che, malgrado traitlsl della pit semplive tra le figure
nen piane (un sisteraa di dne reile) oveorrerebbe determinare, fra le generatriel delle due iper-
bololdl voamiali che esse, rotando, rispettivamente deacrivono, guelle ecke, sopra nn dato plano, &l
projettano parallele: problema che nom & ceriamente cosi clementare eome quello da nod posto,
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pud determinarsi in vera grandezza e nelle due projezioni, conducendo
per A il piano perpendicolare al dato ed a quello verticale, e con-
sidepandolo come un cambiamento rotatorio di questo attorno alla
traccia verticale del primo ; ma, invece di ribaltarlo, come ordina-
riamente suol farsi, attorno alla sua traceia orizzontale, lo si ribalti
attorno a quella verticale e sul piano omonimo: eseguite ivi le
operazioni del caso, si ottiene dapprima la distanza richiesta, e,
ricondotto indi 1'anzidetio piano alla posizione iniziale, le relative
projezioni.

Sono facili verifiche dell’esattezza del disegno la nota perpen-
dicolarith fra le suddette projezioni e le omonime tracce del piano
considerato, non che il confronto colla rotazione attorno la verti-
cale del punto 4, sino a divenire perpendicolare al piano verticale. (°)

% La rotazione attorno ad un suo punto, e nel suo piano, della
figura costituita da projezioni e fracce relative ad una data qni-
stione di Geometria Descrittiva, puo utilizzarsi a far cadere entro
il campo del quadro elementi dapprima inaccessibili, operando sui
quali e ricondueendo poscia la figura alla posizione primitiva, me-
diante rotazione eguale e contraria a quella gid eseguita, si ottiene
la soluzione richiesta. Ci¢ s’interpreti come un cambiamento rota-
torio attorno al loro asse comune di due de’ p. di pr., supposto che
formi sistema con essi, eppero simultaneamente ruoti, la figura ai
quali & riferita: ed & superfluo aggiungere come tal metodo possa,
per casi analoghi, estendersi anche a semplici quistioni di Geome-
tria pura.

8. La figura 4 (Tav. III) rappresenta I'intersezione di due piani, nel
caso che cadn fuori il guadro il punto d’incontro delle loro tracece
verticali ; ]a rotazione ha lnogo attorno I'asse delle y, e la sua gran-
dezza « &, per maggior semplicitd, quanto l'angolo che la perpen-
dicolare O H alla prima traccia HE di uno de’ piani dati, fa colla
linea di terra. .

9. FEcco, infine, un’applicazione del cambiamento simultaneo di
semplice traslazione dei p. di pr., anch’esso utile nel caso di ele-

(#) Pud, talvols, conferire alla pid facile Intelligenza del tracclato, 1'usy di namer! progres-
alyl & @i frecce convenienteupente apposti nelle sue parti principali, onde meglio fissarne I'ordine
a 11 senso delle costrusioml: Sel che & un saggio nella figura.




— 1789 —

menti inaccessibili nei dati del problema : irattisi p. es. di determi-
nare (Tav. I11, fig. 5% Pintersezione { dej dye piani L ¢ T" nel caso che
1 punti comuni alle loro tracce omonime cadano entrambi fuori il campo
del quadro, Sj spostino allora parallelamente a 8¢ stessi, e nel senso
mdicato, il piano verticale dj ¥ e quello orizzontale (i z: la loro
intersezione Z 7', nuova Iinea di terra, individna colla primitiva I, 7"
il piano «, il quale taglierd la retta 7 pel punto C, centro di omo-
tetia de’ due tetraedri che ; piani L e T rispettivamente determi-
Dano cogli antichi e eoi nuovi piani dj projezione ; d'onde il se-
guente traeceiato:

Condotte le L 7 of L' 77 parallele alla LT ed alle stabilite
distanze da gquesta, costruiscono i parallelogrammi L2(1 e
227 1( T), dei quali i lati e Je diagonali convenientemente prolun-
gatl, determinano il quadpilatero Se(7) 85 (1) e il punto (€), centro
di riduzione omotetics nel piano del quadro, ece. Del resto le nu-
THerose costruzioni sussidiarie ivi Ségnate, le quali a vicenda s
verificano, rendong superflui ulteriopi schiarimenti,

10. 11 tracciato precedente diviene assai pin semplice ed wtile

Palermo, agosto 1893,

SUI NUMERI DATI

MEDIANTE INSIEMI DI NUMERI RAZIONALI

= e -I.'i--_r_ﬂ.,r'-'-

(Continuazions e fine, V. pag, 144),

7. D. Si dice numero irrazionale Ognl numero non razionale
che separi tutti i numeri razionali in due classi.

Postulato, Si ammette che: Se tutté i numers razionali sono
divist in due classi ¢ quelli d'una somo tutti minori oy quelli del-
laltra, esiste wno ed un solo numero irrazionale maggiore d’ogni
nuimero della classe inferiore o mmore di ciascuno della superiore
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ailora e sbltanto allora che non' conliene un massimo la classe
mferiore e non conliene un minimo lo superiore.

T. 1. Due numeri, razionali od errazionali, distinti sono
sempre Separali da nfintli numeri razionals.

R. Uonsideriamo prima due numeri p e ¢ razionali: essi sono sepa-
rati dagli infiniti numeri, razionali, che s'ottengono da p+4-m. (g—p)
ponendovi per s le infinite frazioni proprie, positive. Consideriamo

Ora un numero razionale p con uno irrazionale % e supponiamo che
p sia minore di %: per il precedente postulato, » non pud essere
massimo dei numeri razionali minori di %, per cui potremo fissare
un numero razionale ¢, che sia maggiore di p e minore di u: gli
mfiniti numeri razionali, che separano i due numeri razionali p e g,
separano anche p ed %. In modo simile si riconosee che sono sepa-
rati da infiniti numeri razionali un numero irrazionale ed uno razic-
nale che lo superi. Se infine i due numeri sono irrazionali, per esser
distinti determineranno una diversa divisione in classi dei numeri
razionali, per I'ammesso postulato, per cui si potra. fissare un nu-
mero razionale p maggiore dell'uno e minore del rimanente dei due
numeri irrazionali: questi sono quindi separati da p e dagli infiniti
numeri razionali separanti uno di essi da p.

D. 2, Due numeri sono egual: se nessun numero razionale &
minore dell'uno e maggiore dell’altro. _

D. 3. Un numero & maggiore d'un altro, che dicesi minore del
primo, se qualche numero razionale & minore del primo numero ed &
maggiore del secondo.

U. Due numeri, razionali od irrasionali, o0 sono eguali 0 sono
diseguali. Se sono diseguali, uno & maggiore dell’altro.

Se con &, b, ¢ indichiamo tre nnmeri, razionali od irrazio-
nali; |

de a=%b e b=c segue a=
» aSh » b>e . » a > e
» a<b » b<e > a < ¢. )

T. R. Due insiemi ltmitrofi di numeri razionali individuano
sempre un numero, che nonr & minore di nessun nwmero dell'in-
sieme inferiore e non & maggiore di nessuno-del superiore.
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R. Siano (X) ed (Y) due insiemi limitrofi di numer; razionali,
Dividiamo tutti i numeri razionali in due classi, ponendo tutti quelli
che non sono maggiori di gualche numero di (X) in una classy,
che diremo (X'), ed i rimaunenti nell'altra classe, che diremo (Y');
questa conterrd quindi tufti i nomeri di (¥) e sard formata di nu-
meri tuttl maggiori di quelli di (X ). Hsiste certamente un numero
che non & minore di nessun numero della classe inferiore e non &
Iaggiore di nessuno della superiore perché-o v'é un numero mas-
simo nella classe inferiore o ve n’& uno minimo nella superiore ed
allora tal numero ha, manifestamente, la dichiarata proprieta : op-
pure non ha massimo la classe inferiore n& minimo la superiore ed
allora, pel postulato precedentemente ammesso, esisteé un numero
Irrazionale colla detta proprietd. Ora dico che wum sol numero non
¢ minore di nessun numero dell’insieme inferiore e non & maggiore
di nessuno del superiore, cosicché tal numero resta individuato dai
due insiemi: infatti; se due diversi numeri possedessero 1'accennata
proprieta, gli infiniti numeri razionali separanti essi numeri, per
Pultimo teorema, dovrebbero separare anche i due insiemi: ma cid

non puo avverarsi perchdé s'8 visto che due insiems Limitrofi di nu- -

Imeri razionali non possono esser separati da pii numeri razionali.

(6, T. 2).
E. 1. Le due successioni aventi per numeri n™
11%—3 _ lln+4-4

In = Fnig Yn =5, —1

individuano il numero 2, 2.
E. 2. L'insieme dei numeri 2 e quello dei rumeri y definiti

dalle
<5 y* > 5
individuano un numero Irrazionale,
E. 3. Frazione periodica. 1l gruppoe dei numneri

0,37 0,3737 0,373737 e
e quello dei numeri
0,38 0,3738 0,373738 §ine

R . 37
mdividuano la fraziope TR
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[g 3700 370000 3700437 _ 37000043737

99 9900 — 990000~ """ T 99004-99 T 990000 4- 9999 ~ " T
1 _ 14-3737 _ 3737 3738 . 3737 _ 3737
T 7 139999 ~ 9999 10000 - 5099 ~ 10000 E““']

E. 4. Base Neperiana. Le duoe saccessioni aventli per numeri

l
.

1 1 ]
Ty =147+ ; i ey, Yn =&y +

individuano wn numero irrazionale.

| Qualsiasi frazione di denominatore 2 o non & maggiore di &, o non &
minore di y, per cui od & minore di @, '+ 1 od & maggiore di ¥, 4 ,. 51
ricordi anche il teorema del n. 5],

I1.

LIMITI INFERIORE E SUPERIORE D' UN INSIEME.
LiMITE D'UNA SUCCESSIONE.

Dopo gquanio fu detto s'intuisce facilmente che il numero indi-
vidvato da due insiemi lmitrofi di nomeri razionali resta pure indi-
viduato da un selo dei due insiemi (4, T.), Porremo ¢id in evidenza
" occupandoci ora del limite inferiore e del limite superiore d’un in-
sieme. Ci oceuperemo pure del limite d'una successione nel senso
usuale., Queste ire specie di limiti le definiremo servendoci solo di
quanto qui fu detto, indipendeniemente quindi da qualsiasi conoscenza
d’operazioni con numeri irrazionali,

8. T. Se un insieme ¢ formato di numeri razionali twlli minori
d'uno fisso, esiste un nuwmero ed uno solo, irrazionale o razionale,
che non 810 minore di nessun numero dell'insieme e non sia mag-
grore di messun numero razionale che super? tulli quelli dell’in-
sieme. Se 1 numer:t dun insiere sono tulli maggiori d'uno jisso,
esisle un nwmero ed uno solo, che non sia maggiore di nessun
numero dell’ insieme e non sie minore di nessun numero roazio-
nale, che sia minore di tutli gwelli dell"insieme.

R, Sia (X) un insieme di numeri razionali tutti minori d'uno fisso.
Il numero individuate dall'insieme (X) con quello di tutti i numeri
razionali maggiori d’ogni numero di (X), ed esso solo, non & minore
di nessun numero di (X) e non & maggiore di nessun numero ra-
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zionale che superi tutti quelli di quesio insieme (7, T. 2; 4, T.).
In mode simile si riconosece la veritd del teorema relativamente ad
un insieme di numeri tutti maggiori d'uno fisso. | |

D. Si dice limite superiore d’un insieme di numeri, tutti minori
d’uno fisso, il numero che non ¢ minore di nessun numero dell’insieme
e non & maggiore di nessuno che superl tutti gquelli dell'insieme. S
dice limzte inferiore d'un insieme di numeri, tutii maggiori d’un fisso,
il numero che nen & maggiore di nessun numero dell’insieme e non &
minore di nessuno, che sia minore di tutti quelli dell’ insieme.
Per significare che un insieme contiena numeri maggiori d’ ogni
dato numero positivo, o minori i ognuno megativo, si usa dire
che il medesimo ha Uinfinito positivo, o negalivo, per limile su-
periore, od inferiore.

C. Il limite superiore, od tnferiore, d'un nsieme PUH appar-
tenere o non apparienere al medesimg se gt appartiene, ¢ un
SU0° MAssimo 0 minimo.

2n
b1

E. 1. Il gruppo dei numeri ottenibili da dando ad #

!
totl 1 valori interi positivi, ha il limite inferiore - ed il superiore

0,4: soltanto il limite inferiore appartiene all’insieme.

L " = - . ‘B E 5 _i- 3
E. 2. L'insieme dei numeri ottenibili da —— ﬂ, dando ad m
2ma4-4n

ed » totti 1 valori interi positivi, ha il limite superiore 2,5 e l'in-
feriore 0,75; nessuno dei due limit; appartiene all’ insieme.

E. 3. L’ insieme dei numeri non minori di 2 e non maggiori
di 7 contienc i suoi limiti inferiore e superiore, che sono 2 e 7.

9. I 1. Diremo che una relazione sussiste trae wun nuIRero
dato ed i termini lontani d’una daia Successione se sia possibile
fissare # abbastanza grande perché tale relazione sussisia tra il nu-
mero dato ed ognuno dei termini che seguono il termine 2™ nella
data successione,

E. Poniamo

' ] 3 D 7 )

(E):(lr _z‘:gr 1‘15:_6_171 —8_:*-

indichiamo eiod con (X) la successione, che ha per termini {2 n — 1)=¢

2n— | _
€(27)™ inumeri 257 — 1 o ’;ﬂ . Ogui data frazione propria &
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minore dei termini lontani: nessun numero & maggiere dei termini
lontani della successione (X). Non & possibile fissare » abbastanza
grande perché qualsiasi frazione propria sia poi minore d’ogni termine
seguente il termine n™*° nella successione (X).

D. 2. 51 dice che wna successione tende ad un limile 1 se i tor-
mini lontani della successione sono maggiori d'ogni numero razionale,
che sia minore di /, e sono minori d'ognuno, che sia maggiore di /.

T. Una successione non pud lendere a due limils. ()

R. Sia @, il numero 2™ d'una successione, che tenda al limite 2 ;
sia £ un numero minore di /. Indichiamo con » un numero razionale
maggiore di & e minore di 7 (7, T. 1). Siccome Ia snccessione tende ad
{ed » & un numero razionale minore di /, i termini lontani della sue-
cessione sono maggiori di ». La successione non pud dungue tendere
ad % come limite perché i fermini lontani della medesima non somo
minori di 7, che & un numero razionale maggiore di 2. In modo simile
s1 riconosce che la successione non pud lendere ad un limite maggiore
di 73 quindi ¢ vero che, se la medesima tende al limite 7. essa non puo
tendere ad alcun altro limite.

10. T. Perché una successione di numeri tenda ad un limite
sufficiente e necessario che per ogni numero rozionale positivo
prefissaio st possa assegnare ad n uwn valore abbastanza grande
perche le differenze tra il termine n™ della successione ed i lerming
successier s1ano lutle minori di quel numero pasitive.

R. Consideriamo la successione

ﬂ'-] ﬂg ffg H,g:

¢ supponiamo che, per ogni numero razionale positivo = dato, si possa
lissare per l'indice m» un valore m tale che sia minore dj = 0gui
differenza tra a,, ed i termini sucecessivi ad A, cosicchd sard:

Oatp— 6 << GuyppHeperp=1,23...

da cul ricavasi

ﬂm_" £ <E?,.,+P<£Im—|- E

{*) Per uno studic di limitl 4'una suceessione, in sense pin larro, V. mma mia nota mel
Tomo V del Zendiconti del (iroolo Malematics di Palsrmo, anno 1391, pag. 280.

23
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T . : _ - 1 | 1
« Diamo successivamente ad : 11ralnr:|]—, 5 g 1 ... € fis-

siamo relativi valori di #z i quali indicheremo con my, mq, my, my,, ...:
corrispondentemente pofremo stabilire le diseguaglianze :

1 1
ﬂml "_|<am1+P<ﬂml+T

1 i
ﬂmﬂ_? < gmﬁ+1; < ﬂmﬂ+_§_

1 1
A T m < ﬂmﬂ_].p < ﬂmﬂ"*—?

i

per p—=1,2,3,...

Poriamo ;
1 1 \
(X)_(aﬂlmilaﬂﬂ—_z_: a‘ma_—_: * o ?

l L 1
(Y)= (am1+1, On, + 51 O 5,

L

Proveremo che guesti due gruppi sono limitrofi,
1

Prendiamo in (X) on numero qualunque a, —=— edin (¥) ano-

k

1 ) : ] - . x
qualungue @y~ ¢ siccome il numero O, — % e minore di cia-

: . 1 : o .
scuno dei numeri @ ed a, +— ¢ maggiore di ciascuno dei nu-
ﬂl: + » - 1
|

meri @, ., ,, &

] I
O _T<a‘mt+ni<ﬂn‘+1_-

E
epperd &

1 1
Hmk__:lt_<ﬂﬁ:+t_'.

Ogni numero di (X) & dunque minore d’ogni mumero di (¥). Sia ora «
un numero positivo dalo arbitrariamente: si fissi un intero » mag-
: c B ; . 2 . :
giore di =3 sard cosl o maggiore di = che é& la differenza tra il

1l | !
OUMETD @y ~+— - di (Y) ed il numero o, ——— di (X): ogni nu-

mero positivo dato ¢ dunque maggiore della differenza di due -numeri
presi convenientemente ne!l'insieme superiore (Y) 'uno e nell'infe-
riore (X) 'altro.

Resta cosi provato che i due insiemi (X) ed (Y) sono limitrofi
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(3, D. 2): indichiamo con / il numero che i medesimi individuane
(7, T. 2). Sia & un numero razionale minore di /, quindi minore d’ogni
numero di {¥) ed inolire minore di gualche numero di (X) perchd

solamente / non & maggiore di nessun numero di (Y) e non & minope

di nessuno di (X); un numero di (X) maggiore di b sia a,, — 3

a .

essendo !

1
—— rH== -, RN
. ; I . - :
ancora b, che & minore di a, —r sara minore di ciascuno dei ny-
. 8
meri Om 415 O 485 Om 45y «oo oo II numero & & dunque minope

&
dei termini lontani della suecessione a,, ag, as, - ... Si riconosce nollo
stesso modo che ogni numero, che sia maggiore di 7, & maggiore lpj
termini lontani della snccessione. La successione tende adunque n ¢

come limite, per cui resta provato che la condizione enunciata 1ol

teorema ¢ sufliciente.
Ammettiamo ora che la sueeessione

(Zq g dg

tenda ad un limite /; e supponiamo dato arbitrariamente un mumerq
positivo e Fissiamo l'intero positivo & pit grande che —':1 per cui sarh

9 .
E>T. Dei numeri

P00 1 2 03
3 k 3 % %

h—1 . . . A
7z 1l maggiore di quelli pi piceoli di 7 per cui —- non sari inj.

s ol
k

sia

nore ed sara. maggiore di /. I termini lontani della nostra yue.

: S P .. 3. B ,
cessione saranno quindi maggiori di 7~ @ Iminori di = Bink

potremo fissare due interi #»" ed #” abbastanza grandi perché i nume.y;

) ... h—1 . :
@ 41 @u g On, 4 3+ SIAN0O MAGEIOT] di z ed 1 numeri 4, 43
; P : .
Ar g Auryg-++ S12N0 minori di ——. Indicando con # un inte,

che superi ciascuno dei numeri 7' ed n”", p. es. »' 4-n", avremo dunrue;

h—1 h-1
k <Hﬂ+p< 7 per pzﬂl 1:211-
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e iore di h-—l_iaaund'
7 — © maggior 3 clascunodel mo-

Fssendo minore di
meri
Uy Tp 41 Ay 4 ¢ On4s + » «

h4-1 h— 1 . Ga B . .
Z 7 » 0ssiadl —- epperd con maggior ra-

gione di ¢, la differenza di due qualunque dei medesimj numeri. ed

sara minore (i

in particolarc sard minore di ¢ ciascuna delle differenze

On —Qnyy Op=—Qy43 Oy —0Oyig ...
'!'?'ﬂ+l — Wy Uy 93— 0y Oy 3—0, .
Avendo ammesso che la snecessione
&, ag ag
tenda ad un limite, siamo cosi giunti alla necessaria conseguenza che,
dopo aver dato arbitrariamente un numero positivo e, sia possibile fis-
sere 2 in modo che fossero minori di = le differenze ira il termine ay

¢ clascuno dei successivi. E dunque vero che la condizione enunciaia
nel teorema ¢ anche necessaria.

Clenova, novembre 1832,
F. Giubpice.
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LA RISOLUZIONE COMPLETA DI UN PROBLEMA

e i o i =

(Continuazione e fine, V. pag. 150),

RISOLUZIONE AlGEBRICA. — Posta la condizione che il punte 0 debbsa sssere
fia B ¢ O, indicando con a, b, ¢ 1 lali opposti rispetiivamente agli angoli A, B, C,
¢on x il segmento B D, con y il segmento AD, e con z la pioiezione di A D
sun O, si avia 1! sistema :

F=y'+ee—a)0+2@—oa) s, =y +o 20z, Y*'—=w(a—a,
ed eliminando y e =

b =t o2 (@ —@)—2ae(a —u) ,
o8s28, :
2ag® -~ (2a* — 0+ Netact =0, . . . . {2

da cul:

20 =02 4-c' 4= /(22 — b+ c¥)? — Bafc?

e e 4a




— 181 —

Affinché le radiei dell’equazione (2) sianc soluzioni del problema, dovranmno
essere positive e reali; il loro prodotto é positive, quindi saranno ambedue posi-
five quando si abbia:

Bab oV 2 W . & 4 o 5 e i v . itB)

In tale ipotesi le radici saranno anche reali se:
28— +c*=2ac P2 omsia 2a—2ac P2 02> B0
L'ultima relazione si pud porre sotto la forma:
(a VE - )t = B2,
e, ponendo la condizione:

a2 >ec,

81 avrad pure:
a VE —c = b,
08314 |

ﬂl/é_gb—l—c:

evidentemente in quest'ultima condizione é compresa la precedente, che si potra
quindi trascurare. Pereid le radiei saranno reall quando

S DD v s = s o o= o )

Qualora sia soddisfatfa la (4), lo &, a pit forle ragione, anche la (3), quindi
la (4) esprime I'unica condizione per la possibilita del problema.
Se 'angoio 4 del triangolo dato e oftuso, e percid cos A < 0, si ha:

2a* =2 (Bt +ct)—4bceosA
OESIA &
2a* =0 +c)+(b—c) —4beceosd,
quindi !
2a® > (b4 o),
ad 1l problema ammette due soluzioni.
Nel caso specizle che il triangolo, essendo ottusangolo in A, sia isoscele,
posto b—¢, si ha:

n_—__f—]/ﬂ?-—gr:f'
5 :

5——-

¢ quindi:

vale a dire che 1 punti D, e D, sono ad uguale distanza dai vertici B e C, ed
1 segmenti AD,, AD, sono uguali.
Se l'angolo A & reito, & ha: &
2 a® =2 (b2 o)
028l :
2t =04 +C—0), . . . . . . . (B)
e quindi, in generals:

2a®> (b+c),
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1 problema ammette due soluzioni, e si ha:

b* <» 3 e® 4 (3® — ¢?)
B =

4a
08814 *
a c*
ml—_——E ed mg-._——a—a

vale a dire che i punti D, e D, sono i piedi della mediane e dell’altezza cor-
rispondenti all'ipotenusa.

Nel caso speciale che il tringolo, essendo rettangolo in A, sia isoscele, la
(5) diviene:

2a' = (b +0)?;
il problema ammette una sola goluzione, e st ha:
be ot
. = ’
/4 1
onde si rieava :
b? . ¢t : t
23— - s 08814: S =—a, 0= —;

2

vale a dire che il punto D, , & il punio di mezzo del lato a.
Se l'angolo A é acufo, si ha:

2at =(b+to)f+(b—c)'—4bccosd . . . . (6),

quindi;
2 g2 % (B4 c)2,

ed il problema ammette due, une, 0 nessuna soluzione. Quando sia:

2a% = (b ~40)®
g1 ha:
2a% — B% 4 o0 . ¢ (b—+rc)
o = 1z , OEBIR: 22 =— 3
Eaﬁ—c{b—l-ﬂ,'l . b (6-¢)
ﬂ"—:ﬁ_ . Dﬂﬂ]ﬂ: ﬂ_'m: 1
2 248
quindi ;
z ¢
@— x b’

vale a dire che il punio D, , sppartiene rlla bissgttrice dell'angolo A,
Nel caso speciale che il triangolo, essendo acutangolo in A, sia ispscele, la (6)
diviene:
20° = (B-c)? —4becosA,
quindi :
2a° L (b4e);

il problema & impossibile, ed in conseguenza & pure Tmpossibile se il triangolo
& equilatero,
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Riprendendo la formula

20— Pt PFRa'— b2 4% — BaT ¢t
4a

L —

proponiamoci di trovare graficamenle i segmenti z, ed @, per mezzo dei lati del
triangolo. Giova scrivere:

__a Bt et l/(a A i c?
C="8 T da " da = 2 4&‘4.-::) 2!
rappresentando con %, il segmento terzo proporzionale dopo 4a e b, e con g
il segmento terzo proporzionale dopo 4a e ¢, & ha:

c®

a ,/ a g
@ = — By =N (?—-hl—i-}i?) —TsT )

—

@ T - - .
¢ posto —- — A, 4 2, =Ah,, se indichiamo eon A%, il caieto di un triangolo

H

V—E, 81

reftangolo avenie 1" ipotenusa nguale ad %, e 1'altro cateto uguale a

ha infine:
we=—h, A .

3 —
Posta la condizione che il punto D debba trovarsi sul prolungamento di B C,
e continnande ad indicare con «, ¥,z rispetlivamente i segmenti 8D, AD,e la
proiezione di A D su BC, secondo che il punto D sard dalla parte di B o dalla
parte di C, si avrd il primo od il secondo dei seguenti sistemi di equazioni:

SbFzy?—l-(m'—l—a}?iﬂ(m—[—a)s M=y'+@w—a)l) 1+ 2(x—a)s

' =yt-ta*+ 2oz cf—=ytta2*+2g:
ty‘==ﬂ(==+a) V= (@ —a),
Eliminando y e 2, s1 ha dal primo sistema:
5 LIPS Sais ac
w—cio—ac 09s14a ; «2:__5}45‘,__3ﬁ
e dal secondo:
bﬂ b P z e — ﬂﬂE
— ot —=—ac 0ssia m_c?—bﬂ'

Se dungue & 2> ¢ il punto, che chiameremo D,, si trova dalla parte di B: se
b < ¢, si trova invece dalla parte di C; se b—¢ il problema & impossibile.
Per rappreseniare graficamente il segmento 2 dato dalla formula :

2

I Z ¢
'm—__ o
bE——E'

giova scrivere:

indicando con 7 il segmento terzo proporzionale dopo (B —c) e e, ovvero il
segmento terzo proporzionale dopo (¢ — ) e ¢, si ayri:

al

h=¢’

& —
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€ non rimarrd che a prendere il segmento quarte proporzionale dopo (b4 ¢),
aed 1

CoNsIDERAZIONT. — Essendo D,, Dy i ponti interni e D_ il punto esierno
corrispondenti rispettivamente alle soluzioni %, , @y, @, del problema ed ai seg-
menti AD , AD,, AD, . che indicheranno con ¥y Yor ¥qs € chiaro che aveanno
una soluzione in comune col triangolo dato tutti i triangoli aventi due vertici
m B ed in € ed il terso vertice in un punto qualunque delle circonferenze de-
scritte con centro D, D,, D, e rispettivamente con YAEEIO ¥\ 5 Yos Yg .

Volendo esprimere algebricamente la relzzione esistente fra i lati del trian-
golo dato, e guelli di ano quelungue avente col drto in comune una delle soln—
z10ni %)» Loy premeiteremo che, affinché due equazioni delin forma:

+patg=—0 ' tp, 4+ g, =1
abbiano una radice comune, deve esistere fra 1 coefficienti la relazione segnente :

(2, — ' =(p,—p) (pg, — p, 9)-

Cid posto, se chiamiamo 4, b,y ¢, i laii del nuovo triangolo, mentre pel frian-
golo dato si ha:
2ax’ — 22 — 4w+ act =0,

g1 avrd pel nuovo triangolo :
2aw® — (24° — H+de+acd=0;
donque nel easo attuale :

| 72,2 2
— 2at = B — ¢t 2 — 2a¥4 P} —of ¢t

£ . 2g . 5 Py = oa '9122'

e. sostatuendo questi valori nella precedente relazione, fatte le opportune opera-
7iont e riduzioni, si oitiene :

2a® (B — b°) (e — c"):(ﬂfﬁ*——c?b?) (62 — bt—ctt+c% . (T)

che & la relazione cereata. Inoltre, perché i due triangoli abbiano in comune Ia
soluzione «,, che per fissare le idee, supporremo essere la maggiore, dovra
e8sere :

w|+y1>ﬂj>m1‘_‘y” y;+(“_2ﬂ]r}>g’1>y1_{.m__mi}?
e perché abbiano inveee in comune ls soluzione x,, dovrk essere:

yi+m9>ﬂl>yﬂ—_m2' (‘:_'“Tf;""'yej}bl.){ﬂ-mfj‘_yr

Fra tulti i triangoli che hanno col dato in comune una delle soluzioni @,
@, ve m'é uno che, olire all'avere in comune col dato il lato a, e ingeritto con
eas0 nells slessa cireconferenza. Per queslo speciale triangolo, che 2 equivalente
al dato, ed ha l'angolo opposto al lato & supplementare all’sngolo A del trian-
golo dato, si ricava facilinente :

byey==pe .. . . « = s s . = (B
Questa relazione trasforma la (7) nella seguente ;
Ol AP =2 < s e o o0 (D)
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e, risolvendo infine rispeitos &, e ¢, 1 sistema costitnito dalle (8) (9), =i ricava :

S S
by =5 (P2a°— (b — 0 + p'2a"— (b + o))

6, = %(V%ﬁ*—cb—cf ¥ VZa* = (b+oF).
Volendo esprimere algebricamente la relazione esistente fra i Inti del irian-
golo dato e quelli di uno qualunque avente col dato in comune la solozione 2, ,
continueremo ad indicare con a, ¥, ¢, i lati del nuovo triangolo. Avendosi

pel trinngolo dato :

. aet
ﬁ____b,z___cir
g1 aved pel nuovo triangolo :
m“f
E:i b‘i—-[':ﬂ L
| 1
e quindi dovri essere :
T =b5-—ci Ossia by =dbc . . . . (10),
1 i
Inoltre, se b > o, dovra essera :
g @3> 0 > Yy —@,, (ﬂ+maj+y3}b1}(ﬂ+$aj_y:i’
ese b e:
Tyt Yy >0 >0, —y,, Yot (2, —a) > b >y, — (&, —a).

Fra totfi 1 friangoli, che hanno col dato in comune Ia goluzione z,, ve
n'¢ uno che, oltre all'avere in comune col dato i lato o, & inscritlo con esso
nelle stessa circonfersnza. Per questo speciale triangolo, che ha 1'sngolo opposio
al lato @ supplementare ali'angolo A del triangolo dato, detta S, la sua super-
ficie 81 ha:

&% c2 sen® A

lﬁﬁ-‘f:d?zfc?—-(—- a‘?—l-b?—l—c‘f)ﬂ, ed anche S’:'_—_ y

menire pel triangolo daio si ha :
hie? sen®d
d )

16 8% = 43%¢% — (— g% -+ 3% - ey, el anche 8T —
onde avremo la relazions :
4&;34:'-?— (— r:ﬂ—l—fr?—]—::?)ﬂ _ 5 o] '
40%c% — (—a® b =22 T prge

08318 *

b?c?(— GF =i~ b - 4 == Pt (—a 8 02, |, . (11).
Da wllimo, risolvendo rispetto a 6, e ¢, iuPsistema costitnito dalle (10) (11), si

ricava *

b

ab ac

| — 2 El e— .
]r‘/—--r'.',!--|--2..’$3—,'—-2cE V—-— a* - 2h% 3. 20
Forli, Marzo (1807,

Dieco Dott, FELLINI
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PICCOLE NOTE E SUXTI DI NOTE

A proposito del teorema di Lehmus (). — Non mi pare inutile far
notare alcuni teoremi, dei quali noti teoremi sulle mediane & sulle bissettriei

sono cast particolari.
l. In un triangole A BC chiamo 4’, B’ (7 ; punti che dividono rispetti-

vamente i Jali BC=a, CA=5%, AB— ¢ pnel rapporto delle potenze »me
(# qualungue) dei lati adiacenti, cosicche

BAa’ o ;B an A pt
—— .

A'CT »mw'  BaA e CB a”

chiamo K il punio comune delle AA’, BB, CC'; rette 4™ opposte ad
w, &, c rispettivamente 1 segmenti A A, BE, cC: raggli A" opposti ad a,
by ¢ i segmenti AKW, BKW Jim. rettangoli corrispondenti ad a, b, ¢ i
rettangoli BA’. A'C, CB . B'A, AC.CB.

Per n =0, 1, 2, — 1, — 2 le pette xin sono rispettivamente le mediane,
le bissettrici, le simediane, le isotomiche dells hissetirici e delle simediane.

TrorEMa, — Per o qualunque a Iati eguali si oppongono relte &% eguali:
per 0 =% < 2 al lato mapgiore si oppone la retta A™ ipinore; per
0 =#n <2 sono vere le reciproche.

Mediante il teorema @i Stewart si trova
b™ o = B° o a* o® ¢’ ¢ Palpelgn b % a®

b e P T op BB = e e a®  (Pa)?

(1) 44" =

che si possono anche scrivere cosi:

o c?” c”
) ,'E ﬁ.""-']-bH ﬂ'n bncn o ﬂn—z +EE bﬂﬂﬂﬂ'ﬂ-
(2) 44" — 5 =8 Tin e BB = = ) n\2
[ & @ (" 4= ™) n::“_l_1 b™*(c™+-a")
» s

Le (1) mostrano che se a —b & AA" — B per n gualunque; le (2)
mosirano che se ¢ > 4 & AA" < BB per oeni valore di 2 ohe soddisfa alle
U< 2=<2 peché por questi valori & g = b, 2> g* 2 guindi

o 3id c™
pE—E < =2 a jn en % Bt o o
e P — 1 — —_— F - L]
= on ot o a2 (g.n + ¢7)e ¥ o P En}i
AL an |

Onde reciprocamente per 0 < n < 2 dg 44 — BB deriva a— b, e da

AA" <« BR derive a > b
TrorEMA, — Per n qualungue a lati egoali si oppongono raggi A™ eguali;

per zn positivo al lalo maggiore s oppous il raggio &Y minore; per # posi—
tivo sono vere le reciproche,

(*) Periodico, anno VII, pag. 147 e 187: amno VIT1, pag, 8,




Si ha ()

B) AEW =[("+ "+ 0"+ e b — 0" 0’ = (@ 4" )

che, ponendo Za" — a" 4= b" +¢", 3 BV e Tt

n—2 fe—=2 .
¢ ~a , si pud trasformare cosi :

P a w—2 ,n—9
AE{“&E— b™ ¢ —I'-b e a2 B2 o2 pory b
—— E ﬂ-ﬂ {E ﬂﬂ)! &
Allo stesso modo
Th i n—2 .n-0
B KM ¢c*at -+ ¢ta o2 B 8 - f b
_ =gt (S a™)E

dalle quali deriva subito il teorema.

Osservasione. — Per n negativo —= — m da a > b deriva 4 L™ % BEW™

secondoché

2 g —m = —m 2 2 —m
c+bec Z=¢ a-4ca

-

o

pssin. secondoche

ee? — h2
el “% a b — = .

ﬂ—

Ad esempio per n=——2, da @ >} deriva AKWM % B K™ sgeondoché

o= Yab.

Corollario. — Da a =1 deriva ang. K" AB = K" BA per n qualungue;
da a > b deriva ang. KW AB > K™ BA per » posilivo; onde per # positivo
sono vere le reciproche,

TeorEma, — Per n gualunqgue a lati eguali corrispondono reftangoli egnali ;
per —2 = <=2 al lato maggiore corrisponde il rettangolo maggiore ; per
— 2 < n < 2 sono vere lg reciproche.

B BA' ¢ B0 e BC <4¢c» BC b*+ev
alla i C-.—.. o cOmponenac sp na ﬂ— ;:11- ) A C_ pn "
donde
a? pn on a® ™ %
4 BAL A= == '
( ) r:b'ﬂ + [:n}E a2 {bﬂ -+ G‘HJE 3
g LOS]

bt oh gh 5% oh gn

(€4 e T bt (o gy

e —

R, BA=

disfa alla 0 < n < 2, perché per guestpvalori & " > p*, " = "2 o

guindi anche per ogni valore di # che seddisia alla — 2 < 5 < 0 perché i
rettangoli BA'. A'C ece. non variano mutando # in —n,
Parcid sono vere le reciproche per —2 < 5 < 2,

=SS ==
==

(*) FPeriodico, namo VIII, pag. 66, formole 6).
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Osservasione, — Per n> 2 da a> b deriva BA'.A’G%_ CB'.FA
sacondoche

ﬂfn—ﬂ (bn "I- Cﬂf % bﬂ—ﬂ {ﬂn _I_ EH)E

ossin secondoché
)

—

a® "+ c“)% b * (c“-l- a’)

Ve
-

ﬂ—

o0ssia secondochs

n=-2 n-L2
L. oa =
n < —a® —b
[.'5_(“‘5) s n—-_g
a® —p

Ad esempio per n =4 & B A’ A'( % CB'.B'A spcondoché &

a‘—;:-——-ub(ﬂ'-—!—ab-}-é’}.

TeoneEMs. — Te rette 2B opposte a lat; eguall somo divise in rapporti
egoali ; 1o retta 2% opposta al late maggiore & divisa nel rapporto minore o

maggiore secondoché & 2 E‘.: 03 sono vere le reciproche per n diverso da zero.

Cid deriva tosto dalle farmole

AK® o% 4= o B K" o™ 4= g"

5 . 2
©) Ko 4 S () =

AE™ B K
K47 Emp -

Per n =10 & =empre

, o . AK™ A4
Proprietd analoghe valgono per i rapporh A e C R A
2. Indicando com 4", B”, @7 i punti che dividono i lali BC, CA4, AB
rispettivamente nei rapporli negatiyi — - ' — & ) - Z per le relte
h™ P an ?

AA", BB", CC” i teoremi precedenti non somo pilt veri in gensrale.
Noto i1l seguanie caso particolare. AMutando nella prima (1) ¢% in — ¢®,

e nella seconda (1) a* in — a” . & ha
®) At BB apre
Ht — on | (" — ™) :
BE" — ¢ @ — ¢% g" b® p® gh

Pev n=2, 44", BB”, CC” sono tangenti in A, B, C al cerchio ABC;
per essc ai ha
2 2® h® o? o a? b° ot

44 ={b?_ﬂﬁ'}5’-’ BB __(E-a_,ﬂz}z;

donde se e =0 deriva AA” —=BB”: 5 a> b deriva A A" diverso da BB”
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a® 4 B* a® =+ b*

=~ "o " - [ J—
5 , 8 AA"—=PBEB" ove sin ¢* =— 5

' “ -
ove 2l1a ¢ =

reciprocamente :
se due tangenti al cirenmcircolo (porzioni comprese fra 1 ver

zolo ¢ 1 lati opposti) sono diseguali, i lati opposti sono diseguall ;

se duoe tangenti al circumecircolo sono eguali o 1 lati oppost

a® -+ b

o se no il lalo compreso c¢ soddisfa nlla relazione c® — 5

Osservo a proposito di queste tangenti la proprieth: se A B (
& p. es, 2 > b > ¢ s ha in valore assoluto

| Onde 51 ha

el del trian-

3

| sono eguali,

¢ scaleno ed

2 abce » abo i abc
AA" = T — ' BB — P C{C" = p g y
onde
| 1 |
BBH'_'CCH'-I_AEH‘
od anche
CC". A" —=AA".BB'"4 BR".CC"=BBEB". 0"+ AR

3. Se nelle formole (1), (3), (4), (5) si muta a in a, si ha
spondenti relazioni per un triangolo 1 cul lati sieno a,, &, ¢, @

chiaramentie 1 seguenti teoremi :
in doe triangoli che hanno duve lati rispettivamente egunal

diseguali 1° al lato maggiore si oppone la refla ™ minore (»
2° al lato maggiore si oppone il raggio A™ minore (z positivo)
maggiore corrisponde il retfangolo maggiore (n gualungue) - 4°

nne le eorri-
ne Tisultano

e 1 terz1 lat:
qualungue) -
- 3% al lato
la retta &™

opposta al lato maggiore & divisa nel rapporto minore o maggiare secondoché

HEU;

reviprocamentie in due triangoli che hanmo due Iati rispettivpmente eguali

1° se le reite &(*) opposte ai terzi laili sono eguali, guesti sono
sono diseguali, alla maggiore si oppone il lato minore - 2° se
opposti ai terz lati sono eguali, questi sono egualr; @ se sono
maggiore si oppone il lato minore (n positivo) — 3" se 1 retfang

eguali; e se
i raggi Al
diseguall, al
pll corrispon-

denti ai terzi lati sono eguali, questi somo eguali; e se sono dis¢guall al mag-

giore corrisponde il lato maggiore — 4" se le retie A( opposte

al terzit lall

sono divise nello stesso rapporto (» 2 0), guesti lati sono eguali, & se sono
divise in rapporti diseguali & maggiore il lato opposto a guella divisa nel rap-
porto minore o il lalo opposto a quella divisa nel rapporto maggiore secondo-

chéﬂi’:& »

A risultati apaloghi si ginnge considerando le refte che dividono «, a, nei

rapporti negativi delle potenze »™" dei lali adiacenti.
K,

FEaRARL

= T L —— -

- L . w
1] B tpmm——w=
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
150, 152, 155%, 156™, 157*, 160, 162",
163" e 164*

X50". Determinare wn triangolo sferico equtlatero, la cui superficie sia il
complements del suo perimetro. (G. BELLACCHI).

Soluzione della Sig." Ved® F. Prime a Bruzelles.
Siano A4, a l'angolo o il lato di questo triangolo, si ha

33—::::%-8:: donde d:a_;- [1]

Ma & noto che nel triangole ABC

cosbheos( = colasen b — oot 4 sen (;

le quantitd a, 4 verificano pereid l'equazione eoze sen@ — -+ (c0sz — sena);
od anche, elevando i due membri al fquadrato |

sen® 2@ -+ dgen2x — 4 — 0. [2]

L'vnica radice acceitabile di quest’equazione &
senlew = -—24 38 0 280 2% = 4 /2, sen? 220 30",

S1 trova, dalle tavole delle funzioni eircolari, che 22 = 55956’ 157 o 1240
3" 45" e cosl

a = 270 58' 1”5 o A =6201"52"5.

La soluzione 4 = 27°58 7,5 con & — 620 1”52",5 non pud essere
accetiata perché 3 A dev'sssere compraso fra 2 8 8 reiij

152", Dati gl anrgote di wn {riangolo Sferwo ABGC, determinare Iarco
A D verificante la reluzions

sen*AD = sen BD .senDC,
cercando in quali casi & possivile. | (G. BELLACOHI).

Soluzione della Sig.? Ved.® F. Prime a Bruxelles.

Indichiamo con « I'angolo BAD e eon P l'angolo CAD, si ha, nel trian-.

golo BAD, senAD :senB — senB D : séna, e nel triangolo CA D, sen A D :
sen C = sen C.D ; sen B, . ,

Moltiplicando queste relazioni membro a membro o tenendo conto dell"ipotesi
8en*AD = sen BD, sen CD, risalia

ene.senfP =wenB.senC o €08 (% — B) — cos (@ -+ f) = 2zen B sen C.

wraln e i
i L

i g el i}
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Casi differenti da considerars :
1> L’arco AD & nell’angelo BAC; in quesio easo -8 = A e gli an-
goli «, B, e in conseguenza la posizione di A D, sono determinati dalle due
eqUAZIDN]
x4+ B=4, cos (e — B) = cos A - 2sen B . sen C.

Perché I'arco A D) esista & nacessario e sufficiente che la seconda equazione dia
oo —B| « A; cid avra lnogo se

— 1 < c0sA 4+~ 2zen B.sen 0 < 1.

Se queste condizioni sono soddisfatte, st troveranno per « — f due valori
uguali e di segno contrario, vi saranno quindi doe archi A I) soddisfacenti alla
quistione, simmetrici rispetto alla biseitrice dell’angolo A.

2. Essendo C, il secondo vertice del fuso C, 1'arce AD eada nell’angolo
C,AB. In quesio caso f — z = A e si ha da considerare il sistema

B—an=4, ¢os (¢ 4 B) = cos A — 2=sen B . sen C.

Le condizioni necessarie e sufficienti per l'esisienza dell'arco 4D sono

— ] < cosA —Z2senB.zen 0 < 1

poiché se queste condizioni sono soddisfztle, la seconda equazione dard per
& 4 B un valore maggiore di A. Il problema non avrd che una sola soluzione,
poiché 1l valore negativo di o -8 dovrd esser messo Im disparte.

3." Il punto B, essendo il secondo vertice del fuso B, sia l'arco AD nel-
I'angolo CAB,. T valori di « ¢ B son guelli frovati per § e per o nel secondo
casp. Essi determinano guindi un arco di cerchio massimo simmetrico dell’arco
trovato nell'angolo B A (| rispetto alla bisettrice dell'angolo BA €.

4." L'arco AD cada entre 1'angolo B, AC,. In questo caso il sistema a

risolvere &
‘ e--f=2n— 4, cos (e —f) = cosA <+ 2sen B.zenC.

Qui, come nel primo caso, si deve avere |z — [} < A, cid che richiede che
si abbia
— 1 < ecosA+Z2senB.sen = 1.

Se queste condizioni sono soddisfatfe, si troveranno due archi AD simmetrici
rispetio alla bisettrice dell’angolo B A C. Inoltre quesii archi si troveranno nel
prolungamento degii archi trovati mel 1° caso, ¢ib che d'altronde era prevedibile
poiché la relazione sen®A D) — sen B D . sgh ('D non & alterata sostitnendo agli
archi AD, BD, DC i loro supplementari.

Le condizioni di possibilitd irovate nei diversi casi non sono contradditorie

poiché addizionandole membro & membro danno

| < cosd <1,

Ne risulta che il problema pud ammetiere otto soluziomi, guattro, due o

11e85111A,

B e e
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155", Dato il triangolo ABQC e le rette AT, BH, CH passanti per lo
stesso punto H, inscrivere in ABC un triangolo A’B'C’ in modo che A’ cada
in BC, B in CA, C in AB, ed i lati B'C/, C’A’, A’® siano bisecati rispet-
tivamente da AH, BH, CH.

Dimostrare poi che le ratta AA', BB, CC' passano per wuno stesso punto.

(L. MERANTE).

Risposta della Sig." Ved." F, Prime a Broxelles.

i.° 1 sepmenti limitati ai Iati dell'angolo BAC e che A H divide per met,
sono paralleli alla direzione o, coniugata armoniea di A H nell’angolo BAC.
Si & guindi condotti ad inscrivere in ABC un triangolo 4A'B'C’ i cui lati sono
rispettivamente paralleli a tre direzioni date =, 8, v. La soluzione di questo
problema & nota ; si conduce, nell’angolo BA(C, la retta B”C” parallela ad «
e si compie il triangolo A"B7C” i cui lati A”C”, A”B” sono paralleli alle
direzioni $, y. La vetta A”A determinz su BC il verlice A", determinato A’ si
ha immediatamente B e C.

2" Le vette AH, BH, CH passano per i centri dei lati del triangolo
A'B'C’, H & il centro della conica circoseritta ad A'B'C’ ed insecrifta in A BC;
allora le reite AA', BE', CC si tagliano in uno stesso punto.

Si pud dimostrare queste {eorema indipendentemente dalls {eoria delle co-
viche, Se A4, & il punto d"intersezione delle rette B'C, BC, A, & su BC 1
coniugato armonico di A”; allora pel teorema di Menelao si ha

A'B AB BC.FA . A'B.CB.AC

AC - AC CB.AC “°™ yo Br.FA |

la gunale eguaglianza prova, come si sa, che le rette 4A’, BB, CC sono
concorrenti.

156, Sz in un #riangolo ABC é inscritto un triamgolo A'B'C’ tale che
le retta AA’, BB, CC' passino per uno stesso punto, le simediane dei irian-
goli AC'B, BA'C', CB'A’, corrispondenti ai lati C'B’, A'C’, B' A’, passeranro
per uno stessp panto; ¢ viceversa se nel Digmgoli ACG'B, BA'C), GB'A’ Ie
simediane corrizpondenti af Iati G'B) A'U, A" concorrone in wuno $4350
gunio, anche le rette AA', BB, CGC' passeranno per wno stesso punto.

(L., MERANTE).

Prima dimosirazione della Sig.” Ved." F. Prime s Braxelles.
Conducasi A A" antiparallela a B'C’ nell'angolo A B C a tagliare B C in A"
e alfrettanto faccinsi pei vertici B & (; si sa che 44" &, rispeifo all'angolo
ABC, la coningata armonica della simediana tirata da A nel teiangolo C'AB.
Se le simediane considerate nell’ enuncinto sono concorrenti, i tre punti A,
B’, ¢” sono in linen reita e reciprocamente. Ora i triangoli A”A B, A"AC
danno
A"B sen A“A B A7
A7A sen B A”

L_senA”AC;

A sen
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Se ne ricava
A”B __ sen A“AB genC
A"C~ senA’AC sB
Msa
sen A"A B sen A B'C AC senC‘__AB
sen AYAC~ senACB ~ AF °© snpB AC’
A”B AB AC B'C BC BA

si ha dungue analogamente 51 {rova i = 54 B0

ATC AC AF'

0’4 CA CRF
C B B €A
A”B.B"C.C'A AC.BA' . CB
A7e _B'A .0 AF.BUO.0A

¢ cosi, se i punti 4”7, B”, C” sono in linea reita, le reile AA', BF, CC
coneorrono € reciprocamente.

Seconda dimostrazione della Sig” Ved.® F. Prime a Bruxelles.

Le rette AA”, BB, CC esendo concorrenti, le congiungenii 1 vertict <l
A D C coi punti medi dei lati di A’B'C ‘concorrono nel centro P della conica
tangente in A, B, C ai lati del tviangolo 4 BC. Allora le simediane consi-
derate nell'enunciato si tagliano nel punto P’ che nel triangolo ABC & il co-
niugato isogonale di P.

Ne risolia che

Dimostrazione del Sig. E. de Vito, sindente nella R. Universitd di Roma.
Siano AD, BE, CF le simediane dei triangoli A U'F, BAC, CE'A in-
tersecanti i lali opposti ad A, B, C rispettivamente in D', E’, F'. Si ha

——

nop AB D Al
sen BAD ~ senAD B’ sen BAD' sen CDA’
cn AC B'D AN

sen CAD  senADC’ enCAD  wnADB

da cui, dividendo membro a membro la prima e seconda eguaglianza e ln terza
e guarte, Tieavasi
BD AB senCDA oD AC znADFE
b AC sndDB BD AU sendADC i
BD.BD :
e da queste, nuovamenie dividendo membro a membro, deducesi oD.0D = 1

a8.4 0 O la nota ieth delle simed: ch i A8
A0 Ac - U per la mota proprisih delle simediane che ¢ D

ACE
1"ultima relazione diviese s
BD AB AC
cD AGC AB

In modo analogo si dedunce

CE BC BA AF CA CB
AE  BA BC' DI cp CA
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Moltiplicando membro s membro le tre ultime relazioni & ottiene

BDY CE AF' AC BA CF

CD' AE "BF ~— AB BC CA4
dz eni segne che se le simediane considerate nell’ enuaciato concorrono mello
stesso punto altrettanto avviene per le rette A4’, BB, CC e viceversa,

157", 8e in wn triangolo ABC i punti H', 0" sono coniugati isogonals
ed i £8so § mscrivono due triangoli A'B'C’, A"B"C" tali che i lati A B’
B'CY, C'A"; A”B”, B"C"”, G"A” siano bisecati rispettivamente dalle rette
CH, AH, BH': CHY, AH", BH", 4 sei punti A’; B, ¢, A”, B", Q"
wrpariengono ad uno stesso cerchio e ciascuno dei detii triangoli & prospetiivo
al triangolo A B C. (L. MERANTE).

Dimostrazione della Sig.* Ved.* F. Prime a Bruzelles.

Sia dato soltanto il punto H e si costruisea il triangolo A’B’C’ che gli
corrisponde ; si sa (quistione 155) che quesio triangolo & prospettivo al trian-
golo ABC, Sie A”B"C” il triangolo formnalo coi second punti d’ intersezione
del circolo circoserilto ad A'B'C coi lati di ABC. Le rette RB'C, B'€" sono
antiparallele nell'angolo A, A #” & percid una delle simediane del triangolo
B"AC e 1a mediana corrispondente & simmetrica di A ' rispetto alla biset-
irice dell'angolo BAC. Si vede da cid che le rette AH”, BH", CH", condotte
dai vertici di A BC ai centri dei lati di A"B"C", passano per il punto H”
coniugato isogonale ;h #H’ nel triangolo A B (.

160, Risolvere T eGuasione
x5 — 3 — 3x° (2x* — 3).
(I, Grupice).
Risoluzioni analoghe dalls Sig.® Ved." F. Prime a Bruzelles e dai Sigg.
Prof. V. Sferra e F. Mariantoni.
Ponendo y == a%, quest'equazione diviene

Yy — 6y’ +9y — 3 =0

y—2P —3(y—2)—1=0 [1].

Lo [1] ha le tre radiei reali poiché il suo primo membro muta segno da

Yy—2=—1 ad y—2=0 ¢ da y—2=}'3 ad y — 2 =2, e

appartiene guindi al ecaso irreducibile delle equazioni cubiche. Per risolverla
faceinsi y — 2 =— 2 cosz; si & cosl condotti all’'equazione

Beos’s — Beoosz — 1 =0,

1
che d4 cos3z — 5 poiché cos 3z — 4 cos®s — 3 cosz.,

Allora 33 =460+ %.360° ol y pod prendere i tre valori
¥y = 2(1 4 cos20" — 4 cos? 10°, ¥, = 2(1 + cos140%) = 4 cos? 70",
Y == 2 (1 4 cos 260°) = 4 ¢c0s?50°, donde i sei valori di o :

¥y = 2c0810°% 2, =+20c0870° @, =+ 2 cos 50
0

|

@, = T+ 1,96961, a3, -+ 1,68404, @, = -+ 1,28557,
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162", In wn cono obliguo detta & Tinclinasione della retie centrale OV =1
sulla base circolare OMA, ed v Fangolo del raggio OM — 7 di questa con la
proiesione della OV, provare che i1 generatrice g — YM fa con la tangente

MT alle circonferensa OM Fangolo 0 determinato per la formela cos0 =
1

— €0S o Sen w.
& (G. BELLACCHI).

Risposta dei Sigg. R. Scozzari, slunno dei R. Istitnto tecnico di Girgenti;
I, Gerra e Maszg, alonni del R. Istituto tecnico di Piacenza: E. de Viio, atu-

dente & Roma e della Sig." Ved." F. Prime a Bruxelles.
Sia B la proiezione di V sul piano della base del cono e C la prolezione
di B su MT, indicando T il punto in cui la fangente in M alla circonferenza

¥

OM incontra OB, Per un noto feorema C sard pure la proiezione di V sopra
MT e poiché finalmente M & la proiezione di O sulla stesea M T, a3l avrd ad
un tempo dal triangolo VM C e da quello che risulta tirando per O una pa-
rallela ad M C ad incontrare U B:

MC— VMceos VMC=—geosh ¢ MC— OB cos OTM = OB sen w.
Di qui, uguagliando, &i ricava 0 B = g cosf : sen w; ma dal triangolo VOB
gi ha anche OB — O Vcos VOD — I cos &, percid 1nfine

g ¢0s ) — I cos « sen w.

163°, Dimostrare che Uequasione
x? — [6802] y? — 382291

ammette una soluzione in numeri interi & positivi. Qual & questa solusionef
(A. Tagionry).

Soluzione identica dalla Sig.® Ved.® F. Prime a Bruzelles e dal Sig. M. Pial-
telli, alunno del R. Liceo di Barl
L’ equazione dala pud seriversi

(2 — 41ly) . (w4 411y) =7.13.420]
e poichd 420) & un numero primo, bisogna considerare soltanto 1 tro sistomi
e —4lly =7 x— 4lly = 13 z—41ly = 9]
o+ 411y = 54613, |z 4 411y = 20407, (@ 4 411y =— 4201

poiché gli altei sistemi darebbsro x & 411y <411,
[l terzo di questi sistemi & il solo che ametta soluzioni infere e queste sono;

o =2146 o y =D

164°, Nella serie X, X,y - ..oXn, .... 8 ha per n = 2
in — hIn__l + l-—

Dato il valore ay di Xy esprimere xy per mezzo di hy 1, n, ar.
(A. Taeiumy).
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Soluzione della Sig.* Ved.* F. Prime a Broxelles.
Lo 5 — ¥ relazioni
Tn = hag_3+1,
Tn—1 = haoyg_g+1,

mr-;—i—_—ﬁﬂ?r+1—|—fi
Tpir1=ha, 1

moltiplicate rispetfivamente per 1, A, A2, ... . A5 — *r—1, poi addizionate membro
a& membro, dianno

= =]
Oy — }"“—rﬂr : i h — 1 = [l]

Questa formola suppone perd = > 7; per dedurre quella relativa al caso
& 7 < r, permutiamovi le lettere n, ¥y cambiamo an in x5 ed o, in a,.
Avremo cosi
| — 3~ tr—=m)
Ty — Qp h_(r_“j— 4 }1—- i *
Ora guesta relazione & identiea alla [1]: la quale & percid upplicabile in tutti
L casi, anche per » = n, poiché, allora, esss riduces] ad Gy = @y . ().

e e i g™ ——— B e e e e

Rigposte & quistioni alle quali rimane a dare evasione. Qnistione 199 dal
Sig. & Catania, E. de Vits, F. Mariantoni; 165™, M, Pigttelli, M.2* F, Prime,
R. Scossar), V. Sferra; 166", M.™ F. Prime: 167", U. Coretti, G. Pucciano,
G. Tirella; 168", E. de Vito, F. Mariantoni, M= F. Prime, R, Scozzari,
G. Tirelle: 169°. B. Armano, E. de Vito, U. Gerra, E. Lugaro, G. Mazza,
Mm™ F. Prime, R. Scozzari, G, Tirella; 170", 7V, Correnti, E. de Vilo,
F. Mariantoni, M. Piattelli, M.™ F. Prime: 172', B, Armanv; 173", U. Ce-
retliy, M.™ F, Prime; Y7I5". M.™¢ F, Ppime: 176", U Ceretti, M, ™ F, Prime;
177", M. F. Prime, G- Santacroce, G. Tirello; 178'. M™ F. Prime:
179" N me FPrime, G. Tirella,

—3Q583— -

QUISTIONI PROPOSTE ()

T e
i i s ]

180™. Data la somma 2¢ (o la differenza 23) dei lati di due
triangoli sferiei equilateri e polari fra loro, determinarli,

(r. BELLACCHL

(*) Boluzlone analogs dal Slg. E. de Vito, stndente nells R. Univerzita di Roma, — Un'alira
aclurione mandats dal Big. R, Scozsari verra pubbliean nel fas, 1, 1894

(**) Le question! tontrassegnate con semplice asterisco sone Indiriszzate agll alanni delle seamole
secondarie, quelle distinte eon due ssterisshi sono dlrette in particolar modo agll student! delle
scuole soperiorl, senza escluders gualsiasl aitro atodioso,

e

L L L = e
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181*. Se due tangenti BA, B C di un cerchio si tagliano in
B ad angolo retto e la parallela a B C, condotta pel punto medio
della corda 4 (' dei punti di contatto, sega il cerchio in B ed £
le rette A E, AF incontrano la tangente B ( ed il suo prolunga-
mento in due punti G, H tali che

C@—=9BC.GB , HC:*—=92B(C.HB.
. (3. Poecciano.

182*. Di due nomeri teali e positivi @ e y & data la somma

m® dei quadrati, e quella & dei rapporti % ¢ % - trovare questl

numeri e discutere 1 risnltati.

183*. Si conosce la somma a delle tangenti di due archi e ¥,
e la tangente b della somma degli archi stessi. Trovare guesti archi,
discutere i risultati, e farne una applicezione numerica al caso di
e 3, b= 4 (*).

e g e e

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

E. HUMBERT. — Traité d'arithmétigue avec des complements, Paris, Libraine
Nony et C*, 1893, Prix: b fr..

Di questo libro, che porta una dotta e brillante prefazione del Sig. J. Tan-—
nery, gid si occuparono con parole di non comune encomio parecchi periodici
stranieri. lo pure reputo opportuno dirne motto, persnaso di far cosa utile al
leltori di gquesto gioimale che non ne conoseessere lesistenza o la sostanza.

Per eiv che rignarda la parte sostanzisle si tratta di uwn libro d"artmetica
redatto con molto rigore e da considerarsi completo in guanto vi fignravo oltre
alle nozioni sui numeri, alle guattro operazioni su di ess, alle ordinavie pro-
prigis del mumeri primi e composti, alle teoriche del m. ¢. d. e del m. c. m.,
alle propriets dei numeri frazionari & decimali, anche le cstrazioni dells radiei
quadrala e cubica, le proprieth e le operazioni sul numeri irrazionali, 1 rapporh
e le proporzioni, le regole del tré d'interesse, ecc., l'esposizione del sistema
metrico decimale ¢ una succinta teoria degli errori. Alla fine delle diverse ieo-
riche trovansi esercizi in buon numerp e I'A. ba voluto ginstamente dedicare
pure un capitolo allo svolgimento di aleuni problemi e feoremi interessanil

Ma se & un pregio del libro la lucida e rigorosa esposizione dell’'A. per le
ordinarie teoriche dall’aritmetica, maggior pregio per me & quello d'averlo arric-

(%) Le quistloni 182% g 183% somo i temi di matemalica dati nell' oitobre per la licenza dagll
Istituti tecnicl nalls Sesions Fisico-mutemabiog.
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chito di complementi in cni, per la maggior parte, sono sviluppate, con altret-
tanta chiarezza e precisione, le proprield dei numeri che servono d'introduzione
a quella che & chiamata ¢tgoria doi numeri ¢ sarebbe forse meglio designare col
nome daritmetica superiore, cosicché I'opera del sig. prof. Humbert servira
molto opportunamente e in modo fucile a coloro che vogliono riandare sul
passato per chiarir meglio concetti che un primo studio non illumina mai ab-
bastanza od iniziarsi nelle teorie complementari dell’aritmetica senza ricorrere alle
opere sistematiche snll’argomento, o ricorrendovi solo piti tardi: guindi assai
bene ai giovani delle classi superiori delle nostre scuole secondsrie o delle prime
classi delle Universitd, Gli argomenii svolti in tali complementl e che metie
conio riportars sono : Numeri interi negativi e loro proprietdA - Somme alge
briche - Prodotto di due numeri interi positivi o negativi - Molliplicazione di
una somma algebrica per un numero intero positivo e negativo - Moltiplica-
zione di due somme algebriche - Divizione di dune numeti interi positivi o ne-
gativi - Qualche proprietA relativa alle somme algebriche - Osservbzioni sulle
ugnaglianze - Sistemi di numerazione - Resti negativi - Resti dei numer nega-
tiwl - Carattere di divisibilitd per 7 - Carattere di divisibilita per un numero
qualunque positivo A - Caratters di divisibilita in un sistema di numerazione
qualunque - Resti delle potenze d'un numero, relativi ad un modulo primo dato -
Bsponente al quale appartiene un nomero rispetto ad an modualo primo p -
Teoremsa di Fermat - Calcolo dei resti ottenuti nella ricerca del m. e. d. di
due numeri, in funzione di questi numeri - Uso dell'nguaglianza + 8§ = bu — av
~ Rizoluzione dell’equazione ew 4+~ by — ¢ in numer il}tari - Numeri congru
od equivalenti - Idea delle congruenze intere - Caratteri di divisibilitd - Con-
gruenze di primo grado - Teorema di Fermat - Numeri associati rispéito ad un
modnlo primo p - Teorema di Wilson - Sul numero dei numeri primi con- un
numero dato e non superiori a questo numero - Numeri frazionari negativi -
Insieme dei numeri razionali - Ineguaglianze - Resti delle potenze d'un numero a
rispetto ad nn modulo qualunque », primo con esso - Teorema di Fermat ge-
nerulizzato - Numero dei termini del periodo dello sviluppo d'un numero Frazio-
nario in decimale - Residui e non residui quadratici - Residui dei moduli primi
- Del residuo — 1. Residao minimo - Criterio d'Bulero e di Gauss - Teorema di
Bachet - Numer! irrazionali negalivi - Segmenti - Rappresentazione dei numeri
mediante segmenti - Differenza fondamentale esistente fra linsieme dei numeri
razionali e l'insieme totale dei numeri - Egusglianze - Ineguaglianze.

In causa dello spazio limitato in cni somo costretto a temere questa rivista,
asserverd solo che I'A. ha rispettato la consuetudine svolgendo la numerazione
In principio del libro, ha premesso i processi per effetinare le prime gnattro
operazioni allo svolgimento sistematics delle proprieta inerenti alle medesime ed
ba ricorso con qualche frequenza a rappresentazioni segmentarie (frazioni & nu-
meri irrazionali). Si potrebbe a questo proposito obbiettare, volendo fare della
critiva ad ogni costy, che in nn libro di aritmetica rigorosa : 1° la numerazione,
come ne € stato dato esempio in due opere recenti pubblicate fra noi (), ha lu

(*) E. Banpr e (. 8o0scEmo: Lesioni @’ariimstica, — €. Boaaws Form : Aridmeiica rasionals,
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sua vera seds dopo l'esposizione delle proprieta inérenti alle quatiro prime Ope-
razioni, che le servono di fondamento; 2° che i processi di operazioni sono la
{raduzione praiica di proprietad relative alle medesime o completano quesie pro-
prietd ; 3° che ciascuna teoria per essere sfabilita senza eccezione non dovrebbe
valersi di enti estranei alla propria natura, ma conviene pur considerare che la
scuola ha delle esigenze alle quali non & dato impunemente di venir meno,

La teoria dei mumeri irraziomali & sviluppatla ampiamente e con eccezionale
serupolosith d'esattezza e 1'A. non manca di mosirare come 8¢ potrebbe fare a
meno del concetto di lunghesza per stabilirla, valendosi d'operaziom eileilnate
sn numeri razionali, continuate senze fine. A. LuGui

Dorr. RODOLFO BETTAZZl. — La risolusione dei problemi numerici € geo-
metrici. Ditia G. B. Pavavia e Comp., 1893. — Prezzo: L. 2.

L'operetta, oggeltivamente considerata, fa buona compagnia agli altri noli
lavori del valente autore. E sebbene questi dichiari nella prefazione di aver
tratto partito dalle opere congeneri del Serret, del Dnhamel, del Petersen e di
altri, pure gli & dovuta lode per molle novild di sostanza e di forma, futte
confacenti allo scopo del libre, che & il guidare gii students dei Licel e degli
Istituti tecnici nella riscluzione dei problemi di matematica. Quanto alla raglons
didascalica dell'opera, & fuor di dubbio che wn professore di matematica, cul
pisgesse seguire 'usanza del Beitazzi, e disiribuire la materia dei programmi
cosl, da potersi soffermare a mezzo 1 corso liceale, per costituire in piceol
corpo di dottrina mefodi ed accorgimentl gia noti ai swoi discepoli, per R E
fattone in questioni particolari, troverebbe nel libro del nosiro auiore la miglior
guide per il suo ufficio. GIi scolari poi, avrebbero nel libro medesimo un epi-
logo delle lezioni di metodo udite dal professore, epilogo che invano cerchereb-
bero negli ordinari tratfati seolastici. Un solo consiglio mi fo lecito di dare
all'aatore : che cioé, quando ristampera il lavoro, asperga ancora pii « di soave
licor gli orli del vaso» confortando a piit brevi intervalli le ieorie generall con
esempi illustrativi : amerel anzi che appunio da questi s'incominciasse il libro.
La parte prima, generale ed asiraiia quanto I'argomento suo comporta, sarebbe
cost framezzata da qualche tiposp o diletto pel giovank Inplire aleuns frasi
ostiche ai principianti, come guelle di « problema conseguenta di un altro »,
otterrsbbero la spiegaziome che domandamo: & finalmente guesia egregin pubbli-
cazione, mentre npn fallirebbe a nessuno degli scopi particolari che antore si
& prefisso, conseguirebbe ad esuberanza il pitt arduo: quello cioé di spianare la
via ai giovinetti che, per inveteralo pregiudizio, si credessero negatl alle scienze
matematiche. Girovannl FRATTINI
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(Rivista di matemaiica, Anno I, 1893).
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Sanon (E,) Aleune proprietd dei coefficienti polinomiali dedotte dalla divisi-
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