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nella congruenza dei due poligoni o e f, intieramente fuori la parte comune
stessa; e reciprocamente: sg avviene che I'nlfima delle particelle di y frovi la
sua corrispondents, nell'uno o mnell'aliro poligono, intieramente fuori della parte
eomune, 'operazione di suddivisione finisce. 1."ipotesi adungue che il numero
di tali operazioni sia infinilo equivale ad ammekiere che non esista particslls
dells iotera parte comune ai due poligoni che, nella econgruenxa dei peoligoni
medesimi, si stacchi da se stessa, e quindi anche dalla parie comune. La qusl
cosa non pud evidentemente sccadera che quando i due poligoni, invece d'essere
in parie aovrapposti, sono fotalmenie sovrapposii: e quesio & In sssolufa eon-
traddizione coll’enunciato del teoremsa. Tulte cid prova, che quello che nel primo
libro il Sig. Biasi dice essere snccintamente dimostrato, sta bene anche a guel
modo. Del resto, se quande fu stampato il primo libro 4" Euclide 10 non wvolli
entrare in paviicolari a proposito delle nuove dimostrazioni che aggiungevo,
eid fu perché 1’ indole del libro stesso non 1i comportava. E valga a rendgrio
pit manifesto cid che segue.

Allorché si tratte di poligoni direttamente wuguali, io determino il pumero
delle operazioni di suddivisione distinguendo i due seguenti casi: 1" i due po-
ligoni « e § si sovrappongono 'uno z2ll'altro con un movimento di traslazigne;
2* 1 due poligoni si sovrappongono con un movimento di rotazione, Nel primo
caso & chiaro che i punti d'un poligono per venire & sovrapporsi ai loro cosr-
rispondenti pell’altro poligono percoryono segmentii ugusli; demoterd com 4 uno
@i tali segmenti. Inolire fra totii 1 secmenti paralleli alla direzione del movi-
mento che si possono tracciare nella parte comune vy, ve ne Sard UNO MASSIRO
che chiamerd B. Or bene, il numero delle operazioni demandato é guelly stesso
che indica guanle volte bisogna ripetere A per superare immediatamente B.
L'esempio che ho posto nel primo libre a pag. 68 confarma pienamante gquesta
regola. A quell'ssempio & facile aggiungerne alird prendendo a considerare anehe
poligoni coneavi.

Nel secondoe caso, guando cioé 1 due poligoni rootsno intorno ad un ceniro,
abbiamo un fatio analogo. 1 punti d'un poligono si soveappongono ai lero cor-
rispondenti nell'altro poligono descrivendo arehi, i quali corrispondono 2d angoli
nguali ¢ol veartice nel centro di rotazipone; denoferd con A uno di imli angoli.
Intanto fra tutti gli arehi che si polranno tracciare nells parte comune y col
centro nel centro stessp 41 rotazione, ve ne sard uno che ¢orrisponde ad um
angolo massimo; tale angolo chiamesh B. Anche guesta volta il numero dalle
operazioni domandate & guello stesse che indica guante volte bisogna ripelere
A per superare immediatemente B. Cid si verifica assai facilmenie eonsiderando
p. es. due posizioni differenli di uno stesso triangolo, ehe ruokte atiorng ad
uno dei suoi vertici.

A questo punto il Prof. Biasi distingue il caso che il centro di rolazionesia
interno ai poligoni, da quello in cui il ceniro stesso & esterno; e afferma che
nel p¥imo caso, @ quando langolo di rotasione (ch'io ho chiamafo &) & incom-
mensurabile con guatiro retti, il numere delle operazioni & infinifo. Gid non &
vero. Perocché, quando il ecntro di votazions & interne, la spla differenza da
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quando esso. é esterno sta in ¢id che Fangolo massimo 5 pud superare quatiro
retti, -oppure otto retti, oppure dodici retti,..... insomma allora B édella forma

® .
dm 5+ B, dove # & un numero intero e B’ & inferiove a quativo retti. Ma

qualunque esso sia & certo che si potra ripetere A tanfe volte fino ad otie-
nere un angolo superiore a B & perd il numero delle operazioni & in ogni
caso finito, e dipende dal Postulato d'Archimede, come io avevo gia dichia-
rato nella seconds risposts al prof. Lazzeri, Ma Degregio critico non ha ereduto
iener conto di e¢id, com’era opportuno di fare, '

Il Prof. Biasi sbaglia poi quando limita Iidea di angolo a quatiro relii,
confrontando l'angolo A di rotazione con quattro refti e distinguendo la com-
menzarability dall'incommensurabilith di questi due angoli. Egli shaglia quando
dice che la parte corrispondenie a se siessa, fanlo nella congruenza del due
poligoni come nella loro posivione primitiva, & un gircolo, « il cul cenfro
& il centro di rotazione e il cni raggio & la distanza di quesfo ceniro
dai punti pid vicini del conforno dei poligoni » perché tal parte & in-
vece un poligono regolare avente il cemtro nel centro di rotazoune. E sbaglia
anche guando afferma che le parfi non communi ai poligoni hsnme per limite
due figure (nulle) corrispondenti 1'ona all'alira nella congruenza; perchs se talt
figure (nulle) ¢ punti Limifi esistessero, essi dovrebbero corrispondere a se sfess,
e si ritornerebbe a quello che dicevo in principio ciog: che i due poligoni sa-
rebbero totalmente sovrapposti, avendo fra loro corrispondenti, tanto mella con-
gruenza, come nella posizions primitiva, 11 centro di rotazione e i due punti li-
mili suddeiti. Che poi il numero delle operszioni sia infinito solamente quando
i poligoni sono sovrapposti, & anche confermato dal fatto che le operaziom di
suddivisiope crescono a misara che i due poligoni tendono a sovrapporsi, ossig
a misurs che la grandema B cresce e l'alira grandema 4 decresce.

Mi risparmierd ora di entrare in particolari relativamente alla convessitd e
coneaviti dei due poligoni dati e della loro parie comune, bastando per la com-
pleta difesa del libro ch'io faccla svvertirve, che in esso &i consideranc eolamente
poligoni convessi. Ad ayvalorare poi I'importanza dal procedimento contenuto
nella dimostrazione della proposizione I, dird che, essendo esso fondato esclu-
sivamente sulla proprietd che date due grandezze eguali si pud sempre dividerne
ana nel modo stesso secondo cui ¢ gia stata divisa D'sléra, il medesimo proce-
dimento & indipendente 1° dalle grandezze che si consideranc ; 2° dai loro con-
torni; 3° dalla posizione relativa delle grandezze stesse, e quindl dal movi-
mento che hisogna fare per sovrapporre I'onz all'altra. Per la qual cosa la pro-
posizione E pud facilmente estendersi slle suparficie piane in generale e a tutti
i solidi geomeirici,

Vengo ora a parlare del concetio d'equivalanza. Il Signor Bissi a questo
proposite dice « In una sola cosa il Gremigni potrebbe aver ragione, quando
cied serive: allora guello che si rendera mecessario di fare, sard di estandere
{l concetio d'egquivalenza ; ma non insiste su questo conceito, poiché vuole difene
dere la sun dimosirazione anche per il caso che il numero delle operazioni possa
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essere infinito, caso che poi nega recisamente, eontro il vern ». Quantsa ragione
avessi di negure questo caso, oramai ¢ abbasfanzs provato da cid che preceden-
temente ho esposto. Quello che mi fa meraviglia & che il Signor Biasi diea,
come io non abbis insistito sul concetto d'equivalenza, quando nella seconda
risposta al Lazzerl, pag. 3, seno giunto a dimostrare che il concetto stesso &
indipendente dal numero di parti rispettivamente ugoali, onde due grandeize
sono decomponibili. Difatti, in quella risposia serivo ; « B chiaro quindi, che
il concetto d'equivalenza dipende esclusivamente dalla eorrispondenza univoes di
parti rispettivamente oguali, nelle quali due grandesze possono decomporsi; e
perd il numero di tali.parti non deve affatio influire sullo svolgimento ulte-
riore di tutte le proprieth da esso concetto dipendenti ». Ghe cosa avrel dovuto
dire di pin? D'accordo anch'io nel ricercare quelle grandezze equivalenti, le
quali sono decomponibili in un numero finito di parfi rispettivamente uguali,
per distinguerle dalle altre in cui cid non st avvera. 0 ¢i ¢ incognito; ma per
me la questidne del numero, finito o mo, € sapondaria, € non deve intraiclare
quella principale dell’equivalenza. B questo il punto che il Signor Biasi aviebbe
dovuio ribattere, ma egli ha preferito cifare le mie parcle della prima risposta
al Lazzeri, facendole passare per parole seritte nella seconda.

Quanto alls dimostrazione della proposizione F (se wun poligano ¢ parte di
un aliro poligono, eéssi non saranno equivalenti) il nostro critico dice che in
essa « DPerrore & anche piti grave » semza precizare veramente in qual punto sia
s in che cosa consista. Difatti, dope di aver riportato alcuni miei periodi, egli
agginnge soltanto quests parole: « Ora sieno g, v.. ... le parti di f che hanno
le loro ecorrispondenti p', R internamente a P slesso: afiinche il ragilona-
mento del Signor Gremigni potesse camminare, converrebbe ammetisre che p i
sovrapponesse proprio & ', v a v, ece.; cioé ciascuna alla sua corrispondente.
E come andrebbe invece se { si sovrepponesse a v, ova ' ¥» Ora la risposia
gliela da il libro stesco, Infatfi, riprendendo il ragionamento della proposizione ¥ dal
punto in cui il Biasi I'ha Jascisto, nel libro si legge : « onde tutte le parti di i,
le quali hanna le loro corrispondenti, nel poligono «, intermamenie a § stesso,
potranno distinguersi in due; sovrapposte ¢ non savrapposte. Ora le prime, cor-
rispondendosi fra. loro, non subiscono suddivisione nells sovrapposizione di §§ ed @3
ma le alire vengono ad essere suddivise: quelle di {, dalle linee che dividono a3
e quelle corrispondenii di «, dalle linee che dividono f. Comunque ein perd divi-
‘dendo le prime, come sono suddivise le seconde; e queste, come SonO guddivise
quelle, si avra uns nuova divisione di parts, per la quele ad ogoi parte di B
si trova la sua eguale corrispondente in w, sifuata sempre internamente a B».
Dunque, se, come obietta il Prof, Bigsi, [ si sovrapponesse a vyovap s
potra dividere &', come é stato suddiviso p dal eontorno di v'; e si potrd divi-
dere &, come @ stato diviso (" dal comtorno di v ¢ da qualche altro contorno.
Dopo eid i e |£' =omo divise nello stesse numero di parfi rispettivamente eguali,
e similmente disposte. La stessa cosa vale per v e v e cosi via, Ora in ¢id nulla
vi & d'impossibile, & perd, il mio ragionamento cammina sempre; mentre parmi
che ¢id mon ayvenga per le obiezioni del mio contradditore.
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Per far vedere poi che anche la dimostrazione della proposisions F dipende
ds wn numere #nito di operszioni fa bisogno ch'io ritorni snl modo di consi-
derare il postuleio dell’equivalenza. Parlando di questo postulato il sig. Biast
cosi sl esptime: « D'altronde il postulato dell'squivalenza é negativo, e percid
non si pud chiamare in sno soccorso I'esperienza, ella gquale noa & dato di
gindicare in on'infinifd di cast ». Tali asserzioni non mi sembrano giusie, non
solo perché l'esperienza qui non ha nulla a che fare, ma =anche perchd, se il
postulato dell'eqnivalenza & negativo, cid & questione pia di forma che di so-
stanza, Difaiti, se invece di dire, come ordinariamente s1 suole, che la parie
non pud essare egquivalenie al tutto; si pone la questione nei segnenti termini:
Se due poligoni equivalenti sono sovrapposti, ¢ U'uno ha wuna parie esterac
vispetto allaltro, il secondo dovrd pwre avere wna parte esterna rispetlo al
prime ; allora la forma regafiva scompare. E perd si poird con un ragionamento
diretfo, applicabile in tufii i casi. dimostrare lz veritd della questione stessa,
Eeeo intanto un ceano del modo col quale si pud condurre la cosa: Sisno o e §
i due poligoni equivalenti, e siano iy [y Py o -+« fbn le partd di @, e vy, Vg,
Vi .... vy le corrispondenti, eguali, di B: sovrapponiame § ad «, e suppo-
niamo che nessona delle ]]El't.l di 8 copre, in parte, la sua corrispondente (esa-
mino questo easo soltanto, perchd 1'aliro caso pill generale si fa dipendere da
questo mediante la propesizione E); suppongo inoltra che o abbia, per esempio,
Is parte p, esterna a B; dico che anche B avrh una paurts esterna rispefio ad «.
Chiamando, in due poligoni uguali, corrispondenti gquei punti che coincidono,
allorché i due poligoni si fanno coincidere; e considerando nn punto gua-
lungne A della parte ., il suo corrispondente B sard nella parte v, di B. Bi
potranno allora fare duoe ipotesi: B & inierno, od estermo ad «, Se B fosse
ssterno, vorrebbe dire ehe la v, & almeno in parte, esterna ad «; e allora il
feorema 3 difaosirato. Se B invece & interno ad o, dovendo caders inn una parte
diversa da p,, cadrd, per csempio, nella parte g, di «; per consegnanza il sno
corrispondente C si froverd nella parte v, di P; e allora i pofranno fare le
stesse due ipotesi: o O & esterno ad «, € in tal caso la parte v, di B &, al-
meno in parte, fuori di «; o C & interno, e allora si pud continuare i ragio-
namento fino a che non si sard trovato un punto M, e quindi una parie di [}
esterna ad «. La gual cosa & posmsibile perché le parti di § sono in numero
finito. Dunque & vero che se due poligoni equivalenti sono sovrapposii, ciascun

d’essi deve avere una parte esterna rispetto all'aliro, Deducesi quindi la propo-

sizione £, ciod che la parie non pud essere equivalente al fufto. Se pot si
osserva che il punto A per ginngere alla posizione M fa un numero finito
di salti, passando da A in B, da B in C, e cosi via; ¢ che quello che dicesi
per un punto, vale anche per una parte, i conclude che la soluzione della
questione dipende sempre da un namero finito di operazioni,

Non posso dunque approvare il Sig, Biasi, quando classifica i poligomi fra
e grandezza di terzo genere; sono unzi d'opinione che e¢id non debba farsi
peppure per 1 poliedri ; ma, per ora, faceio punio, riserbandomi di esporre a
questo proposito le mie idee in un’elira occasione. Quello, su cui mi preme di
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ingisters, & che, nonostanie le censure de’ miel confradittori, potremo d ora
innanzi fare s mene del postulato dell’equivalenza.

Firense, 15 aprils 1804, M. GrEMIGNT.

Sui numeri primi. — 1. Teorema, Supposto che n sz un numern guo-
lungue della serie: _
1, 2 4, B, 18, 32,....
ogni numero primo > 2 & di una delle forme lneari:
dne+ 1, +3 +£5 +7.... =@rn—1).
Infatti: sia r un numero impari qualungue < (22 — 1). Se
4ﬂmirzﬁ
essendo N up numero primo, per un certo valore intero g di @, sard:
4::(9_—1)_4:1*{1'?: e dngt+r=> N
o in altri termini: N doyrh essere uguale slmeno ad uno dei numer:
dnlg—D++ D dn@g—D++2....dn@g—1D+2n—1)
dn(g—1)+2n=4ngq — 2n, dng—@r—1).... 4ng —(r+ 1)
dng—ry....dng—1, 4dng dng+1,.... ing+ @ —2),
dng-+(F— 1)
quando le disuguaglianze sono verificale considerando i segni wsuperiori; e al-
meno ad uno dei seguentl :

dalg—) — @ —1), dn(@@g—1) —@—2%.... dnlg—D—1L

dn(g— 1) 4n(g—1)+ L,...4n(g— 1) +nrdn(@g—1)+ 0+ lh. .

dn{g—1) +R2n—1) 4n(g— N+2nr=4dng—2n,
dng — (22— 1).... dng—(r—+2) dng — (r+ 1)

el caso che le disuguaglisnze fossero invece verificate considerando 1 segni
inferiori,

Ma in entrembi i casi, potendo escludere i numeri pari, concludiamo, che
ammesss 'impossibilith delle forme: inwdr e 4z — r, deye esser possi-
bile in comseguenza e rispettivaments, almeno una ire le seguantl :

4ny—7r i(f—l—i’.),i(r-kd),.... + (2n — 1),
il,iﬁ,....i(i‘—ﬂ};

dne+r, +r-+2), + (- yecis T @ — 1),
1, 8, —2)

il che dimostra appunto 1l teorema.
Si dimostrerebbe similmente, seguendo una viz analoga alla precedenie, che
sa n & un nuwmero qualungue della serie

I, 2, 4, 8, 16, 32, ....
ognt nwmere primo > 3, é di une delle forme lineari
Brnz+ 1, +5 +7, +1,.... =E»n—=1);
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e la sene: .
1, 5,7, 1l,.... Bn — 1)
si oitiene da quella dei numeri naturali per la soppressione dei termini 2 e 3
coi loro multipli rispetiivi.

In generale, che: se n é un numero quelungue della serie:

1, 2, 4, 8, 16, 32,....

ogni numero primo > p (p essendo primo) é di wna delle forme lincari:
(1 2pne+1,.... +{(p—2), = (p+2),.... =(pn— 1);

e la serio:
Lo . (p—2 (p+2),.... (pn — 1)
gl oftiene da quella dei numeri naturali per la soppressione del fermini 2 e p
coi lore multipli rispetfivi.
2. Poniamo ora nella (1), » — 1. Siccome ogni numero primo > p (p primo),
& di upa delle forme linesri 2pa + #,  essendo uno dei termini dalla serie

1, 3,5, 7, 9,.... (p— 2)
avremo, elevando a quadrato un numero primo qualunque, messo sobtlo una fal
forma :
(2) Cpatrfi=dpta* dprat+r*=dpalpa )+
Ma # & impari, e tala & anche p, se si esclude il caso di p — 2. Conse-
gusntemente, essendo il prodotto : '
w(pw+7)

sempre pari, il 3° membro della (2) ammetiterd il fattore 8 p; ¢ pofremo con-
cludere 1l teorema :

Il quadrato di un nuwmero primo piu gravde di p é wn multiplo di 8 p
aumentato del quadrato di uno dei numeri appartenendi atla serie:

1,85 7,9,.... (p — 2.

Fa eccezione il cago di p = 2; perché il quadrato di un numero primo
pit grande di 2 & un multipio di 8 aumentato di I.

D'altronde nella dimostrazione precedente abbiamo esclusa [ipotesi che p
fosse pari.

Per memo di un ragionamento anmalogo pessiamo ancora enuncizre la se-
guente proposizione piu generale :

Iissendo 1 un numero gualungue della serie:

2, 4, 8B, 16, 32, ....

il quadrate di un numere primo pit gronde di p ¢ un mubliplo dé 4pn a
mentato del quadrato di wno dei numeri apparienenti alla serie :

Lieooo (p— 2 (p+2).... (pn—1)
ottenuia da quella dei mumeri naturali per la soppressione det fermini 2 e D
g det loro multipli,
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E quests vale anche nel caso in cul p = 2.

I teoremi precedenti non sono che la generalizzazione di proposizioni noie.
Cogi per esempio :

Ogni numero prime > 2 & di una delle forme lineari 4 »+ 1. Ogni nu-
mero primo > 3 édi una delle forme lineari 6w + 1.1l quadrato di un numero
primo > 3 & un multiplo di 24 aumeutato dell'unitd,

3, Dimostrerd per nltimo il seguente teorema enunciato da FEp. Lueas ():

Ogni nwmero 4x + 3 & primo, o divisibile per un numero tmpart di wu-
meri primi della stessa forme.

Osservo percid che qualunque numero & di una delle 4 forme:

4z, 4de+1, 404-2, 424 3;

per congeguenza se 4 w4 J non & primo, essendo impari, i1 suwoi divizori non
potranno essere che deile due seguenii :

bo4+1 ¢ 443

Ma il prodotto di due numeri delle forme 4@ 4- 1 ¢ 4@ + 3 ¢ sempre un
numero della forma 4 -4 3; eppercid: se un numero di quest'ultime forma
ammelte un divisore 42 -+ 1, ne ammette anche un altro 444~ 3; onde:
qualunque numero 4 @ - 3 che non sia primo ammette almeno un divisore
della stessa suaz forma.

I numere di tali divisori perd, non pud essere che impari. Infatti, possiamo
sempre immaginare di aver soppresso dal nomero dato (4 22 4 3) i fattori della
forma 4@ - 1; e il numero restanle (4 X 4 3) non potrd essers che il pro-
dotlo di un numero impari di fattori dells stessa sua forma, perché ognl nu-
mero (4 X 4 3) & anche un nuomero (4 ¥ — 1)

Finalmente : i divisori di (4 @ + 3) e della stessa forms, che abblamo visto
pssere in mumero impari, poirad darsi ehe sieno primi o composti. Se primi, il
teorema & senz'altro dimostrato; se composti basterd osservare, che ragionando
analogamente, si eoneluderebbe che ognuno di essi pud scomporsi soltanto m
un numero impari di fattori. Tenendo una via analoga, si dimostyrerebbe ancora
che ogni numero dells forma (62 - 5) & primo, o divisibile per un nimero
impari di numeri primi della stessa forma.

Ma si pud vedere, come il Lucas avverti, che nna proposizione analogs non
cussiste in generale. Per es. i numeri della forma (8# - 7) possono essere il
prodoito di 2 numeri della forma (82 4 3) e Bn 4+ D) ece.,

Genova, aprile 1804, .
(. Muosso.

(%) Théorie dos mombres, pag. 351,
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI e
126, 176%, 177, 178%, 179* 180™, 181% 182 S
188%, 184%, 185™, 186", 1BT™ e 188™.

e ™ e

126. Résoudre en nombres entiers Idguation

X2 L yt=—z? - 2¢% (E. Favgumsnerous).

Risposta del Sig. D.... (Semmario di Solmona).

L Condizioni per la possibilitd dell’squazione proposta.

1, [ fattori primi di nn numero N capace delle due forme w® 442 e 3% 4242
devono essere della forma BA 4 | ;

2. Gli altri {attori (delle forme 84 — 1 e 8% -~ 3) possono enirare nel
numero N, ma solo a quadrato o & polenz pari:

3. II 2 a qualsivoglia. potenza.

1. Infaiti per ln forma ®® 4 y® & necessario che ogni fattore primo di N
sia della forma 44 |- 1, che si scinde nelle dune

8h-+1, Bh— 3.

Per la forma 2% 4 2¢ & necessario che ogni fatlore primo di N sia & una “j
delle due forme CLE
BA41, 8h_t3 - 5

Dpnque ogni fattore primo, capace Ji prendere ad un tempo le due forme
0* 4 y* e 2° 4~ 2%, deve essere delly forma 84 4 1.

¢. Quindi gli altri fattort (84 — 1 & 8/ - 3) non possono entrare in N
che a potenza pari, cioé come fattori comuni ai quadraii o® e %, 2° e &.

3. Finalmente il 2 a2 primo grade pud prendere le due forme of + 4? e
3* 428, essendo 2=1%4 1% 2=042.12%; il 2 a potenza pari pud
entrare in N, come ci entrano gli aléri fatlori c¢he non sono della forma
8k~ 1; il 2 a potenza impari, decomposto in 2 a primo grado e 2 a po-
tenza pary, vi pud enirare come negli aliri due easi. :

I, In quanti modi si pud far prendere =l numero N la forma dei due
membri, ossia quante sono le soluzioni dell'equazione proposta?

S1 scomponga il numero N nei suoi faftori primi. Esso avri m fattori della
forma BA -1, softo gli esponenti Gy y Gg s Am; aYFA n fatlorl della forma
8 h — 3, sotio gli esponenti b,y byyeeebp, tubli pari; avrd ¢ faitori della
forma 8 A3, soito gli esponewti ¢,, ©,,.... ¢, ftutti pari. Degli altri
tattori, come anche del 2 sotto esponente pari, i guali non contribpiscono per
nulla a far prendere 1"upa o l'altra forms, non si tiene verun conto. Del 2 a
primo grado si dird in fine

Ura 1 modi, jn cwi il nomere N pud prendere Iz forma a° ~+= %%, sono

A4 =g+ (@ +1D. (et XOG+D0,41) .+ D]277,
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ovvero

A =[(a;, + 1) (@g + 1) w. (@Gn 1) X+ 1D (B4 1) o (bn 1) — T]E_I:
secondo che gh esponenti ¢ non sono tutti o somo tatti pawi,

E similmente, secondo guesta medesima corrispondenza, i modi, in cui il
numerd ¥ pud prendere la forma 22 4+ 2¢2, sono

B=[(a;+ 1) (@, +1). . (@m—+ 1) X (¢, + 1) (e, 4+ 1) .. (0 3+ I)]2 ™1,
ovYYero
B ={[(ay + D (@t 1) . @ad-1) X (e, 4 1) (s -+ 1) e (eg = 1) — 17277 .

La ragione di queste formole sta in ¢id: che i modi, onde una potenza w!*,
o. numero primo della forma o® - y? ovvero 2% 1 2¢% pud prendere la stessa

+ 1 : . : :
forma, sono & 5 © %, secondo che . & impari o part; 2 1 modi onde un

prodotto «f* §¥, § anche numero primo delle stessa forma di «, pud prendere
la stessa forma, somo (k4 1)+ 027" 0 [(p4- v+ 1) — 1722, se-
condo che p & v non sono enirambi o sono entrambi pari.

Siccome poi il fattore 2 a primo grado, molfiplicato per una forma, man-
tiene nel prodotio la forma, ma non ne raddoppia il modo, cosi il numero dei

modi espresso da A e B, o da 4" e B, resta invariato: & s=olo nel easo che

N
~ 818 un quadrato perfetio si pud, se vnolsi, aggiungere al primo membro la forma

=5 ¢ il che Dasta avere accennato senza complicare le formole.

b 2 oo

Quindi il rumero delle soluzioni dell'eqnazione proposta & dato dal prodotto
A B o dal prodoito AR,

Nora. 11 Sig. Prof. B. Fauguemdergus comunica gentilmente alla Redazione
le seguent: identitd riferentisi a guesia guistione:

L (2042280 4+ 2l — ) = 2t 4 2af — B 4 2(2ap)h
L Ry — =B PR+RE+F T — @ — P P=
[2 (2 4 By + 2(a® 4 Bt — 72,
111. (2 — 2By — 89 - (B* — 12 - 2ad)? =
(0F — B* — 9* 4= 8 + 22 (B — v) + 3B 4+ P~

Volendo delle soluzioni nelle gnali sia 5 =1, si prendera 1 identith :

IV, (0 — 1) - (@ 4 20)2 = 1? 4 2 (u® + o)°.
Volendo delle soluzioni in cui sia £—1, si prenderd I'identiti :

(2 == 1)2 - (48 — 1) = (4 B)® -}~ 2. 12,
% ¢ [ essendo upa soluzione qualunque dell'equazions
o = 2Rt = — 1)

(¥ Volendo dolle solusjonl In eni sfa od £ =1 ) gy =1, ol prenderd I’ identith:=
1* 4 (0®)f = (22 —1)? 4 2.0k [V, d. Red.).

14
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176", Se un triangolo isoscele ha 1 ladi equali di grandesza costante ed

wro fisso di posizione € luogo geometrico del suo oriacentro H ¢ una strofoide.
(G. BrLLAOOCEHIL).

Dimostrazione del Sig. L. Perrotti, studente nella R, Universithd di Roma (7).

Sia, AB il lato fisso di posizione: 4 il vertice in cui concorrono i lati
eguall. 1l luogo del terzo vertice C é la circonferenza di centro A e raggio 4 B.
Compio il diameiro CA C' e sia H' 'ortocentro del triangolo ABC'. 1 punti
H, H' sono sulla perpendicolare condoita da B al diametro C€’. Tiro il dia-
metro perpendicolare ad A B, che incontra HH in D. Le AH e AH', hiset-
trici depli angoli BAC e BA €/, sano perpendienlari fra loro & poiché A D
dividle per metd la siriscia formats dalle due parallele CH, C'H', sard
HD — H'D, cosicehd dal triangole rettangelo H'A H, rvisulta

DH=DA—=DH"

Il luogo geometrico dei punti H, H' & dunque una strofoide reita avenle

il punto B per polo ed A per punto doppio.

177", Dimostrare che, per 1 intero e positivo -qualunque, si ha

[1 —(3)+ (1) — (6) + ....]2+ [(‘1‘) —(5)+(2) — T —

(V. CorrEntl),

Dimostrazioni della Sig.® V.* F. Prime a Bruxelles e del Sig. Prof. U. Ghe-
rardi a Cortona.
Ponendo p/—1=4, & ha

awr=1= )+ () = )+ [) - G)+E) -]
Ma 14i=p/2 (ﬁua—}—i-isani;—), ai ha dunque ancora
(1 +9" = (P2 cos = + i (p/2) . son .
quindi
= () +() )+ =0T T

(=40~ =Tm,

Di qui, quadrando e addizionando, risulfa

=6+ @ - @+ [+ ][O -E+E) -] =

7T nw
9" (cua! — ~ gon® T) — 2" e, d. d..

4

(¥) Dimoatrasioni geometrivamente semplicissime di questa propeglzione parvennero dal
Slg. V. Cotumbo, studente nells R. Univewsiti di Napoll e dalia Sig.® Ved." F. Prime 4 Bruxelles,
Tl Blg. Prof, U. Cerelii inyid all'incontre upa dimostrasione analitica.
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Dimostragione del Sig. Prof. G. Santacroce a Foggia e del Sig. L. Perrotts,
studente nalla R. Universitd di Roma.
Pel teorema del binomio, avendo riguardo ai valori delle successive potenze

16) - () + @) -~

avr=fi— )+ () — ()+-
A== =)+ () = () +{ =10~ 6+ ()

Moltiplicendo ora membro a membro risulta la relazione proposta.

Dimostrazione del Sig. V. Coleembo, studente nells R. Universitd di Napoli.

Indicando per brevith con o e [ le espressioni fra parentesi che fleurano
nel primo membro della proposta eguaglianza, mi propongo di dimostrarne la
gsattezza col metodo di deduziose da = ad n 4+ 1.

Sia per ipotesi [1] «® 4~ B*— 2% e si cambi % in #n + 1. A motive del-

)=
() () == O () - |-
(O-6+@—~|==-r
(1) = )+ () == [0~ O+ B -]+

—£ L

el

e percid la relazione proposta diviene, in seguito alla [1]:
(a— B + (@ + B = 2(® + B9 = 2",

cosicché essa € vera mutando n in n -+ 1. E poiché la relazione siesss si
verifica facilmente per n =1 ed % —2, segue che & vera sempre ().

178, Il punto P di una sfera di raggio R & vertice di un cono che ha
per asse i diameiro P Q delle sfera condottv per P, e ha per base un cerciuo
di raggio R situato sul pianoe condotic perpendicolarmente al diameiro P Q per
il suo estremo Q. Trovare o quale distansa dalia base dovranno essere tagliati,
con un piano parollelo @ questa, st it cono che la sfere perché le aree delle
sezioni circolari fatte wel cono e nella sfera siana fra lovo in un rapporio
dato n, o perché siano in un rapporto dato n’ le superficie del troneo di cono
¢ della zono sferico corrispondenie ; e discutere © viswliaii

(%) Un'alire dimeeirazione venne inviats dal Elg. G. Tirells, sindoute nelln N. OUnfvermitd:
di Oatanie.
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Soluzioni analoghe dalla Sig." V.* F. Prime a Bruxelles & dai Sigg, F. Oz
lesiri, alunno del R, Istituto tecnico di Modies; V., Colwmbo, studente a Napoli;
K. Lugaro, alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo ; R, Secozzari, studenie a
Palermo ; @. T¥rella, studente a Catania,

Sia 2z la distanza del punto Q dal piano segante, R’ il raggio della se-
ziene nel cono, R” il raggio della sezione mnella sfora, Si ha subito

F=R—w, R=2p2F—0.
1." L'equazione che da il vaelore di @ & allora

(B — o) = dno(R — a).

Trascorando la soluzione illusoria o =R, =i ricava

B 4 dond YN
— T anD DIae r-'m-—l_l_‘in

valore accetiabile se compreso fra 0 ¢ 2R. Si dove dungue avers

l . .
ﬂ<1+4ﬂ<l 0, pil semplicemente n > 0.

%" Condotla wus generatrice qualsivoglia P A del cono che incontri il piano
segante in N e chiamato M il punio d'intersezione del diametro P Q con questo
piano, dai iriangoli simili PMN, PQA si ha NA:92p — PAs PQ =
RY5:2R, cosicohd NA—=uw}/5. La superficie del troncs di cono equi-

vile adunque a (R +R). NA —=n(2R — )@ }’5 o quella della zons sfe-
rica @ 4w Ra Si ha percid I'equazione

= 4R(5 — 22" 5
RR—a@).0)'5=4xn'Re da cui s ricava 2o — ( 5 #'¥/5)

con. la condizioni

0& 2(5—:"7/@(1.

5 5
Dalla prime si ricava n' L }; e dalla seconda »” > —;—;— Ne risulta

Vs

E »

B

5 _
che #' pud variare fra un minimo 1 ed un massimo

Y79, In un triangolo retiangolo 2 data la somma 8 dei due cateli < od 2
2 ballezse k relativa all'ipoienusa z; determinare 1 tre lati x, y, 7 del trian-
golo, e indicare in quali casi il problema ¢ possibile.

Solnzioni analoghe dalla Sig." V.' F. Prime a Bruxelles e dai Sigg. F. Ce-
lestri, alunmo del R. Intituto teenico di Modica; V. Columbo, studente a Napoli;

£. Lugare, alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo ; F. Romano e G. Tirella,
situdenli a Catanis ; R, Scossard, studente a Palermo,

La quistiore si riduce a risolvere il sisterna d’equezioni

4y —=a, T fo Yy = 22, wy — ks,

.....

.....

e
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Quadrando la prima e tenendo conto delle altre due si ha subiio
B+ 2k — =0  da eni 2=k YRt

Il valore negalivo pel radicale non conviene sl problema, perché si avrebbe
per esso 3 < 0, 'sliro

5= — k+J/.&‘+n‘

¢ accettabile, giacchd ai ha pel medesimo 0 < 5 < a.
Per trovare @ ed y si ha ore il sisiema

¥y =a, wy = — R+ k J R+ a®,
casicohe
at Vot — dx(p R+ at — &) a—Vat— k(Y Bt o' —=)
{7 f— = » Y= .
2 2

Se guesii valori sono reali essi sono ambedue positivi e soddisfano alla quistione,
L'unica condizione di possibilitd del problema & per consegunenza

@ — 4k (PR — k) >0 o @+ 4R > 4h Yot

Quadrando e riducendo questa relazions si trasforwms in
at > 8A° 0 piu semplicemente z=>2k}p2.

La Sig." F. Prime osserva poi che da questa limitazione si deduce che fra
tutii 1 triangoli rettangoli della medesima alteasa quello in cui la somma dei
cateti ¢ un minimo & il iriangolo isoscele.

1l Sig. V. Columbo (i la seguente costruzione geometrica del problema.
Descritto un segmento A B — a, si conduca dall'estremita B 12 perpendicolare
BC—k e firata A C si porti s di essa, a partire da €, il segmento BC=RBC
Si fracei i semicerchio di diametro A B, e si tagli il medesimo nei punti &, F
con una parallels ad A B, alla distanzs % da questo dizmetro. I due trian-
goih AEB,, AFB,, eguali, soddisfano slla quistione. Infafti si ha subito
AB —=s= Jk*+a*— k e i triangoli ottenuti oltrechd rettangoli hanno
evidentemente 1'altezza %,

Perche il problems abbiz soluzione & necessario e snfficienie che A0 —

AB R® t— ik = 5
-T’=V —;ﬂ = A, Ossia Vkﬂ+ﬂﬂé3k o finalmente @ > 2kY'2,

il che coinecide eolla condizions trovata prims.

180, Data la somma 2o (o I differenza 28) dei lati di dus triangoli
sferici equilateri ¢ polari fra lore, determinarli. (G, BmLracom).

Soluzione del Sig. Prof. V. Carpaneto ad Aequi ().

Indicando con a, 4 ed a', A" il lato ¢ I'mngolo del primo e secondo trian-
golo, s ha intanto

] « . . « . a-4+=A"= 180", a 4= A = 18(°.

(¥) Un’alira soluzione venns inviafa dal Big. V. Oolumbe, stadenta nells B, Unl. dl Napoll.
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Dalla noia relazione

A—B-+C A+B—-C

a cos > cos )
m?— gen B son C 7
gl ricava
4
g g 1 1
05— =— — 7
2 gen A A ] (@
25&11? JEDHE
e quindi s
@ a’ o -+ a a—a
A 5 cOs ) cos > -~ €08 )
o finalmente
2] ¢ & & w o o W s c0er--e08d = I,

La [2] con la [!] defermina i due triamgoli. Dzlla [2] si deduce che, dovendo
essere § < 609, dovra essere 60° < o = 90U

La Sig® Ved.® F. Prime, che traitd la stessa quistione, pervenutz alla ve-
lazione [2], aggiunge la discussione pill particolareggiata che ssgue:
1, Data o, &1 deve risolvers il mistema
G

a+a =c, nua(n—-u'):?sﬂnﬂ?-

Bisogns primieramente che cos(a — a’) sia minore di 1, s deve dunque avere

. a0
2sent o< 1, da eui, siscome - & acuto, &i deduce 5 < 45° 0 20 < 180

Se questaz condizione & soddisfatta si troveranno per a — ¢  due valori eguali
e di segni contrari e compresi fra — 90Y & - 900, E ben chiaro che questi
valori daranno il medesimo sistema di due triangoli egquilateri; ma perehé tali
trisngoli esistano bisogna che si abbia

e —a'| L a+d 0 cos (@ — @) > cuso,
o
f{[luiﬂhé a < 180% o 43&11"% > 1, o, poiche y ¢ acuto,

= > 300 dacui 2o D> 120,

L.e condizioni di possibilita somo dungue
1200 < 20 < 1809,
2.° Quando & data 8, il sistema a risolvere é

a—a —3d, ms(a+a’):23ﬂn“§-

Ina digcussione, in ogni punto, analoga allz precedente condues all'unica con-
dizione di possibilita
28 L 1200,




— 11D — .

181", Se due tangenti BA, BQ di un ecorchio #i tagliano in B ad angolo
vetto e la parallela a BGC, condotta pel punto medio della corda AC dei punt
di contatto, sega il cerchio in B ed F, le rette AE, AF incontranc la tangente
BC ed il suo prolungamento in die punii G, H tali che

CG*=2BC.GB, HC —2BG.HB.
(G. Puccrano).

Dimostrazione del Sig. B. Zurria, alunno del R. Istituto teenico di Catania (7).
Qi ha subito per note proprieta

GC*—GA.GE=26GE", FE—FA.HF—2HF",

onde 2GC' = 4GE® =G A, o0’ —4HF° = HA". Ora pel teorema di
Pitagora GAI:IBE+ﬁE:EEE+ﬁﬂ e HA°— AB" + BH® =
BC® 4+ BH", quindi |

G =B+ BGE —GC*, A =BC*+BH'— HC*

¢ perche GC—BC—@GB ¢ ﬁ:ﬂ—rB—Fﬂ, risulla

Gel—B0+B6*—(BRC* +GR*—2BC.GB)=2BC.GB,

Fc®=B0*+ 8B — (AB*+ BC*—2BC.HB)=2B(.HB c.d.d.

Dimostrazione della Sig." Ved.* F. Prime s Bruxzelles,

Siane 0 ed R il centro e il raggio della circonferenza, I il punfo medic
di AC ed I il punto medio di QC; { appartiene alls corda EF la quale non
& altro che il lato del triangolo equilatero inseriftto nel cerchio (. Si ha dunque
BC=R ¢

C6=2.DE—=2.ElI—92 DI=R(}/3 — 1),
HC=2,DF=2.JF+2.DI=R(}JV/3 +1),
GB—BC—CG=R(E — y¥3), EB=BC4+ CE=R(Q+ }3)

Ora é idenficamente
V3~ 1f=2@—p3) ¢ F3+1)\=202+p3)

Segue adunque
G2 —2.BC.GB e HC'=2.BC.HR e d. d..

Il Sig. G. Tirella, studente a Catania, considerz il caso piil generale in cul
le tangenti BA, BC forming un angolo 8 qualunque. In questo caso dalla

velagione 2G C° — AG , avendosi

AG =BG '+ AF —2BG.ABwsd =BG '+ (BG+ GO) —
95BG.BCeosh —2BG*+-0CG*+-2CG.BG — 2BG.BC cos0,

{(#*} Dimostrazioni poce disiormi pervennero dei Sigg. Biagio Armano (R. Liceo Alessundria);
M. Carmina, 6. Maeqgluso & &, F. Sinatra (R, Istituto tecnico Girgenti); F. Celestri (R, Istiluio
{ee, Madisa): A. de Benedeiti (R, Ist. tec. Piocenza); E. Lugero (R. Liceo Garibaldi Palermo) ;
M. DPiatietli (R. Liceo Barl): L. Perotti, students s Rome ; E, &. Hieel (Bologua); B Scomari
(Palermo).

T R T I T AT+ T
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si deduce GC"=2FG(BG + G0) — 286 . 50 00sh o finalmente

GC°=2BG.B0( — cos B).
Anslogamente risalta

HC*=2HB.BC(l — cosh).
Per § =609, 00% 1200 si hs rispettivamente

GC*=BG.BC. GC'=2BG.8C, GC*=3EBG.B0:
HC*—FER.BC, HC*=2HEB.BC, GC'=3HB.BC.

182°. Di due wwmeri reali o positivi X ed vy 2 data lg somme m?® dei

X
quadrati, e gueﬂﬂ_k dei rapporti -}r— e %; lrovare questi pumeri e discuiere
i rfﬂlﬁﬂﬁ. ) 3

Soluzione dei Sigg. F, Celestri, nlunno del R. Istituto teemico di Modica ;
V. Columbo, licenzato dal R. Isiitnto tecnico di Bari; B. Lugars, alunmo del
R. Liceo Garibaldi di Palermo 1 R, Scozzari, licenzinto dal R, Istituto teenico
di Girgenti; @, Tirella, licenziato dal R. Liceo di Modica (7).

SI ha il sistema d'equazioni

@ ¥
@* —+ y? = m? — e—— k.
Y x
: 2 m® :
Dalla seconda si dednee 2oy — ~% ¢ sommando e sottraendo successivamente

membro a membro colla prima, risalia

_ *(A+2 Pk —2
(m+!f}‘-—-m{k )! (ﬂ""—PJ':m(k ,

donde
a2 h—2
m+y=mVT: m-—-y:m,/ Z

Potendosi supporre sempre @ non minore di y. Dt gqmi segue subito
2;,3_(;/&-;-2—:—;/!;—2), TE—. (Ve+2 — 2 —3).

I valori di & ed y dovendo essere reali, dev'essere A — 2 = 0, ossia & > 2
¢ allora essi sono anche positivi giacché J/A—+2 > P/A—2. 1’ aniea condi-
zione di possibilitd del problema & dungus & = 2. Nel caso di 2=—2, o del
valor minimo di %, i due numeri sono eguali.

m
2 Yk

L ——

183". Si conosce la somma s delte tangenii di duz archi x ed y, ¢ In
tangenle b della somma degli archi stessi. Trovare quesii arohi, discudere i
risuliati, e forme wna applicazions numerica al caso di g — 3, b—=—4.

(*) Una solustone triconomeirien vaune Inviata dalln Stg.* Ved® F. Prime 8 Bruxelles.
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Soluzioni completamente analoghe dal Sig. V. Cokunbo, Heenziato dal R. Isti-
tuto teenico di Bari, e dal Big. @. T4refla, licenziato dal R, Liceo di Modica ().
St fratia di risolvere il sistema d'equazioni
tan & - tany
| —tanw fany —

tane + tany — ¢ , tan (@ 4-y) =

b—a

a ]

¢ kany saranoo le radici dell’eguazione di secondo grado in s
bz* —abs+b—a=0

LS

costecche tan o

Dalla ssconda segue immediatamente fanz tany =

08513 8f avra

a b -+ p”agb*—l—dab— 4 »=
25 !

@b —p at® 4+ dab — 4p°
25

Perche 1 valori eereati siano reali & necessario a gufficiente che si abbis

a’dh® = dab — 462 = 0,

tane = tany —

: — 2721 -1
Suppenendo & > 0 da questa relazione si trae ¢ — ~= bV . per
— 24231452 —2=2)1 2
modo che deve aversi od g > =z EF’ i il s a = 2 el .

Se all'incontro si ha b < 0, risulta che ¢ deve soddisfare alla relagions
ba*+4a —4b < 0
da emi si deduce per a le doppis limitazione

-—??-I—EVI—!—F}E}—E——EJ/I—I—W
b b b '

8 23/2
Applicasione numerica. Se a=—3 ¢ b—4, si ha tsngp — +g;/ —
22
2
w="T193" 38" + k. 5600 od z=—251° 3’ 38" + k. 360°,
y =4°54"12" + £,360° od y=—184054"12" + 1, 360V,

3
2,91421 e tany — = 0,08579, da cumi si ricava

184", 82 &, b, ¢y =&,, bo, € sono due terme di wumeri veali tali che
fp ¢ = acy —2bby = 0, e se inoltre 2 b, — 8, < 0, sard B2 —ac > 0.

Se 2, invece, bf, — 8g¢y > 0, sard H® — ac % 0. (A. Du. Raz).

Dimosirazione del Sig. Prof, E. Cesdro a Napoli (™).
Unu dimostragiono olementarissima si pud subilo fondare sull’ identita
(* — ae) (bﬁ—- ty Cq) — bi (B — ac) — B* (b'g—- Ty Cp) =
(acy — b&y) (@gc — blby) + By (acy + agt — 2bby).

(¥} Ux'alim: solazione pervennes dalla Big,* Ved.t 7, Prime a Bruxelles.
(¥%) Alire dimostrazioni pervennero dalls 8ig.* V.* ¥. Prime 6 Broxelles e dal Hig. E. &, Rined
siudente nella R. Universiid di Bologna.
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Infatti, quando acy 4 @gc =200, i numeri acy— bby ed age — 0B,
se non sono mmlli, hanno segni opposti, e perd

@ — ac) (i — agoy) = by (1° — ac) -+ b* (Bg— GaCa) -

i dunque impossibile che [ numeri * —ac e bf_, — a0 siano entrambi ne-
gativi, 0 che uno solo di essi sia megafivo quando l'altro é nullo.

Cid si pnd anche dimostrare osservande che, quando & nullo, come 81 sup-
pone nell'enunciato, I'invariante simultaneo delle forme

g == ax® + 2b@y +cy* . 9, = aaa’ 4 2hyzYy I co¥*,

{ oui discriminapti sono 8= ac — b%, 3, = @0y — Uy, il discriminante di

g 4= hpg & 54 2%8,. Questo nmou pud essera sempre positivo, perche, dafa

I'arbitrarvietd di A, non ogni forma g -+ Agg conscrva un segno inyariato. Oc-

corra dunque, quandﬁ* uno dei nnmeri 8, 8, & positivo, c¢he 1'altro sia negativo.
T ovvia D'interpretazione geometrica.

185", Dedurre dalla relazione
AB+4+BO 4+ CA=0,
dove A, B, C sono punti di una vetta, lalira

(abcd) + (achd) =1,
dove a, b, ¢, O somo gquatiro element qualurgue di una forma fondamentale

di 1% spedic (7). (A. Dz RE).
Solazione della Sig® Ved.® F. Prime s Bruxelles (7).
Da
AB+ B(C 4 CA=1,
gi ricava
A 4D _,
B(C CB
0ssis

A_C_A.D_I_AB_AD__ l

BC'BD  €B €D

ce D & Delamento all’infinito della punteggiata ABC.
Quest'ultima relazione & proiettiva, dunque

(IIBCb) -+ (ucbb) = 1 e d. d.

186", Di una comica sona noii la posisione degli assi, dug reiie reciproche
ortagonali ed wn punto (una tangents). Si domanda la costruzione detla conica.
(A. DEn Ra=).

(%) Va imteso che, i quests quistione, non devesl far wo della relasione
AB.¢D 4 BO.AD -+ CA.BD = 0.
(£#) Soluwioni pure dai Sigg. &. @, Ricei (R. Uni. Bologan) & V. Columbo (R. Uni. Napoli).
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Soluzione de! Sig., &. Seorza, studente a Firengze. _

Signo @ e & gli assi della coniea, O il centro (noto come inlersezione degli
assi), p ¢ p, le rette reciproche ortogonali, P ¢ P, 1 punti d'intersezione di
quesie retfe con uno degli assi, per es. «. Si sa che per ogni punfo P di on
asse ¢ di una conica vi ¢ un punte P, del medesimo tale che due refte reci-
proche qualunque passanti per £ e P, sono perpendicolari fra loro, ¢ che se
si fanno corrispondere fra loro due a due i punti cosl collegali 1 punti dell’asse
a sono sccoppiatl in involuziome (7).

Di questa puanteggiata involutoria il centro della conica & il punto centrale,
e i fuochi o ne sono i punti doppii, o la proiettano mediznte due fasei di raggi
ortogonali.

Dungue conoscendo noi della punteggiata involutoria @ una coppia di punti
corrispondenti P e P, ed il punto centrale O potremo agevolmente costruire i
foochi F' ed F, dellz coniea in questo modo: |

1. Se P e P, sono posti dalla medesima parte di O costrunendo le inter-
sezioni dell'asse @ col cerchic che ha per centro O e per raggio la tangente
firata da O ad un eerchio condotio per P, P,.

2." Se P ¢ P, sono situati da parti opposte per rispetio ad O costrnendo
i punti d'intersezione dell’asse & col cerchio di diamefro PP,

Ed ora, se é dalo un punto M della conica, due sono le coniche chie sod-
disfanc al problema e precisamente un’ellisse ed un'iperbole confoeali facili
ambedue a costruirsi: se iavece & data una tangente s secondoché il punto
d'intersezione di m con o & denfro o fuorl del segmento FF| la conica & un'i-
perbole o un’ellisse, che pud costroirsi prima trovando il punto di contaito di
m e poi facendo passare per questo punto nel primo cage un'iperbole, nel se-
condo umn ellisse.

1 punto di contatto di m si pud trovare prendendo il simmetrico F' di F
vispetto ad . e poi eongiungendo F| eon F'; Vinlersezione M di 7, ' ed m
rieolve il problema, perché la m risulta in tal modo bisettrice dell’ angolo dei
raggi vetiori FIM ed ¥ M.

La Sig." F, Prime, che inyid pure una soluzione di questo problemsa, con-
siders poi i seguenti casi parficolari: 1° Se P coincide con O, il problema
ammette come unica soluzione ung circonferenza., 2.% Se & & all'infinito, la
conica che risolve il problemsa & una parabola avente per fuoco il punto medio
i PP,. ‘

187", Di una conica & noto wn pusnito con la relativa tangente, sono note
due retee reciprachie ortogonall e fa posizione di un asse ; si domanda di co-
struire la conica. Discutere inoltre il problema. (A. DeEn Rn).

Soluzione della Sig.” Ved." F. Prime a Bruzelles (7).

Sia oy la posizione di uno degli assi ¢ siano A, B, €, O i punii in cul
zy & inconfrafa dalle refte conivgate M A, M B, dalls fangente PC a dalle

(%) Bevs. Geomelria df popizions ; trad. FAIFOPER, pug, 146.
(*¥#) Un'alira soluzione venne inviate dal 8ig, . Sesrse, sindente a Flrense.
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normale PD. Se O & il centro dell' involuzione determinuta dalie due coppie
(4, B), (C, D), O & il centro della coniea; si pnd quindi determinare la posi-
zione del secondo asse ¢ &i & mllora ricondoiti alla guistione 186.

Diversi casi sono da preveders s

1. I quatiro punti A, B, C, D sono disfinti e 1l centro di A B non coin-
oide con quelle di CD; in guesto caso, il punto O sard s distanza finita e il
problema ammeiterd ana sola solnzione che sard un'sllisse o un'iperbole secondo
che la tangente £ C passerd o no esternamente si fuochi della conies,

2, 1 punto medio di AB & quello di €D. In quesio caszo, il punto O &
all'infinito e la curva cercata & una parabola,

3.% 1 segmenti AB, CD coincidono. Il problema allore & indeterminato,
tutii 1 punii reali od imaginari srmonicamente separati da 4 ¢ B possono esser
presi come fuochi,

4" 1 punti B, € coincidono ma A e D sono distinii; il problema ammette
come soluzione la circonferenze di centro C e di raggio CP.

188™ Date due rastie ortogonali OX, OY, per un punio P di una circon- -

feranza wescritta col raggio OP st tire una trasversale parallele ad wuna retia
fissa ed wn'elira ad eéssa perpendicolare seganti le OX, 0, nei punti M, M,
N, N'; la somma dsi quadrati delle corde MM', NN’ 2 costante.

(G. BmriaccHl).

Dimostrezioni eompletamente mnaloghe dai Sigg. F. Celest, alonno del
R. Istitnto fecnico di Modica; A. Persi, studenie a Genova; @. Storsza, stu-
denge a Fironze ¢ G, Tirelle, studente s Catania.

Per dato l'angolo PMO=—u & costante. Posto / PON—w, si ha:
L POM=180° —w, /PN'M =« [/ PNM=90—¢q /POM —
00° —~w, PM'O—=— 90"+ =, quindi

2 0,.genw PO.cosw P0,senw P0,cosw

NP — PN — . PM— , PM' —
;GOS8 212] Hig e BEn o cOsc

Dopo eid risulia

96T & H67 & ~f= £03 o COS A PO cos(w — )
»

NN =NP-++PN'=PO _ =
' 3N & COsS & 86N o, oS o
MM —MP— M'P— po "SR 08% —cosweme PO . sen(w — o)
T T SO0 0 COS & —  senocosy
Quadrande e addizionando si ricava
—
MM 4 NN = Eﬂ: fﬂﬂﬂ — = costaste.

La Sig.®* Ved™ F. Prime, cwservando che i guatiro punti P, M’, 0, N sono
, . [ 3 PO 5 .
in ana circonferenze di diametro M'N — gt Pervieme immediatamente al
risultato, giacohé allors si ha

—— OM'* ON* M'N* PO° P o

MM 4NN = ~}- — — =l cosec? 2a.

zen® o aen? ¢ sen®*a = senoco®a 0 4

vv R &

>>>>
' =

rnan g,
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Dimostrazione del Sig. V. Columbo, studenta a Napoli.

Sia y = mw + b l'equazione della retts fissa e siano a, B le coordinate
del punto variabile P della circonferenza, Le eqoazioni delle due rotte MM,
N N’ sgranno

y —p=miw —u), y— B= = (@ — a).
Da gueste, facendo successivamente y =0, # =0, si ricava
— _i?' i — T f ! =
OM = e — = OM —B—ma; ON=a-pBm, ON' =P o’

donde

MM 4 NN = (0n° + 0M™) + (ON® + ON"®) =
1
(22 - B°) }E—I—mﬂ—!—— !

1 -

Ma poické Pz, §) @ un punto della circonferenza di raggio P O, si ha
o? 4 ‘-’:ﬁg, cosicche

=t |
MM*® 4+ NN'% — POE.,E = :.mf ! — costante.

e B f——

QUISTIONI PROPOSTE 0

117", Be, presi ad arbitrio due punti L, M su di una conica g,
s1 frovano le proiezioni ortogonali H, K, del polo della corda L M,
sugli assi @,6 di ¢, ed il simmetrico ' di M rispetto al cenfro C,
si hanno le proprietd segnenti : 1° il simmefrico di M’ rispetto ad
@ (& b) & allineato con K (eon H), e con L; 2° i guatfro punti
L, M, HK .= P, () sono su una stessa circonferenza di oerchio.

A. DerL Re.

212", La conica che passa pei vertici di un rettangolo, di cui
due lati somo gli assi di una comica ¢, e pel punto all’infinito di uno
dei diamefri coniugati egnali di ¢, passa pure pel punto all’infinito
dell’altro di questi dne diametri, ¢ teglia ¢ in quatiro punti concieliei.

A, DrL RE.

213%, Se, sui lati a, b, ¢ di un triangolo AB C =abe, si
considerano le involuzioni che hanno per punti coniugati i vertici del
triangolo situati su essi laki, e per punti centrali i punti medii di
guesti, 1 coningati dei punti nei quali @, b, ¢ sono ordinatamente

(*) La gnestioni comtraszegnate con semplive asterizeo sono indirizzsate agli alunni dalle senole
secondarie, queile distinte eon due asteriseli wono diretie in particolar modo zgli studenti dslle
gonole superiosl, senzn esclndere qualsiasi altro studisso.
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tagliati da una retta arbifraria del piano, sono proiettati dai vertiel

opposti secondo tre rette concorremti (¥).
A. DeL RE.

244 71l polo di una retta, rispetto ad una conica immaginaria
dotata di sistema polare reale, & il coniugato isotomico dell’armonieo
(polo trilineare) della retta rispettc ad un triangolo antoconingato

che abbia il baricentro nel centro della conica,
A. DeL Re.

245", Dimostrare, elomentarmente, chs, se « B, v, «, §, v
sono sei numeri reali, fali che almeno uns delle quanfita {*—ay,
f'? — o'y’ sia megativa, si avrd

(v + o'y — 20} — 4 — ay) (B* —ov) > 0.
La proposizione & evidenie quando una soltanto di dette quantita &
 negativa.
A. DL RE.

218, Se ad, bb' sono due copple di diamefrl coningafi di una
comiea o, di eentro (/, tali che si abbia, in grandezza e wverso,
[ ad = £ bb', ¢ sono M, L' due punti arhitrari di ¢, conducendo
per M le parallele ad a', &', lc quali seghino di nuove ¢, ordivatba-
mente in M,, M, e, ponendo M, L'.¢' = H, M, L'.b' = K, si avranno
le proprieta segnenti: 1° la retfa H K tagliera ¢ in due punti che,
insieme ad M, (F ed nl simmetrico L di L' rispetto a (', sono su di
un' iperbole che ha gli assintoti paralleli ad a', &'; 2° sostituendo
a con a, e & con b, e, chiamando H', XK' i punti che, dopo eid,
vengono a sostituire H, K, il punto HEK . H'K'= 8, rimane fisso
quando 1'/ aa' == £ %" varia.

A_. DeL RE.

247°. Nella serie »,, @5..... 2, .... &costante il rapporte £ di
ciascun termine alla potenza di grado | del termine precedente.
HEsprimere z, per mezzo di @&, n, A, W

A. TAGIURL

218%, Determinare il termine generale della serie
11,2 2 3,3, 4 4,....
A Tagromr.
219%*, Nella serie
4 W5 v Tigeaivince

(¥) 8i desldera che la dimostrazione di gwests proposizione sia fatta smn=a ricorrare &l wi-
stemi polari, coi qusli si pud fare Immedistaments.

sy, Onl Al L P = S

B e a1 g 8 v B

S o e

e
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si ha per 2 > 1
y“ —_— h‘yﬂ.—l ‘+‘ Zﬂ'- ""l- k.
Dato il valore @, di ., determinare ¥, in funzione di nht,k, a,.
A. TaeIurL

28207 Data in un cerchio una eorda 4 C, o, dato un punto K
situato in essa, condurre per K un'altra corda BD in modo che il
quadrilatero A8 C'D risulti circoscrittibile,

S. CaTaNLA.

217 In un triangolo 4 B € determinato per gli elementi q,
B, (' iscrivere due circonferenze eguali, tangenti 2 due lati ed eater-
namente fra lore; si riduca atta al caleolo logaritmico la formola del
raggio. Se O ed (F siano i centri dei due ocerchi qual condizione
deve sussistere fra gli angoli B, € affinchd il triangolo 4 0O 1i-
sultli reftangole in O'F?
(. BELLAGCHI.

222*. Determinare un triangolo sferico rettangolo data la somma
@ (0 la differenva d) dei eateti e 1'altezsa % rolativa all ipotenusa,

(. BELLACCHI.
2&3". Dimostrare che 1'espressione

JimTt 10,887 13,

per m iuntero e posifive qualunque, & divisibile per 64,
V. Corumgo.

- 4. Siano 0, O i centri di due cerchi dati che si segang
ortogonalmente nei punti H, X ; si tiri per H una retta qualunque
che tagli i cerchi 0, O di nuovo in A, B rispettivaments. Le rette
A0, BO' si taglino in M. 1° Qual's il luogo del punto M? 20 Di
mostrare che le rette K 4, KX H, KB, K M formano un fascio armonico.

F. CerLesrtrr
2&5*. Dimostrare che le due progressioni geometriche
=18 .0en ¢ 2108702,
godono ciascuns della proprietd che combinando i loro bermini, o tufti

0 in parte, per addizione e sotfrazione dal 1° (@) fino all'n®™i=e (o),
si hanno per risultati i numeri da 1 fing ad T ol P S

A. LueGiL

— e B
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

BERNARDI Dott. GIUSEPPE. — Soluzicnario degli esercizi di  Irigonomedria
piane contenutt nel Tratteto di Trigonometria reitilinen e sferica di (. A.

SERRET (frad. di A. Ferrucei). Firenze, Succ. Le Monnier, 1894 — Preazo:
L. 1.25,

Gli esercizi in parols sono 29 in tuwito (*), ma variati ¢ molto inieressanti
come sanno tatti celoro, ¢ son melil, 1 quali conoscono il Trattato di Trigo-
nometria del Serret, che weritamente gode grande riputazione anche fra noi La
leitora di quesio seluszionario sarh dnngue assai profitievole per gli scolam i
guali verranno cosi ad scquistare famigliaritdé con quelle vedute e guegli arti-
fizi che sono di guida nella soluzione dei problemi e riescono cest utili  per
l'educazione della mente, tanto pmi che le selnzioni di cui tratiasi sono svilup-
pate dal Sig, Prof. Bernardi con grande larghezza di particolari, con senso pra-
fico ¢ in modo assal completo avendo egli trasformafo, in ogni caso, i risul-
tatl in modo da renderli calcolebili per logsrifini,

Non vi ha chi non veda, per la larga diffasione che la Trizonometria del
Serret ha nelle nostre scuole, come sarebbe stato desiderabile che una simile
pubblicazione non si facesse attendere quasi mezzo seeolo dall’ apparizione del-
I" ppera originale ¢ qnagl otte losiri dalla prima edizione ialiana, comunque
sta 1l fatto che, non essendo appares finora, il Professor Bernardi ha fatto
opera uitle nell'eseguirla. Poche e di lieve momento sono le osservazioni critiche
da farsi aquesto soluzionario : noterd selianto che mell'Es, 1V, Cap. L le con-
giungenti 16%, 17°, 19" e 22% ossiai doppt dei seni degli angoli di 84°, 78°
66 e 48" non sono date nella loro forma pit semplice, che mnslla dimo—
strazione delle identith dell'Es. V la via segulta non & sempre la pid diretta,
che, almeno per varieta, si poteva determinare uno dei limiti dei quozienti

sen (¥ =+ A) —gene cos(w3-4) —cos e
[ };} G Bt ;3 per A — 0, trasformando il numera-

tore in un monomio, come auol farsi nei tratitati di caleolo differenziale allora
che si tratia di determinara 12 derivata di sen 2 e cos #, finalmante che per gualche
problema, comead es, gquello di costruire un triengolo equilatero coi vertici su tre
vefte parallele o tre circomferenze concentriche (Capo H1, Es. X), si poteve, forsa,
compenetrare la soluzione trigonometrica con quella sintetica con maggior pro-
fitto per il lettore.

Consigliamo la lettura del Hbro in guestions in particolar mode agli slu—
denti del 2° bienuio (Sez, Fisico-matematica) dogli Istituli tecniei, convinti che
di questo comsighlio, & iaiio compiuto, non poiranno essercens che grati.

A, LvarLi

(*) Alouni perd costituidl da parecchl esampl eongeneri ehe vengono in reallda ad aumeniare
sapsibllmente gnesto nomsro,

Al
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FITZ-PATRICK (L) et CHEVREL (0.). — Ewmercices d'arithmétiqus, Enoncés
et aolutions, avee une preface de J. Tapnery. Gr, in-8°, p. 500, Pars, A. Her-
mann, 1893. - Prix: 10 fr..

Questi esercizi d'aritmetiea, in numero di 500 cirea, che hanno avuto 1'onore
d'una prefazione del chiaro matematico J. Tannery e sono stati giudicali assai
favorevolmente in Francia (Bulletin des Scisnces Mathématiques ¢ Revue gené-
ralz des Sciences), non sono da ritenere come una raccolta i vieti problemi
sni numerl, ma costifuisconn una serie di quistioni, la massima parie del piu
alto ingevesse, le enl seluzioni, lungi dall'essere hasate sopra arhifici pid 0 meno
eleganti e inatiesi, sono condofte per la via pilt semplice e nalarale, cost da
ragginngere completo valore didagtico, _

Ove =i consideri che la letterntura seientifice, anche straniera, & searsza in
lavori di questo genere e per quanto io sappia non viéin ltalia che il Svlusic-
nario degli Esorcizi proposti nell'aritmetica di G. Bertrand con note ed ag-
ginnte del Doti. D. Fontebasso, che un po' vi s accosti, eredo ulile di segnalare”
ai professori di mafemafice delle nostre Senole secondarie un' opera in guale pnd
riuscire loro di non poco awsilio nell'insegnamento e che anche per se sola me-
rita studio e considerazione,

I libro den Sigg, Filz-Patrick e Chevrel eomprende 106 capitoli, dei qual i
pritrei 14 souo riserbuli alle ordinsrie divisioni dell'aritmetics, Giascuno dei me-
desimi & preceduto da un sommario delle proprieta dei numeri inerenti all'argo-
mento sul quale si svolge, ossia enunciazione di definizioni, regole e teoremi.
Il capitolo XV riguarda non poche quistiont diverse ed ha sviluppo piuttosto
considerevole, L'ultimo eapitolo & destinato a delle nosion: elementar: sulla teo-
rie déi numeri, ma pub venir riguardato, piu esatiamente, come un’introduzione
abbastanza estesa a questa {eoria. Termina 1l lLbro una nofa del sig. Matrot,
rélativa ad upa dimostrazione elementare del teorema di Bachet, ossia che « Un
imtero qualungue & la somma 9@ guaitro quadrati al pit ».

Fra lo quistioni diverse vi hauno della proprietd dei numeri figurati, teian-
golari, quadrangolari, sce., e amicabili, non che un saggio della {eoria dei numerl
perfetti, seguito da talune notizie storiche, T notizie di qnesta natura &i trovano
pure qua @ la disseminate nel corso dell'opera, nella quale é fatia large parte
all'applicazione del metodo di deduzione da n ad n-F 1,

Dire anche selo degli esercizi piti salienti sarebbe troppo grave, basteri ac-
cennare che si trovano in questo libro mollissimi caratteri di divisibilitd non
considernti nel manuali d'aritmetica, alenne quistioni riguardanii il numero delle
divisioni a farsi nella ricerca del massimo comuon divisore di due numeri, la
dimostrazione c¢he un polimonio raziongsle intero in ¢, a coefficienti inferi, non
pud rappresentare tutti e solo 1 pumeri primi, due dimostrazioni del teorema di
Fermat, oltre & quella che trovasi nell' nltimo capitolo, alenne somme di serie
& termini frazionam, le proprietd pitl caratteristiche delle frazioni decimali pe-
riodiche c¢he nom figurano nei trattati d'arifmetica, la teoria generale dei carai-
terr di divisthilita in un sisierna di nomernzione di base nqualungue, finalmente
alenne quistioni riguardanti 1'spprossimazione della radice guadrata,

16
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Fra le nozioni elementari sulla feoria dei numeri si érovane molle propriets
dell! indicatore, aleuni easi di divisibilith di polinomi per polinomi e polinomd
par determinati numeri, 1 teoremi di Fermat e Wilson ed ilora reciproel, non
che la generslizzazione di quel feoremi, delle proprietd inerentia numerl primi
di ¢late forme, i teoremi che conducono alla ricerca delle radici primitive d'un
numero primo p, dei teoremi affini a quesfo soggetto ed aliro.

Questo rapido ecenno mi pare sufficiente a mosirare come il libre m parola
meriti effettivamente di essere conoseiulo. A, Loein

RIBON] Dorr. GARTANQ. — Elementi df Geomelria ad uso delle Scuole se-
condarie superiori. Bologna, N. Zanichelli, 1894. — Prezzo L. 3.

Questo libro pud eonsiderarsi come 1'smpliazione di un allro pubblicato non
& molto dallo stesso A. e destinato alle Scuole serondarie inferiori, del quale fil
data notizia in guesto perigdico (Ammo VIL, 1892, p. 77). Anche per l'attuale
sussistono quel prﬂgi; didascaliel che mi pceorse di rilevare nells prima com-
pilazione e io eredo che la nuova operefia possa fare onorevole compagnia ol
buoni manuali d4i geometria pubblicati negli ultimi anni.

Une delle qualitdh per le quali a parer wio il libro si fa particolarmente
raccomandare & la forma stringata seguita dall'A, che gli ha permesso di svi-
luppsre in 253 pag. in 8 pie. tutto ¢id che si vichiede per I'insegnamento
della geometria nelle nostre Seuple mezzane od anche pit di fante, omeltendo
perd gli esercizi che sogliono aceompagnare consimill laveri. Va pure accennglo
che mentre la planimetris ha syilappo sufficieniemente completo, la stereometria
& tenuta in confini piottosto ristretii.

1" A. non ha creduto di scegliere per definizione dell’equivalenza delle figure
quellz razionale adattata da parecchi moderni tratiatisti, quantungue se ne sia
valso nella sostanza, per non incorrere nelle difficoltd che presenta il comironto
delle figure, ritenendo come un dettato dell' intuizione che date due linge, due
superficie, due solidi finiti, l'estensione dell’'uno sia maggiore, uguale o minore -
di quello dell'sltro; e non gli si pud dar torto perché una fale difficolia ha
didatticamente gran peso. Cosi la teoria delle grandezze proporzionali e basafs
su quetla aritmetica dello proporzioni, premessa la teoriea della misura, analo-
gamenbs a quanto & stato falto dai Prof. Lagzzeri e Dassani nei lore Elementi
di Geometria e anche qui non si pud disapprovare per quelle ragioni che fu-
rono tanto hene esposte dal Prof. Beftaszi nella rocensione fatta del libro men-
zionato (V. Periodico, Anao VI, p. 155 e seg.). Del resto il libro del Prof. Ri-
boni ha carattere essenzialmente sintetico e mi frove d'aceordo con lui nel
ritenere che possa servire come tesio aunche pei Licei.

Premessn oid e facendo rilevare a ftitolo di lede come opportuna l'enuncia-

zione delle proprietd delle grandezze, prima stuwdiate, esposie ul n. 74, (fra gqueste

g 1 L I
manca perd guella simpolicamente espressa da = A = B = — (A =+ B),
g (s

di cui si fa uso pit tardi), estese in seguito ad alire, l'esposizione della teories
delle parallele quasi in principio, ¢id che d& preste in wauno ai dizecenfi nno
strumento assai proficuo per le applicazioni, 1" esame di tre luoghi che escono
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dal comune (pp. 65, 66), il teorems reciproco di quello di Pilagorz generaliz-
sgto (n. 207), che viene c¢rdinariamente omesso, ecc., credo opporfuno rilevare
alcune mende che vorrebbero tolie. )

In primo luogo sarebbe opporfuna una pid precisa classificazione dei postu-
lati e delle definizioni, che non sempre € faita neftaments, perché cid non si
pud pretendere dal lettore. Gosi pure gualche enunciato di proposizioni sarebbe
da precisare maggiormente: cite ad es, il corol. 1° a p, 43 e quello a p. 53,
il {eorema a p. 107, la proprieth esposta al n, 353. Qualche dimostrazione vor-
rebbe migliorais; tal & guella del teor, &l n. 196 in cui bisognava dire che 4" ed A
¢i possons pensare in ultimo composti di parti eguali e cosi B' e B: sono poi
da farsi delle suddivisioni. non delle divisioni (da fale difetfo va esente la di-
mostrazione snaloge al n. 545); cosl pure la dimostrazione del 2° comma al
n. 239, ove non & provato che fra le grandezze considerafe, una ve ne sia

minore di una grandezza piceols comunque sssegmata; la dimostrazione della

. . .om+1
nota & p. 105 dalla quale, anche per p > 2 non risulta che le frazioni ;

i
m -+ |
gt

4 —_—
dove alls differenza r — a, < % sarebbe opporfuno sostituire r — a, < &,.

signo decrescenti: quella della proposizione al 2° comma della p, 150

. Finalmente csserverd che il richiameo zlla dimostrazione che suol darsi in Arit-
metica dei teovema che «Se A: B C:De M: BuC: Nsiha At Ma2N:Ds,
per estenderlo alle grandezze geometriche, non & corretio per quelle ragion: che
sono esposie al n. 255,

(Cié nonositante mi € grato riconosears un' altra volta che la nostra letiera-

tura soolpstice si & accresciuta d'un buon libro di piu.
A. Luen.

LAISANT (C.-A.), Docteur &s Sciences — Recueil de problémss de Mathdma-
tigues olassés por divisions scientifigues, conterant les enoness avee renvoi
aux solutivns de tous les problémes poses, depuis 1'origine, dans divers jour-
naux : Nowuwvelles Annales de Mathématigues, Journal de Mathématiques élé~
mentaives et de Mathématigues spéciales, Mathesis, Nouvelle Correspondasice
mathématigue. 7 vol, n-8. — Paris, Gauthier-Villars.

Il titolo stesso indica la natura di quest’opera di eui son comparsi finora
£ vol.. ossia: 1. Awvitmetica. Algebra elementurve. Trigonometria®— 1L Geo-
metria piana. Geometria solida, Geometria desorittiva — IV, Geomsiria’ ana-
litica del piano (e Geometria superiere) — V. Geometria analitica delle spasio
(e Geomeiria superiore),

Congidarando come le pubblicazioni periodiche di lupga data divengano per
necessitd sempre pii rare, s'infende la difficoltd di averle sotto mano, oltre al
fastidio di lunghe e pazienti ricerche per formarsi un’ides di 'quanto contengono
anche limitatamente &d uno scopo particolare com’é quelic dell’ indagine delle
quistioni propuste relative ad an dato argomento. L'opera del Sig, Dott. Laisant
non pud guindi che rinscire assal utile agli studiosi tanto pin che 1 problemi
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7

raccoltt sono dispostt secondo le divisioni delle diverse parti delld matema-
tiche & rappresentano in qualche modo il riassunto dei lavori di mezzo se-
colo (c10é dall’apparizione delle Nouvelles Annales de Math., avvenula nel 1842)
Quasi tulfl inferessanti, alcuni son dovuii a matemabici illushri (quali Chasies,
Mobivs, Jacobi, Steiner, ece,) ¢ meritano 1'attenzione non soltanto in se, ma ben
anche per cid che concerne il progresso della scienza pors,

Con opportuni richiami I'A. della raceolia pone il letiore in grado di tro-
vare guella guslsiasi soluzions che volesse studiare ricorrendo alle collezioni deile
biblioteche.

I quattro volumi pubblicati contengono 32 problemi d'aritmetica, 138 d'al-
gebia, 161 di frigonometria, 813 di geomelria piapa elementare & complemen-
tare (e di geo. deserifliva), 1183 di geometria analitica 2 due dimenaioni (e
geo. superiore), 334 di geometria analitica s ire dimensioni (¢ geo. superiore).
* 81 potrebbe domandare se non fosse stato utile esfendare lu raccelia spo-
gliando aliri periodici pubblicati in lingus diversse dalla francese, guale ad es.
Feccellente Zeitschrift fier math. . natwriois. Unterricht vedatta da J. €. V
Hoffmann, in cui sono stati pubblicati fin'adesso ben 1284 preblem: quasi tutil
it grande inferesse, ma & certo che cosi facendo il lavoro gi4 assai lungo di
collezionamento sarebbe riuscito ancor pin gravoso.

—: — S I -

t VARIETA

Problemi curiosi e paradossi matematici.
(Continyasione e fine: V, pag. 41 & 73).

38. ABCD & un rettangolo, Si faccia 1'angolo DAE otfuso e st prenda
A E—= A B. RSiccome le rette C B, CE s'incontranc in O, cosl loe O, KO ad
esse rispeitivamenie perpendicolari nei
loro punti di mezzo H e K, s'inconirano

E‘l:— _iE" in 0. 81 traccing le 04, 0D, 0C,
‘lw._‘ : OFL; sachk OA—=0D, OC—=0ZE, &
\ L saranno quindi eguali i due triangoli
X b ODC, 0AEche hanno i tre lati dell'uno
'“x_l | }' vispeftivamente eguali ai Ire laii dell'al-
s L ] tro, e pereid /£ ODC = / OAE WMna
N ‘x,‘ I! ;,.-" per essere UD— 0A, el trizngolo
N \‘1 ilf DA sardh / ODA— / QOAD e sol-
1‘-.:: : EILJ,.-" traendo
b LODC — /0DA — /OAE — / OAD

ossia / ADC—= / EAD

cioe: un argolo vedlo pud essere eguale ad un angolo ottwso,

DR,
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39, Tutti i triangol sono isosceli, Dato un triangolo A B C, constderiamo
la. bisettrice 4 0 dell'angolo 4 e la perpendicolare @ O nel punto di mezzo di
BC (asse di BC). Se la Dbisettrice & perpendico—
lare sul lato B(C si sa oh’essa si confonde con
a0 e che AB=—AC. Se la bisefirice non e
perpendicolare al lato BC, dal punto O, in cul
essa incontrz 1'asse 2O, abbassiamo le perpen-
dieotari 0d, Oc rispettivamente su AC ed A B,
| triangoli A OB, AOc¢ sono eguali, siccome
teiangoli rettangoli aventi 1'ipotenusa A (2 comune
e u«li angoli acuti 0Ab, OAc eguali; dunqgue
Ah=Ac (1) ed Ob= Oc. I triangoli refian-
goli aOB, «0C sono eguali perché hanno gli

A

angoli vetti in 2z compresi fra lati eguali, pasia :
Oa comune ed a B—aC. Dunque OB—=00C. Infine I triangoli rettangoli
ObC, OcB sono eguali perchd hanno le loro ipotenuse 0C, OB egualiei lati
0b, O¢ eguali, Ne risulta 5C — ¢ B (2), Dalle relazioni (1) e (2) si deduce
Ab+bC—Ac+chB,

ossis A U= A B, Dunque futl i Iriangoli sono isosceli,

&0. Se un quadrilatero ha dus lati opposti AB e OD eguali, gli altri due
sono paralleli. Dai punti medi I, K dei dae lai 4D, BC &' innalzino delle
porpendicolari che &' inconirino in U e si

waccino 04, OB, OC, 0D, Allora OdA = 4 7 §/
0D, OB—=0C, e siccomoc AB—CD /ﬁ‘-..,‘ _o=an

per ipotesi, i due triangoli OAB, 0ODC

sono uguali, @Gli angoli A0 B, C0OD sono Jﬂfé‘:xh‘

dungue parimenti vguali. Da [/ 104 — S Ty
/I0ODe f EOB— [/ EOC risulia in | -~
{al modo : B ' K [

/TOA+ / AOB + 7 BOK = 180°,
ossiu che TOK & una linea retta: i due lati AD, BC perpendicolari a questa
retle. sono quindi parallel:,

41. Scomporre un pentagono regolare in sette parti in modo che rinnife
convenientemente formino un quadrato.

Norta. Gome fo altrove avvertito in maggior parte dei problemi o guistioni
guriose che precedono & estraria dal libro del Sig. A, Rerrire: Mathematiques
et Mothdmaticiens, Fanno eccezione il n, 16 che si trova nel libro: WerTHEIM
(G.) : Elemertez der Zahlentheorie, p. 45, il n. 18 che figura quale guistione
proposta dal rimpianto E. Luecas nel fas, di Oennaio del nuove periodico
L' Intarmedizre des Mathdgmaticiens, 1 n. 23 a 27 o 1l n. 40 che si trovano
in Mathesis (¢ XI1II, pp. 224-25), come venne gid accennato il n. 28 estratto
da Earsant BT PERRIN : Algdbre, p, 312, finalmente 1 n. 38 e 39 levati da
W. W. Rousp Bari: Mathematical Recreations and Preblemes of past and
present times.

Né va faciuto che non poche delle risposite che seguono son proprie del
Redattore di guesto giornale.
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Risposte. — 1. 29. 2. Dopo 10 giorni e 9 notti.

3. Giuseppe prese il 16%™6 gd {1 1% posto e rimase finulmente con un
uomo solo che doveva lasciarsi ucecidere a sua volin ma che preferl arrendersi
al nemico.

4. Luigi naeque il 16 maggio 1867 e Giovanni il 28 setiembre 1864.

S. 20 giorni. 6. 39 huoi

7. 1l giudice chiamato arriva sul suo cammello, vi sono allora |8 pam-
melli ; il primo dei fratelli ne riceve 9, il secondo 6 e il terzo 2. 11 giudice
risale sul proprio cammello e rientra soito la sua lenda, — 81 ha infatf:
11 1 17
5 "3T9 18

8. Tl batlelliere prende la. eapra e lz poria ail’alira sponda. Ritorna: prende
il lupo @ lo porta al di la, recando seco la capra nel ritorno. Lascia la capra
in cima alls riviera e poria il esvolo all'altra sponda. Finalmenie torma vuoto
& riprenders la capra.

9. Chiamisi premo il vaso della capacith di 12 litri, secondo quello capacs
di 8§ L, terso il rimanente. [l modo pit semplice per raggiungere 1" intenfo é
il seguente: Bi riempia col vina che si frova nel 1° vaso il 2°, pei col liquido
che si btrova in quesio il 3°; st versi il contenuto del 3" nel 1° quello del 2°
nel 8° e col liguido del 1 vaso si ricolmi il 2°. Dopo cid si vengono a tro-
vare nei tre vasi 1 litro, 8 1. ¢ 3 L di vino. Non rimane quindi che a riem-
pire, col liquido che si trova mel 2° vaso, il 3° ed allorz rimangone nel 2°
precisamente 6 litri. 10, 10 ore,

11, La bilancia va supposta a due piattl, 1 quatiro pezzi devono pesare
1, 3, 9, 27 libbre.

12, Si formi 1l nomero N —=2.3.4... m(m -+ 1), poi si prendano i
nomeri N4 2, N+3,.... N+m, N-tm-1

13. Sono i gquadraii 41 7, 67, 667, 6667,.... CGid proviene dal fatto che
quadrando i numeri 7, 67, 667,.... cal riguardarli come somma di due nu-
meri 60 + 7, 600 + 67, 6000 -4 667, il doppio prodotto di questi numeri
ha la forma 840, 80400, 8004000,. ...

14, 36: la somma dei primi 36 numeri & 666,

15, 74 4+ 25 +% 4= %- 16. 793. 17. 119
19. La parie d'un figlio legittimo &
1 1 4 fi , an—1)....3.2.1
I 2iG+ 1) " 200+ )i +2) T2+ ... (Fn)"
21. Litri 46,1568 di vino e 1. 3,8432 d'acqua. 22, 756 salti.
23. L'equazione pud scriversi (@ —a) — (@ — & = 0 0

b — a) lg — g e — bl — (. Essa dunque & formaiz oltra del fattore
b — a, corrispondente al primo membro dell’'equazione (v —a) — (@ — b)) =10,

|
di un altro fettore che posto =—0 da la solurione @ =— Efﬂ -+ b).
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So—20 3a—4p
3z —58% 3a—80°

24, Cid proviene dal fatio che pel valove di o, radice di

Joo — a4+ 3
O = a4+ 30

che ¢ w=—a— b, |la frazione assume il valore indetermi—

0

nato F ‘

— - b -
293. Le radici el sistema d'equazioni il #oAd=-c a4 b

y—a+b" ¢’ y4b &-4c
s »—a-+4bh—e, y=—a — b 4 ¢ e per gsse i primi membri di

& P b+ ¢ h w—a b+ ¢ a -+ b

y—a—i-'-”!}ﬂ—'—_c:?' bl — el prendono la forma indeter-
: 0
minata ¥
26, La radice dell'equazione ¢ w—a—-b e per questo valore le ulfime
uguaglianze divengono u:t-J—tE]r—l—l ﬂ-i-: ; © ﬂ+g+1 ﬂ'+:—1. |

27. Dividendo per a — e si divide per 0,

28, Dividendo per @ — b — ¢ =i divide per 0 poiché per ipotesi a — i — .

29, Siuno 4 e B 1 dati vertici. Si descrivano due cerchi con centri A ¢ B
¢ raggio A B, che si tagliano in E, e si perting dopo B E, sul cerchio di centre
A, due archi EF, F@ uguali a BE, Con centri B ¢ (& ¢ raggi BF, G K si
desorivane due cerchi che si tagliano in H, finalmente cogli stessi ceniri e con
raggio H A alfvi due cerchi che si taglieranno in D terzo vertice del quadrato.

30. Si divida nel numero dato di parti la circonferenza e si congiunga
cal ecentro.

3l. Se MN ¢ la corda dell'angolo A CB, che divide il triangolo nel modo
cercato, sl ha

_p Vp" 2 P l/p‘*" ab
CM=5+ F——5 > CN=% —%

dove a, b sono i lati dell’angolo ACR e p il semiperimaivo del trisngolo.

h - ] =
32. h altezza nota. Raggi —4-{;/3 — 1) e T(3 — 3/3).
33. 2a e b base e lato uguale del triangolo dato, 2« ed y ansloghi ele-
mentl del triangolo corcato :

b—a+ PV +6ab—Ta Sa+36—p b+ bab —Ta
— - L — 4
2

4
espressioni che &i costruiscono facilmenfe.

34, 5, 12 ¢ 13 oppure 6, 8 e 10,

35. 8i divida il quadrato dato in quattro quadrati uguali unendo i punti
medi dei lati opposti e altrettanto facciasi per tre di quest'ultimi. Si ottengono
cosi 12 quadrati dei quali il 1° 2° 3% 4° posano su un lato del dato, il 5°
6% 7° 8" posano rispelfivamente sui precedenti, il 9" e 10* sul 7¢ o 8 o
I'1E® e il 129 gul 9° & 10° Topo cid le quatiro parti sono costituite dai qua-
deati (59 14, 2%, (3%, 4%, 8°), (6%, ™, 9), (10° 12° 119.
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36, 11 quadrﬂjwhﬁﬁtn sihn ABCD, 1° Si divida ABCD in quattro quadrati
unendo i punii ﬁié‘d_i dei lati opposti e sl conduceno fmite le diagonali di que-
st nltimi, Dﬁg_ﬁi nuﬁpia‘ i due dei triangoli risultanti d2 nn gnadrafo. — 27 §i
dividano i lati A B, BC, CD, DA per meth in M, N, P, Q. Si tirino 4N,
BP, CQ, DM e la divisione & compiuta mediants i quattra triangoli, i qnatiro
trapezi e il guadrato ottemuto, — 3" 8i divida A D in tve parti eguali A M —
MN=—NID e sitirino P, NQ parallele ad A B, basterd mostrare coma
possa dividersi il reftangolo M B in parti che riunite diano un guadrato. Si
costroiscano su B A ed A B dve semicerchi il primo asternamente, il seeondo
internamente al quedrato: si prolunghi DM fino ad inconirare il semicerchio
esterno tn E. Si tiri RA e per A la perpondicolare A X ad incontrare M P
in £ e il semicerchio A B in I. Si congiunga I con B, tagliando ¥ P in F
e st tirino per I/ ed F una parallela ed una perpendicolare ad FB, la prima

a tagliare A B in G, la seconda & tagliare E G n A, 1l vettangolo M B risulta
in tal modo anmnpn:;tﬂ nel modo volulo in quabtro triangoeli ed un trapezio ().
120

37. A 2% e 155
bisetirice dell’angolo formato dalle altre due.

Non & possibile che gli estremi delle 3 lancetie formine un frangolo equi-
latero.

38. L' incoerenza deriva dall'essere I' / 0OA E concave.

3D. 82 ABC non & isoscele, O cade fuori del friangolo ¢ i piedi delle
perpendicolari ai lati sono nno interno l'sliro esterno ai lali medesimi.

40, L' inesatlezza stz in cid che il punto O cade fuori del quadriiatero:

4l. Sia ABCDE il pentagono regolare. Si prolunghi la diagonale CE di
un segmento EF—FA e s liri AF. Risulta A FEA—DCE e trapezio
ABCF—pent. ABCDE. Per il punio medic G di 4 F si conducs una pe-
rallels a B a tagliare il prolungamento di BA in H ed EF in I, sard
pent, AR CDE=— parallel. BHI(C. Da H come centro e con raggio egusle alla
media proporzionale fra la base e 'aliezza di gquesto perallelogrammo, si deseriva
un cerchio che taghh C¥X in L e = #iri LH, che incontra EA in M ¢ AF
in N, | tre trisngoli ANH, ANM, NHG e il peat, MNG I E sono i quattro
pez@ In cni va diviso 11 iriangolo C K D. Finalments se da B si abbassa una
perpendicolare su HL ¢ scompone ABCL in bre aliri pezzi che imsieme ai
precedenti risolvono il problema.

di minuto la lancetia dei secondi & per la prima volia

(*) Quesin costrnzione od alira aunaloga, serve per risolvere il problema geaseale di dlviders

un rettangolo qualsiasi in partt teli da comporrs un quadrato & quindl pad servire a risolvers 1l
problema di secomporre un quadrato in parti ehe rinnite convenientemenie diano o guadreati.

Finita la. redazione il di 31 maggio 1894,
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SAGGIO ANALITICO

DI INTRODUZIONE ALLO STUDIO DELLE FRAZIONI (")

I. Per ora supporremo conosciuti soltanto i numeri interi. Come
¢ noto, dividere un numero & per un numero » significa trovare
quel numerc che moltiplicato per & dia @. Un fal numero si suol

ndicare con la nofazione a: b, quando perd la divisione & possi-

: . . : a - .
bile. Preferiamo ora d'indicarlo con la notazione — : eciod vogliamo

b ?
porre la seguente definizione simbolica :

£
i ¥ o=a.
Ma se il numero ¢ non & un multiplo del numero » non si trova
nessun numero il quale risponda alla definizéione (i % . Cosiceh® in

tal ecaso la divisione dovrh dichiararsi impossibile. Per altro poira
rendersi possibile mediante l'estensione del compo dei numeri, ora
limitato agl’interi, e 1'introduzione di opportune classi di nuovi enti
aritmetici chiamati pure numeri. i
2. Si dicono parti aliguote 1%, 2°, 3% ....di 1, e si indicano
(in accordo con la notazione che ora abbiamo convenuito di adottare)
1 ) 1
P grgece :
numerici che diremo anche wnilg frazionarie, e che definiremo con
le eguaslianze
L
1

rispettivamente con le seritture .., (el nmovi enti

I | 1 1 1
1 I__
2 ' 2 1’ 3 : 3 3' '1,-‘..,

= 1,
ovvero, conforme il noto concetfo di ripetizione o moltiplieazione,
| I 1
T X1=1, E—ngl, -E-}(3=1,....

In generale, se » esprime uno dei numeri naturali 1, 2, 3,....,

{(*) Nella 2 edizione del mio Traftato @& Aritmetica rasionale (Padova, 1801) trovasi om eenno
di questn metodo analitieo, Ma nells nnova edizione, pubblieata in.questi di, bo soprresse guel para-
rafo, ehe offrtv inlaramenie rifaito o nesad mirtiorato =i lottori di codesto Periodice, nelln aspe-

ranin di Imvoglisre qonlehe professore a eaporre in fsouola la teoxls delle frazion! sezuenido In
vin gui traceiats.

17
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si chiamerd parte aliquoia n™ di 1, ¢ si indicherd con -;a—, ana
nuova wnéta, dotta wmitd frazionaria, definita dall’uguaglianza
LI I . T,
T n (2

1 : .
dove il simbolo — & ripetuto n volte; ciod, conformemante a questo

I
concetto di ripetizione, il simbolo —— & definito dall’uguaglianza
' 1
— X =1 .
4

Qui il segno 4 di somma e il segno X di molfiplicazione indi-
cano 1" operazione del considerare insieme due o pi enfi unitar

1 . . . : .
uguali a — . Cosicché il segno +- nelle uguaglianze precedenti do-

vrobbe leggersi e piuttosto che p#fe; per esempio, 1" ugnaglianza

1 l 1 . 4 l 1 p
s gieg=k dovrehbe leggersi — e — e & fanno 1; piu

precisamente, come vedreamo fra poco, UN TERZ0 € UN TERZO ¢ UN

TERZO fanno uxo. I segno X dovrebbe leggersi ripetuio anziche

]
moltiplicato per : cosi, p. es., I'uguaglianza 5 X 3 =1 dovrehbe

leggersi % ripetulo 3 volle fa 1, e piu precisamente UN TERZO

ripeluto TRe volle fa uNo, o anche TRE TERZL famno UNO, o ancora
TRE UNITA FRAZIONARIE SECONDO IL NUMERO 3 fan#d UNA UNITA INTERA,
Ma, per seguire l'uso comune, leggeremo il segno - anche pi, e

il segno X anche molliplicato per.

1 | ! ]

Le unith frazionarie =, &, y7» 5,r---- 8 leggono rispetti-

vamente un mezzo. un lerzo, wn diciaseliesimog, un ennesimo, . ...
8. Si chiamerh nwmero roifo 0 nunero [razionarto o nwmMero

fratio, o, semplicemente rofio, frasione, [ratlo, una uniid Ira-
1 1 | 1

. i
, Oppure un’espressione ; I e ———
7] i 7 T [

contenente un numero qualsiasi 7z di unith frazionarie uguali legate
fra loro con il segno -~ di somma: il quale segno +-, giova dire

anche una volta, indica qui ['operazione del considerare insieme

quanti enti si vunole tutti ugnali a — . Quest'espressione, conforme

zionaria quaisiast

sempre al solifo coneetio di ripetizione o moltiplicazione, potrd in-

: ! ; —
dicarsi con — X m, e si leggera m ennesimi.

s i ':-:-F.E';':-E:fﬁﬂ-gi =ik
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. 1 - :
4, La fraziome — X m si dird somma o tolale di m addendi

; . . . !
tettl uguali all’anita frazionaria =

1 . 1 l 1
Cosi la frazione 5 X O esprimerd la somma g+ 5 + 5
l :
; -y € S leggerd 5 lerzi.

|
Aunche le unith frazionarie enfrano nel tipo — X m, ¢ corri-

spondono a m = 1.

In opposizione ai rotti, i numeri naturali 1, 2, 3, .... st dicono
interi.

5. D'ora innanzi con la parola numero, senz’altra qualificazione,
si dovrda intendere tanto un numero intero quanto un numero fra-
zionario ; ma con le letlere dell’alfabelo si designeranno soltanto
numeri interi.

6. I numeri frazionar: definiti in quesio modo analitico coin-
cedono con quelli definili mediande la considerazione di grandesze.

Per es,, una lunghezza rappresenfata dal numero fraziomario

,:F— X 4, si oftiene prendendo un segmenio ovgnale alla somma di

4 segmenti uguoali ciascuno a wn seftimo dell'unitd lineare prescelfa,

ciod alla parte aliquota secondo il numero 7 di tale uniti.

| _ l . o
In generale, la frazione — X 2, cioé m ennesimid, di una gran-

dezza & una grandezza che si ottiene prendendo o conlando o vi-
pelendo o sommando m grandezze tutte eguali a una parte aliguola

secondo il nwmero n della grandezza unitaria, e il numero frazio-

nario & X m rappresenic. appunto la grandezza considerata.

. 1 : ; .
7. Nella frazione — X #, il numero intero z determina gquali

siano le unith frazionarie considerate, e da il nome a queste unita
medesime, quindi, assai opportunamente, chiamasi il denominaiore
dells, frazione : invece, il numero intero m determina guanfe siano
tali unita frazionarie, esprime cioe quarite se ne sono prese, quante
se ne sono contale, numera cioe tall wnitd, quindi, molto appro-
plﬁﬁtamﬂnte, si chiama il nwmeraiore.

[I numeraiore e denominatore si dicono i lermind della razione,

B
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Ogni unith frazionaria ¢ da considerarsi come una frazione il
cui pumeratore & 1.
8. Le frazioni di nguali demominatori si dicono della sfessa

specee ; ira esse sono uguali quelle di uguale numeratore, disuguali
quelle di numeratore diverso, e fra queste sarh maggiore gunella di
numerators maggiore.

1 : o
Per. es., = XK 8 & maggiore di "TX D, ¢ fquesta & minore di

quella ; si esprime ¢io scrivendo indifferentemente 1'una o 1'alira
delle seguenti disuguaglianze .

l | l I
'T?—XB?TT‘}(E) s TT'—XE){:T){S.

Uid & sempre conforme al moio concetto fondamentale del con-
tare 1 e poy, eflettivamente, 1’ aggregato di 8 wunild (che nel caso
attuale sono chiamate seilémi) & maggiore dell’aggregaio di b unita;
8 decine & un aggregato maggiore dell’ aggregaio 5 decine, e
cosi via.

(Continua). (10vANN1 (FARBIERI.

SU UN TRIANGOLO NOTEVOLE

1. — Furono studiati, anche su questo Periodico (%), il trian-
golo 1 cui vertici dividono secondo uno stesso rapporto 1 lati di un
altro iriangolo A BC, e altri triangoli che da guesto dipendono.
Tuttl quesli triangoli appartengono ad una unica eclasse di triangoli
che hanno proprieta interessanti.

Indico con M wn punto del piano di un triangolo A4 BC, con
My, My, M, i piedi delle retie che lo proieilanc da A, B, C rispei-
tivamente su B, CA, AB; ¢ pongo

AM, B M, C My
= Ty e = Py @ d

M. B = ¢, onde mpg=—1.

(*) Anne I, pag. 1, e pag. 66. — Anno V, pag. 105.
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Sieno poi P, Q aliri due punti analoghi, a cui corrispondono sul lad
AB, BC, CA rispettivamente i rapporti

AP,  BP, _ CPy ___ AQ _ BG___ CQ
B PP oD PAT ™ QB P 0.0 ™ a L

B MQP il triangolo a cui accennava.
Chiamerd i punti M, P, Q circolarmente associati rispetlo ad

ABOC. Dalo uno di essi, gli altri due restano determinati.

Per avere omogeneitd mnelle formole porrd m — %« Pi= L

=g
qundi g = % Allora «,(, y risnltano proporzionali ai triangoli
MBC, MCA, MAB e sono le coordinate baricentriche di M ri-
spetto ai lati BC, CA, A B del iriangolo fondamentale 4 B C. Cosl
8,v,e risultano proporzionali ai triangoh PRBC, PCA, PARB e
sono le coordinate baricentriche di P rispetto ai lati stessi B C, CA,
A B; e v,u, 0 risultano proporzionali ai triangoli Q BC, @C 4, QAB
e sono le coordinate baricentriche di Q rispetfo ai medesimi lati
BC, CA, AB.
" Per a=a" B=10b" vy =¢" (ab,¢c misure di BC, CA4, 4 B),
i punti M, P, Q sono punti noti nella Geometria del triangolo; p. e.
pPra=a -ﬂ =§~=% y= c—2, M, P, () sono rispettivamenie il
punto isotomico del punto di Lemoine e 1 dde punii di Brocard.

2" — Se una delle «, b, y © zero, p. e. 2= 0, i punti M, 4Q, P
cadono rispettivamente sui lati BC, CA, 4B & ree procamente. 77
triangolo MQP divenia allora il imangolo, @ cut verlici diwidono
BC, CA, AB nello slesso rapporto (%)

Se due delle , {3, y sono nulle, ]:; e. =0, p=0, 1 punii
M, , P cadono rispettivamente sui punii C, 4, B.

Tutte tre le o, f, v nON pi}SEDﬂﬂ‘ gssere nulle.

Se « — @ =1+, i punti M, P, Q coincidono eol baricentro & di

A B(C. A valori positivi. di «, 8, y corrispondono posizioni di M, P, Q2
intarne ad 4 BC: onde per valori positivi di =, D, y il valor mi-
nimo di MQP ¢é zero e il valor massimo ¢ ABU.

3° — Se un lato i MQP, p. e. MQ, passa per un vertice
di ABC, p.e. per A, i rapporti che le rette A M, A Q defermi-
nano sul lato opposio B C sono eguali p = m, e reciprocamente.
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Allora anche i lati @ P, P M passeranno rispettivamente per B, C,
ed M QP sarh cireoscritto ad A BC. Vi sono quand: infinile lrian-
goli della specie MQP circoscritli ad ABO; la condizione ne-
cessaria e sufficienle perché wn triangolo di tre punii circolar-
menle associati rispetio ad ABC sia circoscritlo ad ABGC é che
due dei rapporti corrispondenli a questt puniy sweno eguali, 0ssia
che una delle loro coordinate bariceatriche sia media proporzio-
nale fra le altre due. Tn particolare se nel iriangolo ABC é un
lato medio proporzionale fra gli altri due, il iriangolo dexr prnti
(a® b®, &) (b7, ¢®, a%) (c® a® b") & eircoscritio ad ABC per ogni
valore di n, e reciprocamente.

Se M QP deve ossere circoscritto ad A BC, dato uno dei rap-
porti corrispondenti ad M, risultano determinati gli altri e quindi
MQP; onde MQP ¢ determinalo dala lo . dérezione di wn suo
lato, o anche dato uw punle per cui un suo lalo debba passare.

4." — T wertici del triangolo M, Q, P, dividono ¢ lati BC, CA,
A B nello siesso rapporto p; altrettanto dicasi del triangoli M, Q. P,.
M, Q; P,.

Ai punti A, Py, @, ove le retie AM,, B Q,., CP. st incon-
trano, corrispondono rispettivamente sui lati BC, C4, A B 1 rap-

1 1 . :
porfi (;—i s pz).- (F:fh ;,—), (Eh P p); onde i triangolo My Q Ty
appartiene alla classe dei triongoli MQP, ed é inollre circo-
seritto ad ABC. Altretianto dicasi dei triangoli analoghi M. Q, Ps,
My Qg Py. .
Le rette A P,, BQ,, CM, dividendo rispettivamente B €, € A,

A B nei rapporii g¢,p, 7 si inconfrano in uno stesso punto A7, le
. - . 1 1

cui coordinate baricentriche sono quindi ordinaiamente T _lr .

Analogameute le 4 M,, B P,, CQ, si incontrano in uno siesso punio

l | l
. e le 44Q,.

P’, le cui coordinate baricentriche sono 2’ 7 B

B Af,, CP, si incontrano in uno stesso punto @', le cui coordinate

. 1 1 -l . - = F T r
baricentriche sono FEE Percid ¢ punic M, P, Q sonro
anch'essi circolarmente associait rispetio ad ABU, e il lriangolo
M Q' P’ appartiene alla classe dei traangoli MQP.

SEITHR e
uE |
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1l triangolo MQP & omologico di ABC wispello a ciascuno dex
cenlri M, P, Q.

5.0 — ] punti isotomici di M, P,Q sono pure punti eircolar-
mente associati rispetto ad A BC. Alirettanto dicasi dei loro punti
complementari e degli anticomplementari. Cosi pure il punto
(— =, B, y) armonicamente associato ad af, il punto (B, y, — =) ar-
monicamente associato a P, e il punto (y, — «, f) armonicamente
associato a @ sono circolarmente associati rispetto 4 BC, ece.

cMP CM CP Bz y+p

M, P.™ CM, CP.  Zuw =
CM. P, MP, p— n . wy — p°
CAB — AB ~ (p+1)m+1)" G+pHE+
onde: )
EMP__._“'_T___E e cosl AM’P__:[im—T'! BHP:T[%_:FLE
CAB Eaw)? ’ T ARBC (Ex)t ' BCA E )

Permutando eircolarmente fra le o, f. y si oltengono le formole
corrispondenti ai triangoli CP Q ecc., CQ M ecc.; oncle si ha:

AMO—=—=BQP —=CP M, ecc.
ciod: 7 iriangoli che i vertici A, B, C formano ordinntamente coi
lati del lriangolo di lre punti circolarmente associali rispelio

ad ABC sono equivalenii,
7." — Mediante le precedenti ralazioni si trova ;

MPQ C¥P+4+CPQ+CQM__ Zaf— o

ABC — ABC = x)®

OVEe.
Yol —at By, 2eP=af =Py 7%,

onde :

MQP ZTo*— Zaff 3.2af __ 4 mp—4+p-4+1
(1) ABC (2 a)® =1 (2 w)® = drﬂ'(mp-—l—m—l—-l)'-"

La (1) non muta scambiando fra loro comunque «, . y: onde
il triangolo dei punti (@, «, ¥) (x 7. 8), (1. B ) & equivalente
=
ad M QP.

(") Qui e altrove facclp use dl formole smbilite = pag, (6, amnn VI del Pariodico,

PPERETI R

— LT T
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Se M Q P & inseritto si ottiene dalla (1) la nota formola.
Se M @ P & circoscritto {m—p) si ha dalla stessa:

HQP___I 3 m _ im—= 1)’
ABC — & mi~+m 31" m?Pgm 1l

o anche (* == y):
MQP _
ABC S ﬂ:—[—ﬁ—l—r

Per i punti &', P, § si ha:

Buby.Za

:
MJQIP.FH I_;E
Saf

ABC — 1
(=)
la. qquale formola esprime pure il rapporio ad A BC dell’area del

triangolo dei punii isotomicy di M, P, Q.
Se ¢, 7, p sono punti circolarmente associati rispeito ad 4 BC,

e sono o', B, ¥ le coordinate baricentriche di , la condizione perehé
sian MQP —ppw sari:

Eaf S f
Ca)2 (Eoa)P’

Saf _ S«F

Ta Em”

0ss1a -

Se MQP, p.pw sono inseritti in A BC (z =0, «' —=10), oppure

sono circoseritti (B2 —way, B* =« y), questa condizione si riduce

alla N | "I' —
B R
R.° — Dalle formole delle distanze M P?, P @, Q M* deriva

tosto ;
MPE—{-PQ”—I—QMH-—““'—E“P Eﬂﬂ! (Eﬂgzﬂt—l-bﬂ-l"ﬂi];

onde per la (1) si ha:

MQP __ MQ*+QP'+PM* . MQP o ABC
1BC— AB + B 0A: © 0C0C e QP + PM* — AR*-+- BC: L. CA®

onde: i rapporto fra il triangolo MQP e la somma dei quadrat

det suoi lalz non varie con M, P, Q.
Poiché fra I'angolo » di Brocard di un triangolo 4 BC e 1 suoi

-
.

lati passa la relazione:
4.ABC

ABe - BC? C A®

tang o« —

¥¥¥¥¥¥¥
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dalla relazione precedente deriva che: langolo th Brocard dz lre
puniti circolarmente associate rispelio ad ABC non varia con
questi punti, ed ¢ eguale all'angolo di Brocoard di ABU.

3. — Dalle relazioni:
2) AM _BQ __CP _ B4y MMz _ Q@ __PP.__ =
AM, BGOp cF. e’ AMEEBQﬁ*UPn—'Eu

e poichd esiste il friangolo delle A M,, BQ,, CP. s deduce che

esistono pure © triangoli (AM, BL), CP)L.(MM,, QQ,. PP.), e quest:

iriangoli sono simili al triangolo (AM,, BQy CPy), e hanno quind:

lo stesso angolo di Brocard di ABU e ciascuno di essi sie alla

somma dei quadrati dei suoi lati come ABC sta ad COREES
I area di questi triangoli si avrh dalle relaziom:

(AM,BQ, CP) __ (AM,BQ,CP) (AMi, BQy, CP) _

ABC  (AMg BQy CPe) ABC
(0 o Pl i e o P = = 8
G« @y GeF
[M Mu, J gb, PP!.‘) — {MMEH R Qi PPHJ (‘i Mg, B Ql’-t GIJ'L‘-) _—
ABC — (A Mg, BQy, CP;) ABC -
o PEAByyt __ @@ +EY+1)
Eat G+ By E o

Permutando circolarmente fra le «, f, y si hanno le formole
corrispondenti agli altri triangoli analoghi (BM, CQ, 4 P),
(M M, QQ., PP,), (CAM, AQ, BP), (MM, QQ,, PPy

Da csse si deduce:

(AM,BQ,CP)+ (BM,CQ,AP) +(CM,AQ, BP) 23« +Zaf
AEBC T (2 a)® T

33uf
E 0

2

donde per la (1) deriva:
(AM, BQ, CP)+ (BM, CQ, AP)+ (CM, AQ, BP)— M@GP + ABC.

La quantith (4 M, BQ, CP)+ (BM, CQ, AP)+ (CM, AQ, BF)
— MQP non varia con M, P, Q.

10.° — Dalla proporzionalith delle «, B, y ai triangoli M B C,
MGCA, MAB edallarelazione M B 04+ MCA-+ MAB—ABC

g1 olliene :

] VA ~ ABC
@ MBC=252C, oA =L22E =1
¥ A CL y &

15
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e quindi chiamando M X, M X, M X, le distanze di A da BC, =1
(A,-AB, i

(4) My —2%ABC 28,ABC ... __ 2v.ABC &

2vy.4BC =l
a.= 0 M A= , MX,—= - Hiy

W
aaaaaa
oo
= I
L it

h.Xua
Le corrispondenti formole per le distanze P Y, P Y, PY,; HE
QZ, QZ, QZ, dei punti P, Q da BC, CA, AB si oftengono da E
queste permutando circolarmente fra le «, £, y: onde chiamando
By Niye 1. le altezze di A BC relativea BC, C A4, A B si otfiene:

(5) MEE_I_PE—‘—QZ :hm MEB—FPYJ_.—I—QZI,:.&M 2cc.
MBC 4+ PRBC4QBC—ABC(C, ece.

ffffff

......
ffffff

lllll
=

onde: la somvma delle distanse di iye punii circolarmente associati
da wn lato di ABC non varia con questi punti ; la somma del -
triangoli che i delti punii fanno con un lalo di ABC non varia
con guesii puntz. ;

11." — Poiché A, h; rappresentano vispettivamente la somma =
delle distanze di 4, B, C da BC, a la somma delle distanze di %
A, B, C da CA, le prime (5) dimosirano che: @ {riangolo di ire
punlé cireolarmenie associafi rispelto ad ABC é sobaricendrico
con ABC.

W e B T W
-\:4:-:”};*-5-""«_' © 1
= —zlw
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Ne segne che M, P, € dividono nello stesso rapporto i lati di
ciascuno dei triangoli My @y Py, My Qu Py, M Qg Py,

Ne segue ancora che i punti complementari di M, P, @ saranno
rispettivamente i punti di mezzo di PQ, QM, MP, e i loro punli
anticomplemeniar] saranno 1 vertici del triangolo formato dalle paral-
lele condotte da M, P, @ ai lati di MQP.

12.° — Si prolunghino MQ, QP, PM ad inconirare A B, BC, CA
vispetiivamente nei punt N., N,, N,. Dai triangoli CM,@Q., A Q, P,.
B P, M, segati rispettivamente dalle rette M Q, Q P, P A1 81 ha per
il teorema di Menelao:

CM M.N, @Q __ AQ QNo PuP _ BP PyNy MM |
MM, N.Q QC  QQu NoPg PA PP, N3My MB '

dalle quali per le relazioni analoghe alle (2) deriva:
M.N, _ QNa__ PN
N. Q. NePa INyMy
Essendo M.Q,P,, Q.FP,M, triangoli inscritii e isobaricentrici
con A BC, e poichd i vertici dei triangoli inscritti isobaricenirici con
ABC determinano sui lati 4 B, BC, CA punteggiaie simili, queste
retazioni dimostrano che il triangolo N, N, N, & pure isobaricenirico
con A B(C. Altrettanto dicasi dei due triangoli analoghi N; N, N,
N N.N,: ciod: prolungando i latt di un lriengolo di lre punti
circolarmente associati rispetic ad ABC si oltengono ire irangoli
inscritti in ABC e con esso isobaiicentrict.
Poiché N. N,N,, N. N, N,, Ny N, N, sono isobaricentrici con
MQP o sono lu_questﬂ inseritii, sara:
MQ QP PM
N. N, — N.N, — No N, TR
ciot: esiste ¢l triangolo (N, Ny, Ny Ny Ny N,) ed é simile al triasn-
golo MQP; altrettanto dicasi dei friangoli (N, Ny, Ny Noy N N),
(N; N., N Na, N, N).
Quando MQP & circoscritto, uno di questi triangoli diventa il
triangolo delle retie che uniscono A, B, C ai vertici di un triangolo

isobaricentrico inseritto in A B C.
( Coretinned)s F. FERRARI.
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SULI POLINOMII

(Continuazione, V. pag. 77).

10. Diremo che wn polinomio ¢ divisibile per un altro, o che
& suo muliyplo, se & prodotio del medesimo per un polinomio intero,
ed in fal caso diremo che il secondo polinomio & dévisore, o sotlo-
maelliplo, del primo,

Parlando di divisori e multipli supporremo sempre che i poli-
nomil considerati siano interi.

Diremo che wn polinomio intero ¢ primo, o semplice, od wrrede-
ctbile, se non & divisibile che per sé stesso e pel suo eontrario, per
~+ 1 e per — 1. Un polinomio infero non primo lo diremo com-
posio.

Diremo che dei polinomii soro primi fra loro se non hanno nes-
sun divisore comune diverso da - 1 e da — 1.

11. Diremo puro polinomio qualsiasi polinomio, che non sia mo-
nomio ed abbia termini primi fra loro.

Ogni polinomio infterv & quindi Iljmdnttu d'on monomio per un
puro polinomio: il fattore monomio & prodotto dal M. €. D. dei coel-
ficienti, preso con segno qualsiasi, per le minime potenze delle lel-
tere comuni a tutti 1 termini.

TrorEMa. I prodotlo di due puri polinomi é un pero polinomio.

Dirnostrazione. Siano H e K due puri polimomii: dico che il loro
prodotto & un puro polinomio, cioe i suoi coefficienti sono primi fra
loro e nessuna lettera ¢ comunc a futit 1 suol tormini. Infatti, se
o € un numero primo od una leitera, « non pud dividera né tutfi i
termini (i H né tutti quelli di K: siano = ed » i termini supremi
di H e K, tra quelli non divisibili per «; indichiamo con M, V'in-
sieme dei termini di H superiori e con M; l'insieme di quelli in-
feriori ad m ; indichiamo con N, I'insieme dei termini di K supe-

riori e con NN, l'insieme di quelli inferiori ad . I:

HEK = [M, + (m + M,)] [Ny =+ (»n~+ Ny)]
— M, (N, +no Ng) + Ny (m 4+ My) + (m ~ My) (n~+ No).
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Fssendo m ed = i termini supremi di H e K, tra quelli non divisi-
bili per «, per « son divisibili tutti i termini di M, ed NN,: sono per
cid divisibili per = tufti i termini di

M, (Nl'f‘ﬂ—l-"Ng) + Ny (m 4 M)

a solamente tra essi termini (4) ve me possono essere di simili ad
m w, che & il termine supremo di (m + M) (n -+ Ny): sc z & un nu-
mero primo, il coefiicienie di 72, essendo prodotto di due numer:
non divisibili per e, non pud essere divisibile per « per eui, dopo
la ridnzione dei termini simili, il coefficiente del termine simile ad
o mon sark divisibile per « perché o sard lo siesso coefficiente di
mn. 0 sard somma del medesimo con soli numeri divisibili per «; se
poi « & una lettera, il termine 72 % 10N pud ridursi con nessuno perche
sono da esso dissimili anche gli accennafi termini, contenendo essi la
\eitera z mentre »n # non la contiene. Nel prodotio H K vi & dunque
sicuramente un termine non divisibile per c«. Nessun numero primo, e
nessuna lettera, pud dunque dividere tuti i termini del prodotio, il
quale per cid & puro polinomio.

192, Dall’ultimo e dal numero 9 segue immediatamente che: Un
polinomio intero si pud ridurre in un spl modo al prodvtto d'nn mo-
nomio intero per un puro polinomio, a parte i segni dei faiiori.

6 un monomio intero ed un puro polinomio li diciamo il MOROTNEO
ed il puro polinomio del polinomio risultante dalla loro moltiplica-
zione, si ha pure che: Il monomio ed il puro polinomio del prodotto di
polinomii interi sono, rispetiivamente, prodotio dei monomil & pro-
dotto dei puri polinomii dei fattori, a parie il segno. 1l monomio ed 1l
puro polinomio del quoziente della divisione d'un polinomio intero per
an sao divisore sono, rispettivamente, 1 quozienti delle divisioni del
monomio e del puro polinomio del dividendo per il monomio ed il puro
polinomio del divisore, a parie il segno.

13. Da quanio fu detto negli ultimi numeri segue immediatamente
che: Sono polinomidd primi di grado zero 1 pumeri primi; sono poli-
nomi primi di primo grado i puri polinomii di primo grado.

TroreMA. Ogni divisore &’un puro polinomio é un puro polinomin:
i divisort alfabeticamente nfimi dun puro polinomio Sono prmi.
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Demostrazione. Sia P un pure polinomio, D sia un suo divisore e sia
P=D4q

Se D non {osse puro polinomio ed # e D, fossero il suo monomio ed
il suo puro polinomio (12), se cioe fosse D = s D, il polinomio P,
uguale ad s I @, sarshbe divisibile pel monomio m, la qual cosa non
puo essere perché P & puro polinomio ; deve dunque essere puro poli-
nomio anche D. Se D non & primo, sia § un suo divisore diverso da
Dy — D, 1 — 1, esia D=4 A; il polinomio P, uguale a 34 Q, &
divisibile per 9, che & alfabeticamente inferiore a I perché A non pud
essere un numero, essendo P un puro polinomio: adunque, se [) non
& primo, non & neppure ira gli infimi divisori di P. Ne segue che i di-
visori di P alfabeticamente infimi sono primi,

1 4. TroremA. Ogni polinomio composto & prodotio di polinomii
DL,

Dimostrazione. Poniamo il dato polinomic sotto forma di pro-
dotto d’un monomio, 7, per un puro polinomio, P: il monomio si
decompone facilmente nei snoi fattori primi che sono le sue letiere,
prese tanite volte quante sono le umitd dei rispettivi esponenti, ed
i fattori primi del coefficiente, che trovansi con le note regole del-
Varitmetica. Trattasi quindi solamente di far vedere che si pud de-
comporre n fatfori primi il puro polinomio. Sia p, uno dei divisori
alfabeticamente infimi di P e sia P =, ¢, : p; € ¢, sono pure poli-

nomii (13) e p & primo: sia p; uno dei divisori alfabeticamente in-
fimi di g5 e sia ¢gs =1y gs: Pz e ¢s sono puri polinomii e pg & primo:
continuando cost, siccome P non pud essere il prodotto d’un numero
di puri polinomii maggiore del suo grado (9), si perverra ad un quo-
ziente primo: sia ess0 @, _;: poniamo per comformiti di notazione

In—1=Dn €PPEr0 (u—3=Pu—1Gu—1=Py— 1 Pn
e, decomposto in fattori primi, sard:
P=pyPs.. Pp_y Py

15. Diremo che un polinomio é ordinate per le polenze di x
s¢ ha la forma:

Py +~P "' ...+ P, 2+ P,
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dove Py, Py, ..., P,_,, P, . che diconsi coefficient:, siano poli-
nomii indipendenti da 2.

Diremo puro polinomio ordinato per le polenze di x ogni poli-
nomio intero ordinato per le potenze di @ con coefficienti primi
tra loro.

Teorema. Se A e B sono polinomii inleri ordinati per le polenze
(i X ed A nom ¢ inferiore a B in x, la divisione per B del prodotio
di A per una polenza del primo coefficiente di B d’esponente mag-

. A . ‘ :
giore del grado di  in X § puo continuare, senza introdurre [ia-
giene, fino ad otlenere wn resto di grado minore di quello di B én x.

Dimostrazione. Sia » un intero positivo ed e sia od intero
positivo o nullo; e siano

A=aqart® faqatt™1 . .. B=0byat" by 2"~ . ..

due polinomii ordinati per le potenze di 2.

A
[l grado in 2 di o~ m. St vuol provare che la divisione di

b A per B, dove sia &> m - 1, si pud continuare senza introdurre
frazioni fino ad ottenere un rvesto inferiore a B in #. B

WA:B=Uiapa"t™+..): (boa" 4 ...) = b~ ag ™ 4. ..
per cui il primo resto &

bo A — by aga™ B=10b"" (by A — a, B o™
— B8 [ (Bo &y — g b)) =1 4. ],

[l primo resto ha dunque la forma &) —' A, : 4; & un polinomio
intero il eni grado in @ & tutto al piu uvguoale a quello di 4 dimi-
nuito di I. Si riconosce similmente che il secondo resto. ha la forma
bo~" Ay ; Ag & un polinomio intero il cui grade in 22 & tutto al pit
uguale a quello di 4 diminuite di 2: il terzo resto ha la forma

o Ag,dove 4gé un polinomio intero il cui grado in o & lutto
al piu ugnule a quello di A diminuito di 3, e cosi via. Ne segue
che o s'ofterrd un resto inferiore a B in @ dopo meno di a2 resti
superiori a B, oppure 1 primi 2» resti saranno superiori a B ed allora
il vesto (m ~+ 1)™ avrd la forma 5 ~™' A,.,; 66" " & un po-

;
!
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linomie intero indipendente da 2 perché & — m — 1 od & nullo od
¢ infero pogitivo e B, & il primo coefficiente di B; 4, 4.1 € un poli-
nomio intero ed & inferiore a B in & perché il suo grado in 2 non &
maggiore di (# 4 m) — (m + 1) = » — 1. S perviene dungue cer-
tamente ad un resto inferiore a B in @ senza introdurre frazioni.

16.Se AeB sono polinomii ordinali per fe potenze di », diremo
che €' & un resio infimo della divisione di A per B se € sia un poli-
nomio Intere inferiore al divisore B in @ e sia resto della divisione
per B del prodoite di A per un divisore di qualche potenza del primo
coefficienta di B.

(Continuz),
F. Grmooics.

— R~

TEMI DI MATEMATICA DATI PER L'ESAME DT MATORITA

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL'AUSTRIA-TINGHERIA
alla fine degli unni scolastici 1891-92 ¢ 1802.93

(Continuasione : V. pag. 27, 65 e 97).

PILSEN: i r. Scuols reale swup, — 1. Dividere il numero 1000 in due
parti di cui una sia divisibile per 13 e I'alira per 53.

2. Alla nascita di un figlio viene posto a interesse composto una cerfa somina
dalla guale cominciando del suc 19° anno questi deve ricavare per D annl uns
rendita annna di 1000 corone per mantenersi allo studio dell’ Universith. Quanto

1 .
importa quella somma se fraftando il 45 0/, dinteresse deve basfare a cid?

3. Tl volume di vna piramids quadratica retta & V e I'angolo d' inelina-

zone degli spipoli laterali colla base & w«; guali sono gli spigoli?
2]

4. Dal punio M (», — %-,ylzﬂ) sono condotte le due tangenti alla jper-

bole 4 22 — 9y?—36. Si domandano le eguazioni delle iangenti ¢ della corda

di contatto e la lunghezza di guesta.
I. PraGA: i ». Seuoln reals sup. ted. — 1. Determinare fulfi i valori di

7=1.

2. In quanti anni una persona poird estinguere un debito di 20000 f. as-
sieme agli interessi det 4,28 Y/, mediante sonualitd di 2500 £.2

3. Ad un cono retie il eui lato fa un angolo « colla base e inscritia una
sfera di raggio p; gqual'é 1l volume del tronco di cono compreso fra la base ed
il circolo di confatio?
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4, 5i trovino le coordinate dei punti di contatio delle tangenti guidate dal
punto @, — 16, y, — 11 al cerchio =* 4- y* — 169.

il. Praga: i. r. Scwola reulz sup. ted. — 1. Lu somma del 4* e 6° (er—
mine di une progressione avifmetica & 28, il prodotio del ferzo e decimo termine
# 282; qual’ & il primo termine e guale la differenza?

2. Un capitale di 15582,70 f. che dovrebbe venir pagato subito, viena ammor-
tizzato in 10 rate posticipate ; quanto imporia ogni raia se si caleola 1" inte-
resse del 5,5 %, %

3. I volume d1 nuna piramide retis con base quadratica e V— 58,778 em?,
l'angolo d'inclinszione delle facce laterali colla base o = 680 9" 24”; quali sono
gli spigoli alla base e laterali?

4, Sull’asse maggiore dell'ellisse 42* 4 0y® — 36 & descritto un cerchio;
dal punto (0,4) si conduea ncl primo quadrante a ciascuna delle curve una {an-
gente e si determini 'angolo compreso da queste due tangenti.

Prosswnitrz: Secuola rewle sup. prov., — 1. 1 contributi di tre negozianti in
un'impress comune sianno in progressiome aritmetica. lmmediataments avanti
ta distribuzione del guadagno muore il eeconde, in conseguenze di che, in base
ad accordo, la sua parte di guadagno va divisa fra i due suparstiti in rapporto ai loro
contribufi, Se il primo nceve di pit m —= T00 f. ed il secondo 2 = 1000 {,,
gquali erano le tre originarie quote di guadagno ?

2. Risolvere un triangolo dato il rapporto dei lati a:d:0e=8:15:17
e l'area s — 540 m®..

3, 1l vano d'un vaso ha la forma di un cono retto col vertice rivolto in
hagan. T.a profondity del vaso é A — 22 em. e due lati opposti del cone for-
mano un angolo di 30°. Che quantitd d'acqua esce dal vaso colmo immergen-
dovi una sfera di ferro col raggio p—5 em.f

4, Sono cosiruite tangenfl perpendicolari alle diagonali del rettangolo cir-
cozerilto ad un ellisse ay® —- b'%2* = 4*h®, Si determini I' area del guadrils-
tero formaio dalle tangenti.

Tracamy: ¢ », Scuola reale sup, — 1. L'ascensione rette di « Hereulis
nel 1870 era a — 17" 83®»432 28 ¢ la declinazione d — 14 32" 26”.8. Quale
era la longitudine e la latitudine di guesta stella nell’anno 1870%

2. Per il punto 4 (a, b) & condotta una retta che sega 1'asse dellew in M
e 'asse delle y in N. Quale linen descrive il punto F del segmeniv MN daio
dalla condizione NP — A M, se 1]l segmenio ruole intorne al punto A*®

3. Dare in forma chiusz la frazione continua periodica
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4, Da un punto. faort di un piano 'si devono guidare a questo quatiro seg-

menti di egual lunghezza. @ st che formino gli spigoli laterali di una piramide
che ha per base un gquadrato ed abbia il massimo veolume.
TRAUTENAU: . 7. Scuola reale sup. ted. — 1. Un lale ha impaccati in una
cassa 100 libri che pesano 100 chilog. Ogni volime in-foglio pesa 4 chilog.,
L

ogni volume in-4° pesa 2 chilog., ed ogni volume in-8° pess — di chilogram-

ma, Quanii volumi d’ogni specie vi erano nella cassat?

2. Un capitale di 6000 f. deve venire ammorlizzato con 25 rate annuali
eguali da pagarsi alla fine dogni znno; quanto Importa ognuna di quesfe rate
calcolando 1i 4 9/, d'interesse ?

3. 8i domands lz superficie laterale di un cono retto se il suo volume importa
200,85 m*® e l'angolo al vertice della sezione che passa per I'asse &di G5° 217 ¢

4. All'allisse o 4= 2 y2 — 2 sono condotte tangenti dal punto esterno M (:}g)ﬁ
caleolare Pangolo da esse compreso.

TRIESTE: Secwola reale sup. civica — 1. Quanto coslera lasporiazione di un
terrapieno di forms conica, il quale ha alla base una circonferenza di 190 m.,
ed un pendio di 11°52, se per lo seavare ¢ pel {rasporto di ogni carro pieno
di “terra si pagano soldi 45, e se ogni earro ha la cepacitd di 0,76 m®?

2. Data l'equazione di un cerchio @ 4 y* = 4 ed un punto della periferia
(v, = 1, y, = +...) s trovi l'equazione di quella refta che passa per questo
punto e taglia il cerchio sotto un angolo di GOC.

3, Si domanda I'annuale pensione da pagarsi ad un individuno per 25 anmt
conseeutivi, in compenso del capitale di fior, 4446 che da lui sard dsto alla fine
del none anno, calcolando il 49/, d'interesse composto.

4. Qual premio si dovrd pagare ad un istitufo d'assicuraziomi per un bam-
bino di 5 anni, affinché questi riceya, all'etd di 24 anni, un capitale di 3000 fior.,
caleolando il 4 ¢/, d’interesse? '

TrigsTE ¢ 7. 7. Scwola reale sup, — 1. Alla parabola ¥® — 4« devesi gui-

dare nel ];n.mi:lzr.m:I == 'E.-;— una tangente, la quale sia contemporaneamente tan-

gente nello siesso punto ad un cerhio che ha il eentro sul lato posilivo del-
I'asse delle z. Qual'é l'equazione della tangente, quale l'equazione del cerchio e
che valori hanno i segmenti di contatio?

2, Un tale vuol pagare per 20 anoni, al prineipio di ogni anno, una deler-
minate somma, onde, passato questo fempo, gudere per 18 anmi, alla fine di ognj
anno. ums rendita di 1200 £. Quanto importerd quella sommsz, se viene caleo-
laio il 5%/, d"interesse composto ?

3. Sono date le latitudini dei punti pitt settentrionale ¢ pit meridionale della
Monsrchia austro-ungarica (51° 18" e 42° 147); si determini 1a differenza dei loro
giorni pit lunghi. '

Troppau: i, 7. Scuala reale sup. — 1. Risclvere l'eqnazione:

ofm — 1025 . 2% - 1024 —= 0.

2, Qualeuno depose per 30 amnni al principio d'ogni anne unz somma di
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129,15 £, in una cassa di risparmio che paga if 3 % Y/, d'interesse. Quale an-
nualiti pofra ricevere costui, passaio questo fempo, per 20 amni pure al prin-
cipio di ogni anno? .

d. Un Giangolo reftangolo ruota prima intorno al cateto @, e poi in-
torno al eateto b, 1 corpl di rotazione visultanti bhanno % volumi A — 240 =%
¢ B = 100=. Risolvere il triangolo. _ :

4, La latitndine geogr. di Troppeu & di 49% 568 24 N. Quando vi leva o
quando vi tramonta il sole ai 16 maggio, se 1a sua declinazione in questo
giorno & -+ 199 13"%

Zwam ; Scwole reale sup, provinciale. — 1, Un debito di ¢ fior. deve ve-
nire pogato mediante annoalith delle quali la prima importa » fior, ed egni sue-
cessiva ¢ volte la precedente. In quanto tempo verrd cosi pagato il debito cal-
colando il p 9/, d'interesse composto ?

i
(c=1000000, »=>560000, ¢ =—, p=—>)

2. Costruire e caleolare un triangolo isoscele data la base ¢ = |0 dm, e In
somma m — b+ hg = 20 dm. del lato e dell’altezza.

J. Caleolare la capacitd di una caldaia limitata dalla superficie convessa di
un tronco di cono e da ana calotta sferica tangente al medesimo, Sono dati i
raggt R—2dm, ed »r — 1 dm. delle hasi del tronco ¢ la lunghema {—=2 dm.
del lado.

4. Si deve trovare I’ equazione centrale di una ellisse, che taglia la pars-
bola y*—2 x solto angolo retto, so " asse maggiore dell eliisse, che coincide
coll’ msse delle @, € uguale al parametro della parzbola.

(Continua).

T Y A

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Sulle progressioni per differenza. — Scopo di questa unola si & di
stabilire una proposizione molio genarale relativa alle progressioni per differenzs.
Se m & puri; ¢:

(m—+2) (m~+ 1)

M=2: M,=2(m+2) —2%: M,=2 2% (24 2) 4- 29,

(m4=2)(m4+1m __(m+2) (m41)

My =4 1.2.3 2 1.2 2 (e B — B s
(n=2) (m—+1)....5. 4 (4 2) (A1) . 6.5

M =2 Q2 B
. 1. 2... (m—1) S ey — e S ST .
...... — gm=3 {m+1}(;n+ D—{—E‘-‘“-—i (= 2) — 2™;

M _E{m-—!—._‘j(m—l-lj.._..:i._ﬂ_Eﬂ{m—l—ﬁ)(m-{-l}____ﬁ_:t o
i L o2 ses T 1.2, (m—1)

2) (m 4~ 1

R e ("H'I’ (;""“ } o (- 2) o e

T el e e ey, e Y e o e S
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e st divide lo progressione aritmstica che comincia con 1, & di ragione:

My(p—1)" 2" =M, (p— 1" 2™ =M, (p — I)"n"— 4., ..
M (p— 1)+ M n

in gruppi contenenti rispettivamente 1, (n—1), @n— 1), (3n+ 1) veees -
mini, o somme dei [(p— 1)+ 1] terminé del gruppo di rango p & ugualz a :

‘ [(p— Dan == 175,
Infatéiz i1 1° & I'nlfimo termine del gruppo di rango p sono rispettivamente :

|+]M¢ (p— A" =M p—1)" 0"+ .+ M (p— P+ M, =
2 +(p_ 2)

X | (> — 1| .

&
1 —I—%Eﬁ (p — 1™ n"H M (p=—1)"—n"+4. .4 M (p—1)n*+M__ m!
$¢ )2 +i{p—2)n

(@ —1)+ Pﬂ'.—"!

g la loro semisomma :

. 1ymEE 2 _
, (p 1)‘“ p D Yt gt |

1+, 2T om) P .

'S _ m 'HE- a— 3 .3
(M, +2M)(P _.) 1....*wm+2&rm_i)(p 21) D

_IE i
o, +2m )2 E) M (p—Dn=s

Ma:

(m—i—-ﬂ} (m—[—]}

_ = {m'-l-fﬁ)[m—}-l)....ﬁ.‘l.

M +2M =2 1.2 o — 1) :

m—+2)(m—+1)..4.3
1.2....m :

M =2 M +-2M =2(m+2); M.+ 2 M,=2.

1+2ME=3

€ per m par:

Mm_!'—mlz.

In conseguenza: s = [(p — 1) n+ 172,

Questo feorama generals, oe contiene evidentemente ona doppia infinita che
si ottengono facendo assumere successivamente ad m tutii i valori pavi, per ogni
valore intero e positivo di .

[n particolare: lascizndo ad » la sua generalitd, e facendo m = 0, potremo
envneiare la proposizione seguente:

Ivwisa la progressione oritmetica che comincia con 1 e di ragione 2n, in
gruppr cordencnti rispettivamente 1, (n+ 1), (2n-+1), (3n—4=1), ..... &rmini,
la somma dei [(p — 1)n 417 termini del gruppo di rango p & ugwale o

[(p — 1) n - 1F;
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la quale & & sua volia la generalizzazione di due leoram nott (%), che corri-
spondono ai easi di n =1, e n =2,
Lasciando invece la sua peneralith ad m e facendo successivamente n= 1,
n=—2, ...... BYIEBMO:
1°) Se m & pari, e si divide la _progressione aritmetica che comincia eon 1,
e i ragione:

M, (p— )"+ M, (p— "™ M, (p— )"+ ..... M_(p—1+M_,

in gruppi conienenti rispetiivamente 1.2 .3 ... p termini, la somma dei ter-
mini del grugpo di rango p & uguale o PO,

27) Se m & pari, 2 st divide ln progressiome aritmetice che comnoia con 1,
¢ di ragions:

M, (pg— 2™ L M (p— 1™ 2 ..+ M, (p— )24+ M_,, 2

in gruppi contenenti vispetlivamente 1, 3, 5, 7, ...... termini, la somma dei
(2p— 1) termini dal gruppo & reango p é uguule a (2p— 1Y, Lee.
(gservo da ultimo, che si pud ancora dimostrare direttamente:
1%y Che se m & part ¢ st divide la progressione aritmebica che comincia
con 1, e di ragione:

2(p" ™= g™t P R 1)

in grieppi contenenfi rispettivaments 1, 2, 3, ..., p Eermini, le somma dei p
termini del gruppe di rango p & uguale o pP™*,
29) Che se m & pari; e:

HIE

M) = 2%+2 M, = 2" (m 4-2) — 2",
(m =4 2) (m - 1)

My == 2" o — 2mH (1 o 2) - 272,

, (m—+2)(m-t1)...4 (m=42){m—+1)...5
. p— 4 i

""" 3 M, =2 1.2 ..(m—1) 2 1.2... (m—2) Rt

...... _-m(’""'gl) (';H"l) e

. 2 (mt1)...4.3 . w5 oy > T

m = = 1.2...m — F B 1 o T Sennstnd

R B (""_F?} T’+1) i (- D) - P

e si divide la progressione uritmeticu che comincia con 1, ¢ di ragione:
M, p™ — Mop™ + M ™% — . ... —rlﬁtl;-,_;:l'—i—-Iﬁ!l:'m1L1

in gruppt contenenii rispettivamentz 1, 3, 5, 7, ...... @2rmini, Iz somma dei
(2p — 1) fermini del gruppo di rango p & uguale a (2p — 1)™*. Eee..

(*) V. En. Lugas, Phéoric des nombres p. 226 - Ha, I e ITL

|
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In conscguenza avremo le identiti:

Mp— )+ p—)0""4+.. .+ @-)+M_ =

2 (p™ + " ™t Pt 1)
H; me—fp . lJ'm]—M;_ [pﬂl_i L {1]__ l}m_i]_i__ llllll
M [P —(p— 1 — M, =0;
ece.. G, Musso.

Genova, 13 aprile 1804,

A =y ey

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
191, 193%%, 194* 195% 196* e 197"

191. Se m & diwisihile per 1, 2, 3,....n, il minimo multiply comune ai
ntemert my m—4-1, .... (m -n) & dato da

m(nl—l-l)(m—|—2}....(m—]—n).
1.2.3....n

(U. Scarpis).

Dimostrazione della Sig." Ved:" F. Prime a Bruxelies.
Per una nota proprietd del minimo maltiplo comuns (7), il teorema si riduce
a dimosirare che il prodotio

.Dm:.l.ﬂ.g....ﬂ
é 1l massimo comun divisore del numeri

N=m+I)m+2)...... (m - %)
N=mm+2)(m4+3).... (m-3-n)

Nﬂ*:m(m—I—l)(m—[—B). o e —1).
Ora m ed m -~ 1 essendo primi fra lore il m. o. d. dei numeri N, ed N, &
D=1l.in+2)(m+43)....(n+ n)
Analogamente # (m -~ 1) ed # 4 2 avendo 2 come solo fattor comune, il m.
c. d. di D, ed N, &
D,=1.2.(m+3)....(m+n)
L' unico fattor comune ai numeri m (m-- lp(m4-2) e 1.2 (u--3) ¢
1.2.3, dunque il m. c. d. & D, ed N, &
.ﬂ3=1.2.3.(m—|-—é).,-.{m—[—ﬂ-)

EcﬂﬁidiE&gﬂiI‘.ﬂﬁnﬂEDH:I.E.ﬁ....rL =

(*) Il teorema s coi 8i allude & il saguente: < Se 8 formaro § prodolid di n numeri, 1 — 1 ad
n—1 par volla e indicn cou D il Loro messimo comun divisere, R minimo comune mulliplo degti n

gwneri & eguale al loro prodatto divise per D .
' {N. d. Red.],
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Dimostragione del Sig. Prof. A. Tagiwri a Masss,

MW =

r -

tra foro due a due. ,

Infatti il massimo eomun divisore & di m—tr, m - t(r <t <) & divi-

sore di £ —» quindi di m e in consegnenza di », £: viceversa il m. e. d. di

r, £& divisore di s -7, w1 -~ ¢ @ sard quindi 8, Perianto si avrd m - vy =134,
- v @ R T i

T

r
(r=1 2,...n), interi a causa dell'ipotesi, sono primi

I quozienti

¥ = ma 4, b

m 4+ t=28h, r<oa,_, t=—=84 e

. a l
sona primi tea loro, quindi anche == .
g 1

Cid premesso pongasi per brevitd

% @ % S——— oo & b oa

I — ni.

g+ | w2 7 R
7 —1— _ ~- 7 w8 -

a dimogtrianmo che il m. e. d. di m, m2 £ @ uguale a quello di &, m ¢
Sia p un fattore primo comune ai numerl #, s --¢ ¢ quindi a K, m 4L

Poiché p & fatlore di ¢ si avrd m —p%g, i:};ﬂqi econ « = [ e g, g, non
divisibili per p, inoitre

- t=pB (p*—B.q 4 ¢,) = pha.

Se o > [, Q non ammette il faitore p e eard 29 la pilt alta potenza di » che
eomparisce nel m. ¢, d. di m, m4-¢ ed in quello di K, a4 ¢; se invees
a=—F, @ poird conteuere il falltore p; se non lo contiene si concluderid come
pel caso di @ >f, se inveee lo contione si avrd sz'fq, (g, noit divisibile per

p) e s ;:p“"t"f. g,. Pertanto sard pﬂ' la piu alta potenza di p contsnuta
nel m. e d. di m, m -+

. r
_}_ —pl. ki , ¢ yuindi, per quanto & stabilito in principio, nessun

i

Chra

T di R pud contenerc p: ne segue che p* & la pit alta potenza

fattore

di p contenuta nel m. e. d. di K, m -4 Si aggiunga poi che ogni fattore
primo comune a K, m -} ¢ & pure comone (per wn deferminato valore di r)

P

»
e si potrd concludere che il m. e d. dei numeri K, m -} ¢ & uguale a quello
di m, m 4+ ¢ e sard quindi ¢ Segue che il minimo multiplo comune di I,

w4t e

ad

.-~ t appure ad @, m - ¢ e quindi o ognl caso ad o, m - £

mm - 1)....(m48)(m 4-¢) ~
Bmt-4: t= 1.2....5.¢ s
.2 m— |
Supponendo in particolare s, ¢ consecutivi &l osservando che m (__il_—) & il

m. m, ¢, ai numeri @, w1 si ha subito il teorema proposto,

——
[

—

m:—- LB L el 8 e

——— - —
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- H Sig. Prof. U. Ceretti, che invid pure una dimostrazione di questo feo-
remn, osserva che il medesimo pud venir esteso cosl: « Se m & divisibile per
@, 24, 3a,...na, il m. e. m. dei numeri m, m—t-a, m—4+2a,...m - ne &

mint A ded,

193", Risolvere il sistema d'sguazioni

x 4 y=a+4b x*(y*— x*)=a®(p® —2a¥.
(A. Luawu).

Risoluzioni compleiamente enaloghe dalla Sig.” Ved,® F. Prime a Bruxelles:

dal 8ig. Prof. F. Tonelli a Teramo, e dai Sigg. V. Colunbo, studente a Napoli;
M. Morale, studente a Catania: (3. Secorza, studenie a Pirenze.

Dividendo membro a membro la seconda eguazione per la prima &1 ha
2" (y — o) = o* (b — a),
la quale per la sostilnzione di @ 4 b — @ in luogo d'y =i riduca &
22° — (a + B)a* - a” (b — ) = 0,
che si pud scrivere
(¢ —a)[2a® - (@ — b) & + a [ —B)] = 0.
Risolta la terna di valori per x

a—b==p (b—a) (b + Ta)
4

L= a &=

a em corrispondonc per y 1 seguenti

Ba+5b —p (b ~—a) (b + Ta)
1 :

y—=5 =

La soluzione @ =g, y = b era prevedibile fin dal principio per le simme-
tria del sistema rispetto ad » ed y, a & & (™).

194", Un coro civeolare ha il suo vertice in una sfera di raggio v e il
SUO asse passante pec centro. Indicando con « il semi-angolo al vertice del cono,
dimastrare che il woleme delle parte di Sfera esterne al cono 2 doto da

im
—— r° cosle,

3 (A. Lven)
Soluzioni analoghe dalla Sig.® Ved." F. Prime s Bruselles, e dai Signori
M. Carming, alunuo del R. Ist. fee. di Gorgent1; E. Lugaro, alunno del R.

Liceo Garibeldi di Palermo; D. Rossi, studente privaio a Napoli: G. Scorza,
studente nel Liceo- delle Scuole Pie in Firenze.

(¥) Altre dimoatrazioni parvemmeru dal 8ig, L. Perrofti, stnltente & Roma o dal Sig. &. Beorea,
atudents a Firenze,

(**) Risoluwieni poco dissimill pervennere dai Sige. F. Ceccherini e R, Colombe (alummi del R.

Istituto toenioo di Roma); F, Celesirf (R. Ist, ter. Modles); M., Piottetl (W, Liceo Bari) e 6 F.
Sizafra (R. Tst. tee, Girgenti).
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Un piano passante per l'asse A0 del cono (0 centro della sfera) ne sega
la superficie lungo due generairici che inconirano la sfera in due panti C) D
simmetrici vispatto all’asse A O. Si conduea CD e sia B il suo panio d'incontro
con 4 0.

La parte di sfern esterna al cono & manifestamente i solido generato dal
segmento circolare A C' ehe ruota inforno al diametro passante per A. 1l sno
volume, come st sa, &

1 S
‘F=?’TE ACE.A.B-

Ora si ha AC=27rsen CDA = 27rsen(80° — ) — 27 cosa; AB—
ACeosn — 27 cos®z, quindi sostituendo:
4

V=r—9" tod" & (7).

3

195*. Un cilindro circolare di raggiv p laglia wne sfera di raggio r (r > p)
il oui oentro cade nell’asse del citlindvo, dimostrare che il wolume della parie

) . s im 2
i sfera esterna al cilindro ¢ datfo de T (* — p%)2.

(A. LueLi).

Soluzioni analoghe dalla Sig.® Ved " F. Primz a Bruzelles e dal Signori
M. Carming, alunuo del R, Ist. fee. di Girgenti; L. Lugaro, alunno del K.
Licen Garibaldi di Palermo; D. IHossi, stndente privato a Napoli; (7. Scorze,
studenie nel Liceo delle Scuole Pie in Firenze.

Le seszioni fatte nella sfera e nel cilindro da un semipiano condotito per 1'asss
del eilindro sono un semicerchio M NP di ragzio r e up rettangolo aventi per
taf1 p e l'asse del cilindro. Essende + > p il lato di questo retfangolo paral-
lelo all’asse incontrerd il semicerchio MNP in due punti A, B: tanto la lun-

1

ghezza AB come quella delle sua proiezione sn M P sono eguali a 2 (r* — p*) F
Cid posto la parte di sfern esterna al cilindro sara il solido generato dalla

rotazione del segmentio circolare A N B intorno al diamatro M P, il volume del

quale, come si sa, & dato da

T

V o= 8 A B3,

Avremo quindi pel volome cereato

in P Ax L
Vie=— I_f‘-'(r”——ﬁ ]=T(‘f“—?"’) (")-

T

(%) Altre solnzionl fmrono invinte dad Bigp. P Celestri (R. Ist. tee. Modiea); V. Columdo, stn-
dente a Napoli; M. Morale, studente a Oataning A, Panebianeo (R. Ist. nantico Catania); P o-
mueno, stadenle a Catanla.

(*%) Altre soluzioni furono inviste dai Bigg, F. Qelesiri (R, Ist. tee, Modicsa); R, Qolombo (R,
[#1. tee. Roma); V. Columbo, studente & Wapoli; D, Fausdini (R. Isl. tec. Piaecensa); &, Gilovan-

meill n Pavia; M, Moralz, gimdents & Catanla; A, Panchianer (R, Ial, nan, Catamis); 4. Pava, stu-
dente a3 Genova.

#0
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196°. Dimostrare che
« 4
1/23.5 1+ 105. 5 4+ 1/235 — 105 . p5 =3
, (A. Luery)

Dunostrazioni analoghe dalla Sig.® Ved." F. Prime a Bruxelles e dat Signori
C. Montanari, licenziato dal R. Istitubo tecnico di Luverne e M, Pixttellt, licen-
ziato dal R. Liceo di Bari ().

Poiché (23,5)° — (10,5 . ;/E)”‘ = [, & quadrato perfelto, applicando la nola
formola

fazys =1 itV E=Bffa—VE—F

si ha

’[/23,5 4105 p/5=235+ '[/11,25

———

1/23,5 — 105 ' 5=35— 1/11,25.

Similmente poichd (3,5)* — 11,25 = 1, & quadrato perfetto, segue

3,5 L | 35 —1
5 )
4/85 41 5=
5 — 2
4

4
) ]/23,5 1+ 1055 + 1/235 — 105 /5 =
2 ]/3‘5 ;‘ ! o yEE5—3 c.d. d..

197", LEliminare x dol sistema d'equazioni
ax — b ?f[ — xt—=2e(2x* — 1)
a /1 —=*4-bx=—=4ex 1 — st

1/3,5 + 211,25

I

1/3,5—;/11,25

laonde

(5. CaTania).

Soluziopne della Sig.' Ved." F. Prime a Bruxelles.
Queste equazioni possono seriversi

a.cosp—b.Beng = 2e .cu!ﬂ:?,
u-san?—l—b.mﬁtpzﬁﬂ.ﬂlanﬂq:.

(% Altre solnzioni pervennero dnl Sigg. B. drmano (alunno del R, Liecen &1 Alessandria); Fl.
Delestri (R. Tst. 1ec. Modica;; ¥. Colwmbo, studente n Napoli: 4. de Bemedetti (K. I3, tec, Pla-
cenza); & Lugero (R. Liceo Garibaldl ralermp); . Mocainse a &. F. §inalra (R. isk. teec, Glr—
genti); M. Morale ¢ P. Romano, studenti a Calaniz; 4, Panebignes (R, Ist naun, Catania); . Seor=a
(Liceo delle Soucle Pie Firenva).
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Basta quindi aggiungerle membro a membro dopo averle ianalzale al quu-
drato, ed allora i ricavs

tIE—|—b::4E:E.

Solozione der Sigp. E, Lugaro, alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo
¢ A. Panchionco, alunnio del R. Istituto nautico di Catania,
Moltiplicando la prima equazione per =, la seconda per P/l — #° e som-

E
mando, dopo facill riduzioni, si vicava @ T Sostituendo questo valore in una

delle date si otticne

ﬂt+ bﬁ:‘iﬂﬂ.,

che & la risultante domandata (7).

— e fo————

QUISTIONI PROPOSTE )

L e e

2286%. Determinare un triangolo rettangolo nel quale la somma
dei lati dell’angolo retio sia m, ¢ quella dell’ ipofenusa e dell’ altezza
relativa all'ipotenuse sia n; e indicare le condizioni perchd il pro-
blema sia possibile,

227" In un triangolo sferico A B €, rettangolo in B, il coseno
deli’angolo in 4 & il quadrato del coseno del lato opposto a. Dimo-

strare che la somma degli altri due lati he e b—g—, 0 3Tﬂ secondochd

“ - l . " -
il nel primo di qnesti casi dimo-

strare anche ohe, onde il fxriangolo possa esistere, il lato ¢ dev’essers

esgl sono minori o maggiori di

inferiore a —:—, ¢ determinare tutti gli elementi del ftrizngolo per
mezzo di ¢ (%),

(*) Alive soluwioni venmero inviate dai Sigg, It Celesiri (alunne del R. Tetituto tesnico di Bo-
dics); R. Colombs (R. Ist. tee. Roma): V. Oolumbo, studemts a Napoll; 4. de Benedetti (R. Jat.
tea, Piagenm) ;] G, Macalnso (B. Ist. tee. Qirgenti); 0. Mownienari (licooziste dal 1. st tec. Li-
vurno); 4. Parsi, stndente a Genova.

(*#} Le questionl contrassegnate con semplice asterlsoe souo indirigzate arll alenni delle semole
pecondarie, quelle distinte con due asterischi pomo diretie in particoinr modo sgll stndenti delle
semole superiori, eenza escladere qualsiasi altro stndiase.

(%%} La qulstionl 226+% e 227% sono 1 teml Al matemation dail nel logileo per la llsenmea dagli
Istitutl teenicl mella Sesione Fistco-mademalica. V. 2 proposito dells o, 287F l'es. 6 & pag. 44
deli‘ediz. ital. della Trig. Sferica del Fodhunter.
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228*", Per un punto S, ad un cerchio ¢, si conducans, le se-

canti arbitrarie S B U, SMM’, e la secante SA ), perpendicolare
al diamefro che passa per B. Si avra:

BC BM BM' . BA BM BM BC\

A. Dz Re.

2289%". La somma dei quozienti incompleti di tutte le frazioni
contmue ohe si ottengono sviluppando le (22! —1) frazioni irridu-

cibili della serie di Brocot d'indice p, (comprese fra 0 ¢ 1) & ugoale
a (p— 1)2¢,

NB, La seric di Broeot di indice | s1 compone det due termini

b

1° 0
I
lnserendo fra questi la mediante 1 sl oftiene la serie omomirua di indice 2,
0 1 1

a 106 : T 710" Inserendo fra i fermipi di guest'uliima le due medianti

o 1 1 2 1
1> 2 1’ 1’ 0°

i 2
LA B si- oftiens guelln di indice 2, e cioé:

e ¢osl via,

(. Muosso.
230* Dimostrare ohe si ha

1° 4424 52 4 8+ 4~ Enf+ (dn 4 1)
{2+ 1)(820° - 28n 4 3)
5 :

(. Canpino.

Ty

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

OMERO MONTESPERELLIL. — ZLesioni clementari di aritmetica pratice ad
nso delle Seuole secondarie; pag. 147, Ditta G, B, Paravia e (. — D'reszo:
L. 1. 60,
Lesioni elementari di aritmetice feorice ad uso delle Scuole secondarvie;
pag. 237. Ditta G. B. Paravia e (0. — Prezzo: L. 2. 60.

In questi dne libricini il prof. Montesperelli si & evideniemente proposlo
lo seopo di esporre con somma chiarezza, non disgiunis = rigors, le teoriche
elemeniari dell’aritmetica, Non novitd di metodo adunque, non originalitd nella
esposizione; ma chiarezza, chiavezza sopratulfo. B lo seopo & state pienamente
raggiunto. Poehe volle ¢i fu dato leggere libri cost chiari, cosi precisi, cosi dif-
fust 1 utili applicazioni ed in problemi svariafi, cosi accessibili slle intelli-
genze del giovani oni sono destinali. 1 cue libri procedono quasi di pari passo;

7
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sono svolti eon metodo e trama jdentiche. Ma 1'A. ba ben fatlo a dedicare il
primo libro esclusivamentie all’aritmetica pralica; e necessaro infatli, ed & ben
piu importante, che il giovane, nei primi passi nello studio dell® aritmetics s
eserciti assai pit nelle regole del caleolo numerico, che non nelle teoriche astratie
dell'aritmetica razionale,

Nei primi quaitro capitoli delle « Lezioni elementari di amimefica teorica »
I'A. svolze le ragole delle prime queitre operazioni, e, eon molia opportuniti,
insiste nei primi elemenii del caleolo letterale, che trovasi quindi sufficiente-
mente sviluppato nel easo paiticolare che le letteve vappresentino numerd
interi. Numerosi ¢ bnomi gli esempi; aleuni dei quali forse d'indole troppo alge-
brica, ma secelti con ecriterio tra i casi particolari di note identiia.

Il capitolo V iratta dei resti delle divisioni det mumeri per aleuni divisori
particolari ; ed il VI, delle teoriche del M.C.D e del M, M. C, esposte con
generalila indipendentemente dalla teoria dei divisori primi di un numero. Nel
cap. V11 & esposta la feoria dei namer: piimi assolubi, con molta diffusione e
chiarezza; tra i numerosi esercizi che seguono il ecapiiolo, sono posti aleund
dei teoremi piti famosi dell'aritmesica superiore. I cap., VIII e IX sono destinati
alla ricerca dei divisori di un numero: allaricercadel M. C.Dedel M. M.C
di pit nnmeri per mezzo della decomposizione in fattori primi, e alla teorica
dei mumeri primi relativi.

Nel cap. X viene dato il econcetto di numere frazionario; ¢ qui sarebbe
caduto in acconcio mostrare la sua genesi; I' operazione delle divisione non &
sempre possibile col soli nomeri interi; di qui la mecessitd di eslendere il con-
celio di pomero, introducendo nella aritmetica i nummeri fraziopari. (i pare
ntile che i giovani incomincino a rifleflere su queste successive eslensioni del
concetio di numero, ché lroveranno poi minori difficoltd zllorché sard il caso
A'introdurre, nell’aritmetica generale, il concetto di numero negativo, di numero
irrazionale, ¢ di numero complesso.

£ vero'che 1' A, fa di quesic un fogace accenno nel n, 263; ma non ci
sembra troppo esplicito. Le¢ regole del caleolo letierale, dimostrate pei soli nu-
meri inferi, sono estese quindi ai nomeri frazionari. Buoni anche goi e numerosi
oli esempi di calcolo numerico e letferale; dai quali vediamo con piacere banditi
i soliti esercizi, veri indovinelli per i giovani digiuni di algebra.

Ci pare perd strano che negli esercizi 42 ... 52, I'A, presupponga net gio-
vani 1'idea di limite di upa somma di un nwmero infinito di termini e la conc-
scenza el feorema che:

lim a®» =00 (a_>1).

=
1 eap. XI tratin dei pumeri depimali, delle loro operazioni e poi delle fra-
ziont periodiche semplici e miste, Non ci sembra del tutto ngorosa la definizione
di limite di una serie di numeri data nel n. 302; ad ogmi modo I'A. avrebhe
dovuta chiarirla (¢ non gliene sarebbero mancati | mezzi) con numerosi esempl.
L'estrazione di radice geadrata dei quadratl pecfelii, della radice quadrata

1 :
di un numere a mene di on'umia o di oy e lo scopo del cap. XIl. Viene
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anche accennato alla definizione rigorosa di radiee quadrata di non numeoro, ¢ al
concelto di numero irrazionale, generato da estrszioni di radice guadrata.

Finalmente tl cap, XIlI & desiineto alla teorica dei rapporti, alla propor-
zionalitd ¢ problemi relativi. Ci sembra un po’ vaga la definizione di limite data
nel u. 339 e non sallicienteineule corroborala da esewpl, Nel n. 341 I'A, definisce
esattamente i rapporto di due grandezze nel ceso che queste siano incommensa-
rabill ; ma anche qui poteva addurre qualche esempio, e l'aritinetica e la geo-
meiria potevano fornirgliene di assai semplici. Ad ogni modo dal momento che
I'A, come fe benissimio ad osservare esplicitammente, &i limita alla considerazione
dei soli rapporti razionali, poteva omeltere senzaltro questo casp. Seguono in-
fine le applicazioni alla regola del tre semplice ¢ composta, ai problemi 4" in-
teresse ece., sulle gueli applicazioni I' A. hs avuto maggior campo di insislere
nel corso di armimeilica pratica,

[ questo vogliamo anche accennare che 'A. ha sviluppalo notevolmente il
sistema. meLrico decimale, delle origini del quale aseai ragionevolmente e con
molts erudizione, discorre. Inoltre il libre ha alla fine uvna raccolta di pit di
treconto esempi che vertono su lutle le leoriche svolte precedentemente, e fra 1
guall "allievo trovera utili e belle applicazioni di fisica e di geometria,

Le mende alle gquali abbiamo accennaio sono lievi e in parte derivano dal
forte desiderio dell’ A, di voler essere completo; mende lievissime se si consi-
derano rispetto al pregl incontrastabili dei doe libri che con vero piacere rac-

comandiamo egli insegnanti delle scuole secondarie.
R. Mircoroneo.

DIONISIO Doit. GAMBIOLI — Raccolta di cirea L3500 esercizi di Geomnetria,
di Trigonometria piana e sferica e di Geometria descritiiva con una breve
esposizione dei vari metodi per riselverli e con esempi di applicazione del-
I"algebra all: geometria, ad uso dei Ginnasi, dei Liecei, degli lstituti tecnici
e nautici e delle Senole militari. Milano, Doti. Fr. Vallardi — Preszo :
L. 2,50,

— — Chigve dolla raccolta di esercizi d1 Planimetria e Stereometria, di Tri-
gonometria piana e sferica e di (Geometria deseritiiva con aleune aggiunte.
Milano, Doti. ¥r, Vallaedi — Preszo: L. 4.

Segnalismo con piacere agli insegnanti ed allievi delle Scuole secondarie
questa raccolis di esercizi, la maggior parte tratti da opere consimili inglesi,
colla relativa chiave; ai primi perché potrd rinscire di utile strumenfo nella
acuola, ai secondi perché vogliano giovarsenc aggiungendo alle cognizioni teo-
riche aequisite la sanzione ben efficace delle eserciiazioni. -

[l volumetto degli enanciafi contiene 1674 esercizi dei quali i primi 30
sono accompagnati da eompleta solusione e vengono dati come esempio dei
diversi melodi da seguire nella dimostrazione del teoremi ¢ nella risoluzione dei
problemi, Degli esacciri rimanenti 858 pignardano la planimetria, 322 la ste-
reomotria, 335 la trigonometria piana, 89 lu irigonemetria sferica e 40 Ia
geomelria deserittiva, L'A. ha date parte rilevante in questa raccolta ai quesiti
mefrici; cido che devesi approvare,
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Gli esempi sulla geometriz, non di misura, sono classificati in ordine ai
libri 4’ Eaelide, che si studiano nelle seucle, quelli di trigonomeiria non sono
che la riproduzione, alquanto ampliata, degli esempi agginnti ai diversi capitoli
della 2% e 3" parte della traduzione italiana della Geometrie des Masses dello
Sehlomileh, di ewt il Prof., Gambioli fu uno dei tradutiorci.

La chiave por € lavoro diverso dagli ordinari soluzionari e pud riguar-
darsi per i quesiti pid difficili quale una tracein della via da scguire nella
dimostrazione o nella soluzione dell'ssercizio. Maneca qualunque indicazione per
gli esercizi pii semplici, all'infuori della parola facile.

Questo in genere il contenute del lavoro del Prof. Gambioli, il quale nell’idioma
nestro, per quante io sappia, non ha intimo confronto che in un veechio lLibro
francese tradotto in italieno mel 1863 (Rrrr. (G.) Problemi di geometria e trigo-
nometria), In quanto alla natura degli gsercizi & debito riconoseere che =i traita
d'una collezione varia ed importante. 3li accenni di dimostrazione o soluzione
della chigve rispondono bene allo scopo, nella generalita dei casi, ma nel secondo
volume, special mente, sono frequentissimi e talvolts grossolani gli errori di stampa,

Due osservazioni non mi paiono fuor di luogo a proposiio del lavoro di eui
si tratte, La prima & che una raceolta d' esercizi non si consulta soltanlo per
levarne tale o tal altro esempio, ma bene spesso anche per cercarvi un eser-
cizio determinato o di specie determinata e la disposizione della raceolla in
discorso non facilita abbasfanze uns ricerca consimile, pur tanto importante. La
seconda osservazione da farsi & che dopo il ben noto lavoro del Petersen (Me-
todi e teorie per la risoluzione dei problemi ece.) e quel!a pregevole del! Pro—
fessor Bettazzi (La risoluzione dei problemi numerici e geometricl) si poteva
pur fentare qualche eosa di pia nel senso teorico della risoluzione dei pro-
blemi, di quello ehe non vi sia well'infroduzione del Lihro del Prof. Gambioli.

Ma anche com’@, questa raccolia d'esercizi, colla ehiave corrispondente, mi
pare desfinata 2 presiave utilt servigi nell’ insegnzmenlo elemeniare della geo-
melria presa in senso lafo. A. Luaur.

VARIETA

CONGRES DE CAEN DE 1L’ASSOCIATION FRANCAISE

POUR L AVANCEMENT DES SCOIENCES

(Stance du 14 Aoit 1894)

QUESTION A L'OBDRE DU JOUR.

Blude des moyens qui seraient de nature a assurer un echange de vues plus
facile et plus suivi entre les mathématiciens des diverses nations, et gqud
pourraisnt coniribuér ainsi auz progrés des sciences mathémaliquas el ay
perfectionnement des meéthodes.
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ReEsnt.ovion.

Les ]1%r¢ gt 2€ Sections, aprés une discussion approfondie, & laguelle onf
pris part un grand nombre de membres:

1° — Donnent en prineipe I'adhésion la plus compléte au projet de création
de Congrés mathématiques internationawc et se déclarent dos-g-present  disposées
i apporter tout leur concours aux efforts qui sonl ou sevoni faits dans cet ordre
d' idées :

2% — Approuveni absolument l'idée de M.T Mansion, rvelative A la rédaction
de Vocabulaires mathématigues et applandissent au commencement de réalisation
que M* le Commandant Brocard a déjd donné 4 cette idée, par ln préparation
d'un vocabulaire mathématique francais;

3" — Expriment l'espoir que le projet de M.* Jacgues Boyer, concernant
Pétablissement d'un Dictionnaire mathématique, pourra aboutir & un heureus
résultat, et en France, et dans ln plupart des aufres pays;

4% — Croient devoir aitirer 1'attention sur les remarguables monographies
mathématiques gui s¢ publient en ce moment en Allemagne, ef dont il serait
trés desirable de voir publier des traductions dans diverses langues;

5% — Considérent que les grands efforts faiis par M7 le Professeur Peano et
plusieurs de ses Confréres pour la propagation de la Logiguwe mathematique, el
la publication d'un frrmulaire mathématigue sont de nature i eontriboer ps-
samment au but qu'il s'agit d'alteindre; ;

0% — Sont heureuses de constater le degré d'avencement du Répertoire bi-
blivgrophique des Sciences mathematigues, ot, dans le méme ordre d'idées, ap—
plaudiszsent & la publieation @i intéressante due 3 un groupe de mathématiciens
hollandais et entre autres de M.* P. H. Schouls, et qni est intitnide Revuze Se-
mestrielle des Publications mathérsatiques:;

7" — Estiment que Ia publication de U'Intermédiuire des Mathématiciens,
depuis le commencement de 1894, a rendn et est appelée 2 rendre encore de
trés grands services, en ce qui concerne les rapports de mathédmaticiens entre 811x ;
expriment leur reconnaissance sux fondaieurs, MM. Laisant et Lemoine, et ze
felicitent de voir que cetie iniliative a 81é due & deux des membres de 1"Asso-
ciation francaise pour l'svancement des sciences:

8% — Prennent en trés sérieuse considération les réflexions présenides pay
M.* Léweray sur la possibilitd d'établir des bibliothéques mathématiques, ayant
pour objet de mettre des livres 4 Iz disposition des travaillenrs éloignés des
cenfres scientifique;

9" — Décident gue la question, sons Ia forme generale oft elle a été rédigée,
sera maintenue & 'ordre du jour des séances pour la sessipn de Bordeanx en 1895,

(Ces diverses résolutions ont &td prises A 'unanimité des Membres presents),

Finita la redazione il di 12 settembre 1894,
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SAGGIO ANALITICO

DI INTRODUZIONE ALLO STUDIO DELLE FRAZIONI

-

\Comtinwazione ¢ fine: V, pag. 132),

9. Con l'iniroduzione dei nwmeri frazionari tutle le divisioni
con numer: interi somo posstbili (purché il divisore sia diverso
da. zero).

Slano @ e b doe inferi, ¢ si cerchi il numero che moltiplicato
per b dia @. Avendo convenuto di indicare un tal numero, che

: a :
chiameremo guofo, con - » st ha il teorema :

Il quoto della divisione di due wnumeri interi a e b (b diffe-

; : i
rente da zero) esisle sempre - esso é ugwuale alla frazione - X &

cioe si ha luguaglianza
1 .
(T X ﬂ) W re=—g,

la quale dice che:

‘ : 1 ; . ;
Rzpetendo b volte la frazione - X &, st ha il numero n-

levo a.

0 anche:

: 1 . e .
La frazione 5 X 2 e un numero che moltiplicalo per b da a.

Infatii, per la proprietd commutativa della moltiplicazione, la
quale proprieta & compendiata nell'uguaglianza a X b= 10 X @.
risulta. che : |

b gruppi di a enli ciascuno possono considerars: come a
gruppt di b entl ciascuno. Si avrd dunque, qualonque sia Pente F,

(EXayX b=(Ex b X a,

la quale uguaglianza esprime che: & un prodotlo di tre Jattor:
st pud cambiare Uordine dei due wilimi faliori intieri, qualungue
sia il fatlore E, purché a questo fattore o enle # sia applicabile
il concetio e I'operazione del ripetere o contare, vale a dire purché
I sia aggregabile a fanti altri £ (tufti uguali fra loro) guanti se

4§
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na vuole, ossia purché F possa essere preso come unith di una
collezione.

In particolare, il primo fatiore K polrd essere ma unitd fra-

: = o L . . .
zionaria ; quindi, ponendo —- in luogo di E, si avra:

(1?}{5)){6-——-(; Xb)Xa.

|
Ora per la definizione dell’art. 2, - X b=1; dunque sara ap-
punto
| I
(? X .:;) Xb—1%a

=it

Quindi, poiché si & convenuto di indicare con la serittura — il quoto

-::-| S

della divisione di @ per b, si avrd :
| a
B R=F

Si noti che qui, come molte altre volte, il segno — ha il si-

gnificato di una pura affermazione ; cioé la relazione precedente
a

1
piuttostoché leggersi: — X @ uguale a —-, dovrebbe leggersi:
. : 1 .
% Xaé %, o pili precisamente: la frazione — X a é il quoio

della divisione di a peyr b, o anche, come volevasi dimostrare, /a

[razione ?1 ¥ a & un nwmero che moltiplicato per b da a. Duanque
|

le due seritture 3 Xae %

a 1

preferisce scrivere —- invece di —- X a, come faremo sempre. Co-

hanno Io stesso significato ; ma s

sicché -‘}

meratore a.

10. Dopo cio si pud aflermare che:

Una frazione ¢ uguale al qualo dello divisione del suo nu-
meraiore per il denomznatore.

O anche :

Molliplicanda uwna frazione per il suo denominatore, si oitiene
per prodotio il numeralore.

sard una frazione che ha per denominatore & e per nu-

ek = A =
"'iz'ﬁ?s.'i.ﬂ-r: g e e En B b

e

: &5
. o
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Dungue, in generale, la frazione % garh una parte aliquota

b
7™ di a, sarh un 5™ di a.
11. Se il numeratore é un mulliplo del denominatore, la fra-
zione esprime wun inlero.

Infalti, se fosse @ multiplo di &, p. es. @ =& X ¢, la frazione
b X c

b
denominatore b, sard appunto uguale all’intero e.

Inversamente : un miero pud eSPriviersi con una [razione di
datlo denominalore. Il wwmeralore sara wuguale al prodollo del
denominatore per [ intero.

Per es., per esprimere in guinti l'intero 8, si ha 8 —= (8 X 9) : b

8 X6
Ma per l'art. precedente, (8 X 8): 5 =~%; quindi 8 - }é 2

La frazione che rappresenia wn numero intero si suole anche
chiamare frazione apparente. ,

Cié mostra che il coneefto di numero frazionario é piu generale
che quello di numero intero, il quale non & che il caso particolare
di una frazione avente il numeratore muliiplo del denominatore.

, essendo uguale al quoto del numeratore & X ¢ diviso per il

12. E facile estendere ai fratti le operazioni eseguite sugli in-
terl. In particolare, le unith frazionarie della medesima specie si
potranno aggiungere (addizionare) e togliere (sotfrarre) successi-
vamente. Piu generalmenie si ha che la operazioni di somma e
sottrazione di frazioni della stessa specie sono ricondotte a quelle
di interi, i quali sono i numeratori; quindi si possono concapire e
definire le operazioni di eddizione e sailrazione di frazion: della
slessa specie precisamente come le operazioni di addizione e sol-
lrazione degli interi.

13. I addizione di frazioni della slessa specie e espressa
dalt'vguog lianza

@ b a4+ &
™ Tm om
La quale uguaglianza si dimosfra provando che il quoto di @ + D

: a b : ,
diviso per #2 & anche uguale a t=—, ciod che & vera 1l'ugua-
mn T

glianza
¢

b
(;'{'—ﬁ;) Xm=a—|—la.

B e (i e
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Per dimostrare quest'ultima uguaglianza si osservi che I'ugua-
glianza
(E4+F)Xm=FXm-+4+ FXm,

la quale fu dimostrata valida per numeri interi, ¢ vera tutte le
volie che 1'espressione (E -+ F) X s ha un significato detarminato
in aceordo coi soliti concetti di addizione e moltiplicazione, e percid
tutle le volte che gli enti £ e F' sono aggregabili con altrettanti
K e F quanti si vuglin-nu (purche, ciod, siano aggregabili tanto gli
E ira loro e gli F fra loro, quanio ciascun £ con ciascun F,
come anche i gruppi formati da un Z e da un #). In particolare,
Fugnaglianza precedente sard vera anche nel caso che & e F siano
numari frazionari.

Cio risulia snbito dal _solito concetio di ripetizione, e dal con-

siderare il segno -+ come un e, ciod come wuna congiunzione, vale

a dire come indicante 'operazione del considerare simulianeamente
due o pilt enfi. Poichd, per es., Pagoregato che si ottiene ripstendo
3 volte un gruppo formato coi due enti Z e F pud essere invece
considerato come ’aggregato dei due grappi che si ottengono ri-
spettivamente ripetendo 3 volie 1'ente E e 3 volie ’enie F. Si ha
dunque per il nestro caso :

b . b
f‘:)Xm:%xm+;Xm,

m L

cio¢, per l'art. 10,
a b
(— = )m —a-0,

m | m
quindi, come dovevasi dimostrare,
a b a b

1
m m m

3
ciog :

Il tolale (0 la somma) di pits frazioni della slessa specie si
esprime con una frazione della stessa specie il cui numeralore

e la somma dei numeratori delle dale.
b

i - . & . .
14. Soitrarre wna frazione — daung frazione o Significa

a

. b -
irovare un numero lale che sominalo con = dia =

.-
-
Bt e
[
ha m
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Se un tal numero si pud trovare, esso chiamasi il resio o la
b 0 b

: . o — . :
differenza di — e — , si indica con la seritiura , & si has;
it ™m L L
a b __a—b
m m  om
- : : a— b ;
Infatti, se il namero & non supera @, la scritfura esprime

un namere. Inoltre si ha, per l'art. precedente,

m o)
@ quindi :
@ — b N 2
1 .=
m m "
a— Db

sicché il numero sara, per definizione, il resio cercato della

re
i 7]

sottrazione .
T T

Dungue, guando & non e superiore ad @, si ha I uguaglianza
a & a—1b

—
-_ T —

1
1L m m

¢ioé :

11 resto delln soltraziome @i due frazioni della medesima
specie st eSpreme con una frazione della medesima specie, i cu?
numeratore é la differenza dei due numeratori delle dale.

15. Se qualcuno dei lermini della somms o uno del iermini
della soltrazione fessero numeri interi, essendo gli aliri termini
della somma frazioni della stessa specie, si frasformerebbero gi'in-
teri in fratti con il denominatore comune, e cosl poirebbesl eseguire
I'addizione o la sotirazione.

16. Se il numeraiore ¢ minore del denominatore, la frazione
dicesi pwra o propria, perché effetfivamente ¢ una parte del nn-
mero 1, € un frammenio, wn rotio,; diversamente, la frazione si
dice spuria o impropria.

17. Un’espressione come 9 - % si suol serivere, quando non

S 1 4 :
nasca ambiguita, 9 —, e si legge 9 e + 5 ©ssa chiamasi qualehe
volta numero mislo o espressione misia, e talvolta anche espres-

sione frailta o frazionaria.

T T A T o P Bt
. s A = 11
E - n
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18, Una frazione impropria pud sempre ﬂsprimerﬁi 0 con un

namero intero o con un NUMEro misto.

39 . : 4 i
Per es, la frazione equivale al numero misto 7+~ & . Qui

7 & il quoziente della divisione (divisione in senso lato) di 39 per 5,

4 « > 4 .
menire invece 3-;3 o T+ & il quolo della divisione di 39 per 5.

Taluno invece chiamerebbe il numere 7 gquozienie incomplelo o

3 4
approssimalo o parte inlera del quoto; e chiamerehbe 7—}—F

0 ? quoziente completo o esalto della divisione di 39 per 3.

Nervi, Inglio 1894,
(;10VANNI (FARBIERI.
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SU UN TRIANGOLO NOTEVOLE

(Continuaszione e fine: V. pag. 136).

13.° — Hssendo M Q P isobaricenifrico inscritto in M Q, Py, di-
condo Ty, Ts, T i punti ove Q P, PM, M @Q incontrano rispettiva-
mente Q, P;, P, M;, M, @, pel teorema precedente sara:
© rF =7~ ha
e poiche 7%, Ty, 74 sono pure i punti d'incontro delle AM, BQ, CP
ordinatamente colle QP, PM, MQ si ha il teorema : le relte che
congiungoro A, B, C ordinalamente con M, Q, P #nconlrano 1 lati
opposti di MQP in punti che soro vertict di un Iriangolo iso-
baricentrico con ABC.

Dicendo Fy, Fy, Fy i punti analoghi a Ty, Ty, T che si otien-
oono congiungendo 4, B, C ordinatamente con @, P, M, e Vi, Vg, V3
quelli che si ottengono congiungendo A, B, € ordinatamente con
.P, M. @, risultano analogamente:

a QF, PF, MF, QV,__PV,_ MV,
(6) FP_F M FQ V,Pp VM V,Q

e 1 triangoli Fy Fs Fy, V; VyV, sono isoharicentrici con 4 BC.
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QT, PF, MV, . , .
TP EM VM rapporii che le rette che proiefiano

. A . . QV, PT, MF,
A da M, Q, P determinano sui lati opposti di 4 Q P; VBT F, Q
quelli che le rette che proiettano B da M, Q, P determinano sui lati

F PV MT

i di MQP: e -3 T3 7 p
opposhi dl MQP: e = 73 T g
tano C da M, Q, P determinano sui lati opposti di M Q P, dalle (6) de-
riva che: se M, P, Q sono circolar. ass. vispelto ad ABC, A, B, C

sono circolar. ass. rigpelio ad M P.

Hissendo

quelli che le retle che proiet-

Se un triangolo circoseritto ad un alfro & con questo 1sohari-
cerifrico, 1 vertici di questo secondo divideranno i lati del primo
secondo lo stesso rapporto, cloé saranno circolar. ass. rispetto al
primo, e allora per cid che precede i vertici del primo saranno cir-
colar. ass. rispetto al secondo, ciot: @ verfici di un lriangolo iso-
baricenlrico circoserilto ad wn altro A BC sono punii circolar. ass.
rispetio ad A BC. Questo ¢ per il triangolo cireoscritio il teorema
inverso di quello del n. 11. 11 teorema inverso dello stesso per il irian-
golo inseritto & il noto teorema: 1 vertici di un triangolo isoharicen-
trico inscritto in 4 B C dividono 1 lati di 4 B C secondo lo stesso rap-
porto,

Da questo teorema e da quello del n, 3 deriva una faecile risolu-
zione del problema: costruire 1 triangoli isobaricentrici con ABC e
ad esso circoseritti. Se M QP & circoseritio ad ABC (m—=p) e
., ®, p sono altri punti civeolar. ass. rispetto ad A5 C e pwp & pure
circoseritto ad 4 BC, la condizione perché sia MQ P —ppw e per la
(1) e m' = 1, essendo m” il rapporto secondo cui C'p sega A B.

Altrettanto dicasi s8 MQP, p.gw sono entrambi inscritti in 4 B C.
Onde si ha il feorema: se MQP ¢ un triangolo isobaricenirico circo-
seritto (0 inscritto) ad ABC, esisle uno e wn solo allro triangolo
isobaricentrico circascrilio (o inscrittv) ad ABC, equivalenie ad
esso, e questo é il triangolo che ha per verlici ¢ pumii isolomici dee
vertici del primo.

14.°* — Sia D, Dy Dy un triangolo isobaricentrico inseritto in M Q P
e sieno D, D, D,1 punti in cui le rette MDDy, Q Dy, P Dy incontrano
BC, CA, AB rispetiivamente. Dai quadrilateri QP N_N,, PMN,/N,,
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MAN, N, segaii rispettivamente dalle retie MD,, QD,, P D, si ha
per U teorema generalizzato di Menelao:

7 QD, PM NaDy NaM __ PD, MQ Ny Dy N3 Q __
) D,P MNa DaNa MQ DM QN, DNy QP

MD, QP N,D, NP __
D,Q ¥PN, D,N. PM~ '

Essenrdo per ipotesi

en,__Pp, D,
DP DM DQ°

ed 1noltre
PM _ MQ QP N.M_ NyQ _ N, P
MN,” QNy, PN.'"MQO QP PM

perché N, N, N, N, Ny N, sono iriangoli isobaricentriei inseriiti in
MQ P, dalle precedenti risulta :

NE-DE __N; ﬂb __N;D=
DyNae Iy Ny, DaNN,

donde, per essere N, N, N, N N, N, irisngoli isobaricentrici in-
seritéi in A BC, deriva che anche D, D, D, & un triangolo isobari-
cenfrico inscritto in A BC, Altrettanto dicasi dei due triangoli che
sl ottengono dai punti d'incontro di M D,, QD., P D, ordinatamente
con CA, AB, BCecon A B, BC, CA. Cioé: le relle che uniscono tre
punie M, P, Q circolar. ass. rispetto ad wn iriangolo ABC coi vertici
di un triangolo isobaricenirico inseritto in M Q P, incontrano i lali
di ABC in punti che sono vertici di ire iriangoli isobaricentrici con
ABQG,

E poiché 4, (0, B somo a loro volta cireolar. ass. rispetto ad MQ P,
si ha pure: le refte che congiungono A, C,B, cei vertici di un trian-
golo isobaricentrico inscritto in ABC, inconlrano 2 lati di MQP in
punti che somo vertici di tre iriangoli isobaricentrici con MQP e
ABC.

I due teoremi possono essere generalizzati supponendo che D,
D, Dy sieno punti circolar. ass. rispetto ad MWOQP (v ad AR,
poiché le rette che uniscono ordinatamente M QP (od A BC) con
guesti punti, uniscono anche M, @, P (ud A, B, C) coi vertici di un
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triangolo isobaricentrico inscritio con MQP (o con 4, B, ) (vedi n. 4).

@D, __ . QD
Facﬂm]ﬂﬁ_l, D, P —

le mediane del treangolo di ire punit M, Q, P creolar. ass.
rispetto ad un triangolo ABC, determinano suw ABC ire triongoli
wsobaricentrici con ABC, e le mediane di ABC delerminano sw
MQP fre triangole isobaricentrici con MQP (e ABC),

(e parailele condolle da: vertace di detlo imangolo ai lati op-
postz determunano su ABC lre triangoli isobaricentrici con ARC,
e le parallele condolie dai vertice di ABC ai lali opposii determni-
noro su MQP lre triangoli isobaricentrici con MQP (e AB Q).

Poiche evidentemenie le parallele alle mediane di un triangolo
condotie pei vertici deferminano sui lati di questo triangolo due frian-
goli isobaricentrici inscritti, si ha pure:

le parallele alle mediane di M QP condotle per 1 suwoi vertici
determinano su A BC ser triangoli isobaricentrici inseriili con ABC
e le parallele alle mediane di ABOC condotle per i suot vertici de-
lermenano su MOQP set triangoli isobaricentrici inseritii con MQP,

15°. — Dalle (7) se si suppone D, D, D, triangolo isobaricentrico
inseritto con A BC, deriva evidentemente:

— 1 si hanno i corollari:

@D, PD. MD,
D, P~ D,M D,0Q

onde Dy Dy Dy & isobaricentrico con M QP (e ABC), ecc., cioi:: le
relle che wuniscono ifre pundi MPQ cireolar. ass. vispello ad un
iriangolo ABC coi veriici di wn triangolo isobaricentrico inscritio
in ABU delermmano su MQP lre triangoli esuy ABC altrt set irion-
goti wsobaricentrici con MQP (e A B C), e fe rette che uniscono A, B, C
cot verlice di un triangolo #sobaricentrico wmscritto in MQP de-
lerminano su ABG fre iriangoli e su MQP allri sed briangoli iso-

baricendrici con ABC (e M QP).
, BDg ; : ,
Ne si fa oo — — 1 s hail corollario: le parallele condotle

da M, Q, P ai lati di ABC determinano su MQP ed ABC lrian-
gott wsobaricendrict con essi; onde auche : 7e parallele condoile do

A, Ly, C i lati di MQP delernzinano sw ABG ed MQP triangoli
wobartcentiricc con essi,

22
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16° Alecune altre proprieth, che derivano immediatamente dalle
(3) (4) sono le seguenti:

I, MX,.MX,MX,—PY,.PY.PY,—

(2.ABC)® by
UZe- 02y 0 2= a.b.c (Eay’
I1. PAB=PBC=QCA

ciod: ¢ triangoli che M, Q, P jformanc ordinatemenie coi lafe
di ABC sono equivalentt.

2. ABC)
I MX. PY, QZ, — 2 ABOF by

a’l (T)?
onde (MX,.PY..Q0Z): (MX,.PY,.QZ):
1 1 1

i

(M..E.PYWQZE):F: 77 @ °

IV. Poiché la sommma M X, 4 P Y, + Q Z, non varia con z, 3, v,
il. prodofto M X,. PY,.QZ, per «, [, y positivi sard massimo pei
valori di @, £, v per i quali risulti & X, —= P ¥,— Q Z, ciod per
@« —=[p =1y ciod quando M, P, Q coincidono col baricentro A B C.

17°, Inoltre indicando com L wn punto del piano del triangolo
A B C della relazione

« LA, LB +y. LG Byae® 4+ yal®+ «fict
-y (= 0)®

LM?—

ed analoghe per L P% L Q% deriva sommando

2
(8) LM 4 LD L@ — LA+ LB 4 LC’ ;J;.Eaﬂ

onde la quantith (L M* 4+ LP* 4~ LQ®) — (LA* 4+ LB 4 LC(C

Zaf

non varia con L, e la quantith L M® 4 L P* 4 L Q* 4 Sy . ot
non varia con A, P, Q.
Se e ==[f=1y, la (8) diviene

|
(9) 3.LEFE—=LA+ LB 4+ LC— .3 a"

Se «, B, v sono positive e almeno duc diverse da zero, la

quantity ';tfg & maggiore di zero, onde L M? + LP? - LQ*

. =
LA* 4 LB*+ LC*; se due delle «, i, y sono zero, ﬂ(zt}i-“'ﬂ’

onde LM *+ LPP 4 L =LA* 4+ LB+ LC* e allora difatti

e e

.....

e
....

vvvv
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M, Q, P coincidono eon 4, B, C. Ne deriva che per valori variabili
non negaiivi di «, [, y (ciee per &/, P, @ non esterni ad 4 BC)
e per L fisso, il valore massimo di LM*+ LP L@ &
LAY -LB+ LC-

Essendo sempre X oafi < X a® per a, £, v non tutte eguali, e

invece 3 « E,___Em”perm =, sard sempre 3. > ap < (3 «)f,
21[3

<: . per o, f, v non tulle eguali, e sard invece

2 L
3. Em[ﬂa:(‘?m)ﬂ ossia (Emff g per a=f=r; onde per

o, B, y variabili non negative, e L costante, 11 valor minimo di

LM*4-LP 4+ LQ* & LA* 4 LB+ LC* — —3~ yYa'=3.LG

Cosi per L variabile ed M, £, Q fissi, il massimo (minimo) di
LM% 4 LP?+4 L@ corrisponde per la (8) al massimo (minimo)
di LA+ LB® -4 LC% Ora dalla (9) deriva che LA*+~LB*+ LGP
acquista il valore minimo quando Z ceincide con @, e il valore mas-
simo (per I non esterno ad A B€) quando L coincide con quello
dei vertici di 4 BC che & opposto al lato minore, perché allora

L G acquista il w'alurﬂ massima, esséndoché, se o & questo lato
minore, ¢ A @ > . Oude il valore minimo di LM* 4 L L8

& (I :EE:)E) d;E o anche ?(MPE-I—PQE—I-'QME}, e il valore
Zaf

massimo & (a il lato minore) (5* = ¢") — G >ar.

Dicemhbre 1838,
F. Ferrari.

SUI POLINOMII

(Continuasione e fine: V. pag. 77 ¢ 144),

17. TrorEMA. [ polinomio primo non puod dividere il prodotio
di due polinomii se non e divisore di almeno uno dei medesimi.

Dimostrasione. Ammettiamo vero il teorema pei polinomii primi
contenenti meno di x lettere e consideriamo un polinomioé primo P,
che contenga 7 lettere e non divida nessuno dei polinomii 4', B'.




Se un maltiplo di P & uguale al prodotto d'un polinomio con
meno di # lettere per un polinomio H, guesto polinomio H & divi-
sibile per P: infatti, sia L un polinomio, che contenga meno di n
lettere, e sia |

LH=PT

dove 7' sia un polinomio intero. Se I, fosse —+ 1, guesta stessa ugna-
glianza divebbe chiaramente che A & divisibile per P; se I non &

ne 1 né — 1, sia esso prodotto (14) dei fattori primi oy, 2,,..., =,,
quindi sia 4
. PT ;
oy, H=PT eppery o == %y ..., H
1

Luliima eguaglianza mostra che o, & divisore di 27 ed il ( uo-

ziente & wgay... . H; ma x, & polinomie primo e eontiene meno
di » letiere per ecui deve dividere o P o' T e precisamente (eve =3

dividere 7, non potendo dividere P che & primo e diverso da o, : o
adungue = é polinomio intero ed & = |
3 T
P;: Uo g o s o Uy H. _-1
Ripetendo il gid fatto ragionamenio si conclude successivamente =4
essere polivomii interi 1 quozienti =
T ? r
0y %, % %a % T ey
per em: pesta dimostrato che H & divisibile per P, essendo
T
H :- P -
ﬂ-l 'E‘E a8 m‘.l'
Osserviamo ancora che, se il prudotto di # per un pelinomie, che

contenga meno di = lettere e non contenga x, & eguale al pro-

dofto di due polinomii 7 ¢ &, uno di questi polinomii non contiene z.
Infatti, sia

HE=1P
dove I sia polinomio con meno di n lettere e senza m. Non puo
essere Juguale —-1 porché P, esseado primo, non puo essera pro-
dotto di due polinomi; sia esso prodoito (14) dei fattori primi B,
Bgs + v o5 By, quindi sia:

. HK
HE:ﬁjﬁg...gaP EPPBF{J T:BEﬁE"'Bﬁp'

PR R T e e e
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L’ nliima eguaglianza mostra che H K & divisibile per &, ed il quo-
ziente € Po B3 ... 0, P; ma B, & primo e confiene meno di » lettere
per cui dovra dividere od H o K. Poniamo
HK
Py

" K :
dove H; e K, sono — e K, oppure H e -, secondo che {, & op-
i i

pure pon ¢, divisore di H,; essi sono polinomii interi per ¢id che
fu cetto. Dall’ ultima eguaglianza deducesi che H; K, & divisibile
per Py ed il quoziente & Bg By ... [0, P per cui By, che & primo e con-
tiene meno di # letiere, deve dividere od A, o K,. Poniamo

—Hl_Ei:BEE’E..nﬁtP

Elﬁ":ﬂ :Hﬁxzzﬂsﬁa---ﬁap

dove Hse K, sono H,:0; e K;, oppure H, e K,: [y, secondo che
g €, Oppure non e, divisore di H,; H; e K3 sono polinomi inieri
per quanto fu detito. Continuando in questo modo si perverri ad
Lk =P
per cul, essendo primo P, uno dei fattori H, e K, deve essare -+ 1
e laliro 4 P; ma H, & guoziente della divisione di H per cerli
fattori # e K, ¢ quoziente della divisione di K pei rimanenti fai-
tori & per cul, non trovandosi @ in nessuno dei faitori B, B, ..., &,
perche il polinomio I mon contiene @, H e K sono prodotti di H,
e K, per polinomii ¢he non contengono @: per cid, se & H,.uguale
a -1, H non contiene @; & invece K senza @, se & K, uguale a + 1.
Premesso cid, poniamo che K ed K] siano infimi resti (16) delle
divisioni per P dei polinomii A e B, ordinati per le potenze della

lettera @ di P, rispeito alla quale supporremo ordinati tulti i polino-
mii che vra considereremo: sia precisamente

A =PQ- R MB = PQ, + R,

dove M ed M, sono polinomii che, non potendo confenere se non le
lettere del primo coefficiente di P, non possono avere pit di n — 1
lettare; per quanto fu premesso i resti B ed &, sono quindi necessa-
viamente diversi da zero, non essendo divisibile per P nessuno dei
polinomii 4" e B. Sein 4" e B’ vi sono lettere, che mon si trovano
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in P, diamo ad essi tali valori numerici interi da non ridurre a zero
nessuno dei resti R ed R, (9) ; indichiamo con 4, B, @, Q,, R, R, ¢id
che divengono cosi A", B', @', Q., R, R;; M ed M, non vengono
mutati perché confengono solamente lettere di 2. Avremo dungue

MA=PAJd+ R M B = P@,+ R,

Non pud essere zero A perclie, se cio fosse, siavrebbe P} —= — R 40,
la quale uguaglianza non pud sussistere (8) perché P @ & per lo meno
del grado di P mentre R & inferiore a P in @: per analoga ragione

non pud esser nuilo B.
A' B AB
- sarebbe intero anche —- perche il quo-

ziente della divisione A B per P s’ ottiene da quello di 4 B per P

attribuendo alle letlere non contenute in P 1 valori numerici interi

AB ER,

che furono a loro attribuite. Se & intero —5-, & intero anche —-,

Se fosse intero

Es-.
sendo

RER AB
= MM, - — MAQ, — M, BQ+PQQ,

Se R, contiene ancora &, sia Rs resto infimo della divisione di P
per I2y; precisamente sia

My P = Ry @+ R;

dove My & polinomio con meno di » lettere, non contenendo @ (16):
Q. invece conterrd @ perché P & superiors ad £, in @: per quanto
fo premesso non pud quindi esser nullo By Dall’ ultime eguaglianze
deducesi ’

RR, RR,
p —ME— 5 ¢

RR, .
, & intero anche —5-. Se Ry contiene an-

i

per cui, se e intero —

cora @, sia R resto infimo della divisione di P per R.: precisa-
mente sia

MyP=FR;Q+ Ry .

Il resto 24 non pud esser nullo ed &

RR,
P

RR,
— My R — 5" G

P e e b
i3t A P
Sl e LR

EEE TE2 S w [ LSRRI w mbemd o i g gl o T
) A0 B s ! B -l A Ll alidlhe et f kbl El L s
T "
& s
PEERERRAS M R e T B O R e e e e e e B et i i
1 . aa i



— 179 —

. . gR, | . & ) :
per cui, se & intero —5~, ¢ intero anche —i%. Continuando, devesi

pervenire ad un resto senza & perché ogni nuovo resto & inferiore al
resto precedente in 2: sia esso Ky e sia

MJ;P=R;,_1Q¢+RR.

Per quanto fa premesso & diverso da zero R;; &

RR BE, 4
P *=RM, — P W
. . . RR,__ _ I
per cui, se & intero 'Fk ! e intero anche TR*; ma questo non
pud essere intero perché R R, & inferiore a P in &, essendo R infe-
, , A’ B’
riore a P ed R, senza @. Non pud dunque essere intero —5— perche,

: : : RR
s¢ fosse intero, seguirebbe dal fatio ragionamento che anche Pk Sa-

rebbe intero. I polinomio P non pud dunque dividere il pmduft{}
di due polinomii, se nessuno dei medesimi & divisibile per P.

[1 teorema & dunque vero pei polinomii primi di »n letiere, se &
vero per quelli, che hwnno meno di » lettere; ma & vero per quelli
senza lettere, cioé pei numeri (11), quindi & vero pei polinomii primi
ad unica lettera, quindi & anche vero per quelli a due letiere, e cosi via.

18. Dal teorema precedente segue che: Sussiste pei polinome pri-
mi una leoria identica a quella dei numerd primi, purché soltanto
sl considerino come unico divisore, od unico multiplo, due divisori, ©
multipli, che difleriscano solo pel segno, tali cioe che 1"uno s'ottenga
moltiplicando I'altro per — 1, la qual cosa noi appunto faremo (7).
Possiamo cosi enunciars senz’altro le seguenti proposizioni, che si pos-
sono dimostrare con ragionamenti affatto simili a quelli con eui si di-
mostrano in aritmetica le analoghe proposizioni pei numeri:

Un polimonio st pué scomporre in wun $ol modo in [attor:
PN,

Percheé un polimonio inlero sia divisibile per un aliro é neces-
sario e sufficiente che il primo condenga almeno con eguat espo-
nenie & fatiori primi del secondo.

(#) Vaolendo ‘ingliere anche querin smhignita sl pud convenire p. es che i polimomii priml
debhano avere terminl suprem! positivi, V. F. Gowoiok : Algelra ad wso delle scucle liceali. Editors
Remwo Sandron, Palermo, 1887,
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Sono divisort comuni di pin polinomit inleri il prodolto dei loro
jatlort prime comuni al mimmo esponente ed it divisori di tal pro-
doilo.

Sono multinli comunt di piy polinomwi if prodotio dei loro fal-
tort primi, comunt ¢ nom comuni, ol massimo esponente ed i mul-
Lipl di tal prodotio.

19, Dall’ultimo teorema dimosirato segue pure che: Il prodotio

di due purf polinomii ordinati per le potenze d’una letiera & un puro
polinomio ordinato per le potenze della stessa lettera (11) per cui: Se
il prodotio d'un puro polinomo ordinalo per le polenze di x per
un polinomic indipendente da < ¢ divisibile per allro prodotio
della stessa famci, il fallore indipendente da x del dividendo é di-
visibile pel fatiore indipendenie do x del divisore ed il faliore in
X & divistbile pel faliore in X.

20. Se 4, B, C sono puri polinomii ordinati per le poienze della
lettera « relativamente alla quale C abbia grado minore di 4 e

i ?,!e.;‘iihzﬁ.{i:,;ar:.; CAE e R h
; - L I e s e e
LN AbAG SRR b bl L e A L T M R L B s e e R B

di B ed il prodotto di C per un polinomio intero indipendente da @
e resto della divisione per B del prodofto di A4 per un polinomio
indipendente da &, diremo che C & reslo principale della divisione
di 4 per B.

TroremA. Se sono dati due puri polinomii ordinali per le po-
tenze d'una leflera, un solo polinomio, a parte il segno, & resio
principale della divisione d'umo dei polinomé dali per Uallro.

Dimostrasione. Infaiti, siano 4 e B 1 due polinomi dati, che sup-
porremo ordinati per le potenze della Iettera @ ; se non sono d’egual
grado in &, sia A quello di maggior grado; in guesto caso per poter
giungere ad un resto inferiore ad A ed a B in &, dovremo dividere 4
per B: se siano d'egual grado, vi potremo mvece giungere ianto di-
videndo A per B come dividendo B per 4. Siano R ed R’ restt prin-
cipali oftennti dividendo sempre A per B e precisamente sia

MA=—BQ-+ NR MA=BQ |+ NFE

dove R ed R siano puri polinomii ordinati perle potenze di & mentre
M, N, M el N sono indipendenti da @. Togliendo ['ultima egua-
glanza woltiplicata per M dalla precedente moltiplicata per M e

Hﬁiﬂaﬁﬁﬂmiﬁﬁmﬁ FoRNR LS :.::::.-_.:' L -..E::?.:.E::::.E..-.-:;:: -:_..-';..-_... e :'-:g';'-;‘."_ﬁ;'-“ A R g e e S e e x SAA R gehatly b s AR

TOTE TR ST TR TP T R
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serivendo opportunamente, s'ottiene
(MQ —MQB=MNR — MN'R.
Deve quindi essere

MY — M Q=10

perche, se cosi non fosse, il primo membro sarebbe almeno del grado
di B in @ ¢ sarcbbe cguale ad un polinomio di minor gradoe, £ ed R’
essendo inferiori a B, la qual cosa non pud essere (9). Per cio ¢

M NR=MN'E

e deve quindi essere (19)
MN===MN' R==F

cosicché R ed R’ sono unico resto (18), potendo solamente differire
nel segno.

Se A e B sono d'egual grado, siano 22 ed £’ resti principali otte-
nuti dividendo una volta A per B ed un'alira volta B per 4 e preci-

samente sia

MA=BQ-+ NE LB=AQ-+NFR

dove R ed R sono puri polinomii ordinati per le potenze di & mentre
M, L, N, N' sono indipendenti da «. Siccome B ed 4 sono d’egual
erado in 2, ¢ indipendente da @ anche Q' per cui basta porre

0 — — M’ e
per rieonoscere, nel modo gid usato, dover essere
R==—=FR.

TrROREMA. [ divisori comuni a due purt polinomi ordinall per
le polenze duna leltera sono gli slessi che i divisori comuni ad
uno di essi ed al resto principale della loro divisione.

Dimostrazione. Siano 4 e B i dus polinomi, che supporremo
ordinati per le potenze di #; R sia il resto principale della loro
divisione e precisamente sia

MA—BQ+ NR

= e L
T e i T A s =

e —
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dove M ed N sono polinomi indipendenti da @. Dico che, se C &
divisor comune di A4 e B, esso & anche divisore di £ eppero divisor
comune di B ed R; e se D & divisor comune di B ed R. esso &
anche divisore ai 4 epperd divisor comune di A e B. Infatti; dalla
precedente uguaglianza deducesi

NR A B M A n /4
¢ M5 —C7 o —4y N3

per cui C, che & divisore di A e di B, & anche divisore di NVE; e
D, che ¢ divisore di B e di A, é anche divisore di 4 4,; ma Ce D
non passono aver divisori indipendenti da , diversi da === 1, perche
son divisori di puri polinomi ordinati per le potenze di 2; per cui,
essendo N R divisibile per € ed M A per D, deve essere R divi-
sibile per C ed 4 per D (19). Adunque, 1 divisori comuni di 4 ¢ B
sone gli stessi che 1 divisori ecomuni di B ed A: si riconosce pa-
rimenti che sono anche gli stessi che i divisori comuni di A ed R.

21. Diremo Divisor comune suprema, o massimo comun divi-
sore, di pin polinomi interi, e I'indichereme con M. C. D., il (18)
polinomio che divide ciascuno d” essi polinomi ed ¢ divisibile per
ogni divisor comune dei medesimi,

Diremo Muliiplo comune infimo, o minimo comune multiplo, di
piu polinomi, e I'indicheremo eon A7. M. ., il (I8) polinomio clie
¢ divisibile per ciascuno d'essi ed @ divisore d'ogni multiplo comune
dei medesimi.

0 MC.D. edil M. M. C.di piu polinomi, che siano scom-
posti in fattori primi, si formano subito seguendo le norme stesse che
valgono per 1 numeri, a parte il seguo (18). La scomposizione dei po-
" linomi in fattori primi, sebbene sia sempre possibile, & perd gid com-
plicata pei polinomi ad umica lettera e pud dirsi addirittura impra-

ticabile, in generale, pei polinomi a piu lettere. Ci occuperemo quindi
ancora della ricerca del M. €. D. didue polinomi per mezzo delle
divisioni suecessive: pur troppo perd la ricerca riesce goasi sempre
faticosa anche con questo metodo, pur se trattisi di due polinomi
ad unica letlera.

La ricerca del M. C. D. e del M. M. C. i pin polinomi si
riducono alla determinazione successiva del AL C. 1. di coppie di
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polinomi, oltre ad usuali operazioni di minor importanza, ricorrendo
agli stessi principi che sono valevoli per i numeri.

22. Per il secondo teorema dimostrato al numero 25 possiamo
enuneiar subito la regola:

Se sono dali due puri polinomi ordinall per le potenze duna
leliera comune e se ne vuole il M. C. D., s cerchi il resto principale
della loro divisione, poi i cerchi il reslo principale della divisione
dellmnferiore dei due dali polinomiy per il trovalo resio principale.
poi st cadcols semnpre il resto principale della divisione del penuil-
temo resio principale calcolalo per (wliimo: in questo modo, sic-
come ognt nuove resio ¢ inferiore al precedente, si perverrd final-
mente ad un resto principale, che sard divisore del precedenie :
esso é M. G, V. dei datz polinomii. Se il M. C. D. & == 1, la qual
cosa si verifica quando 'ordinario resto dell*nltima divisione fatta sia
indipendente dalla lettera ordinatrice, i due dati polinomii sono primi
ira loro.

Se si vaele il M. C. D. di due polinomii inferi goalunque, si
pongano entrambi softo forma di prodotti di puri polinomii ordinati
seceondo le pofenze d’una medesima lettera @ per polinomii indi-
pendenti di @ il loro M. C. [. & prodotto del M. €. D. dei fattori
indipendenti da @ per il M. C. D. dei fattori contenenti & (19).

23. Per quanto fu detto. la ricerca del M. C. D. di due poli-
nomii di » lettere richiede solamente delle divisioni, oltre a deier-
minazioni del M. C. D. di polinomii aventi meno di » lettere, por
cul si sa caleolare il M. C. D. di due polinomii qualunque di # let-
iere, se si sa calcolare quello di due polinomii qualsiansi a meno
di = letiere; ma si sa caleolare il M. C. D. di due numeri, dunque
si sa calcolare quelly i due polinomii ad unica letfera, quindi si
sa caleolare quelto di due polinomii con non pin di due lettere, quindi
anche quello di due polinomii con non piu di tre letters, ecc..

Stamo dunque in grado di caleolare 3. C. D. e M. M. C. di pil
polinomii interi; e ¢id sappiamo fare operando sempre con polinomii
interi, senza introdurre mai frazioni neppure solo provvisoriamente

Genovd, pennaio 1594, F., Grupick.
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(EAI DI MATEMATICA DATI PER L' ESAME DI MATORITA

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL'AUSTRIA-UNGHERIA
alla fine degli anni scolastici 1801-92 s 180292

, (Continuazione: V. pag. 27, 55, 97 ¢ 148),

VIENNA : i 7. Ginnasio Franc. Giuseppe, — 1, (2@ -+ 1yos @241 (254 | P

= 1: 10000.
20
2, Qual & 1'11"™ termine nello sviluppo di (Em—i) ¢

2w

3. Di ung piramide ironea & nola P'altezza h==48 e, la somma dells bast
s=164 em.* ed il volume »=3004 cm.®. Si caleolino le basi del tronco ed
il volume dell'intiera piramide; inotre, supposto che il trosco sia quadratico
regolare, si caleolino le Innghezze dei snoi spigoli e gli angoli d'inclinazione
degli spigoli Iaterali e delle faccie laterali colin base.

4 o Fy? —T225 =0 & a?-Ly®— 212 -+ 8525 —0 sieno le e ua-
zioni di due linee in coordinate ortogonali. Si costruiscano queste e si detormi-
nino i loro punti d'intersezions e cosl pure U'srea del guadrilatero le cui dia-
gonali somo la centrals e la cordn d'intersezione delle due lines.

Viewna @ 4. r. Génasio nel III Circ, — 1. Un capitale di 10000 [ deve
‘venire ammortizzato con nna guota annusle di 1001,5 £ pagabile alla fine di
Ogni anno; in quanti anni si fad cid cxleolando il 49, d'interesse composto?

2, In un cerchio due diametri si segano sotio un angolo y=368021" 40",
Congiungendo i loro estremi una delle corde ¢ di d==400 m. maggiore del-
Ialtra. Quanto & lunga ognuna delle corde e guanto il dimmefro?

o. Dato il raggio d'una sfera caleplare il volume d'on tronco sferico se
una delle due basi passa pel centro e l'altezza & il segmento maggiors del
raggio diviso in medin ed esirema ragione,

2t |y _
20 ' 18
cenfro di quest'ellisse ed il <uo fuoco nel fuoeo di questa che giace sul lato
positivo dell’asse delle ascisss., Sotto che angolo s taglianco le due curve?

. (B —n _P"; £ —m
et ]/E— 900 -

2. La somma di una progressionc di tve termini & 07. La differenza fra il

4. L'egnazione d'una ellisse & l; una parabola ha il vertice nal

VIENNA: i@ r. Ginnasio sup, neld’ VIII Cire. —

5% e 2% ferming & di 25 magpiore della differenza fra il 210 pd i1 1m0 tep-

mine. Qual & la progressione?

3. Ad una piramide retta che ha per base un quadrato & inseritta una sfera
tangente alla base e ad ogni faccia lalerale. Qual & il raggio della sfera se il lato
della base ¢ a==>5 e I'nliezza ¢ A= 62 In che rapporio viene divisa tanto la
piramide gquante la slera dal piano condotto per i punti di contatto delln sfera
colle faceie laterali ?

e () e e e R e e T P e e e e e b R i :.:-.:. e o o P LA ik OB S L T
i L DA U B Bl e e e R R L e N S 4
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4, Qual'é ['equazione della parabola, il cul veriice sta nell'origine delle
coordinale, ed il eul asse coineide coll'asse delle asetsse e che é toeeafa dalla
retfa y=—eaw-}-& (4 y — 32—28), Dove giace il ponto di contailo ? Quanto
dista il fuoco della parabola dalla reits, e guanto dal punio di coniatio?

21 :
Viessa e 7. . Gianasio nel IX Cire. — 1. L o} y= , 1L A |
8 y -
25
=z

2, A che sommma ammonta unn guota di 300 {f. pagata al prineipio di ogni
anno verso il 4 %“,fn d'inferesse composto dopo il principio dell' 8™ anno, se

per le spese d'amministrazione viene levato alla fine d'ogni anno I’ 1-41; 0o 1

3. Delerminare il volume d'on piramide triangolare dati i lati della base
a=—9,07, b=258,84, ¢=T,6 sa lo spigolo latersle K — 6,2 fa colla base l'an-
colo o="T0°

4. Bi deiermini il luogo zeometrico del punto di mezzo di fufie le corde
di nna parabola che si tagliano nel piede della direttrice.

Viesna : & r, (Ginnasio sup. nel XII Core. — 1. Un tale pud podere per
10 anni nna rendita di 700 f. ehe szeade alla fine d'ogni aneo; quanto vale
essa al momento, ealeolando Dinteresse daf 49/ 2

2. Risolvare le equazioni =* + y P oy — 336 & =7 |- z P oy

3. Un triangolo che ha un lato @ e 1 due angoli adiacenti f ey ruota al-
torno a queato lalo, qual' e il volumo del corpe di rotszions®

(In generale e per a =6, §==907°12", y = 13°18").

4, 8i trovi Vequazione di quella tangents al cerchio %° y? =20 c¢he &

119
112,

4
parallela alla velta y — — 5 @ -+ B,

(Continua).
b e —

PICCOLE NOTE L SUNTI DI NO'PE

Un problema di geometria. — Dati tre cerchi tangentl ad wne retia,
condwerre une secante tale che determani nei fre cerchi ire corde fre loro
eqricelt, |

Lemma. 1. Se si unmisee (V. tavola, fig, 17) il punto medio della retta doi centri
di due cerchi con un punto H gualungue dell’ asse radicale, e per H si con-
doce upa perpendicolare nlla conginngente, le corde determinate dai due eireoli,
saranno egoall

Infattl essendo H un punto dell'asse radicale, ¢ K ¢ K | punti di mezzo
delle corde. nvremo l'eguaglianza |

HD HD = HC.HC ovvero HK* — KD* = HEK? — K'(®,

Ma HEK = HK «qundi K D= K'C ed anche DD = CC" c. d. d..
La proprieféa reciproca ¢ ugnalmente vers e si dimostra nello stesso modo.

1 [ . = -l

g AN N L D i )’ i S R
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Lemwa Il Per un punto O & possono condurre due rette in modo che le
corde che esse determinanc in due dati cireali sieno uguali fra loro.

Infaiti (fg, 2) basterd deserivere un cerchio avente per dismeiro OB,
gzgendo 3 il punto medio della linea dei centri. Se si congiunge il punto
dato Q con i punil nei guali questo carchio interseca 'ssse radicale, verranno
determinate le rette le quali per il lemma antecedente soddisferanno alla condi-
zione richiesta.

Lemna ITI. Be st conducono tre rette io guisa che le copple di corde che
eiascuna determina in due circoli dall sienc eguali, il circolo eircoseriiio al
triangolo formato da queste rette passa pel punto medio della linea dei ceniri

Infatti (fg. 3°) ee H, H', H sono i punti nei quali queste reife incontrano
I'asse radicale, ahbiamo veduie che H M, H M, H' M riescono perpendicolari
a gueste vette, Quindi il teorema che & vuole dimostrare si riduce sl reciproco
del teorema seguente : se da un punto di un circolo si abbassano le perpendi-
colari sui lati di un triangolo iserifto, 1 pledi stanno in linea retfa. Questo
teorema é molto noto ed il suo reciproco si dimostra facilmente. Quindi & yerg
il lemma enunciato.

Lemva [V, II problema seruente : dafi tre cweoli, condurre una secante in
modo che le tre corde che deferminano nei tre circoli sieno ngueii fra loro,
ammette tre soluzioni. Le tre retle che vi soddisfano formano un triangolo
iscritto nel cerchio dei nove punti relative al triangolo avente per verticl i
eantri dei circoli dati. :

Infatti (fig. 1°) le rette D C perpendicolarl ad M H inviluppano una para-
bols. in cai 1"asse radicale dei due cireoli € la tangente al vertice ed A il fuoeo.
Infatti & noto che i piedi delle parpendicolasi abbassafe dal fuoco di una para-
hola sopra le tangenti, si trovano sulla tangente nel vertice.

Cioé Ie rette che deferminano in dae cireoli A ¢ B coppie di corde uguali,
inviluppano una parabola il cui fuoco é il punto medio della linea dai centri.

Similmente in due ecircoli A ¢ ¢ le medesime refte invilupperanno un'altra
parabola. Quindi le rette che soddisfano alle condizioni del problems sono lo
tangenh eomuni alle due parabole. Si sa che due parsbole hanno tre f[angenti
comuni senza contare la retta ali'infinito. Dunque il problems ha tre soluzioni,

Ora il lemma Il ci dice che il {riangolo formato da queste tre refte ha il
carchio ecircoseritto passante per cizssuno dei punti medi del segmentl che uni-
scono i cantri dei cerchl duoe a due. Quindi il eerehio ecircoseritio a quel frian-
oolo & quello passante per i punti medi dei segmenti chie uniscono i centri dei
cerchi due 8 due; cioé & il cerchio del nove punti relativo al triangolo avente
per verficl 1 cenfri dei dafi; ¢. d. d..

Cid posto il preblema proposto in prineipio si risolve facilmente Sieno 4, B, C
i cantri dei cerchi dati (fig. 4%) tangenti alla retla date M N. Questa retta &
nna delle tre che soddisfano al problems generale enunciste nel lemma 1V,
poiché infatti le tre corde =one ugusali fra loro, perché ridotte a wero. Ora il
triangolo formato dalle tre rette che soddisfano &l problema e iserittc nel ecer-
chio dei nove punli relztivo al triangolo avents per vertiel i centrl dei cireoll
dati; quindi basterd costruire questo circolo, ¢ioé costrmire il circolo che passa

-
......
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per i punti medi A’ B, @ dei lati del triangolo A B (. Quesio circolo incon-
trerd la reita data in due punti M ed N. Bisognerd per ciascano di questi
punbt condurre le relle che soddisline alle condizioni del lemma 1L Per ciascunao
ung solozione sard Ia relta M N, e 1'altra una delle retle cercate. Coti trove-
remo le due reite »1 ed n che ne soddisfano al problems.

Corollario. Se si costrniscono quattro circoli tangenti ad una retta e fali
che uno dei centri sia £l puanto d'incontro delle altezze del triangolo formato
dagli altri fre, si possono condurre due rette tali che le quaitro corde deter-
minzie da ciascuna siano ugnali. .

Infatti si sa che il cerchio dei nove punti passa anche pei punti medi delle
rette che umiscono i vertiei col punto d’ incontro delle altezze. Bd & fscile ve-
dere che considerando i dati cerchi tre a tre, le refte che =oddisfano al pro-
blema coincidono,

Osservazioni. — Al lemma III si pud aggiungere un’alira proprietd, che cioé
il punto dincontro delle altezze del triangolo formato ds tre rette ece. si trova
sopra una retta parallela all’ asse radicale e distante da M di una distanza
doppia dalla distanza di M dal medesimo asse radicale. Cid si dednce dal feo-
remg che la retta di Simson divide per metd la retta che congiunge il punto
della circonferenza col punte d'incontro delle gltezze del triangolo iscrifto.

Da cio s1 jicava facilmente una proprietd che si pud aggiongere al lemma IV
che ciod dati tre cerchi, il segmento che unisce il ecentro dal cerchio circoseritio
al triangolo avente per vertici i ceniri col punto d'incontrn delle altezze dael
triengolo soluzione, ha per punto di mezo il punto d'incontro degli assi ra-
dicali,

Quindi la soluzione del problema principale (trovati che sieno i punti d'in-
contro M ed N con la rvetta data tangente ai circoli) =i riduca a coetruire un
iriangolo di cui si conosce la base ed il punto dincontro delle altezze.

A, DAOVE,

—+3R2E—

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
198%, 200%, 201% e 204°

-

198°%. Costruive il triangolo equilatera d'area inassima i cui lati passano
per tre punti dati non situgtl e lineg refia,
(G. Cannmo).

Soluzione del Sig. B, Lugaro, alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo.
Siano B, N, P tre punti dati, non situati in liges relta. 81 ecosfruiscano,
esternamente al tnangolo MNP, gli archi AN, NB P, P CM, ciascono
capace di un angolo di G60%; siano Q. R, § rispetlivamente i loro centri. Per N,
siconduca la AND parallela a QR. 8i tivino le BP, A M, che prolungate
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& incontreranno in O, formando un angolo 4 CB di 60Y, per essare z CAB =
ABC=~60° C s troverd percid suil’arco M CP.

Il triangolo equilatero A B 0, i cui lati passano rispetfivamente per i puntj
dati, & quello di area massima; in sl termini é di lato massimo,

Essendo A B il massimo segmento che si possa condurre per IV e che abbia
gl estremi negli archi MAN, NBP (Euclide, Iib. TII, esere. 9), ¢i rimane a
dimosirare che contemporanesmente sono tali A C e BC, cio? che sono rispel-
* tivamente parzlleli & Q8, SR.

A tal nopo si compizno 1 tre cerchi: essi passeranng per ung stesso punto O
(Kruse : Geometrie der Ebene, § 20, art, 4, 1); tivinsi OM, ON che risul-
tano perpendicolari rispetfivamente alle §Q, QRE. Si ha che i due angoli M A N,
SQR, per essere ambidue supplementari- all’angelo M ON, sono eguali: hanno
i lati QRB, AB paralieli, quindi sard QS|| A C. Similmente per BC.

- 11 friangolo QRS & equilatero.

Essendo A B || QR, I' .z ONA & retio, epperd OA & dinmetro del cerchio (Q).

A, B, C eono i punti d'incontro delle OQ, OR, 0.5 con i fre archi costruiis (7).

Soluzione del Sig. V. Columbo, siudente nella R. Université di Napoli.

Tratterd la quistione pin generale: Costruire il massimoe @riangolo, sinvie
ad un triangolo dato, § cui ladi passino per ire punti dati non posti in linea retia.

1. Abbiansi dae cireoli 0,, 0, che si tagliano in H, K e conducansi per H
due corde AB, A, B, quali si vogliano, Siha < AK4A —AHA —BHEB —
B KB; pereid A EB —AKA+ AKB —AKB + BKB—AKDL,
onde se¢ due circoli si tagliane le corde condotte per wno dei punti d'interse—
zione sono viste dall’aliro sotio angoli uguah,

2. Biane A, B, C i tre punti dati ed w, B, ¥ tre angoli tali che e+ PB+v =
1809, Si deseriva il triangolo A B e sul laio a = B C, esternamente al {rian-
golo, si costruisca un circolo 0, capace dell'angolo z e su b= CA un cor-
chio O, capace d’un angolo = B. Tali archi prolengati s’incontrano nuovamente
in Hesi hai: «# CHB -}-a—AHC4 8 = 1809 e deserivendo un circolo di
centro O, sopra ¢ = A B, capace dell'angolo y, anche yuesto passerd per H,
giacché dalla precedenti eguaglianze, e dall’essere @, f, y i tre angoli d'un tran-
golo, segue < AHB 4 yv = 180",

Un triangolo i ewi lati passine per A, B, C e cogli angoli a, B, v a1 ottiene
conducendo per A una retia quelungue che incontri i cerchi O, O, n £, F,,
poi tirando £ ( ad F B, le guali s'inconfrano in un punio D, che apparfiens
evidentemente ad 0,. Ora di tutti i triangoli come D E F, ii massimo DEF e
quallo ehe s ottiene tirando i diemetri H O D, A O, E, H (), F. Infath, anzi-
tutto i fre punti C, D, E sono per dirifto, poiehé i fre segmenti & O D, H C,
H O,E hanno i loro estromi per diritto e cost dicasi delle terne di punti
D, B, F; E, A F cosiccht D EF & un triangolo circoseritto ad A BC e coghi
angoli #, B, v. Dimosiriamo che la sua erea & sessima. Per 1) si ha =~ DEE—
D, HE, el essendo le corde H D, HE, minori dei diameir: D, # & consegue

{#) Bolnzioni poco diesimili dai Sige. B. drmane (Almne del R, Liceo di Alessandrim); &, Cec-
cherini (R, Ist. tec, Roma); B, Celestri (R, Isi, tee, Modiea), 3, Horale (R, leb tec. Uafonis).
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ADHE> D HE, Anelogamente A\ EH¥ > E HF, A\ FHD > F, HD,
¢ quindi anche /\ DEF > D E F, c. 4. d. L S
Troviamo ora V'espressione dell’area del triangolo DEF. 8i ha DE=2 0,0,
. ® Oic_E.E:nm Eﬂiﬂf}‘ £01GGEZ(QDD_E)+C+(9DD_®
— 180% — (x + p— C), come risulta dall'osservare che O,C, 0,C sono i raggi
dei eevchi O, 0, in cui*sono inscritie le corde «, b insistenti su angoli wgual
ad o, B e dal faito che tiraudo O,L e O,Nf . perpendicolari & CB ed AC =
ha = C0, L=4#, 0, CM =§. Posio cid dal friangolo 0,C 0, conssgue

v 0, €=

| 0,0." a® : b ab.cos[ 180" — (x - B — C)]
12 4 sonfa | 45&:13"{3 2senxsenf
e quoindi
o ﬂ! b&- Eﬂbﬂﬂﬁ r 4 - |

172 7 con®x ' ozen®P senc sen i

Ora posto A\ DEF =2, si ha, com'é noto:

$ DE.senD.sen B
— Z2sen(DLE)

onde, ponendo mente che ~ D=—u, ~« E=§, segue:

g 1 l a® b* y 2:;!7{:03(&.—[—[5—(.{)& sen oz sen
"= 9 | senfa | senf seno sen ) sen (ﬂ-“l“ﬂ)_
- 1 .- Sen &
:Esun(m—]—ﬁ)?ﬂuaanz } bamﬁ - 2abeos(x—+ P U)E

Ossereasions, 11 case di ¢ =—B=—+ corrisponde-alla quistione 198. Allora
H & definito dalla condizione # AHB=—=BHC=CHA=120" e, come
si sa, la somma delle sue disianze dai tre vertict 4, B, & un minimp,
L'srea del irisngolo rispondente alla guistione & poi
’ 1
2 sen 1207

iﬂ'g+ 52 L Eﬂ:ﬁﬂnﬂ(lf&ﬂﬂ— El)l=
L
ﬁ% a* - b* — 2ab cos (60" -- c]g ()

200*, Dato wn triangols eguilotere ABC di esntro O o d'allssza h ed
un punto O' del suo piano, tale che il segmento 00" sia eguale a k, espri-
mere in ﬁ&i:;fnrw di h e k Tarea del triangolo DEF che ha per vertic: i
piedi delle perpendicoluri condotte da O ai fre lati e dimostrare che il trian-

B ' 3 o
golo DET ¢ ¢ 16 del eriangolo A B C pet punti delle circonferensa inscrifia

i quesio frigngolo.
(G. TmELLA).

(%) Quest'nitimo risuliaio ei yenne comunieato anche dal Big. G. Candido, nutore della qui-
stione,

24
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- Dimosfrazione dei Sigg. F. Oelestri, alunno del R. Tstituto tecnico di Mo-
diea e M. Morale, licenzialo dal R. Istifuto tecnico di Catania.

Biano AD', BE, CF le altezre del triangolo A B C, che s'incontrano in 0,
¢ da O si condncano le perpendicolari 0L, O'M, O'N rispettivamente su queste
tre altezze. Posto - D'0 0" — « e prendendo come senso posilivo dell'angolo «
quello pel quale da B si va ad A, poi a C, per ritornare a B, & chiaro che
8L avra:

' h k

OD=—=LD —=d=— g —Acosy; G'E:ME’:&:-g——]— k.cos (B0 —a);

3 7 h
[1] G’F:NF’_}".._.ET k. c0s (120° — o) — — -1~ & . cos (60° -1- ).

o
Ora:

1
A DE F= 5 (DO'. EQ'4- EO'. FO" - F0' . D0").sen 1 20°

2] .. . . _
' =2 @etor+ra)

per modo che non rimane che ad esprimere il trinomio de¢ -+ e¢f - fd in fun-
zione degli elementi dati.
Valendogi delle [1] ai troya subito:

de-—}—af+fd._.}; 2&.%1—%&1»}—003(60" ) cﬂs(ﬁﬂ"—!—m}i

— k2 {Gﬂﬂm e0s (ﬁﬂ“—u:.) T (EG“——::)«CHE(EHH —[—:r.:} + 08 {ﬁﬂﬁ-l— Gﬂ) 14 :r.%

¢ poiche
~— 05 ¢ ~}- cos (60° —a) - cos (BO° 4 o) —
—cos0, |- 2 cos 60°, eos & =— cosu -}~ cosa =0,

cos & [cos (60° — &) -}~ cos (60° 4 )] — cos (60" — &) cos (60° 4~ o) =
= cos? @ — eos? 607 . cos® v L een® 60° . sen®o —
cos” o J J.costa 5

! —_—
cos’ e ——— + & 4

risalta infine, per la [2]:

N\ DEKF =

3 (- 1)

3 4
Nel caso che O0° sin un punto della circonferenzu inscritte in ABC si ha
3 3f 22 \° h
4] (lato)* = 4 = ", con-
4 4 1/ 3 V’ 9

k

segue :

g 2
1 ZE N L WA

_ i Big. IF, Celestri osserya poi che se 1 segmenti ccmd:utti per O’ senz'essere
perpendieolari ai lati del friangole A BC, formassero con gquestl, nello slesso
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senso, angoli tutti eguali a [, l'espressione dell’area del triangolo DEF diver-
rebbe quella precedente divisa per sen® ), ossia costante nello stesso modo per tutil
i punti di una ecirconierenza concéntrica a quella circoscritta al trizngolo ().

201%. AB ¢ CD son0 una corda e un diameiiro perpendicolare d'una. cir-
ie retie congiumgenti © punfi G, D alle estremita B, F d'un

conferensa data;
iz deseritta su AB come diametro si ia-

diamstro gualungue dolla circonfe
gliano in un punto M.

49 Qual é il luego del puntc M ?

20 Dimostrarve che W veite MD, MA, MG, M B formars un fascio isagonale.

(V.va F, Prive).

Risposta del sig. E. Lugaro, alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo.

19 8ia O il punio medio di ARB: P il coniugato armonico di O rispetto al
due punii C e Dj le quatiro rotte MC, M0, MD, MP formano un fascio
spmonico. Essendo O E=—OF, la EF, come si ga, dev'essere paraliela alla 3 P,

quindi abblamo
O, CP
MP: 0FE=CP:00, MP—= Co — castante,
Sicecame poi le AC, AQ, AD, A P formano pure un fascio armonico € le

coningate AC, A D s0no rettangolari, la AD & la bisettrice dell” angolo OAP

o del suo supplementare, quindi
DA.CF

AP:0A—PD:DO=CP:00, AP = co -— PM,

Il luogo del punfo M &, per conseguenza, il eerchio di centro P e raggio
P A. Questo cerchio taglia ortogonalmente quello dato, perche la AB essendo
l]a polare di P rispetto al cerchio dato, ¢ PA tangente a questo cerchio.

o0 FBesendo P A tangente al cerchio DAR si ha PC:PA=—=PA:PDe
componendo e dividendo HC: PA—HD:PD, CG: PA=GD:PD, da cul
risulta HC: HD =CG:GD.

Le quattro rette MC, MG, MD, MH formano quindi on fascio armomico,
ma le coningate MG, GH sono rettangolari, dunque M G & la biselirice del~
'angolo CMD ed MH quella deli'apgolo formaio da CM e dal prolungamento

di DM,
Se ora il punto M si trova sull'arco A B esterno al cerchio O, si vede su-

bito che le coppie di rette MO, MD e M4, M B formeno angoli uguali colla
bisettrice MG, ande .« AMD=—BMC., Se invece M cade nell'arco A B interno
ol cerchio O, prolungando le DA e M C fino sll'ineonfro del eerchio 4 H in [,
L, essendo M H bisettrice dell’angolo CMJ, si ha arco HI—savrco HL, quindi
anche arco I A —arco LB, donde segue -~ AMI—LMB, o percid le retle
MD, MA, MC, MB formano in ogni caso un faseio ispgonele.

T P TR L R BT R SR I R

(¥) Rizolusionl i questa guistione dipendenti dal teorems 3, dimostrato s pag. i ed B0 del
Vol. ¥V, &1 questo Periodico, peryennero dui Bigg. #. Colombo (R, Isi. tec. Romal, ¥V, Calumhe (plu-

dente a Napoll), &. Lugaro (R, Liveo [aribaldi, Pealerma).
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20%°, T tre punti simmatrici di in punto M di un civeols, rispetio a tre
ralie passant: per il centre di guesto, sono vertici di un triangolo che’ rimane
costante nella forma e nella grandszse, al wariare di M sul circolo.

(G. Bsas),

Dimostrazione del Signor F. Celgstri, alunno del R. Istituto tecnico di Modica.

Sizno 4, B, U1 tre punti simmetyiei di M rispeito ai tre dismetri X'0X, Y07,
Z' 0% del cerchio. B anzitutto evidente che i punti A, B, € si trovano nella eir-
conferenza insierta ad M, lnoltre, poiché 1é rette MA, MB sono perpendieolari
ad OX, OY, el variare di M sul circolo '~ AMB rvesterd eguale o supplemens-
fare di XOF; risulta da cid che la corda AB & coslante, Nello siesso mado sj
dimostra che rimangono costani i lsti BC, 04 el iriangolo ABC onde esso
conserva la slessa forma e grandezza guelunque siz la posizione del punto M ()

Dimasirazione ,del Sig. L. Gragnuni, studente a Piombino.

1 punti simmetbridi -di 3 rispetio a tre dismetri fissi del sircolo sizne 4, B, C
e scelio un secondo punto M apparienente allo stesso eircolo, si determinino
ugualmente i punti simmetrici 4, B, €' di A, vispetlo ui diametri considernti.
I sei punti 4; B, C; A, B', O’ s troveranmo sulla circonferenza,

Le rette MA, 82°A’ essendo patallele, stuccheranzo sul cireola gli archi MW, 44°
che saranno uguali; eliretlanto dicasi per le parallele MB, M'B ed MO, R,
le guall danno src. M HW'—= BB e arc. M M — € (', Rrsulta quindi are.
AA"= BB = CC'. luoltre & facile vedore che i tre archi AA", BB, CC" vanno
nello stesso senso, Dopo cid saranno anche eguali gl avchi AB & A'B’. BO o Be,
CA e C'A', perché costituiti da parti egunli, e in conseguenza AB=— A'R’,
BC=—PB'C', CA=C'A". 1 due tnangoli ABC, A'B'C’ avendo i lati Tispetii-
vamente eguali; saranno congruenti, cid che dimosira il Leorema enuneiato (™).

U Sig. V. Cohumbo, studente a Nupoli, e il Sig. Cefestri vsservano pot che
il teorema pubd essere generalizzato cosi: GE n punti simmetrici di wun prnto
M di un cireolo rispetto ad n diametri del medesimo, sono  vertici di un en-
nagono che rimane costante nella forma e nella grandezza al variare di M
sul circolo.

- —-l%rilmmmrmmmy: ;-

QUISTIONI PROPOSTE (™)

—_ay

31", Di due fasci proiettivi di raggi (1), (U’), giacenti nello
Stesso piano, somo nofi: il eentro di proiettivitd U”, due punti M, N

(%) Solmzioni analoghe & questa vennero javiate dal Jeno C. Montanari (Heengiatoe dal
R. Ist, tea. di Livorao) o 8. Sewrza (alllevo dol Licso dells Scuole Pie in Firenze).
(#%) Boluzieni analoghe dai Sigg. E. Lugaro (R Licen Garibaldi in Pelermo), M. Morqle (Ii-
cansisto B. It e, Cotania), 4. Panebianeo (R. Ist, nant., Cafanis).
Alire sologioni dal Biz. R, Oolombo (R Isb. iee,; Roma), £ drmone (He. dal I, Liceo,
Alassandria),
{¥%¥) Le questioni contragsegnate con semplive aslerisco sono indirizzate agli alonni delle sruole
setondarie, gualle distints con due asterissll sone dlretie io partivolar modo agli simdenti delle
ronole superiori, senza escluders guelsiasi aliro studioso.
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per oni passano due raggi corrispondenti, gli angoli 0, 6" che quest

formano oon lo retie U"U, U'T, o la retta UU'. Bi domanda di
sostroire i due fasci, e di disentere il problema. A. Durn RE.

o332, Tna ponteggiata (w) ed un faseio di raggi (U'), proiet-
tivi, non somo in uno sbtess0 piano; si vuole, con um piano &, se-
gare (U’) per modo che la seziome (»') abhia con (%) un asse di pro-
iottivitd inclimato ad w sotto mn angolo assegunato 9. Costruire o, ©
disentere il problema. A. DeL Re.

533*. Di due fasei proiettivi di raggi (U), (U), giacenti nello
shesso piano, sono nofi: i centri U, U’, il centro di proiettivita U",
i punti limiti J, I’ di due punteggiate ¢he ne sono sezioni, e I'an-
golo 0 dei sostegni di queste puntegeiate, Si domanda di costruire 1
due faseci, e le doe punteggiate. A. D Re.

234 S inforno ad uno e dei raggi umiti ¢, f di due fascl
proiettivi sovrapposti, si fa muovers I'nno di essi tenendo fermo 1'altro,
¢ due fasei saranno, in ogni posizione di quello, prospettivi, Dime—
strare che l'asse di prospettiva descrive um cono segionato secondo
oireoli dai piani perpendicolari ad e, se non ¢ f perpendicolare ad e ;
s se & f perpendicolare ad ¢, detto asse deserive un faseio,

A, DEL RE.

S95*. In un quadrilatero ABCD) inseritto in un cerchio di
rageio R, il lato AD @ un diamefro del cerchio e gli altri lat
AB, BC, CD formanp uma progressione aritmetioa & hanmo per
somma 3a. Si determinino guesti lah e le diagonali 40 e BD, e s
discutano i visultati trovando le condizioni di possibilitd del pro-
blema.

236", Si ha un trapesio nel quale idue lati paralleli sono a e b
con @< b, e 'nltessa t A, B1 trovi o quale distenza @« dal lato b dovra
condursi una rebta y parallela a guesto lato per far 81 che il trapezio
recti diviso in due trapezi tali che quello di cuni 1 lati paralleli sono
b e y stia all'altro in un rapports dato g; e si dia anche la lun-
ghezza dells retta 7 e si disentano 1 risultat (7).

o 9ro*  imosgtrare cha 1'errore che risulfa nel ealeolo della radice
&'indice qualungne d'mn numero maggiore dell noitd & minore dell'er-
rore del radicando, (. Prawo.

{*) Le quistioni 235° e 230% sono I lemni @i matemotics a8t nell'eitobre por la licenza dngii
Tatitmti tecniel mells Sesione Fisico-motemation, '
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L'autare agli Insegnarii di Matematica.

Queste terza édizione della mia Aritmetica razionale, che presento ora acen-
ratamente rifatta, differisce non poco dallas seconda, e si discosta poi assai degli
altri libri analoghi, molti de” quali, con minuzie e lungaggini senza fine, hanno
Ia pretesa di riuseire in tal modo pitt chiari e di sostituirst all'insegnaunte,
mentre in veritd distolgono piluttosto 1'alunno da guella proficua e laborioss
riflassions, che & il fondamento di ogni efficace progresso. Invece, la mia Ari-
melica razionale ha bisogno anzitautto dell’opera intelligente e solerte de! pro- __
fessore, essendo le dimostrazioni esibite in molta parte & guisa di specchio mel
modo pit coneiso possibile; il che giova a porre qliasi sotto agli ocehi in un
futfo armomico i ragionamenti che =i devono fare, e che 1'alunpe, come. utile e i
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esarcizio, potrd svolgere a voce e in iseritto con facilithA se. dopo avute ie op- %‘,:;
portune spiegazioni, avrd cura di rivedere gli articoli che di mano.in mano e g
sono citali. Per questa via il giovane si abitua a pensare seriamente, e si ad- EaS

destra a risolvere problemi e dimostrare tenmmﬁ edocando di buon'ora la sua s
mente al retto ragionare e a quell'operositi vigorosa e sana che tamto contri-
buisece alla formazione del carattere, alla quale dovrebbe pur tendere ogni inse- e
gnomento nelle souole, Ora, per raggiungere megho tulil questi fAni, non solo R
ho insistito sui concetti fondamentali e piti diffieili, sorvolande sugli aliri, ma
he procurato di mettere in rilievo emiandio le proposizioni su cui poggia una
data teoria, facendo osservare come le altre siano facili conseguenze di quelle :
inoltre, con opportuni richiami e schiarimenti, ho cercato di rendere persuaso
I'alonno che la via da ssguire nells dimostrazione di un teorema spesso € na-
turale, e si scopre badando alla proprietd da cui si parte (ipolesi), e avendo
in mira quells a cui si deve pervenire (fesi). I conclusione, non mi sono limi-
tato a esporre soltanto le solite proposizioni nel sofiti modi, € a rimuovere le
difficoltd reali, ma ho volulo dissipare altres le difficoltd apparenti, come guelle

(*) Pubblicando {1 presenie grlicole bibliografico, dovuto ali'A. slesse del libre, non Intesdisme
di elevare la coss a sistemz. Lo fRociamo per ls etina ehe porliamoe A'A, & perché convenlamo
fn massima nel concettl da [ul esposti; Inclire el Insiuge la speranza che le sne gsservarioni sui
metudi da seguire per la maggiore effiescis possibile dell’insegnamente della malemalica nelle
asruiole medie, non passmo inosservate, ma da qualenno raccolie, valgano & generare una disous-
sione, feconda d'niili risoltati, della guale |1 periodico si fnrebbg volentieri stromento.
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che annebbiano spesso o falsano le menti dei giovani. Ho fatto vedere, ad
esempio, che certe proprietd, le quali soglionsi dimostrare con lunghi e artifi-
ciosi ragionnmonti, sono in fonde quas intuilive ; che altre, lg gquali sogliono

gssere presentate come affat{o nuove, e come tali nuovamenie dimostrate, sono

in realtz propesizioni gid date prima, espresse soltanto econ altre parole; che
altre scaturiscono da un medesimo principio talvolia semplicissimo; che altre
infine si collegano cosi da rendere Ie dimostrazioni loro sostanzialmente Wni-
formi e analoghe; e in tutto quesio ho poi sempre abboudato in osservazioni,
in avvertenze e in rupidi ceani risssuniivi, affine di ordinare e cooxdinare tuth
i concetti in una sintesi breve e lucida, ]Ja quale serva alla memorin senza
affaticarla inutilmente.

Non aggiungo altre parole sull'orditura e sul concelio del libro, perché i
docenti stessi ne vedranno le intime ragioni - desidero per altro si sappia che
mi sono ingegnato di dare al mio layoro usa forma e un’impronfa schietia-
mente italiaws;.e desidero inoltre di wichiamare lallenzione aulla feorie det
numeri decimali periodici 1a quale si presenta nella nuova edizione softo forma
pit Tigorosa e compiuta, per opera gnche dell'egregio prof, Enrico De Amicis,
il quale, animato dal nobile desiderio di far cosa maggiormenie utile alle nostre
senole, volle accingersi cortesemente alla grave fatica di rivedere tutta la mia
Awitmetica rasionale, contribuendo nmon poco a migliorarne la nuova edizione ;
di che mi professo a lui gratissimo, Rispette poi a questa ieoria dei numeri
decimali periodici, forse taluno opinerd essere alquanto difficile per giovanetti
il metodo déi limiti che qui si & preferito seguire: ma io ritengo inyece che
il concetio di limite possa essere compreso assai facilmenfe, purche il profes-
sore proceda adagio sin dalla definizione e svolga per intero gli esempi del testo,
i poi, il concetto di numerc decimale periodico & per sua natura collegato in-
timamente con quello di limite, sul quale si pud anche stabilire la teoria dei
aumeni irvazionali : le quali cose tutte mi dovevano indarre a porre la teoria
dei Limiti come base di quella dei numeri decimali periodici, anticipando (alune
nozioni che usualmente trovano posto solo mell’ Algebra. Perd, nell'inzegnare
quests teoria agli alunni del Ginnasio, converra ommettere i paragrafi indicati
nell'avvertenza che fa seguito alla prefazione.

~ Prima di chiudere questa cenno bibliografico, voglio csprimere tutlo il mio
pensiero sull’efficacia dei buoni libei di testo, qoando siano commentati gindi-
fosamenie e seguiti felelmente. Ora scende assai spesso che i professorl, nel-
'infendimento lodevolissimo di rioseire pitt chiari o rigorosi, sono indotii a. far
lezione senza suggerire aleun libro, ovvero, se pure propongono un testo, non
Jo seguono, anzi lo modificano e lo rifanno cost da costringere in ogni eas0
I'slunno a prendere note e appunti, coi quali dovwd quesil compilare a casa i
aost detti sunti scolastici. Ma in guesio modo si fa perdere ai giovani un tempo
prezioso, senza vantaggio alcuno degli studj, anz con danno gravissimo, poiche,
lascianda pur da parie che lo studente, obbliguto a scrivere in freita ¢ furis
la parole del maestro, non pud presiare la dovata aitenzione, e quindi non pud
fracre profitto dalla lezione & viva voce, lasciando stare queslo, tutti sanno
essere cosa mssai difficile il prendere note esatte e copiose, ed essere ancora piil
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difficile il compilare sunti chiar, ordinati, precisi, tali ciod da potere essere
studiati con profitto. A costo dunque che mi & diea che faceio I"apologia dei
libri di festo, perchd antore io stesso di libri -scolastici, affermo e sostengo,
anche per lumga esperienza personale fatta in ogni grado di scuole e come
~maesiro & enme ispetiors, affermo recisamente che se un professpre, in ispacie
di matematica, vuele dlienere il tassimo profitto dai suei slunni, adottato che
abbia un buon testo, deve segnire queste fadelmente, letteralmente, deve solo
dare gli schiarimenti che vede: proprio indispensabili, laseiando che il glovanatio
studi da si cid che pud intendere da sé semza sniuto: Inzomma, il professors
deve lasciar da bRnda ogni tono caftedratico, discendere fino agli alunni, e, se
oceorre, far leggere loro il testo in iscuols, e eon il libro alls mano limitarsi
a poehi commenti, abbondando invece in esempj e applicazioni ; proenii sopra-
tutto di fare nel lesto solo guelle variazioni che si mostrano gssolutamente ne-
Cessavie: in conclusione, piti il professore sacrificherd ln sua persona, il suo
AmOr proprio, e si immedesimerd dird cosi nell'autore del libro prescelto, e pil
gli seolari impareranno, Cosi faceva io quando insegnava nelle scnole elemen-
tari e secondarie: un buon libro alia mano 3 poehe parcle di spiggazione da
parle miz; molto lavoro in iscuole & viva vocs da parte degli alumni oppor-
tunamente interrogaii e diretti; studio moderats a casa sul libro di testo, e
convenienii eserciz] in iseritlo : bandita ogni rettorica di lezioni caitzdratiche :
bandifo ogni dettato o appunto o soato: i miei alunni, non affaticati da un
lavoro mannale ingrato e continuo studiavano con diletlo, e riesvavano profitto:
Mentre ho econosciuto e conosco insegnanti dotii e zelantissimi, i guali, per la
smania dell'ottimo o per il desiderio di metiers in evidenza la propria persons,
81 affaticano in lunghe e interminabili spiegazioni ; obbligano il giovane a pren-
~ dere mnote e compilare sunti cui essi medesimi COXTEEEON0 @ Tricorresgono con
ammirabile diligenza ; dettano nella scnola feorie infare infiorata di osseryazioni
critiche, di dubbi, di eccezioni, di softigliezze ; aumenlono perfino le ore di Je-
zione : ma, ahimé, iutte queste fatiche approdano a ben poco; e ogni di si Ja-
menia 1l sopracarico del lavero melle seuols o insieme il diminuire del profiito ;
e mianto quei genitori che con la guida di un buon libro potrebbero sorrez-
gere 1 figli negli sfudj non saune Piu raccapezsarsi in quel ginepraio di note,
di appunti, di modificazioni e correzioni di testi, spesso fatti comprare senza
aleun costrotto ai poveri ragazzl; e cos! da ogni parte si grida contro ai pro-
grammi, contro le scoole, contro i libri,
Per caritd, meno pempa di erudizione, meno rettorica di lezioni catiedra-
tiche : ritorniamo alla semplicitd dei veechi, i quali, nmili maestri, non «
. sforzavano Ji parere gonfi di scienza e di sbalordire con la dotfrina i piceoli
- alunni, ma s'ingegnavane di ripscire chiar: e sopratutto utiii,
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