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tangenti, il loro puntko d'intersezione, il loro angolo, e !'area del {riangolo com-
preso fra le tangenti e la corda. Costruzione.

FREISTADT: i . Ginnasio sup. — 1. 42° + 12 2y + 92" — 6w = 37,
32 - Bay -+ 5y* -+ 12y = 45.

2. Un tale paga per 12 anni al prineipio d'ogni anno un premio di 250 L
onde ricevere esso stessp o i suoi eredi alla fine del 18° anno e cosi per altn
4 anni snceessivi, nna certe vendifs; qual & quesia rendila se si calcola Uin-

toresse al 4 3 Y/, !

3. T tre lati d'un triangolo stanno fra loro come 5:8:9 e Parea del qua-
drati costruili sui lati importa H580m® Quali somo i lati e gh angoli del
triangolo?

4. Qual & Tequazone riforita ol ceniro, di un'ellisse, la quale riferila ad up

altro sistema di assi coordinati & 5 2° — 4@y + 5y° —48 » +-36y + 120=0.
Si delernini Veccentriciid numerica, il parametro e I'avea dell’ellisse.

Rapavtz: i, r. ginnasio sup. — |.
cot 2 w
4 — e -
(g2 eotw) o | +sen 2w

2. Trovare I'area d'un triangolo nel quale = 50° 53" 45", &, = 18,059
e h, = 15,52.

3. Calcolare Varea de] segmento parabolice compreso fra la parabola ' =8 &
e la corda che congiunge i due punti colle ascisse &, — 2, 2, == — 5.

4. Un bosco che erasce annualmente del 2 %"[ , ha uno stato attuale di 145678

m®. Quale sard il sno stato dopo 18 anm, se alla fine di ognl aomo vengono
tagliati 1175 m® ?

Sanz: i, 7 (innasio sup. — 1. Da un capitale di 4058,22 f. vengono
ritirati ogni anno in fine dell’anno 365 £ Dopo quenti anni verri consumaio
il capitale, se si calcola l'interesse del 4 °/?

2. Un osservators vede da una certa dislanza da una sfera di raggio R =30 om,
%dalla superficie dells stessa. Che dimensioni (v, A, ?) he il cono formaio dai
raggi visnali estremi ed a quale distanza dal centro = trova 1'osservatore ?

9, Qual é I'equazione di un cerchio che passa pei tre punti: (6 — 4), (2, 2),
(75 1)8

. - . . 2190 .

(BREHOLLABRUNN: i 7. (Ginnaesio sup. — 1, Scomporre la frazione j&, M
tre frazioni, le quali, abbiano per denominatori 7, 11 e I3

2. Sono dati IR elementi: quenti elementi si devono eancellare affineheé Ja
differenza fra 1 numeri delle combinazioni della ferza elasse, con ripefizione e
senza ripetizione dei rimanenti, sia eguale sl mumero delle variazioni di seconda
classe, con ripetizioni, fatte eogli elementi cancellati?

5. In un trirngolo sonmo deti un lato ¢ = Som. e gl angoli adiacenti
B—=4d5"26"37T ey = 63 24’ 35" qual & il valume del corpo dirotazione che
descrive il triangolo girando intorno al lato ot

4. Dal punto A avenle le coordinate @ — 38 %,. = g—vengmn condotie
le due tangenti al cireolo &? 4+ y* — 25. Quale distanza ha il punto A dalla

13
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corda di contatto, e qual & I"area del Iriangolo formato dalle langenti e dalla
corda di contatto ?
SEITENSTETTEN: i r. Ginnaste sup. — 1.
4 4 !
log /8 (42— 2) 20(&:—10)—-—10@7”3-—2_?-

2. Si deve dividere l'angolo @ — 60" in due paeti, 1 ecul seni stanno [ra
loro come 4 : 3,

3. Sul vertice d'un colle di forma conica sorge una forre. Per misurare la
sua altezza si discende di 100 =, sino in A e quindi ancora di 300 m, sino
in B e si guidano visuali da A eda B tanto al piede che alla sommita della torre.
L'angolo formato dzlle visunali in A & a— 10" 478", in Bép —=25" 9" 23", 2.
Che altezza ha la torre?

4. Qual & 1'equazions di nna vetla, la quale passa per il punio (I, 3) e faglia
dagli =sssi coordinati un friangolo di area s = 8%

loLau: 2 », Ginnasio sup, — |,

4 . 28%—3 _ 3 ow+ds_—39(. 2,2% L v—2 — 199

2, Qual capitale devesi porre oggi al 4 Y/, affinche produca, capitalizzando
I'interesse ogni semestre, una rendita di 500 f, pagahile per 10 anni al prin-
cipio d’ogni semestiie ?

3. 1 raggi delle basi di un tronco di cono retio sone R — 5,45 m, r—2m,
ed il lato ¢ = 8,97 m. La sezione media di questo tronco deve esser base di
un cono il quale ha il vertice nel centro della base minore del tronco, Qual é
il volume e la superficie di questo cono?

4 Le coordinate dei verlicli di un triangolo sono 4, (&, = 2, ¥y, = 1),
B, (g, —4,y, — b) e Oy (% =20, y, = 4). Che distanza hail centro del cer-
chio circoseritto dal punto d'intersezione delie rette y —=2w— 3 ¢ (z, = 0,
vy, =3) (o, = —5,y. =— 12)°?

MAer, WEiskiRcEEN: i . Ginnasio sup, — 1. In una sfera di raggio
R = 1|7 cm. vengono condotti ad eguale distanza d — 8 em.~dal centro, due piani
paralleli. Qual é il volume del tronco sferico cosi ottenuto? Si domanda por
anche il volume del corpo che resta levando da guesto tronco il cilindro interno,
éd il raggio d'upa sfera equivelenfe a questo corpo.

2. Data 12 somma a -+ b — 121,663 . di due lati di un triangolo, il ferzo
lato e = 71,9 m. ed il raggio » — 37,8 m. del cerchio circoscritto, si risolva il
triangolo.

3. A quanto sale dopo 2 =98 anni una somma a—123 f, che cresce in
progressione aritmetica colla differenza d =— 45 f. ¢ viene pagata ad una cassa
alla fine di ogni anno, caleolando il 4 "/, d'interesse?

4. Ad una iperbole, cha ha 1'asse principale 22— 10 e 1'asse secondario
25 —=6,si deve guidare una tangente nel primo quadrante che formi colla di-
rezione positiva dell'asse delle @ un angolo o —45% & trovino le ecoordinate
del punto di contatio e le eguazioni della tangente e della normeale in quesio

punto.
MELR: f. #. Ginnasio sup. — 1. Il primg termine di una progressione arif-
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metica & di | maggiore del primo termine di una progressione geometrica; 1l
secondo lermine & pure di 1 maggiore del sacondo termine della progressione
geomeiriea, 1 ters termini sono eguali, il quarto termine dells geomeiriea é
perd di 3 unith maggiore di quello dell'sritmetica. Quali sono le progressioni?

9 Teterminare i due angoli # ed y di un triangolo se gles ¥ —g g
16t — T — 3,

3 11 volume di un como retio & 179,044; i lati fanno colla base I'angolo
w— 675 20"; qual & la superficie laterale?

4 La vetta 3y +~4 2+ 12 =10 deve girare intorno & quel sno punto che
ha la minima distanza dal centro del circolu = y:—2w—6y — 6 =0,
cosi che divenga tangente; qualé 1'angolo di rotazione ?

Praca: i. #. Ginnasio sup. nella Newstadt. — 1. Un lale pone in un isti-

tuto di credito che paga il 4—;- “/, una somma di 8000 ¢c.; guanto pud egli
ottenere per 18 anni alle fine d'ogni anno ?

9 &i domanda la superficie laterale di un cono retto il eui lato fa colla base
l'angolo o — 65°22), se il volume del cona é epuale a quello di una sfera di

raggio +r=—D5,90 dm.

. . . lﬂ1=7 ID‘E——'IH) (ﬂﬂ,:_-ld: .
3 Le eoordinate di tre punti sono M, (y-[= 5)‘ M, (yq =12/ M, g = 5)‘

qual & T'equazione del cerehio che passa per questi punty, o I'aquazione di quella
retta che si pud condurre pel ceniro perpendicolarmente alla corda M M,
LUsBIANA: 4. r. Ginnasio sup. — 1. A offre la sua casa stimata del valore
di 50000 f. verso una rendita annuale di 3000 £ percepibile al prineipio di
ogni anno. Per quanti anni godra egli guesta rendita, calcolando il 5 °f, d'in-

teresse *

9 In un eilindro di raggio r= 24,35 é inscritto un prisma triangolare,
la oui base he gli angoli w, f, y. L allezza comune dei due corpi e la quarta
proporzionale geometrica dopo i tre laii @, &, ¢ della base. Qual & il volume
del cilindro e quale quello del prisma? Applicazione al caso: o= 55 56"
B = 44" 44 44",

9 9 domandano le equazioni delle tangenti che st possono gaidare dal
punto (5,3) allellisse 9 2* + 25 y* — 225,

4. Risolvere l'equazione: log Vﬁ:‘l 4 log P 45 —T7 =19,11394.

Q. Porten: Ginnasio reale sup. provine. — 1. La somma, la differenza ed
il prodoito dell’8.° ¢ dsl 3.9 termine di una progressione aritmetica sianno
fra laro come 4:2:25; qual e la progressione ?

2, In un peniagono regolare col lato @ — 12 em. viene inseritto unm penta-
gono regolare, cosi che i suoi vertici somo i punti di meszo dei lai del prime,
S domanda il lato dell'iscritto e 1'avea di ambedue.

3. In ung sfera di velume » = 195 e ® & inseritto un cono retto che ha il
diametro della base eguale alla sua aliezza. Se ne domanda ['altezza, il volume

e V'angolo al vertice,

4 Per il punto (3,5) si ha da guidare una vebia, cosi che 1 segmenti formati
sugli asgi delle y e delle w stiano fra loro come 2: 1. Qual & l'equazione. di
questa reita ?
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Kreys: 1, ». Ginnasio sup. — 1. I due termini medi di una progressione
arifmetica di otfo fermini danno per somma 53; il prodotto del primo e dal-
Maltimo termine & 102; determinare la progressione.

2. Un tale ha il diritto di ricevere una rendita di 500 I per 25 anni alla
fine d'ogni rono; protraendo il godimento dellz rendita di 10 anni, di modo
che egli riceverd la rendita per la prims volta alla fine dell'l1® anno, guanto
mmporterd queste, se dovei durare solo per 15 anni? (4 Y/).

3. Lo spigolo laterale di una piramide otlazonals regolare & b — 42,8 cm.
e fa coll'altezza della piramide un angolo w == 23". Qual & il volume delln
piramide ?

4. Alla parabolz y* — 122 & condotta una langents nel punic z, = 3, y, = 1?;
qual & P'avea delln figura compresa fra la tangents, Ja parabola s I'ssse delle
ordinate ?

Lanosiron: i 2, Ginnasio sup. — 1. A ha 49 anni e vuole assicurare
alla sua morfe &i propri eredi un capitale di 4800 f. Qunale premio wnnuale
deve pagare ad una societd di assicurazioni, se la duratz media della sua vila
viene ritennin di 21 anno? (4 /).

2. Una sfera cava di rame (peso spec. — 8,9) che pesa 5 Kyg. gallegria nel-

I'acqua, cosl che ne sporge dal pelo dell'acqua % del dinmetro. Si caleoli la

grossezze del guscio.

3. 81 deve determinare sulla retta y — 224+ 5 =10 quel punto, tale che
L raggi ad esso condotti dai punt (@, =9, y, = 3) e (2, = 17, y, = 13) for-
mino colla refta angoli eguali,

Bromau: 4. r. Ginnosio sup, — 1. Dopo gquanti anni verrd estinto un debito
di 5000 f. al 4,5 %/, pagando ogni anno 500 f.?

2. GL spigoli di un parallelepipedo reflangolare, il quale ha una superficie
di 7,36 m.S, stanno fra loro come 2:3:8. Che volume ha il parallepi-
pedot :

3. Si ricavi 'equazione della retta che passa per il punto A (m,z) e tocca
il cerchio 2° -} y* — %, & si caleoli la lunghezza della tanzente.

FeLprmmea: &, r. Ginnasio rveale sup. — 1. In una progressione aritmetica
la somma del 2° e del 4" termine & 38, la somma del 3° e del 7° & T4; quenti
sono i termini la cui somma & 6082

2. In un trapezio isoscele l'angolo formato dalle dizgonali i cui segmenti
sono lunghi 3 m. e 4 m,, & 120% quali sono i lati, gli angoli e 1'area del
trapezio ?

3. Un triangolo coi lati a = 17 em, 8 = 10 em, ¢ ¢ =21 cm. ruota intorno
all un asse che & perpendicolare al lato ¢ nel suo punto d‘intersezione con a;
qual & il velume del eorpo di rotazione?

4. Un emisfero eol raggio »r=— 1 dm. ed un cono retto coll'altezza A — 2 din.
hanno la base comune. Quanto & grande il circolo nel quale la superficie
afarice viens tsgliata dal cono 2

LeoseN: (finnasio sup, provincials, — 1. Celeolare 1'area ed i lati di
un . triangolo, se quesli sono numeri interi e positivi dati dalle equazioni
B+ 13y—=183 ¢ 3y — 3=—=18,
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9 1l volume di una sfera & doppie del volume di un tronco di cono retlo, lo
oui basi hanno i raggi di 6 m, e di 20 m. e i eni lati fanno colla base un
angolo di 587 32" 167. Qualé la superficie della sfera? (Tn geperale ed in par-
ticolare).

3. Caleolare le equazioni delle tangentl che si possomo guidare pel punto
(3,1) ella enrva S52° —9y'= 45 1'angolo d'inclinazione delle siesse eoll'asse
delle @ ed i segmentida loro inferceffali sugl assi,

Roverets, gingmo 1824,

— el D+ B W G e —

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE ©

e e — e

UUna bella osservazione del De Paolis. — Mi fu comunicala da Ini
stesso pitl anni or somo, guando attendeva ai suoi elemenii di geomelria. Mi
" dicova dungue il De Paolis, che, senza far uso delie proporzioni o dell’eguiva-
Jenza, non & facile dimostrare che le tangenti condotie a due eerchi segantisi
in un piano pat un panio del loro msse radicale sono eguali, Che a lui, ragio-
aando nel piano, cib non era riuseito; provassi anch'io, per maggior Sicurez3a.
Provai: ma st! e non era riuscilo agli, De Paolis....! Ho detio, ragionando
nel piana; del veslo, nsando di considerazioni nello spazio, il Dle Paolizs risol-
veva la questione 1m un modo semplicissimp e ingegnosissimo, che cilava come
caempio dell' efficacia delle stersometria anche in questioni puramente planime-
triche.

Dopo aver fatto rotare la figura di un angolo diedro qualsiasi intorno alla
ratta ohe unisee i punti d'interseziome dei due cerchi, faceva passare per quesil
ans slera, Bastn farla passate pai loro due punti d'intersezione e per due albel
punii arbifrariamenle presi, uno su ciaseun cerchio. Cio fasto, le due tangenti
da dimostrarsi eguali divengono tangenii da un punto ad una sfera, e la loro
epuaglianza risulta evidente. Analizzando i prineipl e¢he servono alla precedente
dimostrazione, si Liova che essi non appartengono affatlo, né alla teorica del-
Pequivalenza né a quella delle proporzioni, I1 leilore pub persuadersene facilmente
dn b, cosicchd Vinsistere su questo punto sarabbe innfile, Noterd pinttosto che
dell’asze radicale di dus gerchi posti in nn piano, tanto nel easo delle intersezion:
resli eome 1n quello delle intersezioni immaginarie dei medesimi, si pud dare
la seguente definizione: guella retla del piano attorno alle grole conviene fur
rotore i due cerchi, affinché per le nuove posisioni di essi passi ung sfera.
Uno studio dell’ asse radicale di due sarchi sulla bese di quesia definizione sa-

rebbe certo non priva d' Importanza.
G. FraTTIni.

—_—

(¥) Le questioni da risolversi o risolute, sono rimandate ai prossimi fiseicoll.
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Poligoni concavi e convessi. — In tutti i Iibri di geometria che io
conosco la convessita e concavild dei poligoni ¢ definita come segue: Se un
poligono giace tutio da una banda di qualsiasi suo Iato indefinitamente pro-
lungato, ess¢ é convesso: altrimenti & concavo, Senza dire che la suddistinzione
dei poligoni concavi in intreeciali e non intrecciati & in generale trascurata,
quantungue 1 secondi limitino una porzigpe di pianc al pari de' poligoni con-
vessi ed abbiano comuni con questi molte proprietd importanti, come il teorema
della somma degli angoli interni, mi sembra che la citata definizione non sia
punfo inodicata per 1'uso che deve poi farsene In una geomeiria elamen iare.
E valga il vero: Apro un libro di geometria elementsre e leggo: « La
somma degli angoli interni di un poligono conwvessn vale lante volle dne raiii
quanii sono i lati del poligono meno due. — Dividendo infatti il poligono, sup-
posta di » lali in # — 2 trisngeli mediante le diagonali useenti da un suo
vertice, ece, ece. » Ora io domando: perché & possibile una tal divisione?
Certo, perché il poligono é convesso. Ma tra 1'essere il poligono convesso, il
giacere cioe del medesimo tutto da una parte di qualsivoglia suo lalo indefini-
tamente prolungato, e la sua divisibilita in triangoli mediante questo o quel
sistema di dingonali, la relazione non & davvero evidente. B fino a che tale
relazione non venga messa in chiare (il che non & agevole) la dJimostrazione
del citato teorema sard difettosa in un punto essenziale. Se mon che a tutto si
rimedierebbe abbandonando l'ordinaria definizione, ¢ ponendo in suz vece queste
altre

Un poligone si cliama convesso quanda & divisibile @ triangoli mediante
le diagonali uscenti da qualsivoglia swo vertice.

Un poligone dicest concavo non intrecciato quando non é convesso, ma pud
dividersi tn qualche maniera in triangoli mediante le sue diagonali.

Un poligone dicesi concave intrecciato quando non & divisibile in aleun modo
in triangoli mediante bz sue diagonali,

Poste queste definiztonl, la dimostrazione del teorema relativo alla somma
degli angoli interni di un poligono convesso verri tosto rettificata, e di pit
verra esteso il teorema ai poligoni coneavi non intrecciali. Come pure, sdot-
tando definizioni analoghe per gli angoli e pei solidi poliedri, si porrebbero
foor di censura le dimostrazioni di parecchi importanti teoremi steresometrici.

x. FraTTINI.

(Dalle Scuala educatrice, Periodico per le scuole elementari e normali, di-
retto dal prof. A. Avoli, arno 1895-96, n. II).

Di un’equazione del 6° grado risolubile per radicali. -— Mediante
la regola di estrazione della radice gnadrata dai potinomi ('), il polinomio generale
del 6° grado si pud meltere sotto la forma P; P, dove P, e P, indicano due
polinami, P'uno di 3% e ["altro di 2° grado rispetin alla leitera ordinatrice =. A

(%) Pexché quests regola, che pur gobba tanta Juce su quelly relativa al oumeri € na
¢ dl tantd pitt faile, viens trasouvita nel modern: trattatl elewnentaci 7 Negli anticli,
non & eosi,
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sua volla, e nella stessa maniera, € potra mettere £, =otfo la. forma Pf + P,, es-
sende P, di |® grado rispetto ad @ @ F; una guantitd indipendenie da @. l'equa-

zione generale del 6° grado potrd dunque seriversl solto Ia forma:
P} 4+ P 4+ P,==0.

Cid premesso, ove tra i coefficienti deli’ eqnazione esista la relazione £, =— 0,
essa si ridurra all'altra :
P 4= Py=10;
& decomponendosi nelle due del 3° grado :

P, 4-iP, =0

P, —iP, =0,

sard risolubile per radicali. La condizione P, =10 & la relativa equazione del 69
grado risolubile algebricaments, mi sembrano meritevoli di uno studio pio profondo,

che propongo ai lettori del Periodico,
G, FRATTINL

——atie & Lo

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

A NEPPI-MODONA e T. VANNINI. — Questioni e formuyle di geometria ana-

litica. Palerine, tip. Alberto Reber, 1896,

& una prepevolissima raceolts compilata dai distinti ingegneri professori
A. Neppi-Modona e T. Vannini col fine di esercitare gli stadiosi nell'analisi ap-
plicata agli spazi piani e lincavi, Gome le api van gusiando il nettare di fiore
in fiore, cosl dalle famose opere dei geometri Salmon, D'Ovidio, cec., i giovani
autori ebbero cura di scegliere 1 piu attraent enunciati, ¢ di svilupparne in
919 pagine le soluzioni con i metodi perfezionsti dz Pliicher e Clebsch. Seguono
il prineipio di dualits nel descrivere molti luoghi geometrici dei punti e invi-
lappi delle rette; adoperano le coordinate baricentriche ed omogenee per svol-
gere le varie relazioni fra le coppie degli elementi omologhi nelle forme proietiive
di 1® e di 2° specie, per dedurne le sovrapposte od involulive, I punti cielici e le rette
isotrope. Dalle coordinate trimetriche del punto e della yatta fanno discendere le
cartesiane, le pluckeriane, le polari, insieme alle diverse trasformazmoni delle une
nelle altre. Succedono curiose ed uiili vicerche sui centri delle distanze propor-
gionali, sai ponti notevoli dei triangoli rettilinei, indi le genesi bipolare e mo-
dulave delle coniche, le principali curve algebriche di 3° e 4° grado in coordinate
di punti e di tangenti, linee rappresentative delle funzioni trascendenti, esponen-
siale e circolari, le spirali, la trocaidi a basi retta e ciclica, avvertendo i casi
nei quali l'equazioni riduconsi algebriche.

La prima psrie di ciascun capitolo & un breve compendio deile proposizioni
stabilite nei corsi compleii di geomefria avalities, a guisa di quadro sintatico,
giovevole agli studenti per appurecchizrsi agli esami, e per conoscers ghi oppor-
tuni teoremi e le formule alfe alla risoluzione dei quesili proposti.

Le figure omografiche, omologiche, le polari reciproche, le podarie delle ca-
niche, sono trattate nel modo pill generale; come pure i luoghi del centri, dei
fuochi appartenenti alle coniche soggette a tre o quatiro condizioni, gl'inviluppi
delle polari, delle normali alle coniche omofocali, i cerchi ortotomici ed isogo-
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nali, vengeno espressi da equuzioni definite per determinanti ¢ [unzioni simme-
triche, In uno studie speciale per ogni conica si discutono problemi che versano
sul lriangoll 1seritbi di aprea massima o eireoseritli di area minima, sopra i
diametri eoningati, i cireoli osealatorl, i quadrangeli eicliei di loachimsthal, ece.

Ii capitelo X, ultimo dell’opera, insegna le coordinate proisttive e Lrilineari,
le belle proprieta del quadrilaiero completo, i eerchi di Lemoine, di Brocard,
ece., ed investiza diverse locali el inviluppi di elementi, che dipendono dalle
coniche iscritte e eircoseritte ai poligoni.

Spero che i vyalenti autori per il felice esilo dell'opera prenderanno animo
a proseguirla in un secondo volume, il quale contenga i problemi relativi atlo
spazio a tre dimensipni. (3, BrivLaccHr,

SOLONE STROMILLO. — Lesioni elementar: di geometria per le scuole secon-
darie. Napoli.

L’A. ha diviso il libro in tre parti, nelle quali con buon ordine, con preci-
sione e con chiarezza, svolge le solite teorie di geometria elementare. 11 traitato
s1 chivde con alcune lezioni sulle grandezze proporzionali e sulle fgure simili,
piene e solide. 11 melodo scgaito dall' A. s1 accosta pit a quello del Legendre.
che a quello di Buclide; se il suo libro & falio per le scunle sscondarie infe-
riorl, pud dirsi otiimo ; tale non potrebbe divsi per le superiovi, per insofficienza
di materia, per la mapcanza del veluto rigore in aleune definizioni e dimostra-
zioni, per 'abbondanza di postnlati, non sempre necessarii. Cifo, ad esempio:
« Possiamo avere 1'immagine di pizno in an forbito specchio »; volendo dimo-
strare che due refle intersecantisi delerminanoe un piano, prova invece che & pos-
sibile tracciare sn un plano due rette che s'incontrano, Mette fia 1 postulati che
ogni secgmento rettilines ha un puanto medio, che ogni angole rottilinco ha una
biseitrice, ecc., ed in seguito 1i dimostra quando dimezza un segmento ed un
angolo,

Lo Strominio he pure pubblicato aleune lezionl di arilmetica pratica sui
numeri complessi, suoi rapporti, sulle proporzioni e loro applicazioni, e sulle
radici quadrate e cubiche. Questo frattatello, degmo @i lode per l'aceurata o
chiara esposizione, ed il precedente, seno prova certa che I'A. & anche un va-
loroso insegnante.

GIUSEPPE INGRAMI, — ZElementi (i algebro ad uso delle scuwole secondarie
superiori, Bologna, G. Cenerelli, 1895.

Nella introduzione I'A. definisce i numeri positivi, interi e frazionari, le
operazioni dirette ed inverse, ¢ ne dimostra le prineipali proprietd ; cosi guesta
introduzione serve opporfunamente come anello di congiunzione fra arilmetica
rugionale e 'algebra. Nel successivi selte capitoli si frovano le operazioni con
numeri algebrici, con monomii e con polinomi, le frazioni algebriche, le equa-
zionl ed inmjuszioni di 1Y grado con wslouns aozionl sull’analis: 1adeferminata,
le radici, alcuni cenni suil limiti, 1 nnmeri irrazionali considerati come limiti
di una sola ser.e di numeri, i radicall, le equazioni di grado superiore al primo,
le prupnrzmm le progressioni aribmeliche, geometriche ed armoniche, le equa-~
Zioni esponenziali ed i logaritmi. Chiude 3l Libro une buona raccolta di esercizl.

Pregi principali di questa opera sono: la concisione, ehe ha permesap all’A.
di riunire in poche pagine futie le cognizioni necessarie agli alunni dei licei e
degll istitufi teenici; il rigore delle dLﬂanm dei postolati e delle dimostra-
zionl; 1'uso di termini & metodi che si incontrano negli studi superior. Le
mende sono cos! lievi che non torna conto rilevarle, e di aleune si & gih accorto
I'A. che le ha corretie; le altre correggera nella seconda edizione, che, ne son

certo pel valore del libro, non tarderd & rendersi necessaria.
A. Massa.

----

P
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SAGGIO DI UNA NUOVA TEORIA
DELLE APPROSSIMAZIONI ARITMETICHE

PREFAZIONE.

Pubblicando negli annali del R. Istituto feenico di Torino (anno
1884) una mia nuova leoria delle approssimaziont arilmeliche.
pit semplice i quelle prima conoseinte, ho dovulo rinunciare ad
ana ulleriore notevolissima semplificazione della parte che riguarida
il caleolo delle fumzioni monomie — cioe (el numeri che dipen-
dono la numeri dati per via di vperazioni aritmetiche, esclusa Ia
addizione e la sotirazione — perché non ero ruscito a dimostrare
1 teorema fondamentale, che riferisca qui sotto al § 39.

Avendo al fine raggiunto (uesto intento, offro in esame un breve
sunto di quella parie ::amphﬁ('nm allo scopo di provocare qualche
antorevole eiudizio, che mi conforti a pubblicare nna seconda adi-
zione dell” infera teoria.

Prrino, aprile 18985 (frmerpre MAZZ0TA.

Riduzione i mg fumzione monomia qualunque in un prodotto di potenze
de’ suoi argomenti.

1. Se { (v, .} & una funzione monomia degle ar'go-

mendi V., Vo, Vo oues S ha

s Mg X

:_j'

¥
'.Tl'.i ﬂ.E .LS

Wy ove) = ¥ Va ¥

f(v,, v 3 Wy oty

4
essendo «, 'esponente che si ottiene [ucendo wguali ad 1, nella
funzione data, (ulli gl ai-gomenli. eccetlo v, e widwcendo 1l risul-
lalo in wuna polenza i v,

2. Data, p.es.. ln lunzione

f (4, o R =9
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3. Posto ehe siano

.... gli argomentl verl d'una [unzione,
i loro valori impiegati nel caleolo della

funzione,
A il risnltato definitive di questo caleolo, e

V il valore vero delia funzione ;

i valori ariimetici delle (differenze 3
By — &y Dy, — 4y Yy — Gy ne v—A

saraune gli errori essoluwli dei valori a ., &,, @y, ... Az ed i
rapporti di questi errori assoluti agli stessi valori a,. a,, 2, .
saramo 1 loro errori relalive. (¥)

4. Supponiamo, p. es., che coi dati

3
V= '.:Tau . V?ﬁﬁ,
» — 38.75 a meno di 0,005 per dietio,

siasi istituito il calcolo gqui sotto indicato :

g b L R e
& s

3,142° — 9,87 a meno di {},ﬂ{}‘é per difetto,
9,87 ¢ 38,75 = 382,4625,
70 ¢ 3.142 — 219,94,

3
}'219,94 — 6,04 a meno di 0,005 per eccesso,
382,4625 : 6,04 — 63,3 a meno di 0,05 per difetio,

(#) Seeglisnlo per conssguents | valori approssimalt invecs di quelli eed, assanbi dal

Vmenos, si semplifics notevolmente la teoria,

- I B gy 9
aibia e

s
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e proso, quindi, per risultato definitivo
A = 63,3.
Allora gli errori relativi degli argomenti impiegati nel calcolo, e
quello del risultato definitivo, saranno rispetlivamente eguali a

p — 3875 3,142 —= 70 =70 E(V-—63,3)
38,75 3,142 70 63,3 ‘

¢ gli antecedenti di questi vapporti saranno gh errori assoluti.

h. Tnsicme agli errori degli argomenti intervengono, ed influi-
wono sull’errore del risaltato definitivo, gli errori che si com-
mettono volontariamente uelle singole operaziomi, e che chiamerd
error: operaliti.

6. Nella prima dells operazioni qui sopra indicale 'errore ope-
ralivo assolulo @

3, 142¢ — 9, 87,

nelle due operazioni seguenti gli errori operaiivi assoluti sone

nulli, e nelle ultime due oporazioni sono rispettivamente

&
6,04 — ¥'219,94, (382,4625 : 6,04) — 63.3.

7. Generalmente, se sono aq,, ¢, L due argomenti impiegati in
una moltiplicazione, od una divisione, e se a & l'argomento impie-
gato in una estrazione di radice g™, gli errori aperativi assolul
hanno per miswa i valori aritmetici delle differenze

a@_
a a, — 4, (@, : a,) — 4, Va— A.

9. Ad ogni errore operalivo assoluto corrisponde un ervore
operative relative, eguale al rapporto dell'errore operativo asso-
luto al rvisultato dell’operazione.

(Contini).
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FONDAMENTI

PER UNA TEORIA GENERALE DEI GRUPPI

(Contimenuzione : Vede pagtrne 81,

Carrroro VI

ORDINAMENTO DEI GRUPPI.

31. Definizione. — Supponiamo che con uma legge qualongue, 1n un
eruppo & od ogni ente a di esso sia collegata noa parte del gruppo stesso,
che indicheremo per brevitd con Sa e diremo gruppoe degli enti seguenti d;
« (& che pud anche mancare), cosi definita:

1°8e b & di Sa, @ non & di Sb.
29 Se ¢ e b sono enti distinti di G, o a & di Sbh, 0 b & di Se
Eﬂﬂﬂﬂéﬂiﬁ'uécéﬂiﬂb, e o di Se.

Diremo che in tal caso G & un gruppo ordinaio ().

Se in G 1 ente a4 & di SO, direwno b precedente a: il gruppo der pre-
cedenti di ¢ lo indicheremo eon Fa.

Seunente 8di Pb e diSa, diremo che esso & compreso [ra «a e b o ira
b ed a.

Se b & di Sa, ma nessun ente ¢ compreso fra ¢ e b, diremo b imme-
diatamente sequente ad a, ed a tmmedictamente precedenie a b, serivendo
b=r6(a), a= =(b)

Discende immedintamente dalle definizioni date:

40 Se b non & a nd & di Sa, esso & di Pa.

7 Sebedi Pa, a non & di Pb,

5 Se @ e b sono distinti, o ¢ & di Pb, 0 b & di Pa,

7*Sebadi Pa,ecddi Pb sara ¢ di Pa.

8" Dati @, b, ¢ distinti, uno di essi deve essere vomprese fra ghi altridue.

(¥) T un tale goncetto di ordine si bauno tracoe in Bopzaxo L. ow § T Vedi pot CaxTor.
« Znr Lehre von Tranpsfinitens pag. 68 eseg., o con maggior procisione Vi «Sai priaci-
pii fondamentali dells geomatrin dells rettas Rivistn di Matemadica, vel.J1 — BonaieFouwn
<Sulle classi ordinate & sui prnmeri transfiniti + Bendieconti del Cweolo matomutico 1 Fa-
teymo T. VIII — Vivazw » Teorin degli aggrogsti > — Parfe Vldel « Formulaive de Mathe-
mabigues pnblié pur la Rivistn di Matematien - — Cfr, anche VEroyEse « Fondrnmenti i
Geometrie s Introduzione Cap. T, 8§ 0, 6, 0, & lu memorin gid ciiaie BErTazal. « Sulls entena

di o ente in nn grappo.
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9o In un grippo ordinato pno esistere nn solo ente privodi precedentsi,
eil un solo prive 8i seguenti

10° Un ente non potrd avere pitt di un enbe o {immedinfamente se-
guente) né pit i un ente « (immediatamente precedente).

Nsservazione. — Se Pordinamento di un gruppo si fuccia in varie volte
con leggi differenti, distingueremo gueste leggi una dall’altra, apponendo se-
gni alle lettere S, F, 5, T

32 Definizione. — Sard utile distingnere i grappi ordinaii in Limatatz
od illimitati, indicando col primo momne quelli in cul esiste un ente senzw
precedenti ed wno senza seguentl, ool seconio guelli in ¢ni ogni ente ha sa-
zuenti, o ogni ente ha precedenti, o &1 hanno 1 due casi insieme.

33, Definizione. — Un gruppo st dird ordinabile, se sia possibile stabi-
lire una legge con in quale esso sia prdinato.

Corollario.— Una coppia di entl e un gruppo ordina-
bile: e cost gli enti del gruppo composto {di una cop-
pia o di wn ente, O di una coppia di coppie di enti.

34 Definizione. — Se due gruppi ordinati sono in corrispondenza n
modo che rispetto ad essa s1ano squivalenti, e che in tmo di essi lente a
segna o preceda l'ente b seconidoche il corrispondente di a nell’altro segne
o precede il corrispondente di b, diremo 1 dne gruppl 11 coifrtspondensi or-
clanada.

Due gruppi ordinati che si possono porre in corrispondenza ordinata, de-
vono chiaramente essere entrambi limitati od entrambi illimitati,

35 Teorema. — Un gruppo I equivalente ad uno ordi-
nabile G, &8 ordinabile esso pure

Basta, jnfatti in T dire cho wn ente a & segnente o precedente H secon-
doché debba dirsi I'nns cosa o Paltra dei corrispondent in (G, perché quando
G & ordinato tale sin anche T.

Ossersazione. Bi pud in tal ceso; come sl @ ziy fatto, stabilire fra Gel
wpa corrispondenze ordinate (§ S

36. Teorema. — Se& un gruppo & ¢ ordinablile, tnle &
ogni sua parte G.

Infatti, reso G orvdinato, bastara in Gy di due ant: a © b dira b seguente
o precedente ad a, speondoché & seguente v prucedenie ad ¢ in G, perche
shiaramente anche ) sia ordinato.

37. Sia G wn gruppo ordinate, avente per enli dei grappi (i groppi I')
che due a due non abhizno enti comuni, e ciascuno dei gruppi I sia ordi-
nato. S« e b sono due enti di gruppt L, st dica b segusnie ad «: 1% nel
snso che @ e b siano di uno steszo gruppe L, se in esso b & seguente di @:
90 nel caso che @ e b siano i due distingi groppi I, se o appartiene al
gruppo I che in G ¢ seguent? Al altro. Bvideniemente in tal motlo il
gruppo G & ordinato anche rispetto agli enti clei suoi singoli groppi.

Definizione Potremo, quande oceorra brevita, indicare un tale ordi-
namento di G, dicendolo prdinamento secondo ¢ yruppt parziali L.

Corollario 1° — UUn gruppo ordinabile i cui enfi siano
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gruppi ordinabili, & gruppo ovdinahile vrispetto agli
enti di quesdl gruppl

Oor. 2° — B8e un gruppo si spezza in due grappi or-
dinabili, ¢ ordinahile esso pure.

38. Definizione. — Un gruppe G si dird deéne ordinato quando:

1% sia ordinalo, (§ 31):

20 di ogni ente che ammette seguenti esista I' immediatamente se-
guente, o risp. di ogni ente che ammette precedenti esista 1 immediala-
mente precedente (gruppoe ordinato risp. sceondo 2 criderio o o z).

Tali gruppi, come in generale i gruppi ovdinabi, potranuec essere limi-
tati od iliimitati (§ 32).

[ primi hanno un ente senza seguente ed nno senza precedente

I gruppi illimitati ordinati secondo v in cui esista un ente prive di
precedenti ¢ quindi (§ 82) non ve ne sia nessuuo privo di seguenti e nep-
pure nessuno privo di ente ¢, e cosi pure guelli ordiati rispetio a = in
cui esista un ente privo di seguenti e nessuno prive di ente 7, si diranno
grwpsi bene ordivati nd wn seaso, (se oceorve, risp. ordinati secondo ¢ o w:
quelli in ocui non vi sono enti privi di seguenti né enti privi di prece.
denti. si direnno gruppi hene ordinati o (e sensié (se oceorre, secondo il
eriterio ¢ o w, secondochd ogni ente ammette Pente o, o ammetie Pente =)

Nei gruppi bene ordinati ad un senso dicesi ente originaric quello privo
di precedenti o di seguenti; in quelli bene ovdinati limitati secondo il eri-
terio o si dice originario 'ente prive di precedenti, fiiale quello privo di
seguenti: in quelli bene ordinati limitafi secondo il eriterio 7 inversamente,
ariginariv quelly prive di ente seguente e finale quello prive di precedente.

39. Definizione. — Un gruppe in ¢ui sia pessibile stahilive ana legge
con eni esso sia Lene ordinato, si diri Lene ordincbie.

Corellario. — I8 hene ordinahbile un grauppo di due en b
& quello composto dagli enti di una cuppia e di un
ente, o di due coppie; ed & bene ordinato, appena €s5s0
sia ordinato. |

40. Teorema. — Un gruppoe | equivalente ad un grup-
po hene ordinabile G, & bene ardinalile esso pure. .

Basta infatti, perche I' divenga bene ordinato, dire wi suo sute prece-
dente o seguente un altro, sscondoché accade I'uno o Jaltro caso mei cor-
rispondenti di G. Chisrwnente 1' risulterd cosl limitato, illimitato, secondo
il eriterio ¢ 0 = ece., quando i casi cousimili accadono in G

41. Teorema. — Un gruppo bene ordinabile i cui eanll
siano gruppi bene ordiaabili, & bene ovdinabhile ri-
spetto agli enti di gquesti,

Basts infatti chiaramente, perché il gruppo sia beue ordinato, fare iu
esso Uordinamento gecondo i gruppi parziali (§ 87, Corollario 1) dopo svere
vesi i cviteri di ordinamento tutti ¢ o tutti =, scambiando ira lovo, se oc-
corre, i aleuni dei gruppi il significato di = o di o,

Corollario. — Se un gruppe sispezza in due bene or-
dinabhili, 8 hene ordinabile esso purec.
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42 In un gruppo bene ordinato secondo il criterio ¢ e limitato, ogni
ente, eceetto uno (il finale), ammetie Pente o, e ve o’ & nno (Loriginario) che
non & & di aleuno. Se associamo ad ogni ente che non sia il fimaie il suo ente
¢, ed allente finale l‘originario, veniamo = costruire mua corrispondenza
del gruppo con sé stesso mella quale il gruppo equivale o & sé gtessa o ad
una sua parte propria, secondoché vi é il solo ente ariginario privo di =
o ve ne sono altri Similmente pel eriterio .

In un gruppo bene ordinato ad un senso sapondo 5, assaciando ad ognl
ente il suo &, si ha una corrispondenza del gruppo con s6 stesso. nella gunale
i1 gruppo equivale ad una sua parte, che & propria. non contenendo per lo
meno Uente originario. Lo stesso dicasi per il criterio w.

In an gruppo bene ordinato a due seusi secondo g, associando ancora
ad ogni ente il suo 7, si ha una corrispondenza in eui il gruppo eyquivale
4 se stesso o ad una sus parte propria, secondoché muncano od esistouc
enti privi di = Analogamente per il criterio w

Definizione. — In ciascuno dei casi anzidetti la corrispondenzi ora
definita si divd corrispondensa ordinatrice del grappo.
43. Teorema. — Un gruppo che possa rendersi bene

ordinato illimitato, & sviluppahile (§ 12)

Invero, se quando & bene ordinato & ad un senso, nella corrispondenza
ordinatrice esso equivale ad uns sna parfe propria. Se € a due sensi 1l
eruppo sua parte che & composto di un suo ente « e di Sa & bene ordi-
nato ad un sensa, e quindi come si & ara visto, € sviluppabile. e percio (§ 14)
tale & l'intero gruppo.

%%, Teorema. — Dato un gruppe & di eui p ¢ un ente,
se @ & equivalente o a G—p od s sé stesso in una cor-
rispoudenza 2 priva di eicli parziali, esso & hene or-
dinahbile: e d4 origine nel 1" caso ad un gruppo ad un
senso, nel 2° caso sempre ad uno limitato, e falora an-
che ad an gruppo & due sensi,

a) «B8i pud nel gruppu stabilire il concetio di seguente in modo da
« soddisfare alie condizioni imposte ad esso nel § 81° =«

Iufatti consideriamo nel 1" esso. in cui 5i ha (G —p ~= G, , la core:
spondenza completa: nel caso (G2 @) se p & il corrispondente di g (di-
stinto da p a causa della mancanza di cicli) considerizio la cOrTispon-
denm (G —pea G —q),

Se . & un ente di & odi G —gq, si indichi con @ a il sao corrispondente
- 4'in G —p, e a si indichi reciprocamente con wa . Esistera il ¢ di ogni
ente di G, tranne al pit di ¢, ed il = di ogni ente di g eccetto di p.

Qi Jdefinicca allora ensi il gruppo Sa dei seguenti di un ente qualunque
adi @: Sa il grappe composio (§ g) di tutti i gruppi possibili, che ac-
cemiereino per brevitd com ¥, formati con enti di & in modo che

1° non contengano «;
2" pontenguno ¢a;
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3¢ se contengono un ente di & contengano anche il suo ente 4 (quando
esiste).

I. Innanzi tutto osservinmo che tali gruppi v, di cui Sa deve essere
composto, non esistone evidemtemente per ¢ (privo di ente ), e gunindi non
esistono seguenti di ¢; ma per gli altri enti [e quindi per tuii nel caso
(F—p~sG), ] tali grapp esistonao.

Infatti — 1* Essi esistono per p, essendo evidentemente & —p uno ii essi
perehd pud conteners il 5 di ogni sno snte senza contenere p, per la ragione
che p non ha ente w, e che quindi non & ¢ dinessnu enie. — 2° ldsistono
per = g, esseado nao i essi il gruppo del solo ente 4. — 8*8e per un ente ¢ che
non sia wq esistone, esisteranno pure per ¢ £, cigcehd i grapp Y, fatti -
spetto & ¢ contengono ¢, 5 (¢ ¢) (poiché ¢ ¢ non & ¢ e nuindi ammstte lo
ente 6) e sopprimendo in essiil @ ¢ (il che pnd fars, maneando gih in essi ¢
e quindi potendo mancare il ¢¢) divengono altrettanti griippi ¥ per @ . Si
conclude di qui che se per un ente ¢ che non sia ¢ non esistessero, nou
esisterebbero neanche per =« (eute che esiste, essendo  diverso . P, poi-
ché d non ha per ipotesi gruppi y , mentre per p ssistono invecs, come si e
vigto, i gruppt T.Iij' — 4° Se per un ente ¢ che non Sia P esistono, esISILTANNO
anche per = ¢, avendosi da quelli di ¢ altretianti grappi 7 di ne, coll’ aggiun-
gere ad essi I'ente c. Quindi se per wn ente ¢ che non sia ¢ non esistono,
non esistono neppure per sd, il quale ¢ esiste e non & ¢, giacché se no sa-
rebbe o ifdentico a =g, & per mg i gruppl v esistono (2%, — ° Fusi devono
egicteve per tutti gli enti che non sono ¢. K invero se per un aute « diverso
da ¢ e naturalmente anche da p (1°) non esistono i gruppi y, non esiste-
vabbero griuppi v nd par se (4% ne per we (89), enti mmnbedue esistenti: talche
se vi fosse il oruppo degli enti di G diversi da ¢ pei gnali non esisfono i
zruppi v, i1l esso Se esistesse un snta o asisterebbero anche ¢ & 7o, e quindi
un tal gruppo nella corrispondenza proposta -corrispondershbe & sé shesso.
ossia savebbe wa ciclo, contro lipotesi che cieli non vi siano.

Dungue esistono 1 gruppi a1 € percid anche il loro gruppo oomposto N d.
eccetio per g (quando esiste) e.d. d.

Osservazione 1°.— 11 grappo S'p non & che &G —p.

Osservuziene 2°. — 81 ha chiaramente che

NSea)=Sa—rda
N [:11: ﬂ,)::;S'EE -+

Osservasione &, — In un gruppo Sa, se vi & un ente b che non s 5 &
vi & anche Pente 6. Bd invero, se b & di S« e non & 5a, cid vuol dive
che deve esistere almeno un grappo Y, di cui fa parte L. Se in esso gia
non coropavisce = b, ad esso aggiungo = b, che non &4, ed oftengo an nuovo
gruppo Y, del quale =¥ fa parie. Tale ente = U s trovers percid nel gruppo
unmpug’tn e T”! = qﬁfnﬂj spra ente di & . @ . d.

Osservazione 48, — Nel caso (G — pes G —¢q) Uonte g compaxvisec nel
gruppo & di qualunyue ente di O, ginoché me in un gruppe y TanGi 4.
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egso vi si pud aggiungere e si ottiene COSL UL UOVe grappe y . zipoehe g ¢
non esiste, e la presenza i ¢ no vichiede quindi la presenza (i altri nuovi
enti perche il gruppo soildisfi alle condizioni imposte ai gruppi y. Iu A«
verrd yuindi o corparire snche (.

1. 8e I & & Sa, d non e di S

Ed infatti: 1° La propiefd & vers se b L @ gineche S0 =S (cd} =
Sa—oa (Oss. 20) el S0 non contiene n per definizione, talehe @ non & i
Oh—— 99 Se la proprietd vale per un ente % vale per i (quando b non & g,
eigceht ze b & di S =0 lo & pure, e N (g =~ —ab, per pui NO non
sontenendo a, neppure lo contiene S (o by — 3 Se vale per b vale per = b,
poiche Sz bl =NDb40, & in queslio gruppe non comparisce ¢ che non &
per ipotesi, in Sh, & non & b — 4" L proprietd vale se b & ¢, giaccht g ©
di §a (Oss. 47 ed Nqg non asiste, e quindi ¢ non & di S q; percio se per un
ente essm non vale, tale anfe non & ¢ — 6" La proprietd & vera per quil-
lungue ente i S, gincché ge non valesse per un enie ¢ NON varrebbe, per
coanato si ¢ ora dimostrato, né per & e ne per oo, iguali esistono enframbi
per 1 segueniti mobivi: il 7t ¢ non essendo ¢ l'ente privo di= im N4, il guale
ente & 6 @, giacchd por 5. walela proprietd; il g¢ perelie ¢ non 6 g Oss. 4
e ogni ente che non & ¢ ammeste il ¢ in @ Aliora il gruppo degli enti di
& per cui la proprieta non vale, equivarrehbe o se stesso nella corrspon-
denza fra & e G-—p e costibuirebebe mn ciclo. che invece, per Tpobesi, mon
existe.

Dungue la proprietd & vera per qualnnyue ente di S

11T, Se « & i sono distintl, o « & di Sh, o b di N r.

Tufnbti se & &g esso © di Sa(Oss.4"), & ciHr prova I'asserto. Sia invece b
distinto dn . Se b non ¢ & So, neppure lo 5 oh (Oss. 8%); eio prova che
in nessun gruppoe v, si trova oh, ossis che in ogm gyuppo che contenga
= 1) ileve maneare gualeuna delle conitizioni ohe ¢i danno i gruppi v, . Preso
orp un Gruppe ¥, 8S\0 sarh tale che ge contiene un ente ¢ di (4, conpiene
anche 7 ¢ (gnando 7 ¢ esista). Ora se lal grappe conterriy 50 (che nen & 1,
ssspnilo b non di S ) godra due delle trs proprieth dei gruppt y : @ gie-
come eontiene g b, non dovra, come ora si diceva, codere la terzn, ciot dov:d
contenere ¢, lnonde n sard di S'bh. Se invece quel gruppo non conterra 7.
si potrd comporlo con un gruppoe - sicoome # non & di Se, tale gruppe
son conterta b, il il grnppo composio risultante sard tale che comberrn
¢ b, 1l g \se esiste) di ogni ente di (7 che contiene, e non b, e sard Jdungue

un gruppo Y, contenente g, pev il qunle si vipeterd il ragionamento pre-
celdente, concludendo ancorn che « & i 85, o . .

IV. Se - & di S, e b é& di Sa, sard ¢ di Sa.

Dati comuneue 7 ed @, — 1°1a proprieta ¢ vera se o & o i), gwoché essentdo
per ipotesi b di Sy deve esserlo 55 — 2 ge & vern per o di S, deve es
sprlo per s (se esiste) che & pure ente di S¥: gincehd se ¢ & i S, deve
asserlo anche 52— 8 se & vern per ¢ di &b (che non sin b)Y lo & pure pry
xeohe ¢ pure ente di S, Intatsl ¢ non ¢ s, perche se lo fosse, essendo ¢
o I distinti, ¥ non sarelbe 5a e apparterrebbe dunyue anche n Na — ol
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niot a N (o), ossia ad Ne, mentwe & ¢ che appartiene ad N0, e le due ipotesi
si eseludono (I1). Allora ¢ non essendo 6a, esisie me in Na, se viesiste ¢ —
4" In proprietd & vera per g (se esiste), essendo ¢ ente di qualungue grappo
N a, ynando « sin an ente del gruppo — 5" la proprietd ¢ veva per qualunqae
ente 81 glacché se nen & vera per un ente ¢ (che nen deviessere ah per
la 1* parie di guesta dimostrazione né ¢ per la 4%, non lo & per =¢ ne per
5a, o causa di cid che si & gid dimosteato (parti 24, 8%} ¢ quindi nel gruppo
degli enti di N7, per cul Iz proprieta non vale, se comparisce un ente ¢ com-
pariscono we e g, ciot guel gruppo equivale a sé stesso nella corrispon-
denza, ed & un ciclo, contro Mpotesi. La proprietid ¢ quindi dimostrats.

Resta cosi provata la parte @) del teorema.

Y T1 gruppo € bene ordinabile ¢ pud diveniie o illimitato ad un senso.
o, altrimenti, sempre limitato, e in determinafl casi anche a due sensi.
- Infatti per la pavte «) del teorewna si é definito il concetto di seguente, e
possiamo ors Jdefinire ) come precedente ad a (b & di Pal, se # & di S

Inoltre se i & un ente di G, dico essere sa (che & appunto di Na e che
caiste tranne al pid per ¢) il suo immediataments sepuente. In‘atii, se i
fogse un ente o seguente di a1 precedente oo, avremmo che o ¢ ¢ di N2 e
e di S ma siccome < non ¢ =, dovrebbe ¢. perché di Sa. apportenere
anche a N(aa), & quindi insieTe sarebbero aa di Neea o di Niga), contro
Yo si 6 dimosbrato nella parte =3, II. Del pari se @ nen & p esiste =,
ed & I'hnmediatamente precedente ad o, giaeché 7 wa) ¢ . e a(wa) &
come si & visto, I'immediatamente segusute di =

Nel eago (G — p =~ G), il grappo & cosi illimitato e ad un senso secondo
il il eriterio .

Nel caso (G — p == G — g),, cioé (G o G),, non esistendo 54, il gruppo
risulta limitato secondo il criterio ¢. Ln questo caso, si costruisca in eg-
tena (&, di p vispetfo al eriterio 4. Se essn non equivale all'intero gruppo,
<i diea G, il gruppe degli enti di G che non ie appariengono. Poiche in .
che ¢ catena di p, comparisce 'ente = di ogni suo ente (scceito p), dovra
mancare in essa lente ¢ di ogui ente che vi manchi, e quindi dovra in G,
compavire I'ente ¢ di ogni proprio ente, eccetto di ¢, s& ¢ vi comparisce :
e comparendo in G, Vente v di ogni suo ente (ececetto di g, qualora ¢ fosse
in G,} eomparird in G, Pente = di ogni suo ente. Se in G, non fosse 4, allorn
in esso di ogni ente comparirebhe lente ¢ e l'ente =, e G, sarebbe un ciclo,
che per ipotesi non déve esistere, Comparivd dunque in G, Vente g, & se un
ente anche l'ente = di esso, cioé Uiutera catena di g presa rispetto al cri-
terio =. Vi sono dunque in (¥, e sono senza enti comuni, la catensa G, di
rispetto a o, e quella di ¢ vispetto a w Oltre gli entidi yueste due catene
vion possonn esserei altri enbi in (7, gigeché altrimenti nel gruppo di gunesti
pltimi comparirebbero i lore enti s e = (i quali se tossero nelle catane obbli-
gherabbero 2li enti gtessi ad esgervi) ed esso costitwivebbe nn ciclo che non
pad esservi: cosl Io stesso F, € catena di g rispefto a = Se in guesie ea-
tene (7, e (7, dicimino ¢ ente = i p e p ente 5 di g, evidentemente il lovro
insieme costituisee unn bicatena (§ 281 E dicendo tutti gli enti di &) prens-
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denti a tubti quelli di G, il gruppo vestn, con's fucile w vedersi, wn grappo
i1 oui opni ente ha pracedenti e seguenti, anzi la Uinmuediatameute prece-
lente. e I immedistamente seguente, cioe & un grupno beue ordinato a due
sensi, secondo il eviterio ¢ € queile .

Il teorema ¢ pienamente provalo.

Osservamions: 5. — Nel easo (G —p == (), il gruppo hene ordinato ad
un senso, secondo il corcllario 17 del & 27, & catena aperta illimitata di g,

rispetto al criterio .

Nel caso ((F e €r), , 8ilo Pardinuments nel modo dato dal teorewma. si
ha o una catena aperta limitata, od un gruppo che pud ridorsi al una bi-
catena.

{)ysercasione . — 1 due vasi in cni 31 ¢ spezzato il tecrema precedente
non st escludono & vicenda, pofendo un grappo in una corrispondenza es-
sere equivalente a sé stesso, in i albea prevalente,

Corollario 1 — Un eiclo semplice & hene ordinabile,
e si pud rendere hene ordinato, limibato.

Cor. 2°. — Una catena di un ente a, la quale sia aperla
ad illimitata, & bene ordinahile (§§ = 30': ed & hene
srdinate ad un senso, prendende @ per ente origina-
rio, @ il o di ogni ente (0 risp i} =i come suo immwed?a-
tamente seguente (o rism preceden Eel

Cor. 3V. — Una cateua chiusa ¢ beue ardinanbile (8550
Corallario. 44 Ceor 1% ed & un gruppo bene ordinato li-
mitato, prendendo per eate originario un ente qu&
Inungue p, e per finale quello ¢ a cui tale ente corri-
sponde neila carrispo ndenza 2 della vatenn, gquando
sia (G—pe=G — ).

Jor. 4" — T'na catena aperta limitata & hene ordina-
hile (8§ 29-30), ea ¢ un gruppo hene ordinate limitato,
prendendo per eunte origingric il suo ente privo di ».

Cor. 5°. — Una bicatena & bene ordi nabile, e d& un
gruppo beune ordinato a due sensi. Dgsa infatti consta delle
due calene oppoxte di un suo ente qualmmgue (§ 23), per esempic «: Lel-
dendoe bene ordinate queste due catens, secondo il Cor. 27 ed il Teorvems
precederite, e precisamente ridneendo guells rispefto al criferio ¢ i un
gruppe bene ordinato nd un seuso secondo o, Paléra in una bene ordinato ad
an genso seconde =, Vintero gruppe diviene hene atdinato, ¢ precisamente
bene ordinato a due sensi, tanto secondo ¢ yuanto sesondo 7.

Clonsiderando pol the la Lieatena & un cicla semplice (§ 90 Coroliariol, si
conclude, anche in base al Covollario i?, che si pud ordinare in malo da
sgspre un gruppe bene ovdinato limitato.

Cor. 6. — I hene ordinabhile au gruppe, che 1t nna
convenieute corrispondenza #| spezza in on gruppe di
cicli semplici, rispetio a1 g nali. pregi come enti, sia

hene ordinabile (§ &, § & Cor. 17}

- —— &
" e g B
i

e et Bk



— 10 —

45, Teorema, — 3¢ in uns corrispondenza 2 Uuu gruppo
(r equivale ad una sua parte propria, e, rispelto ad 2,
* 51 spessw in nn gruppo dl ecicli semplici che sin
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bene ordivabile rispetto o quenti cieli presi come enti _ﬁ,
gruppoe che pud anche mancare) ed in una parte T ne-
cessariamente squivalente ad una relativa parte pro- M:“
pria IV ed il gruppo T— I inoltre, & Lene ordinabile,
anche Gé bene ordinabils, i

Infatti (§ 27, Cor. 2% i) gruppoe I' nou & che un giuppo di catene aperte
efl illimitate, une per ciascuno deghi enti di T'— I*, Ogouun Of esse si puo
rendere beue ordinata ad mu senso col eriterio dato dalla Propria corrispou-
denzr (§ 44, Cor. 27\ ed ognuno dei olcli semplici di G si pud esso pire
rendere Leae ordinato lhmitato con Fanaloge criterio (8 4, Cor. 1"

Ii gruppo T & allora un gruppo bene ordinabile d{ gruppi bene orlina-
iy, & quindi ¢§ 410 & bene ordinabile esso pure rispetto agli enti primitivi.
Sard dingue tale anche il gruppo & dato, elie si spezza in T & nel gruppo
bene ordiuabile 1§ 41, $ 41 Cor. o1 degli enti dei cieli semplici,

Corollario. — F bene ordivabile un gruppe € che in uua
conveniente corrispondensn privi di eiecli equivalga ad
Hna sus parte propria G,, in modo che il gruppe C—0, =&
sin bene ordinabile. =

....

Catrrtono VIL

CATENE NI GRUPPI BENE ORDIN. Tl
PRINCIPIO [V INDUZIONL.

46. In un gruppo bene orlinate si costruisca la catena (§ 16) di un
Su0 ente o rispetto al criterio 5 che serve all'ordinanieuto. Fasa vosbituirs
chiaramente nu gruppe bene ordinato, colla stossa legge del grnppo dato, o
con o« per enly originario.

Teorema. — La catena di wn ente a di un gruppoe bene
ordinate contiene solo enti scguenti di e.

Infatti tale eatens contiene chiaramente 5 a che ¢ i Nu Se contenesse
enti di 2’ potremmo sopprimerli — il sruppo restante conterrebbe a, & s¢
contenesse un ante (che ¢ i $¢ gincche quelll di P a sono soppressiy con-
berrebbe il suo o, gincchd questo pure & di Sa, e percib non di Pa e guindi
bon seppresso. Dhiugue tal gruppo sarebbe un gruppe (a). parte delln ca-
tena di o, il che & assordo (§ 16)

Corellario. — TLia catena 4i unm ente o li un gruppe
bene ordinato ¢ aperta, non esistendo in essa Vents .

7. Teorema. — Se¢ uella catena di un ente @ di un

Eruppe hehe ordinato manca un ente b ai S, man-
CADOo anche tukiti gli enti di 8.
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Tulatti e vi fossero euti di S0, sopprimendoli tuitl restercbbe sempre
uy gruppo contenente « per ipotest © contencnte il & di ogni ente che ssso
contiens; poiché se un ente si € SOppresso 550 & di Sh, e gnint1 il suo w
o & b ciie wanca per ipofesi, v & un ente di Sbh e 51 & pure SOpPpresso,
o quindi manca il = di ogni ente muncante ciod esiste 11 ¢ di ogni ente
rimasto. 11 gruppo restante sarebbe perciv mn gruppo @), ; parte della ca-
fena di (T, il che (3 16Y non pub pysere.

Corollario 1. — Se la catena di « iU QU Fruppe bhene
ordinate contiene un eunte ¢, che ¢ di Sa (§ 46, con-
tiene tutti gli enti compresi fra a 8 .

Corollario Z. — Se il gruppo dato & bene ordinato e
g¢e 1ls ecatena el sno sube originario contiene l'ente
tinale, essa coincide con VFimbero gruppo. € quindi
se reciprocamenbe assa non coinecitle con 1'intero
gruppo, non contiene 'ente finale ed & percio illi-
mitats.

48. Teorema. — Llu un gruppo bene ordinato G se si d i-
mosbra una propriets £ per un suo ente e 21 prova
che se esya & vers per un ente lo e anche per il suo
eunte 5, tale propriets resta provaia pey tutti gli
enti della eatenn di «

Invero il gruppe degli euti Al ¢ che gedono la proprieth £ rontiene «,
& e il ente anche i suo ente 5: dunque contiene la catena di g (8 16L

Corollario. — Se un graoppo beue ordiunto, illimitato
ad un senso o limitato, ¢ catena dol suo ente prigi-
pnario, tng proprietvd che si dimostri pex il suo ente
originavio e she, Jimostrata per umn Bh te, si provi
vera per il suo ente 7, ¢ provath per nualungue ente
de! gruppo.

Definizione. — 1l fatto di cui si & purlato uel Covollariv procedente
e che «i verificn in certi gruppi bene erdinati, quello cioe che « una pro-
¢ prietd valifla per V'ente originario e per Uente ¢ di ogni ente per oui vale
. & valida per gualungue euts del grappo » & il fatto, cosi importante nella
matemation, eni si di il nome di principio di tndpzone yatematicn (™).

£9. 1 vero anche il rveciproco del Corollario del § precedente, cioc:

Teorema. — Se in an gruppe bene ordipato, illi-
mitato ad un senso o limitato, vale il prinecipio di
induzione, 880 @ catenn del suo eunta originavio.

Infabti se wn gruppo qualmmgue [ contiene I originario o del gruppo
dato (@, Venbe « (i ogni ente di (v ¢he coutiene, per il priocipio 1 indu-
sione supposto in G Ia proprieta di sppartenere a quel gruppo [ varra
per ogoi ente di (: e G apparterrd mtero al gruppi che combten gono

(H Pmupiciss £ & N 60, 80 — Veroxzss, ) o lnotrad. N. 38, /),
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¢ il o di ogni eute di & che cousengono, dei quali quindi sard il legame,
Bara dunque ) secoudo ln definizicne del & 16, catena &f «, ¢ d.d

Gorollario. — Ia coudizione necessaria ¢ sufficiente
in uwu gryppo beue ovdivato, iliimiftato ad nu senso
o limitato, affinehé valga in esso il principic d'in-
duzione ¢ che ésso sia ecatena del proprio ente orvi-
gipnario,

Casprpno VTIT

GRUPPI SEIPLICL

350. Definizione. — T gruppi bene ordinati che hanno un enle origi-
uario di eui sono catena, st diranne ssmplicemente ordinatl ().

I s divdc semplice 1m gruppo che si posss rendere scwplicemenis or-
dinato.

Corollario 1. — £ gruppi semyplicemente ordinati sounc
tutte (§ & Cor. 2° 1% e sole (§ 60 Def) le catene aperte

Cor. 2. — Nei gruppi semplicemesnte ordinati vale il
principio d'induzione (§ 48) e. fra t gruppi bene aordi-
nati, vale in essi soli (§ 49,

Dalle proprieta esposte al € 18 per le catene, sl deduce poi subito il

CSor. 3. — In un gruppo semplicemente ordinato ogni
eante (eccetlo "originario) ne ammette uno immedia-
tamente precedente.

I5 da questo discende che nslla corvispondenza ordiuatrice (§ 121 del
gruppo semplicemente ovdinate, ¢f, di cui sia « lente originavio, il gruppo
G se ¢ limitato equivale a sé stesso, se & illimitato equivale alla sua parte
propria G —ea.

Inoitre si vede dallo stesso Cor. 8° che la corvigpondenza ordinafrice é
identica alla corriepondonsa dclla catena di « (§ 28% e si ha qaindi il

Cor. 4. — La cerrigpondenza ordinatrice di un grup-
po semplice & priva di cioli (§ 800

9l. Teorema. — Un gruppo T equivalente ad un gruppo
semplice & ¢ sewplicve ess0 pure.

Basgta infatti riduere G in un gmppo semplicemente ordinato e porre
poi ' in corrispondenza ordinata (§ &4) con G, per avere | bene ordinato
e limitato od illimitato secondocké in un modo o netl’allro & ¢, In tali
condizionl ¢ chiaro che la catena deil’ente originario di T coincide rol
sruppe e che quindi I' & semplicenente ovdinato e. d. .

92. Teorema. — Se nun gruppo bhene ordinato limitate
non ¢ semplicemente ordinato, esso & un gruppo svi-
luppabile.

(¥) Cfr, Drast Le. § 5,
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Infatti in catena del suo ente origiuario # sard illimitata (§ 46 Cor, 27
non coineidendo col gruppe per ipotesi. Percid la catena di a & un gruppo
hene ordinato illiniitato, e quindi (§ 43) & sviluppabile ed & tale anche FPin-
tero groppo dato. di cm esso ¢ paite.

53. Teorema. — 11 nn grappo semplicemente ordi-
nato la catena di un suno ente H consta di b e di tutti
i segunenti di b.

Intatti: 1" tale proprietd & vera per Pente originario «, essendo appuuto
il gruppo (§ 60) catena di 2, e gli enti diversi da « essendo tutti di Sa:
2% go-d vero per un ente B, lo & per =0 giacché la eatena di @ differisee
da guello di § solo per "ente b, & §(sh) equivale ad S) — gl Per il
prineipio d'induzione (§ 48) la propriefi e dimostraia per qualungue ente.

Corollario. — Se iu nan gruppe semplicemente ordi-
nato §i dimostra ana proprietd per un sno entea & (an-
che non originario) e &#i prava che se & vera per an
ente lo @ per il suo ente 7, tanle proprieta restn pro-
vatn per tutti gli enti seguoenti di &, giacche SU 40 & ca-
tena i &, é Lene ordinato, e gquindi & semplicemeiite ovdinato esso pure e
vale per esgo il principio d'induzione.

54. Definizione. — Diremo parde fondaienfale (parte Z) (%) di un
gruppo semplicamente ordinato il grappe composto da un ante del gruppne
e dal gruppo dei procedenii di quell’sute. il quale ente si diva fliile della 7.
La parte Z, che ha un speciale ente finala I, si indicherd eon Z;,

In una parvte fondamentale un enbe si diva pweccedenzte o Sequente, jnme-
dinteunente o no, di un albtro, secondoché gin riep, nell'una o nell’altra con-
dizione nel gruppo primitivo.

55. In una parte fondementale £y di un gruppo (' se comparisce on
ente di G, p. es ¢, comparisconoe puve i precedenti (eccetis, & intende, per
Pente originnrio di ) ginoehd se o & di 0 e & di e, sila (§ 81) che o &
di P

Se comparisce ¢ (che won sia Pentetinale H) compavisce ancle immedin-
tamente seguente ce. Infabti= 1" o s¢ & b, ed allora esso & di Z, per defini-
zione; 2" o oo non & 0, ad allove se 5~ non {osse di Z sarebbe dek gruppo
S U, nel guale pure si dovrebbe trovare il suo immediataments precedente «
(§ 44 Oss, 37) esseudo ¢ ¢ distinto da o b perché ¢ & distinto da O; ma « non
& di Sh. dunque é provato quanto si diceva. E pereid si ha il

Teorema.— In una parte fondamentale di un gruppo
semplicemente ordinato se vi & un ente vi & 'imme-
distamente seguente, tranne per il finale, ¢ vi son
tabti 1 suoi precedenti.

Corollariec I. — Se in una parte fondamentale di un
vrauppo semplicemente ordinatoc manca un ente del
gruppo, mancnno futdi 1 suol se guenti.

(%) L4 natnzione & pres dal Do che M'usa per @ nameri {§ 5. N, 85,
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Gor. 2.—5e ® & un ente non finale di una parte fon-
damentale Z di un gruppo, la Z, dello stesso gruppo
bt parte propria della prima Z. ,::
Jor. 3. — Di due distinte porti fondamentnli di un ?*Eé“'
medesimo gruppo semplicemente ordinate 'unna o
parte propria dell’altra,
Cor. 4. — Se in uxn gruppo semplicemente ordinato :

Si sopprime una parte fondamentale, il gruppo re-
stante 2 ancoera semplicemente ordinnto.

96. Teorema. —Ogni parte fondamentale di un g Hppo
semplicemante ordinato © catana dal preprio ente :
originario.

Ld invero sia Z, una parte fondameutale di un gruppo semplicements
ordimato &, ed « sin Vente originario di 4, & di @. %o lo catens i # ri-
spetto ol groppo Z, fosse parte propria di Z,, poicht essa contiene «, e
S0 un enfe il suo s, senzn eccezione ginochd non pud contenere lente (i
nale di Z, (§47. Cor. 2%), essa sarebbe wn grppo (), rispetto al gruppo (X,

# quindi la eatena di @ in & no sarebbe parte, e savebbe pereid parte pro-
pria di &, contro 1" ipotesi che G sia semplicemente ordinnto, e che gnindi
sin eatenn (i #. Dungue In catena (i ¢ in 2, non & [arte propris Jdi 2y
ma coimneide con 2.

Corollario. — Nella corrispondenza ordinatrice Ai nn |
gruppo semplicemente ordinato, una parte fondamen-
trnle ¢ an gruppo semplicemente limitato.

57. Se di un gruppo semplicemente ovdinato prendinmo tutte le parti
fordamentali ed esssocinmo cinscunn di essi al proprio ente tinale, stabi-
liamo una corrispondenza fra il gruppo dato 7 ed it gruppo delle Z nel
ijunle si considerinoe le 2 come enti, el in tale corrispondenza i due gruppi
sono eguivalenti.

Sa diciamo una Z seguente o precedente di un'altra quando nel gruppo dato
"ente hnale della prima & seguente o risp. precedente di quello dell’ altrn.
si velde chiaramente che cosl risulta il gruppo delle Z ordinate e in cor-
rispondenza ordinata con (7, ed asso pure ¢ semplicemente ordinnto. limi-
tato o no, secondoché & limitato o ne il grmppo 6.

Definizione. — Quande diremo gruppo ordineto delle Z di nn zrappo
semplicemente ordinato intenderamo il loro gruppe ordinato nel mode ara
detto,

Cor.—Il gruppoe ovdinato delle Z di un FTUpPpPO SEm-
plicemente ordinato sodisfa al prineipiec d'induziane.

s
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58. I gruppi semplicemente ordingli sono o limitati od limiiati: i groppi
semplici devono poter dare orvigine o agli umi od agli aletri (§ 5. Senza
escluders, almeno per orn, che wno stesso grappoe semplice, possa, tiversa-
mente ordinato, dare origine agli uni ed agii altri, #tadiamo separatments
i dne casi. :

Definizione. — Diremo finito un gruppo semplice quande pessa fars
diverire semplicemente ordinato e limitato (%),

Corollario 1. — Esistono grnuppi fniti p. es. quello di
une o due enti (§ 39
Cor. 2 — Un gruppoe non ordinabile non & finite.

Cor. 3. — Un gruppo equivalente ad nno finito e -
nito 2880 pure,

Cor.4. — Ogni parte fondamentale di un gruppo sem
plicemente avdinato & un gruppe finito (§ b Cor,)

Cor.5. — 11 gruppo delle parti fondamentiali Z (i un
gruppo Bnito, considerando le Z come enti, & dinito
es3p pure. (S 7).

59. Teorema. — Iu un grouppo finite nessuna parts pro-
pria pud essere equivalente all’intere gruppo (™).

Ni eomsideri il grappoe & dato semplicemnente ordinato (come devesi poter
fare per la definizione di grappo finito} e =i consideri il grappo ordinato
delle parti fondamentali (grnppl Z) di (7 (§ BT). Tisso & zsemplicemente or-
dinnto limitato, e gmindi sodisfa al prineipio d'indunzicne.

1l teoremn & evidentemente vevo per loriginario di fali groppi, che consta
di nn solo ente. Dimostriamo ecrn che supposto vero per uno di quei grappi
Z. € vero anche per Pimmedistamente segnente che si ottiena da a550 ag-
ginngendovi un altro ente b = ga. Sia [ una parte i 7, = Z, 4 0, ¢ xn,
in gualche cormspondenza z, se & possibile [T oaT[,. Allora:

R —

(*) Per qunesto capitolo veldi Berrazzi: Gruppi Aniti ed jafinii A enti (Athidalln B, Ace-
epllemia delle Ssienze di Torine, Vol XXXT),

(##) V. Caxvon Zrr Lelon eon. pag. 8 Nota. — Pale noatove pernliro non richimie, per lu
meno eaplicitamento, il privecipio dlinduzione (ehe gui & da dicend 11 gruppe smnplioe-
mente ordinate) sebliene o wsi poi nelle dimesteazioni, 11 Deoerixp (L ¢ § 0 No G dice
fivdtd 1 gruppi nou tudnitt (secondo | noswro lingnogzio, noo sylluppabills me pav Lsoppe
vasto tale comcetin per rispondere n ei che in praticn si intende per ngaregnt] finiti ( Vedi
ILntroduzione) Il nosten gruppo finito eorrisponde, gquunido & semplicemsute onlinate ¢ -
mitato, &quells alie il Vanosese nelsunl Foadlenents i Gramelvianl X 35 dell'Tntrodazione
datiniace come aric nalerule o wilale 0¢ 1. gpecte,

(&5} Caxvon Xur Leler ote. page 00, Notn, — Vamoxmsr Lo Jatead. N 48

14:
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1 o T contiene b, ed allora soppresse & in I'ed in Z , siha facilmente
che I'— b > Z, , contwa l'ipotesi, essendosi supposto per Z, che nessuna sus
parte siz equivalente a esso, ed essendo T'— & parte di Z, .

2. 0 T nou contjenie 7; allora I' & parte anche di Z, . Sopprimendo & in
Zy . ed in T il corrispondente b di b avremo I — IV e Z, il che non pud
essere, esgendo D —»b parte di Z, -

Si conclude che Z, non & mai equivalente ad una sua parte propria,

Per ii principio d’ induzione tale proprietd sard vera per tuatti gli enti
del gruppo della Z, e quindi anche per il suo ente finale, che & il gruppo
proposto nel teorema. Tl teorems e dunque dimosirato.

Cor. . — I due concetti di gfuppe finita e di grup-
po sviluppabile si escindone & vicenda (§ 12).

Cor. 2. — Nessuna parvte di un gruppe finito puo es-
sere sviluppabile (§ 14),
60. Teorema. — Le¢ parti di wn gruppo finito sono

¢sse pure finite.

Ordinato infatti semplicemente il gruppe dato & in modo che sia limi-
tato (§ 58), se (7, & una sua parte, si dica in essa un ente precedente o
suguente ad un altro guando a guesto sia risp. precedente o seguente in G-
Il gruppe @, sara sliora chisyamente ordinato.

Dico che i tal modo esso & anche hene orvdinato. Sin invero un sug
ente @, (non finale) e si eonsideri il gruppoe degli enti di &, ciascuno del
quali ¢ precedente di tutti gli enti che m 7, segnono a,. Tale gruppe parte
di ¢ pud mancare, ed allora 'ente sa, nox & di tal gruppo e gquindi & non
precedenta di tutti gli enti ehe in G, segoono a,, ® non potendo essere
segnente di aleuno di essi, che sarvebbe saltrimenti compreso ©va d e ¢a,
sard uno di essi, e sard percid ["inmediatamente seguente ci er, . Se il grappo
degli enti di G ciascuno dei guali precede tutti gli enii di G, seguenti 4 «,
eriste, asno & chinrmmnente bone ordinato e non pud essere illimitato ginc-
ché altrimenti sarebbe (§ 43) sviluppabile, mentre G non lo & Allora se b,
¢ il suo ente finale, si vede come nel caso precedente che ¢l & ente di G,
e precisamente & I'immediatamente seguente ad e,. Si conclude che &, €
bene ordinalo.

Inaltre G, & limitato, altrimenti esso sarebbe sviluppabile (§ 43) ed
ulloru tale sarebbe anche G, che invece & linito.

Ed infine se &y non fosse catena dal suo ente originario a, costruita
in 2530 la catenn T di @', che allora dovrebbe essere illinnbudn (§ 40 Cor. 2),
il gruppo degli enti di ¢ precedenti qualeuno di T sarebbe ancora un
groppo (q), parte di G, il che non pud essere.

La parte G, soddisfa adunque a tutte le condiziom per gssere un gruppo
linito ¢ d. d

Qorellario. — Un gruppo che in quelche corrispon-
denza sip suvvalente ad unao finito & finito esso pure.
(% 58, Cor. 89,

61. Teorema. — Se un gruppoe finite, I, & o savva-
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lente, o equivalente; O prevalente ad uwn gruppo gua-
lungue & in nua speciale corrispondenza, la stessa
relazione si avra in tnite le possibili corrispon-
lenze fra T e &

Qe infatéi con una conveniente corrvispondenza % ed un altra qualun-

que % si avesse
{I‘ < G?':r_l (I ? 'G]!l?,u g

oppiLre
()5

.
b o

AV

Iee6),, L

oppure
(DS G)yy EX A f;)gj,

pella corrisponidenza composta % 2 sarebbe I prevalente ¢ suyvalente a sc
stesso, e quindi equivalente ad una propria parte, il che non pud dars.
con 1' Hnite.

Corollasio 1. — Per giudicare la relazione di potenza
che lega un gruppo finito ad un'altro gruppo qualun-
que, basta ezaminare che cosa aceade in una sola cor-
rispoandenza (Cf. § &)

Cor. 2. — Lie parti proprie di un gruppo finito sowno
1i potenza minore nl gruppo, essendo su vvalenti ad
esso nella corrispondenzs identita.

Gor. 3. —— Di due distinte parti fondamentali di un
medesimo gruppo semplicemente or dinato una e di
potenza minore dell’altra (§ 55 Cor. 3%.

62. Teorema. — In gqualungue modo si renda hene or-
dinato un gruppo finito, esso dovra sssere sempre
limitato @ semplicemente ordinato.

Infatti se mancasse la prims proprieta sarebbe (§ 45) sviluppabile; e
tale sarebbe pure se, verificata guesta, il gruppe non fosse semplicemente
ordinato (§ 52) In ogni caso quindi (§ 59, Cor, 19) il gruppo non sarebbe
finito.

63. Teorema. — Un gruppo finito se & ordinato & sem
pre bene ordinato.

Infatti sia G il gruppo finito, e si supponga che esso sia. bene ordi-
nato (il chie ¢ sempre possibile per lo meno in un modao) (§ 58) e gquindi
(§ 62) che sia semplicemente ordinato. Si econgideri il gruppo ordinato delle
sue parti fondasmentali Z (§ 57): esso sodisfa al principio diinduzione (§ BT,
Qor.) e di esso fa parte G come ente finale. Se dunque si dimostrerd vero
il teorema per il grappo Z ente originario, e per mmedinfamenie se-
guente di un grappe Z per cul € Vero, si sard provate per ogni grappo,
& guindi anche per (.

1* T1 teorema & chiaramente vero per il gruppe origivario, formato da
un ente.
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2% Sia supposto vers il teorema per um gruppe Z, , e sioconsideri 1'im-
medintamente seguente 7, formato da Z e da b=c », che & ente di G e
non di 7,

we Zy e ordinato, sopprimendo b e uwsando gli stessi eritert di geguente
¢ precedente, il gruppo restante Z, ¢ ancora ordinato, e guindi, secondo la
ipotesi, bene ordinajo. GH enti di Z. precedenti b in Z. formano un grippe
bene ordinato, il yuale, perche parte di un gruppo fluito, & tinite, (§ 60) e
quindi lHwitato (§ 62) ad ha dimgne nn ente finale & 1§ tale ente & im-
mediatamente seguente il 0 in 4, . L'eute immediatamente seguente di b
in Z, sard nn eerto eute h, che risultera ora immediatamente seguenti
di & in Z,. E tale ultimo gruppo sard percid lene ordinato e. . (.

Corollario 1. — Un gruppo finito comnngue sia crdl
nato elimitato ¢ semplicemente ovdinato (§ 62)

Cor.2 —Un gruppo finito & sempicemente ordinato
anche sceambiando le parole precedente e sequente ® guelle
finale e d originarie o hrevemente rovesciciuln i giruppo (¥)

Oor. 8. — Un gruppo ordinato in cui gualche snte
non abbia Vimmedistsmente seguenie non & finibo.

64. Si & visto (§ 44, Cor. 1) che e in wna corrispondenza priva i eicl
e gruppo ¢ & equivelente a s6 stesso, esso ¢ bene ordinabile in modo da
essere lmitato, Questo ordinamento eonsiste nel cousiderare un ente qna-
hingue p del gruppo, nellindicare con 5 41 un ente il sno corrizpondente
nella corrispondenza, ecceito per Vente ¢ che avrebbe per corrispondente p,
@ nal prendere come gruppo N6 quelle composto i tuffl 1 grappi che non
contangono b, contengono b, e l'ente ¢ (gquando ¢’8) di gualungque ente che
esst contengono. Ora dice che se il gruppo non & sviluppabile in tale ordi-
namento, il gruppo & semplicemente ordinato. [nfatti, se in questa corri-
spondenza il gruppo non fosse catena di p, costruita la catena di p, essa,
~mon eeincidando col gruppo, nou dovrebbe contenere Pente ¢ privo dl & (817,
Cor. 2° & guindi essa sarebbe illimitata e pereid costituirebbe un groppo
svilappabile e tale sareble & con-tro Pipotesi. 8i conclude ehe il gruppo
visulta cosl semplicemsnte ordinsto: el essendo limitato, sard finito.

Dialtra parte sappiamo che la corrispondenza ordinatrice di nn gruppo
semplicemnente ordinato se il gruppo & limitato ta corrvispondere il gruppo
& 8¢ stesso (§ 42) ed & prive di cicli (§ 52, Cor.), & guindi si lia il

Teorema. — La coadizione necessaria & sufficiente
sffinché un groppo non sviluppabile sia finito & che
pessa stabilirsi wuna corvispondenza priva di eieli,
nella guale i1 gruppo sia equivalente & s¢ stesso

65. Un gruppo di enti & definito quande si possa gindicare se un enbe
qualhngue gli appartiene n no, A tala scopo dovianno esser date leggi colle

——— T —
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quali poter fare nn simile riconoscimento. Tra gueste leggi & utiie spesso
includere la legee detia « arbitrio « la gquele fa dipsndere la presenza degli
onti di un gruppo, seltanto della volonté dell’'operatore.

Per disciplinare 1" uso di essa in modo anche che si dia immagine di
quanto aceade nella realta. converremo che tale legge serva solo pel grup
finiti, ammettendo il

Postulato(® I’: «Nou si possono prendere ad arbitrio
senti che costituigscano un gruppoe non finito, sia
+ che si voglian togliere da un gruppo soto (fosse
¢« pur quello di tutti gli enti) sia che debban esser
«presi parte da alenni, parte da altri gruppl.

: ¢ Si possono prendere ad -arbitrio enbi nno per
ceinscuna di speciali parti (distinte o no) di un grup-
rpo, se yueste parti, considernte come enti, costi-
s tnigscono un gruppe finito.

B8': «8i possono prendere ad arbitriec enti distinti
¢da un gruppo G, i quali debbono costituire un grap-
:po equivalenie ad uno gualunque finito dato, che
+sia di potenza minore a G.

Corollario. — 8i pud prendere ad arbitrie un ente di
ur gruppo gualungne.

66. Sc cvcorra estrarre da un gruppe nna parte che sia sviloppabile.
per quanto si soglia nsare falora la frase ad arbifrio, pure in omsaggio al
postulato precedente dovrd intendersi che sia data una legge diversa dal-
Iarbitrio colln yuale si possano ottenere inthl quegh entl, © almeno bubtl
2l infupri di quelli & an gruppo finito che siano dati ad arbitrio, eiod
une legge colla quale si possa gindicare se un entse del gruppo apparbiene
alla parte i quesbione.

Pud talora essere ubile il eonsidarare nna perte di un groppo non fimito G
ottenutn prendendo un ente, che now fmporte del resto gude ¥ig, per cia-
soune di certe sue parti costituenti esse pure {cousiderate come enti) un
gruppo non finfo. Per ynanto sié detto, oecorrerebbe, perchie wn lal gruppo
fosse definito, aver nots naa legze, applicande la qusle a ciascunn di quelle
parti ne venga determinato un ente, e e1d gualungue sia guella parie. Nen
potende, per la ampiezza che ahbiamo nel concetio di grappo, asserirsi che
tale legge possa darsi in generale, si vede chiara Vutilita della distinzione
dei gruppi in due categorie. Dicendo legge d¢ scelta (%) nnw legge con ke,
quale in un gruppo si determini wn enfe (del resto qualungue) in c2ascind
delle sus parti, dovremo distinguere i gruppt per i quali tale legge di scelta
é nota, de quelli per i quali essa non e aoia.

(%) A gale proposizione, ehe nudinmo acockkare, diamn il vemedi Pestidato, non eacendo
tle ohe, per oros smnbrei pebersi provace. La eoss sembracic cos) rigorosi anehe o chii disseo-
tisze dil fare vse A1 simili proposizipnd,

(#2) Brrrazxl, — Sul punkid b odiseoutinnita delle fnozioni i vaclabile veyle, - (Lendie.
del Cire. Mat. a7 Palerme. T, TV
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Non si esclude che possano aversi gruppi per i quali esistauo leggi di
scelta per speciali parte di essi. P. es. nei grappi finjtl possiamo dire Hn
"d'ora esistere una legge di scelta, Parbitrio (§ 60, Post. 2% per | gruppt Z
loro parfi fondamentali, giacché questi, considerati come euti, costititiscono
un gruppo finito (§ 58, Cor. B).

CATITOLO X, =

GRUPPI SEMPLICEMENTIC SVILUPPABILI.

67. Definizione. — Si divd gruppo semplicainente seiluppabile quel
gruppo semplice che si possa ordinare semplicemente in modo da essere
illimitato ¢*). Se un tal groppo si consideri gquando appunto & scemplice-
mente ordinato ed limitate, si dird per brevita che si & reso normaie.

Cor.1. — Il gruppo di cui i fa parcla & sviluppsa-
hile (§ 49

Cor. 2. — Le qualitd digruppo finito ¢ di sempiice- -

mente sviluppabile si escludono a vicenda (§ 59, Co-
rollario 1).

Cor. 3. — Un gruppo semplice o & finifo o é sempli-
cemenbte sviluppabile.
Cor. 4. — Un gruppo equivalente ad uno semplice-

mente sviluppabile, & tale esso pure.

Cor. 5. — Il gruppe delle parti fondamentali Z di
aun gruppoe semplicemente sviluppabile che si sia
rese normale, quando si counsiderano le Z come enti
b semplicemente sviluppabile esso pure (§57) (%)

68 Teorema. — Di ogni gruppo sviluppabile fa partve
un gruppo scmplicemente sviluppabile (7).

Sia G un gruppo sviluppabile ad z la corrispondenza nella quale (r &
squivalente ad una sua parte propria G : e sia a4 un cnie di + e mon di
. Bi costruisca la catena I' di ¢ prendends come ente ¢ di un ente di &
(i corrispondenle in G°: tale catena deve esseve illimitata, ogni ente avendo
il suo o, ¢ deve essere aperta oon essendo « per ipotesi o di nessun ente.
E siceome nella corrispondenza » una tale valens & bene ordinata illimi-
tata ad on senso (§ 44, Cor. 2), cosi essa ¢ semplicemente sviluppabile c. d d

Corollario. — TEsistono dei gruppi semplicemenle
sviluppabili (§ 12).

g = . ——————— B —_— =

1] Depsieien § 6. N Tl. — (fr. Varonese L. o, Tumrod. N. 1. &ef, III. — [1 Dedekind dice
sal nw grappo ssuepliceimite infisito (Vedi Nola al wostro $ 12, Tutrokuzione); goestd grupjn
eorrigponde, quaudo & ordinate, a quello che i1 Veranese dice seirée illimitafa dv I8 wpacie.

(=) Vmmoxsar Loao N, 28 4.

(*%%) DEmuuyp §6 N, T2
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69. Abbiamo visto (& 44) che se un gruppo G, di cui p & un ente, aqui-
vale a (+ —p in una corrispondenza priva di eieli, il grappe G ¢ hene or-
dingbile, dicendo-gruppo dei seguenti S) di un ente h quello composto dei
grappi i quali non contengono I, contengano o b e contengono lente ¢ di
ogii ente che comparisce in essl

Dico ora cha in tale corvispondenzsa il grappe ¢ semplicemente ordinato.
Infatti, se non lo fosse, 1a catena [' del suo ente originavio p sarebbe parte
propria di @, e gli onti di & non appartenenti a [ formerebbera un eiglo:
wineché G corrvisponde sll’ equivalente & —p, e | all'equivalente ['— g, ¢
sopprimendo visp. in ¢ ¢ G —p le parti |' e ['—p corrispondenty, le re-
stanti sarebbero due gruppi identici equivalenti nella corrispondenza e da-
rebbere percid un ciclo, che invece non deve esistore. Bungue G ¢ sempli-
cemente ordinato. e, perché illimitato, esso & semplicemente sviluppabile.

Daltra parte si vide (§ B0) come reciprocaments Ia corrispondenza or-
dinatrice di un gruppo semplicemente ordinato illimitato fa corrispondere
al gruppo G il gruppo G —p, dove p & un eule di G, e ©id in una corri-
spondenza senza cicli. Se ora si osserva che data una corrispondenza senza
cicli fra & & G —p scambiando in G Vente p con un altro qualungue e ed
in G — p al posto di a che si sopprime poneudo p si ottiene una nuova
corrvispondenza senza cicli, si conclude il

Teorema., — La condizione necegsarvia e sufficiente
perché un gruppo G sia semplicemente sviluppabile
¢ chie preso in esso un ente gualumqgue a, fra G ¢ G—ua
i posss sbabilire una corvispendenza senza cieli,
nella quale G e G—a siano equivalenti.

70. Teorema. — Se nun gruppo & parkte di uno semypli-
cemente sviluppabile, p. €s. G, ed & tale che in esso
se vi & un ente ve ne giano anche di guelli che
sianc seguenti in G quando G ¢ semplicemente or-
dinato, sara anche |" semplicemente sviluppabile (%)

Sia infatti G gih semplicemente ordinato ed illimitato (§ 67 def). Ne
esgendo @ e h due enti di ' diciama a seguente o pracedente di U (a € di
S b, visp. a & di P b) secondochd aceade risp l'um easo o laltro in G, evi-
dentemente il gruppe [' & ordinato (§ 81).

Dieo inoltre che [ & cosi bene ordinato ed illimitato,

19 Tnvero dapprima ogni ente di 1" ne ammette dei seguenti per le
condizioni rvichieste dal teorema

g* Ogni ente di ' ammette in T Vimmediatamente seguente, Bd in-
vero se cid non fosse, e per un ente b di |' aceadesse che par ogni ente
di 8 b ne esistesse uno compreso fra i ed esso, se a di 8" ) s formi il
ruppe G composto degli enti di I' che sono seguenti di 5 e non seguenti
di . e degli altri enti di G che sono compresi fra due gqualungue degh ara
nomunati

— -r

=) Ofe. Tivoerixn, S5 N. 122 — Venoxese 1o, N, 38 0). — Ceuni auehe in Caxmon.
Anta Math. pag. 514
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In tale gruppo G se vi sono due enti di & vi sono chiaramente anche
tntti gquelli di G compresi fra essi, Se in essi vi & un ente, vi &1l suo im-
medintainente precedents in &, gincchd: 1. o asso ¢ ente di 1" e quindi di 8D
B I~ 0 ne esgiste pey ipﬁte.‘;;i un altro di 1" ¢che & suo precedente ed & di 80,
il quale dungue & ancora in €', ossin ve ne sono in &' dei precedenti guel-
Vente in G, e quindi vi & anche il suo immediatamente precedente: I1. o
esso & ento von di ' ma di G compreso fradue 3, 4 di [, el amumette per
¢id solo in & dei precodenti {p. es = o %) e yaindi anche il suo immedia-
tnmente precedente Be in ' vi & un enbe, ehe nou sia o, vi @ anche 'hn-
mecialrmente seguente essendovi, per ipotesi, fntii gli enti cumpresi s
8880 e ¢! per r invece non esiste in ¢ Uimmediatamente seguante. 1 grappi
G'e G — - sone dmque eguivalensi facendo corrispondere ad ogni ente di
G' — ¢ 1l suo immediatamente seguente; dunque G’ & sviluppabile, il che
invece non pud essere, essendo ' parte della % che ha ¢ per ente finale, In
gquale 2 gruppo fimte. Si conclude che ogni ente di |' ammette in [' I im-
mediatamente seguente. Sard ' dunque un bene ordinato secondo &.

3" Dico infine che, cosl, [ & semplicemente ordinato. Infatti vi ¢ un
onte in T senza precedenii; gincché ge ogni enfe di [7 avesse precedents o
preso un ente gualunque di T, si costruisse il grappe ¢ composto degli enti
che lo precedono in T" e di quelli di (& compres: fra due di questi, si provve-
rebbe come nel caso precedente che 7 & sviluppabils, il che & impossibile.

Inoltre se a & il suo ente originario, la corrispondenza ordinabrice fra
I' e I'— a non pud avere cicli. Se infatti ne avesse, eod uno di essi fosse
I'y, eostrwito il gruppe G, di tutt gli entt i & teli che ciaseuno o € di I
o & in G compreso fra due enti di [y, sard &, chiaramente tale che per
ogni suo enite esistono in essi gli immediatamente seguente e prece-
dente, e quindi 7, saré un ciclo nelleg corrispondenze ordinatrice i ¢/, men-
tre invece ossendo (- semplice tale corrispondenss non pud contenere cicli
(§ 50 Cor. 47). Sara dungue priva di cicli anche la corrizpondenza ordinatrice
di 1y e 1" sard percid semplicemente ordinato (§ 69)

E cosi provate che T' & semplicemente svilnppabile esso pnre.

Corollario 1. — I! gruppe ottenunte da uno semplice-
mente sviluppabile, che si sia reso normale sappri-
mendovi nna parte fondamentale, ¢ semplicementy

nd 6 semplicemente ordinate

sviluppnbile osso pure,
nella stessa corrvrispondenza ordinatrice del primi-
ti1vo.

Jor. 2. —1In ogni parte finita di un gruppo semplice-

mente sviluppulbile clie si sia reso normale vi € un

ente del quale nessun altro & seguente.

71 Teorema. — In ogni parte I"' di un gruppo sempli-
cemente sviluppabile che si sia vrese normale, @ che
sia allora p. &s. &, deve esistere nn ente taie che
in " non comparisea nessurno tdegli enti che sono
saol precedaenti in G,

[P
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Td in vero se I' contiene Doriginario di G, questo & l'eute in questions.
Se nwon contiere Poriginario di G, che precedera nllora totti gh enti di T,
si dien G, il groppo (allora esistente) di tuiti gli enti di G precedenti tatti
gli enti di 1". S8e G, contenesse l'ente ¢ i ogni proprio ente, rontenendo
Uoriginario di G, pel principio d’induzione conierrebbe I'intero gruppo
G, il cha non dev’essere; dovra dingue contenere almeno un ente f senzn
il suo ¢ e quindi nessuno (dei seguenti, gincché se contenesse 1 seguente
Ai &, esseudo @ a b per le detinizioni di G, precedente tubti gli enti di T
tale sarebbe anche s ¢: cowpreso fra « e b, e 5 @ sarebbe i G, contro I'rpo-
tesi. B di tali enti privi di seguenti dev'essercene uno snlo, giacche di due
uno sarebbe sesnente all'aliro, e questo seguenfe dovreblbe non comparire
in (,. Se « & duuque Usate in guestione, I'ente 5 @ deve essere non prece-
dente a tutti quelli di 1'; e non potendo essere seguente & NESsuUNo, ginc-
chd se fosse seguenie a b dovrebbe esserve I compreso fra « e &, il che
non pud essere, dovri ¢ ¢ essere un ente appartenente al, del goale in [
nou comparisce nessun precedeule o d. d.

B chizro che di tali enti ne esiste wuno selo.

72. Teorema. — Una parte di nm gruppo semplice-
menfe sviluppabile & o finita o semplicemente svi
luppabile (%)

Iid invero st consideri che il gruppo si sia rveso normale. Se |” & la sna
parte: — 1° o sard tale che esista in essa un ente b del quale i I' non fi-
eura nessin segnente (e di tali enti ve ne dovrd essere al pilt nno) ed al-
lora T & parte (propria o no) della Z che ha b per ente finale, ed & dun-
que fnito; — 2" o non vi & nessun ente nella condiziome di b, ed allorn por
il teorema del § precedente, sard 1' semplicemente sviluppabile.

Gorollario 1. Le parti finite di un gruppe sempli-
cemente sviluppahile sono tutte e sole guelle in cui

comparisce un ente, del gunale nessuno det seguenti
somparisca nella parte (§ 71)

Cor. 2. — Ogni parte sviluppsabile di an groppo sewm-
plicemente aviluppabile ¢ un gruppo semplicemente
svilappabiles,

Cor. 3. — IL:e paziti di un gruppo semplice (intto o
semplicemente sviluppabile) sono gruppl sempliet,
(§ 6O, T2,

(4 Depekisn. § 85 N 1L

W= o ey ™
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CariToLa XL

COMPOSIZIONE DEI GRUPPI SEMPLICT.

73 Tearema. — Se & & un gruppe finito ed 7 un ente
ehe non gli appartiene, & fHnuito anehe i gruppo
(= 4 a ()

Infatti G, perché finito, si pud ordinare in medo da esseve semplice-
mente ordinate limitato:se b & il suo ente finale e ¢ si dice seguente a b,
il gruppe &+ ¢ & chiaramente semplicemente ordinate limitato, e quindi
(7 + a & finito.

74 Teorema. — Jl gruppo composto di due gruppl i
niti & wn gruppo fiaito (F)

Sjano infatti G, ¢ G, i grappi e indichi ¢, il gimppo degli enti di &,
distinti da quelli di G| ; esso pure sark finito ed il grappe composto gara
G, + G, Se G, uon esiste, il teorema & evidente. Se (7, esiste si ovdini
G, e B @ 11 suoente originavio, Allora — 1? essendo finito &, tnle & Gy +—«
(8 78) — 2! essendo finito il gruppo cemposto di una Z; di 7, lo sard il
gruppo composto di &y e della Zi immediatunente seguente, che risulta dal
precedente gruppo aggiungendovi l'ente s b Dungue per il prineipio din-
duzione (§ 58, Cor. b.) sard finite anche il grnppe compusto di &, e della
Z che ha per ente finale lente finale di G', ciot il gruppo G, 4 G5 e. d. d.

75 Teorema. — MK tinito il gruppoe compesto di piu
gruppt finiti, 1 guali co psiderati come enti costitul
seano un gruppo finito (7).

Si ordini il gruppo di tali groppi e sia, cosl ordinato G, Gyy.... Gp, SL

formino le parti fondamentali Z; di tale gruppo: e si consideri il loro
eruppo ordinate. Il suo ente originario Zy = G, & un gruppo finito: e se
uno dei suoi enti Zg, & groppo iinito, tale & il suo immediatamente seguente
(& 74) essendo esso uguale alla somma dei due gruppi finiti di cui wno e
Zy e Valtro ii & di G, Dungue poiché (§ 57 Cor. B) il gruppo della Z ¢ fi-
nito, varrd il prineipio d’induzione, e saré finito anche Uente finale ng che
& il gruppe in guestione c. d. d.

76. Teorema. — 1l gruppo composto di pitt grupp!
finiti i quali, considerati come enti, costituiscona
nn gruppo o finita o semplicemente sviluppabile.

Sia [ il gruppo dato dei groppi fimifi che st suppongano dapprims nou
aventi o due a due enti comuni e cha si indichino con: G Si renda [[ uor-
ale considerando enti i grappi fuiti, e si ordinino questi gruppi; se si

(%) Drorxisp, § 5, N, 0.
(+=) Deorvisn, § 14 N, 168
(%) Cfr. DEpERmD, § 14, N. 17t
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Vordinamento secondo i gruppi parziali (§ 37), il gruppa composto |y appa-
~isge ordinato. lisso & anche hene ordinato avendo ogni enle per enle 7 o
il 7 del propric gruppo parziale o loriginario del grmppo immediatamenbe
saguente.

Inoltre [ sard catena del propric ente originario, e qaindi sara sem -
plicemente ordinato. Bd infabtl sia un gruppo G, che contenga il suo ente
originario ed il ¢ di ogni suo enfe che contiene. Ksso confiene tubbi gli
enti del gruppe G, originario nel gruppe semplicemente gviluppahbile dei
G, conkenendo il suo enfe oviginario (che si & preso originaria in [\) ed
il 5 di ogni suo ente, ad essendo il gruppo in questione Hnito. Se poi &y,
contiene un gruppo (7 contiene tutto il gruppo s Gy, giacche conterra il &
del finzle di 7y, che & loriginario del gruppo ¢ G», ed U ¢ di ogni enfe
che contiene, e quindi tutto & Gr che € finito. Essendo il gruppe deila & un
gruppo semplicemene ovdinato di tali gruppi presi come enti, si conclude
che G, 1i confiene tutti, e quindi contiene lintero T, Dunque ogni gritppo

che contenga l'ente originaria di I, ad 11 & di ogni ente che contiene con- .

terrd Tintero 1. & 1" sard semplicemente ordinato.

IS pravato cosi che |, & semplicemente syiluppabile, ¢. d. d.

Supponizino ora che i grippi (¢ possanc avere auche degli enti comuni
e ad ogni gruppo 7, sostitninmo quello (» degli enti di esso non comuiti
4 pessuno dei gruppi Gy che Jo precedono in [' gnando & rvesa mormale
Chiaramente il gruppo composto dei gruppi &y & identico a quello comnposio
dei Gy, Alcuni dei gruppi G, potendo esseve nulli e restando cosi sop-
pressi, il grappo 1" dei grappl G- considerati come enti sard equivalente
a | o ad unx sua parte, © sard guindi (§ 729 un gruppo fnite o rzempli-
cemente sviluppabile di gruoppi uiti senza enti comuni & ed il loro gruppo
composto o per il Teor. del §75 o pex la parte gia dimostrata dal Teorema
attuale, sard risp. o finito, o semplicemente sviluppalsile,

Con cid 1l teorema € pienamente dimostratlw,

Osservazione. La prime parte della dimostrazione ha provato che un
gruppo semplice mente sviluppabile i cul enti sone gruppi finiel i quali nou
hanno due a due enti comuni, &, rispetto a guesti enti semplicemente svi-

luppabile.

77 Teorema. — 1l gruppe composto di pift gruppi
ano almeno dei quali & sviluppabile, & ftale esso
pure.

A invero (§ L1) una sua parte, & per ipotesi, un gruppo sviluppabile.

78. Teorema. — I; somplicemente sviluppabile il

gruppo (svilupabile (§ 7)) composto di uwn gruppo
semplicemente svilauppabile ¢ di uno finito.

Se (7 & il gruppo finito & [ U'nliro, supposti dapprima senza enti comuni,
s ordini il gruppo composto seconda i gruppi parziali ¢ e T' (§ 37) assende
G precedente a [ Il gruppo compesto, che cosi & hone ordiuato, & anche
semplicemente ordinato. Tnfatli si consideri v gruppo (r, che contenga il
suo ente originario, e Pimmediatamente seguente di ogni ente che compa-
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risee in essi. Un fal groppo 6, contieue Foriginario di G g, s& un ente, anche
PVimpmediafinente seguente, e valendo il principio d'indiione per il gruppo
el & finito, si ha che confiene tutti gli euti di G, Inoltre G, contenendo

il Hnale di ¢/ contienc il suo ente 7, che & Veoriginario di Iy e Uenbe 7

ogni ente 5 (i I’ che coutenga, e quindi essendo [ un gruppo semplice- =N

1 j . : T Gt o
menge ordinato, coutiene tuite [ Dunque &, contiene gli wali di & e [7;
pereid il gruppo proposto 4 comune a tutéi gruppl della natura di G, ed ¢

quindi catena dell'ente originario, ossin & un gruppo semplicemente ordi-
nato, e. perché llimitato, & semplicemente sviluppabile.

Se ¢ e [ hauno enli eomuni vale pure il teoreing, potendosi sostituire
a (7 il gruppe (7 degli enti di (¢ non comuni a [, che pure & iiniio, & per
il quale vale la dimostrazione precedente. 'L ;-

79. Teorema. — Il gruppe composto di due gruppi
semplicemente sviluppabile & tale e¢sso pure,

Infatti se dapprima tutti gli euti dell’ nno G, sono distin®i da uelli
dell’altre G,, si pongano G, & G, in corrispondenzo onlinata (Cfe. § 34) dopo
averli resi noruali. Nel gruppo composto G si prenda come originavio Pori-
ainario di G,, come inumediatmmente seguente di esso Voriginavio di G, per 7

L S

di guesto il & delloriginario di G,, ed in geperale per ¢ di un ente di G 1l
corrispondente di G,, e per  di nn ente di G, il @ del corvispoudente di G,
Il genppo sarda cosi chiaramente Lene ordinato. Inoltre sard semplicements
ordinato, giancehé se un gruppo [* contiene il suo originario e, contenendo
un suo eunbe, contiene il suo ¢, allora se vontiene nu ente b p. es. di G, deve
contenere il ¢ in G che & il corrispondente di G, ed il 5 di gquesic n 6
che 3ils di & In (7, — dungue T contiene l'eriginario i Ly, e se un ente
di esso 11 suo 6 in G,, @ pereid essendo G, sew plicemente ordinato, contiene
I'intero G,. Cosi econtienme anche G, e guindi 1"intero gruppo (; dunque
_sara G catena del suo ente originario, e pereid sara semplicemente ordinato.

Se i due gruppl contengono npualche snte comune,in uno dei due grupp
st sopprimono tali enti & resterd i esso una parte che sara un gruppo o fi
nite o semplivemente sviluppahile (§ 72), 11 gruppo cercato sari quindi com-
posto o di nun gruppo semplicemente sviluppabile e di nzo Huito o di due sem- 3
plicemente svilnppabili, e o per il Teorema del & 75 o per la prima parte E
del Teorems attuale si concluderd che il gruppo cercato & semplicemente
sviludpabile, ¢ d. d.

80. Teorema. — 1| gruppo composto di pil gruppl sem
plicemente sviluppabili (considerato ciasvnuo come
un ente) un gruppo Hnito, 8 un gruppe semplicementea
sviluppabile ()

Dimostrazione, per nduzione analoga s quella del § 75 applicando il Teo-
rema (lel § W

8l. Teorema. — Il gruppo composto di pid grappy senw-
plicemente sviluppsabili costituenti (considevrati o1&

(=) Vodi aemmi in Casron - Aeta Math, Vol 11, mes. il 3655,
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cenno epme un ente) nn gruppo semplicemente svilup
pabila, 6 esso pure un Fruppe spmpicemenle sviliup-
pabile. (%

Tufatti st suppougano dapprima distinti gh enti i due, comungoe
presi, del gruppi dati, che sapporremno butti resi normali e inﬁi-:hm'm‘:m ¢li-
cendoli gruppi G, e g1 pougano questi grapp in corrispondenza oridinata.
il gruppe [ i cui enti sono i grupp dati, sia, perché semplicemsnte svilup-
]ml::ili e supposto esso pure rese normale, in eorrispondenza ordinata col
gruppi suol enti, e sia G, il suo ente originario, ed « I'ente originario n:l[.-l
gruppo G,. Diciamo guadieto di una Z del gruppoe G, il gruppo parte di T
costibuito dagli enti di una Z di G, edalle corrispondenti £ i tuitt grapp
che in T costitmiscono la Z corvispondente a quelln scelta (.. Tali qua-
drati formano un gruppe, il quale’ sssendo di ugnal potenza & quello delle
Z di | sard (§ 67 Cor B) un gruppo semplicernente syiluppabile, cho risnl-
terd semplicemente ordinato se al quadrato i nou Z di G, si di per im-
mediatamente seguente guello della Z successiva in 6. Gli ent) i cifseun
quadrato costituiscono (§ 73) un gmppo finito, e finito & quindi il gruppo
differenza fra (ue quadrati successivi. Tali differenze costitilssono esse pure
i gruppo semplicemente sviluppebile che si rende normale prendendo conme
originaria la differenza fra il quadrato engmario (a), ad il sto immedinia-
mente segnente e come ¢ di unn diffevenza fra due quadreti la differenza
irn 1 doe gqnadrati ehe sono ¢ di quelli. 11 groppe composto di tnthe le dit-
ferenze & ideutico al gruppe [ composto del gruppi dati.

Ogni differenza consta di un ente per efascuno dei gruppi duli compa-
renti in essa, eceetto il finale, (el quale contiene una Z. Se ne ordinino gli
enti, prenlendo come orviginario Pente del groppo originario che appartiene
ad essa, per 5 di un ente U'ents del gruppo ¢, eccetto per Uente del gruppo
immedistamente precedente il gruppo Hnale, del quale si prenderd come @
l'originavio dalla Z del gruppo finale appartenente alla differenza ed anche
per gli enti 41 tale Z dei quali si prenderanno come enh s eli enil g nel
gruppo stesso finale, meno che per il finale della Z che comparisce nslia
diffarenzs, che i prenderd come finale della differsnza: ad ogni ente finale
i nna differenza si dia come enke ¢ loriginario della differenza immedia-
tamente seguente, In fal modo si viene ad avere chiaramente ordinato 1l
gruppo composho

Lsso riuseird ineltre oosi semplicemente ovdinato. Ed invero se si co-
struigee un gruppe che contenga il suo emte originarvio, e che se contiene
un ente contenga il suo ente o, esso se contiene un ente i una dilferenzn
li contiene tuthi, per il prineipio di indozione, essendo la differenza in gue-
stione gruppo finito: se confiene un ente di una differenza ne contiene
anche quelle finale, come ora si & detto, e quindi anche il suo ente 5, Ori-
ginario della differenza immediatmmente segnente, e quindi futta guesta
dilfereinza. Allors esso contiens la differenza originaria e =e una diflerenza

(%] Valdi cemni in Caxror - Aetn Math., pase. 515, 56,
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anche la lwmediatamenle seguente, dunque, poiché 31 grappo delle differenze
¢ semplicernenta ordinato, le contiene tutte, e percid contiene tutto il gruppo
composto.

(fuesto grappo composto ¢ dimgue semplicemente sviluppabile.

Se i gruppi dati hanno enti comuni, ad ogni gruppo G. si sostituisen
quello G, degli enfi che esso ha distinti da tufti i gruppi che lo prece-
dono nel gruppo composto, se questo si copsidern come gruppo semplice-
mente sviluppabile, reso normale, di grappi G.. Ogni gruppo G . sard o il
gruppo nullo, o un gruppo fnite, od une semplicemente svilnppabile (§ 72):
il gruppe oviginario G, resterd inalterato, e sari quindi G," = G, un gruppo
seinplicemente sviluppehile. T grnppi G, diversi da &', sopprimendo guelli
nulli, costituiranto essi pure, presi come enti, o il gruppo nulio, o un gruppo
finito, 0 uno semplicemente sviluppabile: talehdé ricorrendo, secondo i cusi,
o al Teor. del § ™, 0 a quello del 8 78, o a quellodel § 76, o a quello del
§ 850, o alle parii gid dimostrate del Teorema attuale. o a questi Teorcii
combinati fra loro, si vedrd che il love gruppe compostio sara un gruppo
nullo, o finite, o semplicemente sviluppabile @ ¢quindi jufine il gruppo com-
posto i esso e di &, che & semplicemenie sviluppabile, sard, per pli stossi
teorenu un gruppo semplicemente sviluppabile,

Cosi il Teorema & pienamente dimostrato.

Carrrono XIL
POTENZ A DEI GRUPPI SEMDPTICE.

82. Teorema. — Se G & un gruppo finito ed @ un cnte
non di G, sard G—+4+a di pofienza superiore a .

Infatti, se G & finito, tale & & 4 « (§ T8) ed allova G, che & sua parte
propria, gli é suvvalente (§ G1).

83. Teorema. — I due gruppi finiti G ¢ G + @ dove a
e uun ente nou di G, hanno potenze consecutive (%)

Supponiamo infatti che possa esistere un gruppoe [ tale che sia

G I'<G4a:

quslungue siano le corrispondenze z e §, possibili vispetsivamente tra Ge [
e fra ['e & + a, doyrd essere:

(G, (F< G+ a,.

Avremo nella corvispondeuzu § per lo weno wn ente isoluto nel gruppo
G +a, o polremo sempre supporre che uno degli enti isolati sia . altri-
menbl pulremo seambiare @ con nno degli isolati, Sopprimendo a, gli entd
di 1' avranao ancora tutti il loro corrispondente nel gruppo restante G, e
Jpotretio serivere (6 < ]‘jil I 5 Gy donde (G << Gy, (S 3), wvale a dire
chie uella corvispondenza coniposta f 2 risulta G prevalente a st stesso, e

- e

(*) Cir. Dmoskign. & 14, N. 168,
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quindi svileppabile (§ 16 Cor, D) il chie non pud essere (§ 54 Cor. 1°) essendo
G finito. 1 dungue vero che & e G - a hauno patenze conseentive.

Corollaric. — Due Z di uno stesso gruppo sempli-
coemente ordinato, nhe siano une immediatamente
seguente all*altra, hanno potenze cousecutive.

84, Tegrema — Ogui gruppo finito 8 equivalente ad
una conveniente ed una sola Z di un gruppo sem-
plicemente sviluppabile, reso normale, gualunyue (V)

Se Z,, Z,.... Zr & il gruppo ordinato delle Z del graoppo finite ordinato
data I', sard Z, equivalents a quella 27 del gruppo semplicemente syiluppabile
dato, G, la quale consta del suo ente oviginario: e se Z, & une Z di 1" che
si supponga eqilivalente ad una conveniente Z di G, Iimmediatamente se-
guente Z.g in 17 sard equivalente alla £, immediatamente seguente a 7',
in G, mantenendo associati nella corrispondenza gli enti che lo erano in
Z, e Z2°,. e associando i due enti stati aggiunti a Zee Z, per Gﬂ.ﬂll‘:iﬂl'li
i Zqy e Zg,. Per il prineipio dinduzione applicato al gruppn Z,. Z,. )
si potra stabilire una corrispondenze fra Z. =T ed una convenientes Z ch

G, che in essa saranno equivalenti. Cosl & provata la prima parte del
Tecrema.

Comunque poi si faccia corrisponders on gruppo imito ad wina equiva-
lerte Z di wn groppe semplicemente sviluppabile, reso normale, dovrd
serpre corrispondere ad una stessa Z, altrimenti le due Z a cui esso equi-
valesse dovrehbero essere equivalenti fra loro, il che non pud essere (§ (1
Jor. H¥),

Corollario 1, — Ogni gruppo finito pud essere €880
stesso Z di uun gruppo semplicemente sviluppabile
vaso normale, potendosi sostitnire alla 7 di un gruppo cosifiatto alla
quale esso eguivalgs.

85. Teorema. — Un gruppo finito & necessariamente
di potenza o maggiore, o uguale, a minore a quella
di an dato gruppe qualunque (¥

Infatti noi possiamo associare all’'ente originario di un gruppo finito or-
dinato G, uno arbitrarvio del gruppo dato Iy all’ente o dell'originovie di &
uno qualungue di quelli restanti in T, ¢ in generale se ad un ente & di G
si & associato un ente di T, si pud associare all’ente s& di G un ente qua-
lungue del gruppa I, che si ottiene da I' sopprimendovi gli enti di esso
2id associati ai precedent! di D ed a /), se un tal gruppo I'" esiste Questa
associazione, per il principio d'induzione valido in (4, ¢ una corrispondenza
fra G e T, nella quale o G ha per immagine una parte, propria o no, di I,
oppure una parte propria di G ha per immagine T Lo stesso accadrid quindi
in qualunque corrispondenza possibile fra - e I' (§ 61) o sarq pereid G ne-
cessariamente di potenza o maggicre, o uguale, o minore & guella di I,

4 (Mr. Vemoresz. L oo, N. 48, a).
(7} Brrrazzrn, Gruppl infinit] ed indinisi di onti,
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Corollario 1. — Ogni gruppofinito # paragonabile con
gualungue zltro gruppe.

Cor. 2. — Dne gruppi finiti song sempre paragonn-
bhili
86. Teorema. — Ogni gruppe che non sia d1 potenza

maggiore a4 tutte queile di gealungne gruppo finito
¢ finito esso pure (¥,

BEd infatt (§ 553 se il gruppo I non & di potenza maggiore a guella di
un conveniente gruppo Hnito p es. G, dovrd essere o di polenza uguale
ad esso, o di potenze minore (i esso, & quindi di potenza uguale o yuelln
(li une sne parte propria, e percid iu ogni caso di ugual potenza ad un
eruppo finito, e finito esso pure.

Corollario 1. — Un gruppo o & finite, o & di potenzan
maggiore & quella di tutti i gruppi finiki.

Cor. 2. — Ogui gruppo liniteo & di potenza minore #
qgualungue gruppo sviluppabile (§ 59 Cor. 1. § 83 Cor. 1).

Cor. 3. — 81 possono prendere ad arbitrio enti ddi
nn gruoppo Evilunppabile ehe debbano costitwnire un
gruppo equivalente ad uno finite qualungque dato
(S 60 Poet. 3).

87. Teorema. — Due gruppi semplicemente svilup-
pabily gqualunagne &, ¢ G, sono di ugua! potenza ()

Infatth nei grmppi (¢, o (G, gid resi normali si facciano corvispondere i
due enti oviginari, e ghi enti 5 di euli git corrispondenti. Altora:

1" Ogmi ente di G, ha il corrispondente in G., per il principio ’indu-
zioue, € vost ogui ente di G, lo ha in G,.

2% Ogni ente (i G, corvisponde cosl ad uno selo di G, Ed invero cid
~vale per 'unte originario, che non & & di nessuno, e se & vero par un ente
di Gy, 1o sara auche per il suo ente s, giacchs se guesto corrispondesse
a pm oenti di &, immediatomente precedente dovrebbe corrispondere a pitt
distintf, di ewi quelli dovrebbero essere gli enti ¢, il che & contro Iipotest.
Per il principio d'induzione ¢io accadrd per ogni ente di G,. Cosl dieasi per
ogui ente di G, rispeito & G,

In questn corrispondenza i due gruppl saranno dungque equivalenti, ¢. d.d.

Usserenzione. Quando due gruppi semplicemente syiluppabili si trovano
nella corrispondenza esposta nel teorems, sono in corvispondenza ordinatn
(§ B4),

Corollario. - I sempre possibile porre in corvigpon-
denza ordinata due gruppi semplicemente syiluppa-
hili gqualungue,

88. Teorema. — I gruppi semplicemente sviluppahili
sono paragonabili eon quoalunque gruppo sviluppa-

C— . =

%) Berraczy, Qenppi infinitd ed inliniki Ji endi
(F) DEnepaxn, § 100 N 152 — Vepoxese, Le. N 03 L
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bile, @ seno i1 gruppi svilnppabili 4i wminima po-
tenza %

Sia &G un gruppo sviluppabile, @ I' uno semplicemente sviluppabile. Di
(G & parie (proprin o no) nun gruppo semplicemente sviluppabile, p. es. G’
(§ G8) il goale in unn certa corrispondenza w & egnivalente a T (§ 87). Con-
servando gli endd assoeiati di questa sorrispomdenza e lascinndo isolati gl
entt di G che non sono di &7, se esistono, sard in tale mnova ecorrispon-
donza 2", (T G, .-

Se si ha {1 o G_'jl., I' & di ngual potenza a G,

Se essendo (I < E}I- in un’altry corrispondenza § sia (T oo G}ffv , WYTEMOo
ancora la stessa relozione.

Se essendo (I < E;Jf m un‘altra corrispondenza [ si avesse (' > D:j[j
sarebbe in § il gruppo G equivalente ad una parte propria di I', Ia queale,
perehé equivalente a G che e sviluppabile, 6 tale essa pure, e quindi (§ 72
Cor. 2) dev’ essere semplicemnente gviluppabile. Allora lo stesso (7 sard un
aruppe semplicemente sviluppabile (§ 67, cor. 4) e quindi (§ 87) di potenza
nguale & [

Se finalmente in gualungue corrispondenza 4, anche diversa da 2, sia
pure (I' < G)p, sard allora, secondo la definizione (§ 9), I' di potenza mi-
nove a4 G,

Il gruppo semplicemente sviluppebile & guindi di potenza uguale o mi-
nore & gualungue gruppo sviluppabile, ed il teorema & dimostrato.

89. Teorema. — (Ogni gruppo i potenza minore ad
nno semplicemente sviluppahile & finito,

Ed infatti, dovendo per definizione di potenza equivalere ad una parie
propria di un grappo semplicemaente sviluppabile, che sia p. es. G, esso
non pnd esseve che semplicemente svilnpprbile, o finito (§ 72). Non potendo
pagere nella prima condizione, altrimenti sarebbe equivalente, e non di po-
tenzn minors, o & (& 8T, sard finito e. d. d.

Corollario. — Una parte di un gruppo semplicemente
syiluppabile che sin di potenza minore al gruppe,
deve conftenere un ente tale che nessnun altro ente
delle parti gli sia segunente nel gruppo primitivo
reso normale, altrimenti sarebbe sviluppabile (§ 70) e quindi non
tinito, contro il teorema,

90. In base a quanto si & defto nei precedenti paragrafi, potremo in-
sieme ail ogni gruppo fnito introdurre un ente, da dirsi snn pofenza, non de-
finito in s&, ma nelle sme relazioni di ugnale, maggiore o minore cogli altri
della sus specie, dicendosi, se 2 e § sono dune potenze, che =z & raggiore.
nguale o minore di B, secondoché un grappe cui corvisponds » ha potenzs
rigp, maggiore uguale o minore ad uno eui corrizponda #. Tali potenze di
gruppi finiti si diranno potenze finife.

(%) 11 Caxmon (Acta Math., pag. 5127 aecennn wd nun proprietd simile, risperto ai genppi
ehe erll dice infinisi; ma non din 1o dimestengzione, né (eome 8T & accsnnato nell’Inteodu-
zione} definisce guall crappi pes Ind sfiuwe inlbaiti. -

1=

= =
' El n

P P " e P S o
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Iisigte allora una potenza finita minima, quella del gruppo di un ente solo,
mentre pon ne esiste nnra massima, essendo, se & & un gruppo finito od «
un ente non di G, che ei ¢ lecito supporre esistente, il gruppe & 4 « di po-
temza maggiore a quello di G (§ 82)

Poiché ogni gruppo finito ha wgual potenza di una conveniente parte fon-
dementale (£) di un gruppo semplicemente sviluppabile, rezo normale (§ S4),
¢ chiaro come per avere fntte le potenze finite basti considerare yuelle di
tutte le Z di un cosiffatte gruppo.

I gruppo delle poteuze finite & dungue gruppo ordinabile & semplicemente
sviluppabile, essendo simile a quello delle # i un gruppe semplicemento
sviluppabile, vego normale, (§ 67 Cor. B)

Il grappo delle potenze non maggiori ad una data costituisce allora una
Z del gruppo semplicemente ordinato delle poitenze, ed & peveid finita (%),

91. Potremo introdurre enti da dirvsi pofenze anche per | gruppi svilup-
pabili, come si & fatto per quelli finiti, usando le stesse demominazioni. Do-
vremo dire aillora che la potenza dei gruppi zemplicemente sviluppabili &,
fra le potenze dei grupwpi sviluppahili. quells Immediastamente superviore a
quelle finite, la minima fra quelle della sua specie (§ 88). Essa suol dirsi Ia
prima potenza dei grupp: sviluppahili,

I grappi di prima polenze si dicono anche gruppl sweamerabili ().

Il grmppo delle potenze finite assendo semplicemente swiluppabile (§ 90)
o un gruppo numerabile.

Osservazione. — Nou esseudo dimostrato che deliba ogni gruppe ne-
cessariamenta essere o finito o sviluppabile, sebbene guesti due concetti si
escludano a vicenda, nou pud asgerivsi essere la potenza dei gruppi nume-
rabile veramente la prima dopo quelle finite, ma solo essere la prima fra
quelle dei gruppi sviluppabili. (Clonfireiccil.

= ———  ——

INTORNO A UNA PROPRIETA

DELL'EQUAZIONE DI SESTO GRADO

Non so se Ja proprieta cui si allude nel titolo, sia conoseiuta:
ma, quand’'anche lo fosse, mi semhbrerebbe degna di noia la dimo-
strazione elementarissima che ne do rui appresso.

La proprieta ¢ questa:

—

(®} Le potenze dei grappd faiti possono ldenritienrsi cogli entl clie nelln min < Teoria
dalle Grandezze » dissi stmholi di waltiplfeita (5 10) ed anclie col numeri inferi, per guanto
sonvenga tenerie distinte da guesti. essendo il concettn generale Ji potenzn pit vasto di
gnelln dei numeri interi,

(¥#) Cagron. Avta Math, VFal. 2, pag. 312




Se la suming di lre radice de wn'eéquasione del sesto grado é
wwale alla somma delle alive (re, Uequazione ¢ risolubile per
radicalz, ()

1. Sia l'equazione

;' —axt <4 o= 0

Si osservi anzitulto che il swo primo membro st pud metiore

softto la forma
Py — P; - P, (1)

dove P_ ¢ P sono polinomi, uno di terzo ¢ laliro di prime grado
rispetto ad @, ¢ P, ¢ una quantitd nota. Inolire che, salvo il segno
di 2, e di P, la riduzione del prime membro dell’equazione alla
forma (1) ¢ possibile in una sola maniera.

Se infattli si pone

2 4 ag® 4 o=@ 4 12 + & 4 o — @@ + 0 + &

dove w, v, p, 5 0, @ & sono ndeferminate, e poi si eguagliano i coel-
ficienti delle stesse potenze della @ nei due membri, si otfiene un
sistema di equazioni dofato della proprietd (i somministrare (salvo
il segno di o ¢ quello conseguente di ) uno ed un solo valore per
ciascuna delle indeterminate, come il lettore pud verificare. Del resto,
il modo pilt semplice per meitere il polinomio 22° —~ -~ safito la forma
(1) & quello di estrarne la parte intera della radice guadrata poli-
womiale, per iscriverlo prima sotte la forma P; — P_; estrarre
quindi ia parte intera della radice quadratz dal resto mutato di se-

(¥} Detlbe @y g, A5, o, g, oy 1e Xdicd dell"gguazione, o supposto
M.} Ay F odla — e — Ly — W — Ay = U,

il srappe completo A1 tealme relative all’eguanzioue si compoiee delle 72 sustitusiond. clie,
o permutng e Jovo sy, e, dy ed sy, o, . o Lasforsano U aua ternw di radiel nel-
M. =e infidbi no' altra gualsiasi delle T3 gostituziood fea le radiel, per csempio la
g,y At {ute, . Jo, b)) ppackenossae ol gruppo Qall” eguprione, sosicehd [oasas

& i 1 ) i d
dig o By o Hg — A — 2 — ay = 1)

sottracudo dalla o) ¢ dividemdo per 2, 81 ottarreshs wy = oy, Leguarione amronetterobbe
duvgue vadiel eeunli, & sprabbe eertymaonte risolubils per eadicali. come devesi dimo-
strara,

Esaminwudo orda 1 fattor: di composizione del gruppo dell’ equazione. si troverchie
neellmente cheé essi song aumeri primi: o 2, o 3. Per un ooto teoréema dl Gavos Megon-
zione & dungue risolubile per rudicali. Cosl ¢ pure dimoestratu (mu mon clementurniente)
che erniugione lel 4 stade o msalubile per rvadicali, anche gmmvio fra le rudici esistic
la relazione

A7) A Wl = AWl Wle 0
appure  L'alten -
br = o +ox
| Hi i =

|'.r: '"|_ ,I'Z:
1 il

e vig dicendo. Purvimuubl quuudo & pofa o Jiffereonms fea I sonoms A tre sedic o guolin
delle alive fra: cocotern,
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guo, vioe da P, cosi da avere: PP, = P} — P ; d'onde poi; = =
gL o s de =P PP P,

2. Siano z, =, @, z,. @&, x, le radict di un’equazione cle]

" grado, e si supponga
&, == Ly -I' Xy — &, + @, = & (%) Lﬂ?

51 formino le dne equazioni le cui radici sono @, @, &, ¢ &,

@, & . Supponendo i coefficient! i &* egnali entrambi all’unita, si
dovra anche supporre, a cagione dela (2), che il coefficiente di o* sia
il medesimo in ambedne le equazioni: cosicche, determinale econve-
nientemente m ed », » ed &, le due equarzioni si potranno seriverc
COSI 3

a® 1 pat - (mt+n)e - rd)=~0
@ 4+ px’ 4 (m—n)x 4 (r — 8 = 0,

OYVEro

(2° 4= pa® -+ ma -+ ) - (pe 4 5) = 0,
(@ +pax’ 4+ ma + ) — (nae -+ 5) = 0.

La unostra equazione sarh unque
(@ ++ pa* + ma + ) — (na -+ 5)* = 0.

Ma ruesta forma del suo primo membro non & che la (1), alla E
ruale si sa sempre ridurre il primo membro di un’equazione del 6°
grado: e propriamente € la forma (1) nel caso particolare P, = 0.
Pereio nell'ipotesi (2) si saprd mettere il primo membro dell’equa-
zione soiio forma di differenza ira due quadrati. La base dei primo
quadrato sari la parte intera della radice quadrata polinomiale del
primo membro dell’ egnazione; la hase del secondo quadrato sara
la radice quadrata del resio, mutato i segno. E ruesta radice
quadrata si estrarvh esattamente, a cagione della condizione (2),
aquivalente all’altra: P — 0.

Posta cosi l'equazione sotio forma di differenza tra duoe gua-
drafl, essa si decomporrh in due fatiori del 3" grado, ¢ si poird
quindi risolvere per radicali.

3. Esempio. Sia l'equazione

g — b — 102" -+ 1002* — 1112* — 94 @ -+ 120 = 0,

I cui radici sonp

1:

|
o
W
|
P
QT
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Hssondo la somma delle prime ire radiei cgnale a quella delle
alire tre, il primo membro dell’eguazione si poird metiore sotto
forma di differenza tra due guadrati noti. A tal fine si esirarra dal
primo membro la radice quadrata, che &

19 43
2 — 88 — -3} 55—
col resto
280 , 620 1360
2 = p <L 4

Da ruesto resto, mufalo di segno, st estrarrd la radice qua-
drata, necessariamenle esafla. S1 frovera

17 a1
‘ - -
5 @ o

.

¢ l'equazione si poird scerivere:

" o 19 43 \* 17 37 \*
o’ — 37 5 @ 2) (.-: a E)_—_U,

4, Imitando la dimostrazione del teorema precedentemento esposto,
si potrebbe altresi dimostrare ehe wn'equazione del 10° grade nella
quale la somma di cingue radici e dei loro produolle a due due
sono rispettivamente eguali alla somma delle allre cingue radic e
dei loro prodotti ¢ due a due, é decomponibile in due [allor: del
3" grado, epperd risolubile per funsiont ellittiche.

Ecc., oce.

Mprito 1 Romas, settembre 1S,

R ST Gy ——

SOL.UZIONT DELLE QUESTIONI
209%%, 256%F, 2607, 304%, 306%, 30T% 308,
309" ¢ 315"

209°°. Risolvere € equasione
5 al 4= b*

¥ —Dax® —= HhHx —= {J,

1 b

(F. Giupice).

Splogione del Sig, Lwuigi Hogi, professore nel R, istituto iecnico di Teramo
51 ponga, essendo w, v due arbitrarie,

xT=u = 1,

. L gh
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d" onde
_ o' ==y 4+ Su’v 4 10w et 4 10820 - Suv' 4 o7,
0s8ia
%5 =326 v (' - 2uv 4 &) 4+ Duvt (v 4 0) 4 ° 4 o7,
o infine

f—ﬁuﬂumﬂ—Suu“.n—(uﬁ{—-05)=[I - (I

Vediamo ora se & possibile delerminare % e » in modo che Vequazione [ |
coincida con quelia data: dev’essere percia

ule —a .

e =0b . . . , « = e & [BY

at -4 1 -

A 5 — e or & o= s e == oz |4
i ~- v il b ¥

Dalle [2] e | 3] risulla

ﬁ -
@’ . e \2
 J A— S N —— = a: — b
bt 0® b

e soskituendo questi valori nella | 4], si vede sabito che essa ¢ verificaia,
L' equazione [1], che evidentemente ¢ soddisfafla per o — u -} », coincide
dunque con la data, quando si ponga per u uno (ualunque dei valori di

o | a | .
—~ ¢ por ¢ il valore —& Ne vicne che le soluzioni della equazione pro-

posta sone date dalla formola

T U e — =
EC

5
- = - - = .E'
ponendo per ¥ successivamente Lutti 1 valori di l / 5

2067, Maostrare che, risolvendo le eguasioni

9
e =¢ uE—l—:r‘-'u—|— = (I vy 4wl )
, 2v .
= T @sHvad w4 )
L s (WE - vy 4 wil - 1)
R e
rispetto alle v, v, w, si ha
N S
H.E-—|—-b'i'l ﬂ;+| E_'l. .,iz+:z .r"i' "t__{__t_’i)
Y — == b = — e 2('} _"7')
af +bg el +1 2L F U4 47 LY

e - 2 (L' — 0) |
H.E-—I—-h'l}—-f-ﬂ;—!—-l E_l_. _1__:1_{1-1'! ] ;JE-{—E;LE} ?

et
e e e

L)
E uﬂgiéﬁ:—h
&

i

S

iul i
sy FiE Tk
%E*h;z%*

it
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gpg 81 ¢ nasso, per Brevid.

=2 —F) i, b=2@—m) it e=—2{—1)i

= —) 4 — 1) — T

(A. DErn. RKe).

Sninzione del Sie. Vincenszo Colwmdbo, alunno dell'lstitute teenieo di Bvindisi. (7)

Dalle equazioni dafe =i vieave :

=5 w? -{_—Et::[—k e (28 4+ ro4-wi4-1) .
’ 2 v : "
1= N =" o o (uE=uniRes 4= &)
2 3
=T : (g -+ vy 4 md -+ 1)

T T - pe — 172
Moltiplieanda rispetlivamente par 28 2%, 21 ¢ sommando, viene:
25 (E—)F2nn—7)+ 20 —0)=

4{!£E+.ﬂ-ﬁ _1_-}.{‘1{} - " —
“E‘—I_UE"%—'LEI!F (s v+ 1wl 1) =

2 (uf - vq - wl -4 1))\2 4 (uE o wi4 1)
’/u! -} 11'-'?]5:-' u? -}~ = <= t-

—

Ora dalle [1], 12] e [3] st ricava ancora :

(4]

__¥ — E__-—E_' 5 El:u§+ua',+wi:+l]-

2wl o+ wi4 1)
Vw4 vt

e pereid la relazione [4] diventa :

2EGE =)+ 20— )+ 2L E—T) = =

r ¢
IR Rk SN ot (P S
= 7 T (7 P

il

g percio :
i [*: £r
9k —F)

CETRIE—D 2 —m + 2L —0)—F
2{n— 1)

PTG =) F 2t — )+ 2L (T —U) — &
2 (L — 1)

[ —

2IE—F) 29 —n) +2E—C)—23°

- — 4 o 8
i - 1t VHE __I_ U'E _i._ .“:,E $0* + v 30

() Altre soluzioni Jdai Sigg. £ Named, T Relali, (. Vilnk,
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Sviluppando quesie tre espressioni si ottengono le seconde formole di yiso-
lnzione, date per w, v, an.. Invece, dividendo in ognune di esse ambo i termini
per &% ed usando le notazioni indicate nell’enuneiato, si hanno le prime formole,

2607, Costruive due puniggginte proietiive (u), (u"), conoscendo due punti
corrispondenti A, A', Vasse di proiettivita u”', la proiezione 17, su u”, del punio
limate di (0"), fetie da A, e Vangolo U &i 0, v'.

Per 0 diverso da 0" e da 90%, guesto problema hn due soluzioni, Mostrars
che le due posisioni ('), (0',) i W' che corrispondono wl esss, sono prospel-
uve, col centre i prospettiva in A, {(A. DE. RE).

Soluzione del Sig. Prof, V. Reteli, n Milano. (*)

Il punio I” & la projezione da A" sopra u” del punto all'infinilo 17 di «,
ossin % & la parzllela condotta da A alla vetta | A'J”|. Pel punio A’ possono
condursi, se fi & diverao da 0" e da 90", due rette che fanno con u 1'angolo 0,
le guali sono le due posizioni %', ¥, di %. Le due punteggiale (¥',) e (¥,)
sono proetlive ed hanno in A" nn punto unite, dangue son prospettive: al
punto I* di % corrispondono in (¢',) e (v',) rispeitivaments le intersezion:
Uy, Iy di o, %', eon la retta | AI” |; per avere il punto (7,, corrispondents
nelln (u'i] a C, basta proiettare de A sopra u'E il punto d'intersesione della
| CA"| = o', con l'asse di preietfivith «", cioé il punto €', corrispondente o
¢ nella (v'). Le rette | €', ¢, | e | X, 1, | che uniscono due coppic di
panti corrispondenti delle due punteggiate prospetiive () e (u',) sl segano in
A, che & pereid il centro di prospettiva,

VU Aldbre solnziont invinrone 1 Sioe. V. Colinndo, 4. Gralfteed. £ Niined,
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304 5S¢ A, B, C somo 1 panti simmetrici del centro O del circolo circo-
seritto al triemgolo DEF rispette ai leti EF, FD, DT, le rette AD, BE, CF
concorronn i un punto, che & il ceatro del circoly pussorele pei punii medi dei
lati del triangole DEF. (8. R=zsgra).s

Dimostrazione del Sig, L. Palumbs Todaro, licenziaio dal R. Istitulo fe-
enteo di Girgenti,

Uniseo D con A ed IJ con B, e queste congiungentl si intersgeano in nn
punto che chinmo M; congiungo poi M con  ed F, e dimostrerd che 1 segment)
CM, MI sono sulle slessa retfa. |

Considerando anzitatto 1 A M DB, MAE, si vede che sonv uguali, perche
hanno DB — EA, giacché entrambi wguali al raggio del cerchio civeoseritio
al trneole DI F; hanno poi gli angoli MAE, M EA rispettivamente nguali
agli angoli M DB, WBD, giacchd i segmenti DB, EA sono paralleli, essendo
ontrambi paralleli al rageio OF. Da cid emerge che MD=MA e¢d MB= ME,
Cons‘derando poi gli altri due tiangoli CMD, M AT, si vede che anch’ essi
sono ugunali, perchiét CD = AF (essendo entrambi ugualt al reggic del cevchio
cireoseritto al friangolo DEF), M A — M D, e gli angoli CDM, M AT uguseli,
perché alterni intferni formati dalle pavallele CD, AT colla lrasversale DA3
perei, per un teorema di geometrla piana, CM el MF stanno per diritto. Con
cid ¢ dimostrata la prima parte del teorema.

Per la 27 parte del teorema, consideriamo che, unendo il punic 3, ossin il
punto di mezzo dei tre segmenti AD, CF, EB, coi panti di mezzo dei tre lati
del triangolo, otieniamo fre porzioni di retfe clie, unendo ciascuns i punti di
mezzo & due lati di un triangoelo, risnlieranno meta del terzo lato; cosi nnando
M eon N, P e Q (essendo N, £ e Q rispeitivamente i punki di mezzo dea lati
LD, LF, DF) i sezmentt MN, M P, MQ nsulteranno meti rispettivamente
dei lati BEA, FB, AF, totii ugusali fra loro, perché cigscuno & ugnale al Tag-
gio del earchio cireoseritto al triangolo daio,

305", Dimostrure che in wn triangolo rettangolo, di cui G ¢ U ungolo reito,
si ha o relazione:

A

A
a(l — eot? —E—-) - 21 eot =

== f}:

e n gualungue Iriungols reifilvien la relazione:
ae sen (A — B) = (a* — 1*) sen A.

U}.' (FIOVANETTT ).

Dimostrazione del Sig, Giuseppe letia, alunno del R, Istituto feenico di
Avezzo. (°)

#) Brusle dimestrazione del Sig, Ruggere Brmiad, del I Istitoto teenico di Avezwo.

Alfre dimnetrnziond, per verifienzions, dnd Sigg. PWhaddnwe Culomdy e &. Giombo, atn-
denti 1ol B, Istitnto tecnico di Como: @menwele Poalaomte Polaro. Heenzlato dal 8. Istitnéo
teenico 43 Girgenti.

1%

|
i
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cot A — |
Dalla notz formula: cof 24 — sl reava l'altra :
2e0b A 7
Yoot A ] A E 1 ()
c el — — o e
0 5 vt 5 - )
Mg -
&
ﬂﬂt A e ——
L
guindi :

2D tA EA
co _E_-I_ﬂ | — ¢al 2 == [}

Dalla relazione : & — sen C

y 81 ricava l'alim:
i son A

csen (A — B)  sen(A <~ B)sen (4 — B)

——

(X sen /A
avvera :
csen (A —B)  sen®d — sen® B
‘L T i semn A
¢ sen (A — B) ( senEB)
= || — ——5— }sen A,
@ san” A
¢ sen (A — Tt
- ( - B) —. ( e g ) gen A.
a a
ac sen (A — B) = (a* — &%) sen A, ¢, d, i,

307. 8¢ a, b, ¢ sono le misure dei lati di wn iriangolo, ed «, 3 v le
misure dalle distanze dei suoi vertici da un punto del cerchio circoseritto, st ha:

@ — B+ )0 — 1 ) (¢ — ) =
= (a® -} B — y)(&* + v — 27) (& + 22 — ).
(S. Carania).

Solozione del Sig. E. Palumbo Todare, licenzalo dal R. Istituto tecnico di
Girgentfi.
Sia A B C il triangolo, ed M il punio preso sulla circonferenza ad esse cir-

coseritta.
Considerando i friangoli BM C, CA M, A B M, possiawno serivere (SERRET

Trigonometria, § 105, Teorema IV) le tre relazioni:
i* —a* 4+ y* — 2ay cos BOM ;

y2 == b 4+ a® — 2bmcos CAM ;
at—c* - i — 2¢f cos ABM;

dalle quali rispettivamente si dedueono le seguenti:

Zay cos BOM — o — §* 4 % _
2hacos CAM=— 0% —y* e . . , . - . [1]
2efieos ABM — ot — o - L
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Medosimamenle, considerando 1 (riangoli precedenti od applicande il teorema
citifo, possiamo serivere lo alire relszioni :

TT:EE+ ﬁi_ﬂgﬁmﬂfﬂﬂ;
0! — b 4+ y2 — 2hy cos MCA;
Bt — o - & — 2¢ccccos DAM;

dalle ruali :
2afl cos MBC — a® + BY — v2;
by cos MCA=0"+y*—o®; . . . . . . [2]
2eoccos BAM —=c* 4 o — 5,

Nra, se nella relazione proposta sostitulame a eiascun fermine il rispettivo
valore dato dalle [1] e (2] essa, semplificata, diventa:

cos BOM .cos CAM .cos ABM —coa MBC . cos MO A ., cos BAM,

Ma CAM = CB M perché alla circonferenza ¢ iusistenti sullo stesso aico:
ABM=— ACM, per la stesse ragione: quindi :;

w0s BCM = cos BAM. ()

308'. Lssendo dato nelle spasiv wn numere dispari di punti O, O, ...,
sy € preso ad arbitrio un punio P, st trovi di questo il simmetrico I’ ri-
spetic ad O, por il simmelrico P.-; di P, rispette al centro Dﬂ! ¢ cost di segiito,
finche st ottenga Pgouy, stimmatrico di Ps, wvispetio al centro Qs ;. 8 ripeta
ancora, partendo dal punto Poyiy , Voperasione prima fatia pariendo dal punto
P &f otlerrd cosi infine O punto Py,... Dimostrare che questo punto coincide
con P, (G. Buast),

Dimostrazione dol Sig. E, Pabanbo Todaro, licenziato dal R. Istituto tecnico
di Girgenti.

Posti i punti 0, 0,, .... O, ., nello spazio, ¢ costruito il simmetrico P,
di P rispetto ad O,, poi il simmetrico P, di P, rispetio ad 0, ecc., @ ri-
petuts 1" operazione precedente partendo dal punto P, , congiungiamo i
punti Pe P,  , P el  ,fralorc e consideriamo i triangoli O P P
€ GIPPE:~=+I - 3
Zz £, 0P P, 0OF uguali perché opposti al verlice 0, sono ugnali;
quindi { lah PP, ,, PP,HH_E sono uguali non solo, ma anche paralleli,

Cangiungendo poi P, con F, . e considerando i triangoi O, P P, .,
0,P,P, _., per ragioni analoghe alle precedenti, questi risultano uguali: emerge

& -2
Questi, per avera Gi PE“_F., =0,P, .., 0 P,=0P egli

() BPin qud il Palumbe, Dall'essere pgli angoli B CM e B4 M supplementsri. egli vool
viial pei dedurre |7 eguaglisnsa dei loro coseni, ed lia torto. Doveva invese retiificare la
enuneinzione del toaromy, eambiundo segno wl wng dei due menshrl dell’egusgliaoum, por

gsennio cos -
(@ = B 4 7) (0F — 7 + 29 (& — ot - 1) =

—(—at = B ) (=8 — ) (- — ot 4 )
(N. Iy, IL.).
Uo ccnne df dimostrazione rieeviunio anche lal Sio. Gudle Fuahing, allisyvoe del R, Licas
M. Fosgurini di Venesis, ma ha 1o stesso ditetto che quella del Palusibg.




— 152 —

Lad M 31 & dimostralo proca-

sono uguali ¢ purallell, quindi £ F,

peraid che P P, . & nguale ¢ paralleln a P17,
dentemonte L,hﬂ PPgo .y, 8 P 0, 2 aed

P, P;_ gy Pally, .4 8000 ugunh ¢ parslleli. Continuando di queste guisa sl

perviene alla conclusione che:

PPy i =P Py =P, Py ==L 8y,
e dippiil sono tutti pasalleli fra loro,
1 ' %3 &) 'l- 1]z b 11l
Fisalmente, woende O,, ., con P, ¢ con P, e considerande 1 Lrisugoli
H A =3
Op sk Poy Pipiss Dorry Pogsy Py sl vedeche banwo 0, o =0, £,

per costruzions, P, P, . =P, | F per dimosteasione, ¢ g = 0, £,
Py B Par,-...+1 P uguali, perche alterni iuterni fatli ditle parallele 27, | P,
P, P, . collatrasversale P, P, _ ;qguindi i triengoli in discorse sonu 1}-"11:1]1
e percid 0, , P=0,_,, P, _, non solo, ma giacciono anche I'une sul pro-
lungamento dell'alira, giacehe gli o~ P, O, F -, 0, . P, ., sono
ugnali, Quindi 7 & il simmeireco di P

vt 1 DiEpeito nl ceniro O
P coincide con P, e. d. d |

2m3-11 cloe
& n+2

3097, Dimosérare che le potensu (i un triangolo & ugpuale alla semisomme
delle potenze dei triangoll avenii per weriici y centri dei quadraii costrrnti cxte-
riormente e internamente suwi lati del iriangolo. (A. Bozai OsEyERo).

Soluzione del Prof. U, Ceretti a Rietl.

Sia ABC il triangelo datp di lali @, b, ¢; siano M, N, P ed M', N', I’
1 centri del quadrali costruiti esternamenie ed internamente sui latl g, b, ¢; S
oilenzonc cosi i due triangeli MNP el M'N'F'. 8| congiunga M con B e
con O, ¢ P con 4 e con B; poichdk BM e MC souo 1 cateti del Liiangolo

B(C BCY 2 ﬂ}/?

- rellangolo ed woscele BV, m ha: BM — -— _ —

2 2 2
¢ per la stessa rsgione, dul trizngolo BF A, rettangelo ed isosecle, si hu:
AB AB Y 2 ¢y 2 )
B == = y — V . Inoltre essendo: MBC — ABP

Ve 2 2
— 45°% é: MBP = 00°® + CBA; e perd, applicanlo la nola relazione:
a? = V" b ¢ — 2bceos A, si ha:

" c?

= BM - BP 4 2. BM.BPusMBP = +
— 2uc cos (90" 4 05 A);

M P

I

¢ ricordando che dalla trigonometria si ha: cos (90° 4- @) = — =enz, =
PICaAYE:

-t & a ﬂ-! If?: - .
MP " —n — -.?.l« L Zaesen CBA ., ., ., 1]

Con analoghe considerazioni si rvicavano facilmente le relazionl seguenf:

: a a ﬁE ﬂg -
NP —m — _J: - | 2besen BAC, . . . . [2]

i

.E"'?:. ke
B : E
g-nﬂﬂ-l: 4 A

e
EAREE e

i
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=3 2 *’12—5—{‘2
MN = = = 2absen Aa0B . . . . [3]

—

_ . ) . ¢ <A
Si gongiunga ora B con M ¢ con P': w1 ha subilo: BF' — BP — ——PE

?

BM = BM ﬂ;/ﬂ | s REBM = 7/ "' — o0°
3= #BM = = . uwil anechoe: B =P0F — PBM — 90" —

— PBM'; @l essondo: CBM — ABP — 45", ¢ cioe: CBA— PRI, si
oltiene: P'BM — 90" — C B A. Applicando ora #l lrizugolo P'B M Ja formola:

a®* — b® + ¥ — 2P eos 4, si ha:

MP —n —BP L BM® _2.BP . BM cos P'BM —

o a* _
e T Zea cos (V0 — CBA);

¢ poiche si pud serivere per note relazioni trigonovwelriche: ¢os (90 — ¢ B A)
— dogn (PB:A, s ricava:

¢t 4 a*
3

MP: =g —

Zeasen (TRA, . O 1 g

ed analogamente:

Shcsa BAC, . . . . [2]

2
® ¢ X
e ) o L':[ '+' rdl
M’Nr ‘:P! e = E:‘.ﬁb =18 | AGE . . . . |'-51|

Addizienundo termine a termine le {1, |2] e [3] o le [17], |2 e [3] si ha:

mé 4 n? - p° = (u® | B* ) J-
-+ 2 (acsen CBA 4 besen BAC - absen ACL),

m'E = a4 p = (a" 4+ b* J- ") —
— Z2(ucsen OBA 3 besce BAC 4+ absen AC i),

dalle yoall s1 otligne :

(2 - 0 4= 9°) - (" 0t - ) =2 (0 4 80 Y,
s eni anche;

N -

3 i

—_

— ¥ 4 0 | o,

——

ed infine:
_’i‘!‘l'ﬂgi"l‘ﬁg | mfﬂ_[_ﬂfq_l_zj’!

2 2 At B e
3 ===y

3197, L'espressione {(n <4 1) b — naPPa™— b (b4 - abt — a1 & 2
wisitale per (n— b)*; determinare il quoziente ; dedurne in purticolare, la sormna
22 (3n — 1) -+ 2200 finisa per 27 dare per resto 5.,

(3. BrLuiccH!).

e e A LT
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Dimostrazione del Sig. Guide Fubini, alunnc del R. Lices Marco Fosedrint
di Venezia. ()

l.a formola, mutatone i segno, sl pud scrivere:

PR - a ™ —(n ].:]E a™b* <}~ [ 2n (w4 1ja™™ — a*+l !'i h—n*a™"® | 1]

Ponendo in quest’ espressione b — @, essa si aunulla: quindi & divisibile per
(& — a).

Col metodo indicato nel § 7 del Tonrunter (Tesita delle equasioni) si ha
per quoszienle della [17] divisa per & — a 1'espressione;

Pl L 2 4 226" £ 285 0™ ¢ .+ 2™ 0P 4 a® (1 —n*—2a) b - At a™T,

Penendo in questa cspressione » ==a, si offiene zero: quindi essa ¢ divisibile
per b — @, o pereid la |11 & divisibile per (0 — a)®, e risulta il quozienle

4 Babt L b 4 ...+ (Zn — [) e I —n"d",

che si annulle por b — a; quindi la [1] & divisibile per (0 — 2)%, ed i qua
siente ¢ ™! 4 4 ab™—F - Yot b L nfat—

Ponondo e=4. b=— 1, la |1] s nduece a

(l — Jn) 2% — (T — 2¢ '-"-’4*“)
che @ divigibile per
(4, — 1}3 — 3 — 27,

Se ¢ aggiunge sll'ultima espressione il 5, s ha che
2% (3n — 1)° 4 27030

divisa per 27 di per resto 5.

QUESTIONI DA RISOLVERE )

B

i
318*. In un triangolo sferico, secondo che sen® —a & uguale, mag-

!
2

ignale, maggiore o mingre di - y; e inversamente,

giore o minore i sm*§b+ sen’-_-¢, anche « sara rispettivamente

(*) Aunglogw soluzione dal Dott. 4. Gassi

(#¥%) Lo guestioni contrassegpate con semplice asterisco sono indirizzate agli alwuund
delle Seuole zacondarie, gunelle distinte con due gsterischi souo direbtie in paryticolar modo
azli sbudenfi delle Seuole superiori, sanza eseludore qualsiasi altro studicso,

R

-I |I
" o, LIRS ] o o .
. = i+ = | ea R dIERRAE LR el gdad 4 :
i L ] ay - - o . - L e N ) » d
| AR rib o b R ;..\,.Q...-\..;..: - on e o oy
L F b4
- o T o L L R s e e & i s E s o pal k. % e
b iy m‘-’”ﬁﬁ.;%ﬂ.ﬁ_r_._ AR gt pn e n R R b ST ol i T e i e R T O PR R 2 )
; e B ' ] g KA ; ELRTE A 8 B T o

- FIRERT i =y v - [
m ek N : ) * & =y

] an et 54 I"I-.-Ir T

ke s Tp ]
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. : N
319%. Tu un triangolo sferico, secondo che cas® - = & uguale, mag-

1 « | . :
5 = cos® =, a+ 180° sard rispeftivamente
ugunle, minore o maggiore di /) —4=¢; e inversamentas,

N. B, Con a, b, » si indicano i lati del friangolo ; con «, @, v gli

angoli opposti.

LS

- ¥ " (5}
giore o minore di cos®

320°*. Fra i triangoli sferici 1 cul lafi formano una progressione
aritmetica di data ragione, quali hanno un angolo eguale alla somma
degli altri due, quali uwn angolo maggiore della somma degli albri due,
quali ciaseun angolo minore della sommnp degli altri due?
Applicazione al caso che la ragione sia 30°

3241% Fra i triangoli- sferici 1 cui angoli formano uua progres-
siane aritmetica di data ragione, gquali sono quelll in enl un lato an-
mentato di 180° & uguale alla somma degli altri due, quali quelli in
eni un lato aumentato di 180° & minore della somma degli altri due.
quali quelll in cul ciasoun lafto aumecntato di 130° supera la somma

11 altri due?
degli altri due 1. Toar

2R°. Se i lati di un triangolo sono in progressione ariftmefiea,
i raggl del cerchi ex-inseritfi saranno in progressione armonica.

F. P. PATERNOD.

823*., Dimostrare che, se due oircoli eguali si segano softn un
angoio di 6{)°:

12 T loro quattro puuti comuni formauo sopra ogni cerchio un
gruppo equianarmonico ; ()

2¢ In ognuno di essi possono inseriversl oo’ triangoli circo-
serittL all'aliro:

8% La polare reciproea di un cerchio rispetto all'altro e la po-
lare reeiproca di questo rispetto al primo, coincidono in una medesima
iperhole H*, avente per fuochi i centri dei due cerchi, passante pei
punti di confatto delle tangernti comuni ai due cerchi, e tangente in
questi punti alle tangenti 1 due cerchi nei loro due punti propr
comuni ;

4o Detto » il raggio dei due cerchi, la iperbole ha » per asse

traverso e »: ¥ 2 per asse coningato;

(%) Tnii che 1 5 rapportt anarmonicd fondimentall sono egunll

il e i
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He Ogni tangente della iperhole sega i due cerchi in guabive
punti armonici (due coningati sopra uno stesso cerehio), Le tangent:
condotte ai dne cerchi da un punto arbitrario della iperbole, formano
un faseio armonico (due raggi coningati toseano uno stesso cerehio).

V. RETALI.

324" Mostrare che, risnlvendo rispetto ad u, %, 1 le equazion3

", A (v - w‘*)—ﬂ(yujkuin} i

“ = s 2?1t — 2Au — Zp— 2ZVw
_ W (10° == u?y — 2 (v - Awj v

D

o 0t —2du—2pp— 2V

V(9 — 2 Qe po) w
u® e e — 2 lﬂ—?p.-ﬂ—-‘&w.!m’

1* —
w —

«i hanno, posto H = Vurg-o® o K= V3 4+ 4+, le se
gnenti -

Hu =KX
V=—m=x

?‘Ti.!'l_'—_ﬂp.
P THZER

Hu'== K~
=TT HE=ER

dove i segni snperiori e gli inferiori (gli uni scparafamente dagl
altri) si eorrispondono.

si eliminano le £, 4, ' fra le eguazion

w% 4 vy - wl 4 (uE 4 2y 4+ wl + 2)=10
#'8 - ' 4= w1 ()

~
-
f—Erq — il —U

.-.:l
L]
Lo
s

«1 ha, per equazione risulfante.

0O 0 0 Z2A—p
1 00 —% u,
0 1 D——':-'} Tk
0O 0 1 —¢ w

I r

w v w 1 i ]
— {H-'E —im ;.;.’,',J ~+ ' 3 1) — RA (-uu' R 161[.") — I},

|
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3267. Dimostrare che, se p & un namero primo maggiore di 13,
e A e 2 sono differenti ¢la zero mod, p, la congruenza di guarté
erardo |

' — Ay=1 (med. p)

b sempre risolvibile, anche con 2 ed y differenti da zero mod, p. (%)

{r. FraTTIN

TEMI DI MATEMATICA

ASSEGNATI DAL MINISTERO DELLA PUBBLICA ISTRUZIONE

PER LA LICENZA D'ISTITUIO TECNICO
(Sezione fisico-matemative)

Sessione estiva 1896. — 1. In un angolo sono inseritfi due eir-
goli 1 qualr s1 foeeano esternnmente nel punto £’ & toccano lo stesso
Iato deli'sngolo nei punti 4 ed A, Chiamando « la meti lell'angolo
dato, &2 od £, 1 reggi dei due ecerchi, e supponendo £2 > R,, si do-
manda: 1" Esprimere /¢, mediante & ed o; 2" Esprimere auclie, me-
iante 2 ed «, 1 lati del triangolo Z'A A, e wverificare che 1'nngolo
AT A & retto. — Applicazione al easo di = — 30V,

1I. Un ftriangolo retiangolo rotando interno all'ipctenusa, deserive
un solide che si pod considerare come linsieme di due coni di rota-
zione aventi la base comnne, Supponendo noti 11 velume totale (el

solido e l'area del triangolo retfangolo, tleferminave i lati di questo
triangolo.

Sessione autunnale, — I. Si determinino la hase w, V'altezza ¥
e oli angoli di un triangolo i1goscele nel gnale 1 lati ngnali hanno
nos lungheszza data a, e 1'area & uguale a quella di un trapezio nel
quals 1 lati paralleli somo '/, @ e y, e l'altezza & h: e &indichino 1
casl nel quali il problema & possibile & quello nel gnale il triangolo
4 rettangolo.

IT1. Juo un cerchio di raggio » si deve costruire nn triangolo A8
che abbip un vertiee al centro €' del cerchio e gli altri due 4 ¢ I3
sulla eireonferenza, ¢ la eni area sia unguale alla saperfieie laterale
del eilindro che ha per base il cerehio dato e per altezza una lun-
chezza data A, 51 richiede che si deferminino il lato 48 =y e In
sun distanza @ dal centro (altezza del triangolo), e si consideri poi
il easo nel guale s1 voglin anche ehe il lato A& del Lriangolo passi
per un punto & esterno &l cerchio di cni sia dafa la distanze J da
nno dei doe punti nei guali 11 diemetro che passa per P taglia Iln
civeonferenza; e s1 liscntano 1 risultati,

-

(%) Llaccerione fivo o p—18 & neeosancin, La congtienzn o — = 1 {(mod, 18), per
pzempin. non ammette altra soluzione olw questn: w =35, « =0,

LA D LB L B8 S
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

P. GAZZANIGA. — Libro di arvitwmetica ¢ di algebra elementare, — Padova,
F. Sacchetto. 1896. — Prazzo : L. 3, 25,

Come indiea il titolo, il libro & diviso nelle due parti aritinetica ¢ algebra.
Iy pima delle quali & suddivisa nei 5 capitoli: ¢ numeri rasionali ; lo sero e
1 nuwmert vesionali negalivr; 1 nwmert realt; 1 numer: complessi; menle lu
seconda ¢ soddivise negli altri we: le cguaglionse didentiche ; le equazioni
applicazioni elementari dellalgebra alle geometria.

il Hbro contiene in sostanza futlo quanio & indicalo dai vigenti programmi
per 1 licet e per le prime due classi degli istitufi tecniel ; ma l'egregio A., con
opportuni epostamenti, ha distribnito Ia materia con ordine pit razionale di
quelle seguito ordinariamente. 1l metodo tenute dall'A. é essenzialmente ana-
litico, e di cib gli va tributata lode, perché se & giusto che in un corso ra-
zionale di geomeiria elementare si debba preferire il metodo euclideo, prendendo
ad imprestito dall’aritmetica il meno possibile, sembrerehbe altreltante giuste la
preferenza dats al metodo analitico per gyoloere gradatamenle il concetto di
numers. Si muoverd forse qualehe obiezione per le diffleoltd che gli alunni delle
nosfre scuole possona incomirare nello studio dei numeri quali enti paramenie
analitiel, ma & cid sl pud ben rispondere, per esempio, che le maggior diffieclta
che offre lo studio dells geometriza secomdo il metodo euwclideo (la teoria delle
proporzioni informi) non impediscono che nei nostri licei essa s'insegni col me-
tado classico, piuttostoche con quelio di Lmgenpae. L'A., accorgendosi del resto
di queste difficolta didattiche, ha pensato bene di far precedere ognuno del b
capitoli dell'aritmetica da opportunissime osservasioni preliminari su opgetli

maferiali, dal eul esame scaluriscono i concettl intuifivi delle varle specie di
pumeri. Permandosi sa di esse quanio € necessario, € certo che gli insegnanti
di buona volonta potranno poi svolgere con efficacia le varie parii della matena,
aniformandost &l mefodo dell’A., |

L'opera del prof. Gazzanisa & vieea di moléi pregi, aleuni dei quali sono
messi in rilieve nella seguente rvapide rassegna del libro.

Parte 1. Cap, . — Sono esposti anzitutto i primilivi concetti dell'srit-
metica (w0, nwmero, successivo) sauza le solite dzfinizioni, sulla cui esatlezza
¢'é ancore da discutere. ([.'A. s1 schiera col matematict che sostennero effica-
cemente la non definibilith del numere intero). Suscessivamente sono poste le
relazioni di uguaglienza ¢ disuguaglianza tra 1 pumeri interi, & le operazioni
relative & questl nomeri, di cul son dimosirate con eoncisione e aon S0mMMo
rigore (quasi sempre col metodo d'indozione) le proprieta indipendenti dal si-
gtean di nomerazione. Nel paragrafo della divisione, dopo un aceenno alle con-
giuenze, sono svolte le proprieta del M. C. D, del M. C. Rl ¢ dei numert
primi : mei due paragrafi seguenti si parla di potenza e di vadice a meno 1, e
easl. prima che sia esteso il campo dei numeri, si trovano csposte, e ¢io & lo-
gico, tutfe le operazioni sugli inleri. Seguono altre proprigtd di questh numer,
frn. le qoali il feorema di Feamar, quello di Wmson, le formule che dauno le

-—4—...,.;.;.1.‘._._
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somme delle prime, seconde, terze polenze dei primi # interi, e quelle relative
alle permutazioni, disposizioni e combinazioni, Chivdono il prime capitolo le
prnprie-tﬁ, dipendenti dal sislema di numerazione, cioé le regole prafiche per
cseguire la varie operazioni, i eriteri di divisibilita, la decomposizione del nu-
meri picesli in fattori primi, la ricerca dei divisari di un numere e la regola
per l'estrazione di 3/ a meno I. U capifolo & svolto in modo veramemente
mirabile. C'& soltanto da osservare che, poiehid lo sero & definito soltanto nel
g8 9 del Cap. 1, essa dovrebbe essers del tutte seonoseiuto nel parvagrafl prece-
denti., Tuttavia, in aleani punti, come ad es. nella ricerea dei quadiati e dei
subi dei numeri da 1 ad » (pag. 48), U'A. ne fa uso implicitamente. Morse
savebbe meglio, secondo me, ohe 1o zero fosse messo In campo un po’ pilt presto
di quel ehe non [accia I'A., tanto piz che csso pud esser posto tra 1 numeri
interi. Inoltre, il teorems della pag. 37 andrebbe, se non erro, posto cost: se

fra i numeri £, Fe..i E(]/n) iwgn v'¢ alcun divisere prime di n, il numeru
e primo.
Cap. II. — Dopo le prime proprietd del numeri frazionavi sone esposte,

indipendentemonte dal sistema di numerazione, le proprieta delle operazioni su

questi numeri, compresavi la radice d'indice # a meno di 1, edi T Seguono

aleune proprietd generali del numeri razionali, & in particolare delle fraziom
continne finite. Chiudono il capitolo le proprieti dipendenti dal sistema di nu-
merazione (le frazioni decimali periodiche, e le vegole per tufte le operazion
sui decimali).

 Cap. ITI. — Si entra col numerl negutivi nel programmi dei licei. Colla
golita. precisione, 1'A. estende al nuovi numer: le preprietd delle diverse opers-
sioni, e definisce le potenze con espomenti nulli e negativi, dimostrandone le
proprieti.

Cap. IV, — Viene esposts. la teoria degh irrazionali col metodo di DEpERIND.
Limitandost, per vagioni didattiche, alla contignitd dei gruppi aperti, 'A. in-
trodace i numeri irrezionali, svolgendo con molto rigore e con semplicita le
proprieta delle operszioni su questi pumeri, Seguono aleune proprietd dei pro-
dotli e delle potenze, con un accenno al feorema hinomiale: le radicl aritme-
ticle d'indice » dei numeri reali; le ordinavie proprield dei radieali aritmetiei:
le potenze 2d esponenti frazionari; la feoria dei logaritmi considerafi come espo-
nenti: i rapporli delle grandesze ; le progressioni aritmetiche ¢ geomeiriche, e
un cenno sul numeri limiti di suecessioni di numeri reali,

Cup. V. — Gon uny esallezza magglove di quella che si riscontra in alin
trattati, & esposta una breve teorie del numeri complessi. L°A, ne fa una bella
applicazions aila dimestraziore della formula di Euuero refafiva al prodotie di
due somme di quatire quadrati

Dopo aver cosi generalizzato il conoelio di nomero, 'A, € trove in niglion
condizioni degli altri autori per svolgere I'algebra propriamente detfa.

Parte II. Cap. I. — Sono successivamente espaste le prapriet: delle vgia-
olianze identiche, le definizioni fondamentali deil’algebra. le importanti opera-
sioni di viduzione dei termini simili e di raccoglimento del faffor comune, le
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operason: sul polinomi, la regola di Hussmst per il culeolo del (uoto e del
resto deila divisione per @ — a, le proprista del M. C. D, e del M. C. M. dei
polinomi, e aleune considarazioni sul nomero dei valori della variabile indipen-
dente per i quall una funzione intera di 19, 20 ..., geado acquista un valove
determinato, e sui massimi ¢ minimi del trinomio quadratico, Questo capitolo
¢ coryedato da una raccolta di inferessanti esereizi che I'A. ha tratto, olére che
dalle altre parti della matemabica, dalln meccanica e dallz fisica.

Caep. 1l. — Venendo alle egguazioni, I'A. comincia coil’'esporne in inaodo
molio esatto 1 prineipi fondamentali, ¢ passa quindi successivamente alla riso-
luzione delle equazioni di 1" e di 2" grado, con accenni a quelle di 3% e di 49,
¢ all'apalisi irdeterminata di 19 srado. Le definizioni di sistemd di due cqua-
sioni con due incognite (pag. 249) & di tre con tre incegnile (psg. 262), oscin-
dono 1 cast d'impossibilith e d'indeterminazione. A voler seguire 1'A., un com-
plesso di equazioni non potrebbe esser chiamate sistems se non quando sin stalo
verificato cobe esso soddisfa alle condizioni richieste dalla definizione. Ora, spe
cinlmenle per la pratica, eid non & a parer mio, convenientle, stante ehitoding
ormal radieate di dave, vella teoria delle equazioni, alla parola sisiema un senso
i vasto. T'A. stesso, a pag. 260, in slcuni esercizi proposti, div per innvver-

fenza U neme di sistema a ciaseuno dei complossi
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il primo det guall non rientrercbbe nella definizione posta dall’A,, nenire Pallro,
per meritare 11 nome i sistema, dovrebbe soddisfare a qualche condiziene, Nel
vorse del libro, I'A. si alliene peraliro alle definizioni poste, e trova dapprima
le condizioni perché due o tre equazioni di 1" grado con duc incogeite, Leo
eruazioni di 1° grado con tre incognite,... formine nn sistema, In seguito passa
alla risoluzione dei sistemi medesimi, Questo capitolo & anch'esso corredato du
nun racenlin di seelu problemn,

Cap. IHI. — Pregevolissiino, come tutti gli altei, quest'ultimo capitolo con-
liene le pitl elementarl applieazioni dell’alzebrn alla seometria. Vi st trovane,
esposte con molie eleganza, le relazioni tra gli element! lineari d'un triangolo
retbungolo, le espressioni clell’aren d'un  trispgolo qualungque, delle bisetlriei,
dolle mediane, dei raggi del cerchio inseritto 8 del ecireameiveolo in lfunziene
dei laii, ¢ le cestruzioni geometilche delle espressioni algebriche fondnmeninli.
Chiude i1 libro un completo corso di irizomomeliia retlilines, quale pud essere
sufficiente per la ferza classe del nostrl licei. Al eapliclo ¢ annessa una serie
di ollimi esercizi.

Do lermine & questa breve rivista col fay ridevare che il prof. Gazzamica,
oltre a dimostrazioni semplici ¢ spesso originali, ha arricchito In sua opera di
interessnntissime nolizie sloriche le quall, insieme agli altri presi del libro,
varranno » rendere pi atfraente lo studio dells matematica nei nostri licel, T
dl eid v'é pur Lroppo bisogne. Corrapo GraMnErLiN

Favmuo, agosto 1505,
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INSTEGNANTI DI MATEMATICA DELLE SCUOLE MED]

—

SEDPE DELL' ABSOPIAZIONE PEN 1L HiExxio 18065.-97-98

—2 TORINI{OD =
Presso il Presileaotoe del Comitato: Prefesser RODOLFO BETTARZY, Coreo & Merting, I

e e il

STATUTO DELL ASSOCIAZIONE

Art. L

Ira. g’ insognanti di matematica nelle senole secondarie italiane
¢ cosfituifa nn’Associazione denominaia - MaTHEss - Associasione
ner sludi fra ol insegnenlt di malemalica delle scuole medie, il
cul pggetto ¢ il miglioramente della scuola e i1 perfezionamento
degl’ insegnanti, sotto 1l punto di visla scientifico e didattico.

Art., 1.

A ragginngere il proprio scopo 1'Associazione :

a) ticne riuuioni plenarie e parziali ;

O) promuove e [avorisee ricerche scientifiche ¢ discussioni di-
dalbiiche ;

¢) pubblica sinvssi di corsi di matematiche elementari o di
specialt feorie, in rolazione ai diversi gradi d'insegnamento ;

d) cura la lormazione di una hiblioteea matematica eircolanto
ad uso dei soei.

Art. III

Saranno i divitty ammessi eome soci, dietro semplice loro do-
mandz, 1 professori i malematica appartenenii al personale inse-

gnante o diretfivo delle senole medie, governative o pareggiate ;
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quelli delle alire scoole sccondarie dovranno ollenerc Iapprovazione
del Comitaty direttivo (Art. IV).

Sarannw saci Jondalor: colore che si iuseriveranne entro un
mese dalla pubblicazione del presente Statuto.

Art. IV,

L Associazione ¢ retta da un Comitato dicetlivo composto di 12
soci ed eletto a maggioranza di volanti. 11 Comitato eclegge nel
proprio seno . Presidente ed wn Viec-presidente, ed eclegge pure,
fra i soel, ua Segretario-Economo.

Art. V.

[’anno soeiale comincia col 1% luglio. Il Comitato & cletlo nel
mese di giugno, cutra in cavica colla prima  aduananza (Art. VELI)
¢ rimane in funzione due anni,

Avt. VL

Al Comitato diretlive & affidato Vindirizzo scientifico e didatiico
dell’ Associazione, la redazione di un bollettino e la ripartizione dei
fondi sociali,

Art. VIIL

La citth ove risiede il Presidente del Comitalo diceliive &, prl
biennio (Art. V), sede dell’Associazione.

Art., VIII.

Nelle vacanze sntunnali, i1 sedi da destinarsi anno per anne, si
torra dal Comitato direttivo un’adunanza. In questa adunanza verra
presentato dal Presidente del Comitato il bilancio dellanno eessato,
e verrd deliberata la vipartizione delle spese pel nuovo anno sociale
secondo 'entrata.

Il Presidente in carica, sotto la propria responsabilitia, cnrera
che queste spese non siano olirepassate né devolte ad altro scopo.

Nella stessa adunanza verra stabilito il lavere dell’anno.

R b g
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Quando tale adunanza ha lnogo nell’anno della elezione, 1 membyi
del Comitato cessante potrammo intervenirvi, ma non avrannc voto
deliberativo.

Art. 1X.

L'Associazione pubblica un hollettino, nel quale si daranno gli
atti della. Societii, si discuteranno questioni ralative al miglioramento

dei programmi ¢ alla seelta dei libri di lesto, si forniranno notizie

su ifutto cié che pud mferessave l'insegnamenio delle matematiche
nelle scunle medie, e s dara elenco dei lilri della hilblioteea del-
17 Associazione (Art, 1I).

Art. X,

[ soei sono tenuti al pagamente di una quota annuale di live s
(la trasmetltere enire # mese di giugno di ciaseun anno al Segre-
tario-Eeonomo) e di una tassa d’ingresso di lire QUATTRO.

T soei fondatori (Art. II1) sono esenti dalla tassa d'ingresso.

1 soei i nnova inseriziene verseranno la stessa somma, qualungue
sia, rmiro 'anno, epoca del loro ingresso nella Societa.

Art. XI,

Le dimissioni presenfate in qualsiasi epoca da un soelo, non lo
esonerano dal pagamento del contributo relative all'anno in corso. 1
nomwi dei contravventori alla presente disposizione, od a quella del-
I"articolo precedente, saranne pubblicati nel hollefiine dell’Associa-
zione sotto la rubrica < Sogi morosi »: pero il Comilato direftivo
ne dard preavviso agl'interessaii.

Avt, XII.

Il mode di funzionare del Gomitaio diretiivo sari fissato da ap-

posita Regalamendo, redatio dal Comitato stesso,
Homg, 15 ottobre 1535,

e e g e ey w

Comitato Direttive per 1l Biennio 1896-97, 1897-98,

Berrazzi Robovvo, Presidents Lazzery GroLyo

FRATTINI GIOVANNL, Vice-Preosidente  PANizza [FRANCESCO
BramamLLAe ALBERTO [ReTan: VIirRGmNo

DE Astic1e ENRICO Swopzs GioseEppn

De Zour ANTONIO Gonice Frawcesoo, Segreig-

FavzaNicA Paono rio-lterminmg,
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ELENCO DEI SOCI FONDATORI
“dell” Associazione MATHESIS

Aicardi Vittorio, Ticeo Pareggiato, Novi Ligure, — Amaldi Italo, R. Isti-
tuto teenmico, Aquila. — Amodeo Federico, R. Istituto teenico, Napoli, —
Andriani Angelo, R. Liceo, Bari — Angelevi Fransesco, R. Liceo, lvraa.
— Beggiato Alessandro, R. Licep, Vicenza — Bernardi Giuseppe, E. Ishi-
tuto toenioo, Anconn, — Bettazzi TRlodolfo, R. Ticee Cavour, Torino. —
Bettini Bettino, Liceo Paresginto, Osimo (Ancona), — Biasi Gievanni, R,
Istituto tecnico. Sassari. — Boceardini Glovanni, R, Liceo, Vigeyano —
Boneiani Guglielmo, Scnols tecnica pareggiatn, Viareggio — Bosi Luigi, R,
Istiluto tecnico, Teramo — DBrambilla Alberto, R. Liceo Vittorio Bmanuele,
Napoli — Bustelli Anton Maria, R. Provveditore agli studi, Aquila — Ca-
relti Costantino Gregorio, R. Bouols tecnics, Cagliari — Uarlind Laigy, It.
Scuola tecnica, Udine — Castelli Pietro, R. Istituto tecnico, Piacenza —
Catanin Sebastinno, R. Istituto nantico, Catania — Ceccuroni Guido, R
(¥innasio, Vercli — Ceretti Umberte, B. Scuola tecmica, Rieti — CUerto
Luigi, R. Liceo Vittorio Emsanueie, Palermo: — Chiari Augusto, Seuols
tecnica e GHnnasio paregginti, Citta di Castello — Chini Mineo, R. Scuola
allievi macehinisti, Venezia — Giabd Giorgio, Presule del R. Istituto tecnico,
Bargamo — Ciamberlini Corrado, R. Liceo, Fermo — Coen Adolfo, R. Liceo,
Mantova — Corresle Eugenio, Il Lieso Viltorme Emanuele, NapeH —
Cortevesio Tdoarfo, Ginnasio pareggiato, Avezzano — Costanzi Giuseppe,
- R, Liceo, Ricti — Cozza Ettore, R. Scuols teenica, Perugia — Dainell
Ugo, R Istituto tecnico, Roma — De Amicis Enrico, R Istituto tecnico,
Brescin — De Vincentils Ginseppe, B. Gionnasio, Chieti — DF'Inch Levis lun-
rico, R. Istituto tecmico, Teramo — De Zolt Antonio, R. Liceo Parini,
Milano — Drago Giovanni, B Ginnasio, Sgiacea — Duoci Enrico, B, Senola
tecuicn, Varallo-Sesin — Fabris Vittorio, B. Lstitute tecmeo, Alessandris —
Fazzari Gastano, R. Liceo, Avellino — Fellini Diego, R. Istituio teemico.
Tovll — Fenoglic Luigi, R. Istituto tecmico, Torino — Ferrari Carlo, R.
Scnols tecnice, Como — Ferrvari Federico, R. Istituto tecnico, Alessandrin
— TPerrari Franceseo, R. Liceo, Ohieti — Ferre Giovanui, B, Ginmasio Ga-
vour, Torino — Tiorenting (ioacchino, R. Ginnasio, Celtanissetta — Foschi
Emanuele, B. Scuola tecaiea, Casal Maggiore — IPrancom Iarico, R. Seuoln
tecnica, Civitavecchin — Fragtini (Movanni, K. Istituto tecnico, Boma —
Fucini Catone, R. Istituto nautico, Genova — Gambioli Dionisio, R Seuoln
tecnica Lombardini, Milano — Garrone Contardo, B Liceo, Voghera — Gaz-
zonign Poolo, K. lLieceo, Padova — Hindice Francedeo, R. Istitnto tecnico.
Genova — Gremigni Michele, R. Liceo Galile, IMrenze — Grilli Ruggero.
I Lices, Trevise — Lazzeri Qiulio, B Aceadomin navale, Livorno — 1~
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grenzi Giuseppe, R. Ginnagio, Sondric — Leoncini Michele, R. ({innasio,
Pallanza — Tmgli Aurelio (*), R. Istituto teenico, Boma — Marini Daf-
faello, R. Istitufo tecnico, Arezzo — Mariseotti Luigi, R. Ginnsasio, (falta-
misseita — Marseglia Natale, R. Liceo, Potenzs — Martone Alfonsea,
R. Liceo Tasso, Roma — Martone Michele, B. Istituto tecnico, Reggio
Calabria. — Masden Arture, B. Istituto naatico, Napoli — DMassa Al
fredo, B. Ginnasio Ennio Qnirino- Visconti, Roma — Maelis Antonio, R.
Souols foenicn Sammarting, Cafanin — Michelangeli Nazzareno, . Liceo,
Forll — Misani Massimo, Preside del R, Istitnto teenico, Udine — Moln
tHacomo, R, Liceo, Campobassu — Montesano Potito, R, Liceo, Maddaloni
— Morelli Ernesto, B. Ginnasio Umberfo, Roma — Moreno (GHuseppe,
1. Istibulo tecnico, Napoli — Moretti Alfonso, B, Licso, Unrteggio — Mo-
riconi Creonte, R. Liceo, Senigallia — Morino Paolo, B. Ligeo, Cogsenza —
Murer Vittorio, R. Liceo, Alessandria, — Nannei Enrico. R. Istituto tec-
nico, Bari — Neppi Modona Angelo, R. Istitute teenico, Girgenti — Orto
Carboni Salvatore, It. Istituto tecnico, Piacenza — Palatini Franeesco, R.
Istitnto tecmico, Sondrio — Panizze Francesco, R. Liceo M. Polo, Venezia
— Pepoli Alessandro, R. Scuola tecnicn Gagini, Palermo — Pesci Giuseppe,
R. Aceademin Navale, Livorno — Perito Pasquale, R. Scuola tecnica, Penne
— JFierantoni Venturino, R. Istituto teenico, Chieti — Pinna Salvatore, R.
(innasio, Nuoro — Pirondini Geminiano, R. Istituto tecmico, Parmn —
Pisciotta Francesco, R. Liceo-Ginnasio Vittorio Emannele, Napoli — Poi-
nelli Giuseppe, B. Ginnasio, Mondovi — Priolo Luigi, Seuola tecnica -
regeiata, Heggio Calabria — Pueei Bnrico, Preside del R. Liceo Vittorio
Emanuele, Napoli — Racoa Ginseppe, . Senola tecnica, Savigliano — Re-
tali Virginio, R. Liceo Beccaria, Milano — Riboni Goetano, R, Istituto
teenico, Milomo — Rizzoni Enrieo, 1. Liceo, Lucera — Romano Salvatore.
R. Seuola teenica, Noto — Rozzolino Gerolamo, 1. Liceo, Salerno — Russo
(+iovanni, Tstituto tecnice paregeiato, Uatanzaro — Sedun Elcia. R. Isti-
tuto teenico, Roma — Santamaria Gerardo, R, (Ginnasio Parini, Milano —
Sbrana Silvie, R, Liceo, Pistoia — Seoto GHuseppe, R. Scuola normale ¢ R.
Senola tecnica, Ravemna — Sforza Ginseppe, R. Istituto teenico, Reggio
Emilia — Simoneelli Remo, R. Scuola teenica, Arcevin — Sola Filippo, H.
Liceo, Carmagnoln — Stromillo Selone, R. Sewol teenica S. Rosa, Napoli —
Tasti M. Giuseppe, R. Istitnto toenico, Macerata — Tremontani (erolaino,
Pragide del B. Istituto tecnico, Bologna — Treves Tiugenio, R, Seuoln tee-
nica, Badin Polesine — Valeri Demetrio, R, Liceo, Modem. ‘

1] Moxter il 27 maggio 18596,

Corrispondenza coi Soci.

1 Soci i cui nomi sono pubblicati nel presente fngcicolo, hanno pagata

la lore guota per I*anno socinle 1896-97 fhuesta dichiarnzions fa 1e veei di
ricevuta,

AT ) (D
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VERBALI

La nostra Associazione incomineio a vivere solo col 1% luglio del carrente
anno 1396, per cui nom poté ancera dar pubblica prova di athivitd utile
pel miglioramento degliinsegnamenti e per il progresso degli studi Peraltro
nell’adunanss ordinaria tenutasi in queste vacanze autunnali, secondo Pe-
sigenza dell'arficolo VIII del nostro Statuto, il Comitato dell’Associazione
ha preparato un lavoro, che gioverd certamente alia scuola ed alla scienza,
s¢, come ne siamo certl, vi prenderanno parte attiva i non pochi valenti
imsegnanti, e cultori delle matematiche.

Per tenere i soci al corrente degli atti del Comitato, ¢ per norms di
tutti coloro che intendono unire Popera propriz alla nostra, pel bene della
scuols, puabblichiamo wn estratto del verbale dell'adunanza citats sopra.

—_—r

Estratto del verbale delle sedute del Comitato Direttivo

tenute a FIRENZE nd qioraz 24, 20 ¢ 26 Agosto, 1896

e

[l Comitato si riumisce in una sals del B, Liceo (Galilel, cortesemente
concessa. Sono presenti i membri del Comitato direttivo, professori R. Bet-
tazzi (presidente del Comitatn), G. Frattini (vice-presidente), I Giudice
(segretaric-economo), K. De Ainicis, P. Gazzaniga, G. Lazzeri, (. Sforza.
Dei gunattro membri rimanenti, non intervenuti alla riunione, il prof A.
De Zolt & ammalato ; gli altri fre, cioé i professori A, Brambilla, ¥, Pa-
nizza, V. Retali, giustiicando V'assenszs, hanno inviate le¢ Joro osservazioni
sulle gquestioni poste all’ordine dal gioruo.

Presiede le adunanzc il prof B. Battazzi, ne & il segretario il professor
E, De Amicis,

Il Presidente legge una letbera della presidenza del Circols matematico
di Palermo, aella quale si esprimono vive condoglianze per la morte del
prof. A. Lugli, membro del Comiteto deli*Assoriazione Afaffesis. I conve-
nuti ne prendono atto ringraziando. E, sollevatasi in proposito la quastione
della opportunith o meno dinvitare i soci ad una votazione per coprive il
posto lasciato vacante nel Comitato dal ecompianto professore, dietro pro-
posta del Presidents unanimamente si delibera che |'Associazione non debhba,
per questo primo biennio sociale, nominare un suecessore all’ illustre ed
amatissimo estinto, per omaggio alla sun memoria,
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Il Presidente d& pure comunicazicne di nus corrispondenza del protes-
sove I'. Angeleri, salutante i convenunty, plandente slls questione, inserite
nell’ordine del giorno, de! coordinamento delle scuole secondarie con le fa-
colty di matematica ¢ dYingegueria, e propouente di discutere tutorno alla
opportunitd di officiare Sua Hecellenza il Ministro delia pubblica istrazione
affinché voglin rimetters, fin dall’anno scolastico prossimo, il tema seritto
di matematica in tutti gli esami, o almeno nelle due licenze, liceale e gin-
nasiale. 1 convenuti prendono tosto in esame la proposta del prof ¥F. An-
oeleri, e concludono in proposito, approvando manimamente la proposta
fatta dal prof. P, Gazzaniga, d'incaricare il prof G, Frattini, residente a
Roma e vicepresidente del Comnitato, di presentare lo Statuto e gli Alti
dall’Associagione Mathesis a Sua Heeellenza il Ministro della pubblica istru-
zione, chiedendo 'appoggio di Iui agli intenti didattici e seienfifiei, che soli
costituiseono la ragione d’essere di (uesta Societd d'imsegnanti, e racco-
mandandogli in particolare di voler ripristinare la prova seritta di ma-
tematica in tuth gli esami di licenza delle scuole secondavie, mon fanto
per lefficacia in sé di queste prove, quanto per il prestigio che cosi si ver-
vebhe a ridonare alls materia. € Ia conseguente maggiore aftivita uello
studio, che tali prove hanno sempremai visveglisto nella scolaresca,

Dopo lunga discussione sono approvate, per affidavle allo studio dei soci,
sei questioni attinenti ai programmi, ed una (questione VII) d'indole scien-
tifico-didatbica ; le visposte relative alle medesime, siane esse di 30cl o dinon
soct, dovransno spedirsi al Presidente prof. Bettazei, che avra cura di far pub-
hlicare dei riassunti man mano che ne sard il caso. Aleane delle risposte
date allultima, potranno anche venir pubblicate integralments a titola di
[remio,

A proposito della stessa questione altima, il profl Gindice di lebbara di
ung sua comunicazione intorno ad una nuova e semplice maniera di tratg-
tare la teoria dell’equivdlenza; e, dietro proposta del Presidente, unanime-
mente accettata, si delibera che essa comumicazione sia insevita negli Atti
dell’Associagione.

Si approva la relazione sul bilancio sociale, fatfa dal segretario-economo,
dalla, guale risulta la disponibilith. per questo primo anuo, della somma, di
L. 872,16.

51 passa quindi alla disoussione delle due guestioni, commesse fra loro:
assunzione della pubblicazione del Periodico di Malematica per Uinsegnamenito
secondario e parlte deil'Associazione Mabhesis, e pubblicazione, prescritiu
dallo Statuta, del Bollettino contenenfe gli Afti dell’Associazione medesima.
Il Presidente comuunica in proposito che, in seguito all’autorizzazione pree
cedentemente ricevuta dal Comitato, di trattare colla famiglia del compianto
prof. A. Lagli, gia diretiore del Periodico, egll ha convenuto di continuar-
per 'anuo corrente 1896 la pubblicazione del Periodico, a cura ed a carico
dell’Associazione, profittando anche dell’offerts di coutribuzione pecuniaria

da parte dell’antore di un lungo articolo ds inserivsi nel Periodico medesime, -

ed affidandone la divezione al prot. G. Frattini Il Comitato approva l'operate

il
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del Presidenis, vonsiderando che Il grave sacrifizio pecuniario, al guale cosi
viene a sobbarcarsi 'Associszione, & ginstificato specialmente dallo seopo
di lure per tal modo cosg, miovevole alle senole secondarie, evitando la sop-
pressione di un giornale sommamente ntile tanto a docenti che a discent.

Le spese del Periodico, comprase le postali, ammontano pel rinanente
di quest’amuo a cirea L. 750, la corrispondente entrate & di cirea L. 350
e il Uomitato, approvando le proposte fatte in proposito dal Presidente e
dal Segretaric-economo, dis lore facolth di valersi del foudo di casss sociale
per coprire il eorvispondente disavanzo. Pertanto viene stabilito che I'As-
snﬂ_iﬂzimm Mathesrs concorra con L. 400 a coprire le spese relative alla
pubblicazione dei rimanenti fascicoli del Periodico di gquest’anno.

31 stabilisce poi che, per tutto il corrente amme 1896, gli Atéi dell’As-
soclazione Mathesss sinno inseriti negli uitimi tre fasciceli del Periodico, di
32 pagine eiasouno ; la parte cosi ocenpata nel Periodico dagli Atti mede-
simi, costifuitd per quest'anno il Bolletfzno dell'Associazione. Di questi Atti
sl faranno tanti estratti quanti oveorreranmno, e si menderd una copia di
tali estratti a tuiti i soci di Afafhesis; e pertanto quelli fra questi che
saranno abbonati al Pericdico riceveranno pure una copia ciascuno dei
predebii fascicoli (completi), inentre i soci di Mathesis non abbonati al Pe-
riodice, riceveramme solamente 1ma copia depli axtrabii soddetti

31 approva inolire la disposizione seguente: « L’Associazione MWathesis
ha deliberato, avendo a citd sderito la famiglia del compinnto prof A Lugli,
di continuare anche dopo 'anno corrente la pubblicazione del Periodico,
fino a che questa non sia assnnta da un pravato. 51 procureranno in ogni
caso faecilitazioni al soci; e intanto, per Panmnata 1897, se tale assunzione
privata. non aved avato luogo, il prezzo d'abbonamento al Periodics sara
ruiotto pei socd, wentre rimarra di L. 6 pei non sosi ».

Diafro insistente proposta del prof, G. Frattini, si delibera inclire che
pel 1897, sempre nella ipotesi che I'accermata assunzione privata non sia
ancora avvenita, la direzione del Periodico, pubblicato & curs dell’Associa
alone Mathesis, sin affidate al Presidente dal Comitate divettivo, prof, B. Bet-
bazal, condinvato dai singoli membri del Comitato medesimo ; al detto Pre-
silente dovranmo pertanto dirigersi dal 1" gennsaio 1897 in poi, tutie le
pubblicazioni e gli scritti concernenti il Periodico.

Si da facoltd al Presidente del Comitato di provvedere mei limiki del
disponibile, alle spese del bollettino dal 1° gennaio al 51 luglio 1857.

Da ultimo, rignardo alla formazione di una Bibliotera circolanie ad uso
tei soc, presorilbtn dallo Statuto, si delibera di cercare per ora di procu-
rarsi all'nopo una prima raccolta di opere ed opuscoli di matemativa e
scienze afflui, mediante libri offert: in dono dai soei, e da tutti coloro che,
quentunqgiie nen soei, intendono in gueste modo giovare all'Associazione.
A fale scopo dovrd pubblicarsi nel bollettine wun appesito invito. I libxi
offerti saranno raccolti 3al segrotario-roconomo, il quale ne compilera l'slenco,

P;Ihzliﬂfindﬂln i mane in mano sul bollettino, nnitamente ai nomi degli
oblatori.
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Uonclusioni della, relazione sul hi]a.nciu'suuia.le.

Duote sponbaeree (i 11 membri del Comitato provvisorio). . . L. &5,00
= orvdinarie (di 106 soei fondwtoriy . - . . . . . . ., s 686,00
Tolale enfrate . . . L. 691,00

Spese circolari stampate, anfograf. o poligrof e di posta . . . » 118854
Somma disponebile per i 1896-97. . . L, 5?‘.’.’,-1%

Seguono le questioni che il Comitato direttive propone allo studio dei signeri
Professori, siano essi soci (i MATHESIS o no.

51 prega di spedire le risposie alla sede dell'Associazions.

I

Studiare in quale misura sia opportuno dare Finsegnamento dell’atitme-
tica razionale nslle scuole secondarie inleriori e superiori, e in qnali classi
convenge impartivlo, afdinché riesca pit proficuo.

1L

Quali morilicazioni si pessono suggerive nei vigenti programmi per l'in-
segnamento scientiiico delle seunole medie, atfinchd quello della matemalics
riesca maggiormente eoordinato con quello delle scienze affini,

(Nel ligeo, per escmpio, seguendo Pattuale progravuua i matematicn,
si fratia la teoria della misura verso la fine del seconde anno, mentre per
I"nsegnamento della fisice essa occorre assai prima. L' insegnamento della
cristallografin attualmente precede quello della stersometria. Il disegno di
custrugiond cowincia un anno prima dello studio delln geometris deserittiva,
Nel secondo anno dell’istituto tecmico il professore di computisteria ha bi-
sogno di valersi, quasi fin dal prineipio, della teoria dei logaritini, mentre
questa. costitisee ora 'ultimo capitolo del corrispondente programms i
aritmetioa e algebra, Foc.),

ITL.
Se sia opportuno semplificare e ridurre in alecume parti, & in pari tempo

approfondire e perfezionare in altre, I'insegnamenio della matematica nelle
seiinle normali, in modo da ottenere dagli allievi, futuri maestri elemen-

bart, rigore nelle nozioni elementari e precisione nel lingnaggio.

IV,

Esame della importante yuestione delle fusione delle seuols tecniche
con le ginnasiali, specialmente in riguardo alla matematics.



Y-

Opportunitéd della fusione dells geometria piana con la solida nell’ inse-
gnamento,

VL

Se e come convenga modificare e completare Iingegnamento dells mate-
matica attualmente impartibo nelle scuole secoadarvie, e specialmente nei
icei, per oflenere un migliore coordinamento con le facoltd di matematica
pura ed applicata; o quanto meno:

a) Quali sarebberoc i migliori limiti da assegnarsi all’ insegnamenio
delia. {rigonometria nei licei; in particolare, se couvenga restringere la
parte goniometrice e ampliave quella della trigonometria propriamente detia.

0) Se per tale coordinamento sia opportunc semplificare nel secondo
biennio della sezione fisicomatemmatica degl'istitutl tecniel I'attuale pro-
gramma di matematica, una parte del quale & poi vipetuta all’universitd e
nel licel non si svolge, allo scopo ezlandio di patere con wmiglior trutto
tornarve nel secondo biemnio sul programma del primo, trasportandovene
anche uns parte, e cosl addestrare maggiormeute gli alunni del secondo
bienmo nelle esercitazioni ed applicazioni matematiche, e segnatamente
nella risoluzione e discussione dei problemi, e alleggerive al tempo stesso
gli alunni del prima bienrnio, ai quali atbualmente si deve svoigere in due
anml quello stesso programma di watematiche elementari, per lo svolgi-
mento del quale nelle scuole classiche sono invece assegnati cinque anni
(Ginnasio e Licso)

NB. I Comitato aveva esso stesso iniziata la discussione di questa i ue-
stione; e venne, ira le altre, avanzata questa proposta: che, soppressa la
sezione fisico-matematica negli Istituti tecnici, venisse istituito un corso di
un anno, comune ai licenziati dai Licel o dagli Istituti teenici, nel quale
tosse dato un insegnamento complementare di matematica a quelli fra essi
che aspirzssero all'inscrizione alle facoltd matematiche universitarie.

Emersi nella discussione i vantaggi, ma insieme ad essi anche le difi-
colta di questa soluzione, si penso di non pregindicare la questione con mma.
deliberazione, ¢ di proporla allo studia dei professori tutti delle scuale
medie,

VIL

Del miglior mode di trattare in iscuola la teoria dell’equivalenza.

e T e e .

Biblioteca, dell’ Associazione MATHESIS.

I Saci e le persone che, sebbene nen soci, 'interessano allineremento
di Aathests sono pregati d' indirizzave al Segretario-Teonomo, prof. Fran-
cesco Giudice, Corso Ugoe Bassi 40, Genoya, ilibri e gli opuseoli chie inten-
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dessero donsre all’ Associazione per concorrere alla formazione della sua
biblioteea circolatte.
Dei libri e dei donatori si pubblicherd Pelenco nel bollething.

Comiunicazione di Francesco Gindice.

La questione dell’equivalenza fu wolto discussa in questi ultimi anni.

Ora, esmminando quanto fu seritto in propesito ed in particolar modo le
pubblicazioni pill recenti, si riconosce che le difficoltd sorgono gempre
quando cresce all'infivito il numero delle divisioni, ossia quello delie parti.
Fermando V'attenzione su questo punto capitale, mi sono aceorto che la
causa prima delle difficolid incontrate consiste nel non aver separate netta-
mente le fignre finite dalle infinite: (¥) facendo questa separazione, s'ottiene
subito la semplicité sntica ed il rigore moderno, perché dimostrasi imme-
diatamente che una grandezza finita non pud esser egunale ad wuna sua
parte, & gnesta, come e moto, e la proposizione fondamentale della teoria
dell’equivalensza,

Cid premesso, passo @ provare quanto ho asserito, e lo esporrd senza
divagare, affinché ognuno possa apprezzare da sé la semplicits e Pimpor-
tanza del metodo.

GRANDEZZA FINITA ED INFixITA. — Diremo che una grandesza & finita.
se non e possibile toglierne una prima parte (formata d'un sul pezzg O ri-
sultante della riunione di pilt pezzi presi arbitraviamente od arbitrariamente
rigniti), indi una seconds (formata d'un sol pezzo o di pid peszt presi arhi-
trariamente nel resto ed arbitrariamente riun iti), che sia eguale alla prima,
pol una terza, anchessa eguale alla prims, e cpsl via indefinitamente: se
invece sia possibile, allora divemo che la grandezza & infinita.

Trmormnta. Tna grandezza findta non puo superar sé stessa. — Supponiamo
infatti che una grandesza #' possa superar sé stessa, supponiamo cioé che
siw possibile scomporre F in parti e rimetters poi insieme le medesime, in
modo da ottenere una grandezza formata d'una parte egnale sd Fe di altra
parte, che indicheremo von G : togliamo questa parte, e, rimanendo ancora
ung grandezza eguale ad F, mediante la stesse scomposizione e ricompo-
SiZlone di prima, riusciremo a togliers G una seconda volta, lasciando come
resto ancora uns grandezza egnale ad F, cosicché, operando di nuovo la
stessa scomposizione e ricomposizione, potremo togliere G una terza volia,
lasciando di resto amcora F, e cosi via. In questo modo vediamo esser
possibile toglisre da F una 17 parte eguzle a G, poi una 2' ed una 3° e
cosi via indefinitaments. Una grandezza F, che possa superar sé stessa, o

(*) Godo che il valante prof. Giunice sia della mia opinione. (V. un mio articolo pub-
blieata nel Periodico s maf., Fasn, VUT, 1865),
&, FraTors:,
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dungue necessariamente infinita; per cui non & possibile che nna grandezza
finita soperi sé stessa.

Dopo la definizione e il teorema precedente bastera ammetters, per
postuleto, che sia fnita ogni sfern, per poter trattare con semplicithk e Ti-
gore la teorin dell’equivalenza. Consideriamo infatti un cerchio: ogni volta
che pensiamo segnata in esso una parte, pensiamo ocostruito sulla medesima
un cilindro retto di altezza egnale ad un segmento a fissato comumque, e.
se pensiamo spostata o soppressa una parte del cerchio, pensiamoe spostato
o soppresso con la medesima il sovrapposto eilindro: viconoseiamo cosi su-
bilo che, se si potessero togliere successivamente infinite parti eguali dal
cerchio, si potrsbbero pur togliere dalla sfers circoseritte al sovrapposto
cilindro reito di altezza q: e, siccome la coss non & possibile per la sfera,
perchd ogni sfers & finita per postulato ammesso, cosi la cosa non & possi-
bile neppure pel cerchio: i cerchi son (lunque fniti. Consideriamo ove un
segmento in un piano: se ogni volta che pensiamo spostata o soppressa
una sna parie, pensiamo spostato 0 Soppressc con essa 1 SOVIAPPOSTO
rettangolo di altezza a, riconosciamo che, se si potessero togliere suceessi-
vamente infinite parti egmali del segmento, si pofrebbero pur togliere dal
cerchio circoseritto al sovrapposto rettangolo di altezzn a; onds si vede
che, essendo finiti i cerchi, sono finiti anche i zegmenti,

e — . —

Giovansl Frarming - Gerente responsabile

Romg, 1586 — Tip. BElasvicisius.
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FONDAMENTIL

PER UNA TEORIA GENERALE DEI GRUPPI
b1 RODOLFO BETTAZZI

(Contmuinzione ¢ fine: Vedi pagina 112).

Caerrono X111,
GRUPPI I CUI ENTI SONO PARTI FINIT'# DI GRUPFI SEMPLICI,

02 Teorema, — 101 1o gruppe finito I'yi eni enti siano
parti finite di un gruppo qunalnngue G, ve n'é sempre
per lo meno uno di potenza mon minore & MEIZUNO €
per lo meno uno di potenza nol maggiore o messuno.

Infatti i! gruppo delle potenze di ciascrma i gneste parti & equivalente
a Iy e quindi finito, e finito quello, sua parie, delle potenze distinie di guests
parti, Essendo tal gruppe parie di yuello numerabile di tutte le potenze fi-
nite (§ 90) esisterd in esso wne potenz di eni nessuna sars seguente (§ 7=-
Cor. 1) ed uno di eni nessuno sarh precadente (§ T1) nel groppo i tutte le
potenze, Yeso nolmale ol dlire seguente la polenza maggiors 8 precedente
la minors, Oib dimostra il Teorema.

Corollario 1. — In un gruppo finite di Z distinte diumn
gruppo semplicementes sviluppabile, reso normale, ve

n*d una di pofenzas massima ed una di potenza mi-
nimée.

Cor. 2. Iln nu gruppo Einito i cul enti sono gruppi fi-
niti, ve n'd per lo menc umo di potenzs non Magglors
n pessuno degli altri essendu ogmi gruppe finito squivalente ad
wme Z di on gruppo semplicemente svilappabile, reso normale, e valendo 11
(orollario precedenie.

03, Tecrema. — In un gruppo I' di parti prese 1n umn
gruppo semplicemente syiluppabile ve n'eé sempre pex
lo meno ana di potenza non maggiore a nessuna delle
altre,

Se le parti sono tutte sviluppebili, esse Sono fntte semplicemente svi-
luppabii (§ 72) e quindi intie della prima potenza dei grupp: s¥iluppa-
bili (§ 91) ed il teorema & provaio.

=
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Se aleuna o tutte sono finite, possiamo, se vi sono, trascurave gueile
sviluppalili (§ 86, Cor. 2): quelle distinte delle altre saranuo aliora parte
del gruppe di tutte le potenze finite, e quindi (§ 71) di esse una non ne
avrd precedenti, il che prova il teorema.

Corollario. — In un gruppe di Z distinte di un gruppo
semplicemente sviluppabile, reso normale, ven'é sem-
pre ana di potenza minima.

94, Teorema, — Il gruppo di tutte le paridi distinte
di un gruppo finito, considerate esse come enti é
finito.

SBia G il gruppo finito e 1' il gruppo delle potenze distinte delle sue
parti, il quale, dovendo queste parti essere di potenza non maggiore 2
quella di G, sard finito (§ 90). Tmmagiviamo T' ordinator il suo ente origi-
nario sard la potenza di ogni gruppo di un ente solo. Allora:

L. Le parti di & di potenza non maggiore della prima sono un gruppo
che & finito, essendo costituite dai gruppl di un solo ente, i quali formano
il gruppo G, finito per ipotesi.

2. Se sono un gruppo finito le parti di & di potenza non maggiore di
una « di [, cosi sara per quelle di potenza non maggiore alla consecutiva
(se vi & in ]'). Ed infatfi se G’ & una parte di & di pofenza non maggiore
di una potenza di 1", sard G° 4 a¢ (se a & eute &I G e non di G') di po-
tenza consextiva a ' (§ 83) Ora i gruppi del tipa &' + @ otienuti da un
determinato G sono un gruppo fnito, tale essendo 1) gruppo degli enti
di & e non di G'; quindi, essendo G’ ente di un gruppo finito per ipotesi, i
gruppi '+ a sono un gruppo finito di gruppi finiti, e percio costituiscono
un gruppo finito (§ T6) il quale insieme a tutii I groppl di un solo ente,
che mon compariscono pia nei gruppi & - @, € che costituiscons un grappo
finito, d& un nuovo gruppe finite che contiene (clascuna pitt di una volta)
tutte le parti finite del gruppo G, aventi potenza non maggiore a quelln
consecubiva ad 2. Duungque futte le parti di & aventi potenzn cosiifatta co-
stituniscono un gruppo finito.

Allgra esgendo I' finito e valeado pereid in esso il prinecipio d’induzione,
la proprietd varrd anche per il sno ente finale, cioe sard finito il gruppo
delle parti di ¢ di potenza non superiore a quella di G, cioé il gruppo di
tatte le parti di G, ¢. d. d

Corollario 1. — E finito il gruppo di tutti gli entiche
costituisconc tutte le parti di un gruppe finite, an-

¢he considerando gli enti di nna parte qualungue
come distinbi da tutti riuelli di gualungae altra.

Cor. 2. In viritz del Post. 2° del § 65 & a causa del Cor. precedente:

Nei grappi finiti @ nota una legge di scelta (§ UG) che
& I'arhitrio,

CGor. 3. — In un gruppo (necessariamente finito) di
parti distinte di um gruppe finito (che song essea
pure finite) vé mn'é sempre una di potenza nomn mi-
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nore ed una di potenza non maggiore a nessuna delile
altra. (& 93)

95. Teorema. — Le parti finite di un griappo sempli-
cemente sviluppahile, considerate come en ti, costi-
tuiscono un gruppo semplicemente sviluppabile (*).

11 gruppo I delle loro potenze & un grappo gemplicemente sviluppabile
(§ 90): lo si supponga reso normale. La dimostrazione si conduce allora
simile & quella del § 94, cioé:

{. 0 numerabile il gruppo delle parti del gruppo dato (; aveuti un enfe
solo.

9. Se & numerabile il gruppo deile parfi di G di polenza nan superiore
ad nna di 1, tale & quello dei gruppi di pufenza non superiore alla conse
cutive, giacché ogni gruppo pud gssociarsi con um gruppo uumerabile di
alkri, e quindi si ha un gruppo numerabile Al grappi sumerabili che & nu-
merabile esso pure (§ 87): in esso vi s010 oruppl ripetuti, e quindi i gruppi
distinti ne formano una parte, la gquale non gssendo finita (gidccheé conliene
per Jo meno i gruppi di un ente solo) & nmmersbile essa pure (§ 72). Pel
principio diinduzione la, proprieta @ vera per gualunque potenza finita. Dunque
ssgepdo numerabile il gruppo delle potenze e aumerabile il gruppoe delle
parti di ogni singola polenza, sard numerabile (§ §1) anche il gruppa To-
tale, o. d. .

Corollario. — ¥ numerabile il gruppo di tutti gli
enti ohe costituiscono tutte le parti finite di un
grappe semplicemente S viluppabile, anche conside-
randn pgli enti di una parte qualunque come distinti
da tubti quelli di qualungue altra (§ 76 Oss.).

Caprrono XIV,

GRUPPI INFINITL.

06. Definizione. — Diremo #nfinito ogni gruppo che non sia finita (*%),

Cor.l. — Bono infiniti tutti (Def) e soli (§ 86) 1 gruppi
di potenza maggiore & guella di qualunque gruppo
finito.

Cor. 2. — Un gruppo equivalente ad una infinito, @
infinito esso pure.

Cor. 3. — Ogni gruppo sviloppabile e infinito (§ 86
Cor. 2),

———

() Hurrazz. Soi sistemi di numerazione dei numerl roall. (Poricdico di Matematica,

Anno VI
#) Ofr, Nota al € 12,
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Oss. 1. — Non & provata vera la reciproes, che ciod ogni gruppo infi-
nito sia sviluppabile (*). |
" Qor. 4. — Esistono dei gynppi infiniti (§ 12) )

Cor. 5 — Ogni gruppo bene ordinate ad un senso &
infinito (§ 48). -

Cor. 6. — Se nn gruppo bene ordinato limitato non
% semplicemente ordinabo, esso e infinito (§ 92).

Cor. 7. — Ogni gruppo semplicemente sviluppabile

& infinito (Cor. 3) |
(Oss. 2. — I gruppi semplicements sviluppabili st dicono anche sempl-
cemente infiniti (7). -
Oss. 3. — Non & provato se esistono o mo gruppl infiniti i potenza

minore a guells dei semplicemente syiluppabili (V. Oss. 1. di questo §).
Cor. 8 — Un gruppo & finito od infiniive, sacondeché

equivale ¢ mo ad una conveniente parbe fonmdamen
tale di un gualsivoglia gruppo semplicements sSvi-
lnppabile reso normale (™)

(%) T1 Deoxsixn (§ 14, N. 158) crede di provare fuesto tepreimns rauiprf:mu (emmnmato
sotto ls forma conveniente al lingnazgio da lui adoprabo); ma alla sus dﬂnastrﬂz_i:'me El!
possono fare delle oliczioni. Bd invero ezli (che si riferisee al gruppo del numeri mteri
coma semplicemente sviinppabile) considers wy grappe % (she nol dremmo i‘n_ﬂni[:ﬂ:l taln
gicé phe ogni gistema Za (groppo del Duiner interi = #) sla di pl‘.'.'-frl.‘,]li.iﬂ m:';rmr?r & X B
che quindi ad ogoi numero n earrisponds ana ials gorrispondenza 1y Eﬂgh.bntq det gl:nl:l]}u
@ato, che 1) gruppo dei corrispondsntd sia parte propria 4i ¥. Erli nsa tali eorrispeudenze
per fissnre con esse deberminati enti di ¥, wuo per cipseiua: o ricava da X un g.ruppu.ﬂ.i
enti cost scolti, che & guindi equivalente al grappo del numer] inserl, ed & quindi lﬂl-ﬂ.'!llifﬂ
nel linguaggio del DupERIND, 0104 srilnppabile nel Hnguaggio nostro, il -:]'::t: Urova :.1 S0
asserto. Per tnle dimpstrazione gli oscorre dungtue per ogni n una ﬂEbEI.‘-‘ﬂiLﬂﬂ‘hE ﬂ_m'ﬂsp@-
denza %z, o in alire parsle gli ovcorre wn ETOpRY semplicamente sviluppabile , reso
normale, di corrispondense fra Z; e X, UOA PEY cipsoan . St osservi peralice che, secondo
le ipolesi, si deve dire ohe essendo ogal Za M pobkcnza minore a guells Jdi Z, pec ogni 7
vi sono corrispondenze ira Zy e ¥, manon gih nnn sola: glasshe date nna corvispendensa
yunluogue {vn Za & 3, ossendo Zs <L S, potwemn zempee frasformarls in an' slira di-
ebinta assosiando un ents qualungue di Za cor unno di quelli che nella corrispoundenza
dsts eranp isolati in ¥, @ isolando l'ente gid corvispondents di Za. B allora pesfiamo
dive che per ogmi n &l ba un gruppe T di corrispendenze fia Zae 3. FPer la llir_l:tﬂsf;r:!.-
gione del DrpEmisy occorrerchbe prenlere nnas speciale, bench2 nualinigus, i tali corTi-
spondenze 06 cinsenn gruppu T, pes cosbituire i) gruppo 43 coxrrizpondonzs di aui = par-
lava prima. Ora non pud divsi che so ne sceghis uno ad arbitrio da ciascun groppo I
(il che se polesse farsi bastersbbe allo scupo) gincohé abbinmo ammesso il Ifusl-.. 10 Q=] § G5
che a cib si oppons, fratiendosi qai di nn grappo non finito dl ent: da suiegllers: occor-
rerebbe gquindl, per rendere vigovosa le dimosizazione, poter dars una legze con la quale

in eluseun gruppo [ si pobesss sosglieve tna corrispondenzs determinatn, i1 ohe oon &

vede se possa farsi e, gqnanle meno, il Debegiso non 1a.
Tale obicgione endrebhe se si intendesse H abbasodonre il Post., 10 del § G
(#%} Droesixe, § B, 1, Tl,

(*¥=) 11 Depesixe (§ 14, N.160) di egli pure mm teoreian eost ennneiato, wma applicabile
ai suoi grappi infiniti, che soun i nestri grunpl sviluppehili, Tile teorema sotto le forma
datngli dal Dedekind, o per Io meno, collp dimostruzions che guesti ne da, non pud rite-
nersi esntbo, dipeodendo dul precedente sno o, 188 che, some si & debto, nen pud asserirsi
hon provato,
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Cor. 9. — Un gruppo che non sia equivalente a nes-
suna parie fondamentale di ue gruppo semplice-
mente sviluppabile reso mormale, @ di potenza mag-
giore a tutbe,

97. Teorema. — Ogni gruppo ordinato illimita®o & im-
finito

Qig T wn gruppo finite gualungue che supporremo ordicato, indicando
con Z,, Zgy--.-Zr =T lo sue Z: esse costitniscono un gruappo finito, il
quale, ordinato, dev'essere limitato (§ 63, Cor 1). Sia & il gruppu orclinato
dato, nel gquale p. es. ogni ents abbia sezuenti. Dico potersi stabilire cor-
rispondenze fra |' ¢ (f, & che in ciasouna possibile corrispondenza T &
suvvalente a. G T invero:

1" Z, pud mefters: in corrispondenza con (&, constando Z, di un S0l0
ente : ad in gualungne modo ¢ib si facoin esisteranno sempre enti isolabi
in G, perché (¢ non deve essere di un ente solo.

90 Sa la parte fondamentale Zy di 1' pud mebterst in corrispondenza
don G o sempre avanzano enti isclati in &, altrebtanto deve accadere per
la parte fondamentale immediatamante secnents Z; . Infatti se G, e il
gruppo degli enti di & associati s quelli di Zp in una gorrispondenza
qualungus, in G, vi deviessere un ente A, tale che nessuno degli altri di
G, gli sin seguente: altrimenti il gruppo G sarebbe tale che ogni ente
in esso ne possederabbe dei seguenti e sarebbe un gruppo ordinato illi-
mitato, mentrs esso & gruppo fnito parché equivalente a Zp, © quindi
< ordinato dev'essore limitato (§ 68, Cor. 1) Il gruppo degli enti di &' se-
guenti ad a» esiste (pssendo ( ordinato illimitato) ed & ordinato llimitato;
in essp si scelga mn ente arbitrario, @ questo =i anisea al grappo Gy, 8SSO0-
ciandolo all'ente Z_ . che non & in Zp @ ayremo un grappo (7, equivalenie a Zz,.
in nna corrispondenza che & corrispondenze anche fra Z;.e (4.

10 intanto dungus provato che fra Z; e G pud stabilivst una corri-
spondenza, In Eale sorrispondenszs 2 & (Zg. < &)z In gualongue altra
corrispondenza B che possa stabilirsi fra Z_, & G deve accadere la stessa
relazione, n ceusa dal Toor. del 3 L. Sara dungue in gualyrgue COTTiSPoOn-
denza (Zgy < G)3 che & (nanto ora yolevasi dimostrare.

Par il principio d'induzione ls propristd sard vera anche per la Z finale,
¢iod per Zy = 1, ossia anche I pud mettersi in corrispondenzn con G, @
eli & sempre suvvalente

Cib prova che G & di potenza maggiore af un gruppo finito gquelungue,
ad & dunyue infinito.

98, Teorema. — Un gruppo composto di pia altri,
nno almeno dei gquali sia infinite, & infinito esso
pura.

Sia G il eruppo composto di quello infinito I', e di altri gruppi, e sla
1", il gruppo somposto degli enti di questi che uon sono in Prsnrdh G= V4 1y
Se 1’ & un gruppo fuito qualungue saTh, in ogni corrispondenza z, (£ < 1.,
per ipotesi: agginugendo a T eli enti d4i 1, come enti isolati, avremo al-
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trettante corrispondenze =, nelle quali (P < G)y,. HEssendo P wn gruppo
finito, per il Teor. del § GI cid basta per provare cle G Ly potenza mag-
giore di P e che quindi, essendo P & un grappo finito gqualungue, & & un
gruppo infinito.

99. Teorema. — La differenza fra un gruppo infinite
G ed una sua parbte finita I' 4 un gruppo infinito.

Se infatti G,= G — I' non fosse infinito sarebbe hnito, ed allora sarebbe,
contro lipotesi, finito anche (§ 74) T4 (G — I')= G. Sarda dunque & di po-
tenza maggiore & gualunque gruppo finito, cioé G sara infinito.

C;!LDIT{]LLI A V.

ALCUNE FRASI IN USO FRA I GRUPPIL

100. Se due gruppi finiti hanno ugual potenza, si dice anche che 'uno
contiene fanti enti guants Ualtro.

Sa hanno disagual potenza, si dice che quello di maggior potenzza con-
tiene pin enti dellaltro e quesio meno entZ del primo.

Possiamo quindi dire che, dati due gruppi finiti, o ciaseuno contiene
tantd enti quanti I'altro, o dei due I'uno ne confiene di pid, l'altro di meno
(§ 84, cor. 2) e che una parte di nu gruppe finibo contiene meno enti che
Iintero gruppo (§ 61, cor. 2).

Se un gruppe fAnito G & composte di due grappi G e G, senza enti co-
rawi, si dith che G contiene fanfi enti guanti sono guelli di Gt pig quelli
di G,, e G1 tanii quanii sono quelli di G meno quelli di G,

Cosi se G & un gruppo finito ed a un ente non di G, potremo dire che
G 4- o contiene wun ente di pru di G, e che nom esistono gruppi che conten-
gano meno di un ente pm di G (§ 83).

Dato mn gruppo finito di gruppi finiti, pud dirsi che tra essi ve n' s al-
meno uno che contiene non meno enti degli aliri, ed slmeno uno che ne
contiene non pitrt degli altvi (§ 92, cor. 2).

Poiché un gruppo finito & equivalente a sé stesso nella corrispondenza
identita, cosi mocadr in qualungue altra corrispondenza (§ 61), Se dungue
sl dice cambiar Fordine degli enti di un gruppo il metiterlo in corrispon-
denza non identica con sé& stesso, si pud usare la frase che, s si cambia
l'ordine degli enti in un gruppe in ur modo qualinque, ogné volta conbiene
eago lanti enti guanio un'alira

Di un gruppo infinito si dird che contiene gine endi di qualunque gruppo
finito (§ 86) (%)

(%) In questo paragrafo vengonoe nd essere defivite & rese vigorose le finsi « tanti....
quanti » «pli..- ches ece. dalle quali si fu spesso uso inovvertito senza dafluirle, & clie
mi sono sfupgite anche nella ecitatn « Teorie delle Grandeere (Vedi intraduzione), Ovg, otae
POSSONG BSEETS TigOYOSRmOnLy Usate, '
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Caprroro XVI (%),

ESEMPI DI GRUPPI.

101. Possiamo dare alenmi fra i pid notevoli esempi di grappi, sceghen-
doli tanrto nel mondo materiale come nell’ideale.

I gruppi di oggebhi che ci vengono forniti dal mondo esteviore, qguando
di questi oggetti uno ad une apprezziamo materialmente lesistenza, sono
gruppi finiti: lo stesso apprezzamento dell’esistenza loro, fatto in tempi ne*
cessoriamente successivi, ¢i fornisce ghi oggetil In gruppo bene ordinato, li-
mitato. dicendo segnente quello cui st pensa dopo, e in guasto ordinamento
pecadendo che chi voglin pensare all’ente originario ed al seguente di ogni
ente cui pensi finird col penssre a tubti (prescindends dagli ostacoli di
tempo, ece.) il che of dice essers il grappo catena (§ 16) del suo ente ori-
ginario.

A gruppi infiniti si perviene collastrazione. Dicendo che si hanno enti
che non finiseonn mai si-accenna a2 gruppi di potenza maggiore di qua-
lunque gruppo finito, e quindi infinito; ma cosl s indica un fatto astratto
@ si d4 al gruppo un caratbere ideale.

Uns delle pitt importanti astrazioni pit prossime alla realtd & quella dei
gruppi di enti i quali, contandoli uno ad uno, uno depo lsltye, non si pos-
sono mai esaurvire tubll, ma si pud cosi contando pervenire ad uno qua-
luuque di essl. Tale ¢ p. es, il concetio che possiamo farci dei minuti se-
condi successivi a partire da nno determinato di essi quando non voghamo
pensare ad un tempo limitato, Essi sonu gruppl semplicements sviluppa-
bili. B siccome i gruppi finiti sono tufti e soli quelli che sono di ungual
potenza colle parti fondamentali dei grupp: semplicemente sviluppabili, resi
normali, cosl ne viene che (usando il concetto ditempo) sono gruppi finiti
tutti e soli quelli i cul enti si possono cominciave e linire di contare nel
tempo, contandoli nel modo ordinario, facendo ocorrere dall’mno all’altro
nguali intervalli di tempo,

102. — Tornisce esempi di gruppi la fisica: ogni corpo ¢ un gruppo di
atomi, gruppo finito od infinito secondo le varie teorie.

103. — L'aritmstica ci da notevolissimi gruppi formati coi suoinameri.
Il gruppo dei numeri interi & un gruppo semplicemente sviluppabile che si
rende normale dicendo seguente il numero maggiore. E semplicemente svi-
luppabile znche il gruppo dei nmmeri razionali (**) e cosi quelli dei nu-
meri algebrici, e sono quindi bene ordinabili, sebbene non piti col concetto

(*) ln questo ¢ nei suocessivi paragrail pon 5" intende di definire ogni zmuovo conm-
cottn a eui si wbbia ricorso, ma solo di accernand esompl di grappi in specinli argomentd,
a1 guili gui nor & il exso di dare sviluppo,

%) Oaxror. Asta Matl. T, 2. Pag. 219 e 505,
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precadente, col quale sono soltanto ordinabili. Il gruppo di tutd 1 aw-
meri reali invece non & semplicemente sviluppabile, ma & di potenza supe-
riore |*). Esso pure & ordinato, ma non bsne ordinato, dicendo segiente il
UNIMAETD IMaggiore,

104. — Spettano all’Aritmetica anche i gruppi transfiniti de! Cantor (™)
ottennti, se indichiamo eon =n, m ece. uno gualungque dei numeri interi,
considernndo il numere v minimo tra quelli maggiori di tuiki 1 numeri interi,
il gruppo dei numeri w - #, il numero 2 w minimo fra i maggiori di tuttl
eli w -+, 0008 8w, 3w + n ece. il Mmmero w® maggiors di oguiz w + 7 L.

Tali gruppi seno hene ordinabili, anzi gid bene ordinati nel medo con
eni vengono definiti. Prendendo tutti i numeri di tol natura del numero 1
fino ad nno == w, 51 hanno gruppi infiniti 8 sviluppabili.

105. — In Geometria fra gli aliri un notevole gruppe di pouki & for-
nite do quelli che ocostituiccono la linea vetta. Questa pud definirsi come
sruppo di punti in modo rigoreso, p. es. ricorrendo al metodo del profes-
sors Peano ,¥%%) usando i suoi quattro assiomi L. 11, IV, VII e i tre proposti
dal dott. Vailati (*%%) che possono sostituire i suoi restanti setle, e che con-
Lenguno il concetto di ordine. La rebta apparisce allora un gruppo prdinato
(nori bene ordinoto’ e pereid un gruppe infinito, senza che con guei soli
assiomi si posse asserire se & sviluppabile o ne.

Agziunto il concetto di ugnaglianza sd il posinlato della conginmuiti,la
retta diviene un grnppo sviluppebile, di poienzs uguale a quella del grappo
dei numeri reali, 8 percid superiove alla prima dei gruppl syiluppabili

i W e i T

SAGGIO DI UNA NUOVA TEORIA
DELLE APPRUSSIMAZIOHI ARITMETICHE

(Continuazione: Vedi pagina 109)

9. Se di una grandezza vera ¥ si conosce un valore ¢, ed un
numero A, che non pnd essere superato dal suo errore assoluto,

questo errore ammette per limile (superiors) il pumero A, & qua-

lunque numero maggiore di A

Se intorzo alla grandezza vera » non si ha alfra nozione, che

¥
| Bl (= = Tan 5 ey
J R e s ] ks ey i'I ho i - i :-i-
at | = g kg E +
’ Tk 4 & 1t TH &
: "E - A e I ’-: 1e 4
L e o ¥
1 §. e : IR R el B e 5 bl 3 ik ¥ AT T
it % s S S e S ek i TH.
Ve WM|1|-¢M.M}¢_ o b bt i A ‘ ;
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-

(*) Casror. Actp Math., T. 2. Pag. 805,
(#%) Caxron. Actn Math, T. 2 Zur Lehe sco. — Bumata-Fort 1. ceo.

(¥=) Prawo, Pringipl di Qeometrin, Torine (Bocea, 188D) & « 8nl fondumonti di gao-

metrin s Riviska di Motemation., Vol. IV.

(=) Vamat. « Sui principi fondamentuli delln Geometria dells Retta.» Rivista di

Matemation., Vaol. Il.
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quelle qui sopra specificate, X & il mindmo limile assegnabilo al-
Uprpore assoloio del valore .

Ma se (i questo errore si conosee anche il senso, il sno limiie

. s ; o 1
si pud far discendere fino a quesi aliro minimo: — *, prendendo

—

n vace del dato valore, a4,

1 :
g+ <N guando 1'evrove & per difetlo,

1 :
@ — — X, quando lerrore & perr eccesso.

10. Ogni evrore operativo i put assngpgetinre ad un limite pic-

colo guanto si voglia.

Rapporti dei valori veri al valord approssimati.

11. Rappreseniero con

B, 5 Pss Pys oon= B
i rapportl deglh argowenti veri v,, 1y, 75, --- valori Uy @y (gnns
impiegati nel caleolo, ¢ del valore vero 1 tella funzione al risuitato
definitivo A.
2. Fra un rapporto p e 1'errore relativo corvispondente, e, ha

lnogo la relazione
s =1 ¢ oppure p=—="1 = &
sccondo che PVerrore & per difefto, 0 por eccesso.
E reciprocamente si ha, nei due casi, rigpettivamente
— g = 1, e—1 — p.

13. Per ogni operazione rappresentero eon w il rapporte, ehe ha
per conseguente il risultato adottato, o per antecedente la fumzione
semplice (prodotio, o quoziente, o radice), corrispondenie all” opera-
sione i cui si tratta, degli argomenti in essa impiegali.

14. Cosi avremo, nell’ esempio del § 4,

Wy, =gy ' Y2 l, @,==1
3
)/ 219.9: 332,4625 : 6,04
0, =""goa" 5 63,3 '




LT -
15. In generale avremo, nei tre casi distinti al § 7, rispettiva-

mente

i
By g m:V

. a
LG:—E-*"' W —= A 1 .

16. Le proposizioni del § 12 si estendono, natoralmente, agli
errort relativi operalivi, confrontall coi rapportn u.

17. Un rapporio g, ol o & vguale ad 1, quando [* errore corvi-
spondente, sia relativo, sia assoluto, ¢ uguale a 0.

18. II. Per qualungue [unzione monomia, £ (v, , v, v, ...

._:-_iha ;
R = R'R",

essendo

R = £ (p, par Py <o)
od R il visullato che si olliene inlroducendo nella funsione dala,
come molliplicalori delle singole funzioni semplici, da cwi essa
dipende, 7 rispellive rapporle v, € facendo wguali ad 1 twlli gle
argomenti primilive.

19. Volendo applicare questo teorema ad una funzione data, biso-
onerd déstinguere chiaramente le singole operazioni occorrenti per
il suo caleolo, ¢ le funzions semplict che ad esse corrispondono.

2(). Per la funzione calcolata nel § 4 queste operazioni ¢ funzioni

semplici sono ;

la elevazione al quadrato di = . . . . . . ®
® E L -_E
la moltiplicazione di =" pere . . . .. . ®°T
. 10=

Ja moltiplicazione di 70 per = . . . .

9
Uestrazione della radice eubica da 70=. . F'70 =

3 3

la divisione di =2 v per FT0®. . . . . . w0 Viow
Di queste funzioni la prima e la terza sono semplici assolwla-
mende: le rimanenti sono ancora semplic rispeli agli argomenti

. M v . Y - L . = "
delle operazioni corrispondenti, perché =°v & semplicemente il

prodoito di = per v, ecc.
91. Per allontanare il pericolo di cadere in qualche confusione, o

dunlicazione, converrd introdurre ciaseuno dei rapporti o in un posto

Z

Fopiie :
2 5
= o

5
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determinato rispetto agli argomenti dalla fupzione semplice, alla
quale si riferisce, ¢ preferibilmente :

dopo 1l maltiplicando, quando la L. semplice ¢ un prodotto ("),

dopo il quadrato, » 5 un guadrato,
dopo il dividendo, » » un quozienie,
innanzi al seguo radieale  » » una radice.

22 Cosi per la formola proposta nel § 4 aviemo

R (oopy s Ve 0,00, 10,V )

essendo p, . far Py | papporti p corrispondenti, rispettivamente, agli

argomenti m, #, 70} v, il rapporio @ corvispondente all'clevazione di

= al quadrato, ece. O pin semplicemente, omettendo i rapport uguali
ad 1, relativi all’ argomento csatio 70 ad alle operazioni seconda ¢
ferza, le quali converra sempre effettnare csat{amente,

¥ g
I = (Pii‘-‘"a : VPJ ({”1 m& : ma)'

03 1| fatlore & non cambia di valore, se si trasforma la lunzionc
Jatw in un altra, caléolabile mediante un complesso i operazioni,
comunrue differente da quello mdicato nella funzione primitiva.

1 altro fatiore, R”, invece, dipende da questo complesso di opera-
zioni, che pertanto si doved stabilire prima di costruire quel [attore.

2§ Daia, p. es., la funzione

la forma pit convenienie per i suo ealeolo approssimato sara

3

# . g
V:(T':E:'u)al/i:: =V =

assia, metiendo in evidenza tutte le uperazioni semplict,

(#) Di doe tattori distinli.
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Supposto, pertanto, che il caleolo ¢ voglia ellaituare secondo questa
ultima espressione, da essa, in vece che della V, si dovra desumere
il fattore B’ che sara

" \ g 2 E - .
= | [(mq1 mﬂ} mE] w, ] W, Lo 1/[05 Vl-}g W, o
ls/ 2
g )
Wiy ¥ gl mymu

Ma Daltro fattore, B, sara lecito, ¢ conveniente, costruirle secondo

|" espressione primitiva, V.

14

1 — 2y

Propriefa della funzione

25, Questa funzione rappresenterd colla notazione ¥ (2, y).

Per y =0 si ha semplicemenie ¥ (@, V) = =.

Reciprocamente, qualungue numero dato, @, ¢ uguale allu fun-
zione ¥ (z, 0). |

26, 111. Nei due membri d'una equagliansa, quando sono della
forma Y (X, y), s1 pud aggivngere wno slesso navmern gualsivonlie
all’'argomenio y. Vale a dire che dall’ uguaglianza

e y) = v @, Y)
consegne 1" ugnaglianza

(o, y -+ W) =¥, ¥ 4+ h),

essando 2 an numero arbitrario.

27. IV. Per ricavare x dall uguagliansa

Vi, ¥) = V(= ¥),

basta aggetungere al secondo argoirenlo. i enlrambi § membir,

EEET
o re L LLAEET

3 g0 eEEd e
= u, 1 e =
-.-.ﬂ.;m.m:-iiiisﬂﬁmwm4pﬁpﬂm§ﬁi$iin:f'.mi;nmi-am.émﬁ.émﬁ .

— v. Si avrh cosi
z=4(,y —¥)

Limifi & un prodotto di fattori della forma 1 == (=, y).

28, Ogni numero rappresentato mediante la lettera d si dovra in-
tendere che & positivo.
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99 V. Quando i fallor: SORO (utli maggiort di 1, st ha

| 4 (S yu) < [ ++( IR IEE R TR [T IO B
o < 1+ ¥ (5, )

essendo :

S /o somma o, iy e LUTEEEEr
. il mimamo fru i nwmeri ¥, Yar Ype oo 5 queslo -
nime ¢ ﬁegutwa e 0 nel caso conlrariv,

i ¥ massano fra quesli slesst smeri, se & almeno uguale

f
g — nel caso conlrario;

e

!
e

e sollo la condisione che 2 denvminalori delle frasiomi rappresen:

iate mediante la caratleristica L giano helle posilive.

30, Questo teorema da del prodoblo

1,007 [1 4 ¥ (0,02, 8] {1 -+ ¥ (0,03, 6)]

il limite inferiors 1,057 ed il limite suporiore 1 - Y(0,057, 8). In-

veee, di quest’altro prodotto

1+ 402 3]0 + 701 4]
won furnisee aleun limite soperiore, ma solo il limile inferiors 1.3
2). Se ¢ numert y sonu tutii muelld, st ha

1-]—‘5{(1-}—[1}(]—|—d)(1+a13}....<1+'1»(5,—;).
ecd ancora quando @ fatlort sono dute solt,
b, 4d, < (1 +d) (1 4 1) < 14 ¥, + ., <)

solto la condizione che il denominalore della frazione rappresens

] . 75
fala da Y (‘-’. — ) o da Y (ﬂ —+d,. -—) sia pusiliro.
39 La condizione, che i denomanatori delle fraziont rappre-
sentate mediante la caralleristica b giano posiive dovra esserd

adempinta in tutle le pr oposizioni seguenti ; laonde per evitarne la
ora innansi come sotlintesa.

continua upetmmne la ritervo &
di 4, st ha

39 VII. Quando t futior: Sono halli minor
1 — 48y <[ — P(ﬂ,n’ V[ — % (@, ¥e)] 1 — ¥ @ Yol -
WL 1 =205 Yuh

itk DAL
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essenda

S la somma d, }-d, 4+ d_....,
Yy ¥ massimo [ra { nwmert v, se e positivo, e () nel caso
conlrario, |
v, i wmimemo fra i wumeri y, se quesio minimo e luil’ al
pite wguale a — 1. e — 1 nel caso conlrario.
34. VIII. Se i numert v sono twili nuwlli, st ha

1 —8 << (1l —d) (1l —d)(1I —d)... < 1—=%(S, —1)

ed ancore, quando i fallori sono due 8ol

L — @, +d)<(1—d) (1 —d,) <1 —¥[d +d,, _.%.

36. I limiti di prodotli, delerminati seccondo i teovemi precedenti,
hanuo guesto di notevole, che suro sempre della forma 1 =" (x, ¥),
che l'argomenlo x é sempre ugquale alla somma S, ¢ che Cargo-
menlo v non dipende pusdo dagli argomenti dali, d, ma solamenle,
¢ secondo una legge semplicissima, da ¥,y Yoy ¥y0 ov-

36. 1X. Per un pradollo di due soli fallari, uno maggiore e
Ualtro minore di 1, quardo Uargomenio y e, per entrambi. nullo,
si ha

(14+d)(1—d)<14d, —d,;

cosicehé quel prodoito ammette ancora un limnile superiore, che gode
le proprieta dichiarate nel § precedente.

Ma un fal limite non sussiste piu, in generale, quando gli argo-
menti y, nei fattori, sono diflerenti da 0.

[ in nessun caso il prodoito ammetic un analogo lmile, gencrale,
injeriore.

37. 1 limiti deil prodotto

(I 4+ 9@, y)] [1 — *[(d. y,l].

chie non si possano determinare secondo la propesizione precedente, si
cercheranno, naturalmente, effettvando la woltiplicazione ordinaria
dei due fattori.

38. Quando i fattori seno pin di due, e aleuni maggiori e gli

L
=
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altpi minori di 1, il prodotto nen ammette, in generale, alcun limite
analogo ai precedenti, ne superiore né inlerore.

Si pud tuttavia frar partito dei teoremi precedenti, eercando
prima 1 limiti del prodotto dei fattori i'una specie, e poi quelli del
prodotto dei fattori dell'altra specie, € moltiplicando quindi fra loro i

liptitl omonimi.

Teorema, relativo alle potenze del binomio 1 - o

29, X. Se lo variabile reale X cresce da — 1 [fino a oo, la
funzione v, che € determinata dall’ equazione

(1 —}—.s)“ — 1 -} (=, ¥)

|25] varia sempre in win medestmo §enso.

| . g
do 4 ——finoa 0. se {'esponente n & postlivo,

| .
da ——- fing a 1, se Uespanente n & negalivo ;
¥ ] i I 5 -
e diviene uguale ¢ — (i — —u—) quando x diviene uguale a 0.

Qintende che: 1° di (1 4 x)' si dece prendere in agitt Caso $o-
lenente il valore reale pusilivo; 2° 41 valore assegnalo alla fun-
zione y, per x=—=20, ¢ i limite verso cui essa lende, gquando X Si
avuicing indefinitmnente @ 0; 3° quando i valori esiremi di y
direngono uguali, cioe quando Uesponente n & uguale a 1, ¢ quando
¢ uguale a — 1, lo variezione di v ¢ costantemente nulla.

Limiti dollo potenze dei numeri prossimi ad 1.

40. X1. Per avere un lunile inferiore, 1 od wun Hmile supe-
siore. L della polenza (1 ==d)=¥, essendo d e Kk pamert posiiar,

hasta mellere:

nella somma 1 4~ ¥ (kd, y), se d e k hanno lo siesso seqno,
nella differenza 1 — Y(kd, y), se d ¢ k hanno cegni conlrari,

25] ¢ walori indicati nella tavole sequenfe [32]:
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—1
POTENZE B> S A=1
PEr avere -
per avere | | per avare L | per avere ! | per avero L lel L
(1 - @) 0 LI N 0 0
7 2k
(1 — d 0 ] o 5 1 .
S ’ ] J X 1
|
— a)* — o
(1 i) 0 ] = 0 0
Calcolo approssimats di una funzione monomia di argomenti prossimi ad 1
conoscinti esatiamente.
41. T teoremi precedenti snggeriscono, in certi casi, un proce-
dimento semplice per efiettuare guesto caleolo, senza eseguire nep-
pure una (elle operazioni, che costituiscono la funzione (ata. “;
42. Supponiamo, p. es., che questa funzione, ridotta in un pro- §:§
dotto i potenze [1]. divenga %9
27 17 g
V i A T —1 |
== d) (L) "(1Fd) .
Combinando Tra loro convenientemenie 1 limiti del Tatiori, deter- :
minati secondo la proposizione XI [40]), si ayranno del prodotto T i ; %
lhniii inferiore e superiore, |
27 17 ;
=(1—%a)(1 -5 ) [1 — b (d,, — 1)]

E :[1 - #(%—d _1)][1~—4f(%d9, _1)][1 — v, — |

La proposiziene VII [33] da, del limite 7, 1] limite inferiore

27 17

I=1—=4%(8,0) S=—F4d, S S SE

el
“

v
-\.

n

-

-

.

e
i
e

a
E

e del limite 7. il Jimite superiore,

L, — ] . rJ;" [.Iq:.'—"'])

Pt b Bt s R R ey s p ik
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Perianto saranno § un limite inferiore, el L~ un limite superiore
della funzione daia.

E prendendo uno di questi due limili in veee della funzione
dati, si farh un ervore minore della loro Jiferenza,

Cosi guando [osse |

b, = 0,00022 d, = 0,00017 &, = 0,00512,

si avrebbe
0,0011838 < S < 0,0011837,
! > 1 — 0,0011837, { > 0,90881063:

) 0,001 1836 , e B—
L'l 1 — T 0.0011856 Y Pl 0,0011836 —- (),001 183067,

L' < 0,D083179,
ed in conseguenza

17 — 0,998817  a meno (i 0,000001,

(Contiura).

O 0 G2

SOLUZIONI DELLE QUESTIONI
299** 311% 312° e 3227

299", Determinure un tricngoelo isosecle, dati il pevimetro 21 @ I'altasza

h relagiva a ciuscuno dei lati eguali, Qual ¢ i mimimo wulore del rapporto
)

5 € quali sono gli angoli corvispondenti® (GG, BELLACCHI).

Soluzione del prof. Luigi Besi del R. Istitulo Leeniico di Teramo.
Siano y, 2@, 5 le misure det luti eguali, delln base e lella cormispendents
allezzas 51 ha 11 sistema

Yy ~» =p
yE —_— ;‘,_,“E'—_—SE
E:E.::.Ily.

La sseonda equazione si pud serivers

gy

(y —x) p=73"%
e da quesia ¢ dalin prima si rieava

=24




I “h
35 st 3 pg =0 . . . . - . (p
g quests, ponendo
h
. .,'}! —_— E 1
=1 trasforma 1o .
12 p" —+ A% WS 4720 R _
H g —— L] B - &
1 2 T 108 ’ (1)

Si vede con la tegola di Carlesio che ciaseuna delle equazioni (), (y) ha
ana radiece reale negativa ¢ due o nessuna radice reale positiva.
Si formi ora il diseriminante della (y): esso &

¥ '
(7t 4 44 I p? — 16 gY),

432
e panendo
_ ?}f’_ —
si pud soviverlo cosi
ﬂ— (1 4 LLA® — &%)
432

Se
N — 1At —1 20,

ta (y) ba uno sols radice reale (quella negative), e cosi pure la (f).

Se
M— 12— 1> 0.

la (y) e la () hanno tuite le radiel reali, ¢ guindi due radici reali positive,

Se poi
™= 112 — L=,

allora ciascana delle (y), (F) ha tutte le radiel reali e di pitt ha eguali Je due

radici posilive. N
La (y) e la (B) henno dunque delle radie) veali e positive, se, © soltanto se

A=l %8— 120,

siod se A, che evidentemente dev'essere sempre positivo, sis maggiore o almeno

11455

ile o
5 5
Perehé ad un valore reale o pUHjLivu di 5 corrisponda wnn aoluzione del
I sia

prablema, si vichiede poi (vedi la 17 delle formele (&) che quel valore ch

I
3
2
2
i
5
:
=
=
=
&
=
"
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minare &1 p. Ora il primo meobro della (f) si pud scrivere
| I
5 (st —p°) + 5 @+ )

od & ovidentemente positivo per ogni valore reale di 3 eguale o maggiore 41 p:
dunque, quindo esistono radiel reali e positive della (f), esse sono minor: di p
¢ perd ad oguuna di csse corrisponde una soluzione del problema.

Punque, quandn

1{1// 1|+251/E

il pl‘uhlama. non ha soluzlone.

Quando
1 5 ety
1:::-]/ Ll A

il problems ha due enluzioniz vieavati i due valori pesitivi di 3 dalia (y) (pev
si hapno i1 corvispondenti valort

ln quaie si presenia perd il caso irriducibile),

di 3 dalla
hi

o, — ., w— L]

t T B

e quindi dalle (z) queili di @ ed .

Quando pol
Il +5¥5 )
= 1/ = V A ()

il problema ha una soluzione sola.
(leeupiamoel ora in particolare di quest ultime caso. lniauto

= B FE—I « v - .52 + &

ositiva della ¢y) & una radice doppiz,

dalla (5) risulia

i poichi in questo caso la vadice p
essa apparterri anche alla derivata prima
129 4 At

-4 —
iy 12 0,

e quindi sard data della formola

~\

1
= yo12p% + R

nella yuale ad A" si dovrd sostiluire il valare ricavato dalla (e): st ha cosi

P S
;leVIUVE—IU-I

@ quind)

i P = — | f
5:‘1—"?:_{5'(‘/ 10 1/5-—1{1—-]/1{1 ;_/5—23)=—(V5+1)-
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Quadrando e riducendo viene

2t —p* {Vﬁ—- 2),
e sostituendo nelle (%)

q —

SB—¥5), y=-5(F5—1

Il coseno dell'angolo alla base del lriangelo isoscele & poi dalo da

e 3—Y5 5 —1

=
X
o
|
-
i

311°, Eliminare x ed v dal sistema

aty (Er:&: -t d}?)"-' — o?x? (l <+ ry®). o i s . fl]
2a*y (2rx+dy)=—ex (dxs + ey —28) . . . . (2)
c’x* 4 Saty® (2rx - dy)—4a%cx frx® - ey® +2dxy— Zay). (3)

(G. Frartrini).

Selazione del Sig. Guido Fubini, alunno del R, Liceo « Marco Foscarini »
dt Venezis,

Moltiphieando (2) per 4e®y e sottrasndo da (3), si ha:

o’ = 4ascw (ra® + day).

Dividendo per ca®, si ha:

© (6 — 4a*r)=4datdy . . .

Ponendo nella (1) per y il valove dato da (4'), sl ha :

¢ — 4a*r \*
a=y* (E ro - . m) — c*z* (| + ry).

Dividendo per 2® e sviluppando risnlta :

. [ -
ye (41-5'5'3 I (E-d:tlﬂr) : rc*—dﬂﬂrg—rc?):si‘;
a

donde

¢* 4 gy \t ‘ ¢t — 4y
yE( da ) =6 e g ( da )—iﬂ (%)

Pongasi nella (2) per dy e per dz i loro valori rieavati da (4), @ si avra:

o . 4 a*d*
Eﬁ‘y(?,?':u—l—— A .i:):-:tm( . !!‘i‘“y'_zﬂ)'

4 g e _—d4ar

Dividendo per w, risulia :

%
i
E.
E 3
&
=
P
=
i
&
aa
G
iy
E
i
s
=
e
&
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(42 ¢t — da'r dadlo : o
! T - — - oty =— 2=n
kel 2 &t — 4epvr )

4adtc o® L
y(_ﬂﬂ-—‘i{]ﬁ!? :T—E'l.m2)=zﬂﬁ o v e o KD

Dividendo la (6) per la (5) membro a membrp, si otfiens :

t A “ o L
(— L i = 2?'{1"’) s i L0 =¥ 2G
¢ — da*r 2 ia
ECTH
9 g 3 2 4oy
4a*d*c } £ R e '
¢ — datr 2 =
| | _ datd’c . L
Se st considern il segno +, allora — 5= 7= v 7 = 0 ossia ade =10, 5¢ sl von-
da?d’c

6% — 4y = [} 0ssia

zidera i} segno —, allora
5 ’ et — datr

datdte + (¢t — datrf=0. ()

312%. Eliminarve x ed y dab sistema

g cy
(2&1‘3],’—-1—&{13"——-51_)52{:!:12 (-I - ry® ———-é—) T ()

(Zarxy +H.dy!—-r:x)'2ﬂ:exCﬂ:.:—i—l:y—-ﬂ‘.a’] R
o8 39 4~ Baly (2arsy -+ ady? — ex)=4a’ex (rx® 4 ey® + 2dxy — 2ay) (3)
(G. FRATTINI).

Soluzione del Sig. Guide Fubing alunno del R. Liceo « Marco Foscarint »

di Venezin.
Sottraendo dalla (3) la (2) molliplicata per {a*y, s1 ha:

e2gd — da¥cw (ra® -+ d2Y)

e dividendo tulti i levmini per c=f risulla:

ﬂ(ﬂﬁ—‘iiiﬁﬁz‘lﬂ?{iy D W e ST i

Dividendo la (1) per @*, si ha:

o . ll' EI___': 1 . a fy I:i
2ary -+ ady " —— —F¢ = 4= S = N )

14
Ponendo nella (5) invece della frazione —;—

1 suo valore dato da (4), svilup-

pando ¢ dividendo per ¥, st ha

2 __dqg¥r \° ¢
!f( : ) —— D nr g ———— . L e . . : (ﬁ}

da

segnente il Sig. Fubini ha suppeshe avidontemento ¢he «,

{1-') In qﬂeﬁi}ﬂ :_egm‘l}iﬂin e nel
(N. D, R.].

A & ¢, sieno (iferenky dn 2600,
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Dividendo la (2) per =, st ha:

2.:::(ﬂary-I—ady-%-—c):_—_-c{dm-l—cy-—ﬂa}. .« 1

Sostituende nella (7) alla frazione % ad al termine o @ i valori respetiivi dats

dalla (4), sviloppando e riducendo, si ottiene: -

ot da*dic
] (Zﬁ:?*r — T 4'191_) =0 u . . (8)
o' datdic _
quindi, ¢ & nulle il fattore (Em’*‘r — 3 pCl— nssia

Baledle L (c‘:E — 4.*1'!1')'5 — ),

oppure & nullo y, e quindi per la (6) & nullo

EH

2a

darc —

aesela 51 ha: & — 402y = (L

329, 8¢ i lati d&i un tricngole somo B progressioue avitmebica, v ruggi de
covelii em-insoritli sarammo in progrossione armanica. (¥, P. Pareawa),

Dimostrazione del Sig, Umberto Bertocclind, studente nel R. Istituto Leenico
di Livorno ().
Per ipolesi, indicando con a, b, ¢ lo misure dei lati del trizangolo in ordine cre-
., o a-Tc¢
scenite o decrescente, s ha: @ — 0 =& — ¢, da cul = — &

S

[ noto che tre numeri sono in progressione armanica quando i loro 1inversi
sono in progressione aritmetica, Per dimostrare quindi che, nell'ipofest ammessy,
iovaggl 7, 1, T, del cerehi exinseritti sono in progressiane armonica, basiera
dimostrare che le loro inverse sono in progressione aritmetica. Ora, indicando
con /\ e p Vavea ¢ il semiperimetro del triangolo, abbigmo :

1 1 p—a p—ec  2p (u%c}q;
I ‘ » A | A A Ea
2 2(p—0b) _ 2p—(@+9 "__}
), T N AN ' ’%
quindi sara, come dovevamo dimostrare, %
2 . L | 3
CER T

(") Simile dimostrazione dal Sie. Gaetesto Lamd, studente di 1V corso nalle sbesso
T stitato.

] Eﬁ%?ﬁ ﬁi;*l‘i’ﬁﬂﬁ ﬁﬁ!l!ﬁﬂlﬁxﬁﬂlii:ﬂ:: FHke
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Viceversa, 9@ 7, Tz Toe SONO in prograssione armonica, le inverse saranno in

[0 rEssSIone aritmetica, Se 1mfatti

2lp—b) _ pP—8 p—20
= [}
AN A A

«i deducs che 20 =—a G ¢: guindi i lati del triangolo song in progressione

gpitmetics.

Dimostrazione del Sig. Francesco Barbagallo, studente nol R. Istifute tecnieo

di Catania.
e 3= d, a4 2d, ilan di un trinngols, ¢ tali che forming und

Sieno  a,
[rogressione aritmetica di ragione d. Dieo che
8 S s |
e == RS T e S
s — it 2 s — (a-+d) s — (a -+ 24}

cios i raggi dei cerchi ox-inseritti, saranne in progressione armoniea.,

Infaltt 1 loro inversi
o s—(a4d) . s—foe42d) .
S ! T8 ] S -

sOMO N Progressione aritrmeties (i eagione

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

B il

. SCARPIS — Teoria dei numeri. — Mannali Hoopli, Serie scientilica 225.

It yn lavaro chiaro, esallo, conciso, @ tanfo complelo quanto 1o permette la

Lrevith dello spazio, Si compone di sette capifoli, Nel primo I'A. tralta dei
multipli e del divisori: & notevole per semplicitd il metoda col quale ticava le
meglio evitare le conside-

proprieta del minimo comune muitiplo; ma forse era

razioni geamatriche. S diffonde sulla funzivne g di Gauss, od 10 di Legendre,

o chiude con una proposizione del chiarissimo prof, Gesaro.

Apre i1 Capitelo 11 coll’ esporre le proprietd generali delle congruenze. Dati

| teoremi della somma, della moltiplicazione e delia divisione, vienc a dimo-
Wilson. Risolve ia

afrare il teorema di Fermal generalizzalo, ¢ pol quelly di

congrucnzs di |
{anee rispetto & modull primi [ra loro,

* grado ad una incognity, e 1l sistems di due congruenze gimul-
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Nel 1V e nel V Capitolo tratta rspettivamente delle congruenze binomie e
dei residui goadeaticl. A proposito delle prime, si vede che I'A, non ha dimen-
licato 1 layori recenli, coms un feorema del Fraltini, pubblieate in gnesto Pe-
riodico (anmo V11, fase. 1ll). Ho nolato chiaresza e precisione, ¢ numerosi esempi,
scelti opporluncmente

Qui termina la parte propriamente aritmetica del lavoro. Le applicazion,
che riguardano le equagioni binomie (Cap. VI) e In divisione del cerchio in
parti egnali (Cep. VII), sone siats ben seelts,

La parte storice ¢ piuttosto difettosa. Intorne alla nota a pag. 114 osservo
che il Doli. Ziznaro non & riuscito a darei una dimosirazions elemenlare del
teorema di Dirichlet; perche nella Proposizione 1V del suwo lavore {(Annali di

matematica, 1893) invaca, (e nceanna appena eome si dimostra) la proprieti :
Se K < a, allora

—a—1 —& T—a—1 s=h—1
m M MD@GBA4ay,z)= m M MDD+ ay,z)
=0 =1 9y =0 ==
oppure
=i—1
= m MDD+ ay, K);
y=U

proprictd che non & elementare e non & ridolta ad alwa elementere.

Ma in complesso 1! Javoro dello Scarpis & escellenie e mi anguro che in
altro volume I'nuture wratti quelle parii che per mancanza di spazio ho dovoio
ommeltere,

Iyenova, & dicembra 1800,

Provessor AUGUSTO CHIARL — Elementi di yeometria ud wso delle scvole
tecniche e normali, con wna raccolla i plire brecenlo eseroizi € probiemi, ¢
un sunto di storia della geomelria, — Lapi, Citth di Castello, 1898, —
Prezzo L. 1,60.

La prefazione deil’'nulore, con qualehe mia annotazionme, daranno un‘idea del
tibro. Riporto dungue la prefazione :

« Questo volumetto, destinaio azli studenfi delle senole teeniche e normali,
ho compilalo nells massima parte in conformith dei programmi vigenti,

In aleuni punti ho stimato opportunc sorpassare questi limiti, perche, se
molte notizie non hanno interesse per i giovani che frequentano gueste scuole,
alire & bene non restino sconosciute. (°) Cosi, prima d'intrsprendere la riso-
luzione di guei problemi che s trovano d ordinario in ogui tratiato di Geo-
metria, ho creduto uviile accennare ai principeli metodi di  risoluzione, aflinche

—

(%) O nen piuttosto il segno fu oltrepassato pevehi si volle fare il Hbro sn due dit-
i’ erent ]_:nmgramm:, guello per le sonols teeniche & quello per le normali? Del vesto, se @
Lene ehe eerte notizie non giano ipnorate, non & ginsto che per far posio ml sake &l mikk-
tann allo strettoio le nozioni fondnmentali, eome | coneetti di rapporto e proporzione frmn
rnndezze, o (nali Pantoxe o pag 71 non dedien pin 47 nne dozzing (i righe,

riild
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il giovane che si accinge a risolvere simill queslioni, noa proceda a caso, md
ablbia una norma da seguire. Del pari, pepsando guanto sia deplorevole che
gli studenti delle seuole medie ignorino perfino che esiste una storia della Geo-
metria, ho stimato ntile aggiungere in appendice nn breve sunto storia di
gquesta parte delle Matematiche, il quale da nu lato servirid all” inlroduzione
nell’ insegnamento di quell’ elementn storico, anche da eminenti scienziati ita-
liani raccomandato; dall'aliro conivibuird a render meno arido lo studio di guesia
diseipline.

Avendo il volumelto caratiere elementare, molle verith ho pmmesse; di
altre, specialmente nella scconda parte, ho dato I'enunciato soltenio, lasciando
alla curs dell'insegnante di dimestrare quelle che dalla sua scolaresea possono
essere fnfese. () Del concetto di limite, che ancho inun primo studio potrehbe
ayer posto, non ho tenulo parola; a eid mi ha spinto la considerazione che
il poco tempo assegnazio alle lezioni di Ceomestria, ne venderebbe disagevole
'esposizione.

Nell'impiegare 1 pia comuni simbali dells Geometria, ho disiinto quello di
nguaghanza da quello d° equivalenza, sembrandomi giusto indicare con segni
diversi, questi due differenti concetti. (7) In aleuni pochi leovemi ¢ nella rac-
colta d'esercizi & problemi, he trasewaio di disegnar le figure, le quali, con
maggior profitlo, pelranno esser falle dallo siudente.

Con tali eriteri e con il desiderio vivissimo di poter riuscire in qualche
modo utile ai giovani che s'iniziano negll siudi geometrici, ho compilato que—
sto tenue lavero, ()

e ——

= -

(%) Dissrazishamente lz cose che si laselano alla ourn dell’ inseznunte sono d' ordi-
nariv la pin ostiche o diheili!

(=) A proposite dell® equivalenza, 1'antors pone & lase In definiziona di Dinassn, o
subito dopo prosesue: < Poiglid le figure onuivalenti hanno i stessa estensions i snper-
flcis, aoc. s, Mo allorn o che serve la definixione (i DomasxL? Noo s meglio, unto pia
trattandosi df un libricuioo per le senole keenicha, shinmare equivalenti dae figura eguali
in superfisie, salve o far poi memziona dells derpmposivione in parti congranenti, come d'nn
eriterio per vevificars, ia qualche casd, la detbia egrnglisnza ?

(£#%) Bl ip upero che lo stesso yiviesimo desiderio mderrh 'auntoro & migliorarlo, non
diri per 1o spstanze, olie n gensrals & bDioDs, A pPer i lisliore adatfamento nl fino.

&, FraTTIm.

— —_

ANNUNZIO BIBLIOGRAFKFICO

Prof. AURELID LUGLI, — Raceolta di temi di matemalica yedatti dotls Giunla
pentrgle esaminatrice per la licenze d'Istitulo tecnico nella sesione fisico-
matemalica, con solusioni e risposte. — Preuzo L. 1,25,

Di questa raceolia, utilissima a professori ¢ studenti, non rimangono cha
un centinsio di copie. Somo vendibili in Romg presgo ln Signora Pia Lugh,
vedova del compiante professore, Via Agostino Depretis, n. 3.
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ADUNANZA STRAORDINARIA PARZIALE =
dei Soci di MATHESIS 1

Qi avverte che st terra in Torino nelle vacenze carnevalizie del 1897 una %ﬁ 3
vinnione di Soci di Mathesis, per discutere verbalmente le gquestioni 1‘:1'«!:\'pf1ﬁt:e ==

nel N. 1 del Bolletting, e qualunque aitra, adaita alls natura della Societd, =

piaccia ai convenut di traitare. Un invito fu diramate in via d'esperimento . ,1
quli aderirono in numero soddisfacente; =

ai Soci pii prossimi & Torino, 1 q
ma Vinvito attuale & esteso a tutbi i So
che voglia prender parte ai lavori di Mailess. |
Liinsegnante, soeio o non socio, che aderisca e voglia interveuirve a quenta
ne mandi avviso al Prof. RopoLro BETTAZEL Garso S. Martow 1,
gea precisa ed il

¢i ed a qualunque altro Professore

riunione, : |
Teorino, perché gli si possa comumcare a sud tempo 1 ep
Jaogo della riumione. . | :

Qarehbe desiderabile che di siffatte riunioni se ne UENESSETO anche a tr‘E
nei vari centri @’Ttalia, rendendo cosl possibile a tubhi 1 Soci di Maﬂt&m
di parteciparvi o qua ola. Tl Bollettino accoglierebbe con piacere le Te lazioni
di gueste riunioni, ¢ le decisioni prese. | |

T lasciata naturalmente piens libertd ai Socinella convocazions di gueste
adunanze ; ma & desiderabile che chi vuol firsene promotore ne informs prima
1 Comitato Direttivo, perché non accadano convocazioni di adunanze con-
temporanee in cittd troppo vicine fatte da due Soei all’insaputs uno del-

I’ altro, |
Essendo interesse di tutti il far noto il visultato di queste adunanze, sl

domanda che me sia trasmesso al Comitato i verbale, o una parziale rela-
zione su auello che ha rapporti con gli scapi di Mafhesis.
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Risposte alle questioni comparse nel Bollettino N. 1.

Fin qui un numero eccessivamente searso di Soci he inviato risposte aile
. questioni inserite nel N. 1 del Bollettino. Bi pregena caldamente i Hoci di
volere studiare essi ghi argomenti in quetlo indicati e di invitare a studiarii
anche i non soci, mandande poi le conclusiont al Comitalo che deve com-
pilarne e pubblicarne le relazioni riassunhive.

A ¢hi manda risposte a pid di unsa guestione, s chiede in cortesia che
voglia seriverle su altrattanti fogli staceati, da potersi cosl esaminare se-
p&rmt&mﬂntﬁ.

Ai Soci.

Il Comitato sarebbe lieto se i Soci, prendendo a cuore I'incremento della
aostra assncinzione, gli inviassero essi stessi proposte atie a dare a Mathests
vifa rigogliosa, efficace ed utile alln scuols e alla scienza, Il dar notizie
di altre Societd, (el genere della nostra, 1l snggerire mazz di esplicare Vazione
di essa, il mandare guestioni da studiare od articoli opportuni, sono altret-
tanti modi di iutare Popera del Comitato & (i confribuire allo segpo per
eni Mathesis esiste ; 1 nosbri ottimi colleghi vogliano usarne.

Tu particolare il Comitato chiade ai Soci che contribuiscano a procurargli
programil dlinsegpamento della Matematica in scuole secondarie estere ed
a segnalargli articoli o libri di gqnalelie importanza per gli studi e per l'in-
segnamento.

Il Periodico di matematica del Prof Lugli

Si gnnunzia ai Soci che gquest’ottimno Periodico, del gnale [ifutiesis imme.
distamente dopo la morte del compianto suo Divettore, si era assunta la
continuazione pel presente anno 1896, affine di impedirve che fnisse, & passato
ool 17 gennaio 1897 in proprieti del nuovo Dirvettors Prof Giunio LiazzERI,
al quale Afathesis lo ha regolarmente cedufio.

fecondo gli accordi presi, TUNATTANNO invarigte lindole del giornale & le
condizioni di abbhonamento (L. 6 annue-; ma gard accordata una riduzione
ai Soci i Mathesés, noi seguenti termini :

Il preszo cumulative della quata gnnuale di Socio di Mafhesis per un
anno sociale, ¢ di abbonamento al Perindico per l'anno civile, che cemincis
al 1 genpaio di defio anno sociale, & fissato in L. 10 (oltre, per il primo
anno, la tassa d'ingresso di T, 4, art. X) da pegarsi entro il 81 gennaio, al
Segretario-Leonomao dell’A ssociazicne, Prof. I'raxcesco Giumcs, Corso Lo
Bassi 40, Genova; 1 Scei gla n regola col pagamento della loro quota di
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un annc soecizle hanno abbonamento ridotto pagando L. 4 alle stesse con-
dizioni.

Trascorse il 81 gennaio, gli abbonamenti non si riceveranno che a prezzo
normale (L, ) & presso il Dirsttors del Periodico Prof Grurio LAZzgRI,
della. R. Accademia Navale, Via del Porticciolo 2, Liverno. Per l'anno in
corso, il detto termine & prorogato eccezionalmente fino al 15 febbrnio.

Per gli arretrati bisogna invece tivolgersi al Segrotario-Economo di Me-

Nuovi Soci.

BarroLt PAoLo, Liceo pareggiato di Molfetta, — Burra Pietro, B. Scuola
tecnica di Potenzs. — Comm. CAuparRERA PrANCcssco, Prof a riposo del
R. Istitute tecnico, ed ordinario di mecesnica razionale in servizio nella
R. Universitd di Palermo. — Camarerr: Luici. B. Scuola tecnica di Per-
gola. — CerLoTrt ABigATLiE, R. Scuola normale femminile di Livorno. —
Grasst Francmsoo, professore nei Collegi wmilitari. — SCARPIS UMBERTO,
R. Licea di Verons. — Vacnam Awnrea, R Liceo di Spolste.

I Soci i eni nomi furono ora pubblicati hanno pagata la tasse d’entrata
di L. 4 ¢ la quota per Panno 1896-07 di L. 6. Questa dichiarazione fa le

veel di ricevuta

Biblioteoa.

Alla biblioteca di Mafhesis pervennero i doni seguenti:

7. Scarpis. - Teoria dei numeri: Manuale Hoepli 225; Milano 1897 : L. 1,50.

B. Carrare. - La coinsidenza dei due metodi d'approssimazione di Newton
e Lagrange nelle radici quadrate irrazionali deinumeri interi : Toring, G. B.
Paravia & C, 1839, - Saggio d'introdazione alla tecria !delle quantita com-
plesse geometricamente rappresentate : Uremona, tip. Fezzi 1585, T.. 2,50,

Diego Fellini. - 1 poliedri regolari stellati: Forll, G. B. Oroppi, 1895;
Li 1,50 (Dne copie).

Avgusto Chigri. - Elementi di Geomstria ad uso delie scuole tecniche e
normali ¢ Cibta di Castello, S. Lapi tip. edit. 1896, L. 1,60.

Rodolfo Bettazgi - Sulla rappresentazione analitica delle funzioni di pin
variabili ; Pisa, ‘E,ip T, Nistri e comp., 1884. — Dei concetti d'integrazione
e di derivazione delle fanzioni di pitt variabili ; Glovnale di Battaglini, X XTI
Sull'impossibilita di certe divisioni e sull’equivalenza delle equazioni:
Periodico di Lugli, 1886 — I postulati e gli enti geometrici: Periodico
Lugli 1886, — Sl concetio di numera : Periodico di Lugli 1887, — Sulla de-
rivata totale delle funzioni di due variabili reali e sull'inversione delle de-
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vivazioni: (Hornale di Battaglini, XXVI — Sopra una corrizpondenza fra an
gruppo di punti ed un continao, ambetue lineari: Piss, 1885, — Teoria delle
grandezze: Opera premistu dalla B Accademia dei Lincei: Pisa, Spoerri edit,
1860 - T.. 6. — Sui sigtemi {i nnmerazione per i numeri reali : Periodico di
Lugli, 1891, — Sull’ insegnamento dells. geometria nei Licel: Periodico di
Lugli, 1891. — Hivista bibliografica (Elementi di geometria di Lazzeri e Bas-
spni) @ -Periodico i Lungh, 189). — Sull'infipitesimo ativnale : Divista di Ma
tematica, 1891. — Sull'infinitesimo atiuale : Rivista di Matematica, 1892, —
Sui punti di discontinuitd delle funzioni di variabile reale: Rendiconii del
Cireolo matematico di Palermo, 1892, — La dsfinizione di proporzione ed il
V libro d’Enclide : Perviodico di Lugli, 1592, — Tl coneceito di lunghezza e la
retta: Annali di Matematica, 1892, — Sulla definizione della rebta: Periodico
di Lugli, 1892. — Teoria deilimiti: parte VII del formulario pubblicato dalle
Riviste di Matematica, 1894, — Sulla catens di un ente in un gruppo: R. Ae-
cademin Gelle Scienze di Torino, 1895-96. — Gruppi finiti ed indiniti di enti
B. Accademia delle Scienze di Torino, 18595-96.

W @Giudice. — Sulia determinazions delle radici reali delle enuazioni a
coefRcienti mamerici reali ; un teorema sulle sostituzioni; sulle efuazioni
irredneibili di grado primo riselvibili per raticali; sopra la, determinazione
di fanzioni d'una variabile, definite per mezzo dun’equazione con due va-
viabili. ed un'osservazione relstiva alla costante che compave negli sviluppi
in serie delle finzioni eireclari: Rendiconti del Circolo maiematico i Pa-
lermo, 1856-87. — Lemmi per la misura della sivconferenza e dell'area del
civeole ; aleuns formule otfenibili semplicemente, che possono servire al
palcolo approssimato delle funzioni civeolari; sull'estrazione ci radice appros-
simata dai numeri sritmetici : Periodico di Lugli, 188788, — Trigonometria
vettilinen ad uso delle scuole liceali, Palermo, librerin (Carlo Clansen, 1885,
L. 1.50. — Una considernzione relstiva alle seris a termini positivi: Co-
stanti tra lz guali trovasi quella d"Eulero: A preposito delln questione 53
proposta dsl prof. Cesaro: Giornale di Battagliny, 183D, — Sopra una gue-
stione di probabilith: Periodico di Lugh, 18JU.
sitivi: (3iornale di Battaglivi, 1890,

Sulle serie a terminl po-

T doni alla biblioteea di Mathesis st divigono al Segretario Prof. FRAN-
cusco Gropies, Corse Ugo Bassi, 40, Genrova

Per divenire soci di MATHESIS
od abhonati al PERIODICO DI LUGLI, diretto dal prof Lazzeri.

I professori di Matematica appartenenti sl personals iuseguants e di-
rettivo delie senole medie governative o pareggiate, divengono senz' altro
coci trusmettendo la lassa d’entrata di L. 4 nl Segratario, al quale devesi
pure trasmellere la quota annua di L 6: quelli dell’alire seucle secondarie,
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che desiderano farsi soci, debbono farne domandd serifta al Presidente pro-
foscor Rononro Berrazzi, Corse S. Mardino 1, Tovino. (V. nel Bollettino
N 1 gli art, I e X dello Staiuto)

Si pud divenir sccio di Mathesés pel 189697 (1° Luglio 96 - 30 Giugno 97)
od abbonati al Periodico di Matematics pel 1897 mandando al segretavia di
Mathesis, prima del 31 Gennaio 97, T 14; delle quali 4 per tassa {i‘antps,[:a. e
10 per quota anuus di Matiesis ed abbomamento ridotto al Periodico. (V. in
questo Bollettino ¢ Il Periodico del Prof. Lugli »).

Premio al socio Pirondini.

Su proposta dei professori Bellrams, Brioschi & Cerruti (relatore) la
Reale Accademia dei Lincei, nell’adunanzs solenne del T giugno 1896, con-
fariva al Prof Geminiano Pirondini, socio di Mathesis, un intero premio
ministeriale di live 1500, pe' seguentl lavori:

1. dloumne formule relafive alle linee iracciate sopra b superfivie e loro
applicazioni (st).
9, Teorema gevmelrico (1us).
. Nuyp la conigue osculodvice des lignes plaies (56).
Indorna alle indicatrici sferiche delle linee deils spazio (st).
. Sur une famile remarquable de courbes (st
. Due probleme geometrici (xns),
. Simaneiria orfogonale rispetfo e una superficie di rivoluzione (st)
. Quelques propréélss de Phyperbole (1),
0. Sur les surfaces véglées (st).
10. Di aleune supcrficie che ammellone un sistema @i lenies equali @ un
secondo sistema di linee eguali o simili (st).
11, Simmetria oriogonale vispetto a ung Hnea qualungue (ms),

I‘..Tl'[-l'rhl.'.ﬂ

D 0 ~1 &

Le nostre congratulazioni al valente college.

gy, B ——— g i e g e gy A A e e e

Visita a S. E. il Ministre della pubblica istruzione.

Per inearico avufo nell'adunanza del Comitato direttivo. tenutasi a Ifi-
venze nelllagosto passato (v. iln. ] del Bollettino), il prof. Feattini presento
2 § B il Ministro della pubblica istruzione lo Statuto e gli Atti della no-
<tra Associazione. 11 Ministro aceolse il prof. Trabtini con grande henevo-
lenza, ¢ mostratosi informato dell'esistenza & degli scopi dE”'AEEDﬂiﬂﬂiﬂnt},
plaudi alla nobile iniziativa de’ suoci membri, manifestando vivo il desi-
derio che l'esempio lora fosse universalmente imitato dagli inseguauli delle
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seuole medie. In tal modo, soggiunse il Minisiro, la swministrazioni o le
Comnissioni preposte alla cuta degli ordinamentl e dei programuni delle
scunle medie troverebbero negl’ insegnanti delle scuole stesse lon guida pid
natursle @ sioura per l'ufficio loro.

In quanto al wvipristinamento della prova scritta di matematica negli
psami di licenza liceale, il Ministro, pur rviconoscendo che la matematica
qei licei @ ormai vidotta anch'essa a materia decorativa, non diede al I'rat-
tini affidamento certo: msa gli promise che nello studic dells grave que-
stione avrebhe tenuto in gran couto il voto di Mathesis. Aggiunse che, quan.
tunque propense a ung nuova riduzione del programma di matematica pet
licei, e soprattutto ali‘aboliziorne della trigonomstria, riconosceva tuttevia
la necessith di guarentire lo studio delle matematiche, entro la cerchia di
quel programma che si stimera piu conveniente e proporzionate al fme.
Termind congratulandosi novamente coll’Associazious e confermandele 'alto
guo coempiscimento.

Comunicazione di G. Sforza.

Contributo alle questione suli! TQUIVALERZA, proposia dal Comitato divet
tivo di Mathesis.

1w comunicazione sulls teorie dell’ equivalenza tatta recentemente dal
Prof. Giudice al Comitato dirvettiva di Afafhesis ha richiamato la mis at-
tenzione soprs un pregevole articolo del Prof, Trattini, inserito nel Perio-
dico di Matematica del compianto Prof. Lugli (1595, pag. 153) & intitolato :
Intorne al postdaty dell'equivalenza. Ivi il Prof Frattini, precedendo in eid
il Prof. Gindice, dimostra rigorosamente che il postulato di De Paolis sul-
l'lequivalenza & una semplice conseguenza del carattore di grandezze finile
che hanno le superficie ¢ i valumi ai quali si applica.

Ma, mnmesso che il esratfere di grandezza ifinita siw questo, che da cssa
PUG  Soltrarsi SUCLESSIVMINENLE Senza termine qualche sua paite di grandezza
invariabile, come pud il Prof. Frattini dedurre che ogni grandesza infinita
pub sempre Qecomporst in paré, i Moo che trascurandone und si posse 1
comporre il tutte colle altre ; o in altre parole che 0BNI grandezza infinato
NOX sodisfa al postulato di DePaolis? Per dimostrare quento importante
sarebbe dar di cid una rigorosa dimostrazione, io Provero che, $e 8§ sapesse
dimostrare che ogni grandezza infinita NON sodisfa al postulato di De Paolis,
st saprebbe anche dimostrare la proposizione espressa dal Postulato i Arch-
mede relalive ai segments.

Giova anzitufto osservare che vi € perfetta squivalenza fra le due pro-
prieta di un segmento rettilineo di essere finito e di sodisfare al postulato
' Archimede. Iufatti, se a & un segmento finito e b una sua parte, non po-
tendosi (per definizione) sottrarrve b da a indefinitamente, dopo un certo
numero a di sottrazioni bisognerd arrvestarsi; e cid si esprime appunto di-

| —
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cendo che m 4 1 volia b supern 4. Se invece si ammette il postulato di
Archimede, cid vorra dire che un certo mnuitiploe di & supera «, cicé che b
non pud sottrarsi da « se mon un numero finito di volte. Percid invece di
dire che una carta grandezza & finita, potremo anche dire che essa sodisin
al postuniato d’Archimede generalizzato.

(id posto, supponiamo che 'essere una grandezsa infinita abbia per con-
seguenza che essa NoN sodisfa al postulaio di De Paclis; ne verra che ogni
grandezza che sodisfi al postulato di De Taolis sard necessarviamente finite
(come appunto asserisce il Frattini); in particolarail segmento rettilineo, in
quanto & nna grandezza che sodisfa al postulate di De Paclis, & finito, oiod
sodisfn al postulato di Archimede. Ma pei segmenti in proposizione nota
sotto il nome di postulato di De Paolis si dimostra (De Paolis, Blem. di
Geom. pag. 42, n. 58), dongue nellipotesi fatis, si potrebbe dimostrave la
proprietd nota sotto il nome di Postulato di Avchimede (Post. X del De-
Paolis pag. 200).

Rimane pereit dubbio se soltanto le grandezze finite sodisfine al postn-
late di De Paolig, ¢ non & indifferente, come & parso a iutte prima al Frat-
tini, Passumere a fondamento della teoria dell’eguivalenza piuttosto 1i po-
stulato i De Paolis, che quello d’Archimede generalizzato; in quanto che
noi siamo certi che guest'ulbimo comprends quello di De Paolis, mentre non
si ¢n ancora se quello di De Paolis implichi quello di Archimede generalizzato,

L'utilith di aggnmere a fondamento il postulato di Archimede generaliz-
zato, piuttosto che quello di De Paclis, sembra poi confermata dall’acuta os-
servazione del prof. Gindice, che richisde tale postulato soltanto pel solido
stericp ; in sostanza col solo postulato: < la sfers & un solido finito » si so-
stitmiscono il postulato di Archimede sui segmenti e quello di De Paolis
‘sull'equivalenza delle superficie e dei solidi; cie® tre postulati sarebbero
ricovati da une solo; progresso logico notevolissimo.

Reegio Emniling 1 51 Asosbo 1555,

Giovanma Frarmmi — ﬂe.aj:mﬂmb-a?e.
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RISOLUZIONE DELL’ EQUAZIONE

an® -+ bxy -+ cy = m
A DETERMINANTE POSITIVO
IN NUMERI INTERI

=i

In questo periodice (anno VI, fasc. G° - anno VI, fase. 17 e
seg) mi oceupai gin della risoluzione dall” equazione

Y

o = Dy == N

in numeri interi, e dimostrai elementarmente come le infinite solu-
zioni dell'equazions possano tutte dedursi da cerie soluzioni fonda-
mendadi in namerp finito, ciod da guelle soluzionl nelle quali il
valore assoluto della y & inferiore o un cerio lirile, ivi deterri-
nato. Stabilii anche un algoritmo, (*) differente da- guello della
frazione continua, ¢ ad esso preferibile per pin rispetty, mediante 1l
quale possono trovarsi speditamenie le soluzioni fondamentali, & in
geperale tutte le soluzioni nelle quali il valore della y ¢ inferiore
a un qualsivoglia prestablito limite. 11 problema della risoluzione
dell’ equazione in numert interi veniva cosi completamente risoluto.

Nella nota ¢) in fondo al Javoro accennal poi che il melodo in
exso- usato poteva applicarsi alla risoluzione dell” equazione

A)  as®tdbay teyt =m
a determinante positivo. Alludevo cosi alla seguente regola, dalln
quale dipende il modo che, 2 mio creders, ¢ il pitt facile e spadito
per risolvere la precedente equazione in numeri interi:
Posio: 1t — 4dae =D, e delta (o, f)) la solwzione TANIIM
positice e (p, g) una soluziome gqualsiast dell’equazione
%% — Py =1,

si rovino tutle guelle solwsioni (x,, y,) dell equazione (A) nelle
gueti 10 modulo o valove assoluto di v & inferiore al limile

1/7;4 == 2 — 2) mod. am
D g

(%) § 8§, tino o 2. £ e parte pit imporiauale di uel mio lavoro.




