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Dalla seconda delle formale {6) per es. si ricava:

e
q= —braen (B — B);

che sostitnito nella terza della (7) ui di un’espressione che contiene le sole in-
cognite angolari @ n v, 6 ricordando In (5) si possono queste determinare, Crediamo
che il modo pia semplics di risolyere I'equazione trigonometrica (T} sin il seguente:
dalla (5) si deduce

sen” § — san o + sen®y -+ 23en 2 sen v cos f;
si ha
g = c*sen?a + a’sen®y - 2ac sen x sen Y cos (B — B);
quindi

¢ e+ a4+ 2ac: cos (3 — B)
sen*f 22+ 14 2z o8 8 !

ponendo z = :zn:l 8i ha eosi un'eguaziona di 2° grado completa rispetiv « 2, lo

cui radici divemo 2, & 2, od il problema presenta in generale due soluzioni. (*)
Ricavati i valori degli angoli = & v si ricade nel 1° Cuso.
3% Caso. — 1 dati sono: la base t, un lato &' & on angolo adiscente Y.
Si osgerva che nel triangolo DBA si conoscono due Iski ¥, c e I'angolo, npposto

al lalo e, por eni colle note formule di trigonometria si determina I'engolo DEB,

indi il lato o' de . Cibd £ jonis 2R is—A4) aa .
e quindi il lato o' del tetragono. Cip atto, dells relazione sn(3—B) 3% °

rienva

sen [[y — C) + l,'at—ﬁlg]]== by

sen (@ — A) an’’

da cui si ottiene:

008 (¢ — ) sen (1 — C) ook (a— A) = 22
dalla quale s vigava I'angnlo «, poi si ricaver I'angolo £
4% Caso. — [ dati sono ls basge ¢ dsl tetragono e dus lati &, ¢.
Del triangolo DBU si conoscono i tye lati ¥, &', a; quindi colle formule @i tri-
gonvmelria si determina l'angolo « & si ricade vosi pel caso precedente.
Tralnsciamo di esaminare i molti alfri casi che si possope presentare nella
risoluzione del tetragono piano, secondo le varie combinazioni dei dati dei- supi

elementi, sembrando sufficients gli esempi trattati,
»
Saesari, novembra 1900,

Prof, Givserpe Drvitaia.

(*) Sard: it ] Frn

T oamia: cok f-}ven foot p= = dn enl ui rieava P
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PICCOLE NOTE

1% Una formola per il caleolo della radice gquadrata. — Si indichi eon a
up nomero (positivo) maggiore dell'unith e con » Ja sun radice quadrata s meno

di % per difetto, sicché si nbbin
(1) V7=r+s con Oc;tc:%ek:)l.

Dalla (1) si trae ¢+ 22 4+ (" — a) = 0. Indicando ¢on & ed x le due radiei
di questa eyuazione in = & con 8y la somma delle polenze simili eb + 2, si ha

subite

S‘H—l_._a=!u E—@Q&

S.5 gl +un-

Supponendo a pari risulta

e — & E—x —
0= = <1
i‘s"-{-nu\" a" < nx

Quindi si puo secrivere

%'ni—m:{in' con Q<8< 1.
Combinando quesin equazione colla (1) e eolla ¢ +a =5, = — 2r si ricava

V_u=—l’ —S§+’ -'i— Bl?.

Da quests si pud ricavare nna formols abbastanza pratica per calcolars In

radics di un numero con grande approssimazione.
Come & noto Ja somma delle potenze n-sime dalle radici dell'egqnazione

e data da

Aln—s—1)...(n—2s4 1)

[ = PTI—-‘!. yn

8,=Z(—1)

Per ogni valore di » si pud avere dalla [(2) nna formola atta al ealcolo di VF

coll'npprossimazione di Lln

Avendo falle parecclis applicazioni pratiche di questo metodo per ealeolare
la radice di mn mumero, mi & sembrato che la via migliore da segnire sia quelln
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di nsare, magari reiteratamente la formola che risulta dalla (2) per n =2, che
¢ quella che abbiamo in vista. 8i ha
Ya=

Qar

4 a

+ 8s% (%)

Con gquesta formols, conoscendo Y & & meno di %, mediante una prims appli-

: . - i ;
cazione =i enleola a mene di @i con una secondn applicazione a meno di 74§ oon
una terza a menc di  eee. Essn ¢ applicabile anche nei essi comuni di estra-
zione di radice, quando si nsino aleuni ovvi nrtifici per avere nn'approssimazione
minore dell’unita, ma ho creduto non inutile additmla specislmente per quei casi
n cot occorra otteners umn'approssimazions molto grande. Se per es. nna Tavola

dh Ia vadice dei numert o meno di ﬁu’d » con questa formula si otliene abbastanza

- i - T i i 1
rapidamente I'approssimazione di yomoorrens -

In un prossimo articolo spero di poter estendere questo metodo almeno al
ealeolo della radice eubica.

Modens, 0 gennaio 1001,
Dott. Roernro Vorr:.

2% Dimostrazione geometrica di nun formmia @i analisi eombinatorin. —
Seopo della presente Nota & di dare una dimostrazione geometrica della formula:

)+t (7))

che & una tra le pamorosissime che intercedono tra i coefficionti binomiali.

A tale intento in un spazio & n dimensioni 8, si prendano » 8, uscenti da
un & e tre di loro indipendenti, tali cioé che (& essendo uno qualunque dei nu-
meri 2, 3,...,n), k di essi, qualongue, non appartengnno mai ad un 8, ;. Avremo
cosi una figara 8, di cni 'Sy o gli spazi di dimensione inferiove nd n ottenati
combinando questi 8; une ad une, dus a dus,....»n—1 ad n — 1. si diranne
gl elementi. Da questa figura 1'intero spazio rimarra diviso in 2° regioni corri-
spondenti ai 2* ennsedri che si oftengono combinanda in modo opportuno n ad »n
le 2n semiretle nscenti dn Sp: ed & facile riconoscere che da una regione gual-
sivoglia R, s1 potra sempre passare ad an'albra pure qualsivoglia R,, atiravearsando
un determinato elemento dl 8. Invero 'ennnedrs corrispondente ad R, & costitaito
dn u raggi, i quali potranno essere tufti o in parte prolungamenti di quelli del-
T'ennaedro corrispondente ad R, Nel primo caso le due regioni saramno oppogle
® sl potri passare dall'una all’altrs attraversande !"elemento &, nel secondo se
sono in vumere di & i raggl comuni ai dae ennaedri, essi individneranne un By,
attraversando il quale passeremo dall'R, all' R,. 8i aggiunga inoltre che, partende
ds una regions R, ed attraversando un elemento S, di 8, si passa sempre ad
un'altra determinals regione R,: invero quest'nltimn corrisponde all’'ennaedro di
cui b raggi sono comuni a guello corrispondente ad R, e i rimanenti n—h sono
1 prolungamenti di quelli non comuni.

(") Questn formula in modo pih laboriowo pud risavarsi dalla selebrs Tovmula di Wronukl, chs

dh lo sviluppo in frazions sontinun di (1-}—%)‘:‘;
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Da tutto questo segue che fissata una delle 2% regioni, rimane pure fissatr uns
corrispoudenza univoca e senza eccezione tra gli elementi di 8 e le rimanenti 27 — 1
ragioni, @ quindi il numero totale degli elementi di S sara 2* — 1. Avremo eciod,

essendo (;:) il numere degli 8, di 8:

"I (;)=2v— 1,

o SJIBI'IB
L4 (5)+ )+t (1) + () =2
come si voleva.

Plaa, genmn‘o 1001
Exrioo Precront

RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 228, 238, 240

D28, Sulla tangenie in un punto M di una parabola di fuoco T si prendano
due punti M, M, tali che sin MM' = MM" = MF. 1l luogo di guesti punti M',M"
& unn cubica. Si trovi Vares compresn fra questa curva e il suo asintoto.

E.-N. Barisigs.

Correzione del prof. G. Mola alla risoluzione pubblicata nel n. precederile.

Non & esatto dire che la perpendicolare elevata dal fuoco I sull'asse dells
parabola sin 1'asintoto della curva descritta dai punti M, ¢ M,. Essendo

@iz’
FM; — ﬁ '
58N — ChE—
3 3

o detto I il punto nell'asse proiezione di M;, |s grondezza del segmento TE &
dota da

1 cos (tp + :—‘;)
FE=
sen % cos E‘—
3 3
Ma cos (:p -+ %) = — seng = 439!!“% — Jsen %: onde sostitnendo e rida-
cendo,” si otterra
FE——" — — 2.

1 ¥
2cos g
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Per valori decrescenti di ¢ da Tf:-— a zero, FE cresce negativamente, e nequista
il massimo valore guando ¢ e zaro.: ciod quando M, i trova infinitaments lontano
dall'asse. Allora il valore di FE & — 372'5 . Dunque 1'asintoto della curva & la par-\
pendicolare elevata da questo punto E, pel quale EF:%“ ‘

Trasportando 'origine in E, s curva M; viens tracciata dall'estremo del vet-
tore EM;. E si avri U'eguipollenza

Ba ase?
EM, = 2 e P
€08 — §BI —

3 3
& perod, nella formola

DA % (Myej OM, — DM, /M),

a M; & ¢M, debbiamo sostituire i valori.

MI:37‘1+———""’¢ e SRS
2 cDs E Ben :E_P 3 cos ?- sl g”?'
3 3 g Bel3

ma immutaii rimangane quellt di OM, e ¢dM;.
Si otterrh, dopo faite tutte le ridnzioni,

4 7
D_;:%(tgz_;_ _ m:? . awq} _
¢ .0 - S
cos 3 nos f
2
che, inlegrata tra i limiti O e —g- da Az@; onde tutta l'area domandata

2Y38 .
) —9— "

Essn ¢ ln decima parte dell'area innanzi trovata della superficie compresa tra
la curva ed il segmento BB

Risaluzione del Prof. V. Retal.
L'aquazione polare della parabols data riferita al fuoso @

i

P=
i b

2
R 3

e siccome 1'angolo della tangente in M con V'asse polare & %, prendondo per assi

I'asge della paraboln e la perpendicolare nel fucco ¥, le equazioni parametriche
del luoge cercato sono »

08 -+ B)
(H CQB—E—

(sanﬂ + gen %)

0
jen 5
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+
nelle quali possinmo prendere i segnl superiori; ponendovi 0 = 49 esse divengono
o= a(cot pcotZp —1)
¥ = a(cobg - cot2¢y)

fra le quali eliminando @, trovismo per equaziono del luogo
{1) 1* {22 -} 3a) = a(8x -+ 4a)?:

unae cubica della guarin rlasse erunodale, col nodo nel punto A (—- %“,OJ; tocca
e parvabola datn nel punto all'infinito (*) ed ha per asintsto d'inflessione la relia

= —':f:- La (1) ponendovi y= =+ jz diviene (z -+ Sm)*=0 dunine: le setle
isolrope wscenti dal fuaco della parabola sono tangenti stazionarie delle cubica ¢
i flessi corvispondenti sono ls intersezioni della parabola colla dretirice; in slire
pavole: la retta dei flessi & la diretlrice della paraboln, il flesso reale & all'infi-
nito e il fnoco della paraboln & pure il (eolo) fuoso dells cubica.

Trasportando parallelamente gli assi coordinati nel nodo la (1) prende la forma

¥ (6z + a) = 2Taz*:
Le tangenti nel punto doppic A sono y= =+ 28 V3, In lunghezza della semi-

ordinata focale FB & 4a: 13 e I'aven compresa fra 'arco AB della cubica, 1'asse

o 'ordinata TB & espressa da
m
Fl

1
— dx 10p2 Y3
(A)=3V3a = —
_[; Vbx +a N b
vome trova, per altra via, il prof. Mova. La meth dell'area compress fra In cubica
e il sun asintoto & invece

&

" rdx :n’ﬁ
o Vb6z+a 9 -

(A) =

Se teniamo conto del segno abbiamo
(A) + (A)Y = oY B

ossia: Favea defla eubica compresn fra Uasintoto e Vordinuta focals & otto volle
quella del triangolo equilatero di lato egunle alla distanza focale della parahola.

I®. i cunsiderino tutti Vv (riengali ABC, di end la BC J fissa o & eni il
vertice A si sposta sopra wnn retta paraliela a BC. Dimostrore che:
1%l luogo dell'ortocentro & quello del centro del circolo dei nove punti del

triangole ABC sono due parabole;
2° il luago del punto di Lemoine del triangolo ABC @ un’ellisse.

IL.-N. Barisiss.
Risoluzione del Sig. Prol. Uge Fornari.
1% 11 luogo degli ortocentri dei triangoli aventi un luto fisso e altezza costante
rispetto a questo lato @ una parabola.

(*) Seeondo ia clussifienzione del DA¥LEY vi son0 pove specie di cublche crunodnli: La eubiea
studiata i questa uots b una variets delln 4% specie. ;
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Bin BU == il lato fiaso, AM — 3 Valtezza costante. Sin H una posizione del-
Tortocentro, BH — p il suo raggio vettore, Pongasi inelire BM — y%, HM = 23,
AC=B8. Si avri

(1) P = yx— a2, E=08+4(1—y)e,

donde
Jpi = yleas — a2 4y (1 — gt — (1 —yfta,

Ora per lo condizioni del probiemn (AM ) B(, BH | AC) si ha
S =0, _rnBZO,
e lequazione seritta si riduce alla

; 0=—-~—::'t9+y(.1—y)m’.
d'onde
! = nry (1— !!)-
posto

2

" :EE"

Si ha dungne, sostitnendo nella (1),
=yrtmyly—1)8=y (x—md) + VRS-
che & della forma
P=8t+ 5 nee

@ quindi rappresenta nus parabola. (Cfr. Tatr, Trags des Quaternions, pag. 28.)
2% 11 lnogo dei centri dei eiveol; de’ nove ponti dei trinagoli stessi & pure unn
parabola.
Mantenuite 1o notazioni precedenti, si ha che il centro del eireolo dei nove punti
& il punto medio O della congiungente il punto medip P di BC col punto medio L
di AH. Posto BO — £1 sl avra

1
=

1 A
(-z-}-PL}—_——g-[m—f— PM + MLJ:—;— a.-f—(y——%)m _%{1 —z)8 )=

2|

?
meo gfl_la

1 1 1 1
[*(+3)- 7oty —ne]=g [ofus o) o Fgte=—a)

Se preadiamo come origine dei vettori del inogo eeveato il eentro I del vircolo
dei nove punti corrispondente gl triangolo rettangolo A,BC, essende chinramente

[

BF = %{x =18),
l'equazione del lnogn divents >
mé

L B

the & ancora l'squaziona @i una parabola.
Si goti che nella prima parabola a — ;2 & un vetlore tangente alla parabola
nell'origine B o 3 & un vettors diametro, pare condotto per l'origine; analoga-

mente nella seconda parabola, gli stessi elemenii sono rappresentati da 2 L Eg'—a
e da md. (Cfr, Tair, Traitd des Quaternions, pag. 29 » seg.)
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5%0. Risolvere 1e equazioni

1 1 1 1
;+x—1+x—2+x~—3_0

T P A 1
;+x—1+x—-—2+x-—3+x—4hu

1 1 1 1 1 1
;+x—l+x—-2+r—3+x—4+x—5hu

M. Chaxa

Generalizzazione o risoluzione del sig. Altilio Crepas, R. U. di Pavia,
GeNERAIZZAZIONE. — 1° Caso. Consideriamo 1" aguazione

(1) -V ST - S

- - +--- - — L
T X o nr:t—l— (" P & e

del grado ms — 1
Posto in generale

fola) = (24 ap) (= + ap), .. (c + ),
ed indieando con fi(z) la derivata di Tp(x) rispetto ad z, la (1) diviene

f]r{;'f] f‘i’fﬂ'] f‘m [1]
2 = i —_— =
®) fiiz " frlz) t+ fu )

0.

Supponiamo ora che si abbia identicamente
@ =fz=..=faul),
ossin che, indicando in generale con ¢K la somma dei prodotti k ad 2 delle quan-
bith ap, @g, ... ap, si abbis, qualunque sin ?,
o = K, ‘ﬁ = K!. canly g = Kn-—l-
L'equazions (2) si scinde allora nelle due equazipni
(8) fi'(z) =0
1 1 1 .
] e T e T e e et )
4 fi (@) " fe l] i +fmt-r-'.5

Le (3) & un'equazione del grado s —1, o pard smmetters s — 1 radici *che
saranmo reali e semnplici, se reali o disegunli sone i valori fpr per ogni valore d1 p.
Hssendo poi, per ¥ ipotesi fatta,

folx) =z, K, o+ + ...+ K'“‘x-}—nl.. Byt v o U,
ponendo
(3) .::'+K1:c*-1-|—...+K._1.r——-y.
Mot Oyg .o\ Gps = Wy,
"equazione (4) diviene .

1 1 1
55 =10
y+ﬂ;+y+us+' +y+“m
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equazions che ammette m — 1 radici ¥, il valore di ciascuna delle quali; sosti-
tnito nella (3), da luogo ad s valori dells x.

Si hanno quindi 8(m — 1) radici, che insiems alle s — 1 date dall® eqnazione {3},
danno sm— 1 solugioni dell’ squazione (1), dunque : Lu risoluzione di un' equazione
del grado sm— 1 del tipo (1) si riduce alla risoluzione dj m -+ 1 squazioni, delle
uali una del geado » — 1, un'alira @ol grado m —1 & g —1 dal grado ¢,

Se le quantita Up- 50n0 renli e diseguali, pure reali o diseganli sarannoe Je
radiei dell’aquazione,

In particolare per m — 2, 5=2 =0, ayg — — 5, =—1 gp=——2n,
sl ha ln prima delle equazioni proposte:

: +__!____01
T —

1 1
Tt =

a—1" 223

ave si hia
nz)=z(z—23): fole)— (2 —1)[x—2); 2*— Sr =y fi'lr) = fa'(l2) = 24 — 3;
quindi risulla

2x—3=0, da eui -:.::—S—,

1 1

—_— ) i ——
y T8 y  da cui 1

& percié dall’ equazione

2 —~3r+1=0
si ottiene
3—'._31 ]l—b
&y &
Similmente Pegnazione
1 1 : 4 1 1
_‘.=_+:-—l+.z:—2+z—-3+;r:—-4+;¢-——.5'_'0’
per Ia quale & y=2 = 3, my =0, O3 = — ) Oy =], flap = — 4, tn=-—19,
2 = — 3, risoltn da per radiei-
/3:31-.41?
_ 9 . 9 * 3
F=3 F2,34,5 = =g

2" Caso. — Consideriamo ora m;‘eqnaziuns del tipo

1 : 1

= 1 -|-;_} 1 1
z -+ ay, z + ag, 77 :

B G T2

0.

(1) s,

f'
Tenendo la notazioni adopernte precedentementy, Ia (13 diviene

(2) fi'lx) | fi'(z) (2 4 #jw=1

A" alE et
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T A e M

e
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Supposto ora che si abbia, qualunque sia 2

= (:)cr per »=1, 2...8— 1,
si ha '
filal=Ff'lx)=...=s(z- )y
e (uindi "equazione (2) si scinde noll’ equazioni
(3) [ 4 1=1=0D

s 8 i

fi [r}+fn (-r}+'“[:c+t]‘

La (3) per & das — 1 valori eganli 8 — #, che non soddisfano all’ eguazions (1).
La (4) poi, posto come nel 1° caso

(4)

(3) fol®) =y + 6y,
diviene

s & 1
f e — ¥,
(6) ‘y-l—ﬂ;_'—y-l—ﬂg-i_ +y—f—l’ .

che risolta rispetto ad y div m — 1 valori, ciascuno dei quall sostituite alla y
nella (5) da luogo ad s valori di =. 8i hanno quindi in tulto & m — 1) radiei. Onde
ls soluzione di un'equazione del tipo (1) dipende dalla soluzione di m eguazioni,
di cui una del grado m—1 & m —1 del grado s.

In particolare 1'equazione

1 1 , 1 1 1
et zats—t =0
risoluta eol metodo indicato, da
21,2,3,1_‘,—_2:!: _lElj]:_o_ M.

Allre risoluzioni dei profl. Ugo Fornari di Varese, G. Santorelli di Napali, A. Massa
e R, Volpi di Modena.

— e ——

QUISTIONI PROPOSTE

541. Per uno dei punti di intersezione di due elissi uguali, con-
centriche ed aventi gli assi omologhi normali, si conducano le tan-
genti alle due elissi: queste determinano con un asse un triangolo
la cui area & costante per ogni coppia i elissi uguali, concentriche,
omofocali colle precedenti e similmente poste. -

F. Sipirant.
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542. Ad un cireolo di diametro AB si conduca in A una tan-
gente d. Da un punto variabile P di d si conduea la seconda tan-
gente al circolo PC; le rette PB e AC si tagliano in un punto D. Si

trovi geometricamente il luogo di questo punto.
A. Droz-Farxny.

543. Due comniche poste in un medesimo piano diconsi mutnamente
associate rispetto a due punti (poli di associazione) se ogni raggio
condotto per I'uno o l'altro di essi le sega in quattro punti armonici,
Cid posto, determinare lo inviluppo dei piani che segano duoe super-
ficie di second’ordine date secondo due coniche associate. Luogo dei
poli di assoeiazione.

544, Due coniche fra di loro bitangenti si dicono coniugate 'ina
allaltra (rispetto al loro polo di contatto) se ognuna di esse & po-
lare reciproca di se stessa rispetto all’altra; cid pogto, si sechino due
superficie di secoud’ordine date secondo due coniche coningate e si
determinino i poli di contatto.

545. I tre punti C, B, A sono in linea retta (B fra C ed A) e
facciamo rotolare simultaneamente due cerchi eguali di diametro BA,
in direzioni opposte, l'uno sul cerchio (C,B) (*) l'altro sulla eircon-
ferenza concava (C,A); il punto B del primo cerchio genera una
epicicloide BE, ed il punto A del secondo una ipocicloide AT: dimo-
strare che la retta |EI| congiungente i due punti corrispondenti nelle
due curve cost tracciate, rimane sempre parallela al diametro del
cerchio mobile quando & nella sna posizione iniziale.

546. Costruire la curva

p=acosh(tan* 0+ L tan ). cos §

e determinarne la pedale negativa rispetto al polo.
547. Costruire la curva

2 /29
— d BeN — < 008 0
P B 3

e determinarne la pedale negativa rispetto al polo.
548. Trovare la pedale rispetto al polo
w) della sviluppata della spirale d’Archimede (r = ab);
b) della sviluppata della spirale iperbolica (ri= ).

549. Sieno O il centro, V un vertice e P un punto arbitrario di
una lemniscata (di Bernoulli), T la proiezione ortogonale di O sulla
tangente nel punto P: dimostrare che VOT =3VOP, e concluderne
una costruzione semplice per fracciare ls {angentie in un punto della
lemniscata.

{*) Di eenlro C e ragglo OA.
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550. La pedale di un’elica cilindrica rispetto a un punto dell'asse
del cilindro come polo, &€ una spirale posta sopra un’iperholoide di
rotazione & una falda. Proiezione di questa spirale iperboloidica sopra
nn piano normale all’asse del cilindro.

551. Determinare la curva tale che il prodotto delle distanze di
un suo punto arbitrario e della corrispondente tangente da un polo
fisso abbia un valore costante.

552. Dati in un piano due punti fissi O, A, facciamo corrispondere
a un punto variabile P le due intersezioni Py, P, del raggio OP col
cerchio di centro P e passanie per A. Dimostrare che se P desecrive
una retta g, il Inogo della coppia di punti Py, Py & in generale una
eubica G% della sesta classe. passante per O, tangente in A alla per-
pendicolare ad |0OA| ¢ tangente nei punti ciclici alle refte isotrope
nacenti da O. Costruire I'asintoto reale della cubica; i due rimanenti
antitangenziali di O; le intersezioni di G% con g e le tangenti in
questi punti. Esaminare i casi particolari segnenti :

a) la retta ¢ passa per O o per A;
b) & la mediatrice del segmento OA';
¢) & all'infimto.

553. Dati in un piano due punti fissi O, A, facciamo corrispondere
a un punto variabile P, la intersezione P del raggio |OP,| colla me-
diatrice del segmento AP,. Dimostrare che se P, descrive una retta A,
il Tuogo di P &, in generale, una cubica razionale con un punto dop-
pio in O, passante pei due antipunti (*) di O, A ed avente un fuoco
semplice in A. Determinare le tangenti nel punto doppio e lo inter-
sezioni della cubiea colla retta 2 Caso particolare in cui & passa

per A. .
V. Reraun.

554. Per dimostrare le formole

¢
)

log 5 per dispari

"eos™ hy—eos® o dr—
0 T = (1_1-3.5..-(711—1)
2 4.6..m

)log ;‘T per m pari.

D. Bgsso,

{*} Lo due coppie di rette isotrops useenti ds O ¢ A s seguno, olire che nei punki eieliol, in
due punti, imagiuari confugali, se O ed A son reall, denominali (CATLEY) antipunti dells coppia OA.
Coppie 4l pumti nasocinti del sig. Daknous.

(V. R).

4
-
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La raccolts del ch. prof. Pincherle, come avverte egli nella prefazione, &
complemento necessario agli altri due manuali Geometria Pure e Geomelrin Metrica,
Questi, evidentemente, non hanno carattere di veri libri scolaslici, almeno per 1" in-
segnamento secondario; ma, compilati con parsimonia diligente, contengono soltanto
le prime nozioni razienali di Geometria, per service ullo scopo della ricea collana
dei manuali Hoepli, che & quello di rendore accessibili, s tutti, argomenti scienti-
fici o letterari od in genere nttinenti alla vits pratica. Coes) si spiega che in talo
Raceolta del Pincherle =i legzano molle definizioni, comuni ad ogni libro di
Geometria Blementare, ¢ che fra le 590 questioni proposte o risolute, vi sieno:
almeno 128 proprieth o 25 problemi, necessariamente tratbali in ogni testo anche
molto slementare destinato a scuole secondarie; slmono 30 esercizi, 1 quali sono
dednzioni immediate od applicazioni diretle @ che in una scuola potrebbero essere
proposli alla lavagna; ed invece circa 95 esercizi, che riguardano nozioni proprie
soltanto dei corsi complementari di Geometria. (')

Pertanto, non si pud giudicare il volumetto con eriteri didattiei, i quali richiede-
rebbero cib, che I'A. non si & proposto; ossis, fra parecchie altre cose: designazione
non dubbia dei corsi, ni quali la Raceolts & destinata; srdine diverso, almeno par al-
cune teorie ¢ parscchie questioni, secondo il giudizio della pin parte dei migliori
trattatisti; (?) maggior ricchezza e maggior variati di teoremi e di problemi adatti
ad esercitare gli allievi di corsi iniziali o complementari, specialmente per le pro-
prieta fondamentali; (*) proferenza alle questioni, che gli esperti dell’ingegnamento
secondario atlestano pitt interessanti e pin utili ai giovani, per anslogia di pro-
cedimenti con altre questioni irattate ¢ quindi per intuizions piit rapida: razionale
avviamento, nelle guestioni meno semplici.

Ma, tratlandosi di un libeo non seritto per le scuele, & dovevoso 'asteners]
ds gualunque esame d' indole didattica: non si pud, dunque, fare altro che felici-
targi coll'atlivits non comnne del ch. professore, la quale gii ha permesso, con

(1) Quadiangulo » gundrilntero ::l.mplnlo (118-120) 3 def. proe. it 279; omotetin e ceniri di simi-
litudine {276-205, 480): sssi radioall, pobsnze (300-114, 508.510); lnoghi geometrivi, massimi © mi-
nimi por superfiole s porimetri dl trisngoli (821.341); pollodri vegolari podsibill (411-412); geomuylria
sulln sfers e triangoll polari (484-438); coniri di sionlitudios di due elers {141} costruzioni di
formolo (168-471) ; massimi » mivimi {473, €74, 555, SH6-H85); inversiona (611, 518, 680-582): limiio
inlluite (LET],

{#) Por en.: dopo | poliedri, ai parla i eostruzionl slomeniari dells Stereomatrin.

1) Manennoe o sono molto searai gii ssempl specialmenis per Vequivalunsn g per | prnii nots-
voll i) un brisogolu: s eaglone addotés dull'A, vella pref. non ginntifien gnesia (nanffeanza, se sl
tiene eonto dot numero esuherante dells questionl propris 41 ogui eviluppo teorico mohe elementare.
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gli studi scientifici o lo gravi cure dell' insegnamento universitario o di altri uf-
fici acolastici, anche la Prodnzione dei cinque manualetti Hoepli avenli carattara
di volgarizzazione non scolastica delle Matematiche elemantari.

11 titolo del Mannale del sig, ing, 1. Ghersi nen pud essere aceottato. Non
esistono matodi faeili o difficili per se stessi, ma metodi @i pid o meno facile ap-
plicazione, quando questa & possihile, o che rendono piit o meno facile la. rivolu-
zione: un metodo riesce facile o difficile, secondo che & adaito o no alla (nostions,
che i tratta; se L, dove la natare di un problema e 1'ssercizio nmon consigliano
ad es. il metodo della similitndine, io m’ineaponisco ad usarle, froverd delle
difficolth mella riscluzione, & potro forse giungere a gonestn con un'abilith dovuta
in buona parte al lungo studio, ma che nessunc pno né esigere, né insegnsre.
L’spplicazione dell'Algebra alla Geometria, che I'A. collocs probabilmente fra i
metodi cosidetti non Facili, dacch? non ne fa parols, torna forse in molte questioni
pit difficile, per esprimermi sacoudo il sig. Ghersi, che il matodo dei luoghi
geometrici o quello della similitadine?. Sono cose evidenti & notorie. Lo stesso A.
incrimina (pag, 157) 1" infolice titolo dal suo lavoro.

In questo Manuale del Ghersi — non adatfaio punto, soito aleun rapporte,
all'alero del Pincherle — sono poi errati completamente il piano e tutta la con-
dolta del libro, per I'evidente mancanza d'una concezions netta delio soopo del
Manuale o forse anche per non sufficiente esperienza dell’ insegnamento. Per cid,
oltreché per i difetli intrinseei o gravi di sostanza e di forma che rileveri, il libro
won ha le qualita pin indispensabili, per essere mceolio melle nostre seuola,
secondo il desiderio dell’A. (v, prefazione) e dell” Editore (v. listino {"aceompa-
gnamento).

Esso non pud dirsi destinato agli allicvi dei corsi iniziali di Geometria, quali
sono il primo biennio degli Istituti Tecnici ed i Licei, per le seguenti ragioni:

1*. Noen solo si suppous che 1'alunne abbie studiata totia la Planimetria e
non ignori Stereometria (psg. 86), ma anche che si sia esercitato molto sulla
prima; poiché, n cominciare dal capitolo introduttorie * Dei lnoghi geomatrici .,
si applicano indiffersntementa tutte lo teorie slementari planimetriche ed anzi si
prediligono le questioni meno semplici (') o pintfosto difficili (*) e s sfruttano
proprieta nou fondamentali, che sono vera materia di esercizi (") o non sempre di
esarcizi adatti ai oorsi iniziali. (4 F

2. Sino dal prineipio, I'A. fa genaralizzazioni non sempre ovvie, variandi
nelle condizioni dal probloma e discussioni non sempre fucili, talora anzi aceen-
nandole appena; (%) ed pfferma anzalogie di rigoluzione non sempre manifeste o non
molto prossime, (¥)

() I problemi 74-78, B0-81 ece. di postrazioni di verchi sono pll semplici che 6, 8, 8 see, del
eapitolo priwo; | problami 82, 81, 102 di detarminazivns di punti o dl rette smmo pin Taeili che gli
amuloght 83, 28, 27, o oca,; il probdisma 105 & pit facile ohe gii altri 58-41.

(%1 Prablami 25, 38-44, 50,

(%) Problemi 16, 0, 52,

(%1 Problema #.

(%) Problema 4 (oss.), 42, evo. E non sl aa spiegare eome I'A., mentre s Jropone unc scopo
dstarminato, quallo, ciod, dl awmaeslrars all'esame dolin figura od all’ intreduzione di linee ausi-
Liaris, supponends anz! ebe it lottors non sbbiy 1 idey semplice di lnogo (dala seltnnte a pag. 80),
&l praocenpi di genoralizzazion| & dl disgussioni, ancho agvennanicle nppens come Nl probl. 4: in
poche righe (oss., pag. 88), sgli affernin In gonaralizsazions ed won variante nslle condizioni del
problems 20, per oul F. L 0., nd 88, dedien piti numerl,

() Cosl, moll'oss. 1) problema 5: w civ d tante pitt male, inquantochs Il probl. 6 & mole posto
in dipsndenza con wliro, che Begno.
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. 8. Non & esposto il metodo di spplicazione dell’Algebra e delln Goniometria
(semplice capitolo dell’Algebra) alla Geometris, richiesto dal cavattere dell’ inse-
gnamento della Matematica negli Istituti Tecnici e preseritto dad recenti pro-
grammi anche per i Licei. (*)

4> 71 libro non di sleun esempio di problemi né di Slereometria, né di
Trigonometris proprismente detts, che & un eapitolo dells Geometrin Elementare
preacritto purs per i Licel.

5% Vi si parla di coniche (*) e della possibilith che ease &i presentino
in problemi elementari, accennando, gome o ¢osa noba, al problema della deter-
minazione, con rign e vompasso, dsi panti ' ineontro d'unn eonica con una retts
ad all'altre delle tangenti ad una conica du wn punio; mentre Ia teorin elementnre
delle coniche non costituisce oggetto di studio nei Licei o si (& soltanto elemen-
tarmoents, colln debita misurs, nella quarta classe della Sezione F. M. degli 1sti-
tuti Tecnici.

Ne il Mannale pub essere adablu ai corsi complomentari di Geometria, quali
sono i secondi bienni degli lstituti Tecnic, oltreché per le vagioni 3% e 4* pre-
cadenti, anche per queste altre:

1. Per gli alonni, che hauno gih appreso i fondamenti della Geometria
elementare, ® 51 sono abbusianza esercitali su di essi, non & necessaria, ma su-
perflua o dannosa L'esposizione sistemnntica dalle solnzioni; basta un indirizzo, pib
o meno spinto, & seconda della difficolth; dopo doe o pin znui & stadio della
Geometris, debbono pur sapere trattare almeno nua questione semplice, tanto pin
se & ayviatn, od intendere od intnire cose monm diffieili, semza che sieno loro
indicati, col pericolo di disabifusrli dal pensere, i passaggl pit chiari e pid
agevoli.

2% Per gl stessi alanni, molie guestioni ovvie del Iibro somo necessaria-
mente note, dopo un primo stadio razionsle di proprieth geometriche e di ssereizi
jntorno & queste: essi debbono cunoscere gia non sola 1'uso dells figure ausiliarie,
il vompletamento o la decomposizione delle figure, ma anche il metodo ana-
litico & 1'applicazione dei luoghi alla risolnziome @i problemi non difficili. Ne,
del resto, questc Manunle pui loro giovare ad approfondire o chirrive metodi
g teorie noti.

8%, Maneca I'esposizione di metodi inleressanti, quali seno la simmetria, il
metodo cosidetto del problems contvario, il movimento ¢ 1’ inversione, '

Oltre a tutto vio, di qnalunigue senoln si tratti, iU Libvo del Ghersl, anche
indipendentemente dagli appunti che seguono, non pub dirsi scolastice nel senso
legittimo della parola: non pud avere I'necesso nelle scuole per aleuna porta, Non
sars mai scolastico un libro, che contenga gli sviloppr di cenbinsia esercizi,
tanto meno poi & questi somo tratésti poco bene: gli alunni di goalunque corso
razionale di Matematiche, al pari di quelli dei corsi complementari, dei gnali st
disse sopra, dehbono imparare gradatamenie s fave da s#, a vedere le cose prossime
genza troppe indicazioni. Per couseguenza, chiariti metodi e teorie, presentatd

_ {4 Si pressavage bone all' applisazione @ell' Algebrn nlla Geomatrin i probl, 4, 10, 12, 25 ace.
il alsel per lapplicazions dalla Goniometria alln Geometrit, v=sls come esorcini di Trigonomatria
proprinmente debta: anzi, si poteva avere sost il mode di raffroutare utibmente le snluzioni gev-
matrichs con quslly algebriche o trigonometriche, cous piit utily ebe il dare, di noo sleass eser-
cizin, dne o piin soluzion] geometriche talor imente su proprieth esiance #1l'lnsegnamento slomen=
tare od infatte pon differsaii.

{? Filisse (144, parabola (70, P8, sco.), iperbole (¥ e 22 bis).
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alenni esempi come tipi di soluzioni, gli esercizi, che si propongono, dovranne
sempre essere goltanto avviali, piit o meno & seconda della difficolta e del corso
cui si destinamo, & graduati i ordine progressive di difficolia: onde, una Raceolta
destivata & corsi iniziali non pud mei giovare a corsi complementari. Racvolte del
genare di questu de]l Gh ersi, con tutii gli esereizi svilnppati, non graduati, e gon
ndattati con abilita pedagogica ad un certo grado d' insegnamento, entraranno
sempre nelle sguoje furtivamente, nells manj degli alunni, che vogliono scansare
la fatica del lavoro preseritto. B il difetic grave di molje Raceolte franessi,
assolutamente sntididattiche; alcune della quali perd sono pensste davvero e, fatta
astrazione dal carattere di un libre scolastico, veraments pregevoli. Come mai
non ha badate a cib |' intelligente, accorto & benemerito editore Hoepli?

Con questa mancanza completa di adattabilita del libro del (hersi a deter-
minate sonole ed anzi in genere alle scuole, si possuno spiegare in esso: la nes-
Suna progressiove di difficolty nei problemi gia rilevata o la deficienza d; ordine; ()
la poea chiarezza € 1a poca pracisione di tatte Je generalita ( pagg. 1-10, 75-79, 157)
ed in special modo di quelle sul metodo analitico (page. 9, 10) e sull'applicazions
dei lnoghi geometrici (pags. 91-92, 78.79), (% 1k dove si richiedeve una sintesi
lucida, vigorosa e rapida, per imprimere Limpidamente i concelti fondumentali ; 1n
poca cnrs nell'applicare metodicamente agll esercizi e far risaltare da questi la
verita delle cose detie vell'esposizione teorica dei metodi, allo scopo di chiarire
¢ rafforzare quells vose; (V) la preocenpazione di cercare, in principio, problemi

(1) In realtz non si eapiscono le questioni fucilissimo 47, 48,80, ece. o 1o allra (nesossarivments
note all'alunno) 72, 73 pee. dopo alouni problemi, fen priml, relativaments difielli. Kon sono, serto,
bona acelti | 65 08, par dure eaompi elewentari di ricerea di lnoghi, tanto piti eha 1a rlsvlnzione
o) problenii seguenti & busuta generale sui luoghi fondameniali: non ara pol mecessario pra-
santare | problemi meno facili 64.71 per splogare il modo di applicara 1 fnoghi nila riseluzions dei
broblami, quando lale mode doveva pol visultare piti che cluarito, almeno per casi alementari, doi
problami 27-125. Ed & mollo strane questo fatio: si pone avaull Ju considerizions dj punli sin-
golari per determinare | lunghi pacmsteicl, non giz uel problemi @ semplico determinazione di
Inoghi (62-67), ma proprio ne problema 68, primo dogll essmapi di applicazions del Inoghi: som,
mentre si voole fornire ssempi per Tare intenders I'utilith ded lioghi, 56 ne cerca tno, eni i dave
applicare qualehe lijogn sronoseiuto o eorio nen facile. Perehs mai non g auppone noto 1l luogo 84,
che non manea in nleun tritlato, mantre gi rizengono notl | Jnoghl &, 7, 12, 14, clhe non oostilui-
feone malgrin di aviluppo teerico o sone yveri eseraizl ? E poi mollo malo sbe, a vy dato pimtn,
i vimandl 2 problend. ohe seguony : in 4, 5l timanda n 21; dope il problema df Crastighiona (i si
pene ! caso partleelare samplice 104: eee. B afh & yienr pib male, perels non sompra i fimand!
BONG precisi @ determinnin Dous., Na problewa 8, dmenssione sd ssms dei easi purticnlnr! sono
Tearwmisii alla risclugions,

%1 Par Splogarve ¢iv ehe in inlenda con gnesta afformnzione rignnrdo ol methds analikleo, non
Posse ¢ha thwandare nlls opare (M Dubamel, Laoroix, Lo, Servel, Daugo, Latsant od nlle sintusi
falte von masnirin dyi nost buenl autori Suunly & DOvidio, De-Pavlls. Veronese, inzzerl s Bal
tazzi. B inosatlo lappellative il avtifizis {png. 10) pec I introdozions di linge susiliarie, poich queste
&d Iu generalo ln spmposizions & In decomposizions delle Bgure, almens nei essi sempliei ndatti a
senole secondmie, riescono abbnaianza naktvsli. Ma a pag. 89 I'A. trova troppe sompronielbante tale
titolo & parla @i piceols avlifizio. ¥ Mooyl dj luogo, in un libro elementire, 'aceenno poco chinrito nlla
fecessith ponerale di uno Epociale asume geomeirico Ipag. 10). non nacensario por problami elsnentayi
Proprei db cursl dulle Stuols secondarie: vedl Lasawr. Lo mathématigne, pagg, 187-188, & inoppor-
ML 8 o6 chinra Tossarvazione che il matods dej luoghl gevmaslrici noy & ssmpre di fueile opplies-
dlone e sonduee per via torinosa tpag. 156); Lule affermnzione, del raoto, & glustificats sullanlo da
quelle question, cho sono intruse. Not wbbastanza inteligibile per gl allisvi la distinzione fia
fpossibilith nestoluln e relativa ipng. 41, Jra proMemi pessibili wella loro essanga \P) & quelli, ol
non |0 sono; nan chiam Ia distinzione di sawi particoiari o penordll o pag, 145, ‘

1% In genevals, noy precisa o metin in tratiazions avalltiea: non s addestra oartp all'esnis
della figura ol al metodo amnliso lo studioso con In lettura i qoesto lbre, elie vorrehlie essere
i Wangn) esporitivo @1 metodi ad asempi doila risolusione dei problemi geomatrici. Quando 1 s1
Progane lo seope dj smmaestrare | giovani, tutlo dev'sssers mistralo, chiore, preciso, gradnale,
Pércha conduea 2 fing; eppercil, traltandosi dl analisi, st dove nvers apolis eurs i non afermnre €o8A
aleunn poy poi dimostearia e i non eondurrs it Iottore altraversy wmolll passnggi senza farny in-
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meno comuni & meno facili, mentre molti dei pin ovvii si sarebbero prestaii
meglio — per porre in evidenza lo studio e le caatele necessari alls pratica del-
l'esame della fignra ed all’ introduzione di linee ausiliaris — e, certo, dalla bonta
dell’esposizione avrebbero acquistate aris di freschezza; il nessun accenno alle
relazioni fra’ problemi del libro e fra essi ed altri, che si suppongono moti; (')
In sproporzione. per difficolts e per estensions, fra il primo capitolo introduttive
e gli altri tre di applicazioni ed esempi; insomma, Ia mancanza di criteri & me-
todo didatéici, indispensabili in un libre * seritle per gli allievi delle nostre
scuole secondarie e non per i’ dilettanti o per gli studenti delle scuole supe-
viori , (pag. 6),

To non so irtendere 'opportunith del capitolo primo. In questo — mentre il
volumetto comprende 146 numeri di guestioni — si risolveno pin di 20 problemi,
per presentare esempi d'esnme della fignra, d'introdnzione 4i linee ansiliarie, di
composizione e decomposizione delle figure, & poi si dhnno oltre 41 questioni per
esempi delle cosidetle soluzioni con arlificio; come se si potesse impararve, con
lungo esercizio, a fare 1'esame della fignra senza bisogno di ricorrere o tali solo-
zioni con artificio e di applicare aleuno dei metodi esposti in seguito ed altri non
indicati nel libro e come se, senza di questi, fosse possibiln esercitarsi sulle solu-
zioni dette dall'A. con artifizio. (*) Ricorrervi tacitemente per 60 problemi & un
.pn' troppo. B si vuole ammaestrare gli alunni nalla cose proprie d'ogni buon corso
inizinle, quali sono 1'esame della figura e 1" introduzione di linee susilinrie, suppo-
nendo in essi cognizioni ampie e complete di Planimetris e dei metodi di risolu-
zione e sveltezza sufficiente all”intelligenza dei problemi pin difficili del libro,
tanto dz dire superfiné rilievi intoressanti; per potere poi sveltive gli stesai alunni,
nei metodi chismati faciti dall’A. * i luoghi & 1a similitudine ,, con esempi semplici

tandere a lewpo Ju ‘ragione: oi devono fare rillevl i fattl o da questl dedurye ponsegnenze. Nel
problewa 8, sollanto dope di aver determinuto CDB, si dice che qnest'angolo deve servire a co-
struire 1| Iriangolo CDB, mentrs I'A, ara in dovers di far subito rilevars che in eostruzions del
trizngolo domandalo potevs farsi dipendere du quelle dal (rlangele ODEB, del guale si conoscsvane
due lntl o 8l potavs cereare dasprimers on angolo coi dotiz cosl. si nmmaestra all'ssnmue dells figura.
Nel problema 7, si affersia, fn prinelpio dells soluzione, uny proprieth, di eni sl @ In dimostrazione,
senza vho il |attors snppin & ohe giovard tale proprietd, I gnol eoas gli viene detta in fine espo-
nendogli 1n sostrugione: queale noit & eerto osame delis fgora. Noi problems 85, si afferma che
il telanguto ADE b lsoseels, per poi dimostravio. Nal problema 35, clie s/ prestuva benlesimp eome
enompin i analigi, A genduss subite la perpeadicelar & desgriva ol parehio, inveae &0 fars i ri-
Uavi, ¥a! problems @1 Castighione (L0), bellisgimie sapmpio 4) ridesiond v cows tale preseniaio nelln
TRaeceolln di F. L € (numeri 51-52), 87 sompa sublto tottn Ia bellegzs dells riduzionsa affermandy
* yedizmu 41 Iniroduree nalls fg, un élemento voto , (png 52, Paggio sncovs: gualche volln FA,
avvia 1l procodimsnio analitien, per ricredersi subito dando un'esposizione sinletica (10). Riguardo
poi all' introduzions di linue austharvie, si pud osservare che: alene volln essn & meno propria di
qualels aliin mebodo (i 28, ol prosentavaue aubile il metode algebrios o quallo dells similitudiue,
pinktoslo clie Jo tre costraziom non molto diverae dipsudenti daliwusiiisria EF); ln solndons di
qualclie problsma del primo eapitolo non & veramenle conseguonza di linee ausiliaria eondotle
inol 64, le linee ausillarie non suggeriscolo la svinzlone; ma Favere lolulle questa come conseguenen
di png propreii ci fa usare quelle lines), Infine, nai primi due esompi di delevminazione del
Juegh! (62, 84, I'A, non si prevcenpn dl appllearo bane © completamente uno deil due eriteri sspost:
n pag. 19; ma o fa in 6k ~

113 1 32 & unnpplieazions immediats di un problema pii sewplice ad interessantie. non ssposto
nel Mennate. Doveva in quilehs moio essers rilevato cha i problem! 10-15, 20-22, 134, .. sono
dello stessu tipo, percho 10 proecedimento risolutive dipunde dailn condizione comume dells semmn
dntie & dal conseguente fatto di portare guesla su di un Jalo.

(" In 1, i npplica tacitamente un Inoge, per dsterminare C; [n 8, lo alesso luogo per deter-
minory A, Tale luogs o paracolii nliel sono applicati nei problemi 5, 6, 26 {doto du F, 1L C. come
applicazione di luoghl nel o, 102), 51, sce. Nei problemi 20, 30, TA. si vale gdelln simwetrm [n 88,
si Indina un inviluppo. Si spplivs la similitndine in 25 (dnto appunto da ¥. I €. come applivazione
della similitudipne nel o 211},
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ed anche esposti nel pi elementare dei tragtati ! Certo qualcho Raccolta, ad esempio
quella di F. 1. ¢, premeite al una grossa mole di esercizi (abbastanza ordinati,
almeno secondo un trattato) un capitolo introduttivo sui matodi di risoluzione,
che contiene ls pi difficili, pit interessanti o delicate questioni e pud dirsi un
libro & sé; ma quella Racoolta & fra’ Vivres du maitre! Non pare eredibile ehe I'A.
non sia stato colpito da tale difetto, moito grave in un libro, che egli voleva
destinato ad alliavi di seuole secondarie, sia pure dei corsi iniziali o dei comple-
mentari,

La mancanza di chisrezza o di precisione d'ides, (1) gih rilevata per Je ge-
neralitk, si nota pur lroppo nunche in molti problemi, talora come conseguenza
di wn'esposizions difetiosa o di una forma infelice; (*) non sono rave le espres-
siomi e le fndicazioni poco buome & non accettabili. (%) Qualche affermazione &
pure errata, {4)

Lascir molio & desidorars la discussione, (%) la quale, per i criteri generali
le particolariti del procedimento, meritava certamente un capitolo a parte, almeno
quanto gli argomenti del prime capitolo e cerio molto pii degli altri dell'Appen-
dice, i quali altimi necessariamente lo stndioso ha gii considerato, noi problemi
precedenti del libro, come consoguenza immedinta delle proprieta del eapitolo primo.
Non sarebbe sfuggita nll'A. 1a convenienza del parallelo colls discussione completa

—_—

{1 Rel probl. 49, s parla di dirszions data BE, monire dovava dirsi: rolty data BE, Nal probi. 68,
8l afferii senz'nliro ohe 1) punto O appartions al Inogy, mentrs por esso il rapporto dalie divtanze
& % A pag. DB, riga 5, noen s capises tutte 11 pariodo (senzn verbal. el problemn 16, doveva
eljirirsl Maffermiazions uhe 1x segante GH e o nitre doe FG, FH sono le musaimg eondoite per |
Yertiel Nal prollema 65, non si dice perchd Is EF, FG si intorsapano an 0D g ui upplica nna custin-
Tone non fondamentale. 4 pag. 76, si parli in generals di puni singolori come utili per studinre
1 lnoghi, senza dirv alis cosa sieno, meutre sarebbo stito profevibile che, voleurdo, ni accennasse ad
enni durante Is visoluzions di qualche problema: anzi, a pag. DI si accenna improprinmente » pori-
2ionl {7) 4" un punto simgoelave {8enza, del reste, nverne dato un esempio); sicehd I'nlunne, per deter-
minare un luoga, doveabhy pensare n puuti, vhe non eonoses, Rimaiie somprs n vedere se & quante
giovi, iy un eorso slementars, 'obbligo dalln connidoraxione di punti singolari por dulerminares |
luogli. Non &i intende, rag. x1 dells profnz., "nesenno af sisrem degli autori italinni ad (lls sps
“in opposta: n qual glatomn appartiens [l pregevole yoltwe 45 disards sul triangolo?

() Nal probl. 4, & detip "dall'vanme della figora velutive al problema supposto risolte riaulin
clie portando AD— AR 8l ha... ., mentre dovera dirs] “falte AD= AB, dall'esame see. » A pag. 95,
CigA 1, b seritho: unnvelazions fra questa lunghezaa ad 11 buangolo. 81 umino lettere, senza diro che
CURAs rappresontiuc: ad es., O pol nrobl, 5. Allri errord dl forms:a pag. 32. ngn 1, In proposizions
“infitdi ottre alitavers AB=BC in DM 2 perpendicolara,., . non va parulis 1] soggetio di pring
o sebtinbesoy & 4 Iiangele. Ma, pen giudicore quesie Bhro dal lulo dolls formn. che non
v 'nltimo reguisito @i un testo doatinnke ad alunul il sguele sgeondnvie , hasia leggere o
Tighe B0 & pag. 9,

(% Espressioni non acgetbabilis friaugoletio (peg, 14, viga 17) 3 pud vidursi ai BREENBNLS, (nyeca
a3 * & 41 seguenic . (13, osw.): i viezso @1 un segmento, ihveoe del punto medio (png. 2R); Lridngolo
definitive, invore o domandate (pag, 50}; individonto pmrfaicapiente (pag. 75, rign 18): ece. Non & dy -
“pprovarai I'uso promisens dolle muinseole, por indisare BEgmanti, rette & punti,

M A poag. 29, b detto ehs [ ya «1l' fulinlte, nel qoal caso dsl resto non si avrebbe Indetosti-
nazione: | diviene induborminato, perahid I"intorsszione di dne retta allora coineidonn AD, MI; 'inde-
lexminazione visulta talla mancanza dj tne condlzions. 8i legge pure: Is madians BD darh |s divesions
dol late BC, inveee di “ In wediama BD di 0 lato BO,. A pag. 51, rign 13, & seritto “ NP parajioln
A OD,, mentrs NP congiungs due parti notl N, P. A pag, 78, riga ultimn, d dstto = lnoghl non
noltanto () punti, ma anehs di retrs, cha si ehinmano imviluppi _: | luoghi @i reble sone miparficie,
Nwolie g Invilappl sono lneghl di panti comuni nlls posizioni yudeesiive dalln rottn wobije,

%1 Lu diseuasions nog @ sempre esposta sistewmaticamanto. Aicuns voite, pare un esame di onsl
Particolar o di fualols caso parbicolars (23), il che fu parts dells diseunsions, ma won b fultn I
M1 eusniana, Nel prolil, 30, foveso dl diseussions, «j doveva morivere rifieve, vome fu T. 1. €. |pro-
hlom: 1520); poichd vi si parla del nimere dolle soluzioni, non AL possibllitid del problems ed anzi
el 8l nots nennohe che, assumende un punte arhiteario D, sl & ragn il problema determinats, muntrs
secando I'snuneinko ammottova wfinite woluzionl Non semipre In condotta delln (iscussions b d'ae—
corde eoj dati dsl problamu: con), 1el probl 17, si vuole ehe 1a retin domnndnta veghi 1 fari AB, ACQ
o pol ai parla Qi possibiliEd d' incontri eoi prolungamenti.
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o sistomatica dell'Algebra, se egli nei snoi Metodi non avesse date l'ostracismo
all'applicazione dell’Algebra alla Geometria.

Con piit opportunits dells citazione relativa a Lemoine per cose non inerenti
al libvo, I’A, avrebbs dovuio citare gli amtori italiani, che lo hoauno pre-
ceduto nell'esposizione dei metodi, e che la trattano bene ed abbastanza compin-
tamente.

L'adizione & bella; le figure nitide, secondo la regole dei mannali Hoepli: si
notano soltanio pochi ervori di stampa.

Ho letto molto aitentamente questi due manuali del Pincherle e del Ghersi,

spinto dal bisogno di econsigliare alle mie classi un libro, che contenga, col-
l'esposizione dei metodi di risoluzione dei problemi geometrici, anche sufficienti
ed adatti esempi, abilmente avviati con buoni eriteri didattici o soltanto proposti,
dei qouali difetta il pregevole volumelto del ch. prof. Bettazzi. Disilluso mala-
mente, ho dovnto confessare che i due predetti manuali, per I'esclusivismo e
Vesilith del primo, per i gravi vizi del secondo & per la mancanza di legame fra
essi, (') non possono rappresenlnre, presi insieme, un libro di metodi e di esempi
adattabile, in qualche modo, ad ogni Iraltato ed a senole secondarie ed abbastanza
buono. Percid mi sono deciso n dare pubblicith a questi cenni, per il dovers
di attestave, [nori o Italin, stante |n memtala fama di cuil gode 1' Edifore, che
libri del genere de' Metodi del (ihersi mon somo sccetti velle senole italiane,
nelle quali Ja Matematica & insegnata con coscienza e con serieta di criteri
didattiei.

Mi auguro di poter presto tribntare meritate lodi, per altro libro di1 Matematica,
al gig. 1. Ghersi, che 80 nuiore di apprezzati Manuali sul eiclismo, su argoments
industriali & su questions casalinghe.

5. Oeto Camsorr,

Annuaire pour U'an 1901 publié par Te Bureau des longitudes. —
Pavis, Gauthier-Villars.

11 Bureaw des longitwdes crento dalla Convenzione neil’snmo 1795 pubblica

ogni auno questo anunario rvicco di nolizie di ogoi genere,

Quello par M'anno 1901 oltre alle consuete neotizie sul ealendmio, alle tavole
astronomiche, di pesi o wisure, (i monete, di ammoertpmento ¢ intereses, a im-
portanti nobe geografiche e sfalistiche, ece., contiene | seguenti articoli:

Comrzu. — II trasporto della jorza.

Poixcart, — Rapporto «ll’ dccademic sul progetlo di revisione dell’arco di
meridinne di Quiio,

Lacroy. — Notizia sulla coiferenza inlérnazionale tenwlo wll'osservatorio di
Parigi mel luglio 1900.

Bassor. — Notizia storica sulle fondazione del sistema metrico.

(1) Il Pincherle, non o tovto, applien senzn relicenze | luoghl goometrici sino dal probi. 19, ciod
nppena comineinto lo studio dells retin, 1) Ghessi viliens sbogliutu nuche il sistema del Pineherle, cho
i poclhisutml eswnpl risoluli lntéramenie o prupone la maggior parie della guestioni, suggerendo
nl pin qualeha scluRrimento od un pecolo indirmzzo.

':l“\.
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Bouguer pe La Grye. — Nota sulle XIIT conferenza dell' Associazione inler-
nazionnde geodesia temuta a Parigi dal 25 sett. al G off. sotto da presidenza del
eig Faye,

Jawssen. — Nota swi lavori wll’osservatorio dei Monte Bianco mel 1800,

—  — I progrvessi dell’areonantica. Discorso pronunciato il 15 sett. 1900
all'apertura tennto s Mendon.
K

L 2

DA GIORNALIL E RIVISTE

Bulletin do sciences math. et phisyques élém. fondé par B. Niewenglowski.

Auno V, Fase. 119 (1 marzo 1900). — L. @, Sulle dimestrazioni dei teoremi, —
Bonnefoy, Osservazioni sulle equazioni irrazionali (si oceupa dells disenssions delle
soluzioni di equazioni con radicali Quadratici), — E. Rebussel, Proiezione dells
normale 8 ung conics sul raggio vetlore. {Prova che detta Proiezione & terza pro-
porzionale dopo i due semipssi.) — Preparazione agli esami. — Questioni pro-
poste. — Questioni risolule.

Fase, 12° {15 marzo 1900). — Z. &, Snlla nozione di senso. (Osserva che la
nozione di senso degli angoli & una mozione sperimentale. Per evitarla, sceenna
alla teoria delle equipollenze e dei vetiori) — P. Leverrvier, Sull’ inversione d'un
sistema di due vircoli, — Preparazione agli esami. — Questioni proposte. — Que-
stioni visolute,

Fasc. 18° (1 aprile 1900). — L. @., Ceometria metrica. (Espone la teoria dei
Tapporti e proporzioni indipendentemente dai numeri, definendo lo operazioni sai

‘rapporti in modo da poterli adoperare come i numeri,) Questa feoris si appoggin

s due noti teoremi, uno dei quali & il seguente: * Se sai lati dj ug angolo O =i
© preodono vispettivaments lo coppie di segmenti OA, AL e OA’, A5 in modo che
“le rotte AN BI sjenc parallele, psse vimarranno parallale, eomunquo vari I'an-
“golo O ,. Per dimostrario il prof. Géravd si & servito della stereometrin: ma
dopo aver notato che Filbest ne fa o meuo, perché eonsidera soltanto 'angole
retto, I'A. propone onche una dimostrazione planimetrica.) — Preparazions sgli
esami. — Qnestioni proposte. — Questioni risolute.

Fase. 20" (15 loglio 1900). — & N Barisien, Su un problema di vicreazione
geomelrien. — . De Boequigny-Adanson, Sulle progyessioni aritmetiche. — Que-
stioni proposte. — Questioni risolute. — Bibliografia (si parla di opere di E, Be-
gneli e i C. Burali-Forli).

Anmno VI, Fase. 1" (1 ottobre 1900). — E. Reduffel e L. Gervard, Sul teorema
di Poneelel. (Tratta dei circoli cofasciali. Rende rigorosa In dimostrazione di Harz
coll introduzione dei segni: & la estende alle comiche.) — 4. Droz-Farny, Nota
d'aritmetica sullo seonta. (Se A & il capitale ed E o E' rispettivamente lo sconto

. 3 . 1
in fuori e lo sconto in dentro per un bempo ¢, trova Ia relazione: _,;:__-i‘_;:_:f ,
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di eni da on'interpetraziona geometrica.) — Preparazione agli esami. — Que-
stioni proposte. — Questioni risolute.

Fase. 2° (15 ottobrs 1900). — M. Néollier, Volume del letraedro. (Servendosi
della trigonometria, trova 1a nola formula del yolome in funzione delle lunghezze
degli spigoli) — G. De Rocguigny-Adanson, Sulle progressioni aritmetiche, (Uon-
sidera le proprieia di un guadro formato da file di numeri in progressioni aritm.
tutte col primo termine 1, e aventi per ragioni numeri pari 2, 4, § ece) —
M. &. Fontené, Sulle nltezze di un tetraedro. (Dimostra aleuni feoremi di Steiner,
di Joachimstal, di Painvin, ecc. @ riferendosi & una questione del Concorso gene-
rale di mat. elern. del 1897 fa alenne interessanli osservazioni.) — Preparazione
ngli esami. — Questioni propeste. — Questioni risolute.

Fase. 8° (1 novembre 1900). — M. G. Foniené, Sulle altezze di umn tetraedro
{cont.) — L. G., Probiema della ecarta. (Discussione completa del problema di
Pothenot.) — Preparazione agli esami. — Questioni proposte. — Questioni risolule.

Fase. 4° (1 movembre 1800). — L. ., Equazioni di primo grado. (Prova che
dato un sistema di »n equazioni con # incognite, quando s1 sia trovato con qua-
linque metodo un sistoma di » valori per queste, esso costituira una soluzione
del sistema dnto, purché non s sieno eseguite che certe operazioni.) — Prepara-
zione agli esami. — Questioni proposte. — Questioni msoluie.

Fase. 5° (1 dicembra 1900), — Note e corrispondenza. (Barisien si occupn delle
mediane di un triangolo. Plakewo propone la dimostrazione diretta del teorema:
* Lo perpendicolari costruite dai punti medi dei lati del triangolo ortico d'mn
“ {rirngolo dato a1 laii di questo, concorrono in nm medesimo punto ,. L. &. di-
mostra i teoremi di Poncelet relativi all’ellisse o all’ iperbole. Rebujffel comnnice
alcune identith per lo studio delle varinzioni del polinomio di terzo grado.) —
Prepsrazione agli esami. — Questioni proposte. — Queslioni risolute.

Fasc, 6° (15 dicembre 1800). — E. Rebwfel, Teoroma sulls biseltrici di un
triangolo. (Due dimestrazioni elementarissime del teorema: “ In un triangolo al
* maggior angolo corrisponde la minor bisetirice ,.) — Preparazione agli esami. —
Questioni proposte, — Questioni risolute.

Fase. 7° (1 gennsio 1901). — E. Rebuffel, Nota sulla geomeiria del circolo.
{(Osseryazioni sulln potenza d’'un punto rispetto ad mn circolo.) — L. G., Teorema
di Poneolet, e quadrilatero circosorittibile (v, fasc. 5°). — Preparazione agli esami. —
Questioni proposte. — Questioni risolnte. — Bibliografin. (Si parle della Steria delle
matematiche 0i J. Boyer.)

Journal de mathém. élém. publié par H. Vuidiert.

Anno XXIV, fasc. 129 (15 marzo 1800). — 4. Goulard, Teoria elementare dei
polinomi interi. (Dimostra il noto prineipio d'identita di due polinomi interi.)

Fasc. 13° e 147 (1 e 15 aprile 1900). — M. Veyssidre, Studio della frazione
% . (B ano studio elementarve e completo
di guests funzione, delle sue variazioni, de' suoi massimi e minimi ecc. ecc.).

Fase. 15° (1 maggio 1900). — C. Bioche, Nota sull’equilibrio d'una carmcols.
(Corregge il comune ragionamento che si fa per stabilire le condiziont d'eqnilibrio.)

Fasc. 16° (15 maggio 1900). — &, Rech, Sul volume della piramide.

Fasc. 20° (15 luglio 1900). — &. Flewry, Studio delle variaziomi della fan-
axt+br+¢
az® 4+ bz + ¢

razionele di secondo grade

zipne
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Amo XXV, fase, 2° (15 oftobre 1900). — Ok, Bioche, 8n certe equazioni di
quarto grado. (K notare la ragione per cai l'equazioni biguadraties e raciproea
di prima e seconda epecie 8i risolvono con equazioni di secondo grado, ¢ lo con-
sidera come casi parficolari di uno piu generale,)

Fase, 40 (15 novembre 1900), — A, Gonlard, Note sulle eqnazioni razionali.
(Trova In condiziong necessaria, ma non safficente, affinche I’ eqnazione dellas
i)
)

Fage. 69 (15 dicembre 1900), — Z. Tvipard, Nonsensi da evitare nalle ope-
razioni sulle grandezze, (Riperta dimostrazioni comuni, dove & confusa s gran-
dezza col numero che Ia misnra.)

Fage. 70 (1 genunip 1901). — I Monsallut, Notn su un teorema di Geometria.
(Dimostra il teorema di Ceva, indipendentemente dal teorema di Menelao.)

In questi & negli altri nuemert, molti esercizi e problemi,

forma 2 = D ammetta la soluzione 2 = a, che sunulla uno dei denomingtori %.)

E. Nasxgz:,

Nouvalles Annales de Math, par M. M. C. 4, Loisant ot X, Antomari; Pars, (Gantier-
Viilars, éditenr.

Serie 1M1, T, XIX, fasc. 10 (gemmaio 1900). — Risultato del secondo Concerso
delle N. A, pel 1899, (Il premio & stato assegnato aj 8igg, Duporcqg o Galluees). —
Riassunio delle principali formole delle Tunzioni ellittiche. — Fea. Collignon, Problemi
sul metodo inverso delle tangenti. — M. Efimon, Lo Serie nella Pangeometria, —
Certificati di Studi superiori delle Fac. di Se. sessione di Inglio 1899 (Chiermont,
Grenoble, Lilla, Marsiglia). — Risoluz. di quistioni (Ripert). — Quistioni pro-
poste (1833),

Fase. 20 (febbraio 1900). — Bulle equazioni fondamental; delln teoria delln
snperficie, riferite n due trjedri- birettangoli supplomentnri mobili. — M. Bauer,
Osservazioni snlla teoria dei Gruppi finiti (I"A. genoralizza aleuni teoremi del
sig. Frobenius sul numero dj certi sotfo-gruppi). — Lagrange, Sulle cubiche stro-
foidali (I'A. chiama strofoidali quelle cubiche eireolari per le quali i punti ciclici
SO0 una coppie di punti coningnti: essa formano Ig rete del piane semplics cor-
uspondente alle rotlo del mano doppio in unn certn rnsformuzions doppia del
terz’ordine w genere uno, (*) non considerata dal sig. Lngrange), — Certificati di

—_—

(%) Dati in on pisne Gue puntl fissi 0 ed A freslamo corrispondere n wn punto P.i dus punti
Py, Py intervezioni dolin retia [OP] 2ol varchio di contre P o pas=aite per Az quando P deserive
HhA curva X il luoge dal (ue punti Py Py b nivalbea carva 3" chinmnaia atrofuiduie di X rispetto ni
poli O, A, Asanmendo 04 por asse dell =, O per origme dells ooy dinule reltangelari, we |x, ¢) son
Is coordinnte dj Pl formole della trasformuxions fdoppia, dul 1oz ordine s Benure ump) sono,
ponendo per brevith O=[m - a)' 4 v") (22 u%) od DA — u,

Y =E b VD) B )V D) gy
Ryl =gt y?— )y (e -yt~ n®) Vg ),

L cavrva Uimite Q=) gi ypozza nalle dne eopple di rette isotrope uscenti da O e dn A : i sotte
punti fondamental {del plano asmplies) sono: 0, dus riuniti in A sulln Perpaudicolnye nd |DA), &
16 dne coppis riunite el pnnti cidliei sulls relio isvirops uscent: da 0. Le ralte dal pinne ai trn-
alormane nalle mbiche dette ukvofoidali dal sig. Lagrange; In porticolars si raggi del faseio O cor-
vpondono Yo slrofoidi dells rote. Nolln trusformazions (nverss le reits dol piane {dunn enbiche
oMl con un pomto doppis in O ecc. La trasformazions Conginnt & la mvorsione conslderats
nolle mijg fuiatiomi 423, 3, 424 (Peviod , an. 1808), 453, 464, 206 467 (ihia y Arn IR09) & glireve.
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studi sup. sessions di luglio 1899, (Poitiers, Renhes, Tolosa), — Ronché, Recan-
sione del “ Traité de Nomographie , del sig a@’Ocague. — Risol. di quistioni ; 860,
448, 495 (un abbonata), 496 (G. Fontend), 1788 (¥. Retali). — Quistioni proposte
(1884-1836).

Mathésis, recueil mathémalique etc., par M. M. P. Mansion et J. Neuberg, Gand,
A. Hoste, éditeny.

Serie I, tome X fase. 10 (geonalo 1900). — E  Cesdro, Osservazioni sopra
alenne quistioni di Geomstria intrinseca. — 4. Droz-Farny, Sopra irs parahole
associate a un trinngolo. — Note matematiche (Stuyvaert, Neuberg, Orlando, 4.
Gob). — Risol. geometriea della quistione di Geom. analitica posto al concorso
generale del 1889 (*). — Risoluzioni delle quistioni proposie B89, 939 (Newberyq),
1096 (Hacken, Jerabek), 1106 (Emmerich). — Quistioni di esame, — Quistioni
proposte (1251-1250).

Fase. 2¢ (febbraio 1900). — H. Mandart, Note sulle eoniche. — E Cesaro,
Osservazioni ecc., (seguito). — Note matematiche [ Newberg). — Risoluzioni dells
quistioni 785 (Emmerich, Neubery), 1 217, 1219, 1287, 1245 (Emmerich), — Quistioni
di asame (926-9534), (Ja 931 & esteutia dal Suppl. al Perivdico di Mat., dec, 1899), —
Quistioni proposte (1257-1260),

Fase, 30 (murzo 100y, — E Cesdro, Osservaz. ece. (continuazione e fine). —
DrozFarny, Sopra In parabola associata a un triangolo. — Note matematiche
(Pirondini, Gob). — Bibliografia. — Cenai biografiei (Techebychef, 1821-1803), —
Risolnz. delle quistioni 781 (Neuberg), 1086 (Droz-Farny, Barisien o Déprez), 1069
(Colart, Déprex, Andrion ¢ Barisien), 1230, 1236. — Quistioni d'sanme (985-987). —
Quistioni proposte (1261-1264).

Fage. 40 (aprile 1900). — Wasteels, Bulla rappresentanza proporzionale. — Bari.
sien, Sui triangoli inseritti in un’ellisse o rircoscritti A un cerchio comentrico
(seguito, v. T. IX, pag. 288). — Note matematiche (Neiberg), — Biblivgratia, —
Risolnz. delle quistioni 785 (Espanet), 1075 ( Emmerich), 1150 (Drox), 1235 (Cardoso-
Laymes & Gob), 1241, 1949, __ Quistioni di esame (938-941). — Quistioni proposte
(1265-1268).

Fase, Ao (magein 1900) — dndrien, Sul punto di Fagnano. — [, Urlando,
Stlla sviluppante di eerchio » la spirale logavitmiva. — CUsnno biegrafico (F. Brio-
schi, 1524-1897). — Bawrivien, Sui trianguli jnscritti ece, (v. fasc, 4%. — Risoiuz.
delle guistioni 387 ( Emmerich), 1088 (Barisien), 1214 & 1234 (Hetali), 1221, 1243, —
Wuistioni proposte (1269-1272).

Fase. 60 (giugno 1900). — 4 Emmerich, Sul triangolo psoudo-isoscele (pro-
prietd del triangolo ABC le eni bissttrics estorne BE, 0D sono eguali senza
che si sbbia AB — AC). — Note Matematiche (Nenberg, Couturier, Buorigien). —
Barisien, Bui trisngoli ece, (continuazions e fina). — Risoluzione delle gnestioni
1002 (Retali), 1050, 1071, 1092{6'#':‘3183:0]. 1216 (Soons), 1258, — Quistione di
esame (050-951). — Quistioni proposte (1273.1278).

Fasc. 7¢'(Inglio 1900), — ¥, 4. Third, Sui triangoli triomologici. — P. ¥, Di-
visione di un angolo in » parti egnali, — Neuberg, 1 nostro supplemento, (Cenno
sopra le due Memorie di ¥, Retali e 6. Tarry annesss come supplamento a questo

(*) Una olegante dimostsazlonn diretta dei teorema dL onl #i oeeupn il sig. Gos, fu dxta dal
Jowquitres a pag. 84 tfig. B) dsi snoi Mélnnpas da Gacmatrie pure (1836).




294 PERIODICO DI MATEMATICA.

fase.). — P. Mansion, Sopra una formula combinatoria. — Bibliografis. — Rise.
lugioni delle guistioni 1085 (Mandart), 1234, 1249 (Gérard e Barisien), 1251 (Re-
tali o Couturier), 1253, 1256, — Quistioni d'esame (952-955). — Quistioni pro-
poste (1277-1230). — Il supplemento di 80 peg. contiene: V. Retali, Sopra nnn
trasformazione geometrica, pog. 1-22; @. Tarry, Le permutazioni quadrate dj
base 6, pag. 28-80. (Mem. della societd reale di scienze di Lidge, 8* serie, t. 11, 1500).

Fasce. 8 (agosto-settembre, 1900). — 8. Realis, Quistioni di teoria dei numeri, —
Stwyvaert, 11 teorsma dt Chasles sulle eubiche gobbe. — P. Mansion, Area delle
sinusoidi & formula di Wallis. — Bibliografia, — Newberg, Concorso genmerale
nel 1808, quistione di guometria analiica. — Risoluzione delle guestioni 1215
& 1231 (Emmerich), 1288, 1259 (Retali), 1268. — Quistioni d'esame (956-961). —
Qnistione proposts (1281-12838).

V. R.
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Gli aggruppamenti prospettivi e proisttivi di %, & ¢ 4° ordine

E nota Pimportanza della teoria degli aggrnppamenti proiettivi
di ordine n, che il De-Paolis pose a fondamento di una teoria pura-
mente geometrica delle linee a superficie algebriche, nelle sne me-
morie sull'argomento, che, sebbene incompiute, ottennero un premio
postumo dalla R. Accademia dei Lincei.

Gli aggroppamenti proiettivi sono stati studiati da molt; matema-
tici, come apparisce dall'elenco di pubblicazioni stampato alla fine
della presente nota. nel quale ho indicato i principali lavori che io
conosco sull'argomento. '

Con questa nota mi propongo di portare un modesto contributo
alla teoria degli aggruppamenti proiettivi, del 3% ¢ 4° ordine, mostrando
con metodo puramente geometrico come le loro proprieta fondamen-
tali divengano assai facili ed intuitive, deducendole da quelle degli
aggruppamenti prospettivi; la qual cosa era gih stata dimostrata da
Schubert analiticamente soltanto per gli aggroppamenti proiettivi del
3" ordine. Scopo principale di questa nota del resto @ quello di fami-
liarizzare i lettori del Periodico con questi concetti e di agevolare
cosi lo studie dei lavori di maggior mole.

I. Derixizion:. — 1. Essendo 'y Yo,... Ty, (B) 0 vefte od wno spazie
LD1ET) appaitenenti ad upo spazie [n—+ Pl tali che dae gualiungua di essi
non abbieno wn punto comune si chiemn aggruppamento prospettivo oi
ordine v e specie p—1 Uinsieme di tutti i gruppi G, di n punti che si
ottengono come interseziont delfe n rette vy, e, . . . e con 9l spazi [n-p—1]
che conlengono (B). Questo spazip [p] si dice base dell’ aggruppamento.

Indicherd un tale aggruppamento col simbolo (A4 ) od anche
(As).. »
1. Essendo vy, vy...1, rette di uno spuzio [n — 1], chiamo aggrup-
pamento prospetiivo di ordine n e specie 0 U'insieme dei gruppi G, di n
punte che si ottengono come intersezioni delle n rette date con gli spuzi
[n—2] contenuti in [n—1].

Indicherd un tale aggruppamento col simbolo (A,), oppure (A),.

(*) Seguendo In_notazione introdotia du Selubert, indics eol simbole [p] uno spazio linenre
& p dimensioni. Cosk [0), (1], [2), [9) Tappresentano un puubo, usa retln, un pano, uno spazio ordi-
A O,
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In questa nota mi cecuperd solo di quegli aggruppamenti prospettivi
che sono contenuti nello spazio ordinario; cioé di quelli di specie > 0,
pel quali n+-p <3 e di quelle di specie 0 pei quali #—1 <3
ovvero n = 4. Tutti i casi possibili sono dungue:

a=g [P+1=1

\p-1=2
—3 [p+1=0
ﬂ_El'l1r:'—l—l=l

n=4 p-+1=0.

1. — Aggruppamenti prospettivi di 2° ordine.

2. Date due rette r,, 7, nello spazio ed un fascio di piani di asse (B),
1 piani di questo fascio tagliano le 7,7, in coppie di punti che for-
mano un aggruppamento prospettivo (Az) di 2° ordine e specie 2.
Se le rette »,, 7, sono in un piano =, al fascio di piani possiamo
sostituire il fascio di rette intersezioni dei medesimi col piano =, ed
otteniamo I'aggruppamento prospettivo (A,), di 2° ordine e specie 1.
Ogni punto Pi di », determina un punto P, di », che si chiama il
suo polo.

L’(As) @ la proiettivita ordmaria, I'{A,), & la prospettivita ordi-
naria, le proprieta delle quali son nolissime: ¢i limitiamo ad enun-
ciare soltanto quelle che ei occorreranno mel seguito,

I Un (Ady 2 individuato da tre dei suoi gruppi; un (Ay)e da due,

Tutti i possibili (As)e costitmiscono dungue un sistema o®.

IL. Affinché un (As)s diventi un (As)e 2 necessario e sufficiente che le
due punteggiate abbiano un elemento wnito,

IT. Tn (Aske ¢ singolare quando & costituito dalle coppie formate da
i punto Oy di vy eon wi punto qualsiasi di ve ¢ de un pisitn Oy di 1,
von un punto qualsiasi i ry.

Si dice allora che i punti 0., 0, somno apolari, e che I'aggruppa-
menio si spezza in due aggruppamenti del 1° ordine costituiti dai
punti 0, e 0,.

Si ottiene per es. un (Ay), singolare quando la retta (B) incontra
le 7y, 75 T due punti d'incontro Oy, O, di B con ¥ € 7 S0No i snof
punti apolari.

Quando ad un punto P, dir, corrispondono due punti di », corri-
spondono ad esso tubti i punti di r, e In proiettivith & singolare e
si spezzu in Py ed in un punto P, di .,

IV. Se le 1y, 1s corneidono, e due loro elementi si corrispondono in
doppio modo, ('(A,), ¢ wn’ involuzione -,

Un’involuzione & individuata da due dei suoj gruppi.

Un’involuzione possiede due gruppi, ciascuno costituito da un ele-
mento doppio, Se i due punti doppi coincidonoe 1" involuzione & Sengu-
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lare ed & costituita da quell'elemento preso conun punto qualungue
della retta.

V. Due aggruppamenti non singolari (A's), (A"y). sulle stesse rette
71, 7y hanno in comune due e due soli gruppi distinti o coincidenti,
o gli hanno in comune tutti. Se sono singolari possqno avere anche
in comune tutti i gruppi formati da un determinato elemento del-
I'una retta con tutti quelli dell'altra.

II. — Aggroppamenti prospettivi di 3° ordine.

3. Prese mello spazio tre rette », 7,7y, od nna stella di piani (di
centro () ogni piano della stella determina sulle fre retle una terna
di punti Py, Ps, Po. Tutte queste terne di punti formano un ageruppa-
mento prospettivo (Ay)s del 3° ordine ¢ di specie 1.

Presi doe punti Py, P, sulle rette », 7 resta determinato il punto
corrispondente Py, intersezione di #; col piano P,Py0, che si dice pola
del gruppo (P, Ps). Lo stesso pud ripetersi per ogni coppia di punti
prest su due gualunque delle refte date.

Preso un punto, per es. Py, su una delle vette date, », resta indi-
viduato un fascio di piani avente per asse P,0 e per consegnenza
8U 79,75 un (Ag), 1 cul gruppi sono tutti e soli quelli che con P, for-
mano gruppi dell'Ag,, e che si dice aggruppamento polare di P,.

Se le tre rette r, »:, ro giacciono in un piano =, ehe non contiene O,
possiamo sostituire ai piani della stella le rette di = Allora ogni
gruppo dell'(A,); & formato dalle intersezioni di =, rg, vy COn una retia
arbitraria. ed otteniamo un aggruppamento prospettivo (Ay)g di 3° ordine
¢ i specie 0. 1 gruppi di punti che con un punto gualsiasi P: di
formano un gruppo di (Ao) formano un aggruppamento prospettivo
di 2° ordine e 1* specie polare di P,

Un aggruppamento prospettive (Ar)s di 3° ordine e specie 1 » indivie
duato da tre dei suoi gruppi,

Infatti i tre groppi individuano tre piani, i quali s incontrano in
un punto O, centro della stella che di origine all’'aggruppamento.

I gruppi di un .aggruppamento prospetiivo (Ao o (A i 3° ordine
¢ specie 1 sono =*, ’

Infatti ogni grappo & individusto da due punti scelti ad arbitrio
su due rette rispettivamente. Inolfre i groppi stessi corrispondono
univocamente ai piani di una stella.

4. Una coppia di punti sopra due delle rette », i, 5 si dice apo-
lure, se forma mm gruppo dell’aggruppamento non con un solo, ma con
tutti i punti della retta rimanente.

Sopra ognuna delle coppie (i rette che si possono formare colle Ty, s, Ta
existono due gruppi apolari.

1°. Comsideriamo un (A e =ia 5 la vetta che passa per () e in-
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contra r, , »., e poniamo Pu=(rs). Per OPwPy, passanoc infiniti piani,
e quindi ogni punto di », forma un grappo dell’(A); con P,,, P,, ossia
Pui Py sono apolari,

Inoltre il piano Or, & tagliato dalle #, , », nej punti Py, P,., dun-
que ogni punto.di 7, forma un gruppo dell’(A,), econ P,,, Puy. Dungne

anche questi dfe punt: formano un gruppo apolare, — Riepilogando

II;:: , g:';} € un gruppo apolare per »s, ra
Pﬂrﬂ ' Plsﬂ ' . :
PB,! . P]-a,’ » " " " ’3,-‘!
Pj,a ’ Pﬂ;a | .
Phﬂ ' PH!IJ E " & = Ty

II:;:]I;: } o un gruppo apolare per , . 7y
Py, Py ) g -
P, Pyj » - B r Tahh
Pa, Pu] _

Py, Pij = » ~ % Aitw

5. Finora abbiamo supposto che le rette #, »y, gieno in posi-
zione generale. Esaminiamo qualche cago particolare. Se due rette,
Per es. ry, 7, concorrono in un punto, i due punti Py,s, Pe,s coincidono
ma nulla dobbiamo varjure g quanto abbiamo dette.

Se tutte ¢ tre le rette PASSano per un punto i sei punti P,, coin-
cidono,

Se le tre rette s, v, % colneidono (cipe se () apparticue alle qua-
frica individuats da "1y 3, 73) allora Py, P, coincidono ed i due Zruppi
apolari di ogni coppia di vette coincidono.

Se due retie, per es, ", 7y, ed il centro O stanno in un piano =, ta-
glato in Py da », Iaggruppamento (Aoks i spezza in un aggruppa-
mento di 2° ordine ed in uno di 19

Infatti ogni grnppoe G dell’aggruppamento (A1) determinato dal
faseio di contro O sylje ri. 7y forma un gruppo Gy dell’(A,) con qual-
siasi punto di #, o i punto Py forma un gruppo G dell’(A,), con ogni
coppia di punti delle »,,r, In questo caso diremo che I'(A)), & de-
genere.

Lo stesso avviene e, essondo le tre rette 1, T, 7y sghembe, il
punto O & sitnato Sopra una di esse per es. su i,

In tal caso infatti Paggruppamento (A.), determinato su 7y, 7, dal
fascio di piani che ha per asse »y forma un gruppo G, con ogui punto
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di 75, e il punto O i », forma mn gruppo Gs con ogni coppia di punti
SU ry, te. .

Finalmente suppomiamo che 7y, 7y 8 incontrino, ed O sia S0pra una
di esse, per es. su 7.

In tal caso, posto O = Py, 791y =Py, 1y, (ryre) = Py, & facile veders
ehe l'aggruppamento si riduca & tre aggruppamenti proiettivi del
1" ordine Py, Py, Py perche I'(A,) si compone di tutti 1 gruppi formati
da uno dei tre punti suddetti P, con due punti arbitrari delle »,, »,.

In questo caso Faggruppamento i dice singolare.

Se due delle tre refte 7, 1o, Vs, Per es. 7, 1y, coincidono, ad ogni
punto Py di 2, corrisponde I involuzione identies formata da tubti i
punti della #»; contati due volte; ad ogni punto Py di » corrisponde
la proiettivita singolare i cu punti apolari sono P, (su re) e P, (o P,.)
(su 73). Due punti P;, P, su » (0 ») individuano T'unico punto P, il
quale dungue & apolare per I'{Ac)e. essendo indeterminata I'A;, ad essa
corrispondente. Due punti Py, Ps su »y, ra determinano su 7. lo stesso
punfo P;.

Se tutte e tre le rette coincidono allora ad ogui punto P; corri-
spondono tutte le possibili coppie P, Ps, ecc.

6. T groppi di un (A,), corrispondono univocamente, eome abbiamo
detto, ai piani di una stella (o alle rette di un piano), Ai piani di
un fascio contenuti in questa stella corrispondono quindi ' gruppi
dell'(Ay)y che costituiscono un faseio che chiameremo del 1° gistemn.

T gruppi di un fascio sono earatterizzati dalla seguenfe proprieti.
I Joro punti generano tre punteggiate proiettive su s, 1y, 24, nelle
ualj
! Py.1. Ps.( sono corrispondenti su . #,

Pa.ﬂ.P1-= » - n Ya, "
Pl_'-ZIPi.-ﬁ " - n 71,7

I fasci di 1* specie di gruppi di un (As)e somo =%, Due grappi del-
I'(Ay)s individvano un fascio del 1" gistems.

Similmente esistono =* coni quadrici col vertice in O tangenti alle
rette 71, 79, r5. 1 piani tangenti ad uno di essi corrispondono ad un
fascio di groppi dell'(Ay)s. I gruppi di questo fascio sono caratterizzati
dalle seguenti proprieti. I loro elementi ZENBrano 81 7, ry, 7, tre pun-
teggiate proiettive, nelle quali®

Fuys, Pu sono corrispondenti su 1, , 7
Piilltplﬂ » » » V&7
P!:R-Pm " B w T, Te

Chiameremo guesti fasci del 2° sistema.

Anche i fasci del 2° sistema sono =*. Due gruppi dell’(As)e indivi-
duane un faseio del 2° sistema.

Due fasei dello stesso sistema hanno un solo elemento commune.
Due fasci di sistema diverso ue hanno due.
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I, — Aggrnppamant[ proiettivi di 3° ordine - Fasei,

7. Sieno date tre rette o tre forme dj prima specie qualsiansi,
fufufs, e stabiliomo tre corrispondenze proiettive fra ghi elementi di
queste ed i punti di tre rette Tis 7s, 7y collegati da un ageruppamento
prospettivo del 3° ordine dj specie 0 o |,

Anche fra gli element; di £, fo, /s viene stabilita una speciale cop-
rispondenza, Per la quale una coppia di elementi, presi su due delle
forme date, individua uno ed un solo sull’altra. ogni elemento di
una forma determing infinjie coppie delle altre dne ;i ¢y elementj si
corrispondono proiettivamente.

Diremo che tutti i gruppi formati con tre elementi delle fisfa, 15,
corrispondenii a tre element; di un gruppo dell'(Ay)s 0 (Ao)s sulle rette
*y, 74, 1 forma un 4qggruppamento proiettive del 3° ordine, e lo indiche-
remo colla seritturs Aj..

In questo A, esistong in gederale sei element; (due su ciaseuna
retta) che, combinati due g due formano i gej gruppi apolari,

Se perd Faggruppamento Prospettivo da cui deriva degencre o
singolare, & esso pure degenere o singolare gioé gi Spezza in un Ay,
ein un Ay, Oppure in fre A, .

8. Da quanto abbiame detto nei §§ precedent; resta dimostrata
I'esistenza di aggruppamenti proiettivi de] 3° ordine,

Prescindendo ora (g qualsiasi costruzione geometrica definiamo
Paggruppamento proiettivo del 3° ordine pel modo seguente.

Si vhioma Gggruppamento proiettivo del 3 ordine, e 8'indica con Ay,
la totalite dei gruppi Gy di tre elementi, uppartenenti « tre forme di 1u
specie fy, £y, 1, rispeitivamente, i guali soddisfano alle seguent; condizions :

1% Ogni coppia di elementi P, P, presisu §i, 1, individua (i1 generale)
un solo elements Py delle 1, che con L8Nl forma wn gruppo Ga. Si diee
che Py ¢ il polo di P,, P, , ,

2° Ogai elemento P, di fy individua o' coppie (i di elements s (T
costitwenti unu A, i quali formano con P, un gruppo Gu dell’ Ay, Tale Ap,
8¢ dice polare di P,

Dimostreremo frg Poco che ogni A, cog definito s pubd obtenere
nel modo mndicato nel § 7.

9. Sulle tre forme {1, £, collegate da un Ay, non degenere esistono sei
PUnti (tre per ciaseuna) che, combinati con vendentemente, costituiscono due
voppie apolari per ogri coppin di forme; oppure ne usistono Mmnfeniti,

1I°. Due element; M M7 di £ determinano sy 7, I+ due aggrup-
Pamenti proiettivi di 2° ordine A'py, A", i quali {in generale) hanno
in comune due gruppi A;, As e By, By distinti o coineidenti,

I due grappi A AN, A AN, Appartengone all’A,,, e guindi

la proietiivity Ap, polare di A, & singolare, e 0gni punto della f,
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forma con A, A; un gruppo deli’A,,, ossia (As, Ag) & un gruppo apolare
dell’Ay, su £, /s, cioé appartiene a tutti gli aggruppamenti di 2° ordine
polari degli elementi di f;. Lo stesso pud dirsi per B,, Bs. Risulta da
- ¢id che T'Ap, polare di A, & singolare, e si spezza in due A,,, uno dei
quali & formato da A, con totti i punti di fa e l'altro da un punto spe-
ciale A; di fo con tutti i punti di fi. In simil guise ragionando su
By, Be 81 frova un punto B, su f;.

Risulta da cib che A,, Ay e B, B, sono apolari per f,, f5, perché con
ogmi punto di £ formano un gruppo di A,,. Inoltre By, As e Ay, By
sono gruppi apolari per /s, fo. Infatti, poiché Ay, Ag e B, Be sono apolari,
idue gruppi A;,Bs,As, By, Be Ay appartengono all’A,,, ed allora il gruppo
B, Ay, individuando due e quindi gli o' punti di f, & apolare.

2%. Se gli aggruppamenti A’,,, Ay, polari di M’y, M"y hanne pini di
due coppie comuni, essi coincidono, Le coppie Ay, Ag; By, Ba: Oy, Cay. ..
di guesto aggruppamento sono dunque tutte apolari, ciod formano un
gruppo Gs dell'Ap, con (ualsiasi elemento di f;.

Il punto A,, per es., ha per polare un aggruppamento singolare,
che si spezza nell'Ap formato da As con tutti gli elementi di f; e
nell’A;, formato da wn elemonto A, di fz con tutti gli elementi di 7.
Questo elemento Aq & apolare, ciod forma un gruppo di A, con ogni
coppia di elementi di f£;, fi. Tnfatti alla coppia A; By corrispondono A,
¢ B; e quindi futti gli elementi di f;; per conseguenza anche ad ogni
coppia As B, corrispondone tuthi gli elementi di fi-

In questo caso si pud dire che I'Ay, & degenere e si spezza in un
Ap su fy ein un Ay, su fi, fa; oppure che A. e tutte le coppie di questo
Ap, sono apolari.

Se anche I'Ay, si spezza in due Ay, allora I'Ay, & singolare. Bsso @
individuato da tre elementi O, 0y, Os ed & formato dai gruppi ¢he ri-
sultano da uno qualunque di questi elementi 0, con una coppia di
elementi delle aitve due forme.

0. Un Ay, non degenere ¢ indigiduato guttiielo si vonoseono le sue
sed coppie apolari (supposto che non sieno coincidenti) e wn suo gruppo.

Sieno Pis, Prg; Pua, Pua: Pag, Py 1 sei elementi di /3, fo, f» che com-
binati due a due ecostituiscono le coppie apolari ¢ My, Ma, My un
gruppo dell’A,.

La proiettivita polare, per es, di M, & delerminata, perché deve
contenere le coppie Py, Pu; Ph, Py M, M,;. Sia D, I'elemento cor-
rispondente ad un punto arbitrario D, di fi In questa proiettiviti,
Allora anche la proiettiviti corrispondente a Iy & determinata, peiche
in essa sono coppie corrispondenti Py, Py ; Pu, Pyy: De, My ece.

HW. Un aggruppamento proieitivo Ap. & individuato, quando s rcono-
scono gli aggruppamenti A'y,, A"y, polari di due elements P\ P ed un
gruppo Gy (Py, Py, Py).

Infatti & facile vedere che & determinato I'A;. polare di un
puate M, di 7, .
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Siano My, M" i poli di P, rispetto ad A’y e A", Allora cisscuna
delle coppie (P, M), (P,”, M,”),(P,, P,) formano con P, un gruppe dellAy,
ossia appartengono all'aggruppamento polare di Pi. Cosi si possono
riguardare come noti gli aggruppamenti polari di P, & P, .

Sia ora Mu un punto qualunque di foe My, M" M, i suoi poli rispetto
ad A5, A", e all'aggrappamento polare di Py, Ciascuna delie tre coppie
(P, M), (P”;, M), (M, Pi) forma con Ma un gruppo dell’A,, ossia esse
appartengono all’asggruppamento polare di Mi ¢ 1o delerminano.

Infine sin M, un punto arbitrario di fie M, M", , M"”, i suoi
poli rispetio ai tre aggruppamenti polari di tre punti M, M, M", .
Le tre coppie (M, M), (Mx", M"x) (M), M) individuano I'sggrup-
pamento polare di M,. :

Segue da ¢id che

Gl aggruppamenti proweitivi del terzo ordine sono o',

Infatti per determinare un A, occorrono tre condizioni necessarie
ad individvare I'A’,, tre per I"A", ed uno per il gruppo (P, P, Py).

12. Consideriamo un A,,. Ad ogni punto di /3, per es., & coordinato
uno ed un solo Ay, Tuthi questi Ap, costituiscono un faseio.

I gruppi comuni a due Ay sono comuni a tutti gli A, del fascio,
e ne formano la Jase.

Tali gruppi sono evidentemente tutti e solj i gruppi apolari su /3, f..
Se dungue I'A,, non & degenere, essi sono due soli; se I'Ap, & dege-
uere sono infiniti. In questo caso il faseio si dice singolare.

La base di un fascio di A,, non singolare & costituita da due gruppi
di elementi distinti o coincidenti, quella di un fascio singolare dagli o'
grappi formati da un elemento di £ (o fu) e da tutti quelli di £ (o £f7).

In un fascio di Ay, esistono due e due soli A, singolari.

Questi sono €videntemente i due debterminati daj punti apolari
Pt,s.l)n,i e P1,= ' Psm-

Lsiste wno ed un golo tascio di A pi Che contengn due aggrnppanenti
Ay, A"y, dati.

Eseendo £, ,7: i due sosbegni dei due aggruppament: dati, si prenda
un’altra forma di 10 specie fu ¢ costruigmo laggrnppamento del 3¢ or-
dine A, nel quale A, A%, sone gli-ageruppamenti polari di due
elementi P,,P", & (Py, Pg, Ps) & um altro Zruppo.

Gl aggruppamenti polari degli elementi di f; formano un fascjo
che contiene A%, A", Restando fissi AL A%, (P, Py) e variando
P, P%, Py si hanno @® Ay, i quali perd individuano lo stesso faseio
Su fi,fe. Infatti se a Py, P, P, sostituiamo gli elementi Qs,Q"%, Q,,
mediante una proiettivita in cui sia

(P P Py A Qs Q% (}s)

il nuovo Ay, si trusforma nel primo e i dne fasei su f,,7; sono identici.
Dal teorema precedente risulta.
Due Ay, individwano un faseio.
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Se due fasei di Ap, hanno due aggruppamenti comuni, coincidono.

13. Ogni aggruppamenio proieitivo Ap, del 3° ordine si pud dedurre
da un aggruppamento (Ao)s 0 (As)s prospetiivo.

18, Dimostrazione.— 1. Supponiamo A, non degenere e individuato
dalle sue coppie apolari, costituite dai sei punti Py, e da un suo
grappo Mi, Mg, M, (§ 10).

Si prendano tre rette », 7, o sghembe due a doe ed un punto O;
essendo » la retba che passa per O e incontra v, n, 8i ponga Pu=7s
e siano My, M's, My i punti d'incontro di 7, 72,75 con un piano arbi-
trario condotto per . Si stabiliscano tre proiettiviti fra fi.fs, /s @
71, 73, 7a Tispettivamente in guisa che sia

(Pis Pie M) A (Plye Py My)
(Paz Py M) A (P'oz P'ax M's)
(Pas Poe Mg) A (P’ Plyg M').

E allora evidente che I'aggruppamento proiettivo, che si ricava
dall’'(Ay)s prospettivo rispetto al centro O sulle lre retie 7oy, 7y per
mezzo delle snddette proieftivitdy, & precisamente 1'A,. dato.

Similmente si prenda un trilatere 77,74 ed una secante che fagli
i lati nei punti M,, My, Ms. Poniamo P, =77, e si stabiliscano fre
proiettivita fra fi. fs, /2 @ m, re, 73 rispettivamente, in modo che sia

(Pig P1s M;) A (Py P M'y)
(Pas Py My) A (P Py M)
(P3y Py My) A (Pe Py M),

E allora evidente che I'A",, che si deduce dall’ (As)) prospettivo
su 7y,73,7y per mezzo i queste proiettivita & precisamente I'A,. dato.
II. Supponiamo 1'A, degenere.
Sia Py il suo punto apolare su /i, @ PP Py, P's.P”, P"s tre coppie
apolart su fs, f
Prendiamn una retta » e due reite coineidenti vy, ry. Sn qoesta
siamo Hy, H", H" tre punti arbitrari e si stabilisen la proiettivity
m gumss che sia
(e P P A (He H HS)
(PP P ) A(H's H's H"s)

ed una proiettivitdy fra fi ed 7, in guisa che P corrizsponda ad 7 »e
(oppure al punto d'incontro,di ry colla retta che passa per O ed in-
conitra 7. 7). Allora T"Ap, & precisamente guello che ottiene dall’A'p,
gingolare su 174, 1v, 73 per mezzo di della proieblivita.

2 Dimostrazione. — Sia dato un A,, su tre retle 7,1, 7. € siano
(Pyg, Par) (Pya. Pag) 1 due groppi apolari sulle rette », .23, Questi groppi
saranno comuni a futél gli aggroppamenti proiettivi del 2° ordine
polari dei punti @i 7s

Preso un punto arbitrario () sulla retta s =P Py, si consideri
una retta arbitraria +, situata nel piano OPis Pu. E evidente allora

-t
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che la stella di piani di centro O determing sulle tre retie r,, Ye,rs
Un aggruppamento prospettivo (A1)s che ha (Pyg, Pyy) (Pyg +P=) per coppie
apolari sulle rette 5, ) Tae

1l fascio degli A,, polari dei punti di #, rispetto a questa (A,),
coincide con quelle dei fasei polari dei punti di r, rispetto all’A;, dato.

Infatti I'Ay, polare di un punto Py di 73 ¢ individuato da on sno
gruppo (Py, P2) (essendone gia dati altri due gruppi). 1 piano OP, P,
taglia 75 in un punto P, il cai aggruppamento polare rispetto ad (4,),
contiene le coppie (Py, Py) (P, Pa) (Pig, Prs) @ quindi coincide con A,

Segue da cid che, se si determinano nella stessa guisa tre coppie
(Ps, P%) (Qs, Q%) (Ra, R) sulle rette 15, e si stabilisce la proietti-
vita fra »y e #% in modo che sia

(P5Q: Ra) R (P'y Qs RYy)
Ay, dato si trasforms nell’(A,),.

IV. — Xuvoluzioni ai 8 ordine,

14. Supponiamo di avere up Ay, qualunque, e che le f,, /i coinci-
dano. L'Ay, su £, f2 corrispondente ad un punto P, qualsiasi contiene
le due coppie (P, Py), (Pie, Py). Affinche tale Ay, sia involuborio, qua-
lungue sis, Py, & necessario e sufficiente che gli elementi suddetti si
corrispondanc in doppio modo, ¢ poiché due involuzioni non hanno
che una coppia comune, bisogna che coincidano

Pu, Py e Py, Pu

Similmente, Supposto che coincidano 7, fe, [ affinche tutte le Ay
determinate dai punti gi fr su f, fa, siano involnzioni, & necessario e
sufficiente che coincidano

Pﬂj. Ps-.- t l’:‘:; I):s; B

e perché siano involuzioni futte Je Ap, determinate dai punti di 7.
S0 fa. fo, & necessario e sufficiente che coincidang

Pna. pla e Pm,Pu-

Quando sone verificate due delle condizioni suddetle, & verificata
la terza, ed allorg I'Ayp, si dice un'sneoluzione e indica col simbolo Ty,

Donque affinche un Ap; sia involutorio & necessario e suffictente
che coincidano

Pm. IJﬂit pl:.'! e }"ﬂlr Ijﬂl! Ijlﬁ'

Ne segue:

e w'involuzione del 3° oydine eseste wna ed una sola coppin tpulare,

Un’involuzione del 3 ordine ¢ determinate, se si conosce la coppice
tapolare (Q, Q) ¢ un suo gruppo Gy (A,, A, A,
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Infatti un punto A, ha per polare un’involuzione del 2° ordine di:
cmi Q,Q e Ay, Ay sono due coppie (i,h k=1,2,3), ed & quindi in-
teramente determinata.

Preso allora un punto B; snlla retta » si potrd determinare 1l suo
coniugato By nella involuzione polare di A, (che cioé contiene le coppie
Q,Q & As, Aj). Allora anche B; individua nn’involuzione di cui Q, @
e Ay By sono due coppie.

Volendo allora il polo della coppia B, Gy arbitraria, bastera trovare
il panto coningato a C; in questa involuzione.

V. — Aggrn‘ppmnentl prospettivi di 4° ordine di specie 0,

I5. Sieno date quattro rette »y, »y, 73, 72 sghembe fra loro due & due,
e si considerino gli «® piani dello spazio. Ognuno di questi piani =
incontra le qnattro vetta ry, »y, 4 4 In quattro punti Py, Py, Py Py, tali
che tre di essi determinano il guarto. Questi o* gruppi di punti for-
mano un (A)..

Essendo 4, A, k, [ gl'indiei 1, 2, 3,4 scritti in un ordine gqualunque®
risulta che in generale:

Tre punti Pi, Py, Pu sulle rette o, i, o individuano un punto P
della 7, che 8i dice polo del gruoppo (P, P, Py).

Due punti P, P, delle »;, », determinano su », 2 un (A, polare
del gruppo (P, Pu).

Un punto Pi di »; determina su »,, », # un (Aq)s, polare di P,

Un gruppo di tre, due o un punto si dice apolare quando non ve-
rifica le condizioni precedenti.

16. Sopra ogmi terna di »ette vy, v, v esistono dwe fasei di gruppi
apolari.

Se s & una retta che incontra », m, n, (ossia una generatrice della
quadriea » ru m) i e punli Pi= g, Py = s, Po=— @ non individuano
un solo, ma o' piani, e quindi tutti i punti della ». Dungue (P, Py, Py)
&€ un gruppo spolare.

Stmilmente ogni piano = per r, determina tre punti P/, P, P\,
che formane una terna apolare, poiche ad esso cormsponde qualungue
punto di 7. Si oftiene cosi un secondo fascio di elementi. Dunque
per ogni terna di » 2, », esigiono due fasci di terne apolari.

I punti di ciascun fascio determinano sulle retie #, vy, »n tre pun-
teggiate proiettive.

I due fasei di terne apolari hanne due gruppi comuni.

Infatti esistono due vette s, &" che incontrano r,», 7y, . I pinni
ry', e’ determinano due gruppi del secondo fascio upolure, cho ap-
partengono anche al primo faseio.

Ponendo ris' = 0/, ris" = 0", i due gruppi di punti (0., Og, Os, 0J)
(O, O, 04", 0,") godono delle seguenti proprieta.
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Una coppia O, Ou ha per polare I'aggruppamento smgolare for-
mato dai punti 0,’, 0.

Un punto qualungue O, ha come polare un A, singolare, che &
spezza nei tre 0y, 0, 0/,

I7. Esaminiamo ora qualche caso particolare.

I Biano », 7o, 73, 7% generatricl di tma serie rigata. — Tutte le
retle che si appoggiano a tre di esse, mcontrano anche Ja quarta e
sono le generatriei dell'altro sistema della quadiica.

In questo caso esiste un fascio di gruppi (04, Qs. 0, 0,). che go-
dono delle proprieta esposte nel § precedente,

I due fasei di terne apolari su »;, 7, r, coincidons eol fascio di
terne O, 0, 0,,

IL. Se due rette », », 8'incontrano in un punto 0y, le rette che &
appoggiano a 1, 9, 7, SONoO quelle del fascio che ha per eentro 0, e
Per planc = =0y #, e quelle del fascio che ha per sostegno wy, =, r,
e per centro il punto 7, 2,

In questo caso la proiettivita stabilita su a, " 7 dai gruppi delle
terne apolari & degenere,

* Taiti i punti 0, di 7. hanno per corrispondente sa 7, ¢ o punto 0.
Tutti i punti di  hapno per corrispondente su 7, il punto 7,7, sun
il punto Oy e il punto sulla proiezione da m, 7, ece. .

Per Ie altre terne di reile 7 non esistono singolarita,

I due gruppi (0/0£05'04) e (0,"0,”050,”) somo dati dalla retta
che passando per 0, incontra v & 7 e dalla retta del piano =, che
unisee i punti d'incontro di questa com », e »,

IIL. Se ire rette 7, r,, » passano per un punto Oy ma non stanno
in un piane, esiste un fascio dj rette (quelle che passano per Oy, e
incontrano ») che e incontrano tutte e quattro, Dungue il fascio di
elementi (0, 0, 0, 0,) & degenere, coincidendo sempre 0, Oy, 0, con 0,

IV. Se tre rette 7. 1, 7 giaceiono in wn piano % ma non Dassano
Per un punto. esistendo nn fuscio di rette, che incontrane l& o2y o,
avente -, per sostegno e P, == ¢ome centro, A tulti j punti di s
eorrisponde il medesimo A, prospettivo snlle », », 1,

Il fascio di elementi (04 Op Oy, O3) & degenere coincidendo sempre
O con P,

18. T gruppi di un (Au) corrispondono univocamente g piani dello
Spazio. Da ecid discendono queste conseguenze.

1° T piani di un fuscio di piani determinano un fascio di gruppi
(Ps. Po. Py, P,) appartenenti all(Agk. T punti delle singole rette costi-
tniscono quatiro punteggiate praiettive.

Similmente i piani tangenti ad un cono (nadrico, tangente alle
1 T2, 75, vy determinano un fascio di gruppi appartenent] all'(Ag). 1
singoli elementi generano punteggiate proiettive,

Siccome le rette sono ot o ogni punto dello spazio & vertice d’ oo’
eoni quadriei tangenti alje quatiro rette abbiamo:
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Esistono due sistemé di «=* fasci di gruppi auppartenenti ad un A;,.
Li chinmeremo rispetiivaments di préima e seconda specie.

20. I piani di una stella determinanc wna rete di gruppi di Ay, In
un Ap, esistono " veti di gruppi.

Un fascio di gruppi di prima specie ed una rete hanno in generale
Wit $0L gruppo comune,

Un fascio di gruppi di seconda specie ed wna vete hanno in gene-
rele due gruppi comiend.

VL. — Aggruppamenti proiettivi di 4° ordine - Fasei.

19. Siano ora fi, fa, f5, /i quattro forme ¢ualunque di 1» specie, e
stabiliamo quattro proiettivita fra esse e le quatiro vette sy, ry, 24, 7
collegate da un (Ag)..

Anche fra ghi elementi di fi, /i, f5 /1 viene stabilita una corrispon-
denza, per la quale tre elementi scelti ad arbitrio sulle £, fi, /i ne
individuano uno su fi: due elementi scelti su £, /. individuano un Ay, su
1« fi ece, Si hanno dunque per i gruppi di elementi delle £, fs, /5, 7 le
stesse proprieti, che valgono per i gruppi dell’(Ay), sulle rette y, 9%, 1%, 7.
Diremo che questi gruppi formano un aggruppamento proiettive Ap,.

Questi Ay, godono di proprietd aneloghe a quelle deghi (Ag)s pro-
spettivi, e presentano gli stessi casi particolari di singolarita e dege-
Nerazione,

20. Prescindendo ora da qualsiasi costruzione geometrica, definiamo
laggruppamento proiettivo del 4° ordine nel modo seguente.

Si chioma aggruppamento proiettivo del £° ordine, ¢ § indica col sim-
bolo Ay, lu totalita dei gruppi G, di 4 elementi apparienenti a quattro
forme di prima specie §1,4a.15,1,, ¢ quali soddisfano alle seguenti condizioni :

1° 1 gruppi @y, che con un elemento P, di fi formano un gruppe Gy
dedl’ Ap, , costituiscono wn aggruppamento proiettivo del 3° ordine, che si
tlice PoLARE i Pi.

2°. 1 gruppi Gz che con due dementi P, Pi i £, £, formano w grippo
Gy dell’ Ay, vostituiscono wn agruppamento proiettive del 2° ordine, che
i dice poLarn di Pi. P

3%, Esiste (in generale) un solo elemento P, di 1, che con bre elementi
P., Py, Px di £, 4, & forma un gruppo dellA,,. P, si dice PoLARE del
gruppo (P;, Py, Py).

Le ultime due condizioni dono evidentemente consegnenze dells
prima.

Dimostreremo che ogni A;, di guesta natura si pud ricavare da
uno prospettivo nel modo indicato nel § precedente.

21. Per ogni elemento P, de [, esistono due ecoppie di elementi di f., fx
che con P; formano wn gruppe apolare per A,

Sin dato un A, su quattro forme fi, fafs fi. Due elementi Py, P";
di fi determinano due Ay, che ammetiono @ elementi comuni.
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Infatti preso un punto arbitrario P, di /5. le coppie P, P, e P P,
determinano su £, £, due A, A", che hanno (in generale) dne gruppi
comuni A;. Ag e B;, Bg Ne segue che A:A;PsP'g e BlBngP".; 80no
gruppi di Ay, 6 quingj j] BTUppo A;A.P, 2 apolare, Lo stesso pud diraj
di B,B,P,,

22, U Ggruppamenio projettive el 40 ordine A, ¢ andividuato,
qndo si conoseono 9 aggruppament: A'psy A%, polari di dye element;
P P8 % aup gruppo (Py, Py, P,, P,).

LAy, polare di p, € Interamente deferminato (aj dati suddetti
Infatti esso deve contenere i gruppi @, formati da P ¢oj gruppi del-
I'A’y, polare di p, rispetto ad A’ da P’ coi gruppi dell'A",, polari
di P, rispetio ad A"y e il gruppe (P, P, P) (§ 11).

Parimente & determinato l'aggruppamento polare di un punto gy
bitrario M, dj 7 Infatli esgp deve contenere I gruppi G, formati da
Pio P’ con i gruppi dell'A’,, o A”p, polari di M, rispetto ad A", A"y,
ed un groppo formato da ¥, eon yp gruppe Gy polare di M rispetto
all'A;, polare dj Ma.

Infine & facile vedere che ¢ determinato anche I'aggruppamento
polare di uy punto Mi dj 7, Segue da cip,

CU aggruppament Protettivi del 4° ording sono oo™

Infatti per determinare A'p, A e il gruppo (PiPsP3P,) occorrone
rispettivamente iy condizion, poiché dei quattro punti Py, P, P, P,
tre sono arbifrar.

23. Dato un Ay, tutti gl agsruppamenti polari di f,, Per es, si
dice che costitiiscono gy fascio,

1 gruppi comuni g due aggruppament; di un fascio sono ; gruppi
apolari di f, fo o ed appartengono anche n tutti gli altri aggruppa-
menti del fasejo, Dunque tutti gli aggruppamenti g un fascio hanno
in eomune gli o’ gruppi di due faser.

Esiste ung oq Wi sol fascio che contiene dye Cgyruppamenti A’ A"y
dati ad arbityio

La dimostrazione di questo teorema identica a quella del § 12,

In altre parolo: dnp Ay A individuano un fascio, Se due fasei
hanng dng Aggruppamenti ecomun; coincidono,

24. Ogni Ay, i pub trasformere i uno prospeitive (A,),

Sia dato up Ar, su quattre retie lsfa e fi: easo determina un
faseio dj Ay su i, fo, /. Consideriame due aggruppamenti Ay, A, polari
di due punt; U.. V., e siano (Hy, H) (H,, HY) Je coppie apolari per A,,
e (K, Ky) (K, K le coppie apolari per A, s [, fa.

Scelto nn Punte O su H;H, ed uno Oy su K,K,, sia 7s la retta co-
une ai piani Ol H,, OK'\KY. Si Possono trasformare Ap, A%, in
n dye Prospeitivi su £, , i, 7a Tispetto ai centri 0,0, (§ 13).

Considerando opg I'(Ao) prospettive SU fi, [o 79, 1= (00y), questo
individug s, /i Tey 75 un faseio dj Ay, che ha co] precedente dpe ag-
stuppamenti comunj, | due fasei dunque coincidono, e quindi totti m)j
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aggruppamenti Ap, del fascio precedentemente considerato su fi,f, 7,
sono prospettivi,

Sia 8,8, 8, un grappo polare di un punto S, di fi. Allora stabilita
una proiettivith fra £, e », in guisa che sia

(UVSOR (00,8,)
essendo S il punto comune a » ed al piano $,8,8; (8, COTTispon-
dente di S, su 74) I'A;, si trasforma nell'(Ao), prospettivo,

2b. In ogni Ay, esistono due gruppi (Hy, He, Hy, Hy), (K, Ks, Ky, K.)
tali che tre punti quatlungue di wn gruppo formano wna terna apolare.

Trasformato Ay, in uno (A,), prospettivo, i gruppi suddetti sono
quelli determinati dalle rette che s appoggiano sui sostegni.

Chiameremo i gruppi suddetti grupm base.

Per mezzo del teorema precedente si pud semplificare la tra-
slormazione di un A, in uno prospettivo (Ao), quando si conoscano
1 gruppi base.

Sieno (H. Hs, Hy, Hy), (K, K., K, K.) i gruppi base, (R,. Rq, Rs, Ry),
un grappo appartenente ad A,,.

Scelte quattro rette sghembe due a due 71y T2, 75, 7y, steno (H,; Hj,
Hy Hy e K5, Ky, K, KD i puuti d"incontro di esse eolle corde communi
€ Ry, R, R R i punti @ incontro con un piano arbitrario.

Stabilite fra /i ed » quattro proiettivita in guisa che sia

(HER)A (HKR)
si trasforma 1'A;, nell’(A,), prosgpettivo,

VIL. — TInvoluzioni di 4° ordine,

26. Consideriamo wn Ap, su quattro refte fi, 7, fs [1. & supponiamo
che 73 e fi coincidano, ‘

Prendiamo una coppia di punti P,, P, su f1. fo, €siano Hy, H, e K, K,
le due coppie che con F. formann un gruppo apolare per fa, fa, 4.
Affinche T'A,, determinata da Py, Py sia involutoria, (qualinguoe sia P,,
¢ necessario ¢ sufficiente che comneidano Hy, Ky ¢ H,, K,. Se quesia
condizione & verificata, essa & vorificata anche supponendo che Py vari
sulla fo. Infatti H,, H,, Ks K. percorrono su 7, punteggiate proiettive
& Pa, ¢ quindi fra loro, e siccome ung coppia si corrisponde in doppio
modo, tutte si corrispondono in #oppio modo,

In simil guisa, supposto che fi, fa, fa /i coincidano tutte, «i puo sta-
hilire la condizione affinche tutte Je proiettivita su /i /i determinate da
due punti di £, siano involuzioni.

Allora diremo che Ay & un’ fnooluzione 1,.
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NOTA 'SULLA CONCOIDE DI DE SLUSE"

Sienn () un punto e o una relta fisea; una retla mohile, passante
per O inconfra « in P; si prendano su OF due segmenti eguali PM
e PM tali che sia

OF X MP=0P X PM'= K*(cost.):
il lnogoe dei punti M ¢ M s compone di due concoddi dette di de Sluse

(s1 suppone M posto fra P ed 0).
Indichiamo con OA =« 1y distanza di O dalla retta ¢; prendiamo

O per polo ed OA per asse polare.
L'egnazione polare della concoide, Tuogo di M, sari

(] il -
cosﬂ(cus b ?,)_k ‘

-—

(%) Quentis nols ml & sbaia suigReria dalla genarnhizzazione dnis dil #ig, Cannoso-Lavses, el
tooromn dylln uistione 1897 dull' butermedinire des muthsimutiviens,
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0s88ia " B
a* — k*cog®
(1M =
acosl

L'equazione polare della concoide luoge di M' & analogamente

1] it ] -
r— —.
cos b cos b

03sif , .
) r_u(l-Jf—k cos*fl
aeosf
Le equazioni (1), (2) in coordinate ecartesiane divengono
(3) ax (7 = (a* — ) 2*+ o)
(4) ar (2 =+ y) = (a* + k%) 2 + a'y".

Queste due concoidi, che possono chiamarsi gemelle, sono cubiche
circolart unicursali, dotate di asse di simmetria ed hanno ambedue
per assintoto la retia d.

La curva (4), gnalunque siano i valori di @ e di / ha sempre la
siessa forma; ha un vertice con la tangente parallela a  ed un punto
isolato in O.

La enrva (3) ha forma analoga alla curva (4), quando & k<< a;se e
invece k=unu, essa diviene la cissoide retta avente OA per tu.ngente di
regresso; se poi & k> a, allora ha un punto doppio e un vertice. In
quest’ ultimo caso &i ha una curva del gemere della sirofoide reitfa.
D’altra parte per k*=2a" la curva (3) & effettivamente una strofoide retia.

Le due equazioni (3) e (4) si possono scrivere

-(rr = f—;g) ——IT’

(5) ==l .
r(u 4 %,) —

(6) r==x LT :

Le due coneoidi (5) e (6) hanno dungue un'equazione del tipo

~ . @& —ul ]
l'J .'u_‘IVJ._F

Osservazione. — Le concoidi di de Sluse possono anche definirsi come
podarie di una perabola rispetioyn un punto del suo asse.

Ricerchiamo aleune formule e proprieta delle curve (7) per appli-
carle poi alle curve (5) ¢ (6), fucendo

a
-3

(8) a=0F B=u.

I. Caleolo dell'area finita compresa fra la curva (7) od il suo assintoto,
Si pud porre
e j = tan" g;

] v
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da cui
x=wcos" ¢ - Bsen'y
B
y=xtan g=—uasenypcos g m
3 COS @
a

= 2{(f— z)seng coso.
Ma il differenziale dell’area U, racchiusa fra la curva 'asse delle z
e due ordinate, ha per espressione
dU =y dr=2(} — «) [« sen” p cos® ¢ 4 sen’ @] dyp.

Se integriamo fra z=0 e »#=ua, ciod fra cng— e g=>0, si ha

per l'area totale

J=

U=4(z—p) |z * sen® cos® ¢ do +p sse]:l'n:pd:p.
W :P 0

Ma
fsen’cpcus“q:d:p=£. ,Fsen'qadcng—z.
) i6 L 16
dunque
) . 0T (— 13.)1(:: +3B)

S'intende bene ¢he quando la curva (7) ha un punto doppio, I'area U
indiea la differenza fra I'area della foglie e Yarea compresa fra il
resto della enrva e l'assintoto, avendo gueste due aree segmo con-
frario. '

Se & a=—23f, l'equazione (7) diviene
T+ 33
0 V=1 .
(10) Y 'L]/ B—ux
Questa & T'equazione della trisettrice di Mac- Lawrin, e siccome si
ha in tal caso U =0, resulta che l'area della foglia defla trisettrice di

Miie-Lawrin & equivalente all'aven compresa fra il resio della eurve e il
gue assintolo.

Sostitnendo i valori di « e § dati dalla (8) nella (9) si ha

4
(11) U="5 (1 5 da).

Le due concoidi (5) e (6) hanno dunque rispettivamente per area
T

4:: (4a® - &°).

La prima mostra che se & k< 2a, larea compresa fra le due concoidi

che sono assintotiche U'una all’ altra ¢ 2wk
&

Se & k> 2a quest’area e%

(12) = %": (B —da®) |, U=
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Se & k=24, U,=0, la curva (5) & una trisettrice di Mac-Lawrin.

L’'area compresa fra questa curva e la sua gemella & 8ma’.
Sp @ k=a, la (5) & una cissoide refta; la sua area e quella della

ecurva gemella sono respettivamente

3ra’ swa’
T U!I—_ 4 h
L'aren compresa fra le due curve ¢ dungue 2ma™

Se & k=aV2, la (5) @ una strofoide retta; la sua area e quelle
delle curve gemelle sono respettivamente

U\; == ‘I'Cﬂ’ ) Ug = 3110".

L'area compresa fra le due curve & dme’.
1. Equazione della tangente e della normale in un punto della curva (7).
L'equazione (7) pub scriversi

z (@ + ") = ax® + B/’
Ponendo y=tz, si ha per le coordinatie di un punto, in funzione di #:

U’;-—"_—'

_ =B  at--BP
(13) B=J Iy =q3 @
L'equazione della tangente in gquesto punto &
' da d
(14) [X_:”):Ei:ﬁ—y):-d%'

Ma
(15) de_2@—a)t dy__a(—t)+BBEFT)
@ (8 ' di 1 2) -

quindi sostitnendo con i valori (13) e (15) nella (14), ;1 trova per

I'equazione della tangente

18  Xla(1—&) 88819} 42y (x —p) t=(z+ ).
L'equazione della normale nel medesimo punfo (13) &

. i ty
E =@ —1N7gm="

0S81R
(17)  2(p—ol XY (1 —H-33 ) =t (a1l -2)—el.

Le formole (16) e (17), nelle quali # non & altro che tan g, usata
precedentemente, sono di assas facile applicazione.
Nei casi particolari seguenti si ha:

1°, &=0 (Cissoide retta).
Tangente X (3t° ') — 2tY = [it".
Normale 26X+ Y (36 #) = Bt (t* - 2).
2'. B=—ua (Strofoide retta).
Tangente X (1 —48* —t*) &Y =a (1 —2°)"
Normale #X —Y (1 — 4ff — t)=—at (1 — %) (*+ 3).
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. a=—288 (Trisettrice di Maec-Laurin).
Tangente X {t'-- 61*—3) — 8tY =B (* —3)".
Normale BiX-|- Y (#4- 6:2—3) =pt (1*—3) (£*-|- 5).
. Da un punto (X,Y) si conducano le quattro tangenti ¢ si abbas-

8ino le cingue normali alla eubica (7)) trovare i coefficienti angolari delle
rette che congiungono Uorigine O ai punti di contatio delle tangenti ed

ai piedi delle normalt.
Le equazioni (16) e (17), ordinate rispetto a #, danno:
(18) B (X—B) (X (35—2)—22pT+2(2—3)t Y +a(X —a)= .
(19) B4 —3Y 284 —Y (38—a)*+{2(28—a)—2(8—2)X Jl—2 Y =0,
Se indichiamo con t,, 4y, #, 4 i coefficienti angolari dati dalla (18)
e con Ty, Ty, Ty, Ty, T5 quelli dati dalla (19), avremo:

X (33 —a) — 223

120) ~th =0 y =iy = rj (E — [5] b
_2(f—a)Y  efX—a)
H=Tga—p WA =gy—p)

Y

21) m:g , IT\T.=2 , zTIT,TF&BTi)

23 —a) —2 (B —
ET]TETET{ - Z ( 3 a) ﬁ! 2 (E ﬂt]K ’ T;TgTaT;Tﬁ — EI;_? .
Ne derivano moltissime proprieta di lnoghi geometrici come i se-

guenti:
]0. Si hﬂ. Et;=0. ET1T9=2.
2". 1 lnogo dei punti (X,Y) tali che le espressioni Btiy, Shisf,,
P-4 t]_tgfat‘h BT“ leTh ET]TnTg‘ ETjg,‘gT;T;, TlTsTnTaTa Sie'ﬂ(l CQBtEﬂtio
sono linee rette.
3" 11 Tuogo dei punti tali che sia
l'-jfgtgf-q, + T‘I T;}TsT]Tr, = ¢ost.

e an'iperbole eguilatera.
Per mezzo delle (20) e (21) si potrebbero trovare mollissimi altri
Inoghi gevmetrici analoghi costituiti da coniche,
_ LV. Si conduce per ogni punto M della curva (7) lu retta OM che
*ncontre Vassintoto in P. Lu perpendicolare condotta in P all assintoto in-
contra la normale #n M in un punto N ¢ la tangente in M in un punto T.
11 lwogo del punto N & unn parabola; gueflo del punto T ¢ una quintiea.
La retta OP, avendo per equazione Y = (X, facendo X =04, si ha
per l'ordinata del punto P il valore tp. L'equazione della retta con-
dotta in P perpendicolarmente all’assintoto & dungue

(22) Y =143
Ii Iungq del punto N =i ottiene eliminando # fra le equazioni (17)
e (22), e si ha

y X : : ; Iy
3(B—m)g+%(3ﬁ—a)+;;a+a:w—?[%+(2-3‘“’]'




o
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ovvero, dopo fatte le riduzioni e dopo aver soppresso il fattore (f —=):
(23) Y2} 28X — i =0

che rappresenta una parabola avente per asse Oz, ed il eni vertice
lia per coordinate

i "
X=5 , Y=0
Tl luogo del punto T si otfiene analogamente, eliminando ¢ fra le
(16) e (22). Si ha cos1 la quintica:
(24) XY 48B3 —a) Y4 ap®l=5[Y"-+28°Y° 4+ ']
Le espressioni racchiuse nelle due parentesi quadre sono divisibili
I'una per I'altra se si ha
i— .
Bea_1 1 o P —38E30=0 , (=B E—2=0.

28 a

B dunque soltanto per « =, cioé, quando la cubica (7) si decom-
pone in tre rette, che 'equazione (24) si riduce alla retta z=—8.

Osservazione. — La parabola (23), relativa alla concoide (5), ha per
equnazione

-(25) Yit2aX —a' A2 =0
La parabola analoga relativa alla concoide (6) ha per equazione
(26) Y4+ 2aX —a'"— k=0

Le guintiche (24) relative alle concoidi (5) e (6) hanno rispettiva-
mente per equazioni

(27) XY|aXY? (2a+—)+a-x (“_’F”)__RT v ,;;),'
(28) S?}‘F”l\'” "‘n— n)—{—n“‘( fr—}— J—rrﬁt}—')n FaL g (ﬂ’_},%")xl

Supponendo che & vari mentre l'assintoto comune alle due con-
eoidi (5) e (6) rimane fisso, si trova per il luogo dei punti d'incontro
delle quintiche (27) e (28) la cubica

(29) X (Y'— o) 24" 0.

V. Luogo dei punti & incontro della tamgente in M alla concoide (5)
con la tangente in M alle concoidi gemelle (6),

L'equazione (16), dando ad o;. B 1 valori dati dalla (8), ed avendo %*
successivamente 1 regni — e -+, diviene

A’hﬂr o (L4 _;f]

—[ea+m+ET

X[oa+emr—Ea—n]-
X[at40r+2 01— 0]+

BY-’.-'?:
a
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Queste dne equazioni, risolnte rispetto ad X ed Y, danto per lo
coordinate di un punto de) Iuogo

#
X——=u+m , X(1 —-ta)+2£Y=2£3f] + ),
Facendo ¢ = tan ®, le precedenti equazioni divengono
(X —a) o =K'c0os'y . Xecos2 ? T+ Ysen2p=2y

Resta ora da eliminare pfra le due ultime equazioni: la prima di
egse di

L)

.;2; Va(X-—a),

Sostituendo il valore di eos 2p pella soconila e rendendo razionale
l'equazione ottenuta, si trova per I'equazione del Inogo

2 da® | g
x4+ {5 (X —a)- 1§+ 44X +-4a*— y2 | —
=I$nx—@mtyw+mm%
Questa rappresenta una sestica unicursale, che ha un punto doppio
€ due assintoti,
Le eoordinate di up punto della curva, in funzione di @, sono

14 eos2¢ =

kl
20—a cosp — - €08 @ cos 2g

(30) x=a+£’—:m‘¢ . Y=

sen 2y
Per p=0 g ha
X=6+% , Y=uw.
Per cp"—=§- si ha
X=q , Y=o,

i
La curva ha dunque due assintot; paralleli X———n—]—% eX=g"
Lssa & costitnita da due rami che s tagliano in un punfo soll'asse
Y==0)

Si pud facilmente determinare I'area dellg curva (30). Si ha

dl dX
— vy f4
Ma R “
dX 4 .
dp — @ tos'pseno,
dungue )
' 2k k*
:Ll{g =5 cos' [E" cos' ¢ cos2yp - ¢ cos 29 — 2a],
ossia
dU  2r2ps ke
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L'area totale U compresa fra la curva e i suoi assintoti & dunque

I

wPrﬁ' e 3
U=? P A cos":pdrp—“—, u cos’ il -
~+ 2u ’.,cos‘ epidp — 30t ’ " cos® cpci’cp]-

4 _ = 3 A _3_7-;
[cas‘cprlq:—4 : -/:cos q:dcp_lﬁ,

Ma

= a

Y i i e O ? 08wy — 28
[cos pdp=735 , j:cos ..cf?:p—?_sﬁ-

dunque :
r— 3wkt (51 — 16a*)
o 32¢° '
Se & k= _?_a , 8 U=0, ciod I'area compresa fra la curva e uno
V5

degli assintoti & equivalente all'area compresa fra il resto della curva
e laltro assintoto.

Se & k=a la curva (5) & una cissoide retta. La (30) & allora nna
curva analoga alla curva gemella (6) avente lo stesso vertice e lo
stesso assintoto di questa. In tal easo si ha

33ma”
U= 32

VI. Luogo dei punti d'incontro della normale in M alla concoide (5)
con la normale in M’ alle concoide gemella (6).

L'equazione (17), dando ad o, 3 i valori dati dalla (8), e % avendo
successivamente i segni — e 4, diviene

2tX EH—F ¥ [a (14 r“JE—f; ( ——ﬁ)]z f[rf’ (* 1)“—:'7:]1

—%X§+YLHL%ﬂt%§u—ﬁﬂzdfw+lP—;L

da cui, risolvendo rispetto »X e Y:

g i

(31) Y:l[ﬂ-— m]-
CY(—#)  (1—19 4

(32) =" =3 [“—m]

Dalla (32) si deduce
(33) K=Y (1 + )" — 4%
4 (X V) =1" (14",
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e sostitmendo 1] valore
S SN &

(1 + ﬂ"g — 4,‘! [XE+Y!)
nella (51), si ha
) Y
Y= — oy

at* — Y _'_47."(;__% =),
Eliminando £ fra questa e I'equazione
Y +2:X — Y =),
si ha per I'equazione del Inogo proposto:
8a® (X7 Y?) (Y? + 2aX) [20® (X* - Y") AKX ] =[h*Y*— 4 (X4 YY)

Questa r&.pEJrasenta una. sestica bicireolare ed unicursale con un
punto quadruplo nell’origine.

o881a

4
Per Y=0si ha X=0, X= 2a:‘. (punto doppio).

Per X=0 sj ha ¥ =0, Y=k‘;—a;1a‘_

Gli assintoti paralleli all'nsse delle vanno a distanza infinita,
¢10d la curva ha due rami paraboliei.
Se k=a, la (5) & una cissoide retta e la sestica ha una cur-
spide in ().
E. N. Barmsiens,

Sulle leggi operative dell’Aritmetica

Gid da qualche anno nei libri di aritmetics proposti per le scuole
secondarie (*) vediamo adottata la massima di definire le operazioni
aritmetiche sopra i numeri interi mediante le cosi dette leggi di for-
mazione e di dimostrare poi rigorosamente le proprieta caratteristiche
di dette operazioni eliminando qualsiasi aiuto intuitivo, qualsiasi de-
duzione che non sia logica conseguenza delle leggi di formazione e
delle proprieti precedentemente dimostrate.

Mi sembra perd che tale scopo si potrebbe piii facilmente e sicu-
ramente conseguire col simbolismo di cui ora do up cenno: simbo-

-—

%) P. Gazeawioa, Libro Waritmetiea ¢ Pudgedrn tlomentare, torzn edizione. Pudova, 1000,
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lismo che, oltre a mettere meglio in lnee ) essenza delle leggi di
formazione e le analogie fra le varie operazioni, mi sembra possa
essere utile anche per rendere piii difficile 1'incosciente ricorso ad
ainti intuitivi, per dare una pih intima conoscenza del meccanismo
delle operazioni, per aprire eventualmente la via ad una teoriea ge-
nerale delle operazioni stesse.

&I

I. Bia data la successione naturale dei num.: 1, 2, 8, ... o @, ... ed
indichiamo c¢ol simbolo a, il successivo del nomero a.

2, Se due scritture A e B indicano le stesso numero, si dice che A
equale @ B e & serive: A =B.

3. Da A=B e B=0 possiamo dunque concludere ¢he A —(, Se
una scrittura A indicante un numero a fa parte di una scrittura C
indicante un numero ¢, si intende che in C venga posto « in lnogo
di A; quindi, se A=DB e D si ottiene da C colla semplice sostitn-
zione di A con B, ¢ necessariamente ¢ = D. Inveece pol di: * A, =
= Ay, A= As,..., Ai=Au ¢ guindi A;=A. | si serive compendiosa-

‘mente: * A;—_—ﬂu=Aa — e — 1) 1% s

4. Indichinmo ora col simbolo: f; (a, b) il numero che si ottiens dai
numeri dati ¢ e b mediante la seguente legge di formazione:

fila,)=a , fi(a,b)=(f:(a,
Indichiamo poi successivamente ecoi simboli:
fola,b), fs(a,b),... fila,D)....
i numeri ottenuti colle leggi i formazione :
fil)=a , fi(a,b)=F (f(a,b), a);
fila, ))=a , fila,b)=F.(fs(a, ), a);
Al D=e , £ (b= (0.5).0);
BB 3 e s om0 e e 0]
5. Dimostrinmo le principali proprieto di tali operuzioni.
(1) filfile,b), e)="/fi(a,f (b, ¢)).
Per ¢=1 essa & vera perché:
filfi(a,B), y=(fi (a,B). =1 (&, b) =i (a 1 (b, 1)) ;
aAmmessa per o=ux essa ¢ vera anche per ¢ =z, perché:

fi (file, ), ) =(fi (fi (2, B), ). = (fi (e, /3 (B, ). =
=hla (b a)=1(a,fi(b,2));

essa & dunque vera sempre.
(LT) hle, ) =1 (b, a).

{*) B ovvio nolurs lidentili sl simtholi wy, fy (o B) fo e b), fy(n.b) rispeltivamente cor noti
alwibell ; a1, L& w. b ak "
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Per a=h=1 essa & evidente ; ammessa per a—1 ¢ b—=g essa
@ vera anche per a=1 ¢ b=z, perche:

hlz)=(f (L a)= (fi (@, D))= (z). =, (x., 1);

essa e dunque vera sempre per a— 13 ammessa pol per a=1y essa
¢ vera anche u=gy, perché:

Al B =Filf (v, 1), B =1 (v, / (1, B) = f; (.13 (b, 1)) =
=hlfilp ) D=F(f by, ) =10, f (yg, 1) =7, (287AF

essa & dunque vera sempre,
(TIT) fe(fi (@, B e)=F (fs (a, ), fa(b, ).

Per e=1 essa & vera perché:

f’ (f! {"s b), J)=fl (a: b)zfl (fi (“! 1)! fﬂ [b' 1]]*

ammessi Poi per ¢ =2z essa & vera anche per c—. perché:
f;(flfa: bJ: 1) = (fi Ul (“' E‘]: -1')' fl(a: b)) = (fl [fﬂla! z), f!”’! x)), fl(ar b” =S

=Fulfa (0, 2), f (fa (b, 2). [; (&, a))=F (fa (@, ), /1 (1 (fa (b, ), b), a)) =
= filfa(=, x), fi (a, (b, 1)) = f;llfllf!{at @), !I), f’(br s)) =ﬁ(f9(a! .'r,), falb, T));
essa & dunque vera sempre.

N,

(IV) fa(a, b) =1 (b, a).

Per a=h=1 essn 2 evidente; ammessa per a=1 ¢ b= essa
& vera anche per a=1 e b=z, percha:

ﬁ‘ (1.2’, =f1 (fl ﬂ, z]'l' 1] == (ffl (13, 1)]- === fﬂ (‘c's ]J H

essa & dunque vera sempre per a—1: ammessa poi per a=1y essa
& vera anche per a=y. perché:

fs (s B)=fu (i (9, 1), B) =1, (e (v, ), fa (1, 0))=

=h(fa b y), fa (b, D) =11 (fa (b, 1), b) = fa(b. y.):

essit & dungue vera sempre.

(V) *falos fi (b ) =1 (fa (2, B), 12 (a, 2)).
Infatti:

(e fi (b e)) =1 (fi (b, ¢), ) = i falb, a), fale, @) =1, (fe (), fi (a, c)).

(V1) fola, s (b, €)) =Fu (f: (a, ), ).

Per ¢ =1 essa & vera perché :
Fala, [ (B, 1)) = fi (@, D) = fu(f (a0, B), 1) ;
8IMINEssa poi per ¢—.r essa & vera anche per ¢=a. perché:

fe (s fa (b, @) = fu(a, i (s (, 2), B) =fi(fa(a.fx (b, @), fe (, b)) =
=fl (fi (fs (“! b.’- -T'), 13 ("1 b” =f3 (f! (“: b)’ 3'.’) '

essa @ dunque vera sempre.

(V1I) fa (@, £ (B, e)) = £ (fs (. B). 1 (m, ).
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Per ¢=1 essa & vera perche:

fala, fi (b, 1)) =[ile, b)= fi(fs(a, b), @) =2 (fi(a, B). 7 (2, 1)) :
ammessa per c==r essa & vera anche per ¢=g, perché:
fﬁ (G, fl (bl 555” — fﬂ (‘TI (f:l ({."I :I-')}.) = f!i (fﬂ (ﬂl ﬁ (bl -T'n! ﬂ"] =
— fs(fﬁ(fa(“: b)l f“(a' 9:))1' a) = Iﬂ'rfa{”: b)r fi(fa(“i ‘n)s (4)} =f2(fa(”| Z")- fa (ﬂ . -"iu H

essii & dunque vera sempre,
In modo affatto analogo si avrebbe potuto dimostrare la (V) ser-
vendosi solo della (I).

(VIII) fa(fa(a, B), c) =Fa (fa(a, €), fa (b, €)).

Vale una dimostrazione affatto analoga 2 guella usata per la (II1).
(IX) falda, fa (b, D)= fa(fs (a, B), ),

Vale una dimostrazione affatto analoga & quella usata per la (VI).
(X) fs (@ 11 (b, ¢)) = fa (fi (@, B), f3 (a, ).

Per e=1 essn & vera percheé:

fala,fy (b, 1) = fula, b) =fa (fi (a, B), fa (5, 7)) ;

ammessa per ¢c=—2x essa & vera anche per ¢=u. perche:

fula, f (b, @) ="Tsla, (s (b 7)) = fa(fi (a, f; (b, 1)), a) =

=T (falfala, b). fsla, X)), ) =7Fu (fa (2. B), fu (fa (a. 2), @) =
=fi(fila, b), fala, x,) ;

essa & dungue vera sempre.

(XI) fila,b)=fa(a,fs(a,b)).
Infatti :
fila, b)="{als, fi (1, 0)i =[a(fs (w, 1), fs (a, B) = o {a, 1 (0. B)).
6. Osservazioni. — L'opernzione fisi puo dunque vicondurre tosto

alla fs. Ogni espressione m cni siano indieate solo le 4 prime opera-
zioni si pud quindi facilmente ridurre ad una in cui signo indicate
solo le prime 3; le espressioni cosi obtenute sono perd in generale
assal piin complicate delle primitive e non facilmente ridueibili sotto
forma pin semplice. Cosi, ad es.:

fa(fs (@, B), ;) =Fs (fa (@, B), fi (fa (@, 1), ).
fulafulbsed)=fi(a:filfalbse) b)) =Fula(filflbs,c) D) )=fula fola filfalbrc) B))).-

Per le operazioni f; e successive non si conoscono formole sem-
plici (*) analoghe a quelle dimostrate per le prime 3. Fa eccezione la
formola (X) che perd é gia meno semplice delle analoghe (V) e (VII).

' Per nessuna poi delle operazioni f3, /i, fs,... & vera in generale la
formola fi(a, b) =i (h,a) che vale invece per le operazioni £ ed fu;
infatti, ad es,,seinon & 1, siha: fi. (1, )= 1 fi.(L, 2) =f (fi. (1, 2), 1) =

(%) V. nola 8i Woerrore nui Guoraute di Crella: Vol 48, pag. 87
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={l {1, x) e quindi in generale fi. (1, )= 1 mentre invece fi. (5, 1)=5.
Per le operazioni fy ed £, ¢'® perd I'eccezione fi (2, 4) =i (4, 2) che poi,
ad es. per la f;, non vale pili. Infatti osserviamo anzitntto che, essendo
ARA=(2 D) =8 =dedfs 2,2 = (fx(21),2)=f(2,2)si ha
in generale /1(2, 2)=4. Ora:

fi 4, 2)=1i(f:(2,2),2) =fa (212 (2, 2) =15 (2,4),
fl{4s 2)=ﬁ (41 i)zfs (fl(zr 2)”1'3 (2i 2)) :f‘ (2!f1 (21 2)) =ﬁ [2: 4)-
o @A =Fi(f:(2,3),2) = 1. (fi (> (2,2),2), 2) =12 (fi {4,2),2) =
=14 2),fid,2)=(u(fi(4.2), fa (4, 4) =fi (4, f, (4.2) =
=l A4 2)=1afs (4.2), 2 (4,2)) [> f5 (4,2): § T, 6).

§ I

I. Invece di (i), ((n.),),... seriveremo pil semplicemente: .., ...

2. Dati due numeri distinti # @ b avra luogo uno ed uno solo di
questi due casi: o b nella successione naturale dei numeri segue a,
oppure ¢ segue b. Nel primo caso & & un numero della successione:
sy (s ; Mlusy. .3 €8ISt €i0& un numero » tale che fi (0, #) =15 e si dice
che a << (2 minore di) b. Nel secondo caso & & un numero della snc-
cessione: bs, by, bw,...; esiste ciod un numero  tale che f; (b s =a
e si dice che a > (2 maggiore di)b. Per a ¢ b & dunque vera una ed
une sola delle proposizioni a<<b,a>>b le quali dinotano Uesistenza di
un numero r tale che rispettivamente sio: fi(a,»)="b 1 (b,r)=a.

3. Dalle definizioni date si vede tosto che: 5> o < a secondo
che a<< o > b. Facilmenie inoltre si vede che, sea>b ¢ b= ¢ s
ha che a>¢: infatti dalle ipotesi si hn fith,7)=a , fi(c.s)=b e
quindi a=f,(f, (e, 3), ") =1, (¢, , (s, 7)). dlonde infine ¢ >¢. 1 poi evi-
dente che: ogni numero a 0 =1 o > 1.

4. Se due scrittire A e B indicano due numeri distinti « o b si
dice che A > o0 < B secondo che a > v < b.

5. Date dungne piin scritbure ciasennn delle quali indichi uno ed
un sol numero, si vede tosto che per (ue qualunque d'esse 2 vera
wnee ed una sola delle proposizioni M >N , M=N , M<N e che
N> =0 <M secondn che M<,—= ¢ > N. I inoltre evidente che,
se M>o0=N ed N>P oppure se M>N od N=P si ha che M>P
e quindi che; se M > (> 0 =)N ed N>=P,M>P, i segno = valendo
solo 3¢ M=N=P. & chiaro quindi pure che: se M < (< 0 =) N
¢d KN < P,M <P, il segno = valendo solo se M =N =P; -infatti, se
M<Nel N<P,sihaP>N od N>M e gumdi P>M ¢iod M <P,
Anche qni poi invece di scrivere, ad es.: “A=B,B>C,0>1D ¢
gquindi A > 1D , si scrive compendiosamente: “A=B>(>D ,,

6. Ricordiamo che: fi(a,b)>a; fi. (0.0)=a; se b > 1,7a(1,h)=b>1;
se b>1 ed i>2, fi(l,0)=1. Dimostrismo che per a>1¢e b>1
8i ha: £, (@, b) > «. Tale formola & infatli vera per i=1 e bastera
quindi dimostrarla vera per i —2,, ammesso che sia vera per i =nz.
Ma & ha fx,(#,1) =@ ed ammesso che sin [s- (s, y) = a &i ha che
fx (. y) > a: infatti, essendo o > Lsibhafa (m,y) > a>1e quindi
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fas (0, ) =T (fx (0, y), 3) > fula, ) > a La fx(a ) >a e quindi
anche 1z fi (¢,b) > @, & dungue vera sempre se a>1 e b>1. Conclu-
dendo si ha che: file,b) > @, il segno = valendo solo se i>1 e b=1
oppure se i>2 ed a=1.

7. Se a>b. fi(a,e) > filb,c) ed fi (¢, @) = f1 (c. b). Infatii, se @ > b,
si avra a=f(b,7) e quindi file,@)=Ffi(e.fi(br)) =11 (/i (e, b), r) = file,b)
ed fila, )= (e,6)>F:(e.b)=fi(b, c). Se a> b, fila.c)>fib,e); se a>=>b
e ¢ 1, file, @) > file b). Queste propricta sono gia dimostrate per
i=1; bastera quindi dimostrarle per i= r, AMMESSO che siano vere
per i=z. Ma la fx (6,¢) > fxs (b.c) & vera per ¢=1 perché: fx (1,1)=
—a> b="{. (b,1); ammessa per ¢=y & Vera per ¢=1u perché:
fe. () =fx (fxs (e )y @) > 7= (F. (B, 1), a) > fe (fre (b, ). B) =T (b, )
& vera dunque sempre. La fx. (e. fa (b, 1)) > fx: |0, B) & vera per r=
perche, essendo ¢> 1 e quindi anche fx. (¢,b) > ¢>>1, 8l ha:

fx’ [L‘, r.l [b' 1n=f1' (G, b') __‘__fl [fl- (C, b]q C') > fx- (C, b],
ammessa per r=173 & vera per r=Iis perché:
Frolen fu b, gy =T (&, (s (b.90) > fou (@ fi (b)) > f (6 D)

& dungue vera Sempre. I quindi vera anche la fxo (e, @) > fx, (. B)
poiche, essendo a> b, gi ha a=/f1(b,r) donde appunto:

fxs (e m)="Tx. (¢, fa (b, 7)) > e (2. B).

Ricordiamo poi che: fi(l, a) > fi (1, b); fo(l,@)=a>b=F(], b):
ge i>2 fi(l,a)=1=/f(1,5h). Possiamo ingomma concludere che:
se 8= b, si ha che £ (a, ) > fi(b, ¢) ed fi(e, a) > fi (e, b). il segno = va-
lendo solo se 1>2 ¢ e=1

8. Secondo che A >,— o <B,fi(A,0)>,= 0 < fi(B,0): infatti
se A —DB si sa che i (A, C)=/:(B, (): se A>B, sara a>b e quindi
fi(A, Cy=fi(a,c) >fi (b, o)=/f(B,C); se A< B, sarh B > A, donde;
f.(B, C) > fi (A, C) e quindi infine fi(A, C)<fi(B, C). — Secondo che
£(A,C0)>= 0o <f(B,C), A>.= 0 <B: mfatti, ad es., se fi(A.C)>
= fi(B,C) non pud essere A =B perche sarebbe £i(A, C) < fi(B.C);
sara dungue appunto A > B.

8. Analogamente si dimosira che: se C=>1.4(C,A)>= o0 < 1 (C,B)
secondo che A>,— o <B e che reciprocamente: se U= 1, A=
» < B secondo che £:(C,A)>= o <§(C,B). Tali proposizioni velgono
anche sa C=1 ed i <2; non valgono piic se =1 ed 1> 2, perché
allora, qualungue sia D, si ha /i 1,D)=1.

10, Se a>1 e b>1, si hayfi (e, b)>b. Tale formola & infatta vera
per i=1 poiche fi (a, b) =B)E (b, @) >b; b vera per h=1 poich&
fi(e, 1) = a > 1: ammessa vera tanto per i=ux e b gqualeiasi, quanto
per i=x, & b=y essa & vera anche per i=x, ¢ b=y poichd essendo
fe (a,y) > y. 8i ha fu (0, y) Z p-0 quindi:

fe. (@, y) = F (fxe (0 ) @) = (s @A) > 15

essa & dungue vera sempre [& vera per i=1 ed, ammessa per i=ir,
& vera per i==u1, poiché & vera per i=—umx e b=1 ed, ammessa per
i=z, e b=y, & vera per i== e b=1.]. Avendosi poi sempre fi(4, b)=>b
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ed fi(es 1}=e¢,> 1, possiamo concludere che: fi(a, b) > b purché non
sia contemporaneamente 1> 1 ed a=1, nel qual caso & ha fo(l,0)=hb
e, 80 i >2, fi(1,b)=1.

H.Sea>1e b>1, fi (a,b) = £ (a,b), il segno = valendo solo
se a=b=2. Tale formola & infatti vera per b=2 poiche si ha £i,(2,2)=
fi(2,2)=4 e per a> 2, fila,2)=fi(a,a) > fi(a,2); & vera peri=1
poiche si ha f(7,2) > £, (s, 2) ed ammessa per i=1e b=y & vera
per i=1 e b=y, poicheé si ha:

Bl y)="F (fs(a, ), a) =1 (f (2. 9), @) > £ (fi (@, ), 1) =, (a, y);

ammnessa poi tanto per i=z e b qualsiasi, quanto per i=uzx, ¢ b=y
esea & vera anche per i =, e b=y, poiché, essendo ¢ > 1 ed y=b> 1,
8 ha fila,y) > a =2 e quindi:

flh (“l 1 '] ="rx (fx’"- (ﬂ»‘!/), “) 3 fIs (fl (“ r!’]: ﬂ) >' f‘ [fn(ﬂ! y')r ﬂ) =f1! (n‘ly'}‘
Essa & dunque vera sempre. Ne segue quindi tosto che:sen>1e

b>1ed j>i, fi(a,b)>fi(a, h), il segno = wvalendo solo sea=h=2.
Infatti:
s (@, B)=Finu. (@, 8) = fiom (0, 8) ed fi (@, D) =Fi (@, b) = £ (a, b).
]
§ TII.

I. Dati due numeri @ e b: se esiste un numero v tale che fiflr,b)=a
Lo indicheremo col simbolo fi(a,b) ; se esiste un numero s tale che fi(b,s)=a
lo indicheremo col simbolo f, (b, a). (%)

2. Non possono esistere due numeri distinti r e p > r indicati dal
simbolo fi(a, b): infatti si avrebbe : filg&)>fi(r,b) ed filp,b)=a=
=fi(r,b), il che & assurdo. Analogamente si dimostra che, se non &
confemporaneamente i > 2 ed «=1, non possono esistere due numeri
distinti & e o > s indicati dal simbolo filb, @). Avendosi poi, per
1 >2, fi{l,5)=1, possiamo dunque concludere che i simboli i (b, d)
ed 1 (b,a) non possono indicare due numeri distinti, eceettuato per i > 2
il gimholo £.(1,1) che pud indicare un numero qualsiast e che supporremo
sempre eseluso dalle nostre considerazioni.

3. Per la definizione stessa dei simboli ora introdotti possiamo
dire che, se esistono i nymeri da essi indicati, si ha che;

filfila, b, b)=a ed fi(bfi(b,a)=a
e quindi anche che;
fithi(a,b),a)=h ed f (af (b 2)=6
Ne segue pure tosto [§ 11, 6 e 10]: che fi(m,b) < a ed f; (b.a) < a

(%) E ovvio nolare V'identith doi mimboli: £y @, ) oppure fi 15, 0), f3 15, 1) oppure fy (b, 5, £y (. b),
b

T3 (h @) rispettivamente o) noti simboli: @ — b. a:b, Vo, lgnw,
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o che condizione necessaria per Uesistenza dei numeri f (&, b) ed f (b, @)
si & che sia @ > b. B chiaro poi anche che:

fi(fi (@ b),b)=u ed f (o,f (a,b))=0;
che fula,a)=1 ed fi(a,1)=a;
che fi (4,2)=r: (2,4)=2;....

4, Pacilmente si dimostrano [§ I, 8 e 9], s¢ esistono i numeri
indicati dai simboli, le seguenti proprietd. Secondo che A > ,= 0> B,
si ha che fi (A. €)> ,=—o<<f (B, C): infalli, secondo che A >, =
=o<B,sihachef (fi (A, C),C)>,=o0</ (fi iB,C), C) e quindi che
fi(A,0)>,=o<fi(B,0). — Secondo che A > ,=0 < B, si ha che
fi (A, C) <,=o>1i (B, C): infatti, se, ad es, A =B, non pud essere
fi(A,C) > £.(B,T) perchd allora sarebbe: C=fi (A, f: (A, C) >
> fi (B,£i (A,0)) = £ (B,f: (B,C)l = C. — Secondo che A> ,=0<B, si
ha chef, (C,A)>,=o0o< £ (C,B) ed £ (C,A)< ,=0> 1 (C,B): se
non & (=1 ed « > 2 valgono dimostrazioni affatto analoghe ; peri > 2
& poi chiare che i simboli £ (1, D) ed £ (1, D) non indicano nessun
numero. — Si vede poi tosto che sono vere anche le quattro proprieta
reciproche : infatti, se, ad es., £i (A, C) > fi (B, C), non pud essere A > B
perchd allora sarebbe f, (A, C) < fi (B, ().

5. Abbiamo poi infine [§ IT, 11] che: se j>1i e B> 2, f;(A,B) <
<1 (A, B) ed f,(B, A) << f, (B, A): infatti non pud essere fi(A,B) >
> fi (A. B) perché allora sarebbe

A={i(fi(4, B),B) > fi(fi(A,B),B) > i (fi (A, B), B)=A;

analogamente si dimostra l'altra formola.

6. Dalle proprieta (II) ¢ (IV) del § 1 si vede fosto che: per i <2,
se esiste un nwmero indicato da uno dei simboli % (p,q) ed £ (q,p) lo
stesso numero ¢ indicato anche dall' altro simbolo e si ha quindi f, (p, @)=
=1 (q. p). I chiaro quindi che, ad es., abbiamo:

i, V=fLa)=a ed fila, =71, a=a.

7. Dalla definizione di > [§ II, 2] si ha che condizione necessaria e
sufficiente per l'esistenza del numero indicato doi simboli 1, (&, b) #d 1, (b, 8)
8i ¢ che sie a>Db; ove poi tal numero esista, per trovarlo bisogna
porre in fi (b, ¥) successivamente x=1,2,3,... finchd si trova il nu-
mero » cercato tale che fi (b, r)=uw.

8. Per trovare, ove esista, il imero fa(a, )= f: (b, @) basta porre
in fa(b, ) successivamente z=1,2 3, ...; essendo fs (b, 2) > =, si tro-
veranno cos) dei numeri maggiori d’'ogni numero assegnato e guindi
g'incontreri o il numero » cercato tale che 7, (b, »)=a, o un numero
p tale che fa (b, p) << a << f2(b.p.) nel qual caso il numero » non esiste
poiche, essendo fy(b,p) < a,fa (b, r)=a, fa(b,p.) = a4, dovrebbe essere
D < r<<ps il che & assurdo.

9. Analogamente si vede che, se ¢ = 2, per #rovare, ove esista, il
numero fi(@, b) basta porre in f; (z, b) successivamente z=1,2,3,...;
g’ incontrerd codl o il numero » cereato tale che f; (r.b)=a, o un

........
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numero p tale che £ (p,b) <a <f; (p., b) nel qual caso il numero r
non esiste. Cosi pure, se i>2 ed a=1, per trovare f; (a,b) si con-
sidera f; (¢,2) e s'incontrerd o I'r tale che £, (a,7) =5, o un p tale
che fi {a,p)<b <[, (a,p) nel gual caso I'r cercato non esiste; f; (1, e.)
non indica poi nessun numero ed £ (1, 1) indica un numero qualsiasi,
come gia si & detto.

10. Dalle proprieta del § I si deducono poi le seguenti formole,
che facilmente si possono suceessivamente verificare e per la cui va-
lidita si deve naturalmente presupporre che esistano i numeri indicati
dai simboli che in esse compaiono. Le formole sono:

L filfila, b e)=Fi(a, i(B,e)), 13. falfela,b), cl=Fulfala.c).fa(b.c));

2. filfila, b d=f (a7, (,¢)), 4. fula,fa(b,e))—=f(fala, B),fs(a, ¢)).
8. fulfila,B),)=F.(a.fi (b, 0)); 15. fu(a, [2(0,0)=Fi(fs(a,B), fala,2));
L 1A (@0, 0=Fi(fala,0), ), 16. filfala,B), ) =Fi(fa(a,e), B);
5 falfulad)e)=Fi(fela,c)falB,0)), 17. fulfila, B), e)=Fs(a, fu (b)),

=]

- falfi (@) =Fi(flae) fuBe); 18, falfalmB), c)=fa(a, fu(?,c)),
- Blfad) ) =fulafulb,)), 19, filfslab), e)=fs(@falb,e));
. fbl(fﬂt_ﬁ-_”_}|c)zﬁzlﬁ,f9(b.c}), 20. fa(a,fs(b,_t:ll-——fn(f'a@-_meﬂ‘),
9. fﬂff&[“a?i)s¢]=fﬂ(f—hf=(b-a): 21. fsfﬂ,fu(E,anfa(ﬁ(ﬂ.b_),-ﬂj:
10. fala,fu(be))="Faolfola,b), fu(a,e)); 22. fula,fi (b))=Fa(fula,B),fa(e,0));
1. falfe(a,b).c)=(u(fs(a,c)fslb,c), 23. fula,By=(fala, fo(a,B)):;
12. falfula),)=fs(f(a,e), fi(B,e)),
ed alire immediatamente dedueibili da gueste,
La verifica & poi facile ed il metodo & sempre lo stesso [§ III,
1 e 3; propriety del § I; formole precedonti quelle che si dimostra].
Per la 10, ad es., abhiamo :
filfala b, o) fu(a,e)) =fula il LGN =Fila,D);
per la 13 abbiamo :
Flfalfulme) fold,e))e)— falfalae) el flfukbye)se))=fala.b) ;
per la 15 abbiamo :
Foa.fifla,b) o)) = fulFalafola, ), falaf ol e, )) = ikt
per la 19 abbiamo:
Flfsatb.ened=F (ol ao)falb, ) =fi u,file.folbo)—Fila,B)
per la 21 abbiamo -
fulafulfl@.b).e))=Fufilafil(a,6)e)=1ube) ;
per la 22 abbiamo :
f(fuafilbye)) felae=Fila fi(fu(be).0) =filab) ;

per la 23 abbiamo infine:

fla(falefa(a D))y =rslafd afulafila D) =F.(a,fila;5))=b.

o0 =3
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555. Supponendo sempre fissi i due vertici BC di un triangolo se
il terzo vertice A deserive una retta, il lnogo del punto K (di Le-
moine) & una conica passante per O (punto medio del lato BC) e bi-
tangente all’ellisse E* della quistione precedente.

Se A descrive un cerchio non ortogonale al cerchio 0% della qui-
stione precedente, il luogo di K & una ellisse bitangente a E=

In generale se A descrive una conics, il luogo di K & una curva
razionale del quart’ordine quadritangente all’ellisse E* e con un ponto
doppio in O; determinarne gli altri due punti doppi.

Y. Rerann

*
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H. Porscart — Electricité e opligue. La lumitve et les théories électro-
dynamiques. Paris, Carré e Naud, 1901. Seconda edizione.

Le prime 340 pagine i questa seconda edizione sono una ristampa fedele delle
corrispondenti della prima (1891); le alire contengono una esposizions delle teorie
di Hertz e di Lorentz, ed alcune note complementari, seritte a proposito di os-
servazioni dell'A. snlla teoria di Larmor.

Furono invece soppressi in questa edizione i1 capitolo sulle veriicazione speri-
mentale delle ipotesi di Mazwell, 1'altro sulle wnitd della forza elettrica ® guelli ve-
1ativi nlla deserizione dell’esperienze @i Heréz culle note che la seguivano.

Poich V'antore raccolse gia gueste dotirine e queste ricerche in un volume,
pubblicato nel 1898, sulle vscillasioni eletiriche, mentre in un altro volumetio del
1890, Le thiovie de Moxwell el les nscillations Heptziennes, scrisse qnasi una pre-
parazione elemenlare alla leltuza del libvo precedente, e, per In pavte speiimen-
tale, anche dell'opera vhe i sta sott'occhio. (V. Periodico, Anno XV, pag 38.)

1) vome dell'illustre autore non ci obbliga che ad on breve cenne dell'opera
sun; la quale vontiene 1'esposizione eritien, fabta com'egli solo poleva fare, {i
quanto vi & d'imporlante ¢ di recente aulle moderne teorie dell’elettricilh v delln
lnee.

(ueste ebbero vernmente In ldro origine, quando nn attento esame delle ana-
logie fia i fenomeni eletivici e quelli calorifici fece ritenere impossile di considerara
I'eletiricitic come un particolare movimeuto della materia ponderahile. 11 Maxwell,
persuasp che la spiegazione di quei fenomeni dovesse essere cercala nelle proprieta
v nel moto di una particolare materia, abbandond, per il primo, la leoria dsi due
fluidi, a eni tanto peso (almeno come parafrasi dei fatti) avevano conferito 1 lavori
dei pitt celebri fisici matemaliei da Paisson in pois e 5i rifece a sviloppare e a
completare dnl punto i vista matematico la teoria di nn solo fluide di Franklin
a di Epino, ehe il nostro Volta aveva sempre fedelmente seguito e di eni anche
il Cavendish aveva tentate unp trattnzione matematica.
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Ma fino allora quella tooria ammetteva Vesistenza di agzioni a distanza, mentre
le idee del nostro Mossobti suj dielettrici, riprese ed illustrate dalle rigerche
sperimentali dol Faraday, portavano ad attribuire alle modificazioni avvenute nello
spazio che separs dne corpi olettrizzati, i fonomeni che quesli presentano. Pergio
la teoria del Mazwell si volge ad esaminare la costituzione di (uesto spazio in-
terposto e del fluido in esso contonuto. 11 fenomeno della polarizzrzione rotaiorin
magnetica, il primo dei molteplici fatti el etiro-ottici scoperti, eonduce naluralmente
6 identificare il fluido elettrico coll'etere luminoso; e cos), dapprima in Inghilterra
si sviluppa completameute I'ipotesi gis nocennata dal Newton nella sur Ottica: che
Ia produzione dellelettricith sia il rasultato del movimento di un principio etereo;
4 pure mon si vuol ricordare coi Iavori anteriori del Lorentz un snggio di teoria
eletiromagnetica della luce.

Nella recentissima teoria di Lorentz Teletlricita aderisce alla materia; i feno-
meni elettrioi sono dovuti a piceoli corpi selidi, gli duni od eletireni, slie carvichi
di una quantith costante di elettricitia » dissemiuati in ogni corpo, semplici op-
pure complessi, si spostano senza deformursi nell interno dei conduttori, monire
non possono che oscillare intorno alla lore posizione d'equilibrio vell interno dei
dielettrici. In egusl modo la teorin di Maxwell suppone elastica I'alettrivita con
tenuta nei dielettrici ed inerte quella contenuta mei eondubtori, senza perd che si
vada bens la ragione di questa differenza.

Nella eoria di Larmor all'eletirono vengono sostitnite altre ipotesi sulle par-
ticelle di etere; questo & costitnito da vortici infinitesimi, o almeno le sne par-
ticelle sono dointe di elasticita rotazionale; alla son inerzia sono attribuiti i feno-
meni d'induzipne elebtro-magnetica, mentre ls rotazioni delle sue parlicelle producono
le ordinarie correnti voitaiche.

Oltre queste teorie che dhuno una ruppresentazione materials dei fenomeni,
altre ve ne sano, melle quali i fatti vengono collegati ad unm o pia formole che
rappresentano, sia l'azione wutun di due elementi di corrente, sis le componenti
del flusso d'induzione, ricavate nlla lor volta da formole che esprimono la forza
elettromotrice d'induzione e che sono d'accordo coll'esperienza,

Tale & 1a teoria di Heriz, il guale ha conservato solamente 1'equazioni slabi-
lite dal Maxwell, trascurando ogni idea concrets sulla notura dell'slettriciia; anche
perclie Voscuro trattato (i quesi’ultimo, contiene piuttosto un insieme di teorie.
cho lo sviluppo d@i wna teorin omogenea, Ia quale da on pnoto di partenza ben defer-
mingbo deduva prmonicamente Ja spiegazione dei vari fenomeni che s'intendono di
collegare. Le teorie infatti dello spustamenlo eleftrico (cap. 11). della costituzione
cellulare dei dielettrie lcap. 111), ¢he fa seguito alla teoria del Mossotti, delle ten-
sioni e pression| ¢he svilnppandosi uel fluide contenuto dai dielettric ditnmo origine
alle atbrazioni elettrosiatiche [eap. 1V), nom solo presentano gravi difficoltia ma sono
anche impossibili & conciliarsi,

Il punlo di vistn dell' Hertz, puramente snalitico, dovrebbe essere ben aceetto
al Poincare, il quale nells sua elegante e geninle introduzione, come in allre sue
pubblicazioni, insiste su questo fatto: giccome da un nofo teorema discende che tro-
vala nna spiegazione mevcaunicn di unn classe di fenomeni, se ne possono imma-
winars infinite wltte egualmente pluusibili, sembrerebbe sufficienta per spiegnre
meccanicamente un fenomeno, V'aver dimostrato ln possibilitd di una lale spiega-
zione moeseanica, e In ricerca dol meccanivie particolave che vi soddisfa dovrebbe
dai fisici proprinmente delti esser |asciata ni metafisici. Non differentemhente, in
sostanza, si esprimeva Newlon i 500 tempy, serivendo: 1 filosofi moderni nelle
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loro apeculazioni fisiche immaginano delle ipotesi per spiegare meccamicamente
ogni ecosn, o rinviano le slfre canse alla metafisica.

Checeh& ne sin delle obiezioni che si potrebbero, forse, fare a questo giudizio
dell’A., sta il fatto che l'equazioni dell' Hertz come gnelle dell’Helmholtz, che com-
prendono le feorie di Neumann e di Weber come casi pacticolari e la teoria di
Maxwell come caso limite, non rendono ragione dei fenomeni di aberrazione, del
trasporto delle onde luminose per effetto della materia ponderabile, ete., pur sod-
disfacendo ai prineipii fondamentali delln dinamicn.

Mentre la teoria di Lorventz, la quale & una immagine materiale dei fenomeni
elettrici, sebbene non soddisfi al prineipio dell’¢gnaglianza fra Pazione e la reazione,
é la sola che permetie di collegare i fatti osservati, fino & quello recentissimo di
Zeemann, & quindi & la sola, conclude I'A., che conviene conservare, almenc prov-
visoriamente,

Ma 2 evidents che nna teorin in disaccordo colla terza legge della dinamica
non pud dichinrarsi soddisfacents; e che hisogneri quindi, presto o tardi, modifi-
care profondamente le idee fin‘ora ammesse, Senza perd che si possa nemmeno
oscuramente preveders in gnal senso.

L'opera del nostro A. 8 mdivizza & chi gih possiede sufficienti cognizionl fisivo-
matematiche; e, come {uili i suoi precedenti Invori, non & l'opera di un matemalico
a cui la fisica serve di pretesto per degli sviluppi analitici; poiché delle ricerche
sperimentali, anche le pii minate, egli fa tesoro per i continui raffronti colle
consegnenze teoriche.

Talyolta egli non fa che ricordare gli enunciati piutiostech® riassumere teo-
remi o dottrine gih note (eap. 1 e IV ad es.); tal'altra (eap. V) appens accenna i
privcipi pecessari al suo scopo, che @ sempre quello di traceiare le linee fondamen-
tnli delle singole teorie. Quests vengono perd sempre collegale fra loro, quando &
possibile, ¢ di ogouns I'A,, completando quell’esame che gin si frova inizisto nel
lraliato del Maxwell, pune singolurmente in luce le difficolta e ritvova ed accenna
i desiderate » oni dovrebbe soddisfare,

Nella parte prima, esposte le leggi dell’elettrostation, delle correnti di condu-
zione, del magnetismo, elsttro-magoetismo, elettro-dinamica e induzione, 'autors
stnbilisce l'equazioni del campo magnetico & svolge la teorin elettromagneticn
della Ince. Nel capitolo sulla polarizzazione rotatorin magnefien, oltre la teoria
di Maxwell, oscura cowe ognun =a, nccenna o quelle di Poitier ¢ di Rowland, od
al fenomeno, non ancorn bena spiegato, di Kerr.

Seguono le teorie elsttrodinamiche di Ampére, Wobor, Helmboltz nsllo parte

seconda; e nella terza o quarta le allre & cui gid abbiamo sceennato, insieme ad

aloune ovsservazioni sulle sfere punisanti del Bjerknes.

Tale & lo spirito ed il piano di quest'opera elevala, che tratla a fondo un
soggetto da eni sembrn debbk dipendere, non solo ana maggiore e pin perfetta
conoscenza dei fenomeni elabérici, ma aliresi gualehe cognizione sul meccaniamo
di quella misteriosn forza attratiiva della materia; In quale da tre sacoli preoccapa gli
spirith pit vigorosi, @ seonceria, come dice il Boys, per la sua generalith assolnta,
per In nessuna sua relazions eogli altri agenti fisici, per il suo modo di propagazione
istantanen, n distanza, ed ateravevso tukti 1 mezzi, maberinii o no.

Se, come crede il Corny, noi siamo alla vigilin di qualelie grande scoperia, &
soltanto dagli studi dei fisici e dei matemntici sull’elettricita che poira venire la
luce desiulerata. Poiche il meccamismo (i trasmissione di una forza @ intimamenta
collegato ni fonomeni di propagnzione nel mezzo che ne & lu sede; o poiché questi

wl
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fenomeni sono accessibili nello siudio dell’elettricith, meglio ehe nello studio di
qualsinsi altro agente fisico.

L'apara quindi s'indirizza non soltanto ni fisici matematici propriamente detii,
me anche, o forse in special weodo, ai fisici sperimentali, ai quali spetta por sem-
pre il contrallo e I'nitimn parola sulle teorie dei primi. E sono, nel libro, nume-

rosi gli secenni o verificazioni spevimentali possibili,
R. Piroxi,

Grassi, — Elenenti i geomelria descrittivn, per uso della R. Acca-
demia Navale e dei RR. Istituti Teenici. Livorno, Belforte, 1901.
. (Testo pagine 264, tavole 58).

Questo libro desfinato & servire di guida agli allievi della R. Accademin Na-
vale & fafto in conformith dei programmi di quell’Istituto e contiene un ampio
svilappo della proiezions i Monge e qnotata e una trattazione sommaria dells
proiezione centrale e dell’ nssonomelris con applicazioni alla teorvia delle ombre.

Nell'introduzione si irova, insieme ad altri argomenti, un rapide ecenno sul-
Tomologin, omotetia, affinits, clie vengono poi ntilmente applicate nel segnito.

Da questi brevi cenni si capisee come l'vpera contenga assai pii di qnanto
occorre per gl'lstituti tecnici, tuttaviz potrebbe anche essere adottato in queste
scnole, omeltendo quanto mon ¢ richiesto dai programmi,

L'esposizione chiara e semplice, 'aceuratezza dell'edizione, la nitidezza delle

figure remderanno il libro ben accetlo agli studiosi.
G. L.
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{1 24 Decembre 1892 gli scolari di Carlo Hermite festeggiarono
con straovinaria solenniti il 70" anniversario della nascita del sommo
matematico; ed a gueste onoranze si associarono gli scienziati di
tutto il mondo, poiché lu gloria di lui non appartiene alla sola Francia,
ma onora tutta 1'mmanita. Cosi la morte di lui, avvenuta il 14 Gen-
naio scorso, & un Intfo per la scienza di tutti 1 paesi.
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1 impossibile parlare adeguatamente del monumento mmperituro,
che egli ha eretto a sd stesso colle innumerevoli memorie relative a
tubti i rami dell'analisi; che il suo genio gli ha permesso di profon-
dere per piin di mezzo seeolo in tufti i giornali di Francia e degli
altri ‘paesi, fra i quali ci piace ricordare gl Awnali di matemutica
gli Atti dell’ Accademia di Torino. Ci limitiamo ad accennare di volo
1 pit importanti fra i suoi lavori.

Fino dal 1843 egli inizid hrillantemente la sua carriers scientifica
col lavori sulla divisione delle funzioni abeliane, che, in forma di let-
tere Jacobi, volle inseriti nella raccolta delle proprie memorie.

Ided nel 1852 |n rappresentazione tipica delle forme binarie e la
teoria dei covarianti associati, ed in guesto campo fu degno emulo di
Sylvester e Cayley.

Dette una dimostrazione del tutto nuova e puramente aritmetica
dei eelebri teoremi di Stwrm e Cauchy sulla separazione delle radici
di un’equazione algebrica.

Nel 1858, risolve coll'aiuto delle funzioni ellittiche 'equazione del
5% grado, precedendo di poco il Kronecker ed il Brioschi.

Nel 1873 dimostrd la trascendenza del numero ¢, € la sua scoperta
permise a Lindmann di dimostrare la traseendenza di e la conse-
guente impossibilita della quadratura del circolo.

Infine per quasi {utta la vita si oceupd con successo delle fun-
zioni trascendenti e specialmente delle funzioni doppiamente perio-
diche.

Oltre che per le scoperte, lopera di Hermite fu sommamente utile
alla scienza per la fecondita dej metodi da Ini ideati; per la volga-
rizzazione delle grandi scoperte di Gauss, Abel, Jacobi, Caunchy, che
in mezzo secolo avevano trasformato la scienza matematica; per la
squisita gentilezza e bonta d’animo, che lo fecero prodigo di ncorag-
siamento e di ainti verso gli stadiosi di tutti i paesi che a lui ricor-
revaino.

o in vapporti di cordiale amicizia coi maggiori matematici di
tutte il mondo, e in particolare con quelli del nostro paese, che ora
ne piangono la perdita.

ERRATA-CORRIGE,

Anno XV1, fnse. 0. — Png, 120, linaa 31, invecs d1 ¢ luggere i@ alln livea 41, dopo fpatanian
insgrive: Bi pub sempre siipporre clhie o num sin commensursbile con

Fase. IV, pog 193, linen 81, deva agglungeral: ad oocezione delle vertienll del detsrminnnte /£, che
non kanuo In sortispondente In A, e anali oscuperannn | medesiml post| che aceupane in gquello ochn
corrlgponde al primo idei doterminenti d'ordine us di A, — Nelln stessn pagiun in fondo, nell'ultimo
dsterminante deveni edaguire 1o seambio dei secondi mdici 8 & 4.
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TEORIA ELEMENTARE DEL COMPLESSD LINEARE

11 fascicolo di febbraio del giornale Mathesis, contiene una breve
nola nella quale il sig. Stuyvaerts con un noovo metodo elementare
e semplicissimo espone i fondament: della teoria dei complessi lineari.

Scopo di questo articolo & di far eonoscere ai lettori del Periodico
il metodo suddetfo, la eui parte essenziale & riportata gquasi integral-
mente nel § 2, & di portare ad esso alcune modificazioni che rendono
lo studio dei complessi ancora piu elementare, poiché ho potuto fare
a meno di adoperare anche il concetto di proiettivita e di rapporto
anarmonico, al quale ha dovute ricorrere il citato autore, limitandomi
@ supporre note le poche nozioni metriche su rette e piani, che si
studiano nei Licei.

I. TrorEMa. — K possibile stabilire una corrispondenza univoee fra
i punti ed i piani dello spazio in modo che ogni punto P individui un
piano = che passit per esso, ¢ viceverss w individui P.

Una tale corrispondenza si pud stabilire in infiniti modi; a noi
bastera dare un esempio.

Si scelgano tre rette arbitrarie p, p', » sghembe a due a due. Preso
un punto arhitrario P si fapeia ad esso corrispondere un piano = indi-
viduato dalla retta ay che, passando per P, si appoggia a p, p’ e dal
punto A, d"incontro della » eon la retta b individuata dai punti d'in-
contro (i p,p" col piano P).

Da guesta costrnzione rienlta che, dato il piano =, il punto P ad
esso corrispondente st froverdt come meontro della retta ., che passa
per i punki d'incontro di p,p con w, e del piwno che passa per lu »
e per la refta che. passando per =, si appogeia a p. g

DEFN1ZIONE. — Che tale corvispondenze si dice involutoriy,

Ogni punto P si dice polo del soo pismo corrispondente w, e questo
piano polare di P.

Con questa e con moltisgime altre costruzioni si pud ottenere la
corrispondenza richiesta,

CororLagio. — Twtte le vette che, passando per un punto P, giaceiono
nel suo piano polare < rispetto ad una corrispondenza wnivoca involu-
toria enstituiseomo wn sistemn (di vette tale che ogni fascio di vette ne con-
tiene una sola, o ¢ formato interamente di rette del sisitema.

Sia F un faseio di centro P in nn piano «z. Se = non coineide col
piano = polare di P, la sola retta z= del fascio I appartione al sistema
considerato. Se z coincide con = tutte le rette del fuscio F apparten-
gono al sistema.
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Osservaziose. — Se la refta » incontra p, & facile vedere ehe non
esiste piu la corrispondenza univoca sopra indicata, poiché in tal easo
ad ogni punto A corrisponde il fascio Ap, e e A & su p il piano
corrispondente & indeterminato.

-2. DerrazioNe. — Si chinma complesso lineare un sistema di retie
tale che ogni fascio di rette contenga wna ed wna sola rettu del sistema
0 sia formato di rvetie tuite appartenenti al sistema,

Il sistema di rette che incontrano mna retta data o quello delle
rette. determinate da una corrispondenza univocs e involotoria,
come nel § precedente, verificano evidentemente le condizioni pre-
cedenti,

TeoreEMa 1. — Le retie di un Le vette di un complesso situnle
eomplesse che passano per un punto | in un piano = o formann un fascio
A o formano un fascio, o sono tutte | o sono tutte quelle del piane a.
guelle della stelle di centro A.

Per ogni punto A passano infinite rette del complesso, poiché ogni
fascio di centro A ne contiene o una o infinita,

Se @, az sono due rette del complesso passanti per A, ogni retta
del fascio deferminato da esse appartiene per la data definizione al
complesso. Se esiste un’altra retta g del complesso fuori del piano aya.,
ogni alira retta o della stella di centro A appartiene pure al com-
plesso. Infatti il piano a.a incontra il plano a,a, in una retta a, del
complesso, percid anche tutte le rette del fascio a, a, {ed in partico-
lare @) appartengono al complesso.

Dermviziost. — Un punto si
chiama ordinarie » singolare, secondo
che ¢ centro di un fascio, o di una
stetla formata di rette del complesso,
Nel primo caso il pieno del faseio
&t dice polare el punto.

Tronena I — Se eviste un
punto singolare, ne esisie almeno un
secotido,

n piano si chiama ordinario o
singolare, secondo che comtiene un
fascio di vefte del complesso, o tulte
le sue vette sono del complesso. Nel
primae caso il centro del fuscio si
dice polo del piano duto.

Se esiste uin piasio singolure, ne
esiste almeno un secondo.

Sia P un punto singolare, « un piano qualungue non passante per P
ed A il polo di & Poicht tutte le rette di passanfi per A ed AP
appartengono al ecomplesso, anche ogni altra retta delln stella di
centro A appartiene al complesso, o quindi A & un punto singolare.

Teorema ITI. — Se due punti
Pi, Pa sono singolari, ogni punto
della retta r=P,Py & singolare, ¢

Lutty i piani per v sonov singoltri,

Se dwe piani 1wy, =y SON0 Singo-
Lari, ognié piano per la retta v — w7y
¢ singolare, e tutti i punti della r
sono smgalari,

Conduciamo per il punto M della » una retta arbitraria (. & Sl PSSA
prendiamo un punto N, Le rette NP, , NP, appartenendo al complesso,
anche la a. che fa parte del fascio individuato da esse, appartiene
al complesso. Dungne M & singolare.

L]
T
s
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Ogni piano per la » & pure singolare, poiché tutte le sue rette
appartengono al complesso.

TeoreMa IV, — Se dre punti Se tre piani, che non passano
non in linen reita sono singolari, | per wna vella, sonoc singolari, tutti
tutti i punti dello spazio sono sin- | i piani dello spazio sono singolari.
golari.

Sieno Pi. Pa Ps tre punti singolari non in linea retta, ed M un
punto arbitrario fuori del loro piano. Le rette MP,, MP;, MP; appar-
tengono al complesso e non sono in un piano. percio M & un punto
gingolare, |

Se N & un punto del piano P, P; P, si dimostra egualmente che
¢ singolare, perche le tre rette NP,, NP.. NPM, non situate in un
prano, appartengono al complesso.

(‘oroLLARIO. — In un complesso ¢ non esistono punti (¢ piceni) sin-
goleivi, o sono singolari tutti quelli di wna retta, o sono singolari tutti
pinti (e picni) dello sprezio.

Se sono singolarl tutti 1 punti di una retta » e tutti i piani che
passano per essa, il complesso € costitnifo da tutte le rette che incon-
trano 7, 81 dice allora che esso & speciale, € che » ¢ 1l suo asse.

Se sono simgolan tutti 1 punti dello spazio, tutte le rette dello
spazio appartengono al sistema, ed allora non abbiamo pil an vero
complesso,

Se non esistono punti e piani singolari. esiste corrispondenza uni-
vora 1nvolulorin, senza eccezioni, fra 1 punti e i piani dello spazio.

In ¢iv che segue colla parola complesso indicheremo sempre il
complesso senza punti simgolari, se non sari esplicitamente detto il
conirario.

3. TEOREMA, — Se A ¢ polo di o, ogni punto di o deve avere un
pitino polare passente per AL

Infatti se Bé nn pmto di 2 1n retta AB appartiene al complesso,
pogoindl il piano polare di B contiene quests retta, e passa per A

CorovLart. — 1% L punti di wna rvetta del complesso hanno per polari
1 pitini che pagsane per exan.

Se /& una retta del complesso, ogni punto P di essa ha un piano
polare che contiene la ». I piani polar di dee punti qualungue non
possono coineldere, perché se coincidessero, il piano sarebbe gingolare.

2°, Ogni retta r, non rﬁ:pm'trnente al complegso, tndividua unn retta v
inpiluppo dei piane polari dei punti div e luogo di poli dei piani per r.

Stano A. B due punti arbitrari di »: i loro piani polari, non pas-
sando per ». si tagliano secondo una retta +. Se M & un punto qua-
fomgne di », esso ha per piano polare MAB, poiche MA. MB s=ono
rette del complesso. In altre parole la » taglia i piani per » nei loro
poli.

In simil guisa si dimostra che la » taglia 1 piani per + nei loro poli.

Derixizione, — Due yette v, ' ciaseuna delle quali ¢ il lnogo dei poli
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dei piani che passano per Uallro si dicono reciproche o polari rispetto al
complesso,

CoROLLART. — 3°, Se una retta del complesso incontra una retta r,
incontra anche la sua reciproca; viceversa ogni retta che incontra due
rette reciproche appartiene al complesso,

4, Tutte le rette di un piano o hanno per reciproche quelle della stella
che ha per contro il polo A di =,

4. Trorwua 1. — Un complesso # individuato da due rette p, p' reci-
proche rispetto ad esso ¢ da una suu retta v, purché Ps P, T sieno sghembe
due a due.

Infalli per determinare il piano polare di un punto A o il polo
di un piano o basta evidentemente esegnire le costruzioni del § L

Le tre rette p, p', » possono essere scelte ad arbitrio.

Teormma II. — Un complesso @ individuato du 5 sue rette sghembe
due a due,

SIano 4, re, 73, 74, 15 cingue rette schembe due a due. Esistono due
sole retie p, p° che si appoggiano a ry, 1, ra. 7y 11 complesso cereato
e quello che ha p,p" per rette reciproche e che contiene la retta r.

Coronrario. — Date cinque rette 1y, rs, Ta, Ty, ¥ Sghembe due a due,
e che non incontrano wna stessa retén, sieno Py P le due redte che le incon-
trano dutte, eselusa lu . |

Le eingue rette che passano per Le cinque reite che giaeciono in
un punto P ¢ incontrano una coppia | uno SLes30 PIAN0 7 e MeONtrano una
direlle ps, D'i ginceiono in un pieno = coppia di rette pi, p', passano per
(polare di P), un punic P (polo di ).

9. Le refte del piano all'infinito hanno per reciproche le rette

che passano per il polo del piano stesso, e che PEr CONSeguenza sono
parallele.

Trorent. — 1% I lwogo dei poli di wun fascio di piani paralleli ¢
wnat retta che st chiama diametro coniugato « qguesii piani,

2% Tutti i diametri sono paralleli

2. Bsiste un diametro perpendicolare i piani ai quali & coniugato,
Lissa si chiamu asse del complesso.

I’asse del complesso si trova facilmente nel modo seguente, Co-
struito il diametro d coniugato ad una serie di prani paralleli, si condu-
cano 1 piani perpendicolari a d: il diametro coniugato & questo & 1'asse,

4°. Tutte le rette del complesso che incontrano Uasse sono perpendi-
colari all'asse; wviceversa tutte le rette, che sono perpendicolari allasse ¢
Cincontrano, appurtengono al complesso.

5% Ogni retta che incontra due retts reciproche e Passe ¢ perpendicolare
il asse,

Infatti se una retta incontra due retfe reciproche, appartiene al
complesso, e se incontra I'asse, deve essere perpendicolare ad esso.

6. TeoreM1. — 1. Due rette reciproche giacciono in due piani piral-
leli all nsse.
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Sieno p,  due rette reciproche, %, =" 1 piam condotti I'uno per p
parallelo a =", l'altro per p' parallelo a p. La retta comume a =, w0,
incontrando p, p, appartiene al complesso, e siccome & situata nel
piano all'infinito, passa per il polo di questo piano. Dungue I'asse del
complesso e parallelo a =, =\

II. La »etta, che ¢ perpendicolare a due rveite reciproche e le incon-
tra, ¢ pure perpendicolare all'asse e Uincontra.

Se una retta » & perpendicolare alle rette reciproche p, ', & anche
perpendicolare ai piani paralleli =, =, che passano per esse, e quindi
anche all'asse. Incontrando poil p, p. deve incontrare anche l'asse.

7. TeorEMA. — Un complesso é individuato dal suo asse e da unn
sum retta,

Questo teorema & un caso particolare del teorema I del § 4, poiche
dare 'asse equivale ad assegnare una ¢oppia di rette reciproche.

8. TeorEMA. — Se s sposta un complesso, fucendo scorrer U'asse su se
stesso, 0 esequendo una rotazione attorno all’asse, 1l complesso scorre su
s¢ stesso.

1". Facendo scorrere ['asse su se stesso, anche ogni diametro scorre
su se stesso, e quindi il piano polare « di un punto A situato su uno
di guesti diametri viene a coinecidere col piano polare & (ad esso pa-
rallelo) di un altro punto A’ situato sullo stesso diametro,

Dungue ogni retia del complesso viene a comncidere con un'altra
retta del complesso stesso, ossia quesio scorre su se stesso.

2", Bia « I'agse del complesso, » una retta del complesso la quale
ineontri due piani arbitrar =, =, condotth per a, in due punti A, A’
egualmente distanti dall'asse, B, B' le proiezioni di A, A’ su .

Le rette AB, AB' (§ 5 Teorema 4°) appartengono al eomplesso,
r pure appartiene al complesso. dunque i piani polari di A, A’ sono
rispettivamente e« = AA'B, o« =A'APR'. Ora se =i rovescia il die-
dro ==, 1n mode che B vada in B' e viceversa, si vede che il te-
braedro ABA'B viene a coiucidere con se sbesso 1n modo che 1o
spigolo AB ecoincide con lo spigelo A'B. Cio prova che il diedro =a
e egnale al diedro ='«; dungue i piani pelari di punti eguidistant
dall’asse fanno diedri eguali col piani individuati dai punti stessi e
dall’asse.

Ne segue che facendo rofare la figura attorno all'asse, in guisa
che un punto A prenda la posizione A,, il piano polare del punto A
coincide col piano polare di A,.

3. TeorEMA, — Se A ¢ un punio di wna retia < perpendicolare al-
Passe & in un punto O, e si pone OA =d ¢ s'indica con » langolo che
il piano polare di A (pussanie per x) fa col pigno ax, si ha la relazione

d . tan @ = costanie

Consideriamo il piano =’ perpendicolare al piano ar condotio per «,
e sin « il piano polare di A che taglia =" secondo nna retta che passa
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per 0. Su guesto si prenda un punto A’ alla distanza ¢ dal¥asse, o
sia (' la proiezione di A’ sull’'asse. B evidente che AOA', AO’A’ sono
1 piani polari di A e A’ rispettivamente, e che gli angoli =, ¢ che
essl fanno con 7 ¢ = sono P = DT}A*, v = 00'A. Dai triangoli ret-
tangoli* AOO', A'O0Y si ricava, posto 00’ =7,

i .
tanq;-__h—: ta.u:;.}=ﬁ.

e quindi
d.tan p=d . tan ¢' = costante

& cosl, tenuto conto del teorema del § 6, il teorema & dimostrato.

10. Il teorema del § precedente ei di una costruzione del com-
plesso, che ¢i permette di farci un’idea del modo col quale esso &
cosiitnifo,

Poiché ogni retta deve incontrare un piano dato, bastera scegliere
un piano = gqualungue per l'asse, e costrnire tutti i fasei di rette del
complesso che hanno per centri i punti del medesimo.

A tale scopo si conduea nna retta perpendicolare all’asse in un
punto O. Se & data una retta del complesso, potremo determinare
F'angolo 3 relativo ad un punto A di z, e per mezzo di esso la co-
stante che comparisce nel teorema precedente.

Per mezzo di essa potremo determinare futi] 1 fasci di rette del
complesso che hanno per centri i punti di .

SI ofterranno poi i fasei relativi aj punti di ogni altra retta del
piano = parallelo ad ., considerando che 1 punti situati su un dia-
metro, hanno i piani polari paralleli.

G. LazzEri.

UN NOTEVOLE SPECGHIO DI NUMERI

[. Si formi ano specchio (A) di numeri ponendo nella prima linea
Funiti; nella seconda due unita; nella terza il doppio di ciaseun ele-
mento (ella seconda, aumentato dell’elemonto a sinistra; nella quarta
il triplo di ciascuno elemento della lerza, anmentato da quello im-
medintamente a sinistra. In generale, se con «;; intendiamo | ele-
mento di posto i-esimo della linesa J-esima, sia

(l) EI[__,-"—II._;; J]E:,j-;'—L‘ 11—1.1—-1.




PERIODICO DI MATEMATICA. 279
Beeco alcune linee dello specchio (A)

1 i
1
2 3 1
6 11 6 1
24 50 8 10 1
120 274 225 B85 15 1

2, Dimostriamo snbito che

gli elamenti della h-esima lmea di (A) sono i coefficenti delle succes-
sive potenze di m fino alla h-esime nel polinomio di h-esimio grade in m,
ewi da luogo lo swiluppo del prodotio

mm-+Dm+2)..... m+h—1).

Ammetiendo che cid sia vero per h=1Fk— 1, mostreremo che &
vero anche per h =%k, e poiché la cosa s1 verifica per h=1,2 3, essa
sarda provata in generale,

Sia dunque

m(m—1),..(m—kh—2) =ay5m -+ ctapy® . o . g g M
Moltiplichiamo per m - A—1; otterremo
m{m—+1){m—+2)...im+b—2Y(m+Ek—1)=(k—1) ot y—sm -

+ {l — 1) ams + 213} (e — 1) ctipms - i) 0 <
+ {[Fu = 1} H—1 k=1 + Ak —~2.5—1 } mkﬂl+ C—1.k—1 M°

¢ per la (1)
(2) m{m—-=1){m—L2)... (n}E—1)=a,.um+ capin® ...+ nam*.(¥)
Se poniamo nella (2) m=1, otteniamo

(2) 1,2 .8 F=dyy—t ey e o o=t

Onde:
La somma degli elementi della k-esima Uimeq i (A) 2 uguale a k!
Ponendo invece m=—1 & ha

(4) (=—a. —|— ey — ‘-'-E:.u.—’— « e —I— {— 1)" Lk -

Onde: > _ -

In ogni linea di (A) la somma degli elementi di posto pari & uguale
a quella degli elementi di posto dispari.

Poiche la (1) per i=1 diventa

(5) &y — (:,j'"— 1] Zy,j =1 ‘
si deduce evidentemente: 11:
Il primo elemento delle linew k-esima ¢ wgnale o k-1! s
"_-rré:*_

o

(¥ Daparviamo ona volta per sempre che gualnugoe sin ey e = 1. Vi
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3. Con mm procedimento del tutto analogo a quello tenuto per Ia
dimostrazione della prima proposizione, si dimostra che :
" 9li elementi della k-esima linea di (A) moltiplicati per (— 1)~ _ s
sendo 1 il nwmera d'ordine degli elementi stessi, sono i coefficienti  dédle
Successive polenze di m nel polinomio di k-esimo grado in m. eni di | sbtrmy
lo sviluppo del prodotio

(6) m(m—1)(m—2)...... (m — &k -+1),
E adunque

mfm—1)(m—2)...(m—k- )= (10" a,m-L (—1p=2uem® —
(= 1) g - 2

In particolare, se n & intero,
nl=(—1"Man+(—1)Han+ ... sy
Possinmo anche esprimere #! mediante le successive polenze i

qualsiasi intero h < n.
Uonsideriamo il prodotto

(7) mm—10m-+2),..... (m =+ n):

allora, se 4 & un numero intero e positive minore di . seindiameo il
prodotto (7) nei fattor

m(m-+-1)....,, (m=+-h—1) e m4+-A)(m4-h-+1).....0m-}a),
il primo dei quali & ngunale a
8 ayn it =+ e it® - . . . - gt

ed 1l secondo a

(9] LIPS (m 1|' k) |II ez n—li+1 (’ﬂ'l"‘l—' h)E + . 4 _'_ Ln—li41; a—=ha1 [Hi '_,_ hjﬂ_-h-rl .
Cerchiamo nel prodotto di () per (9) il coefficiente di m. Fsen
sita, com @ faecile vedeve,
&y [E‘l.n—!rf*l h _I_ m‘.!.u—hﬂ}-l ?li _f— .. + mn—h—-il.li—I.lw'—ll?fn-_h!d_II .l-

Ma d'altra parte, sviluppando nel solito modo, il coeficiente di m
“ ﬂjm+1=ﬂ! )
Onde:

Se b ed n sono numeri interi, ed h << n, sussiste Ueguaglianza
(10)  al= e (a0—its b+ Beasa B4, .+ Bnriry, gyt ),

4. 1l prodotio (6), n seconda che si considera come prodotto di &
numeri erescenti oppure di 4 numeri decreseenti, ¢ nguale a

(11) G~ S o ~F oy i,
eppure

(12) (— 1 s m-A—1)H-(— )M 2 2 (mHr—102L.. oy (A —1)%.




SR 4

PERIODICO DI MATEMATICA. 281 AT

: - : s
Possiamo infanto dire: Eal
Nel polinomio di k-esimo grado ordinate per le potenze ascendenti R

- L ¢ ';'.t I

(escluse la potenza ad esponente nullo) di un numero qualungue m, avent? )
per cogfficienti ordinatamente gli elementi delle k-esima linea dello spec- al

chio (A), si pud sostituire ad m, m- k —1, purché si moltiplichi ogmi
coefficiente 2. per (— 1)

Cercluamo m (12) 1l coefficiente della potenza s-esima di m,
Esso é

(6) 0t (7 ) (= 0 e — 1)+
& (3 —|S—2) = 1]E+;+311+'E.k (k—1)" ...+ apy (i) (k—1)",

il quale per I'identita di (11) e (12) sara uvguale a z,,.
Onde abbiamo le relazion

l:!‘.“—l 3 . _
i; [x ;I_ 1) {_ ])L"'ﬂ—l Lnkik ('1' T “j = Bk

i=k—n "

X (sj’){#n**ﬁimm (A—1)=0 per ks pan
I=k—a . 'MEI.'E L
S (S;l-ﬂ) (— 1)&*Hg o (B — 1) = 2., per k- s dispari. sl
= =

5. Poicht &

I=k~1 1=k

|H (r—1) -_IE (—1) Y aua,
=0 —

si pubd dire che:
L'equazione di K° grado che ammette per radici @ numeri 0.1,2. .. -
k—1e i
t"" 1)h+1 Ol e _}_ [_ 1)H+ﬁﬂi;t—.fg + S + Dy T == (.
I poiché &

=k -1 i=k

o L :
1 (241 =3I a2,
=0 H

1=

s1 dednce che:

L’eguazione di kK° grado, che ammette per radici 1 numery 0, — 1,
—2 . ..—Fk—=1 8

ﬂl,hﬂ'_l‘ H-z,l.-l"g—]‘ !I:+|;1L‘;+ o\ —!—Eklhi.!'t:ll

6. Denotiamo con s,y (A <<n) la somma del ['" Il) prodotii det

numeri 1.2,3...7— 1 combinati ad 4 ad A in tutti 1 modi possibili.
Dalle relaziomi ehe corrono fra 1 coefficienti e le radiel di on'equa-
zione, deducinmo che

Hh.m e 5{"_1_].“ *

Secondo questa relazione

'Ihll . 3.1.11 1

e siamop pero condottl a porre

s =1,
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Discende adunque che:
Nello specchio (A) Uelemento v, ¢ uguale alla somma dei prodoiti
dei numeri 1,2,8. .. k— 1 combinati a k —h a k—h in tutti i mods

possibils. \
La (1) diviene
(13] I fj - 1) B ,j—1 + Jidg—1

La (3) riceve I'interpretazione segnente :

La somma di tuite le 8., relative ad h=0,1,2.8 ...k uguale a k!
E la (4) dimostra che:

La somma delle s,y relative ad huvllo e puri & uguale alla somma delle
S relative ad b dispuri, quundo si faceic suceessivaoments h =),1.2....k

7. Bo uella (1) si pone in particolare i=j—1. si ha

Gty =) — 1) @p—yyus o1 55
Per j=2,2...m si ha
1 — 1
g =2 g ‘|‘ .0

Ei—1,m — f‘“ — 1) Koy, 111 + K=o, m=1 «
Sommando membro & membro
= _(m—1m

nu—‘{.mz Siom — =~ 'H'zll.ﬂ — i .
n=l ;‘:

Poniamo nella (1) ¢ =j—2; eon cid si ottiene
Hy—p5 — (j 1) Ly —2i—1 + ejmd j—1 4
Con un processo analogo a quello tenuto or ora, si ottiene

w—=m-—2 B=m—=% —m—
& . en(n—+1 ] w=m=3
Gy—2a= = (B+ Detwpp = = ( 9 )’__ 5 S (=204 ).
=1 n=1 n=—)
Ora si sa essere (cfr. Cesaro, Corso &' Anal. Alg,, cap. XLI, 5 4)
. -8 g
v 9P P P
Th=gTgTE
. - » o
Sp—t L T
, L T3 T
Tenendo confo di gueste formule, =
1 P
st = Sea0 = 57 (30" — 10m* + Om® — 2m). £
s am
Se si pone nella (1) i=j—8 6 i=j—4, e si hanno presenti le
r ]. 1 ] , . :1 ;".ﬁﬁ
2laZ1omni E H‘— Ph I Fi | p' P | ':f'r
: , h T2 T3 T80 B
v g P | pb | '-Jp‘ _ _?i | -;':r'“i
'. VT T2 T T
d: % ; P‘? I PE ' }]ﬁ pa I }] -I
¢ i B TR 6 T 42
| i 0t — p» oo T ¥
\ R "2 113 94 7 120




—-— =
i
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gl trova

P — —'113 (m® — Tm® -+ 17m* — 17m* -+ 6m”)

= (150 — 180m" - 830m° — 1848m" - 2015m* —
— Q00m* - 20m* 4 48m).

ELin—-dym — S-'l.m T— 576

Abbiamo cosi espresse le somme dei prodotta del primi m numeri
imteri combinati in tutti i modi possibiliad 1 ad 1; 4 2 a 2; & 3 a 8;
a 4 a4, in fonzione di #m. Si potrebbe ancora, segnendo 11 procedi-
mento tenuto sopra, esprimere le s, in funzione di m, qualungue

n—g

sia A, poiché si possono calcolare, per qualsiasi ¢ intero, (*) le 3 s

a=}
da eui dipendono.
T
8. Possiamo esprimere 2 »2® mediante i numeri dello specchio (A).

Infatt |

] | a | m
Ot — Ametin—i — S3ym-it — 8pm—y =705 T W T 5 .
- ]
onid &
m
S, n m o,
—

 §

9. Vogliamo dimostrare che il valore del determinante

Sn.. =1 Sn— Lyl » » v v & » ‘.luﬂt.}-; o
I} 3“""1- ﬂ+3 R“I T.I:"‘!'ﬂ ------- Sn,-—rh-j—nz_ n+“= |
e e W R TR B TR D - CRRRt) TR CRERLT (R GRS TR BRELE RRRRE 'SR RRL CPEEL GEREL R .
w"er—,:—J,, i -Hn-i—b—" =k « = =« » = = LTI ™

g (nl)e.
Per dimostrare eip, prendiamo prima in considerazione un deter-
minante A, in cui gli elementi della prima linea siano ¢ numer

e gli elementi delle altre linee siano derivati dai numeri § in modo
che, se A, & l'elemento appartenente aila linea m-esima ed alla
n-exima colonna, sia

Am.ﬂzlm Am—], 0 _[_ Jg-:n -1, n—1

(A» Dumero qualunque). #
Si prova allora facilmente che

.i=?),11.

(*) Denotando eon B, By, By... ] nunierl di Bernoulli (Vesans, 1. ) si ha

1

=y a1 | 1 , X
B — BIP“—I—E"!HIPT—*'F:—I (E)E;."“_"FT tg}ﬂulﬁ_z 4 ..o+ Bup.

g P

n=} g-l-—l
Dal resto i possono ecaleolare queste somme fn alli modi: efr, TineaznLe, dlgebra Compl.
FParte ], g 67,

|:I_"1_':I: -
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Ma il determinente D per

la relazione (1) & dellp stesso fipp di A,
epperd il suo valore sara
(Sn,n-i-t)l — (“ !}k .

10. Si abbia la progressione aritmetica

1+d, 1-4-2d, 1484 ...1— n7
e s1 considerino i primi m termini.
Dopo guanto abbiamo detto, & facile provare che la somma dei (-m)

/
prodotti deghi m termini detti, combinaij in tutti § modi possibili (che
indicheremo con 8,,) & data da

Spm = (}:') = (l;: : il) $1mts 0l (3: :g) So i — |

+ {.;m ‘f' 1] Fo=1,m— = — Sh,,",;_;dh.
S1 dimostra facilmente che :

la somma delle 8,5 relative ad h nullo O part ¢ wgnale alla somma

delle S, relative ad h dispari, guando si faccia h=10,1.2.3, . . m.
Infatti

B =1
“_31.:::. S—— \ (T)—‘i— 31.m—}-!d}
Bom = (’;) -+ (ml—l) St Sy

=D B = =1 { (}?) T (?}::]1.) Stamsali. - (HIF_{H_IJ St m— "

- 'Bll.m-!-tdh}

#

L - L] - L]

m m ) | v e
("_IJ Bm.m :('—IJ l{(;:].) +(::1___%)Sl,m-*-lrfr‘i"...—}"ﬁm_j_m-;ﬂ' — &
Sommando membro s membro, ordiniamo il
le potenze di ¢: ogni cocfiiciente & della forma

1 e dmj b

seconido membro per

H—=m '
""l “Wk ',"’__‘j
3' — — 1 ( 4 [
T "ot .J A "'J)
che ¢ evidentemente nullo.
Onde
I—m

h (_h' l)hsh.m — D:

Lh=0

che & quanto volevasi provare.

Fiutero Steimaxi.
Bologna, dicembre 1900,
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SULLA RICERCA DEI POLIGONI REGOLARI

che possono decomporsi in poligoni pure regolari

l. Indicando con L ed S respetlivamente l'ordine e ia specie di on dato poli-
gono regolare, che chiameramo P, & con

'Ilmzi'-'!IE-'-*:rIul
slp‘gﬁf#’l-"lgﬂ

la quantith analoghe per gli i poligoni della scomposizione, py, pe, pa-.. p, che con-
corrono in uno stesso vertica di P, avremo ln relazione:

8L~ o Ti=D8 =
=T 180 r 13 (1)
OVVere
)] ';'I' Se 1 2:1 4
B i S )

In quale, di per sé sula. Irscia indeterminato il problema che vogliamo risolvere.
Infatti prendende per unith di misura degli angoli 120Y e indicando por hrevita
i (ty  dis : : ;
nella (1), L:Du?, e cuu—f,f. . ..,1—", respetlivamente 1l valere del 2" membro,
! - ("
e quelli degli » termini del primo, 81 vede subito ¢he in infiniti modi pud essers
soddisfaila la relazione,
ﬂ:lfl':l‘ﬂ:si Ef.—a-i- 2
EH, | !H i b.l. L N b"_bl l ]
perche, ze /; ed s, indicano vespettivamente 'ordine ¢ la specie dell’»™ poligono,
|I"egnaglianza

“ — 2-!:*} LT .
| S T
che pué metiersi sotlo la forma
S o b-- — iy Y
I_r e ﬂ‘b, [ {H }

mostra che per ognune degli infiniti valori che si dedncono dalla (2) per la fra-
: ‘i . : T s : .
zione ?' , @ quindll per a, e 4y, si possano trovare dnfinifi valor) per ;o ed & capagi
di soddistare alla relazione precedente; il che prova appanto che m iofimti modi
gi pnd scomporre 'angclo al vertice di un dato poligono regolare in a angeli
ecuall respettivaments aghi angoli al vertice di altrettanti peligoni pure regolari

- volendo

. ] ) . L _Eﬁ -
Esempio. — Per il felradesagono di 29 specis si ha: % ——— A== f

ora scomporre l'angolo di questo paMgono, ad es., in quatire parti, eguali raspetii-
vamente agli angoll di 4 poligoni regolari, si potranno prendere n caso i rapporti
i
T
-

n —?‘, e prendere poi

iy i - - = & ™ = = & i i
e ! — , coll'unica condiziene che la somma di queste tre frazioni sia inferiors

s 5 (1 M ‘s
by (51 1z 12 T 3*:1)'
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M 1 ¢iy S ! i 18

Pacendo per es. E'T = e =15 % =g+ o trova = 830" © quindi,

per la (2),
S 1439 & 481 s 179 s 1490
L 2880 " 1 Se4 4 36D ' 4 3024

osala basta prendere quattre poligoni regolari qualunque. pei quali i vapporti fra
la specie e l'ordine siruo respettivamente eguali ai rapporti nomeriei precedente-
mente trovatl, perchi essi, nel concorrere alla scomposizione di un angelo del pa-
ligono di P, non si soveappongane né lascino lacune tra di lovo.

Cid premesso yeninmo o determinare tulte le soluzioni del problema genernle
proposto, distinguendo la ricerca in due parti: nella prima vi ocenperemo del caso
in eni nessuno dei vertici dei poligoni & py, peo, ps,.... ps code sui laki del poli-
gone F; nella seconda, invece, toglieremo affatio questa limitnzione,

2. Per la prima parte della ricerea comineceremo ad osservave che il lato di
claseun poligono della scomposizions, che sta inforno al perimetro di P, deve essere
sguale a gnello dello stesso P; e siccome un poligone regolarve intreceints & con-
cave rispetio n ciasecuno dei snoi laki, cosi non & possibile di rendere i poligoni
PP ..t ailiacents ai labli di P se guesto non & di 19 specie. senza che non si
sovrappongano in parte tra i lovo,

Cid porka a concluders che, mel ecsso di eni ora ei ocenpinmo, il poligemo P
non pud essere che di prima specie. Parimente tutti i poligoni Jdella scomposizione
che stanmo intorno al perimetyn di P (ebbono esseve di prima specie. Infatti, se
in un verlice di P concorresss un solo poligono e questo fosse intreccinto, allora,
o aleane parti di questo uscirebbero al di fuori di P, oppure si presentershbero
in ¥ delle lacune; se inveco vi concorressero almeno doe poligoni, e nno di gquesti,
almano, fosse intrecciato, 8i presenterebbero delle sovrapposizioni fra i poligoni : do-
vendo esser dungue tutti i poligoni di prima specie, la relazione (1) puo, in questo
caso, mettersi sotto ln forma

. r
g B ™~
A, o T e, ®
Ry i o, i
Ty S I T &
-_.I -.r‘: l'-' - ¢ W, i
gt ™ P el

L

Al
Ll S

"
-
A
'
-
;
E
el
e
W

1 1 1 1 2
’ 2| — I - — = _—— .
"[24 G T rn) (" 1) 1, 8)
ed osservando poi che deve essere 9 ¥ i e — 1, e che 1l massimo valore di N !
1 r ] &p

8i oltiene (uando intte le 7 sono egunli a 8, nel gunl case deve aversi

9
=1 F .

— = f— 4 NSsl w ~<_ D,

3

si conclnde che in cinsenn verbtice di P non pessono concerrere pin di dne poli-
goni vegolnri. Dopo cie la (3) pud ridursi all'slbes

1 — ehils (4)
2(h +ly) — i s’

Escludendo ora le infinite solnzioni eha si oftervebbero quando si SUPPON 2558
una delle 7 eguale n zeveo, il che darebbe luogo, come si deduee dalla (3), non
ad una scomposizione, ma ad un semplice ricoprimenio di P eon un poligono eguale
al esso, si vede lacilmente che la (4) ¢ verificata solamente per i tre seguenti si-
stem di valori:

l31:3 J*':::“i lf1=3
. lg EL:-_G: 11, l}' 4L=12; I, l L = 80.
} == = :

1

G |

v
B
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Ora osserviamo che la relazione (1) impone una condizione necessaria ai soli
poligoui della scomposizione che sono disposti a gaisa di corona lungoe il perimetro
di P, ma nulla ci dice per cid che riguavda i poligoni interni; afinché dunque
sieno accettnbili i precedenti sistemi di valori, & necessario di verificare che la
porzione di P che rimane ancorn scoperta, & alla sua volia scomponibile in poli-
goni regolari. Ora ¢id si verifica facilmente por le soluzieni trovate. Infatti per
la 1, ln corona perimstrale di B trinngoli ricopre fofalmente V'esagono. Per la I,
la covona di 6 gquadrati o di 8 triangoli. lascia scoperto nu esagono vegolare.’
Infine per la 111, la corona di 15 triangoli e di 15 pentagoni. lango il perimetro
del trincontagono vegolave, lascin seoperto un poligono di 80 lati ad angoli salienti
e rientranti. i primi dei quali hanno eiascuno il valore di 360°— 2 X 1087 —60°= 84",
¢he & mppunio 'angolo del pentandecagono steliato di 4* specie.

Rinssumendo possiamo danque dire che, sotto le ipotesi falte, si hammo le
solnzioni :

|, — Esagono scomposto in £ griangoeli.
il. — Doaderagono - , B triangali, 6 gquadrati, vn esagono (fig. 1),
11, — Triacontazono . » 15 tvangoli, 15 pentagoni, un pentadeca-

gone di 4" specie (fig. 2).

Si psservi che l'esagono interno delln fig, 1 potrebbe alln sun volia seomporsi
in B frianzoh eynilateri in conlormith della soluzione 1.

3. Veuinmo ora ad ocenparei della scomposizione di P, nella supposizione che
lungo il perimelro di esso cadano dei verlici di py.psps....p,. In gnesia ricerca
supporremo dapprima che P sia di 1* specie, poi di specie superiore, e per ognune
di questi dne casi supporremo suceessivamente che tutli i peligoni dells seompo-
sizione sieuo (i prima specie oppure no, Ricorderemo ancorn che in totto eid che
segne quando parleremo di poligoni dells seomposizione intenderemo generalmente
di riferirei a quei poligoni che stanvo intorno al pevimetro di P; e guindi perché
ognuna delle soluzioni che troversmo sia necettabile, & ne¢essario verificare sempre
che In parte di P che rimane scoperta, dopo i poligoni delln corona, & alln sua
voltn scomponibile in poligoni regolari.

Caso 1. - I poligoni P e pu, ey Pu 000 di primo specie.

Per guesta riverca dovremo determinare anzitutlo gli agzruppamenti di poligoni
pei guali la somma degli angoli coneorrenti in wne stesso punto di un late di P
eguaglin 180% Per quesii dovremo avere:

v SO, — 2 :
i = 120
I !1
. . 1 1 17 : -7
da ¢nj, n=1+4+2 A= - = o - + ...+ —r-J che ik lnego alle segnenti soluzioni:
N 4 W v
i
n=9, 123 : l'f—l - lie=%s=—"1—38 (a)
i F".' J-l
1 l h=lh=4 'B)
=2, =2 ( ; {
n : .('-I— Iz) T =38, =28 _ (7)
Esaminiamo ora i dne scottocasi seguenti:
1% In ciasenun wvertice di P concorre wun solo poligono. — Uon ¢uesia ipolesi

la (5) e Ja (6) non possone dar luogo che alla scomposizione di un trinngolo »
di un guadato respettivamente in 3 Irinngoli e p* guadeati, essendo p il nnmero
dei poligomi adincenii & ciaseun iato di P, La scomposizione relativa al trinngolo
si puo osservare nelln fig. 10 guando i supponga scomposto in triangoli 'esagono
centrale.
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La (7) pud dar luogo alla scomposizione di un triangolo o di nn esagono in
triangoli ad esagoni.

Quanto sl trinngolo, nella supposizione che gli esagoni ed i triangoli &i sepa-
rino & vicends, abbiamo una scompoaizione in

plpﬂ— 1) 4 o+ l‘g?’ it ) =p"+p +1 triangoli, e P{P; - esagoni (fig. 3).

Nella supposizione, invece, che ogni triangolo sia adiacente per un 8ol lato
ad nn esngono, come mostra la fig. 4, ii trinngolo P risults scomposto in p* esa-
goni e in 3p* triangoli. Da quesl'nltima scomposiziona si pup dedurre nns varieth
supponendo di sostituire un sangono a 6 triangoli conecorrenti in uno stesso punto,
ed in tal caso P contiene

—E S L] .
»* + L g'ﬂ 1]‘—— :p (p — 1)+ 1 esagoni,

¢ Bp*—3(p—2)p—1)=3{8p— 2} trinngali.

In totte queste formule p rappresents il numere desli esagoni adincenti a
ciasenn lato del triangolo P.

Quoanto all'esagono esse pubd essere decomposto, come mostra 1a fz. 5. ciod in
modo analogo &l triangolo della fig. 3: questa scomposizione di Inogo a 3p(p-4-1) -1
esagont, & a Gp (p -+ 1) triangoli, ove p rappresenta il numero dei triangoli che
ingistono sopra ciaseun lato dell'esagono P.

2% In ciascun rertice di P concorrono due poligoni. — In gquesta ipotesi la (5)
fornisce una scomposizione in 6p° tviangoli per il solo esagono (fig. 7).

La (6) non pud dar luogoe ad alcoma scomposizione.

La (7) di uns scomposizione dell'esagono in triangoli ed esagoni come mosira
Ia fig. 6. Essa pnd riguardarsi come composta di 6 triangoli analoghi a quello
rappreseniato dalia fig. 4, e quindi si hanno 6p® esagoni e 15p* triangoli.

Supponendo poi di aver sostitnito un esagono a 6 triamgoli concorrenti in uno
stesso punto, i numeri precedenti divengzone rispeltivamente:

Wwlp—1464+6(p—1)4+1=3p(8p—1) + 1 esngoni:
18(3p—2)—86ip— 1)—6=6 (8 — 1) friangoli.

Iy queste formule p rappresents il nmnero degli esagoni adincenti a cinseun
lato di 1.

Alle risoluzioni precedentermente trovete potrebbero aggiungersi anche quelle
che si ottengono decomponendo nei modi sopra enumersti, i triangoli i quadrati e
l'esagond, che enliruy nella svomposizione del decagonoe regolave (fig. 1),

Caso I1. - I poligono P di primu specie, € Py, P2, Pa... Po non Endli di prime specie.

Potremo distingnere in due questo caso:

1% Lwertivi dei poliyoni della scomposizione non cadono sui lati, ma sui vertici @i P,
Se in einscun vertice di P concorressero due poligoni intreceinti, questi, come ab-
biamo gia osservato al prineipio del nom. 2, non potrebbero essere adincenti tra
di loro né ndiscenti ai lati di P; cid ports 8 concluders che fra essi o i doe lati
di P che ¢oncorrono in quel vertice, dovrebbero essere inseriti gli angoli di almeno
tre poligoni ordinari di prima specie. Ma abliswo gi veduto allo slesgo num. 2
che in ciascun vertice di P non possono concorrere piu di due poligoni ordinari;
dunque & innmmissibile la supposizione ora fatta, e per consegnenza in quel ver-
tice non pud aversi éhe un solo poligono stellato (che chiameremo ) in unione
& due altri poligoni ordinari non diverai da doe triangeli, o da un triangolo ed un

o W Rl T iy R S st e, [ - v

e LN
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quadrato, 0 da un trinngolo ed un pentagono. Ora jo dico che in un angolo rignis- AT
trante R (angolo esternn) di = now pué concorrere aloun poligono stellato.

Infatti chimmando con , §, 2, rispettivamente I'angolo al vertice, 'angolo esterno 1

g0
rientrante R, e il numero dei lati del poligone =, dovremo avere o — g_.gr..

Ma se in R potesse concorrere un poligono stellato, questo dovrebbe essere accom-
pagnato slmeno da dwe poligoni ordinari i quali, anche nel easo pinn favorevole di
triangoli equilateri, condurrebbero per § ad un valore superiors a 1209 o guindi
per = (poiché A = 6) ad un valore superiore a 60°: yalore queslo che associato
con quello dei due poligoni, che con n concerrono in uno stesso verlice di P, ver-
rebbe & superare un sngolo piatto. 8i conclude dungue che in on angolo rientrante
esterno di ® non puo concorrere che un solo poligono,

Possiamo ora dimostrare che i due poeligoni che insieme a n concorrone in uno
slesso vertice di P, non possono essere che duoe triangoll equilateri.

Infatti, se essendo I'umo un triangolo equilatero, 'altro fosse un pentagono, il
valore § dell'angolo rientrante R, non potrebbe pssere che di 108% e quinds quello
di &, 86% ma allora nou sarebbs Ja somma degli nngoli dei tre polizoni che con-
corrono in P, (60% - 36° 4 108 jaferiore 2 180° Re I'nltro poligono fosse invecs
un quadrato, e quindi == 90%p @ — 45° & gionngerebbe alla medesima conelnsione,
Infine dico che 1'angolo § mon pud essere che di 60, Infatti la serie dei poligoni
che fa seguito (lango il lato di %) ul trigngole chs concorre in un vertice di P,
aon puo essere formain che di triangoli e di esagoni, & quindi 1'angelo § non po-
irabbe easere che di 0% o 120°; ma se losse f= 120" sarebbe o = 60, e quiudi
@ somma degli angoli dei tre poligoni che econcorrono in P, eguaglierebbe 1807;
"on resta dungne per § che l'unico valore di 60°. '

Di qni si conelude facilmente che = dove essere dello stesso ordine di P e che
(neski dne poligoni debbono avere i vertici in comune. Per In soluzione del pro-
lema dovremo danque cercare quelle coppie P o = di poligoni pei quali gli spazi
he rimangone seaperti in P, dopo che in coincidenza dei vertici di quasto 8i Rono
osti quelli di =, sieno tanti triavgoli equilateri. Ora per soddisfare a qneste con-
lizioni basia porre

2 | L. [, -

he dopo fatte le vidazioni assnme la forma, 8¢ — L =3 la quale & soddisfatts per

=1 e L=0, e quindi per tatti i valori 3
§=1-+418)
L=3s [

ove ¥ rappresenta nn nmmero intero qualunque. Osserviamo poi che se I & pari

. deve avere

k 'Il-.l 3T
] L
iy i ‘I._-r.l._r;.f-.
e g T [
."-"E_@-_l-' '\.
o WA

(&)

L—2

e *
T i —:
qumei 1 40 < §—é—£ 6 per conseguenza ) > 4,

Se invece L & dispari dovremo pure avere

EEL:I

—_—

h— ]
L, e vongeguentemente B > 3. Tutte lo soluzioni del pro-

quindi 1 40 < 5

emn sono gquindi .
fL=9, 12, 15 18 21, 24 97, s, .. .,

|s=4, 5, @, 7, B, 9, 10, 11.... (9)
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che sono in numero infinito. La figura corrispondente alla 2* soluzione {ﬂodumgqqu
di 1%, scomposto m un dodecagomo di 5* ¢ in 12 triangoli equilateri) pud wdamf
nells parte pin interna (fig. 8).

29 Nei vertici di P non concorre alenun poligono stellaie, ma concorvono nvece =185
sui lati detlo stesso P. 11 poligono P dovendo avers i suoi angoli ricoperti da po- i
ligoni ordinari, non potra essere che triangolo, quadrato, esagono, dodecagono, irig-

i contagono; & quindi i poligoni della scomposizione non potranno essere che trian- - =aglls
,, goli, guadrati, pentagoni, esayons. '51,: ?":,E ﬁ .-
,rq | Siccome due poligoni stellati non possono risultare adiacenti per nu lato senza ; Ffﬁf!
{g'?;f,.. presentare delle sovrapposizioni, cosi in un punte dei lati di P, non potranno concor- _”--- e

%iij": rere che un poligono stellato e due ordinari, dei quali nltimi une almeno ﬂmrrh
S essers un toiangolo. Se dungue nella relazione

fhri 3

;::.:I'.' 1 I"

.'-_I._. Puniﬂmn b = S con £ —1 8 g — 1. (2] ﬁﬂﬂ.ﬂ‘iﬂ.‘mﬁ, RVIEmo
_‘_f' l 4 5 - B

) fy ' Iy o

che smmette le solnzioni:
120% . . i
1% h=3 &=3 &h=3 s=n w=060° "E=000+—" ‘iraal
300 't g ¢ -..l ; %

% 5L =28 k=4 &h=12, &=05n  u5=309 ?3= 3ﬂn+— :.- g3 R
v =8, h=5, h=lon a=Ts &=12, B=124+ > i

g f‘:
= essendo «, I'apgolo al vertice del poligomo stellato e fs il sno angolo aatarm‘.l*—;i 3?.-,33 ! -
'-’fL rientrante. 2 f’{-"'-f:f ! el
“' Nella prima solnzions non si pud fare che n=2, nel qual caso si hanno la
:4” due soluzioni rappresentate dalle fig. 7 e 10, quando in esse si faccia natrnzmna
F‘E'qu _ dalle linee tratteggiate. '
:,f“ + La soluzione 2% o 3* non sono acceitabili perché per gli angoli esterni rien- :“ P

tranli del poligono stellsto resnltano sempre de valor: ¢che non possono assecinrsi. 1 A
vespettivamente cen quelli dell’ apgolo del guadrate e del pentagono per formara -

un angolo piatto. L IS
Caso 1L, - JI poligono P & stellato ¢ tutti i poligoni della scomposizione ehe o7y | ]
stunyo Hitorno «l perimetro di P, sono di prima specie, B ;

'E"
Ce i
- ™

S (B e
— .-‘- y

ot

Con ragionamente analogo a quello faitlo al num. 2 per stabilire la formula (4} i ,;J;
g1 trova che nel caso sttunle la formmla ora defta diviene

.1

=4

_.-\:,_-E.Hy-.

a ER
g i
S

II'!.' # T I 5 :I-
A - 21y 1 R
- S— 3, L
1 St — bk g

A -
. ik
B

_: * e siccome per le sole coppie di valori (8,8; 8,4; 8,5) che si possono attribuire ad i w
e Iu, l'espressione fruzionaria assume valori interi, si deduce che L & nn multiplo ’*~
di 8, vale s dire che P non pub essere un poligono stellate vero e proprio, ma un
poligono regolare intrecciato, resultante dall’insieme di un certo numero di poli-
goni ordinari del modesimo ordine. Vediamo ora se fra guesti poligoni, che ehia-
meremo (erivati e pei quali considereremo il solo perimeiro esterno astraendo per
conseguenza dalle sovrapposizioni, ve me somno aleuni scomponibili in poligoni rego-
lari di prima specie. Ricordando le soluzioni gia trovate al nnm, 2 é chiare che

' '-_.,- i- -i:'*:
A
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questi poligoni derivati non possono essere costitniti che dall’ intrecciamentn o di
triangol), o di quadrati, o di esagoni, o di dodecagoni, o di triacontagoni rego-
lari, Chiamando allora « 1'angolo concave del poligona intrecciato P, & osservando
che L= mR &1 ha '

180{L —2(8— 1)} 180 fS(m +2)—2
{ ) . }_1130{“" - 2) g} (11)

& = atb L lHS — ;;

ove m mon put prendere che i valori 3, 4, 6, 12, 30, 8i osservi che per un dslo
valore di m, @ assume il valore massimo per 8 = 2,

Affinché poi queste angolv  possa scomporsl in angoli di peligoni regolari, é
necessario che si abbia, tenendo conto dells (11)

b 2 2(8—1
1(1-1—}21-!_ [mS ]
I r
OV Vero 1 ;
. 51  2(8—1)
eeilf=d r m (12)
da eni si deduce anche che
1 _ 1 ( md2
1;-;-? =y (‘P ’: ) (13)

ove p Tappresenis il numero dei poligeni che con uno dei loro angoli concorre &
ricoprire 1'angolo «. Faveiamo ora tutte le ipotesi intorno ai valori di m, e per
ognuno di goesti assegnamo a p tulki i valori possibili in modo da soddisfare,
per valori convenienti di 8, alla (12).

Per m=3, P & formato dall’'intreceiamento di 5 trinngoli; 240° < g < 300°,
o fra 1 poligoni ehe concorrono in «, i due adiacent &l lati di quest'anzolo non
possono essere che trinngoli od esagons. Assegnande ora o » i valori compatibili
colla (13) e fra guesti tenendo solo quelli che soddisfane alla (12) si trovano le -
aoluzioni seguenti: |

[a }J:{{ =12 f:zfgf‘—-ﬁ:ﬂ.

Ja - g==4 b=h=41=8; L—=4
L . s=10 h=lb=L=3; WL=35
4 ',l;:ﬂ §=m f}‘———'f-,;- 23; ?4::31;
v p=1 §=9 Iy ==ida = §.

Per m=4 il poligono P & formato dall’intrecciam onto gi quadyati; 230° <2700,
e 1 poligoni adiacenti ai ladi di quest’angolo non possomo essers che quadrabi s in
fqunesto caso i ha l'unien soluzione

;s P:a* 8 =3 I].:Iu_—-_‘d'.; fg-_::j.

Perm="061l poligono P & costituito da onl intrecciati fra di loro: 210°% < w2400
& 1 poligoni adincenti ai laki di guesto angolo o sono briaugoli od esagoni, Si hanng
qumndi i solnzioni:

11_—_1\;:3, hh=4

T p=23 8
r 11—=i'1=3, by = 4,

i .

Per m =12 ad m = 30 non si trova aleuna soluzione accettabile.
Lia 1* soluzione corrispondes all'esagono stellato (due triangoli aquilateri intrec.
ciati) scomposto in triangoli equilateri: esso puo riscontrarsi nell'eaagono stellato

cbe comparisce nella fig. 7, nel quale Is scomposizione predetta & messa in evi-
denza per mezzo di linee lratteggiate.

|
S
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La 2% ad un dodecagono stellato di 4* specie jquattro trinngoli equilateri

intrecciafi fra di loro) che pud olfenersi premdemdo il dodecagono seomposto nel :::’.'::"'_

modo indicato dalla fig. 1, e completandsio cel sormentarne ciascnn lato con un
triangolo equilatero. Anche nella fig. B 5 pwé riscontrare, nalla sua parte interna,
rappresentata la soluzione 2% quando & soppesea di aver messo al posto del do-
decagono ordinario quelle rappresentato dalla Seura 1.

Per la 3° soluzione sl ha un triaconiagzoms di 10w specia (dieci trinngoli in-
trecciati) di eni la scomposizione pno essere yappresemtata dalla fig. 2, quando il
perimetro venga sormontalo lungo ognuno dei saoi lats da vn triangolo eqnilatero.

Lu 4* soluzione corrisponde al caso di nn polizono stellato formato da quanti
si vogliaue triangoli equilateri intreceiati ira di loro, il quale poligono viene scom-
posto in un poligono ordinario del medesime erdine di guelle intrecciato (che si
cltiene riunendo consecutivamente i verticl riestrantiy. e in tanti triangoli equila-
teri ¢che sono sovrappesti a ciascun late del poligone ordinario orn deito. Nella
parte interna della figura 8 si puo avere la rappreseniazione corrispondente al
enso di 4 triangoli intreceiati (dodecagono di 4 apecie) guando ai consideri la parte
che rimana dopo i triangoli aqujlatari,_uume semplice dodecagono ordinario,

Per la 5% si ha un esagono stellato (2 triangoli intreccinti) scomposto in frian-
goli ed esngoni; essa @ rappreseniata dalla fie. 9.

Per la 6% si ha un dodecagono stellato di 3= gpecie (tre gquadrali infrecciali)
scomposti in 12 quadrati. 12 triangoli ¢ un dodecagono ordinario. Questa solnzione
si pud riscontrare uella fig, 8.

r =
R e
Y B3 I:J'I!'.
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k .I
1: kT

»a 1l
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La 7* corrisponde al caso di un dodecagomp di 2% gpecie (doe esagoni intreec- " '.-':'F' |

giar) scomposto in 24 trinngoll equilateri, in 12 guadrati e in un dodecagono stellate
i 4" specie, scomposto nel modo corrispondente alla soluzione 6°. Anche qnesta
solnzione & compresa nella fig, 8,

La soluzione &* corrispende al case del trinconiagono di 5* specie formato
dall’intrececio di 6 esagoni regolari, Lungo il perimetro di esse 8i pud formare una
covona di Lriangoli e di pentagoni in modo che due di quest'ultimi concorrane in
cinsenn angolo saliente; e due triangoli, separati da un pentagono, in ciasvun an-
golo del poligone P. Si pno poi sggiungers un triscontagono di 18" specie concen-
irteo & P e o modo che i suoi angoli salienti vengono ad imserirsi fra i due
pentogoni che con due triangeli congurrono in uno stesso punto interno di I, com-
pletando 1w til modo von questi poligomi un angolo giro. Mn dope eib rimangono
nncorn scopertl in P, 30 friangoli isoscel) (von angoli di 72" e di 36%) che non
possono gcomporsi in poligom: regolavi. La soluzione 8* deve quindi rigetiarai.

§i osservi che la solnzione 1%, 2% 3% gurnio s gnpponga di lasciare indecom-
posto vespetlivamenle l'esagono, il dedecagono, il trinconlagono centrale, rientrano
lable uelli soluzione 4=,

Rinssumendo possiamo dungue dire che i poligoni scomponibili forniti dal caso 111
sono. 1° nna sene inluits di poligoni stellntl formati dall’ intreccio di n trisngoli;
(il caso i »= 2 ammette due scomposizioni; fig. 7 (esagono stellato infermo) e
bg. U); 27 il dedecagono stellato formato du 8 quadrati; 3¢ il dodecagono slellato
formalo da dne esagoni.

Uase [V, - 17 poligong I & stellato ¢ non Mttt { poligoni della gcomposizione sono
di 1* specie.

Con ragionasmonkbi p&rfut.ham&nta tdenlivi o qng]” fatti nl [TIiI]EiPiH del 11 caso
51 prova che se il poligono stellato # ha in comune un vertice con PP, deve essere
dello stesso evdine di yueslo poligono e avere con esso talli | vertici in comune;

| TRP i
i
e =

i B L i B Pl
B T e o ey ey —

LT e R e A R e R L I
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¢ 81 prova pure che i quadrilateri che rimangono scoperti, contenendo tre angoli
di 60% devono avers due lati par diritto & quindi ridorsi a trisngoli. Cid poria a
concludera che il poligone P won pud essere di prima specie, e quindi la ricerca
di cnl ora ci occupiamo rienira in quella gik trattata nella prima parte del easo 11.
I poligono n abbin invece i suoi vertici nei vertiei degli angoli rientranti di P,
e sia dello stesso ordine di guesto poligono. Perché i quadrilaieri che rimangono
scoperti sieno allora scomponibili in triangoli, & pecessario che sieno delle losanghe
cogli angoli opposti di 120° oppure dei quadrati, Conservando quindi la notazione
L, 8B e A, o respettivamente per I'ordine & s specie di P ¢ =, dovremo avere, se
gli angoli di 120° sono quelli »l vertice di P » yuelli esterni rientvanti di =.

180 {x —2(s —1))
—120°: A=06(3—1)

A
i1, — o\
180\ LEE’J = 1209; L= §8.
Si hanoo quindi le infinite soluzioni:
[ L=12, 18, 24, 30, 36,..., Y
(8=2 38, 4, 5. B..
{ h=12, 18 24, 30, 89,...:

" oo
& R
"3 ] Nl
L
" i I-'| -I|I _'
ARl iR
TEY e o
EClLb . ot
e =Ll
: ra L | TELRN |
- Bt 1
L3
TR
Lo
o "
e = ks
- g
T T
-i- L '--l'I ]

-
R
RN i
St

T} e
¥l 0 4
S
3 :_—I i
! i
=
iy g
B ¥
- g :
CLAE
1 e
. - -
e ".' |
' 3 f
L s 1 i
B
e iy
L] ot Bl
L]
®
= 3l
i e |
- i
1.0, oL |
L] L
B AR
i
A LT N
gl 5
= il
'] ; i
= gl
1 ! i
, el
L i

\o=38, 4, 5, 6, 7,....

11 poligono P, in questo easo, risulla sempre come intrecciamento di un certo
numero di esagomi. Nella fig. 8 si pno riscontrare la prima delle =oluzioni ora
trovale; dodecagono di 2* spocie (2 esagoni intreceirti) scomposto in un dodecagono
di 3% specie (8 quadrati intrecciati) e in 24 friangoli equilateri.

Se al contrario gli angoli al vertice di P e quelli rientranti {esterni) di = somo
di_60° dovremo nvers

| § -
180 {2 — 2 (o —1)}
A
180 {L — 28]
L

e guindi le infinite solnzioni

=60 A=3(3—1)

= 60 L =38

[ Li—8, 32, I5,..4.
| S A
(=0 I8, A&,
leo=4, & § ...,

La soconda soluzione pud sncora risconfrarsi nella fig. 8 (dodecagono di 4*
specie fermati di 4 triangoli intrecciati), scomposto in un dodecagono di 5* specie
e in 24 triangoli eqmiaters. ’

Infine se la losanga & un quadrato, si trova nello stesso modo:

A=—4(3—1), L=48, S=3—1,
e quindi Je infinite seluzioni.

{Lz g, 42, A6, 20, 24, .
n=% 8y &, 5, B,
/ 8, 13, 15, 20, 24,...
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La seconds soluzione si pud vedere rappresontata nella stessa fig. 8 dodeea-

gono di 3* specie (8 quadrabi intrecciati), scomposto in na dedecagono di 4* specie . .

(4 triangeoli infraceisti) & in 12 gnadreati.

8i pud infine riscontrare che se il poligono = non ¢ nelle condixioni preceden-
temente ammesse rispetto a P, le parti di P ¢he TIMABZOBRG Scoperie, NON POSSONO
in ogni case essere scomponibili in poligoni regolari.

Applieazioni.

Le soluzioni trovate pei dodecagoni regolari, si prestano agevolmente per tro-
vare con metodo imtuitivo alcune formule relative ai dodecagoni medesimi.

1% L'area del dodecagono eqnivale, (fiz. 1), a quelle di 6 guadrati, pia guelle
di 12 triangoli equilateri dello atesso lato; indicando quindi een ] questo lato e
con & I'area del dodecagono, abbiamo
nys

8= 614 12—

=31(2 +13). (14)

2% Dalla semplice ispezione della fig. 1 =i ricava ancora che
8 = 3 ABCDEO = 3(ABCDO + 0OD):
ma COD=0DG+ GDC+ 0GC=0DG -+ 0GH + OHA= AODGHA — ATDCOBA

e quindi sostituendo ¢nesto valore di COD nella precedente, abbiamo
8 =38 A0ODF = 8R®

essendo R il raggio del eireolo circoseritto al dodecagono.
39 Dul confronfio delle due asprassioni di 8 si ricava; -

R=I'B’2+f§=—;—{ﬁ+1‘§).

4% La superficie folale del prisma esagonale le cui faccie laterali sono dei
quadrati {(questo corpo appartiene ad una delle due serie infinite di corpi d’Archi-
mede) eguaglin quelln del dedecagono il cui lato & nguale allo spigolo del prisma,

o, Dalia 2¢ delle soluzioni () si rienva che il dodecagono regolare pul essere
scomposto in 12 triavgell equilater ed in un dodeeagonn ) 5o specie; e, (Be. 1),
pud pure scomporsi in 12 friangeli equilateri ed in 6 gquadrati:*si deduce quindi
che I'area del dodecagonoe slellato di 5" specia equivale n 6 volia qualla del gua-
drato costrnito sul lato del dodecagono ordinario iscritle nello stesso cerchio.

6°. Dalla fig. 8, 81 ricava che chiamando con 7 il lnto de; triangolini e dei
quadratini della scomposizione, ¢ con Ly, Ly, Iy respettivamente il lato del dode-
cagonn di 2% 3% 4% specie, e con S, 8, 8¢ le arees respettive di questi stessi
poligoni, 81 trova facilmente:

Li=1(24+73); S:=6202YF+3)=6L"(2Y3—38)
Le=12(8473); Sa=60(YB3+38)=14(3—V3)
L=1384+7¥3); si=6(\3+1)=L'(13—1).

M.'* di Cammarata (Sicilis), Loglio 1900,
A. AX DREINL
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PRINCIPII DI LOGICA

ParTe 1. — Principii . di Iﬁgiua espressi in linguaggio comune,
Parre II. — Gli stessi espressi in simboli, eseguendo la via tracoiata
dalla Riwista di Matematica,

Certamenta per |'esposizione di proposizioni, per lo svolgimento di
dimostrazioni, non & uecessaria la serittura simholiea, nello stesso modo
che non & necessaria la scritbura algebrica per 1'ssposizions di proposi-
zioni d’aritmelica, per dimostrazioni di esse, per rigsoluzione di problemi
d’aritmetica,

Ma la soritiura algebriea & un mozzo utilissimo ed importantissimo
per esporre e ricordare propesizioni d'aritmetica, per indicars regols le
gual con grande facilitd ci fanno passare da una proposizione ad un'altra,
¢1 danuoo lo svolgimento di dimostrazioni e la soluzione di problemi:
analogamente la serittnra ideografiea, gih stabilita dalla Rivista di Ma-
ternatica, & un mezzo ulilissime ed importantissimo per esporre e ricor-
dare forwma di ragionamento, per indicare regole le quali son grande
tacilité oi fanno passare da uwa proposizione ad un’altra, da ura forma
di ragionaimento ad altra forma, e ci danno lo svolgimento di dimostra-
zlonl.

Senza la scrittura algsbrica mon si sarebbero ancora trovate tante
proposizioni e la soluzione di certi problemi sarebbe possibile a pochi:
o sensa lu seritture ideografica certe forme di ragiopamento o sarsbbero
ancors rimaste inavvertite o non si sarebbero ancorn trovate: vedasi a pro=-
posito gl siudi della Runsta di Matematica.

§ -1. — Classi - Negazione ¢ parfizione di classi - Relazioni fra classi.

I. Ad ogni cosa e ad ogni elasse di cose si fa corrisponders un ssgno
o eowmplesso di segni, una vooe o romplesse di voei; guesti segni e gueste
voel sono 1 mezzi di trasmissione delle ides.

Per es. nomi di cese: punte P; retta »; cerchio a; Pietro; paudre di
Antonio; eee.... nomi di classi; pat () (si legga punti della r); punto (a);
Italiani; Huropei; scolari diligénti; uomo; cose contepute in (uesta
stanzn; angeli; alanni di gnesta scuola ece. sce.

2. Fissata una e¢lasse, si acquista subito 1'idea dell’altrn classe ohe
‘comprende tutte le cose eccettuate guelle della classe fissata: uom di
queste dne olass1 puo chiamarsi negasione dell'alira.

Per amore di brevita, leggende i segni u=» «()» per identitd, per
preposizions «di» o wdel», s potra scrivere per es.:

Negazione (cose contennts in questa stanza) = Tutte le cose eccat-
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tuate guelle della stanzs = Tutte le cose esterne slis stanza. Negazione* e
(clagse degli angeli) = Tutte le sese eho non sono angeli. R
-3, Data una olasse & faeilo scqmstars |’ idea d’una saconda olassa cha
gia una parte, determinata 0 indeterminata, della prima: la seconda classe
8i potrebbe chiamare pariicolare rispetio-alla prima, o, particolare della
prima; e Ia prima classe si potrebbe chiamare wuniversale rispetio alla
seconda, o, umversale della secomda. :

Per es. rispetto alla clagse « poligoni », |le elassi particolari indeter-
minate sono efpresse da «molti poligoni » « alennl poligonl » « gqualche
poligono » ece,

Invece « poligoni: triangoli; triangoli isosesli; triangoli eqnilateri;
triangoli equilateri con un vertice in A» sono classi tali che ognuna &
particolare determinata rispetio alle classi precedenti, ed & universale
rispetio alla seguenti,

4. OSSERVAZIONI. — 1%, Per zarield di linguaggio elle due classi in- .
dicate al n. 3 s applica una delle teguenti gspressioni: la prima classe
comprende 0 eontiene la seconda: lo seconda ¢ compresa 0 conlenula
nella prima: la prima é maggiore della seconda: la seconda pud con-
tenere meno individui ma piii idee : eio che appartiene alla seconda appar-
erra pure alla prima ; non puG usia cosa appartenere alla seconda sense
che appartenga alla prima: tutio eid che appartiene alla seconda ap-- '-a
parisrra ad entrambe le clussi- non esiste cosa che apparienga alle se-
econda ¢ alle negasione della prima: ece. ece. :

4% Ordinariamente si indiea la neygazione d'una data classe premel-
tendo ad essq il S6YN0 wnon ». La negazione della negazione d’'una classe
daia non é altro che la data. |

8%, La particolare di una particolare di una elasse data ¢ sempre
particolare della data, La umversale di una universale di una classe

];5}31 data ¢ sempre universale della date.
: h;; 4%, La negazione di una parte di una data classe comprende la ne-
'g*?f‘l gazione della duta prie Ualiva parte delia data: vale a dire (comsiderando

chie ad wno narie di una elasse dain corrisponide " altra parie delia data)
una parte di wna classe ¢ In negazione della classe sono pariicolari

Y rmspelto alla negasione dell'aliva parde: ossia, la negasione di una parte

1 di classe ¢ wniversale tanto rmispello qll’altra parte guanitc rispetio alla ,

ﬂl,, negasione della elasse. . 2

e o Per es. chiamiamo o la classe dei punti del cerchio qui segnalo, com= .

‘i;" prest quellt della erconferenza : o' una parte ¢ ¢ la rimanente di o; RS |

e per semplieitd limitiamo il complesso delle cose ai punti del piano il

Ht cosicche negazione (o) = esterno del cerchio: evidentemente si ha che la R

A « negasione (g’ » comprende la «negasione (¢)» e la classe o g

2 9% La negasione d'un individuo (cosn) nel senso di non esistenza, @ ;
un non senso ¢iod un asyurdo. Negare, il ecarpo che cade od é caduto N |

$0tto v nost»i seasi, wi eerip cerchio, una ceria cosa di cui abbiamo no-
zione, ¢ lo slesso che esprimere nello stesso tempo, Pesistenza e la non
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esislenza, Uessere e non essere, ¢ cid si chiama appurio assurdo: ecosi
affermare, ur triangolo con qualttro veréici, un WOmo. prive di ogni senso,
cee. & lo stesso che esprimeore !Uasswurdo. Quando diciammo per es, Dio,
affermiamo un prodotlo della nostra mente, ¢ dobbiamo dire che questo
prodotio ha wn’esistensa, e sarebbe assurdo la sua negasione nel sensv
di non esisltenza. La frase « Dio non esisie » € un modo abbreviato per
esprumere che quella cosa o prodotio della nostra mente corrispondente
aila voce « Dio», mon ha certe propriela (per es. forma, renlia fisica,
potensialita ece, ece.) che st vorrebbero da aleuni allriduirgli. Se un tale
dicesse, la retla rion esiste, egli vorreboe intendere che la cosa di ewi ha
la nosione espressa dalle voce w rellan non ha poi le proprietd che da
altri 8¢ vorrvebbero attrilwnrie, Negare una legge fisica, per es. la gra-
vila, equivarrebbe ad affermare che una certa cosa che ha esistenza, come
concezione della mente, non ha poi la proprietd di appartenere alla ¢lasse
delle cose del mondo fisico. Aleune volte pare che si indichi la non esi-
stensa d'una cosa, ma veramente non € fa allro che, prima inlendere
quesia cosa come una ¢lasse de cose identiche ad essa e poi la negasione di
guesta cluasse. Nella propusizione « Dio ¢ moriale » cambiando 1l suggetto
in eio che pare la negasione di Dio ma che in sostanca non ¢ altro che
{a negazione della classe « enti wdentict a Do », s otliene w non Dio, @
mortale » cioé « lutto ¢io che non é Dio é mortale ».

68, Chiamando, per convenzione, una classe qualungue, particolare di
se stessa; universale di se stessa, (1o é poi lo stesso che dire, una classe
¢ contenutla in se stessa e conrtiene se stessa); st polrd esprimere ¢io che
in logica si dice prodotio di classi, somma di classi, nel seguente modo:

Il prodotio di-due classi date & La somwma di due classi date &
quella c¢lassa particolare di en- | quella elasse universale di antrambe
trammbe e tale che qualunque altra | e tale che gualunque altra classe
clagse universale di sssa non & pitt | pardicolare di essa non & pill uni-
particolure di entrambe le date, versale di entrambe le date.

5. Le relazionl fra dne classi le rappresenteremo graficamente con
goppis di cerchi: a tal fine o limiteremo 1l complesso delle cose ai pnnti
del piano; o intenderemo che 1 punfil del cerchio, compresa la circounfe-
renza, rappresentinoe gl'individul d'una classe, ed 1 punti esierni rap-
presentino 1 rimaunenti individol ossia la negazione della classe,

Una coppia di eerchi di cmi 1l primo ¢ sempre a ed il secondo varia-
bile & &, 0 b3 0 by 0 B, 0 Uy si presenta in cingue casi ben diskinti:

1 quali cosi &l possono esprimerg:

1° Caso. — a contiene b,: ossia la classe a é universale di by.

2" Caso. — a contienée by ed & contenuto in by: ossia a € nello slesso
tempo wniversale e particolare di be: ossia le classe a é uguale alla by,

3" Qaso. — a ¢ contenuto in by ossia la classe a ¢ pariicolare di b;.

4% Uaso. — a ne contienz ne ¢ contenuto in by, ma peri a, by hanno

elementi in comune: ossid, a non & né universale ne parieolare di by,
ed esistono individui comunt alle classi a, by.
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6% Oaso. — 8 72 contiene né & camtewwto in by, di pi% a, by non hanno
elementi in comune: ossia, a non & mé mmiversale né particolare di by,
€ non esistono individui comuni alle dassi a, b,

OssErRvazione 18, — ' ESPressione o eristono individui comuni alle
classi a, b: ossia, la cogsistenza delle elgssy a, b non ¢ assurda; ossia, il
prodotto logico delle elassi a, b non ¢ mullo » indica uno dei primi qualiro
casi sensa distinguere quale. L'espressions u Non esistono individui co-
muni alle classi », b: nssia, la coesistenza delle classi a, b ¢ assurda:
ossia, il prodatto logico delle classi a b ¢ nullp » indica distintamente
il 5° caso.

OsservazioNE 28, — Quando fra le elassi a, b s verifica il 2° 0 4° o
5 caso, allora nelle espressioni che irdicano la relazione logica fra due
elassi si possono commutare fra loro le dette elassi a, b. Ma guando fra
le classt a, b &1 verifica il 1" 0 3" caso, allpra nelle dette espressiont non s

possono commulare detle classi; pert quando si volessero melle dette
espressioni commutare le due classi a, b bisognera commutare [ra loro

anche 7 termini « contiene; ¢ contenuto » oppure 3 fermini « umversale;
particolare » espressi o sotlintesi,

6. Per l'osservazions 4% del n. 4 facilmente si vede che, volendo nel
discorso introdurre le classi le quali sono negazione dells a, by..., i pre=
cadenti cinque oasi si possono cosi esprimers in modo abbreviato oll’ in-
troduzione del segno w..» per indicare « negazione di elasse »,

1° Oaso. — n & contenuta in by ossia, la classe _a ¢ parti-
colare di . _b,.

2 Caso. — ._a 6 contenuta in ~by e contiene . Vy: ossia, u & nello -

stesso tempo particolare e universale di ~bg: oszia la classe - a & uguale
aile . b,.

3" Cas0o. — . contiens bs: ossia, la classe —_q 8 umversale di - b;.
4" Caso, — & né & contenuto in, né contiene by, ma pers - a,
~by hanno elementi in comune: ossia, _ga non ¢ e particolare né vni-

versale ai h,, ed esistono individui comuni alle classt &, by

2’ Qaso. — _a mé & contenuio in, né vontiene ~by, dit i _a, b -

hanno elementi in comune - 0831@, -0 niR ¢ ne particolare né universale
di by, ed esistono individu: comuni alle classi

St ha guindi Ja seguents regols in generaie;
In uuna relazione fra due classi, i possono sostitnire alle classi le
corrispondenti negative pnrché si commutano i termini « gontiens: & con-

tenuio » oppure i termini « nniversale; particolare » espressi o sol-
tintesi,

8 2. — Proposizioni categoriche - Necessita logiche.

I. La Proposizione categorica & npn coppia di cose separais da wé»

O « #ono » o dn altri segni equivalent; i qoali i possono considerare come
funzioni o relazioni di voesistonza fre le due cose: la prima di queste &

R e ——
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un individuo od una classe e si chiama soggetlo ; la seconda & gempre
una classe e si chinma atériburo,

OsSERVAZIONE. — Osservando che: I’ indi vidieo pud anche essere espresso
come [osse una classe e precisamente una classe di individei idéentict ;
¢he la classe di individul identici pud anche essere espressa come un in-
dividuo ; si comprende che: le proposizioni singolari, cosi chinmate perché
i loro soggetta & wun individuo, possono prendere anche la forma di
coppia di elassi separate da w sono »

Alecune proposizioni singolari hanno atiribnto espresso sotto forma
di individuo: In generale si pud anche dire che ogai proposizions cate-
goricn € determinata da una coppia di classi.

2. Due proposizioni eategoriche si dicono identiche quando, fatta astra-
zioue dalla forma linguaistica e grammaticale, hauno soggetti identici e
abtributi identioi,

Por es.: La proposizione categorica singolare aveute per soggetto il
punto P’ e per attributo la clnsse dei punti della retta r, si esprime con
nua delle seguenti proposizioni identiche: P appartiene alla »: P sta
su ; ad » appartiens P: » contiens P: » passa per P: » é it (P,): ace.

Per es.: La relazione fra le due classi a, by, vedasi § 1 n. 5, si esprime
con nna delle segnenti identiche proposizioni chiamate wxniversali affer-
motive perché il soggetio non viene gspresso come partes di classe ma
91 bepe come ona ¢lasse segnita dal segno « & contenuio », & pol 'atiri-
bnte non vien indicato col segno di negazione: Tutii i punti di b, sono
punti di a: il cerchio 5; & coutenuto nel cershio a- @ contiens, 0 com-
prende, 6,: se @ & punto Ai b, allora, & & pnuto di a: wed, , 8i deduce.
xea: uon esiste individuo Ai 5 ehe non sin individuo di a: non esiste
aloun individuo che appartenga a &, e alla ._a: non esigte individnoo
eomnng alla doe e¢lasai byy ~¢: Ul prodotto logico delle due olassi by, ~

e nullo,

La proposizione « alenni (mol, diversi, vari...) alanni di questa
senola sens diligenti » vien datta proposizione pariicolare indeterminnta
ajfermativa perché il soggetto ha la formn di nua olasse partieolare 1n-
determinata di altra clagse, e |Tattribulo non viene espreeso col seguo di
negazione: e in lingnnggio vomune vien anche cosi indicata: esistono
alunni di guesta seuola i quali sono diligenti: in questa scuola si trova
qualehe alunno diligente: possiamo dividere questa scolurssea in dus
parti distinte o clasei separate o i@ mode che una (realments esistente,
0sgia non nulla, ossia coutensnte almeno un Individuo) abbia tutti alunni
diligonti cieé sia conlenuta nells vlasse dei diligenti; "altra abbia tutti
alonni non diligenti, cioé sin contenuta nella slasse dei non diligenti.

3. Data nua proposizione categoriea, facando, Tu qualehe modo, se-
condo qualehe normm, variarve la coppia (i classi di eni & formata, si
oitengono tente alire proposizion: derivate dalle data secondo quel modo,
secondo nuella norma.

Per es. alia classe soggelto si potrebbs sostituirve, la sua negazione,
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un’altra che rispetto ad wsgsa sia particolare o aniversale, la negaxiome:

SEvE di una sna parte, in generale una elasss derivata in qualche modo dally: % o
i’?ﬁ« classe soggetto: analogamente per la classe attributo; “““mmpnm_l;',‘::f-f_ Hi
*:'hf}.' mente si possono fare variazioni guo entrambe lo olussi Boggetio ed aftrz- -7 4
£ buto, Fra le dette possibili variazioni hanno importanzn le guatiro se-

guanti

I* all’attributo sostitnirs 1a Bua Negazions

2% al soggetto e all’attributo sostitnire Je rispettive negazioni

3% al soggetto sostituire Vattribato, e all’attributo sostituire il sogeetto

4% al soggetto sostiluire una determinata classe particolure risputro al
soggatbo,

A gueste qnattro variazioni, considerate nome operazioni che si pos-
SO0 premetters ad ogni Proposizione ssnza curarsi per ora della veritid
o falsita del resultato; si dapno i rispettivi nomi: Opposizione, contrg-
rietq, inversione, partizione,

Alle stesse, considerate come risultati ottenuti facendo sulla proposi-
zions data le dette operazioni, si danno i vigpettivi nomi di Proposiziond
apposta, contrarig, nversn, particolare, rispetio alla data, o della data. _

Por es.: Data la proposizions di cuni il S0ggetio sla la classe dei - ;-'.';,'-"."".T
triangoli 1sosceli, e l'attributo sin ]a elasse dei triangoli isogoni e limi-,
tato il complesso delle cose alla classe dei trmangoli, si avya: :
opposizione (ogni trinngolo cha & isoscele, é 180gonio) = Ogni triangolo

che & isoscele, non & isngonio '
contrarietd (ogni triangolo she & isoscele, é \sogonio) = Qgni triangolo non

.igos8cele,. nun & 18080nio
lnversione {ogni triangolo che & isoscele, & i90gonio) = Ogni triangolo che
€ isogonio, & isoscele
partizione (ogni triangolo ohie ¢ 1soscale, & isogonio) = I trinngoli che
sono isosceli e ne) Semipiano g, sono isogoni. '
USSERVAZIONE, — Py ragiont grammaticali il SEGNo wmon » 0 altro "
equivalente che deve mdicare la negazione @ wne elasse, spesso, in- I"
vece di unirst alla classe s mette prirma del verbe o jrende un posto 3
Speciale secondo la natura della lingua ed il modo di fraseggiare ; ma |
010 € altre modificasioni grammatica i §1 devono considerare estrance alla [
natura logica delle proposizioni. Facilmente sui »isultati precedenti, come i
. S¥ gualungue alirg Proposinione, si possano ripetere le dette operazioni. . :
4. Possiamo lmmaginare un gruppo di gueste operazioni fatte snoeos ]
Sivamente su una Proposizions data e sui risnltati che snecessivamente - |
s1 ottengono : indi confrontare il risultate otienuto volla proposizione data. j'
Uosl indjvando eon P 1a Proposizione eategoriva data e segnando il punto

lnvece della parentesi o preposizione « del; della; di » facilmente si ve-
rifisa ¢he
Opposizione . opposizione (P)=P
contrarietd . contrarieta (P)=P :
Inversione , inversione (P)=P 0 |

= g | M
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Opposta . confraria (P) = econtraria . opposta (P) .

opposta . inversa (P) = inversa . OPPosia . contraria (P) = inversa . cone
trarvia . opposta ()

INV8rsa . 0pposta . (P) = opposta ., inverss . contraria (P) = opposta , con-
iraria , inversa (P)

contraria . inversa (P) = {nversa . contraria (P)

particelare . particolars (P) = particolare (P)

particolare . opposta (P) = opposta . particolara (P)

“ particolare . contraria (P)» differisoe dalla . Contraria , particolars (P) »
per il solo soggetto o precisaments il sogestio delly seconda & univer.
sale di guello dealla prima

« particolars , inversa (P) » differisce dulla « inversa . particolare (P) »
1 quanto ehe questa seconda ha i) Soggetto universala rigpetio a
guello della prima, ed ha Uattribulo particolare rispetto a quello della
prima,

Osservazione 18, — Res initeso che, volendo generalizzare le quaterg
aperaziont su dette anche per le proposisioni stngolari (cosa imporiante
solo per quanto riguarda [’ opposizione) bisogna asservare che

la negazione dell’ individuo s0ggello deve essere intesa ngl modeo {71~
dicato a § 1 n. 4, osservasions 54

8 corsidera la partizione dell individug Soggetto sempre eguale allo
stesso individuo - per Uinversione necessario che latlributo sia una
classe di individui tdentici, cioe pey I"inversipne » necessaria ideniitao
tra il soggetto e !'atiributs.

Per es. Je dne seguenti proposizioni singolari una inversa dell’altra
« Dio & Onnipotente: I"Oanipotente & Dio » asprimono 1’ identita delle d ne
tose corrispondenti ai termini . Djg: Onnipotente »,

Usservazione 2s, —. Una daia preoposizione rategorica e quelle phe sf
ellengono facendo sulla data le prome tre operasion: o Opposiziane, con-
rarels, inversiones dg gole O eccoppiale, formanno wun gruppo di ptie
Proposisiont distinte. Con ln Juaria operasione « partizione determinata »
SU 0gnuna delle precadenti, si otéengono allire oten Proposiziond .

OssErvazione 3% — Deyey badare a non confondere « la partizione »
con la « partizione indeterminata ",

Per es. rispeito alla data proposizione « Gl Buropei appartengono
alla razza bianca » quests dna alire g Gllitaliani appartengono alla razza
Gianca » « aleani Europei, diversi Europei, esistono degli Enropei che,
Appartengono alle razza hianca » gon tali che la prima é particolars dally
data cioé al soggetto della data venue sostituilo una sna determinata
classe particolare, mentre Ja seconda & particolare indetermingta della data.

Por es.: Iuteso a, 4 come gl ¥ 1 1. 5; 6 g per parte desterminata
di a sioé par clugss Compresa in a; e data Ja Proposizione « ogni a & b ",
allora, la proposizione « ogni ay & b» & particolare della data; mentre
la proposizions « nleuni a, diversi a, moltj @, esistono degli g tali che,
appartengono a & » & particolare indetarminata della data.
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b. Rigpetto al sentimento ogni proposizions canzgpwica & detta vera, « lE
0, & detta falsa., Ad upa data proposizione categomies si mssocin il sen- 4
fimento del vero o il sentimento del falsy a seeonds Aslls nmatnra della
coppia di elasse di eni & formata. Cires lo altre prepeasxmioni, derivate dalla
data per mezzo delle quattro operazioni su dette, xj ceserva che: gqualenna
potrd essere indipendentemente o vera o falsa 3 seeonda della naturs
della detta coppia di classe, s tutte le altre sono were o false solo per
necessita logiche; vale a dire, per acquistare i] wesrimanto dal vero o dsl
talso su tutte queste altre non & pilt necessarin eonsiderars la natura
delle due elassi, ma bagta osservare quelle poiche ebs gia si sono dette
vere o false dipenidentemente dalla natura delle slassi. A proposito di
questa osservazione si hanno le seguenti « necessita isgiche », 0, seguenti
w Prineipii di logica fra le proposizioni categoricle ~. primeipti che qui in-
dicheremo con Pp seguito da numero romanc.

Pp I. — PRINCIPIO D'OPPOSIZIONE DELLE srscopam:.

Presa una coppia di proposizioni singolari oppssie, si dira che: so
una proposizione & vera, I'altra & necessariamente falsa: se uns & falsa
"altra & necessnriamente vera. Con altre parole, due propogizioni singo--
lari opposte non possono essere entrambe vere pé entramnbe false.

Indieando per es. con P una proposizione vingolare si avra che:

«P & veron & lo stesso che w opposta (P) & falso »
«P @ falso » & Jo stesso eche « opposta (P) & vero »

Pp II. — PRINCIPIO D' OPPOSIZIONE DELLE XON SINGOLARL.

Prasa ona coppia di proposizioni categoriche non singolari ma opposte
81 dira che: se una & vera, I'aitra & necessariamente falsa; se nna & falsa
allora la partieolare indetsrminata dell’alira & locesszriamenta vara. Con
altre parole, due Proposgizioni non singolari mu BIUSTE NON POSSON0 BSEere
entramba vere: di pift una di esss & la purlivolare indetarminata del-
l'altra non possono eseere entrambe false.

1
!

Per es, indicando con a, b ls classi dsi punti di due cerchi, pren- | l

,ﬂ" 2 dendoli nel sense indicalo n §1 n. 5 eadattando il BBZN0 ~ por nega- i

:ﬂ,‘ zione, si avra che: | |

'-“j*" “ véru che: ogni @ & & » srrd necessariamente v fulse che- ognl @ € b » ' !

‘*-E*" &4 fﬂlﬂﬂ Ghﬂ: ngni Zad v " " w varo che: 'I]lllil.lﬂhﬂ Aae ____b . o 1

"; «veroche: ogniagéd _bwv » ” w falso che: ogni aa & b» T |l|
« falso che: ogniaé _b» » " wvaro che: qualche a & 6.

Uon altre parole, indicando eon ¢ UN& proposizione categorics non | ’
singolare si ha che: i due casi « vero 7 » « vero opposto g » souo tnl
che uno esclnde necassariaments 1'altro:

i doe casi « falsn g v « falao particolare indeterwinate opposto (g) » sono
tali che uno esclude necessariamente Paltra:
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i due casl « falso opposto (¢) » « falso particolare indeterminata (g) sone
tali che uno esclude necessariamente l'altro.
OssErvazioNe. — Nel Pp II non si eseludono i easi in eui due pro-
posiziont ecategoriche non singolari ma opposte siano entrambe false.
Per es. inteso a, b, b, come venne indicato u § 1 n. 5 8 6, le dne
seguenti proposizioni « ogni a & & » wogni a & - 6, » sono una opposta
dell’altra ed entrambe false.
Analogamente dicasi per queste due wogni a & by, v wognia d b »,

Pp III. — PrINCIPIO DI INVERSA DELLA CONTRARIA;]
OPFURE DI CONTRARIA DRLLA INVERSA: OPPURE 12 LERGGE DELLE INVERSE.

Presa una coppis di proposizioni tali che una sia I'inversa della con-
traria dell'altra, o, ¢id c¢he & lo stesso, la contrarin dsll’inversa dell’alira,
si ha: Se nna & vera, l’altra € necessariamente vera; se una & falsa,
'altra & necessariamente falsa. Con altre parvole, chiamando equivalenti
dne proposizioni che sono nscessariaments o entrambe vere o entrambe
false, s dirh: ogni proposizione & eguivalente alla contrarig dolla sua
INVOrsa.

Per es. inteso a, by, by, by, by, &5 oome vieme indicato a § 1 n. 5 e b,
ai hanno: Je seguenti coppie di proposizioni apa contraria dell inversa
dell’altra ed entrambe vere:

« by & contenuto in an “ —a & pontennto in B »

wby & contenuto in a.simultanea- « a4 & contenuto in & . simulta-
mente. a & contenuto in &y » neamente . . &,06contenuto in . an

«n & contenuto in & » s by & contenuto in _an»

le seguenti coppie di proposizioni una contraria dell’inversa dell’altra ed
enitrambe falsa:

a«a @ contenubo in & » “ .0y B contenuito in _aw
wby & contenuto in a» w @ & ocontenuto in & »
wa & contenuto in &g w w b & contennto in _an
« by & contenulo in a» o« ~ @ e contenuto in . d;».

OUSSERVAZIONB. — Ricordando che ogni proposizione eategorica si pud
ridurre alla forma v elasse a contenula nella elasse b » nella qual formea
si dice che o ¢ classe particolllre di b, si comprende facilmente come
questo Pp 111 non sia che un modo di esprimere la regola gia indicata
a§ 1n.6. Anzi ricordando la semplicissivia ovsservazione 4* del n. 4 si
eomprende come guesto Pp 111 non sia che una forma data al significato
della detta osservazione.

Varallo, 10 gennaio 1901,
(Continua) Pierro Burra.
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Il compianto De Paorts, in una sua lettera del 28 Dicewbre 1885, ]
m indicava parecchi punti dei snoi Elements di Geomelria, i quali pare- " °7

potrebbere dar lnoge a lungo e vario diseorsc; ma io intendo 1'|=.|:|-|1.1l.r1:|:|arP R
soltanto sopra una di esse: la 143, (lop questa egli rispondeva ad nna ,3
obbiezione, che io avavo mosan contro la dimostrazione da lui data (pag. 435)° ?Eﬁ | ”"
dell’esistenza del snmmultiplo di un arco circolare secondo un qualungné SR

numere intero. Ohi legge infatti guella dimostrazione, vede che nell’ul-
tima ineguaglianza (3AC" << AB'— AB) il segne < deve mutarsi in >, '-'_.'_"i-'.',__
)l che infirma ’asserzions immediatamente sagnente. Kgli, repatando "
giusta ’obbiezione, modificava conveniontemente la dimostrazione; la : .
quale veniva cosi ad accordarsi gon guella gik data nells 6* edizione 1 ‘“H‘
degli Elementi di Geometria di Sannia e d'Ovidio; dimostrazione valida, = (70

1 al I
J, I'_.II'

g per nna grandezza di 10, 20 g go geners, (¥) qualora quests = o
3 ; l.l

=

e swmmultipli secondo 2,4, 8,...; ed infatti in tale forma generale 1%l i

biamo enunciata nells snocessive edizioni. L’ipotesi dell'esistenza dei sum-’:ib .
multipli secondo 2, 4, ... fu adottata anche dal Dg Paoris nella dimﬂtl"a’.'-'}%; ‘{
zione rettificata . | E{% g

Né agli egregi professori Iazzewr o Bassan: é riuscito di Bvitnrln.,':"-“'?’;%

S
L
"I.+:I
oy

sebbene essa non figuri a pag, 248 del loro Trattnt.n, e sebbege dorante . ;\% - k,-'?'-"-"‘: i

Lot

‘ la dimostrazions si Suppouga lacitamente esistere nna grandezza minore’ -:‘.5:"".-'7‘ ;

della grandezza data, pol nna grandezza non maggiora della meta della -
precodente, & cosl via, Essi invero ottengono due variabili in corTigpon- ='*‘f.T-'
denza upivoca, Ia 18 sempre maggiore della 2% ed aventi ona differenza - LR
indefinitamente (ecrescente ! ma aid non basts per divle eonvergenti, non
aveudo noche dimostrato (come la dafinizions di varviabili convargenti
anshe da assi adottata esige) che la 1% sin decrescents e ln 28 grescente.
Non sard dangue inutile che io (i espongu iu modo gonerale e ri-
goreso, ad uso dei giovani, le due dimostrazioni ¢ni ho accennato.

Prima dimostrazione.

Sia A la grandezza data di 1% 29 o 3% gemere, la quale ammetta i
summultipli sscondo m, m®, m® ... 6 8ia n un numero intero diverso da
quests potenze di m.

Esisteranno dne potenze successive di m fra le quali sia compreso #,
e sia

M < n < m¥

_ ) Chinmo @i 10 gesesre Is grandszza del Lipe del segmenty, dl 2+ quelle fel tipe del poligonk
pinnl, di B« gnolle del Lipe degll archi o sottori elveniari.
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. Pongo P —g =g, onde  mP=—n_L g
Esisteranno le grandezze ™ :
. A ) B | ¢B ) C . 4C .
Ve O=em =0, Do B8

& le grandezze della BUCCOSSIONs
) - L v ) TE
decresceranno indefinitamente, perche ciascuna & g volte Ia 7P ma parte
delia precedente. - -
Ora si ha suceessivamente

A=y B.-'_—-_(r:—]~g)B—_:' nB -1-¢B,
A=nBL »n C_—Lﬂﬂ+fﬂ—-’—q) C=il[B+C]+qG,
A=n(B+ C)J mr D:‘n(B—}-ﬁ-—I—Dl—{-gD,

1

& quindi sorge una varipbile trescente, 1 oui stati suceessivi sono

nB, n(B-C), 2 (B0 FD) ...

tubts <<- A,

Essendo nm > mr ~ ¢, oltre questa yariabile orescente, si pnod co-
strmire un’altra variabila decrescente, i cui stati suceessivi, tutti -~ A,
Blano

nB - amB, n (B 0) 4+ nmC, n(B--C4 D)4+ nmD, ...,

Queste dne variabili sono convergenti; poiché la Joro differenza ac.
quista gli stati successivi

f.ﬂm T ?) B, (nm — %) C, (nm'— 0y n, ... :'
i gquali decrescono tndefinitamente, come < T 0 ) N

E la due variabili hanno per limite A, visto che A & compresa fra
"nna e Valtra, ;

rispatiivaments
B, B+ C, B+0C~+D,...,
(m—+1)B. B4 (m--1)0, B+C+ (m-1)D, soaass
dungue essi costituiscono anche due variubili convergenti: o perd (giusta
il postulato che due vaviabili eonvargenti hanno fempre un limite) essi
avranuo un limite, il quale ayré A per multiplo secondo n, ciod sara

summultiplo i A EEBDIIIE n. >

Seconda dimostrazions.

Nelle ipotesi fatte esistono le grandezze
A b r

e R P d=——, .0y (™)
i i .

ed esistono nb, ne, nd, ., ,

|%) Adopers | megni —— fegurealente wj, « = fprevaicnte al), < . fenvealenis a). Per grandezzn
di 1* gonere essi wi ridueonc a — (egnale a), > (mogpiors L), < ‘minpre i)
b

- = 1 4 § h . &
(™) L dimostrozione vale anehe o si suppongeno esislers la granitdozan b o tmador 4i"='—m..
i (]

L=
......
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Esistono due multipli suocessivi d:nbfra;quﬂlmmmpmﬁiqﬁ B
IR
p.nb<rA<:(p-}+1).nb TR
n.pb<-A<.n.(p-L1)5b.

Del pari, esistono due multipli successivi di ne fra i quali sia uum.
présa A, e 8ia

onde

p.me < A{ (p'+1). ne,

onde
A.pe<rA<-m.(p41e

Cosi si pud conbinuare indefinitamente,
Ora si osservi che, essendo & = me, si ha

—n.ph<* A,

AT8 e poerd dov’essere

§47, n.pme<='n.pe, '

‘E : osgia

. pb < n, p'e.
-Ed analogamente, essendo | e

’,,,,.;- n.pF+1)me=n.(p-}1)b.> A, ok
%}w - dev’essers .
_Fﬁ_}f. _ n.(p+L)me-=n.(p -+ 1)e, |
‘}?E:-II o ( Ng-=> ’
vy . ‘> n. .
ék;# 1) (p'+1)e .
;: Dl:l.nqﬂl!l con guesho procedimento si ottengono due vnrmbih : Ia 1% ore-'7
A scente, 1 cul stati successivi sono
N ir
65 n.nb, - n.pe,..., ¥

e la 2 decrescents, 1 cul slaii successivi souo

Ap— 1) 4, n.(p+—1)e..

La 1* variabile si conserva <: 4, e la 20 > A, Inoltre Ia loro dif-
ferenza acquista gli stati suceessivi

- —
=
v
.
"
i i .z 3 2

-
nh, e .is,

ciasenno deir quali 6 summnltiple del prauad’ta secondo am; ond’essa ""

deoresce indefinitamen!é
Dungue le dette dwe variabili sono convergenti, ed hanno per limite .&
Di esse esistono i summultipli secondo n, cloe

e i e [ e—m—

|

——

. PE"I Pfq---,
P+ 1) (p1)e,...,

che formano due altre variabili convergenti, e qnindi hanno un limite,
il cui multiplo secondo = & A; cosicché codesto limite é summultiple
di A secondo .
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Merita di esser notato che se, invece di supporre & _—LE' = —b—,...,
m
A b

81 suppone b <. m? <" 53+ DOD si pud applicare 1l precedents ra-

gionamento, Poichd, essendo b .> me, sard n.pme <. n.pb, e guindi
8i & gicuri che n.pme < n, p'e, ma non che n. pb < n.p'e. Nb, del
par), si & sienri che risulti » . (3’ 1)e < n, (p— 1) 4.

Cio dipende dal fatio, ehe la seelta di 5,¢,... 01 8 regolata da una
legge fissa, in guisa che ciascuna grandezza sia individuata dal sno posto,
come si richiede guando si adopera una successione di grandezze,

In guestioni simili non vi & cautels che basti.

Ad esempio, lo stesso de Paolis, a pag. 445, per dimostrare che una
.gravdezza data A ha sempre una misura rispette ad una data unitd u
con el sia incommensurabile, fa un ragionamento analogo al precedents;
prende, cioe, di A un muitiplo nA ->> u, e determina dune multipli di w
tali che

mu<.nA <. (m-}1) u,

onde
m m—- 1
¢on
m—-1 m
v u = —£ U
n n n
: . . : _ 1
I chiaro, egli sogginungs, che, anmentando n, la differenza =0 de-
| ’
_ _ _ . _ 1
eresce indefinitamente, e che gli stati successivamente decrescenti di e u

. " i . . m . .
e gli aball successivamente crescenti di 7 ¥ Bl possono considerare come

statl successivi (i dueé variabili convergenti, che hanne per limite A,
Or bene: non & evidente che vi siano codesti stat] snecsssivaments
decrascentl o oreseenti delle due variahbili.
Mu una consimile mendn devo confessare trovarsi anche nei mial Ele-
mentt (108 edizione, pag. 348).
Ivi infatti, trattandosi la medesimsa questione della misura, é detlo
Irt

in sostanza che gli stati Uella variabile 7 disposti in un ordine con-

. . RO -, T W
venienle, 8000 creanauu,g che quelli di —_’_—-'u, disposii in un ordine
L 7i

conveniente, sono decrescdnti, Ora nemmeno qui si & sieuri di poter di-
sporre 1 detti stati negli ordini richiesti, poichd si tratta di snceessioni
mddefinide, ;

Tanto nel easo del De Paolis, qnauto nel mio, ln difficolts si toglie
certaments col prendere per n snceessivi valori, cinsenno dei quali sia
multiplo del precedente.

B, T¥ Qvibpro.

: iIL 2
B
ql
bt

Ry o
T

B

TR TR R T S = 5 R
L ==."ﬁ;‘-_..h-.1:,.'-.._'.._,_r'__|._. Sy L ot =

dol i
a—

1;':':': ;.'.': . :'-‘."'-—.- =

i

i
K
i
4
3
-}
3
1

ety

s T e
=3 Fromen, b e

L T

1= L -1
e ]

T B, o
- ¥

ATy



I.I:t,. I.rl-.'l' _I

;' R At e S O S . L | 'E'L_%‘f-fgi
i .
So. 308 FERIODICO D1 MATEMATICA.

PICCOLE NOTE

i

Ayt __._Hf".ll
W "'.ﬂva?_i,li
L) :’i-.-'{'r-'f.l’qh X

SnlPesngono di Paseal e sullesalatero di Brinnohon., — 1] prol. Diego ﬁff
Fellini (*) ha dimosirato che & sempre possibile risolvere i seguenti prebleesiz ) %l

* Date cingue rette 8, b, ¢, d, e, deter- *Dati cinqua punti A, B C D, E‘ '_ :
, minarne une sesie { in modo che Vesa- | deierminurne un sesto F in modo che _‘ YA

gono sempliceanbedef gia ad un tempo | Uesagono semplice ABCDEV ma uﬂ i“f :
esagono di Pascar ed esalatero di BRIAX- | un tempo esaletero @i Briancios of exa- i i

CHON . gono di Paseayr .,
Premesso questo, si possono dimostrare i seguenti teoremi - oy o 5
Teorema 1°, — Sea, b, ¢, 4, e, f sono Troresa 2°. — 8¢ A, B, C, D, ER,

£ lati di un esalatero semplice ¢ di | sono 7 vertiei di un esoyono semplice § ?E{{
Briasnonos, ad un tempo esagono di Pa- | di Pasoar, ad un tempo exalatere i 0755

R b
SCAL, ¥ lati non consecutivi determinano | Briaxcmow, i vertici non consecutizi ge- | S
sei punti lerminano sel rette ;r:;-';f ,ﬁ
ge, bd, ce, df, ea, fh, AC, BD, CE, DF, Ra, B, g
che sono § vertici di un esagono semplice | che sono i lali di un eselatero lmpl'i'ﬂ; ek
¢ @i Pasoar, che & ad un tempo esa- | di Briancson, che & ad un tempo m,mi#“t AACATE
[atero di Briagonoxs, idi Pasoar, W

Sia O il punto per il quale passano ls rette : ”-
p=ab.de :
q=he. e
r=cd.fa

conginngenti i vertici opposti ed o Ia retta alla quale sppariengono i punti
P=ad, Q=be, R=¢f

intersezioni delle coppie di lati opposti di ¢.

¢ 2 exalatero di Brianchon. — Si considerino i due trilateri abf, dec: eas
» henno i Iati omologhi
] {”. dh i.br F.ir {.F--i "':.j
" che &’incontrano rispetfivamente nei tre punti P, R, @ della retia o. & pereid le i e gl
retfe i

PL.r,e=lf, ce

P *  conginngenti 1 vertiei omologhi s’ incontrgnn in un punto.
] In modo analogo considerando le coppie di trilateri

s lea, efd ;. edd, fae, '

81 dimosira rispettivaments che le rette

SHFLE
Al
.

P rgr yEﬂc' df
bd ., en

g ,” , 2
Passano per un puonto.
Man per ipotesi le retle p, ¢, » 8'incontrane in o, quindi le rette z, y. 2, eongian-
gentl | vertici opposti di ¢', passano nuch’esse per questo punto.

(%} Periodico di Matemigtion, Tomeo LIV, maggio-ziugne 1864,
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- ¢ & esmgono di Pascal. — Si considerine | due triangoli

fa .7 .ae o

ed ., ce . bi:

in essi lo retle r, z, z, congiungenti i vertici omologhi, passano per lo slesso punto o,
@ percid i punti P, R, X, intersezioni dei lati omologhi, sono in linea veita, In
modo ansloge, dalla considerazione delle coppie di triangoli

ab . ne | bf

be . bd . ae
81 dimostra rispettivaments che i punti

de . Af . ce

e . ea . df,

PRQAY & QR 2

appartengono ad una retia. Ma per ipotesi i punti P, Q, R, sono sulla 0, quindi
1 panti X, Y, Z, intersezioni dei lati opposti di ¢, appartengono anch essi o guests

retta,

UonoLtario 1°. — Sp a b,e,d e f
sono i lati @i un esalatero semplice i
Briavcsoy, che & ad un tempo esagono
di Pascayr, le vette non consecutive de-
terminano sei punti

ac, bd, co, df, ea, fb

the appartengono ad wna conica.
ConoLLario 2°. — 85 O ed o sono
rispettionmente punto di Briazcuow e
reita di PASCAY, di @, egsi sono tali anche
per §. L
CoroLLARTO 8%, — I7 punto O ¢ la
reitn © sono polo e polare rispetio alle
coniche C ¢ C' givcoseritte a v ed a 9
Trorema 3% — 8¢ a, b, ¢ d, e f
gono 1 lati di un esalaters semplicy @
i Briaxeror, ad un tempo esegono i
Pasgay, i punti di contatto dei lati sone
v verdici di un esagono semplice ¢ di
Pascay, che ¢ pure esaiatero di Briax-
CHON.

Corovrario 1% — S A B,C,D,E, F
gone + verlici @i un esagomo semplice di
Pasoav, che ¢ ad un tempo esalatero di
BriaxcHoN, i punti non consecutioi de-
terminanc sei retie |

AC, BD, CE, DF, BA, FR

clie sono tangenti ad wuna conica.

Uororrarto 2°. — 8¢ 0 ed O gono
rispettivamente vetta di Pascas e punto
di Bryawcaor di P, essi sono tali anche
per ¢

Corornanto 8% — La retta o ed il
punto O sono polare e polo rispetto aile
coniche K e K eircoscritte ¢ U ed a .

Teormma 4°. — S¢ A, B,C, D, E. F
sono i vertici di un esagono semplice
di Pascav, ad un tempo esaluiero i
Briaxoaon, le tangenti condot e per i ver-
vici sono i lati di un esalatero semplice
4" di BriancHON. che 2 pure esagonn di
Pasnar,

Questi due teoremi non sone aifro che i risultati contenuti nei n. 8 » 4 della

sopracitata memoria.

UosorLranio, — I punto g # il polo®
della rette o rispetto alla comica C' cis-
cogeritta « ¢,

TeorEmA 5% — Sea, b, ¢, d, e, [ son0
s dati di un esalatero semplice i Briax-
CHOR, ad wn tempo esagone di Pascar,
1 punts di contatto dei Tati nen COTIERCN-
tivi deteyménano sei rette, che sono i lati
diun esalatero semplice 9" di Brrancros,
che & pure esapono di Pascaw.

UoROLLARIO. — La reita o ¢ la po-
lare del pundo O rispetlo alla conica K
cireoseritta o Q"

Teonema 6°. — Se A, B, C, D, E, F
20n0 ¥ vertici di un esagono semplice |
di Pasear, ad un tempo esalatero di
BriaxcmoX, le tangenti nei vertici non
consecutivi determinano sei punti che
800§ wertici di un esagono semplice U
di Pascay, che ¢ pure esalatera di Briay-
CHOE.

AR g

-
e

i e )

8 T 4

- -
T B s i
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9" & esalatere di Brianchon. — Infadls, i vertici di ¢” seono ‘Tispettivamenlei’ I

1 poli dei lati di ¢ rispetio alla conica € poiché i lu.t-i. opposti di questo s“ﬁf ” .
contrano in tre punti della rstta o, cosl i vertici opposti di quallo sono. conginnti )\ IENE
da tre rette che passano per il punto O, polo dells vetts o rispetto C”, g 1:':,
®" & eaagono di Pascal. — Infatii i laki di ¢ sono rispettivamente la Pnl'-_"-iﬂ,‘.‘;

LRI S
i ;-;J.l

dei vertici di ¢’ rispetto slla conica C”, & poich® i vertici opposti di quaﬂtu'aoﬁ'l:j‘_j,

|I'|

congiunti da fre rette che passano per il punto O, cosl i lati opposti di quells |57

Cororranio. — Il punto O @ il polo * ComorLvAamio. — Lo retta o & la j_q-ﬁj-.'-i
della yetta o rispetto alla conica C" gir- ‘ lare del punto O rispetio alle conica E:-T'i

coseritta a ¢ | circoseritta a §" o
Nel caso particolare in cui $= ¢ abbia i lati opposti paralleli, lo slesso nccade N
di ¢, ¢, 3", ¢, ¢", ¢". Allora la retta o diventa la retta all'infinito del piane :}’F:

ed O il centro delle coniche iscritte o cirecoscriite.

Ermaxng Fasruy

zlome. — In una nots pubblicata nelle Nouvelles Annales de Matematiques E’E’i. il
vembre 1800) ho trovato anslilicamente che se nna linea & sitnata sopra nn cong L R
di rotazione, in ogni ponto il coseno dell'angolo che easa fa coll’ssse del cong’; Eﬂ
© nguale al coseno dell’angolo che fa callu gemeratrice moltiplicato pol Bﬂ!ﬂnﬂ
dell'angolo (costaunte) cho la generatrice fa eoll’ asse: qui dard una uamp]i._-;iwim'g':j_:? i

oty
5

dimostrazione geometrica di dotta proprietd riferendomi, invece che al cono oiree- 061
lars a una quslsivoglia superficie di rotazione. e

Sia percid & una tal superficie, Z una linea di essa, M un punte di 7 e tla 2
tangenle relativa, m la tangente al meridisno passante per M. Si conduca per M. . 3 i
la parallela a all'nsac e ai consideri il triedro-che ha il verlice in M e che ha SEEe
per coatole, questa parallela, ¢ ed m: in detto triedro, come si riconosce facilmente, ‘ et
& velio il diedro che ha per costoln s ; per eni, segande con una sfera di centro M,

Sopra una proprietd delle linee glacenti so di una snperficie d1 rots g}

irigonometria sfericn si ha subito:

| cos(ta) = cos(tm). cos(ma)
CIDE:

"Se una linea giace sopra una superficie di rotazions il cosenc dell' angolo
sotto cul sogn 1'nssc ngosglie i1 prodotto del coseno dell’ angolo sotto cui taglia
1] meridiano pel coseno dell'angolo del meridiano e fiol'asse .

Manifestamente ae 1'nngelo che il meridiant fa coll asse & costante, § & un
cono circolare e si vitorna &l feorema accennato in principio. In tal caso & facilé
riconoseers che si ha:

“Se una linea di nn cono di rotazione sega sotto angolo costante le genera-
trici di un eono eircolare. essa taglia conseguentemente sotto angole costante le
generatrici del eilindro che lu proietta dal punto all'infinite dell’asse ,.

. Piecrowl,
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RISOLUZAON DRLER QUSTION! 545, 547, 530", 551 1 554

%5, 1 tre punti G, B, A sono in linea retta (B fra C ed A) ¢ facesamo
rotodare simultaneamente due cerchi eguali di diametro BA, in difesioni oppogie,
Vuno sl eerchio (C, B) U'altro sulln circonferenza concava (C, A); il punto B del
primo cerchio genera una epicicloide BE, ed il punto A del secondo wno Ipoct-
cloide Al : dimosirare che lo vetta |El| congivengente i due punti corrispondenti nelle
due curve cos) fraccinle, rimane sempre parallela al diametro del cerchio mobile
gruande 2 nella sua posizione iniziale.

ReraLr

Risoluzione del sig. Ugo Fornari di Varese.

Basta osservare che scelti come assi di riferimento la retta CA (nsse delle z)
e la Cp perpendicolare ad esaa in (" detti a o b respottivamente | raggi del cerchio
fiseo o di qnello mobile, w 1'anomalia del centro del cerchio mobile, si ha per

"apicicloide
u

y=(a -t~ b) sentw — hgen 2 hm
e per U'ipocicloide (contraddistingnendo con apici gli elemonti corrispondenti)
fy — by
by
Nel caso nostro b =5y, my =a 4 2b, o quindi @y — by = a -+ b.
Qnindi per w = m; si avra
" ¥y=h,
che dimostra la proprista enunciata.
Altra risoluzione def sig. G. Mola di Campobasso.

i = (61 — b ) senyy — By s8eD iy .

A7 Sieno O it centro, V un verdice ¢ P un punto arbitrario di unc lemni-
scata (di Bermouvtu), T la profesione ortogonale di O sulla tangente nel punto P:
dimostrare che YVOT =3VOP, ¢ concludere wuna dimostsrazione semplice per trac-

einre la tangente in wn punio della lemniscaia,
Revani
Risoluzione del sig. Pietro Di Siefano R. U. di Catania.
Essendo p"=a”cos20 I'equazione dolla lemnizecala, se indichinmo eon « 'angolo

che la normale nel punto (g0) forma coll'asse dslla x, si ha

10 coafl sen 0
ay P a® sen 26 cosh <+ p® send
tga — P = y
ip a* sen 20 senb — 2% cosh
—— senll 4 p cosh
(20
ovvero, sostitnendo a g? il suo valore:

tga— tgfiH.
Per costruire 1n tangente alla cnrva in un punie P, basta condorre per O una

retta OS tale ches sia VOS = 3?3!’, e da P la perpendicolare ad O8; questa & Ia
tangente richiesta.

(*) Nel nom, precedents fu omesse por arrore il nome del vig. Pletre Di Stefanc fra i risolutori
dolle quistion: Hd2 & 540,
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SH0. Costruire un triongolo dati due wertici e il centro del maw i i
Fenerbach. - .o © AN R

Plsoluzione del sig. Roberto Occhipinil, R. U. dI Palormo. .

Analisi. — Siano m, n le lunghezze note delle proiettanti il centro M del l:ir_ufﬁ]ﬁ Ol
di Feurbach del triangolo incognito ABC sul lato noto BO e sulla parpnnrﬁuhlqj:q;_.'.f' R
condotta & BC dal suo punto di mezzo O (coordinate di M); & noto allora ehe; éhﬁw oA
mando §, 7 rispettivamente |'altezzn AP relativa s BO e la distanza OP (coordingte

. \ E -,;,‘I —— E= + ﬂ! . ' ;
di A), si ha; (¥ M=g, %= iy dove @ = OB, Da questo sistema aqmp]’j-

cissimo si ricava: s=2m, =2 = Ydn®*+ 40 — a°. Determinati £ a7 8 ]'.ll.l",--}_ji-i.ﬂ :
costruire il trisngolo rettangolo OPA e quindi ABC. 1] problema ha due solugiox e
ed & possibile solo quando An® - 4m®* — o* > 0, G

Costruzivme. — a) Lo formole precedenti conducono alla seguente costruziong; 5%
8i costrnisca il triangolo reliangolo di catet{ 2n, 2m; indi quello di cateto o e
di ipotenusa eguale zll'ipotenusa di quello cosi costruito; I'altro cateto si sggiunga A
& 2n o i sottragga da esso: si avranno cosi due segmenti g, ¢;; infine si costruisca RS
il triangolo vettangolo di cateti 2m. g (oppure 2m, ¢1); esso sara il triangolo OPA t i S
(od OPA,) ed allors i triangoli ABC, A,BC sono i richiesti. T '

b) La costruzions seguente & pii semplice: Si cosfruisca il triangolo Iattm_lggllﬁéf <
di cateto OB o di ipotennsa 20M; Paléro vertice 0" & evidentemente il i‘\’“,
cerchio circoscritto al triangolo ABC ed OB ne & il rAgZID , R 4

Il vertice A deve stare su questo cerchio, deve inoitre stars sulla P“"P“ﬂ-ﬁ‘-.%fj;}"*j
colare ad AC condotta dal punto dove il cerchio OM seca BC, dunque i punti A; Ay R 7S
d’intersezione rappresentano il-ferzo vertive del triangolo richiesto, h”"n

Altra risoluzione del sig. Glorgio Levwi, R. L. di Prato, %

ool

IE
||..' o
1

y

" Costruire un triangols dati due vertici ed il pnlo di Lemoine.

N R.E.TJ.IJ.
Risoluzione del sig, Roberto Occhipinti, R. U, di Palermo,

Analisi, — Riano m, n le lunghezze note delle proisttanti il punto K di Le-
moine del triangoln incognite ARC sal Iato noto BO e sulla perpendicolare von-
dotta a BC dal punto di mezze O di esso (coordinate di E): & noto sllora che,

chismando £, v rispetiivamente I'nltezza AP relativa o BC e la distanza OP (coor- = }*f*
vm 3 ; + 447 ¢ da’n .
dinate di A), si ha: m— i e T Ry Risolvendo guesto |
' sistema rispetto a £ e », si ha: %5 ,
T - i) ;.
! am — 2 RO £ (- o (]
=W ie E VRN, n=""{00 Vi — BN}, 4 R

S dove o= OB, N*=m® 4 4n%, Doterminati § ed 7, si pud costmire i triangulflhf"f-"-‘:'_'-f"h. i
13{_{ i rettangolo OPA, e quindi ABC. Tl problema ha dvidentemente qualtro soluzieni, ed .
: ¢ possibile solo quando 4a® — 8N®> 0. |

Costruzione. — Le formola presadenti condacono mlla seguente eostrazione: 8i co-

.: struisca 1'espressione 2a + V4a® — BN® = M medisnte dne triangoli rettangoli: uno
di cateti m,2x o I'nltro di ipotennsa @ e di enieto N }/3; indi N, portando sm
Ny lati di uno degli angoli costruiti; a partire dal vertice S, i segmenti SR, ST uguali

(") Veggasi la visolnzione del prof. V. Retali della quistions 588 nel Periodico di Matematica,
anno XVI, paz, 201
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ad 1, N sopra un lato, ed 8T =N sull'altro; indi conducendo da T la TU Ill.rlllnh
ad RT'; sarh BU = N® Se invece si portano sui lati dello stesso angolo, s partire
da 8, i segmenti 8V, Eﬁ’_i"' nguali ad N* m sur un lato, ed 8K = o sall'altro & poi

am

8i conduce WH parallels & VK, sarh 8= —. Infine se sai lati dello stesso angolo-

N
8l portuno, sempre a partire da 8, i segmenti SR, 82 eguali rispettivamente ad 1

ed M sur un lato ad SH snll'altro e poi si conduee L& parallela ad RH, sark 88’ =E.

Per costruire % non vccorre altro che la analoga costruzione di 2,:: e del pro-
A

2
dotto —<{2a + Y4aT— BN}

N‘T" resta che a costraire il triangolo rettangolo OPA di cateti € -
Altre risoluzioni del sigg. U. Forpari d Varese, o prol, 6. Mola di Campobasse.

54T Dimostrare e formolg

C . -
T 008™ bx — cos™ox i llug—l, . L
j,_., x l(l 1.8.5...(m—1)\, ¢ .
T — ) 0g -0 per m pari,
_ D. Beaso,
Risoluzione del sig. Aldo Finzi di Mantava.
Dalle formole
1 : —
cos™ 3 — St {uuﬂ mz + mcos(m — 2)z + — IT_ 5 . cos(m —4)z ...
m = 9

m[m——l]...-l—ﬂ—

| i 1
0
. —1 Coszy, PEr m lmpari

’ !E'III"I"
1 2
1 e
_ :uﬂ‘“r:l‘al—u_*]{nuamz—]—mt:ua[m—2]z+m“1"-ﬂ I}t:na[m—é]:—}-...
m[m-—l]...w '
] 2

.+ 5 = l per m pari

l"'l'-"lll!ll

2
8l lrnggono le segunenti;

on
W=
ﬁuna“‘b.r— cns“::-ﬁr 1 ,{,:T(-m) cos{m — 2») b:::«—uua{m—ﬁrjc.rdx

H

_—
?‘m—-l
r

I =) 1* 0 o
per m impari, »
g - . o ,
fcna’“b:t: — COS™ — _1__ ";T(m) [cns[m—-‘.E:‘rjbx—-t:ns{m—ﬂr}c:a.,
0 x i B v.J) -0 T y
per = pari. Org &
o0 50
[uualm—-21'J'F;z-—n:usfm—2:-) oF fnnahz-—caanzd los "
g = = = r==log>~;
e pero noiando che ai ha )

1 r‘:m:(m] 1 lqm

Eu:—l
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.y II-F.':- I.
A ¥

J}?ﬁ.t
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h
per » impari, e ﬂ
me) m m i :
1. ré':,-—;— (mJ 1 1 {2“ m } 1 1 | m 1 1.3.9...[m=—1)
R o r Q=1 9 2 2u \ 2 2.4.6...m °
per m pari, risultano le
= ,lus-f- « per m impari L i, oo
f Lo8" hr — cos" ex Fope b ) '?ﬁx q{;’{*
u ’ 1 1'3'5"'““_”) log <, por m pari ;o
2.4.6,.....m b’ - i

che si dovevano dimostrars.
oo

'{l] caleolo dell’ integrale fc S0 Vs

: dz si fa ricorrendo a moti Arlifisi, . oo
0o - MLk
pel tramito {"integrali doppi, e 'ometto perché pud vedersi nei tratiati.)

QUISTIONI PROPOSTEM

856, Le uniche funzioni, finite e continue, di una variabile indi- b
pendente , che soddisfino alla condizione: - i

[ (@ 1 2a) [ (11 — @) =17 (11) — [* {), . ; {L ,::r

dove xy ed x, sono due valori qualungue di z, sono le seguenti:

1
ar, cSsenax, ¢ (ﬂ‘ — )
con @, ¢ costanti arbitrarie. CHrx,

6b7. Trovare I'inviluppo delle parabole che hanno per fuoco il
iu?m di nua parabola fissa, e per diretfrici le tangenti della para-
ola stossg.

658. Dimostrare che

e* | . i z" ! | — _ I
T8 8.3 4.2 Tt ol B
1+5 1+t HgtetT
=z z* = 2 - ... E
i 2 | I 3 I [ 4 _I_ _..r._‘.;,:' *}:_;!1;::-';5 |[
[ Eammat —_— e :'w’.:ll".% ,l
559, K¢ un circolo passa pel vertice di una parabola, & tangente PR
ad essa m P e la taglia in Q. il centro di curvatura corrispondente
o P si trova sulla normale nel punto Q. ‘
(i REENSTREET. g '@
560. In un friangolo ABC i vertici B, C sono fissi e I'angolo A &
costante, Trovare I'inviluppe delle simediane uscenti da A.
Imrnl';jn}:';l: {11.lin|inni proposte nel . V sone stati ripetot i n. do 550 8 551 ¢he gil erano stati ado-

Vo B mdielane le quisiioni del n. ¥ ol nd 55002, 55408, 55k,
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561. Dimostrare che la curva ottenuta ‘eliminando 0 fra le due
equazioni : |
7= a (60 - 66°— 86° —3),
7 Lyt — 130+ 124 =0
& unicursale, che la sua area & 30 na® ed il suo perimetro 48a.
562. Dimostrare che se & @ > b I'area della curva rappresentata
dall’ equazione

y==Va'—a2* £ Vb*— 2
é egusle a 2 =b”,
563. Dimostrare e¢he il quoziente dei due mtegrali

=T

f sen’t cos™ db
o (a'sen®-}-b'cos™B)” (a*sen™-+b*cos™)

' -/T gen’l cos®) db
o [asend--beos®h) (w*sen®d <+ b*cos’i) :
¢ uguale ad ab.
. N. Barisizn,

+*
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Axprpw Russiur Forsyrs (membro del Collegio della Trimta a Cam-
bridge). — Trattato sulle Eguazioni differenziali, capitoli dieci:
prima versione dall'inglese di A. Arsicone. — Raffaello Ginsti edit.
Livorno, 1901 ; pagg. XI-327, in-8, L. 7.

Non intendo fare un esame critico; ma, avendo letto ¢on piacere ed apprezzato
mollo questa traduzione italiana, che appare ora contemporaneamente all’edizione
inglese, sono lieto di poterne dare 'ammuncio, che tornari gradito agli allievi delle
nostre Tacoltih matematiche ed in generale a tutti gli studios) ed ai professionisti
colti, pei quoali la leoria delle egquazioni differenzinli & di inleresse capiiale.

Chi ha dovuio consultare pii trattati e pubblicazioni periodiche, per avere
nna disereta conoscenza di tale nrgnm.antu, apprezzerd, quanto s1 conviens, ['lmpor-
tanza della traduzione, delln quale il dotk. Amsmicome ha svuto la felice idea e che
egli ha fatlo con molta cura. |

L' Antore dichiara che, e¢on ynesto libro, hn voluto dare un'introduzione allo
*gtudio delle squazion) differenzial, In coi teoria generale con alire slevate question,
che ad essa si connettonn, egli sspone nella sun opera Teoria delle equuzioni dif-
feyenziaki (in corso di pubblienzione, Uambridge, tip. dell’Universits: ne somo ap-
parsi tre volumi): eppereid, nen presupponsndo nel lellore aleuna conoscenza del
soggette, limitandosi a galori reals per le variabili ¢ prendendo dalla teoria delle
funzioni « varialili veall soltanto i teoremi pily semplici, in questo Trattato espone
i procesei pinnoti ¢ validi per ottenere 'integrale effeitive delle equazioni. Ma ¢hi
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T congidara glt syiloppi di aleuni oapitoli — nd es.: 15 derivata di Bepwhes; '_' 311 e
e di Teowson; ¥ equazione di Besssr: Iz fanzione @ di Gavss; parecehi _' e
A formae tipidhe par s equazioni alle derivwie parziali di prim’ordine, di second” T _,:L?‘,:i_-_f'-i.‘-'T T
e di ordine superiore; ece. — riconosce subito che, rispetio alle ordiswrie esposi- .
zioni, questo libro, che jI sig. Russew Forsyrn chiama un'introduzione, & véfo @ - '
i ricco trattato, pitt che suficiente perchd abbiano conoscenza chiars od esiess dol. A
(oot I" interesannte taoria quelli, che ignari di essa non possono ricercare i wltimi .
F,.h"*’* svilappi particolari, e specialmente tutti colore, che debbono Zlovarsene per _;q ':_;-"-.'j:_.':
A i’ applicazioni. Certo, la lettura del Tratbato di Russsis Fonsyra presenta, dﬁg]_] 2 o
2 studi antichi e moderpi sull’argomento — da quolli di Evixno, Berwovrzas, Gauss, I,; iz
ﬁ" Laerawes; Riccarr, LaPrion, Leesxpry, Caveny, Mowge i recenti di Azmr, Jaoony, '_1.;.: ,* i
-'-':- Kumuen, Rremany, UAYLH, Stoes, Tmomsom, TopmunTex, ecc., — quanio basta, -
ﬁ':!“’ parché si possa essers avviati bene sll'esame speciale delle siugole qmestioni ed

alle ricerche.

b T ' '. -
e - T .
i - - J. - > ¥
T I_-]?F--.I '*n._
o Nl -

AT In cinscuno dei diec capitoli, si havno numerosi ed interessanti esempi, che
?;;r sone in parte dovati all’ Autore ed in parte ricavati dalle memorie degli esami
_-;E;, dell'Universita di Cambridge o da libri & memorie degli autori, che pia si oecu-
.-njf!; prrono dell’argomento e che il Russers Forsyrs costaniements cita. Senza dubbio,

. per I'nso e I'iltustrazione dei meotodi (non sempre per sd stessi facili, sovratutto 15‘
2 a chi incomincia lo stadie delle equazioni differenziali), Ia ricea collezione; di ‘'

esempi Tappresenta un pregio rilevante ed anzi speciale di qnesto Trattato. Tniﬂ-f ol

f#

ressano pure molto alenni ceuni bibliografici, specialmente per lo serie ipergeo-. %%

.
e

metrica e per le equazioni alle derivate parziali. o
L' esposizione piaun e nello stesso tempo rigorosa, 1'ordine delle teorie e dei = * AN
, metodi hanno quei pregi, che tutti ammirano in altri autori inglesi, ad esempio, Ll
= in TobnvstEr & Cavipy,
Perche chi coltiva 1’ Analisi sia indotto & leggere Ia tradnzione del dott. Amex-
CconE, basta ch'io dia lo Indicazioni dei enpitoli, ponendo in rilievo qualenno fra i
punti pia notevoli o mnap comuni in altre esposizioni di questa Teoria:

Oa¥rroLo T, - Introduzioue,

Carrrouo 11 - Rguazieni differensiali del privio ordine, — Sei Lipli metodo per oltenere I'integrale
singolnrs dalln primdtive, lnoge inviloppo, luogo nodale, luege delle evep a1 maindo per rleavara
divettamentv "ibogynte slugolurs dall' squnzione differenzinis, iuoxhi dei punt di contaito: eee.

Uartrors Ik « L'sgunaion» linianie gewarale o casfficianti coslanti, — Proprieth gonoruli; metodi por
ottenera la funzio)e tomplementars ; mebodl per avere, In uleuni easi, |'integrnle particolare; ; |
intograzione doll’ uguaglons linears omogonoan. : |

Yo Uaritoro 1V, - Metodi fiversi. — Inkegrazione Al =) = fonzione di =1 agunziunl esalle linElrI |
o non; dorivala dl Stnwarz: metodo dells varinzione dei paramotri: forma di WiLLiax TromsoN: ’ i
}, rad valore del datormiuante, che di in eondizione per I'indipendenza di un esrto nomero d' miegrali 4 _

] particolari deoll' squaxiens linears gonerale; depressione dell'ordine, qunando sl conoseono degll 7 ‘

J:;,.:;.r-' integrall Illll‘liiﬂﬂlll'i; Irhlettoris: ane - JE4L

Cavrroro V. - Integraziows part perie. — Eguazione di Leserput: equazione di Bessvyi; propristh
delle funzionj J; eqwaiono i Riooarr; velnzioni fra I"equazione di Bessel » quelle di Lezomsprs e '
dl Riocarr; solusiodi simbolicha; oea.

Cariroto VI.- Lo sariv Ut igrometrden. — Grappo 4i 24 intograli particoluri o loro divisions in el
elussl; fauzions 6 W) Gavss; npolicazione della derivala sehwarzinns per l'vquazione differen- .
zmle, aila rvieorea Aol eanl d'integrabililh solte forma finita: eec.

Oarrvoro VI - Integraziess con integraii definiti. — Teorema mull'integunzione eon integrsll def-
niti dell'squazions Hneare wenorale & cusl speeiall; appireaxions all'equagione della serie Iper-
Beomulrira o primitiva di quesat’equazions wolto forma d'integinle definito; eew.

Carrrovo VI - Egungivs wiiinarie ai diffaransialf totali. — Melodl d'inlagrazions di RicmsnoT
& Caveny per I'oquanione slliidica d) EvLeERo; generalizzazions di guest’ squazions ¢ metodo
Tinlegrazione Ai Jacom — Eqnazioni ai differenzinll totali = metodi A" integrazione pov | easd,
nel quall & o ne sodBstatin Ia relagdime por Fealstenza dt oun primitiva; mlerpretazions goc=

S o iy
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metriea, famiglin 8l eurve; squazionl ai differenziali totali eon n voriablll; equazioni non lpesri —
Equazioni simullanee, eon conlleienti ecostanti & con eoeficionti vavinhill; integrazione delle
equazioni del moto d'nna partieslls sotto 'azione dl nna forsa centrals. |

Carmodo 1X. - Eguazioni alle darivate paraiali del primordine. — Equnzione linsare di Lasranes
— Quattroe forme bipiche; melodo di Cramprr & Licnawar per I'lutegrazione dell'squasione ges
narals conlenvnie due varishili indipendenti ed applicazione alle forms tipichs ed all' equazione
linenre di Laananer — AMstodo di JAacon: por I'Integrosionyg dell'equazions gensrale del prim’ ax-
dine con w varinkil} Indipendenti — Equuziom simullanes alle derivate paraiali,

Cariroro X. — (Mutodo di Moser per intezrars Br + Ss 4 Tt=V; eranfocmaziont di Larvace del-
I'eguonzions linente; motode 0l Poigsox par wna forina speeinle dell’'equations smeogenen — Bgun-
Zione iineare & eveffimenti costantl; elayss di equazioni omagenss; melodi diversi — Integrazione

per sarie di g.;:-}—ga;—}-gl':: . — lnlregrazione eol melodo di AxrEr® per laquarione R -
+Se--Ti+ U, (rt— ) = V: equazioni els dabbone sssere soddisfutto ida una W e forma ge-

neraledl W — Eea.

All'Autore ed all'Editore, presento I'augurio che I'ssito di questo Traltato sia
tale da indurli ad offvirci tradotta la Teorin delle eqitazioni differenziali del Rys-
sELL Forsyrn e -— specialmente nell’interesse di ¢hi deve non coltivare, ma appli-
eare questi studi — alewni altri pregevell trattati, fedeschi ed ingles, per diversi
rami od argomenti speciali d'Analisi & di (leometria.

8. Orru CARBONL

B. Lemoine. — La geéométrographie dans Iéspuce ou Steréometrographie.

Il sig. Lemoine di Parigi, ben noto ai matematici per la sua geometria recente
sul triangolo, nel dicembre scorso hn presentato all’ Accademia delle Scienze di
Parigi ana breve nota, nella guale espone un sageio dell’ estensions sllo spazio
ordinarie della sua Geometrografia, dando nnova prova di originaliia, di novith e
di personalith. Il Lemoine espose per la prima volts il suo metodo per la figure
. piane, in una memoris, fetfa nel 1888 &l Congresso di Orano; tenondo conto poi
dei lavori‘del Berngs, del Tarry e del Mackay, e facendo anche applicazioni alla
geometria descritliva, ne diede unu esposizione quasi completa in una memoria
preseniata alla Societh fisico-matematica di Kasan (1887). Riconoseiuntasi Vimper-
tanzn pratica delia Geometrografia nella costruzions effettiva dei disegni, per le
gpplicazioni sue alln gzeemetrin deserikiivae ed alle prolezioni oriogonsly parallele,
essa fn introdotta nell’ insegnamento superiore e secondario anche in lialia, apa-
cinlmente per mezzo del Jung a Milano, del Burali Forti a Torino e del Nannei
& Barl, oftenendo efficace ainto nell'insegnamento della geomelria.

Il Lemoine imagina per Ia sna stereometrogeafin due istromonti ideali con-
venzionali, corrvispondenti alla riga ed al compasso della geometrografis: essi sono
il planoyrafo (piangque) ¢ lo afﬂ-ngmfg (8férélre) per tracciare piani e sfers, come
BErVONO riga @ compasso per traceisre retto e circonferenze. Alle notazioni R,,
2Ry, Re, Gy, 2C, C; o Oy, gin aceettate in geomelrogralia, agginnge le seguenti;
Py = far passare il planografe per un punto; 2P, = far passare il planografo per
due punti o per una retta; 8P, = far passare il planografo per tre punti, o per una
rotta ed un punto, o per due rette che si tagliano o per una data vnrva piana Pe=
traceiare il pisno; 8; = metfere unn punta dello sferografo in un punte deter-
minato; 8; = matters nna punés dello sferografo in un punto indeterminate di una
linea o di una superficie traccinta; Sy = tracciare lp sfers. Chiamato poi coeffi-
cliente di semplicita o semplicita il numero fotale delle operazioni fatte, ciod la
somma dei coefficienti det simboli, & coefficients di preparazione o preparazione
Ia sommn dei coefficienti delle operazioni di preparazione, cioi Cy, Cg, By, Py, S, Sa,
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pusss #d eswminare dne costruzioni del problema: * per nn punto ‘A hm

piano parpendicolare ad wna retta BC, , ottenendo i seguenti risnltati:

1% 0p. (C1 4+ G+ 6P +8 Py 4 28; 4+ 28s). Sempl. 15. Prep. 9; 1 cm&m:u:,
8 piani, 2 sfere;

2" Op. (BP1 + Pa+ 28, + 28 -+ 28;), Sempl. 11. Prep. 6; 1 piano, En!m'!.

Il Lemoine chiude la sua nots, affermando che non sara difficile estendeve la. -
goomalrografia allo spazio wd  dimensioni, ed syverie che uns oota pin fwpor- *‘ﬁa
tuote della presente sara inserite nei Rendiconti dell'Associazione francese per il
progresse delle Scienze (Congresso di Parigi, 1900). _;_.,..' |

L'egregio prof. Nannei, dando nel Pitngora (anno 1898) una breve esposizione '/
della Geumatmgmﬂn terminava prometienio che egli ne avreble studiata Pesten- -~
sione allo spazio. E sono lieto di associnre ora al nome chiare del Lemoine quello
dol colloga ed amico prof., Nannei. Egli s gis condotto a buon punto il sne stadio™
(che mi auguro pubblicato presto) ottenendo gli stessi risaltati del Lemoine; egli
pure fa uso di un planografo o di une sferografo, identico il primo al plangue, diverso
il secondo dallo sphéraire. Infatii il Lemoine, parlando di punte (metire sme poiute
@i sphirétre) fa pensare ad una forma ansloga o guella del compnsso, mentre il L
Nonnei bn imaginato per il suo sferografo 1a forma di mezzo cerchio & ngg:u Yo .-'_*J‘Z_Ljf}"-l:.- |
varigbile, cosicch® si traccia la sfora, mettendo il centro dell'istrumento nel [m;:u.i:u S
che sarh centro di easa, e facendo rotare il semicerchio intorne al dismetro lpp],i'r soil
cando ciod il yolite metodo della ganerazione dai solidi di rotazions. Tale ﬂrvnzﬁtf“’-?-, }b
non produce, come & naturale, aleuna differenza nei resuliati.
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Nel num. 3, vol. XIV del luurnl Sciencins Malhematicas e Asironomicas pubbli-

pato dal Ch, pruf F'. Gomes Teizeira a Coimbra, leggesi quanto segue, a rignarde
del Sunlo di Planimetria “del prof. 8. Orte Cusrbond, adito da R. Giusti:

“ Uueato volumaotte s parte di una racecelts di manuali pubblicati dalla Casa

Editrice B. Giusti di Livorne ool titelo di Biblisiova degli Studenti. Tratta di Geo:

mestrin pianne 8, malgvado il suo piccolo formato (116 pag.) contiene quanto occorse

Nt a quelli che slndinno tile scienza per colinra scientificn generale. Ma anche s chi
: s1 prefigge 1o aludio dells geomelria elementare come preparazione a studi mate-
matici pin estesi, b questo libretto riescire ntile come primo inizio. A tal fine ek 1k
P'autore omise certe teorie minuzioss, che trovapsi in libri di Geometria pit

N oo il ia B e o b i ———

N
% estesi, e che gli studiosi stentano & capive quando ancors nou sono iniziati. Feco ;ﬁf}’
quindi una esposizione od una scelta talo dei precetti e li dispose in modo che sl
questa omissions non abhia per effetto uno studio incompleto della seisnza presa ‘*:;}; :
& tralbare. Al contravio, i precetti dati si seguono e 8i coordinano immodo da for- -"%.'Wt'f"?-'::' :‘
mare un complosso armeonico. Agginngasi che I'esposizione della materin & chisra .-'
quanto pud occorrere inm nn libro destinato s principianti. | L. |
Vi Bulletin des Sciences mnihﬁmnhqunn el physiques élémeninires fondé par M, B. REEE
'_ Nizwenglowski. i
Auno VI, N. K, 15 gennaio 1901. — Ch. M., Sull'inversions. — L. ., Sulle :_;JH *
< dimostrazioni geomotriche, (Crities di diverse note dimestrazioni). — (Jueskioni !

risolute. — Queslioni proposle.
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N. 9, 1 febbraio 1901. — E. Rebujfel, Sulla geometria del circolo. (Potenze : ;,;u;-":"j-,
d'un punto di un pisno rispeito a tre vircoli d'uno stesso fascio: e angoli d'un - AUl
circolo con i circoli d'un fascio). — L. G., Sulle dimostrazioni geumetriche (cont.), —
Corrispondenza (E.-Lebon fa notare un teorema sulle progressioni geometriche del
prof. Duforr). ~ Preparazione agli esami. — Questioni risolata. — Questioni proposte,

N. 10,-15 febbraio 1901. — E. Rebuffel, Posizioni relative d'una retia & d'un
iperbole (Stabilisce la distribuzione tra punti di uos retta interni ed esterni ad
un‘iperbole, cercando di evitare il concetto di continmith). — I.. 7., Variazioni di
aleune funzioni. (Dimosira che se P = a3 au. .. ¢y by bs ... by b il prodotto di m -+ n
fattori positivi tali che nessuno dei primi » sia maggiors di nessuno degli nltimi n:

Yo se Q=_r-; 6z +0ibmily dy..ody & il prodotto di m 4+ n faltori positivi di cui Ia
somma sin egaale -alla somma dei fattori di P, e di pin & ¢, < 4, (s = 1,2,3...n)
e insieme d. = b (= 1,2, 8... n); allors so totti i fattori di P non sono eguali
ai corrispondenti fattori di Q & sempre P > Q. Ne deduce come esempio dell'appli-
cazione che pud avere questo teorema mnella teoricn slementare dei massimi o

- L] - w [ & L] nl'_' n -
minimi, che il massimo di z® (a — ) si ha per z = r ) . ~— Praparazione
" fFFn

agli esami. — Questioni risolate. — Questioni proposte.

N. 11, 1 marzo 1901, — L. &., Varviazioni di (@ — a)® (2 — Db (2 — e}? oie.,
(Applica il teorema dimostrato nel fase. precodente allo studio di alire funzion. —
Preparaziove agli esami. — Questioni risolute. — (nestioni proposte.

N. 12, 15 maggio 1901, — L. G., Assiomi geometricl (fa noto il sistema di
agsiomi completo e drriducibile di Hilbert, citando a proposito i lavori di Barali-
Forti e di*Peano). — Preparazione agli esami. — Questioni _nisolate. — Questioni
proposte (aloane seno tolte dal Supplemento al Periodico di Matematica).

Journal de Mathématiques Slémentaires de 7. Vuibert.

Anno XXV, N. B, 15 gennaio 1901. —- 4. Vacquant, Studia Vequazione senx -+
+ cos z + tg = + cot x 4 sec z + cosec x = a. (¥)

N. 10, 15 fabbraio 1901. — V. Hiouz, Nota sulla parabola. [Considera la pa-
rabola coms inviluppo di una retta, che intercetta suni lati di un angolo costante
due segmenti, tra le cni misure p e ¢ sussiste la velazione ap + bg = I* essendo
a, p. U lunghezze date). — M, Lévy, Discorso pronunzisto alln seduta pubblica
annusle dell’Aecademin dalle Scienze. (Coustata 1’ immenao progresse scientifico
conseguito nel secolo XIX). -

N. 11, 1 mavzo 1801, — 4 Goilord, Nola d'Aritmeticn o d’Algebra, {Dimostra
che 1n somma e il prodotto di dne nomeri commensurabili non possono essere am-
bedue mteri, se guesti doe pumeri non “ono interi). In questo & negli nliri fase:-
coli non citati, numerosi esercizi s problemi.
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L’Enseignement Mathématique (Rovue interuationale. Directours MM, C. A. Laisant
o H. Fehr,

Anue UI, N, 1, 15 gennaio 1901. — Fy. Pistzker, ' insegnamento mntamatim.:r
m Germanis duranie il XIX secolo. — A, Gallerdo, Le matematiche o la biolo-

gia. — Ch. Méray, Corrispondenze inlernazivnali in eaperanto. (**) — Hoffbansy,
Su una terminologia comparativa del punto e delln retta. — H. Dellas, Bull'espres-
sione: shmilitudine inverse nella Planimetria, — Cronsen. — Corrispondenza, —
Bibliografia, aa N

("1 V. Supplamamta gl Periodico di Matematica, 18 quistione a eopcorso (Anuno 1JI Fase. 1V,
Fobbruaio 1000),
() Lwspervunte b uin puosvs Uogua nternazionnle propesta dal Dr. Zamenhof.
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Unterlohtéblitter flr- Mathematik und Naturwisseeschatio Ty
Amno VI (1900), fasc. 1°% — F. Pietsker, 11 princigio del nuovo secolo. —

R. Schiwalbe, lia nantica in relazione 3ll'inua_gnlmm. A, dimostra come le no-
:inm sulla pautica abhiano relaziono con molte matens fiﬂﬂ&gﬂﬂﬂlﬂltﬂ e gpeu.ih:l-

mente con Ja sforia per c¢id che rignarda Je battaglie =avali: con la matemaliea,

i'i". anche fasc. H° del JBBQJ alln gunale tali nozioni offrome accellente materis d'esor- - '

cizio; con la fisica, di eni quasi ogni parte presenta dei legami con la navtica; con

Ia geografin che comprends un capitolo di nautica, ciok La sceanogrofia).— F. Pielker, - 8

e T ! s
Esempi di caleoli. (8i discute sopra esempi dal medo lagicamente pia opportung ey

di disporre le operazieai dovendo caleolars il valore & una duta espressione). —

Notizie srolastiche ed universitarie. — Relazioni di adunanze — Mexzi' d'insegna-
mento. — Recensioni di libri relativi a scienze naturali '

Fage. 2° (1800). — Ordine del giorno del 1X cumgrease tenute ad Amburgo
dall’ * Agsociazione per il miglioramento dell'insegnaments della matematica e delle
Beienze naturali ,, — R. Sehwalbe, La nautica eee, (comtinnazione, v. fase. 19, —
E. Meyer, Bulla posizione di refle e piani nello spazio, (L'A si propone di moatrare
come possano coordinarsi le proposizioni che rigusrdane la posizione di rette o

piani nello spazio in modo da ottener la mageior brovita possibile nell’esposizione

di guesta parte della stereometria, ch'egli gindiea pace sttraente per gli slunni a :
el insegnanti, proponendo d'impiegare il tempo che cous viene a risparmiarei p. o) e

ad una breve introduzione di geomeiria descritiiva), — 4. Richter, Ls nautica in
relazione all'insegnamento della fisign. — Notizie scolastiche ed universitarie, —

Associazioni ¢ adunanze. — Recensioni &i libri rolativi a scienze naturali ed alia

nantica o d&ll'.&lgabra' elementare ad uao dei Licei e degli lstitnti Teeniei {1° biennio)

o degli Elementi del calcolo algebrico ad uso delle Regole Normali del professore %

M. Nassp.

Fase. 3" (1900). — H. Schotten, Sciemza e scnole, (L’A. si propone di-ﬁaai_mlu
quale sia il vero intimo scopoe delle scuole superioti, ed in quali relazioni si tro-
vino queste con 1a scienza). — Schafheii?in, Le definizioni nella trigonometrin con
un'aggiunta & questo scritto di F. Pietzker, (8i fa In eritics dol libro * Sni diversi
modi di porre i fondamenti delln frigonometria , i Hagotzechel), — G riber, Mi-
surn Uella sfers, — Relazione snl IX congrasso ull” ¢ Asgpciazione per il miglio-
ramento, ece. , (v. fasec. 2°). — Notizie scolastiche ol universitarie. — Associnzioni
v dunanze. — Mezzi d'insegnamento (relazioni Soprn tavole murali), — Recensioni
di Iibri relalivi alle scienze naturali e dei seguenti: — 1° P, Bachmann, Teoria dei

numeri, parte 4%, Leipzig, 1808, Teabner. — 2° Avwred Fuhrmann, Applicazione del

calcole infinitesimale nelle scienze naturali, nell’alin scjenza delle costrnzioni e .

nella tecniea, Borlin, Ernst. — 3° Ed. Muiss, Problemi sul calore ed inclusivamente
sulla teoria mecesnnica del calore e sulls teoria oinetica dei gas, Wien 1808, suc-
cessori Pichler. — 4" H. Schotien, Insegnamento della matematica,

F. Pavamin,
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