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PERIODICO DI MATEMATICA 201

“del passo », se le due tavole hanno ugaal entrata, talche

o bn=ﬂ'u; b_lﬂ;fﬁﬂq W W . .
Eg.l_'_lﬂ:
f bij= @y S+ ay = (v — i) 5 H-ay ]
ssendo (22)
IIIIIII “r l-i—l_ yoecd 1I—I . g
Phi—1 = " — = - b 7 —— E e I

od al solito | ‘
o 5=ﬂu _I"" 1":]ru---"f‘!‘ﬂfl.l.'.-
Sostibuendo neilla (22) a b ed ay le espressioni che risulfane
alle (1) per i valori gn+ » ed i del passo, risultu la relazione:

(Llﬂ“” —pu' @y . Hﬁiuﬂ'i — ™) @y oy = (vt — Vi) S (23)

lle & una identita rispeito alle a (che nel 1°
: :"'f“"_ﬂl.'d-lillﬂ Baly BLfit g s 0o Bin, Fig 1ov e ﬂl.j—i}-

Se r=0ed h=gqn, si ha @y =@y, e per j=1 risulta:

by = (‘i"u-'—' ]-) S -+ an

nrembro si succedono

1;_[1:_{-; V!ﬂ_:_'-"r"lﬂ=---='i"£,n-=ﬂ1

b 1)1 —
W L IL '1 1

| tientre se j> 1, si ha 4 =0, e:

th+1)"—1

i

(24)

A e P —— iy~

n';ij{]'l' —

7]
bij = vif™ 8 + ay

" Se poi h =g+ (n— 1), con ragionamento analogo a quello fatto
aver le tavole sinistrorse si trova:

bu — HFE IE('? __I__ 1:]1-_1 o 1] 5 _I_ gyl —2 S — p!—* (q + 111—1_54 (25)
. I poiché questa relazione coincide colly (20},

h=ng -+ (n—1)

tavola destrorsa e la sinistrorsa coincidono.
Infine se n=1, 'unico valore di J &1, e risulta

bil = (.FE ‘l— l}i_i Ty -

sl ha che per

In tal caso,-la tavola ai viduce ad ana sola colonna,
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202 PERIODICO DF MATEMATICA

PARTE TERZA.

Hespressione in funzione di Q1 , §=,... §,, p, m del?’
termine della suecessione determinaia dai va
G, ... Q, dei primi n termini e dail’equazione

-eorrente Qn =D (Qu-1 + Qu—2-+ ... + On_n)

E noto ehe si chiamano suceessioni di Leonarde Pisano g
determinate dai valori dei primi due termini e dalla .condiziont
eiascun termine vealga la somma dei due ehe lo precedono. Hsse
caso parficolare delle sueccessioni Oy, Q.,... determinate dai v
inizigh Q;, Q. & dail’equazione ricorrente

.Qm =P (Qm—l + Qm—ﬁ)-

Queste a lor volta sono ecaso particolare delle successioni d
minate dai valori Q,,... Qu dei primi =z termini e dall’'equa
ricorrente

Qn= 14 (Qm—s _[_ Qm—-E P % ~f Qm—n] ' m > 1.

Ci proponiamo di trovare in qual modo il termine generale (
una di tali suceessioni si esprime in funzione di Q:y...Qu, 2.

Rammentiamo anzitutto che se si indiea con H,, Hi, His.
successione determinata dagli » valori iniziali 1, 0, 0,...0, e
equazione (1), con Hg, He, Hp ... quella determinata dagh ¢
fori iniziali 0, 1, 0,...0, e dalla (1), ... infine con Hu, Huey, H
qualla determinata dagli » valori iniziali 0, 0,...0, 1 e dall

risulta dalla teoria delle equazioni ricorremii lineari a eoeffic
costanti:

Qmﬁliff Hlm QI=H1m Q1+Him Qs‘i“.. .-I"Hnm Qn .

Per raggiungera lo scopo propostoci ei basta adunque :
esprimere Qun, ... Qum in funzione di p.

Sia dapprima == 2. Consideriamo adungue la smeeessione d
minata dai valori iniziali Q,,... Q. e dall'eqguazione ricorrente

Qm =P (Qm—l _I— Qm-—e)-

Sia H,, , H.., ... la successione determinata dai valori iniziali
dall’equazione ricorvente

Hlm = (Hl,m—l —I‘ Hl.m—H}!

Hai , Hag, ... guella determinata dai valori iniziali 0; 1 a dall’
zione ricorrente

-Hﬂm == (:Hi.m-—l + H-'.*,m-—g_] .
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31 suppons the da i

Haite =&

: mlh appartengone al trimmgelo T}, @ sono diaposti Ilun

'-':';,‘.[‘“J terprine (A =+ 1) della prima vertieale, passa per il 3™ dplln 2%
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dne snceessioni sono:

1, 0, p, 2% 9 -+, 20 p° -+ 3pt-Lod .. ..

O Lop Pt P2 p 3, Pty
onstata subito che @

: " Hl.m =pH‘.’.m—l .
'_Bu]tﬂ. inolire:

B m=—2
X i
I—IE m = Ej ( ?t} ) pm--—]-—&
F]
4).
H i — _(}H -—:_? o 3) m—j—4
-=3 ("7,
dungue e, & un polinomio di B = ; - - 1 farmini o 3 grade w—n

RTIR e ; v ks m— 2
«p; I'nltimo termine di esso & di grado m —2 — |

5 in p ed
2 [m—3
R : . {m— ] —
“ﬁ__gﬁmentl S0N0 i Bnmeri ( 0 ) , ( 3 ) .. che appartengono

na. diagonale al triangolo T, (') Ora poiché

ngl e }I]m Ql _.I_ Hsm .Qﬂ [5]

@mendu ad Hin, H., le espressioni (3) troveremo Q,, espresso
unzione di Q,, Q., p. (% |

v =) Lo w % - -
I] Dsservinme, poiehd it sara afile in seguito, che so sj considerano i numeri

ﬁ:} 1 Je—11  fr—2) fo—if1\  fh—y Je—i—1)
WE L ko8 Y e ul U & S Uiyt
. fh in pol siano wwlli, sark (8 —3) h<Ti e yuindi i > ;"fl
arl
P -+ 1. comungas sia Ak divisibile o ne per i-b-L L suddeiti xmmeri

] J’i——-—'r'-]-ll
{ﬂ!.ll A | l ; R, | jTl

Saric

go una diagonale / che muo-
y per il (& ——1)?

L'equazione rieorrente =2 (Qm—t +Qm-2) 2 caso partieolare delln
Qu=p din—1 +'? ez
ripporio 4 questa Qu=Hy, Q-+ Hap, Qe ad b:

g | m_n
& )
N— T b
Hism = /8 = CI I ET (” i' ) ‘Fl‘ll—?j—-ql
0 J

3@:*31' 2= p eoineide aolla 1% della {#). Cfr. on mio lavoro: Suite aquaziont ricoveenli MNwewsi
59 ordine n coefficienti costanti. TPsriodice di Matemation, fase. Barzo-Maggio 1914,
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204 PERIODICO DI MATEMATICA

Suppeniamo ora n— 3. Censideriamo adunque la succession
terminata del valori iniziali Q., Qa, Qs e della equazione ricor

Qm =P (Qm—-l = Qm-ﬂ + Qm—'ﬂ)-

lie successiom

Hyu, Hioy Hig.. . Har , szq Ha , Haﬁ,---

sS0no 3

Hy) 1,90, 0, p 7, P +p° ppeptlpt,  po-h8pt)3pY
H‘El) {]1 11 D: b, pﬂ_;_pi PE_I_Epﬂi pd__gpﬂ_"ngi pﬁ+4p{+'5p3ﬁhp
Hy) 0, 0, 1, p, p*4p, 2°+2p0%1p, p*-H3p"3p° p°+H4p'+0p74-2)

e risalta per m = 3J:

HE'-,TII — p (H::L,m—l + HE,IH—E)
H!.m = ﬂHﬂ.m-—l -

$i ha poi, come si pud constatare facilmente:

| ;:1—-3] i {Hi‘ — 41 ni=4 1 1 — 5‘, n1—56
HH.IL‘!:{ 0 [2 w + 1 }EP I l 9 }’gp +...

e i
3 == (mg 3\'] i
' wm=-d—18 -
_}_‘ 3 (m—3) |p
K 3 )
QVVELD
,Efnr—ﬂ‘]
g
S " _'j = 31 m—|—3
Hﬂ,nl — gj { j "Ep .
oy 2(m—3 =
Adungue Hy, & un polinomio di B ('“3 ] L1 termini;

2 di grado m —3 in p ed il suo ultimo termine & di grado

2(m—3)
& i

)

Qm — Jir.m QI “l" Hﬂ.m QH "I" HE.m QE

e poiche le (7) ed (8) ci permettono di esprimere Huu, How, I
funzione di p, possiamo dire di saper esprimere Q in funazic

11 QE L] .
< Ao & ’_P _ . fm—38] fm—4) Ve
ggiungiamo che 1 coefficienti 0 fs+) 1 L nell e

m—a— 1o

Si ha pot

sione di Hg, data dalle (8) sono numeri del triangolo Tg, ed 1
sono distribuiti lungo Ia diagonale A che si stacca dal termine (7
della 12 verticale e passa per 1'(m-— 3)° della 23, I'(1n —4)° de
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& moskra ] ' : -
e de- 3 Mo 9 speccl‘uu _.‘seguente, el quale i, nwmeri stampati in
rente Basebio Sono 1 coefficienti di Hyg,

0 (

(5)
I 7

=] de O O
~

6

8

=
L T S
i L S S

e 10 & -
G2 30 e
E 78 .
i‘.':ﬂ ; |
| | H‘E!ﬂ = Hl_.m + H-r,m —1 .
?ﬁ.‘SEiﬂlHﬂ al easo n— 4. I’equazio: 1COrT ‘11 - P
Mmoo essione dollo ( o q e ricorrenfe cui soddisfa |a
o Qlll = L — -+
i ha: POt Quos - Qua - (10)
in —t I{un Q] + I'Iﬂm Qg "‘l‘* HH'H] A3+ Him Q-l - (I_I)
-f'3=_=j;;=je suceessioni
i "I' Hu 3 I{I jreil i H . |
{mﬂ—-i_- . : L Hﬂﬂ PRy Hﬂl ! ]‘-Iaﬂ! «nwy Ay 3 HiE -

By 00, 9200t p’+-3p*4-8p% -9p°, ..
- M PR g8t pdgtissigs
0, U' [0 . pﬂ_‘_ ﬂ+2 . ) pa‘{_ » ¥ +€1£3‘ ﬂp’+ﬂpf1,.-
(8) & 10001, DF TR Y, M apt6p4op?

; e 55':5. 0,0, 1, p, 1) : 3 2 g | % . - . LI
L DT I o 8, 0 e
o 5_;..vede subito che sono soddisfatte le relazioni:

Ham =9 (H-I,Lll—.] + .['_[.;_n,h__.g + -E-Ii.lu'—a)'

H!m el {H.'I_.m-—l i HJ.[H---“‘} :
;Hlm == H—l.l:l—l - (IEJ

i odoch - - s : -
(9) € per aver Q, €8presso In funzione di P Qi Q Q;, Q
L . =4 N3, < ¢

ess0

58 Jmer 43 i (i1
per esprimere le Hy in funzione di p. Ora se ei riferiamo

Lo in golo T2, vediamo che i coefficienti ad es. di H,q sono sullg

me di
(L () U 0 0 Wiy
, 21 1 1 1 @ g
spres i1 2 3 4 3 3 1 g 0
1 esso #4113 6 10 12 19
n—2)° ™ 1100 2.
i S 1 5

1a. .,

o 3%

a
........
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206 PERIODICO DI MATEMATICA

dingonale A 1, 4, 8, 4, od in generale Hy, & un polinomio di g

m—4 1n p, con Ea(m; J‘)-—}-1 termini, I'nltimo dei quah di g

oflm—4) . 3 . . . :
( I } in p. In esso 1 coefficienti sono 1 numeri

' : 3(m—4)
fim—4y  fm—5) _["" —5=
! 0 fe'l 1 Js l E.B(m—~4)

m—d4—H

4 3
Adunque:

#Hm=—1)
= |

e I m _-j T 4' m—j-—=
Hlm — E.l l J. I_E p .i .

La Jegge di formazione delle H & ora evidente. Sia adunq
suceessione Q,, ., .., determinata dai valori inmizialt Q,...
dalVequazione ricorrente (1). Siane

Hu, HH...; H21,Ht_ig...;...;:11115 Hnﬂ,....

0

le 2 snecessioni determinate dalle equazieni ricorrenti:
Him - P (Hi_lu—-l _]_ Hl.m—ﬂ _I_ * = a —I_ Hj.—m—u] ; i -11 21 N

e-dal valori imziali

I

0 0...0 per le Hy, Ha...
_1 0...0 w oW "g]_,Hag...

.0 ) e

0 0...0 1 , , Hu, Hue...

S1 hiammo le relazioni:

Hu—l,lu =I? (Hll.m-—l T Hll.m-- -3 _1_ R I—:[H.Ill—ﬂ t l)

Hn—ﬂ,m — ¥ {Hn.m-—-'l 1T Hn.m—-ﬂ + N i }Lmn --u.--s]

Hu—i.m "_—'_"P [Hluu—l _|_ Hn.m—-ﬂ _[- . v s "l_ Hmm—li-f-l)

_Hmn = (Hn.m—! "!’" Hﬂ,m-'ﬂ)
Hl_,lu — IJ Hll,m—]

Qm e Hlm Ql + HEm QE + o '—1—' Hm_u Qu

per saper esprimere Qn in funzione di p, Qi,...Q., bastera
esprimere Hy,., Hy,... in funzione di p. Ora 381 ha appunio:

e poiclie

_in—1} {ma—m)

- m—j—mn .
Hn.m — ‘E‘ [ "-J }“....1 p‘"—d‘ n

| G
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. Shie . e ‘ . e o (B— 1) (i — p) o
vado e & dire Huy, & un pelinomio di _ﬂ( )‘?: 1 termini,
; h"\j ) , - _ ’
aado Lgrado m—yp in p, eoll ultimo termine dj arado
L | )
1w—1) (i —n)
M-— E( | ( "
Fy
voellicient] dei snoi termini SONO0 1 npneri
fin — m) Jim—an— 1)
N O
.' f;],ppﬂrteuguun alla diagonale / g; Tu-i, che si stacea dal ter~
(13) siine (m-—n—-1)° della 12 veriicale e passa per I'(m —mn) dells 2
fin—n—1)° della 3¢ gge, |
) & Abbiamo cosi raggiunto Io Scopo che e1 eravamo proposti,
ue la

N. TravEgrso.

7 l_J.l lﬂtt'ﬂ'l'ﬂ a Prﬂgﬂtﬂ & ﬂu_*e .la

Seguenti correzioni nella parte del lavoro stam-
# nel fase. precedent

Fag, Lipea dallalto

ERRATA-CORRIGE

E' 12, 13, 14 etmbiare & in 4 —+1 & tener eentio der sezni che mrocedono A
i 13 sthipponende BCON poneni
12 18 n - 3 n==1 £
13 1n 92 Jinea vy seritis: Y =— xm fmll I"“ P S )r"H 1 i S i
U'fh+11 W +l"fr-¢+ :
15 2f) wE— 41 fm — u 3= I]
2 i 2 B dl. .f 9 } *

(14) ey 53 18, 19 tobti { simbol;

{ ] devono aveys 'indies & 2l pisde

48 11 I é
i J Ho— e} sl

Bh 15 P R '1
7 sisily Bya ol 0 o . )
[ 15 B el e’ | . h
. 110 25 ”.i.ﬂ—r-_i lrILr'il.-n—-r b
zaper 145 - nella tavola & destya il 22 ynmers dalia 39 linea & 35 & nop 2
160 =} | lu.ﬂ”p—g- N—2, o, = F.lh]p A=, Fuovow
162 =8 Pt gic Lo #y+v=—u ath Wik ki Wy e g

'pim-ﬂ— -
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208 PERIODICO DI MATEMATICA

RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI ALGEBRICHE

e discussione dei risultdii con metodo geometrico

Applicazione alle equazioni di 1¢, 2° 8Y grado.

Siano @y, @i, @, ..., 00 gli {n41) coefficienti dati in grand
e segno del polinomio:

flz)=ax" 4 a@* ™ ... aa o+t
Costruiamo la poligonale reitangolare 1 cui successivi lati
Aﬂﬁlg EIAE & = a oy An-—l ﬁ-n

abbiano lunghezza proporzionale ai coefficienti @; quanto al s

& da seenirsi la successione dei segni delle potenze di i——}/__i
modo che il lato mesimo e quello (r -+ 2)-esimo siano parallel

P

By _.— T
o -‘: +ﬂe "4;1%'\
\ 1 \

1, g A
Yig. 1.

abhiano il medesimo sense o senso contrario secondo che i &
dienti sono di senso contrario o del medesimo segno.
Resta poi fissato il senso pesifivo per I'asse cartesiano 2 d
nistra verse destra e per l'asse y dal hasso verso I'albo.
Prendiamo uno di questi cireuiti, per esempio uno di einque
sia AoA, A AsALA; (g 1), e in esse inscriviamo, & partire da A, e}
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;E_"_'n'tu B sulla retta A, A, :

AL/ (vedi “ Elementi dj
olo grafico del Cruarona » Pag. 46). (") Ne segue che sa By =0

. _ BA, . ; :
88 B, coincide con A j] valore Ai Al di & uno dei vaiori che
o g+l :

_ PoBtane frarve il massime vantaggio dai risuliat; def mio stndig
sta nota dimostrars, Per i polinomi di teres grado, i

due teorami Eeuerall cifagf, Essonde

flx) = a,z9 + @, x% & a.z 4 dg;

G & regols generals costruigco [a poligonsla dei cosfieienti (fg, al @ prego oo punto B sulla retig
Y :
1 .lla_lEl _IE%.. L f.;?':'__' 3
- "-._ -
- .
_! / e
.Aa : I S
7 .
380 By Wiy g 4
] in . i v 2
L N ~ |
2 N, i < .
1 ed N %
e
: ‘?B ' +
Lo
i ﬂ"‘*
f
Fig, u.

_ﬂnﬂp coeflicionte desey

Py ivo la paligonale insevitta,
3 I:rianguii :

A"}AIE] - BIAEE-E H -BEA.::E

Bid,=B,A, + v BiAg=3,4, 4 @,  B.A,

0 anchie B.A, = 4 y 61 ;-
ﬂnﬂq Itly ik

Bid:=ape + a,. ' —_
BAs=g22 1 ay :

Bohy = aye® 4 0,7 4. ay

BuA = g2 1 Fyl® - @y

Bd, = Agr® - ayx? Wor -Fay,

o dimostra alie f tegmaerio B 4, fompreso ira gli exdyenq

L A; & By delle due poligonali
& Hi' "Imiﬂm'a il valove slis agsume i polinomion fir) anando gi nrende 2= _::i‘ -
mastro gra cle il ciretite B & gquello risolvents, Considers up altro pnato E’, sulla retia
i@ E:E;:!Iilﬂ-ﬂﬂ voedicients e quindi considerando ¢ — Bads

A&, Per quants sepra si ha

Byd =agz% - g0 a1,
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PERIODICO D1 MATEMATICA

Cosi il problema della risoluzione delle equazioni & trasic
in quello di inscrivere in un circuito retfangolare di n lati, un
cireuito vettangolare di »—1 lati che abbia gli estremi coim
con quelli del primo circuito. Il cirenito retiangolare di {n—
iseritto nel eirveuito dato di {n) lati, avents gli estremi comurx
civenito risolvente rispetto al dato poich® rappresenta il qui
che si ha dividendo il polinomic dato per uno dei snoi faft
neari (vedi “ Elementi di Calcolo grafico del Cremora , pag.

Applicazione di quanto sopra alla risoluzione delle equazio
primo, del secondo e del terzo grado con discussione dei risu

Equazione di [° grade. — La formula generale dell’'squazi
1° grado &:

a4+ b=0
dove si suppone a >0,

In gueato polinomio soatituisce al pesto dei coeflicienti i valori in funzione del }
cujto B osali: .

my=Apd, = A Ay =BA,— B A, =DBA, — Ay
g — A'EA‘E =.BElL3 — Bﬂ-gﬂ = BE'E'ﬂ e Bl..é.urr
'Iﬂ_—_- A;Al — Buﬁ* s EH'E':!- — B:A* _EE'&F

B8 ayro
B /A, = A A" 4 (B, — ﬁ,.,ﬁ,;r_] '® - (BaAAy— B Asz)® + BaAy — BoAy 2
o a&nschea
BA = (= — 2} [AyA =" -+ BiAer + Bydgl 4+ Baa,y
2 ANCoLA

, —
- E? - §3A4 = ApAyw’® -+ BiAgr + Bolg

ma dalla simiglianza dei trinngeli si.ha anehe:

AjA; _ BAy _ By

—

4.8, BB, Rty

da oni
B,As Agdy BiAs B,
AA, = A B, =— B A, =8BB, — =BBs '3 BuA, =B.B;—
(ol | (15 | BI-EE  pat | e Aﬂ:ﬂl i BIEE 41 3 Bl
. - ¥ u Bl'ﬂ'a
spstibuende queati valori malla (1) @ ponendo in viata nal 29 membro BB ho:
e

BA, — BiA, B, A, 9 o
o 1 3 TA B2+ BB,z + BaDB
o =z B, B, [AsBy L 2Bl

assendo
B A, = flx) 6 += flx)

B o -
coneindo ehe ridotte le lunghezze al rappurtu*nl—gg il efrenito B rappresenta il peld
‘a

f{=') — f{=)
& -

{a
& nal taso che z sia una radics della j(x)=~0 il piranito B rappresenta il pulinnmln;{—_

ognl poliponals rattangola di tre lati inacritia In guella data avents gli estremi comun
di questa ® moa poligonale risolvents poichd rappresenta il quoziente che gi ba divid
‘Jinomio dato per un suo fatiore linears,



; L PERIODICO DI MATEMATIOA

211
rmate ;~.:$ 6>, il cirenito ha la forma della fig. 2 (A,A,A.) che & di
nnove ;_[__ﬂti,' quindi il eirenito risolvente dovendo essere di un lato e
sidenti cendo avers per estremi Aj e A sara il segmento congiungente
1) lati didue panti e quindi si ha ununica soluzione datg, dalla formula -
:i,.é un 0 A4, &
}ZI.EHFE i o e AgA, Q
ort li- o ..
49). gasendo 6 >0, & o< (.
ni del lo b<<0, il circuito ha la forma della fig, 3 (AcA A,), pure di dne
lltﬂ.ti. _'L 1
one di < - '
"'\ ,Cl
X ...»"1
) P
. o
irimo ¢ir- ‘-.“ e
X7 o
~ .2
f‘iiﬂ ‘}JL : _r‘ll_; u
Fig, 2 Fig, 3.
& come prima {"unico cireyito visolvente & A.A. di un sol lato o
A:A, [ O]
(1) o ﬂu- | o + _E'__
i visulta > 0,
:I_:g;:'_jﬁnqludendn-: éssendo sempre possibile ed in un modo solo eo-
bire il segmenta congiungente A, con A, ed essendo guesio seg-
fo il cireuito r1solvente, ne segue che per equazione di 1° grado
. ale sempre un valore ed uno sola che la risolve. T se
Aa o
Ei 6>0 3 x <0
b<<0 & @ = (),
:..t_%'"ﬂ-?-iﬂﬂﬂ di 2° grado. — T.q forma generale dell'equazione di se-
o grado & |
nomio

ax” 4-br ¢ =0,

'miamo il eircuito defl’

D equazione che sard il cireuito ApAARA,
Ll o) di tre Iative cerchiameo il cirgnito risolvente che dovry es-
i CDIL quE“.! Il'l d-llE! IRtI Aqu&a. '
ando il po- L

Inego dei punti B che formano con AoA; friangoli rettangoli



212 PERIODICO DI MATEMATICA

aventi per ipofenusa A A; & la circonferenza di diametro Aqf
centro 0, punto medio di AcAs; ma il circuilo I.‘lEﬂlj.TE_I]tE de
sare inseritto nel cireuite A, quindi i punti B che risolvono
blema sono guelli (se esistono) che risulfano intersezione del
conferenza luogo e della retta AjA,. '

Di punti comuni di una cirvconfer

A e Y _ ~ di nna retla ve ne possono gssere ﬂ.
R k. uno o nessuno & seconda che la d

\ \ dalla retta (A.A:) dal centro della ci

% B renza & minove, eguale o maggiore d

"',‘ | giﬂ' (Gﬂn). ]

\ , Supposta per un momento lesiste

b ! due punti intersezione B, e B, e qu

\ |7 due circniti risolvenii A¢B:As, AB

\ / radici dell'equazione seno:

" BA, B',A,
L__I = -
1, A TERA ¢ T OAA,

i, 4. Discutiame il risultato per 1 sing
) [ numero delle radici reali dipend
abbiamo visto, dalla distanza di O dalla rebta A A
Se i due lati AA, e AsA; sono del medesimo senso (fig,
se, essendo >0, & ¢<<0, qualunque sia P
il senso di A,As i punti A, ed Ag sono dﬁ_. R 14
hande opposte rispetto alla A,A» e quindi -
ln retta A.A, sega la circonferenza (O). Yo
Si ha cosi sempre ['esistenza dei due cir- | “+_
euiti risolventi AcB,As ed A(B A4, da cul f R
I'esistenza per I'equazione di due radiei |
reali e distinte (visultato che coineide con
quello dell’analisi avendosi in questo ¢aso °. m_
b — dae = 0):

BL-Al _BFJA[ TEmas = ;
= ﬁuﬂl 8 = _ADAI. (

Fig. G

Di piu i punti B: e B si trovano du..
bande opposte rispetto al punto A, (il piede della normale ¢
dall’estremo di un diametro ad una corda che 1 interseca, ¢
gli estremi della corda); ne risulta che le radiei sono una o
I"altra negativa.

Se b <0,
© 331‘Cﬂ e 175:?0

e quindi
Ty < La e

Se b >0,
;1‘-12:«*0 L& :Ti“iﬂ

s ok | T e
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ls & d sindi :
Bl o i
. le E:.'E : &y > Ty,
1 p] ﬂ-— i-;;::& =_0 {A " &
In ek t comncidente con Ag) (fig, 6) si ha:
. @, < 0 ra > 0,
enza, o 2 CUl
due ¢ , h<® ma  m=|g].
istanza 36 ¢ =0, (A, coinei o
» \Ag coineldente con A reudito «i
it : o) 1l cireuito si riduce ad AA,A,
E
I
¢ -5
e
5 ; : e
i % A ) :
| 1 A S
: 1l. t'_:. l‘ ":L' '-rﬁ;
[
' Jeps A k!
| ;—J H-. !
o . I ‘_ . F - ) '
Fimey, el Y
») 088 . B :
* =B
'EL : i ,,..r .‘1 f :,:
| e Fig. 6, b
r - i’) e AA, & gegante ia A, ed Az; i due civeniti risolventi ma ' o
0 ApA\A; e il segmento A,A.. Ne segue: k-
A ._ - <7 VR A .
TRA, T RAA, T e m=T
s e i Rl g3 ADA‘QLI T %
T e A, Ses>0
B - ‘- Egﬁ > &y =) Ly < 0;
3 8e b <0,
o R . =0 2>0;
i se b=
ondot - -’ : |
ade fr 55 ' &y == &g ={),
siva L r T An%he_ ‘it questo caso le radici sono distinte.
A ey Gl dIJ.ﬂ lati A A e AzA; sono di Senso op-
. Ipns!}_n (ossia, se, essendo g > 0,&¢>0)(fig. 8)
g # & A.A, sard segante, tangents o esferna se-

18 o OAG! g
onferenza, quindi

Hessun

condo che QA, & maggiore, eguale o mi-

Vi sano pl__lnti reali comuni alla retta e alla
cirenito risolvente e percido non vi sono
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radici reali (risnltato che coinecide con quello deH'analisi poie
OM > 0A, (") st bha

&' 4 + 2ac > b* 4 o — 2ac+ ¢*

e quindi 6* — dae << 0). |
Se OM < QAy, si hanno duoe circuiti risolventi (fig. 9) o
- due radiei reali. Di pin 1 punti B;, B

Ay T — /1, dalla medesima banda rispetto al pun
‘11 | (11 piede deila normale eondotta dall’es
. {7 di un diametro (A,) ad una corda ch
R |- I interseca (A,As) non cade fra gli es
1 al:  della corda). Ne risulta che le radica
2 M _egual segno.
"\ A5 oe b =0,
II:,'ll"- .;F:" /
1 ,—L . Bgﬁl BIAI
‘rlu} o =7 AGA, < D’ "3 = J'.:.“LHA1 <!
Fig. 9. i &y J < i Eg'
se b <0,
g . B:[A._l y _Bflﬁ-l
Ly = Aﬂﬁl}o’ EE—AD'&-I:}O, < T.

Le radici sono dunque di egual segne e di segno contrario g
di &. (La disuguaglianza OM << OA, c1 L

da 11 caso dell’analisi b* — 4ae > 0). Vo -
S¢ OM = 0A,, si ha un unico eir- - B
cuito risolvente (figura 10) e quindi ¥ X
" . B ; ) '
una radice doppin A fl . (L'eguaglianza " |
. 0. »}"4:—--—-—-——.
OM = 0A, ci da il caso dell'analisi " |
b* — daec =0), % S
SE b :)" U' 11\ ..-"/
£y = Ta ,.-‘:’: G - l’..";-——

Se b <0,

Tanto nal easo di OM << OA, ehe in gnello di OM =0A,, se
non st hanno radici veali poichd non esistono punti reall comu:
circonferenza e alla retta A, A; (fig. 11). |

Fino a questo punto si & considerato ¢ 0.

Tig, 10.

(") Dalla iz, 9 si ba:

1,
04y =5 VP F(e—o

'U'M e —:1? 'E- '.'i'- ﬂ]-
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\ Vediamo per o tendente a zero. -
. :I; # ;: DAI ﬂi';'ﬂulh risolventi tendono ai eircuiti AiAze A AA; al o
gere di Ao ad A, e cosl i punti d'intersezione B ' ten

e By t

i“l.'E Ed AE e quuld}_ 5_1,1 hﬂ i i ﬁndﬂﬂﬂ

ba da

juind]
. 8omo
o .ﬁ.l
tremo
B Mon
shremi
hanno

—Ilm =1 o,

Brlé A-HAI -
Agd =0 BoAy T 0 8

I %

i]
[
|
!
i
|
1 i
As A A /1 =
i
!
|
|'
:
}
I
|

S

For L bt

quelio tlg. 1L

Wl ik
FiRnyin W s

Lili
[x]

1, . Eéi__lﬂa fuori del limite dai triangoli simili AoA,B,, BAsA, & ricava

2y = _Biﬁ: AzA; |
YAk T BA, -

§
R !

2= lim D8t jipy Ak Add,
AgA = AoA, A A =0 B 1A BI-A:H.

c
.‘,E:=‘r3—}ﬂ, dig == — 0

¢
Sy = b ‘::U, :I.'g=—|—.m_

1E‘Er a tendente a 0, se ¢> 0, si & sempre nel easo OM << QA e

Y B. A, B.A,
=7 ﬂ: e Ty .A.a Eﬂ che con cnnmdmamum analoghe al

f'-‘- AE AHAJ
— AA, i = o °
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'H
H=—7<0 B=—0o,

-’L‘;=____G':>ﬂ, :i:g=—l—.m_*

Equazione di 3° grado. — Prendiamo P'equazione generale di 3° g1
sotfo la forma:

fla) =2* +-prt-g=20

e formiamo con la regola genevale la poligonale dei coefficienti
gura 12) (consideriamo, per es., il ecaso in cui sia p <0 e g <(
su di essa facciamo alecune osservazioni.

Per ogni valore dato ad x si ha un eorrispondente valore per
| e cosl per ogul segmento XA, che rappres

&

: . con la sua misura il valore della nostr
| f}( si ha un corrispondente segmento A,Y
i - -

- ! rappresenfa con la sua misura il valore
: assume la f(2). Cosi fucendo varviare 1
' lori di # con continuita da 4+ a —o
i - [
.' hanno corrispondentemente e con contin
;fi le variazioni di Y da — o0 a - o, Ma
' gendo la f(2) di terzo grado, devono ess
i

|

!

|

!

I

|

= T e

T -
l
=

tre punti X (se l'equazione ha tre radici r
tali che A;Y =0: ne segue che allo spo
mento di X con continuity Y si sposta
continuitd, ma dovendo comcidere fre v
con A deve due volte cambiar seuso e
precisare le 1des, si deve avere una pi
coincidenza di Y con Az e poi Y sI sp
ancora da Ay verso -+ o fino a raggion
an punto M in cui il movimento di Y cambia senso, Y torna verso
coincide una seconda volta con A, prosegue verso — oo fino a
punte M, dove nuovamente il sue movimento ¢ cambia senso i
torna verso Ag, coincide per la terza volta con A; e procedo verso -
senza che il suo movimento cambi seuso,

I punti M, M, sone punti di massimo e di minimo della f(
corrispondono ai due valori X tali che le corrispondenfi XA, s
le radici della f'(z) che nel nostro caso &

[ () = 82° +-p=0.

Se questa f/()=0 ha due radici immaginarie anche M e
sono immaginarie ¢ quindi vi & un solo punto X tale eche f(XA,)
e nessun cambiamento di senso per il procedere di Y da — o0 a -
Se la (@) =0 ha vadiei veali, 1 punti M ed M, sono reali.

Fig, 12.
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- LA f(2) =81 p—0 ha radice reali
iarie per p > 0 come s vede risolvendo:

. + — —
w — ,/ 3 -

1° Caso. — Sia p< 0. Pep
iii'ﬂsﬁa ([ig. 13]. Sl_lﬂﬂ 3 (DEI‘
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g<0 la poligonale & dells

forma
pendicolare in A, alla A A

2) pren-

e

ok
¥ o 5 -
[ (@) ” \ ot ﬁ.}
Li ..-"'F O _,..-f i
21 ; _ :'_;'j'g_-. " i
2 W ot L
3 .'I-'., # iz - N -
! H o i) R
o " -
EIE -{:_._-' % ‘I;‘ ;.: i Iﬁ
che T A fljé ‘A a
vi- e - 1 .-'f = |
: ) -"\. -I y, “:..h I
& El M\. I ! ‘L"" :
— Mo I F .8 :
wita 6 ke
b . o I
es- :

,.."'

- oam mlfem e

Fig, 15

o

L1,
.

’Iﬂﬂ I punti M ed M, corrispondenti ai due valopi

-

truiamo le relative poligonali ingerite.
ér quanto abbiamo osservate Sopra vi & un X tale che

P
3

s

) I e
T R .
= L L

iy
e

f(XA) =0.

Essendo g <<0, A & compreso fir
A od M da oui 2, < 0, Hesta

Wibso della poligonale risolvente. In tale poli
8o da bande epposte rispetto a B,B,, guindi,
filla discussione delle equazioni di 2°
El due risolventi che dingo due radici realj distinte di senso eon-
L wio. Wssendo poi BB, negativo si ha g << 0, 2, 0, ed z, dovendo
tesere compreso fra questl due valovi, si ha

a0e do, quindi X deve assare
cosl determinata |a

Per quanto si & vistg
grado, essa ammette a sua

Ly <1y << g .

Per p <0, e radici immagj.
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Se g >0, con un ragionamento analogo si ha 2 >0, e B,
sendo positivo
g = '[} 0 Py < {]

Xg > Ly = Xs .

2° Caso. — p> 0. 1 punti M ed M; sono immaginari.
Consideriamo ¢ > 0. Costruiamo la poligonale A A, A:A; (B
e conduciamo la retba Aj;A, che incontra in B, la retta ». Co

*

)
.A;[

i
|
!
I
i

1
- \
’ .
.I'-.-‘ -'I.
- ._:_H, N
et ) A
- il -

Y

Pig. 14

rando il punto B, a parfire da A, costruiamo la poligonale in
nel circuito A: A,B,B:B;.

Se X ®in A, ho la poligonale A ,A.A.; ne segune che essel
fra Ay e B;, X deve essere fra A, e By, ed esso & tale che f(X2
Essendo X frn A, e B,, ne segue che o, <<0. °

La risolvente & A BB:As; vediamo se questa poligonale riso
puo ammetiere soluzionl.

Perche cio fosse, essendo A,B: e B:A; di senso comkrario,
i coefficienti dell’equazione risclvente del medesimo segno, do
essere, per quanto =1 e visto,

OM < 0A,.

Inveee si ha procisamente il confrario. Infatti: per quanto ]
cidente con B, tenda ad A,, si ha A,B; > A,A., cosi per qua



g. 1d)
nside-

seritta

ado A
LI) e U.

Ivente

quindi
vrebbe

nto Bs

{ eoin~ = |
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nda ad A, si ha sempre AsBs > AgA,. Se maostriamo
- AsA > AeA, a maggior
wenindi 00 > OA,. Ma

Aﬂﬂl —I" A.]Aa =1 VE}IE + EE,

10 o che A A, -
ragione sarh A,B, + A B, > AgA,, e

i cui quadrando

' (Aoh: 4+ A\AF =14 p2

*+2V0° + ¢}
. AsA, = V[P =14 ¢,

AA =14 p*— 2, + g¢°.

Dalle guali eguaglianze, trattandosi di

lunghezzg di segmentr,
essendo 2 Yt s — 2p, si ricava:

"

' Aﬂﬂl _!'_ ALA:E } AEA{; 5

OM > OA{.,

e ¢i dice, secondo la djscuss
radici sonp Immaginatie.

Dungue, per p>0 e q=>0, a
. B facile vedere cho o

one delle equazioni dj 29 grado, che

<0, %z, x; immaginarie.
PEr p >0 e ¢ <0 s ha

> () e Ty, 3 IMmaginarie.
Dalla discussione fatta non r

L hl
e

: 1sulta nessun caso in eni o radie]
:" . - ] ¥ B LI
slane tutte e tre del medesimo Segno, quindi & esclusa la possibility,
he #* 4 px -+ g=0 abbia tre radici di egnal segno. Questo fatto

srova conferma in ¢id che Ia ' -+ pxr~- g non ei pud dare che due
di seguo, mentre per i cuso di fre

permanenze o due variazioni
tidiel di egnal segno oscorrono tre permanenze o tre vavinzioni.

Qnadro riassuntive,
- Bquazione di 1° grado: az -+ b=

Se b<< 0, 2z>0
y 00, r<_ 0,

Se b< () &y << ) g > ) By < La
y b= <0 >0 %<p:  m Fe=|m |
""" [ s >0 By > s <) & = 2,
[Sﬂbiﬂ £y — .‘133::}0 &Iy < Xy
- =0 g
l i &30 Ty = Tg < () Iy == Xy
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Se OM > QA, nessuna radice resle
Se b<0 x>0 m>0 & <us

. OM < 0A,} , 6=0 nessuna radice reaie
.ﬂ}DJ l,, b>0 <0 2m<0 |x|<|ws]
SE b ""':: ﬂ X = Lu :;' U‘
 OM =0A,s , 5=0 nessuna radice reale
[ - b = U Iy — Xg < ﬂ

Se @ lende a 0:

G{UISE b<<0 2,<<0 ‘ayg=-}@ T < &g

L, 5>0 @>0 m=—o 5>
“CO L 630 a<0 m=—o m>on
Equazione di 8° grado: »* 4 pr+g=0: ,
‘- [ Ne q < 0 xy <= ) o << \ Tz > 0 X< ¥y <_ T3
e p<0 0 e <
:"::-:-.,..‘fifj;:_' l w 0 =0 xy = () Ig == re <10 Tg > 27 > X3
{ Se g<< 0 x>0 T, € &3 immaginarie
e p :} ﬂ l _ o - . - =

. qg=>U x, <0 ra € 23 1mmagiunarie.

A. Cor.oNNA.

I

(7 CFTNIZIORT MATENATICHE E 1L CONCETTO DI UGUAGLIANZA

1. Il concetto filosofico di uguaglianza. — Poiché due oggetli dil
vigeono fra lore almeno per la diversa posizione nello spazio, 0 |
il loro diverso ordinamento nel tempo, si pud concludere che 1
esistono ogeetti che sinmo in tutto e per tutto identici, e quindi ¢
la parola uguaglianza non ha e non pud avere un significato as
luto, ma & solo suscettibile di un senso relativo alle note che sip
sono trascurare per mezzo di convenzioni, spesso tacite, nel confro
di due oggetti. |

In questo ovdine di idee, due enti si diranno uguall, quando
oftengzano compoiendo, medianie certe leggi ben determinafe, un:

(% L npmeri enéro purentasi quadra st rifeciscono olle pabblicazioni elencate nella biblioge
ché ehiude il presents articolo, quelli entro parantesi yvotonda s riferissono ai paragrefi dell'arli
stesso, Questo, selva |ievi modificazioni, viproduece il Cap. 389 di un‘opers Fondanenli @i aiifuie
genevale, ormui completata da vari mesi, che gpero di pubblicare fré non molto tempo.
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_ﬂéi[nﬂ oggetio M con delle nate trascur

i indagini ¢he ci interessa [22],
2 conceito logico di uguaglianza. —
: ¢ontentare di questo concetia generico d
“piso delle indagini matematiche.
= Notinmo per cid innanzi tufio clie in matematicy capita spesso
L i dover riunire un oggelto con note Lrascurabili, piattosto che gj
doverlo comporre con queste uote (18]
- Cid aceade per es. quando ei sj p
rossimate, di grandezze fisiche
. In questo caso pud aceadere o
sipio: “ due cose uguall a una fer

abili nel campo di studi o

Vediamo tuttavia se of sj puo
1 uguaglianza nel CAINpPo pre-

iferisce a misure, necessariamente
0 geometriche.
he non sia piin vero il noto prin-

za sono uguali fra loro ,, quando i
soncetto di uguaglianza si stabilisea nel mode esposto sopra (1), -

. Invero due grandezze A, B, in quest’ordine di dee, si potranno
ifenere uguali se le laro misure M,, M, differiscono frs lorg per

> quantitd minori del limite 3 assegnato agli errorvi dJi osservazione,
106 quando si abbia

M-1=Mﬂi L T fit‘“:}u..

Analogaments la grandezza B si ri fer:

; 3 uguale a una terza E2ran-
idezza G, se indicando con M; Iz misury

di questa, si ha:

Mszm:i.iﬂﬂ s 0o < ).

Dalle («) (B) si trae:

M1=I\ s o 1+ Kz,

a. non & lecito dedurne in generale A =0, perché pur essendo
<), <<, Pud essere =+ o + gg = A
. Ma piu importante @ esservazione ¢
U entl ustratti, e un medesimo ente 3 su
Sentazioni sim boliche, anzi in genere ammette mfinite rappresentazioni.
. Ora quando si dice per es.: * il numero a & uguale al numero 3
‘s Intende in realtd che a 6 & sjane due diverse ra

besso numero. Cost quando si dice:
%3 ., 81 intende tacitamente che T, I
essa figura ideale I,
 Che cora dovremo concludere? Che ;1 significato
lianza, sopra accennato (1), non & accettahbile
- brecise della matematica, & che almeno in questo campo dj studi,
. Bovremo valerci del concetto di identitd, precisato una volty per sem-
D pre e per tuthi gl enti da Leibuiz, con Ie parole: “ Eadem sunt quo-

o wm wnus in alterius locun: substitui potest, salug veritale, , [Peano, Padoa,
urali-Forti, ece.].

he i matematica f ragions
scettibile di diverge rappre-

i
ppresentazioni di uno

*la figura Ty & uguale alla figura
= 8lano due diverse imagini di una

filosofico di ugua-
nelle investigazioni

srim]
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nel PERIODICO DI MATEMATICA

Due enti dunque si diranno uguali, se ogni proprieta dell'nn
pure proprieta dell’altro, ovvero se 'uno appartiene n tutfe le cl
cut appartiene 'altro. * Definita cosd Vuguaglianza i generale, non s
pin lecito stabilire per definizione i significato di aleuna wguaglio
particolare, , [36].

3. L'uguaglianza in geometria e in aritmetica. — Vediamo org ¢
possibile aftenerei sempre a questo canome logico e in che mod
pud oftenere 1l dovato rigore scientilico.

In Geometria non si pud prescindere dalla diversa posizione d
figure nello spazio, che ha sempre una nofevele imporianza e fa
addivittura fondamentale (geometria deserittiva e proiettiva). L' ic
tifd si ridurrebbe pertanto alla coincidenza delle figure e sare
priva del tutte d'impoertanza. Feco perehd si parla inveee di
gruenza delle figure, e quesita copgruenza si definisce per mezzo
movimento, o 8l assume come eoncetio primitivo, earatterizzato da
opportuuo sistema di postulati. [16).

La prima via si & seguita senza obiezioni per molli secoli;
ronese e altvl misero in luce il cireole vizioso nel quale cosl si
deva, ma & da notarsi che ora e possibile coneiliare il rigore con
indirizzo valendosi dei gruppl continui di trasformazioni del Li

Nel secondo indirizzo si hanno le fre belle formulazioni scie
fiche di Pasch, di Veronese, e di Hilbert,

In aritmetica fino agli nltimi templ 'uguaglianza si soleva €
nire caso per caso per 1 vari entl numericy, mediante opportune (
venzioni. 010 era cnusato -dalla econfusione abifuale fra 1 simboli
merici e 1 concefti astrattt da essi rappresentati. Del resto non
possibile fare altrimenti fincha gli enti numeriei si infroducey
mediante le cosiddette definizioni per postulall o per astrazion
cut diremo fra breve. .

I moderm studi logier avendo parmesse di sostituire queste
nizieni con definizionl esplicite, hanno anche reso possibile 'uso
segno ===» nel senso logico sopra diclhiaraio (2).

4, Generalita intorno alle definizioni. — Qualsiasi definizione co
ste nell’attribuire a un nuovo simbolo o a una nuova parela x il
desimo significato di un complesso « di nozionl gia uoto. Ogni
nitzione &, 1n albri termini, una uguaglionze della forma:

che si legge “x & ideutico per definizione ad « , (%)
Anzi quelle proposizioni, che pur essendo chiamate definizioni,
g1 possano ridurre alla forma (1), non sono definizion.

{"} De Franchis ha inirodotto felicemante gueste matodoe nella secuola coi susi Eleme
Geometria. {Geometria elemeniare, Remo Sandron, aditore, Palarmael.
(¥) Vadast per cidb che segue Peano [23, 24, 25], Burall-Forti [3]
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P
oy . Naturalmente non 3 hecessario che il segno = sin seritto fra i
assi y membri della definizione, ciod fra | definito e il definiente, po-
are do essere sostitmito da termini del linguaggio comune,
— ei libri di logiea, vengono date intorno alle definizioni varie regole
, all, nota Peano [24], nou hanno valore ip matematica,.
8 = Tale 3 per es. la distinzione aristotelica delle definizioni in reals
0 s s Aoninalz, perchd in matematica uon s hanno che definizioni nomj-
gaii; e del resio le cosiddette definizioni regl; di storia naturale sono
ella ..: IﬂpI‘I'ELI.'I]EHtE delle dﬂﬂﬂl‘iﬁiﬂﬂi dE“hﬁ]’]iIIlHiE 0 dEHR. Piﬂntﬂ- che si
lora b‘JSIdBI'E,
len- Lo stesso si dica della regola avistotelica che ogni definizione sia
bhe ta * per genus provimuwn et aifferentiom specificam a» regola ehe al piiy
AOh- pud applicare alle definizioni di gna ¢lasse.
del '_E’.E_gemp_iu: quadrato = guadrilatere » equilatere - equiangolp.
un Aristotele crifica e combatte le definizipni Regaiive, ma in matema-
a vi sono delle definizioni negative perfettamente rigorose, per eg |
z:: linea cnrva = lines nd retta, ué composta di retfe.
tule . = Albnr logici hanno affermato che si devono definire 30lo cose esistenty,
2 (Y o ;; In matematica spessissimo s1 pongorno definizioni di coge che pos-
nti- 1 2ono anche non esistere, ¢ la cui esistenza si dimostra poi. Tali per
b 82 lo definizioni di limite, di derivata, d’integrale ece., poiche questi
lefi- it esistono in certi casl, Ciod per certe tunzioni, e non in alfri,
e \ 5. Utilita e arbitrarieta delle definizioni. — Una definizione essendo
- n semplice convenzione d scriftura o (i linguaggio, e nen una
Bra aposizione, non & %é vera 28 false,
ANO . Le definizioni sono pertanfo arbitrarie, almeno in eoria, poichs
. .pratiea si adattano per quanto & possibile all’usgo comune, §
. Se una definizione & ben data a] posto del simbolo definito i po- %
lefi— \ sempre sostituire il membro definiente, o cosy eliminare da tutta ;
del teoria il simbolo sbesso,
St fQ‘uest’.eIhni-nazinﬂe Puo servire, come osserva Peano (24], & rico-
nsi- idscere l'esatbezza delly definizione, poieha se ougq presenta delle dif-
me- Heolth, b segno ‘cle }

: a definizione non fu ben data. . 5
Tefi- 0% . Ne risnlta che teorteamente nessuna

definizione & necessaria, ma
b loro utilith prafien & innegabile o grandissima,

6. Definizioni possibili. - Omogeneita deile definizioni. — Perehé mng
istinizione non si riduca a un circolo vizioso, bisogna che nel secondo
Beembre non i sig il Seano o il nome definsibo, 0 alimeno che vi compariseq

- un significato diverso da queello che ha wnel prime membro, e gic: noto,
. Cid accade per es. nell aguaglianza ;
i P shag
S a 1 ¢ ad -+ de
2 5 b d bd
ol

tho taluno assume coms definizione per la somma delle frazioni.
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Tl segno -} che si vuol definire figura anche nel secondo mem!
ma qui fra nameri interi invece che fra due frazioni, e quindl Ir
genso gia nofo.

Ogni uguaglianza che soddisfi a questa condizione & una definiz:
possibile. Cosi @ per = una definizione possibile:

- f = da
L — - 1——|_ mg.r

Ogni definizione deve essere omagenea, cioe deve conlenere ned
membri che la costituiscono le stesse variabili veali.

Quando un membro & costante la ragione dell'omogeneita &
dente, perché se indice con un nome costante una espressione
possa assumere piu valori, vengo a dare lo slesso nome a cose
ferenti fra cui poi risulta impossibile distinguere.

La (a) per es. non & omogenea perchs il prime membro & una |

. N : - .
zione delle due varigbili 7 menbre il secondo & funzione ¢

quattre variabili a, &, ¢, d. Ne deriva Y inconveniente, che poten

- = . : ; {1.' - - - ﬂ'
una frazione = metfere sokto infinite forme —, date le frazioni —,

b b
la. frazione Hd;; ¢ sion & individuata.

Per accettare tale definizione occorre quindi dimostrare I'uni
del definiente, ciod occorre provare che la scmma di una qualul

frazione della classe -E;—., con una qualunque della classe %, ap
ad + be

tlene aila classe b (")

7. Definizioni di [¢ e 2= specie. — Le definizioni nominali son
gualehe Autore distinte in dire specie, chiamandosi di I* specie quell
tipo (1) (n.° 4), quando z e @ non contenganc lettere indefermi
¢ chiamandosi di 28 specie quelle nelle guali 1] definente e il def
contengono delle variabili. | _

Esempio di una definizione di 1* specie:

'~—_'—-"}—'RU—IRUL0.

Nelle definizioni di 2* specie bisogpa limitare con un’ipofe
campo dei valori da assegnare alle variabili, dimodoche fali de
zioni hanno la forma:

(@) b. .= (Def).

(1) Ofr, Panoa A, Introdusione ailg teoria delle fraztoni “ Boll. delle Mathesis . Auvoo I,n
Pararing I, Riffessioni sull’uso del segue = . * Boll. Mathesis ,, Anne VII, n° 2,
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Ej’s&mpiﬂ: e N:y:q & primio con b, = Dia, b)) =1, “gp g 8 }
Wiie nuneri interi, dive che g ® primo con &, equivale a diye che il
imo comun divisore d 4, b a1

. Talvolta la definizione di 2e
raposizione, ¢id accade per
luduzione. La definizione si

are,
| un

H"

Specie non & espressa mediante unnniea
es. quando si deve far uso del principio

dice allora definizione indultiva di 28

l0de

ali sono per es. Ja definizioni

di addizione, moltiplicazione, po-
wa dei numeri interi date dal P

6ano nel suo classico trattato di
Aue gmetica generale e Algebra elementare.

. Definizioni improprie. — QOltre e definizioni nominali, che sono
evi- e vere definizioni, si usano in matematica altri modi di definire che
che =,;.-::.' ono detli dmpliciti, perche in essi la cosy Incognita si trova
dif- L clisa in una eombinazione pitt 0 meno caomplessa di cose nofe.

che conteugono la cosa ds definire isolata
fun- uguagiianza, si dicono per contrapposto esplicite.

I n questo modo il concetto di definizione viene ampliato e com-
S siende in genere qualunque mezzo che servy & dedurre con ope-
dosi psioni logiche un concetto g altri concetti noti, Si hanno per-

¢ 1 Wto tante specie (i definizione quanti seno i sisterni possibili dj
a4’ i operazioni (definizioni per riuniene, interferenza, corrispondenza,
#irazioue).

_ - Alcuni di questi modi g presentanc o si possono metiere sotlo
eita _’-';_'::'ﬂ, di definizioni nominali, quindj risultano due solj nuovi tipi,
o f‘?f:s_unﬂ le definizioni di 3 specie o pes postulati, ¢ le definizions di
pat- g @pec;e 0 per asirazione,

Y. Definizioni di 3» specie. — Queste definizioni consistono nel de-

ozioni per mezzo di up sisfema
oda -2 " tali sono per es. la definizione di classe

di grandezze onmogenae
s del & s da Burali-Forti [9, 10, 131; e le definizioni della classe N, date
mtf. LEANO (Aritmetica generale o Algebra elementare); Papos (Théorie
inito

Nombres entiers absolus, * Riv. di matem. , Vol, 8 pag. 45), Piggs
gl assioms aritnetici, * Boll. dell’Acead. Gioenis »» Catania, 1908),
[ postulati debbono In ogni casc essere scelti in modo da poterne
ilivre tuftte le altre proprieta degli enti introdotti. Burali-Forti [3)
 che queste definizioni sono le sole necessarie, perche non vi &
& via per introdurre concettt primitivi di una data scienza, che
i?TI'EIEI il GSse.

:’{E‘;ﬁ]tu pero osserva [14], che
""‘i-t'u € pero st deve cercare
L oominali o esplicite,

. questo proposito il Conturat osserva [14],
slulati contenente dei simboli nop definiti,
Rl ;

oma di equazioni & pii meognite,
Bt |

i RS

= * . 'lh'l..';r:. I
gl 1 1 e
R L)

queste definizioni non hanng |a forma
di trasformarie Per quanto e possibile

che un sistema @
S1 pud paragonare 2 un
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Come questo pud ammetiere secondo i casi una, o pill, 0 In
soluzioni, cosi quello pud determinare in mods unico, 0 in piut |
o anche laseiare del tutte indeterminato il significato dei simbol
contiene. Per sapere se il sistema di postulati determina veran
questo significato, bisognerebbe risolvere il sistema, cioé ricav:
valore dei simboli incognifi in funzione dei concetii noti, ma =
si avrebbe senz'altro una definizione esplicita.

Questa trasformazione non sempre & possibile, e quandanel
possibile non sempre & facile. Il caso piu semplice & che il sis
vacchiuda ung sola nozione primitiva, perché allora basia dir
essn b tale da verificare il sistema stesso di postulali. B cid cl
fatto Burali-Forti per il coneetto di grandezza [9, 10].

Un altro esempio di trasformazione di una definizione di 3* s
in esplicita & sfato dato dal Runssell per la classe N, [26]. Per
nere lo scopo il matematico inglese ha dovnto considerars 1mn
interi come classi di classi che si possono porre in corrgpons
biunivoca (ony-ony) fra loro (elassi equivalenti di Cantor, agg:
coordinabilt di Capelli). |

10. Definizioni per astraziene. Una definizione di 42 specie
ferisce sempre a una funzione di enti noti, e non determina co:
amente questa funzioue, ma dice soltauto in guali casi, ossie
quali valori delle variabili che contiene, essa assume valori ug

La forma generale di una tale definizione & la segnente:

(3) haey s 53 @) = ply) . = . ary, (Def}),

dove hey ® I'ipotesi relativa agli enti 2, v, che consisie generals
nell’ indicare la classe alla guale appartengono (z, yea) & #ry
relazione di significato noto che si pone per definiztone equive
alla relazione incognita o(x) = »{y). La nozione della funzione
sulta cosi per astrazione dalla considerazione dei vari easi che
tano a uno stesso valore per essa.

In modo analogo a quello tenuto per I'mguaglianza pud de

una qualsiasi operazione « da eseguirsi sugli enfi @lx), ofy):

b,y = 5 () oply) . =. 'y,

dove » & la relazione nota fra x e y che per convenzione siv
identica al risultato dell’operazione « eseguita su =(x), o(y).

La classe ¢ dei valori di cui & sunscettibile la funzione o,
finisce poi come l'insieme degli enti u tali che esista almeno
della classe nota @, per il quale sia u = d(x):

(4) e=usf{rea.u=19olz).-= A

Affinché P'uguaglianza definita dalla (3) sia riflessiva, stmm¢
transitiva, anche la + deve godere di queste propriefa.
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ﬁ-“it? 0 Ouesta & condizione necessariz e sufficiente perchy si possa dare
‘f"“dl: 4 definizione per astrazione,
1che 11. Esempi tratti dallg Geometria e dallAritmetica. — T4 relazione
15“‘?9 apmetrica di equivalenza fra poligoni (scomponibilita in parti con-
we 1 didenti) & riflessiva, simmetries o ransitiva, percip da ogui poligono A
Hova S ricava lente astratto * area qi A sy Ponendo:
- o Aren di A = Ayeg dj B.=_A equivalente a L.
fema ; . : : "
3 b H___{:-;-‘malmgunwn“be dalla ;'Te_!nzm'r.te di _]JELI’I?IIE]]HI:H{} fra rette si rieava
o o i ;Le ast *if_ttu punt? HJ:I ]I_]ﬁlfltﬂ 0 JI-I'EEIE}FIE di una rf}ttfa. » da quella
' tiiparallelismo fira pianl, si ricava la nozione dj * glacitura o retta
- l;nﬁmtn di un piang ny Mentre dalle 'relﬂziuni "_ pﬁlrpmlditfﬂifwe s
obte- E_k:':_'_uli:l[ﬂf:# s €CC., c__he non godeno delle citate Proprietd non si rieava
U fessun ente astratio,
1mer: s . . : Py S - " i
" . n fu'xtmetma. 81 h_mn'm comle esm_npa d1 deﬁ_mzmm dr 4° !:lpﬂ, In
sgat] finizione delle frazioni come coppie di interi, nelly quale si pone:
. {a,b}={¢,d).=.ud=bﬂ;
o e (@ B) 4+, ) = (a+5, 1), ece.»
mple- : .
L per ¢ definizione dei numeri relativi eome coppie di numeri raztonali, o
rnali, complessi quali coppie di numeri reali; e la teoria che considers
saiumer] reali come limiti superiori (i classi limitate di razionali.
12 Il eoncetio filosofico dell’astrazione, — 13 prot. Enriques lia 116830
in luca 1 muto; rapportl fra il concetio di vguaglianzs e guello
nente 1 nstrazions, * L'uguaglianza di due ogsetti & ssmpre relativa egli
r e la La (15, 0.” 3], al concetto astratto di nna elasge iy cui vengong
vente ansideraii; per es. segmenti uguali sono quelli che appartengono
0 1i= un medesimo sistema ] segnenti generato dalle possibili posizioni
| por-= . un segmento rigido che si muove liberamente nsllo spazio,.,. .
| Y All'ngnaglianza spettano le proprista rif essiva, simmetrica, tran-
finizsi \tliva che esprimono qui le propriety fondamentali del processo I
reo di associazione e astrazione. Viceversa ogni relazione fra og-
E Lk qualsiansi, che goda dells tre propriety suddette, pud consi-
derarsi come un‘nguaglianza, perchd essa porge un determinato modo
iiana ' -:‘;_gggchlssiﬁaﬂziﬂne degll ogoathi dati, ove si Pongano 1n una medesinia
asse gli ogoetbti legati dalla relazione Indicata
i de- Non si ereds pero che le proprieth citaje 21810 escluai‘ve del-
un & naglianza, poiche esse spettano @ una estesa categorin di rels.
1. Non basta dunque verificare che sussistono queste proprieta, P
i legittimare certe definizioni di nguaglianzs. o
13. Trasformazione delle definizioni dj 4a Specie in esplicite. — Ia '
_ Biformazione delle (efinizioni per astrazione in nominali 3 stafa L
HrIch, tti di particolari stud; '

da parte dej makematy

c1 della scuola logica.
0 In un nodo molto s

Al prof. Padoa & ringeit emplice & comseguire
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io scopo, precisando ‘1 concetto di astrasione matematica colla segue
definizione: '

« &, k & una classe nella guale sic data una relazione T egualifo
{(simmelrica ¢ transitiva), e se a ¢ un individuo arbitrarie di k, al
asérazione di a vispetto ar & Uinsieme di twiti e soli quei k che
con a nella relazione v, [20, 213. - ,

Questa classe & appunto la c definita dalla (4) del n.® 10.

I’area di un poligono secondo questa definizione & | insieme u
poligoni equivalenti al dato, seelti nella classe k di tutti 1 polig
fraziana % & Uinsieme delle coppie (x; y) di numeri proporzio
ad (a:b), tali cicé che sig,

ay == bx; eec.

In questo wodo 1'uguaglianza viene sempre ridotta all’ider
logica, perche affermare I'ngnaglianza di due concetti asbratti s
fica ora rviconoscere che due classi definite mediante proprieit
verse, ciod differenti dal punto di vista della comprensione,
identichie in estensioue, ossia coniengono oli stessi elementi.

1L Altra trasformazione delle definizioni per astraziene. — Un’
via per trasformare le definizioni di quarfa specie in esplicite 8!
‘ndicata da Bertrand Bussell [26]

" Teli si vale a tal nopo del cosiddetto principio di astrazione
ciod del teorema che ogni relazione transitive e simmetrica pud
considerata come il prodotto relativo () di una relazione URIVOCA €
sua inversa, () |

I.a relazione r che comparisce uella (3) del n.? 10, e che dev
gere, come si & defto, riflessiva € simmetrica, 81 puo decom
pertanto nel prodotto di una relazione unmivoca s, per la sua in

#2%5,1
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1! terinine w in generale & uoa elasse che pud definirsi co
congeguente di s, la funzione ¢ che comparisce nellu (3) @ 1l cor
che ha per estensione %, € puod identificarsi ad #, ove si presein
contenuto, come suol farsi nella logiea formale. |

Per tornare all'esempio di prima, ponendo in una classe u
i poligoni fra loro squivalenti, dire che due poligoni sono equival
lo stessa che dire che essi appartengono ad una stessa classe, e
di un poligono (che corrisponde in questo caso alla funzione «
5 altro che !a classe che contiene U poligono con tuth 1 $101
valenfi.
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() Da non confoundersi col prodotte logico.
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b . Postulato logico di Burali-Forti. — (oj metodi
| el Bussell, si consegue etffettivamente |o scopo di introdurre gli
— ‘astratti mediante definizioni nominali, ma questi enti non song
lora gerplici secondo il coneetto tradizionale abituale, bensi claasi
e ‘assi, o classi di coppie dj classi, o auncora piix complicati, e questo
4 presenba degli inconvenienti gravi, scientifiei e didattiei, che &
« di lnogo adesso porre in rilievo g
dei a: :%vitu,re questi i_nur._':mlvenienti, il prof. Burali-Forti lia ereduto
ani _:_I_:::::{g_"ittlIHﬂ['B la definizione per asfrazione col Beguente principio
eoro: [8, pag. 160], -
nali 53 qualunque siano gli elementi ¥, 4. 2, dI una clasge %, la re-
wione o fra gli «, diversa dall’identita, & tale che;
:E' " LA,
}titf;l ; oz € yxz segue zay (),
:g[:;i_ e ra esiste una sola classe ¢ o ana sola funzione £ tali che:
sono - 1° qualunque sia Felemento z di #, fz & un elemento dj o3
2° gualungue sia I'elemento / dj %, esigte aliueno un elemento » d1 e,
albra _ﬂhﬁ f.!:f( ‘);
. 3" 88 2 e y sono elementi di 4, allora fr =y solamente quando z
ella relazione « con ¥, €lo& quando ey ..
[14], il prof. Antonio Bindoni ha poi dimostrato [1] che 1z ¢classe v che
esyer 0 @1 ottieme per astrazione, coincide con la classge v che pud de-
della #lisl nominalmente, secondo le vedute di Russell 0 di Padoa, cosi:
| n=he{Iurzah=unrys(yum)]).
. Osservazigni intorno al postulato dj Burali-Forti, — 73 prof. &,
caferrt ha notato pero che il postulato Introdotto da] Buorali-
wtli non & valido, inquantochd la classe » di cui g tratta in esso
;_ upica, come risulta daj seguenti esempi [17]¢%) -
- Li E t“:mlsideriamu la classe u formata dalle eoppie (m; n) di inferi,
. :.'_ﬁmﬂ,ma I'equivalenzn =) tra coppie, ponendo: “
1a dal ” (5 9) = (m'; ). =.mn' —m'n, -
lazione (=) risults riflessiva, simmetrica, transitiva.
- Allora una classe %, 1 cul elementi signo funzioni ¢ degli elementi 3
Pivon itoppie) della classe u, o queste ¢ soddisfino alla (3) del .9 10, -
5) non W x, ¥ siano degli , e » sia la relazione di equivalenza ora de-
eqiii-
Si veda per s, la opere (21, [8), [7], [12]. _
Da queste dus pro prieth segue anche la simmetrica, poickd supposta raz, sssendo sas s| bias
T edz.rxazxis: &ar,
‘ iy, Al f”l Il difetto era siato rilevafo de! resto anelie da Buralj

. -Fortli [5, n. &]. Yedasi anche T.
.‘:'.,-r -:':I u EE]-
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finifa (=), s1 pud interpetrare sia come la classe delle frazii

: W . o.n 4
sia come la classe delle frazioni — 8ia come la elasse del nume

108 dei numeri che hanno logaritmi razionali, sia ancora e

. . 1 .
classe detr numeri ;1 € cosl via,

In modo analogo se la relazione « (n.° 15) [0 » (n? 10)]
parallelismo fra le rette u dello spazio, convenendo che uns
sia parailela a sé stessa, 2 & riflessiva, simmetrica, Eransitiv
3@ alle retie u dello spazio si fanno corrispondere gli eleme
una classe » in modo che a rette parallele corrispondano el
nguali (idenlici} di v, In elasse » pud essere intesa sia come la
delle direzioni (piano punteggiate all’ infinito), sia come la cln
fasel di piani parallsl) (piano rigato all’infinito).

B gli esempi si possono moltiplicare a volonta [17].

17. Importanza eccezionale della classe di Russell. — Fra- l¢
classi », determinate dalle condizioni 19, 23, 3* de) n.* 15, ha
lare 1mportanza la classe di Russell, R{u, o), la gnale si co
delle classi formate eiascuna dagli elementi di # che sono a
due legati dalla relazione o [17].

Tofatti in primo Iuogo la R(w; ) si pud definire nominalm
quindi la sua esistenza e unicitd & fuol] dubbio; in ‘secondo
essa & la classe v che si pud in generale individuare pin facil
~ Per mostrare questo cominciamo a osservare che il postu
Burali-Forti si pud trasformare nel seguente teorema, che 1
pilt la classe astratta cercata, ma una classe di classi:

“ Data una classe v ¢ una reluzione o riflessiva, stinmetrien
sibwa per gli n, esiste una classe di clussi Oy, o), eisenna v dell
¢ una funzione degli n soddisfucente alla condizione 5° del n.0

ofr) = @ly) . =. xay,

ove X,y sono degli u ,,.
Per rendere manifesta I'esistenza della ®(n, ¢), che pud d
simbolicamente cosi:

(5) ue Uls. g Rel. Rif. Simm. Trans. #. -:

D(u, ) =Cls. ~ve[3vfu ~ palo*u=0. . 2, yz18. 30 p: o)
=oly) .= . 3ay}],

basta mostrare che esiste almenc ana v,

Ora tale & appunto Ja R{u, «). Infatti quests classe amm;
seguente definizione, con I' ipofesi comune alla (5):

Rluye)=2odz[3u~xs{b=ur2z3{zax) ],
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. m : S : ; ; : :
mi -, di-cui appare che ogni suo elemento & & funzione di un z di u, e
saiche, indicando quesia funzione con g, si ha-

rl 10 _ Sy
e T h. . gr=u"2z32(zax),

:-; 2 pure gr=gy .=.z2y.

,'E:%.]Bsaendo soddisfatta Ja (1) n.° 10, la Ra, ) =g*u sarh una
indiea ilte @, a).
L vatta o f_i;‘ha poi la By, &) sia Ia piit ovvia e la piti semplice delle Ofu, )
. Ora - W ilta dal fatto che nessuna funziene degli 1 legati dalla relazione %z,
il dj o esser piit semplice di quella che fa ofteners la classe siessy di
ementi - esti u, poich®d non ¢’ un criterio ehe induea a sceglieve tra essi
. classe “un elemento piuttosto che Ialtro.
sse dej

- Tornando al 1° esemipio del n.® 15 f

S

a tutte le » in esso indicate,
b R(n,a) & la elasse delle classi che si ottengono raggruppando le
voppie fra Joro equivalenti, ciod legate dalla (z) del n.° 15 stesso.
Mono queste classi che il Padoa chiama frazioni, nella citats intro-
E_"_;??,"3;1":.1113 alla teoria delle frazioni.

. 11 Maceaferri conclude perfanto che “ quando si vogha introdurre
ﬂ. clasge v — ¢ *u, soddisfacents allz sola condizione (1) n.? 10, e non
W{iﬂ dare, rispetto a un determinato campo di nozioni, una defini-

} varie
BINgZo-
mpone
due a -

o,

anie, o zione nominale di una e¢lusse soddisfacente a tale condizione, diversa

lnogo - 4 pin semplice della R{u, ), la cosa migliore sia dj servirsi d1 quests
merke. wlasse del Rassell, che ¢i offre una definizione nominale perfettamente
fato di s

won di ‘18. Concetio di campo di nozioni. — I prof. Burali-Iocti fermo fut-

/ia nella sua opinione di dever evitare per quanfo & possibile In
sse di Rnasell, |a quale sebbene logicamente importante, ci d3 come
enbi complessi degli enti abitualmente considerati come enti semplici,
i posto [5] sotto nuova forma il suo postulato (n? 14),

. Egli precisa innanzi il concetio di eampo di noziowi, come ° un
mmplesso {0 clagse) N di nozion; logico-scientifiche, ciod enti o re-

idzioni o funzioni logiche, enti o velazioni o funzioni geometriche,

vanalifiche, ece. La classe N puo esser formata da tutte le mozioni
19 noi effettivamente possediamo, o da alcune che a noj piace sce-
iliers tra quelle note per formure un certo campo logico seientifico
2. Cid posto Burali-Forti introduce il seguente postulato logico:
" Se essendo 1 una elisse ed o unn rveluzione normale () fra gli u,
w1 esiste unae D(u,q) che sia classe semplice in N, allora esiste una
e Ou, @) che ¢ semplice in un campo N' pike ampio di N .

er esempro 1 numeri reali non esistono come enfl semplici nel

po razionale, ma il loro complesso esiste come elasse semplice
e

\dlasse di enti sempliel) in un campo pin ampio.
o

2 tran-
2 quali
10;

afinirsi

o () Ridlesniva, simmetvics, tvansifiva, Padoz ehiama eguaiiformi queste relazioni (n, 12).

e
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Questo postulato & analogo ai postulati esistenziali che s1 us
in geometria per passare dalia geometria della retta a quella
piano, de quella del piano a quella dello spazio ece.

[ unica ®(u, =) la cni esistenza @ affermata dal postulato ste
& stata indicata con Abs (N,u,e). (Abs abbreviazione di Abstrac

19. Concetto di operatore, ed eliminazione delle definizioni per as
zione. — Nou si pud dire che guestultima forma di definizione
sstrazione (accolta anche dal Catania melle ultime edizioni de:1
libri di testo), sia completameute soddisfacente.

Intanto con essa si torna softo nuova veste & quei postulatt
stenziali, che erascopo precipuc della logica formale di evitare.
differenza sostanziale vi @ fra il postulato enunciato sopra, e la
sosizione di Dedekind: Quando due classi contigue non ammet
- m elemente di separazione razionale, noi creiamo (wir erschaffen
nuovo ente, ecc.? (?)

T.o stesso Burali-Forii non & rimasto complatamente appagak
suoi risultati, e ne @ la prova il fatto che ha cercato una soluz
migliore per altra via.

Riprendendo e eompletando aleuni suoi studi precedents
srandezze e sul numeri [4, 9, 10}, egli ha recentemente definito
meri reali come operatori su grandezze [6], e ha mostrato [7]
si possano definire nello stesso modo le formazioni geomelricl
Grassmann ¢ Peano, 1 vettori, ecc. ()

In questo modo le definizioni per astrazione che apparivanc
cora necessarie nel 1909 [11], si sono rese completamente in
almeno nel campo dell’arvitmetica generale. (°)

N Come osserva Boggio [2] con fa nuova forma di definizione
L diamte operatori; stando per u, « le note ipotesi, ed eliminand
& tutto il campo di nozioni, la fu, (n.* 14) pud essere individuata

e . » fu,mm='1,[(ms‘u) funie{besw, 3. b=y ~ ol wh)

donde risulta:

ity

@, beu.> :fu,mm=fu,mb.—.ae¢b.=.mu=ab,

e la classe Abs (N,u,«), diviene la classe percorsa da fu,ad
riando 2 in tutta la classe «. |

Per es. se u o la classe dei poligoni, area di un poligono a
% funzione del poligono (unica), che fa corrispondere al poligono

e (1) Stetigkeit nnd freationgie Zahlen. Brunswich, 1872,

L %’;Ef (%) Questi risultati di Burzli-Forti sono gtati svoltl e volgarizeati da . Catania [12].
S 3 =,.. In nuova definizione mediante operatori, rende de! tutto inutili le definizioni |
R vione, alle auali ai @ avato il torte di dedicare troppi sfors, in luogo dl ¢ercare uma on
Eg::_--' diversa, g'infends, dalle definizioni per class , 2l

o
=T R e
e e b T
e

1
|
-l il g g
s
WL
%
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. v classe di poligoni {{(Cls*x) fu], la classe dei poligoni equivalenti
del P a; @ dire che I'area di ¢ & nguale all'aren di &, equivale a dire
B 1 poligoni equivalenti ad 2 souo anche equivalenti g 4 (z 1n que-
- casp o la relazione di equivalenza).
ra.)
t_ra_ '::5;:
suai {; Spiegazione dei simboli logici nsati nel presente artieolo
esi- -
Che _ |
p]'_'u- ®si deduce ,, quando il Segno si trova fra proposizioni; “ & inelusa in |
Eéitic quando il segno si trova fra ¢lassi. '
;) un “equivals a=, e significa che dal 19 membro si deduce il 2° ¢ da] 2° i1 19,
simbole di appartenza ad ung classe; x e a signifiea = appartiene alla classe q,
y dei & & un aq.
iarie é la relazione contraria g g, cioé la relazione clie passa fra una classe a §
supi elementi; pud leggersi * tale che -
sulle negazione,
1 ni- classe vuota, “ il nulla ,.
0me “8 ., tudica I'sflermazione simultanea di due proposizioni, o la interferenza
1e di di due olassi (prodotto logical.
“0 5, indica Vaffermazione alterna di due proposizioni, o la riupions (somma
| an- logica) di due élassi,
:Hﬁli, prodotto relativo, Es, zip . — fratello * padre.
tndica I'inversa della relazione s, (francese = conversa),
e~ "ile, “il selo,, ¢ la relazioue che passa fra un individuo e ia ¢lasse sin-
o del golare che lo contiene.
casiz “8i deduce qualungue siano z, 1 e -
] & ¢ g deduce gualungue sia a ,,
A " funzione che trasforma gli 4 in =4 |
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tkem,
" Hen- ¥ : - :
- X -3 B . g 1
1. dalla -
Ncienze
o - Eulla irascendenze dclla generality delle enrye.
elegna, . | noto che ad eccezioue di w— 0, y=1 il teorema di Lindemaunn prova che
g azlona:
1,1893, -
o . "
Actade. i
; f tale natma che = ed y non possono essere enirambi algebrici e che quindi,
o VIII, it vecezione del punto {0, 1), la curva rappresentata da quella equazione mon
_passare per nessun punte algebrico del piano ed & di CONSAgilenza una curva
| ¢izcendente.
Atti R, |

;.51 potrebbe dire analogamente dellz curva

Y == arc Sen x,
he, essendo

bioni ri- 253
31310,5',11&,_;5;::.

g'f - iy

2i !

38N y =

sguazione suddetér diventn:
i HE‘H&. s 2.!:1‘ — Ei;r._. E-j‘r,
(uale rappresenta quindi
ri passare per alcun pun

'eriadico & una curva che, ad eccezione del punto (0, ), non

to algebrico del piano, poichs, sempre in virtiqy del
i rema di Lindemann, non potrannoe essere contenrporaneamente algabrici » e .
o XXV, & i

2 o questn Nota esponga alcune considerazioni dalle quali si deduce, eon gran
va, 1908, e qeilita, che la proprietd che hia Ta generalita delle curve di non passmre per punti

etizione. - atepbrici non & affatto particolars, ma che anzi, data una ecurva qualsiasi pud
e passeri clie per punti trascendenti dal plauo,

Srmarsi cle @888, In generale, non

s Tok. do modo che Vingieme dalle iofivite ourve che non hannto qmeste proprieth & in-
ments mens vasto ¢ quello formato dalle enr

wstha godono,

ve che della susccennata pro-
ces, Dar-

711, n. 8 . Noi sappiamo intanto che la generalitsa dei numer] a formata dall’ insieme dei

simeri trascendenti. Pobremmo anzi dive che, dato un ummero n caso, guale, ad

903 Tascissa di un punto qualungue di ung punteggiata, Ia probabilith che esso
’ dl essere algebrico & infinitamente piceoln, Bi noti infatki ole I"insieme dei
L iert algebrici & wtonerabile, menire 1"insieme della tofalita dei numeri ha la

nza del continuo. Ne consegue che ]'insiemes dei numeri compresi, ad es, in
Scerto inter

o vallo I ha per misura I, mentre I’ insieme dei mumer algebrici del-
"E .r'::' # i ¥ a T
ctlervallo stesso Lia per misura 2610, la gual ecosaz ¢i dice che la probabiliti
un numero, date & case, sia algebrico & infinitamente piceola,
repprezentata da nessuva equazione
lu generale, non potri passara per

5 Data ora una enrva qualsiasi, anehe non
v imacriata ciod comungque nel Mano, essa,
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punti algebrici, perche dando, ad es. alle ascisse gli infiniti valori algebrici
presi nell”intervallo qualunque che vogliasi considerave, Ia probabilith che ¢
di essi corrisponda un'ordinata pure algebrica & infinitamente piccola. Fd i
sa consideriamo le jufinite ordinate corrispondenil ad ascisse algebriche, ess
im un’ nfinith numershile, o sara quindi infinitamente piccola la probabilit
ana di essc sin pure algebrica, perché la probabilith clie fra un’infinita di
nate, avente Iz potenza del continuo, ce ve sia una, compresa in una dafg i
numerabile, (quale sarchbe, nel nestro caso, unx algebriea, corrisponden
un'ascissa pure algebrica) ¢ infinitamente piccola.

Hesta qnindi provato che la curva considerata, non passeri, {n genera
nessun punto algebrico del piano.

Come dungne gli infiniti numeri algebrici sono eccezioni nella totaliti d
meri, cosi potremo dire che le infinite curve che passano per punti algehtic
presentano pure eccezioni nell'insieme di tubte Je curive possibili,

Souo interessanti ova le seguenti counsiderazioni sull’insieme dei panti
nali del piano:
Se una rabta

ax by =1

passa per dne punti razicnali del piano | suoi parameiri @ & b sduo  avyj
niente razionali ed allora ogni suo punto aveute l'agcissa = razionszle ha
vazionale la sua ordinata g,

e invece Ia retta dala avesse i parametri @ e b irrazionali (e questo,
le considerazioni svolte, sarebbe il enso generale) aflora egsa uon pofrebha
sare per due punti razicuali del piano.

Ne eonssgue che gli & ® punti razionali del piaue sono allineat] sulle
che hanno i parametri razionali.

Le considerazioni qui svolte possono essere facilmente generalizzate

8pazio,

Dorr. CALEcARt ADRAST

RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE &4

i, Sul dianelro FG d'un cerchio di centro A sono dati due punti B, C

distanti dal centro. Determinare un punto M delle periferia in modo che
M1 881ITI0

AMB — AMC.

Firige
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7
isoluzione del prof. G. Vivanti, R. U. di Pavia
':”étg{'minimlm

» COMY -
d ung
nfalti,
e S0nuy
a che

ordi-
wfinity
te ad

ii punte H coniugato armonico dj F vispetto a B, €, sicchs.

AH _ 4B
AB T AF

le, pey:

&1 ny-
1] rap-

l‘.!-lziu-

1
lents. e N & un punto qualunque della periferia, M il punto dj mezzo dell'arco NTF,
purs .
F Y o,
ANH == AMB — AMO. (1)
1 R L i -
il]{::‘. e lofatti, preso su AM i1 segmento A= AB, i friangoli ANK, AME sono eguali,
- S AKH 2 simile ad essi, guindi:
rette HEK AR __ AC (@
KN AR  AM’
allo ANK = AN, (3)
i AHK == AﬁN: : (4]
i_-g, (4) segue:
3. gt oy P
: HEN = AKH 4 ARN = 4RH -+ 47k — daw,
indi, per 1y (2), ; triangoli HKN, CAM sono simili, ¢ si ha
| KNH = A¥ie, (5)
Dalle (3}, (5) risulta inmediatumente la (1).
. i
- Dopo ¢ié il problema e ridotto alla ricerea def H1assimo dell’angolo ANH.
; Prolangata la NO sino ad incontrare di nuove la periferia in L, i triangolo
iscele ANL avra gli angoli alla bage massimi quando Iz bage sari minima, ciog
: zendo NL sari herpendicolare n FG.
Ef:;;j Tl problema proposto si risolve duaque cosi : Determingta il punto H coniugato
3 ; : Tl

Monice di I rispetta 2 B, C, si conduca KN perp
Gntrare |g periferia in N, e si divida per meta Farco NF in M. i punfo M &
& - i
diello a cui corvisponde Ia massima differenza AMB — AMC,

endicolars a FQ sino ad

—#—H—-‘: Tt dhe—
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Micugne Leowcmvi, Aritmeiica ed Algeire ad uso del primo bis
dell"Istituto tecnico. Volume secondo (per la seconda cl:
Giulio Vannini, Brescia, 1916.

Nel fascicole 1V, Anuo XXX, di questo Periodico si trova una mia rece
del primo volume di quest'opers, destinate agli alunni della prima classe
istitofl fecnici, (Quel primo volume sra una buvona promessa per il second
allorr non era siato ancora pubblicato; e dobbirmo dire subite che la pro
é stata pienamente mentenuta, Senza ripetere la considerazioni, che gia fe
Valtra recensione, sui criteri didattici e scientifici generali ai guali si ¢ is
I'A., @ che merifano, secondo me, una piena approvazione, mi limiterd ad
nave brevemente il vontenuto di gquesto secondo volume,

Lin teorie dei numeri ivrazionnli si svolge col metodo delle sezioni nel
del numeri razionali. Perp, per dare alla trattazione un fondamente pia ini
e per mosirave opporfunita delle vavie convenzioni, I'A. stabilisce anzit
concetto di walore [numers razionale) o rapporto di un segmento rispetio
altro col goale sia commensurabile; passande pot a considerars due seg
ineommensurabili fra loro, pone il concetto di walore appressimaio (raz
per difetto e per eccesso di unp rispetto all’altro; cosi che si mosira come
sagmento, rigpetto a un altro, corvisponda o nn numera razionale (il =no 4
0 due classi di numeri razionali (formate dei snol valor? apprrossimati, per-
e per egcesso). Viens quindi naturale, nael ssconde case, 1 infroduzione
niovo emie (nwmere) da chiamarsi selore del segmento, al gquale corrispon
medesimo tempo il segmento e la sezione nel campo dei nuwmeri razions
esz0 delerming.

Questo mefodo non sole ha il vantaggio, notato sopra, di meggiore mntn
e naturalezza, ma anche quello di far ragionavre sui valori approssimati
segmento prima che si parli di sezioni e &i pumeri irrazionali, e Pallro, cl
segnanis si trova fatka, senza accorgersene, la teoria della misura delle gran
Inoltre, molte dimostrezioni relative alle proprietd dei numeri irrazionali s
plificano ¢olla considerazione del corvispondente segmento, e ¢id senza
della purezze logica perché & evidente cha il viferimento alla classe del seg
& un sosiegno che, uns volin faifa Ia teoria, si pud sopprimere, L'A. avver
nel primo biennio dell Isiituto técnico non & necessario svolgere completa
tntla guesta parte; ma bisogna dire che essa si presenia in gquesto libn
tanta semplicita e chiarezza che si pud henissimo svolgerla tuttr, con molt
taggio dell'nnlia organica.

St pud domandare, perche 1'A. abbia parlate di segmenti o non di gran
in generale, di eni pure pone il conecetto pint fardi. Credo ehe cit abbia fat
rendere anche piit intuitive le sue considerazioni, e per mon sviara l'atie:
dello scolayro con un concetio nuovoe e necessariamenle weno deferminato, L
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§iie & manifesto che quanto si dice ps
Ty classe di grandezze, estendendo ad
SRAL sl Fermn opportunamente sulla reppresentazione decimalz dei nyumeri reatd,
g Emah 0 lrrazionali che 8ian0; a egni numero

wlo decimale on an numeyo finito o
n caso tale simbolo K
) cui corrisponde: nel
'= come valore i

i segmant: si pud ripsfere DET ognj
8ssa il postulate della continmity

reale viene a corrisponders an
infinito di cifes dopo la virsola:
& un valore determiunato, uzuale
Secondo easo si conviene d
tale simbolo. B guesto il mode di concepire ordinario anche
nse del numeri decimal periodici; ma a 1

: € pare che, giacché 1°A. pone poi
jim_attu di limite, sarebbe stato anche piit semplice o chiaro anticipars auesto

simbelo decimale con infinite eifre depo
suoi valori deeimali ridotti, e mostrare pol come esista
indefinito uguale a qualungue numerp reale deto. M pare
acendo cosi si eammini piit sul sodo, Perg In tratiazions dell’A. & esatla e,
| :_;ﬂdﬂ': semplice, e airiva presto al rvisulinto pii1 impurtante, ciod a stabilire

ondizione necessaria o sufhictente affinela un sinbolo decimals indefinito rap-
enti an numero razignale.

i rappresentaziona decimale dj

ned
& quello del numero
considerare quel numero

.:..'
s

& ==';§-,_I:!.u, dave un significato a qualunque
& irgoln come limite dai
& nwmero decimales

egni numere fa nascere sponianes

e, quante siano le cifre pgpsts del risultato di un

Ia que-
.

& Operazions esegunita si
giari decimali ridotti di Jus numeri, Keee dangue un breve capifolo salle ope-

feioni con palori approssimats, nel quale il problema, posto come sj & detlo,
' una soluzione complety. L'argomente & di grande importanza, e dovrebha
Fessare I'insegnamento dj ogni grado; ma pare che i risultati ai quali ordi-
Sments si giunge, Per quanto sembrino semplici, noy appariscano abbastanza
t-l ed usualmente applicabili, perche quesia parte dell’insegnamento del-

:meth‘:H & 1 generale negleltn. ['A. desisamente bha fatto ugy passo notevols 4
ity via della semplicila o praticita; forse ha avuto timore di dedicare all'arzo-

Husiko troppe pagine del suo libro, ma jo eredo che svilnppando completamente

- le regole, colla considerazione di vwalori approssimati per difetio e per ec-
0, polriv arrivare a risolvere

' in un modo pienamente soildisfaeente 1
:, ﬂE frascuraia resiione.

.ﬁiﬂle norme per In ¢rasfor
1o delle eq

il 1

ok L

5 -,-,:f,;'..:. K gty

interes-

mazione delle espressiond con radie
naziony {reazionali si notano quei pregt i
ohe gia molte volte abbiamo dovuto
> enpilolo snlla rapy

aii 8 per In vise-
determinatezzn dai vari
apprezzare in quest'opera, Segue un
‘eSeNtuzione geemelrica dei wwner: reali; definito il pa-
tgebrico di un segmento, s1 dimostra il Teoremn di Chasles & si definjsee
sicissa di on panto di una petla rispetto a una origine e a un senso fissali,
ﬂ parie dedicata alle proporzion: si apre col concello generale di clasye s
"""'_i"ezze:; le proprieth che lo caratterizzano vengono poste in maniera sobria ed
te. L'A. pane il pesiulato di Archimede ma non quello della continuita:
stte perd che di ogii grandezza esistano summultipli secondp gaalungue nu-
- Effettivamente, per assicurare la esistenza (el rapporto di dae grandesze
gni easo & sufficients |l pustulato di Archimede, mentrs quello dells conti-
sarebbe meeessavio per dimostrave che, dato un numero qualunqus, esistono

grandezze il eni rapporto & uguale ad esso; il che 1'A. non ha necessiti di
Shustrare, Non ostante, affinchs 1a considerazioni

I svolte nel primo eapitolo rela-
ximento alla ¢lasse dsj segmenti possano esbendersi senz aliro a classi di gran-
58 qualnngue, non sarebhe male ammetters in generale il postulato della
trnita
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Le proprieths della preporzioni fra grandezze si deduscono coll’applicazion
poche proprietis dei rapporti; segumono alcuni teoremi sulle proporzioni fra
mesi, o questa parte termina con un tecrems, molto importsnte per le app
zieni, col quale si determina I'espressiane di una grandozza varishile direttam
proporzionale ad alcune allre gramdezze ed inversamente proporzionale ad a

I.a tratbazione della equacioni e sfstemi di secondo __.:;.rmr&a si svolge can gy
chiavezza e con abbondante e ordinata esemplificazione. Dapo le equazior
90 gpado o le questioni relative, le equazioni biquadratiche e le reciproche
due tipi, di 3% 4° e HY grado; indi i sistemi di equazioni delle quall uan:
20 ovado; poi i sistemi di dne equazioni di 2° grado, prima in generale, poi
casi particolari pilt importanti; infine i sistemi di aquazioni di cui due di 2° g
Tatti i principali artifici passano sotto gli occhi dell’alunno. Nei problemi
mancaso accenni alla costruzione geometrica della soluzione:

Una notevale semplicita raggiunge 'A. nell'estensione del concello di pot
fino all'esponente reale positivo e negativo; argomento in generale assal de
gante. Rapidamente quindi si arciva ai logarifmi; e qui si deveno specialm
notare la cura anche della distribuzione pratica del calcolo logaritmico, e le ne
chiave e complete sull'uso delle caratieristiche negative e sulle relative tra
mazioni ed operazioni, Di solito si afida futto cid al buon senso deil’alunno
incorre frequentemente in ervori.

Dopo le wrogressioni aritmetiche ¢ geomeiriche, si ha un capitolo sui li
in esse si trova guanto 8 mecessario per arvivare s stabilire il limite della soi
dei termini di ung progressione geomstrica, quando il numero di essl tend,
I infinito. La trattazione é scientificamente inappuntabile, chiara e convine
Mi pare che qui savebhe venuto eppertuno osservare che & un simbolo deci
con infinite cifre dopo Ja virgola si pud dave un significato anche secondo qt
nuovo concetto di limite, e che tale significato coincide con quelle gia cor
zionalmente attribuitogli.

L'ultima parvie riguards i problemi sull’fnleresse composto, ed @ dedicata
ciglmenle alla Seziowe Ragioneriz. Isea B notevole in alte gradoe, e rivela
speciale competenza dell’A. B assai soddisfecente, e deve esserlo anche
Palunno, troppe disposto a trovare praticaments inutile gnello che studia, ve
le toorie svolte precedentemente applicate ad argomenti conecrelt e positivi
le questioni di capitalizeazioni di rendite, valutuzione di capitoli, scadenze #
scanto eonvpasto, ennaualild, ammiortamenti ece.; la distinzione fra tasso effetti
iasso nominale porta in guesti problemi una luce insolita. Gli insegnan
quegli iskituti nei quali la seconda classe pud avere uug specinle sezione p
Ragioneria, troveranno melto vantaggiogo sostituire quest'ultima parte 2 qu
aléro capitolo del teeto, relativamenie di minore importanza.

Da quanto ho defto risnlta che evidentemente non potrel termingare q
rapido cemna sul secondo veoluma defl'opera con parole diverse da quetle ¢
auali conchiusi la recensiona sul primo: augarande cioé che 1l libro si difi
largamente nelle nostre scuoole.

P. DENEDEFTI.

GioL1o Lazzert — Ihrettore-responsabile

Finlto df stoupare i 26 Aposta 1916

L
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LE FORMULE, DI GIRARD T DI WARING

dei per le funzioni simmetriche semplici
1non ; =

énza
fati-
ante
iC oo
sfor-
, cha

::'ISI&I fascicolo Maggiu-Giugnn 1915 del Pitagorg i prof. G, Mi-
nst ha dimostrato elementarmente clie, posto

a+tb=s a=p ed @ fp—g, .

5, —. (" | -
h -——SII. it = S‘ﬂ'_n - p -'-L- ( E ) - 3]1—'" ‘pﬂ' cio i

naifis

o i
mma % ey 5 -~ . (ﬂ : 3) L ghOp8 ) . LAy
o al- i N n—3 3 T

oL
e et
.......

# it-—h _ i
e + (_-Ijh ?_I.L_—:-}E' ( fi ) ’ Su_—ﬂh * ph + “eay :%

ven- @spressione del secondo membyo intendendosi estesa a fut; i

@il pei quali 'esponente n—2k & positive o nullo,

. A detta del Mienost tale formula & un caso particolare di un'altra g
hnvata dal prof. M. CreoLra.
« Al risultato precedente puo enuneiarsi anche ¢osi: Si considerina

te 1o possibil; coppie di numeri intepi Positivi o nulli 4 ¢ % pei
jﬁﬁ }‘”"2;‘5:?1; abbiamo allora

Sﬂr_z(“l)km'('k )'Sh'f"k’ -

n.ln—g e
'{u—fc),]k.ln—-ﬂfc‘s =

n. n—k—1 .
-Ifa.j&; e PR

—

R~ —1 . m
I_&_-I_!“_: -5 . P~

— 3 (— 1)*,

=0 .2 (— 1)k,

" Posta sotto questa forma, si vedes

_ ovviamente che Ja formula del
énosr & molto pit naturals cousider

arla come un cago particolarg

T
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della ben nota formula di Waring {!); della quale, proprio in g
caso particolare di due numeri, 8’8 occupato il prof. G. CAND]
due articoli pubblicati nei fascicoli Maggio-Giugno 1899 e Maggic
del Supplemenio, dandone varie inferessanti applicazion.

La formula di Warine pud essere perd dimostrata con pri
mento affatio elementare anche nel caso generale, per quanl
cliano numeri. B quello ehe faremo nel presente articolo, cog
cosi I"occasione di esporre, sempre elemenfarmente, altre n
sulle funzioni simmetriche, colla speranza che il Lettore sia
gliato a proseguire su un trattato di Algebra complementare lo
di tale importante ed interessante argomento.

}. Siano dati » numeri qualsiansi @, @z, ..., @.

Indichiamo eon 8 la lore somma (@, -+ as-f... @); con
somma dei prodofti ehe si ottengono moltiplicandoli a2 a2 iy
i modi possibili (@,aa + ®bs + .. 1 Gty -+ B3+ ...); 11 g€
con suh=2,3,...,n — 1] la somma dei prodotil che si offe
moltiplicando in tuthi i modi possibili tali numeri ad h ad &;
il loro prodotio (a:. ... .ay). Tali somme diconsi funzioni stmm
elementar: degli # numeri dati,

Dicongi poi funzioni simmetriche semplici degli 5 numer1 le ¢
Sy =@, + a' + ...} ' delle loro polenze di egual grado, cou
nente intero e positivo (%).

Fra le S e le s ¢i sono le importanti relazioni trovate dal
matico olandese Girarp (nato nel 1595, morto nel 1632) ed er
mente attribuite di solito a Newrox (nato nel 1642, morto nel

Esse esprimono in modo assai semplice una S qualsiasi in fuo

(") Epuanpo Variwe, motematico ingiess nnfo mal 1734, morbo nel 17788, fu ancha m
o nome trovasi nell'slanco dei medici dif Cambridgs, ma sembra che nuila abbia seriy
dicina: ba imvece anolia ad important pnhhlinnzinm di malematica. Fra i suei contamp
tamio stimato che a soll 27 anni fa ritennto degnp di occupare ia cattedra *di matem
Collegio di Lucas o Cambridge, cattedra resn celobre da Newroxn che, a parire dal 1669,
dopertA per una lunga serie di anni.

Per questo e pel cenni storici segnenti cfr. il vol. 11 della Brevs storia della maten

W. W. Rouse Bacrt, tradoita da D. Gambprorr (Zanichaelli, 1004).
() Piiz in generale una {funsions di pin varizbili dicesi ginipetvicn sg 8 idenfica -4

si othiene écambisnde fra loro dne variabili gualsiansi, Cosl, ad es., oltre alle precede
simmetriche fe fonzioni:

_ﬂl 1“.!-”3

(edy - fhg )" .

(@) — ) + {ag — a0} 1+ {05 — )% Vﬂlﬂ + @s® - oy agh, esa.

Noi trattati di Algebra si dimostra che ogni funzione simmebrica di pit variabili p
mersi per mezzo delle sole fimzioni sirnmefriche elemeantari di tali variabiii, oppurs pi
delle svle lorv fanzioni simmefriche ssmplici. '



2 Per dimostrare tali formule osser
it generico ¢ del primo membro cé
o nello svily ppo dsl secondo membro- quando i fa o svilirppo
go primo addendo s, S T

ra ght altvi termini ottenuti dallo sviluppo del secondo membro
li che non hanne tuit gli esponenti eguali ad 1 compaiono due -

oite e due volbe soltanto, unn volta eol segno -+ e laltra eol
es,, il fermine 4, 552 a. lo
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unesto Hle's o delle S aventi un indice minore: e song:
DO In
) 1902 SHZSI,—J 0 E'r“_'Sq-—ﬂ . 53+S¢1—3 . 33_'---_1_[_'_1)“ " SI * 3::-1_#_(_"]){”-'1 . 9’ . Sq ]
Jeedi- 5‘:«.'?_"?1,
81 V(- '
Hﬂﬂdﬁ S.q = Sq-—l waFy T Sq.-—ﬂ « 39 + S.-l_u.ﬂa e a
0Zionj B 4
inv.u- 0 S + (_ ” 5 > TR 51 + (‘—' 1) i Sq_.n » Iy o
studio | Sy

vinmo anzitutto che il ter-
una volfa ed una voita sopl-

i;"'l'. aatis
:

B0 —; d1 gnisa che si elidono, Ag

la & %a soltanto dallo sviluppo (i 3.8z & i 5.8
| 3‘_{ Hp : 3 ,_._. b

a-8, I8 prima volta
T qegnn —, 1 seconda eol segno =, &
Alnta sHestano dﬂ_cmmiderare, nello sviluppo el secondo membro,
ngono - ':;.;!;.e;.-_-i-"' formati _.dﬂl prodotto di ¢ f’ﬂttnr_i tutti diversi fra loro, ter-
con 8, it ehe compaiono solo nel taso m cut g <n. Un termine dj tale
efriche % it lo 81 oltiene ¢ volte dallo sviluppo del peunltimo addendo del
wndo membro, (— 1. $4-1.8;. sempre collo stesso segno; d'altra
sOIINe ==~= F{]l BEZN0 opposto e moliiplicato per g, lo si ha dallo sviluppo
| espo- HlEimo ﬂdde:_ldu, (— 1)-‘l+1..3,_,.g. Fatta la riduzione dei fermini
11, anche tali termini quindi spariscono,
mate- Lo formule di Girard restano cosi completamente dimosfrate.
FoTiaa- Essendo i numeri considerati » soltanto, non possibile pren-
1727). e in nessan modo n--1 o g T2, 0, in generale, pitt di n. Non
LA one ido ancora atiribuito nessun significato al simbolo s, quando
n, ¢ dungue naturale POIY® Snpy == 8yyp=35,,,==, .. = (.
S . _I_*_;_;':rn tale posizione Je formule (A’) ed (A"} possono ridursi, qua-
;“;“m:l . EHE sia ¢, all’'unien formuia:
ranal fa TS -;
Tawvews St 8t Bpaty ..
ierdiche di e _I— (__1)11 Si ' Sl‘|—-l. + (‘— IJIH_I g . 3,1 s

sella cho - ale formnla infatti, quando g << n, coincide senz’aliro colla (A');
nii, s00b 3

?3{10 q > n, differisce dalla (A”) pei soli terminj

r Sﬂ'—]l—l # S"_._L'.l., (_ l)li+3 -'Sq—-—u—-ﬂ' [ E"-i--ﬂ} ey {_"' 1)q+l ® g - 3{1 ¥
uﬂ-ﬁﬂFﬂ ey I E : ™ ] 1 ]- . -ln B = . f ‘; & I 3
g J0no tuth nulli, essendo nul L Per la posizione ora fatta, i loro

n fattori,
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4. La formula di Ginarp ora dimastrata & una formula ricos
colla quale si possonc trovare ovviamente, una dopo I'altra, le &
sioni di Si, Sz, 8:,...1n funzione delle s.

Infatii, essendo anzitutto 8, =s, ed avendosi dalla (A), per
Se=28,.5 — 28, si ha inkanto Sz =s," — 2ss.

Posto nella (A) g=3, si ha S3=28; .5 — & . 521 983, dond

b 53{315—“2551' .31—31.55+ 353 =3;3——- 3313:;‘1— 333.

i
.rl" i
:

e

2

F F; Jr
&d-::-i.'-.

S

b
10
s
=
g ice
o
Ay 3
S
ol
5y !
tiny

)

.

In modo analogo s1 trova:

Se=={8: — 35185 -+ 35a) . & — (8.° — 255 . 85 - 8,85 — 45y =
'—_—514 — 431E55 _I" ‘1_3;53 + 2532 — ‘d:

SB - (Sl_i —'iEf'Eg -l"' 4:513:1 + ZEEE _— 434) S} S

— (8° — 38:8a + 38,) . se (8" — 284) . 83 — 8:31 + 08
=— g% — 58,%3, -+ 58."s; ~F D880 — H8y8s — H8s55 - 53,

e cosl via.

1l ealeolo delle S, fatto in tal medo divenfa, come ben si
sempre piu lungo ¢ complicato guanto pili grande & l'indice
esige che per il calcolo di una S, siansi prima caleclate tutt
precedenti.

¥ dunque assai uiile ed inferessante una formula la qua
senz altro, in generale, qualungue sia ¢, Vespressione d1 5, 1
zione delle s.

5. Tale risultato & ottenuto colla formula di Waring:

T e e Y )
(B) StztE(‘_I] AR e Ifﬁ.-l;fﬂ-._--& TR P

nella quale la sommatoria si intende estesa a tubti 1 valopl
positivi o nulli delle % pei quali sia

k_l—i—g.kﬂ _l_-g‘kﬂ—l_“'_l—-t .I?ﬁt.=t.
Avendosi, da tale velaziome,

kﬂ"i“fﬂ‘i—ﬁ'ﬁ—]—...'ﬁﬁ—'—?ﬁ; ?E_g e 3k3—3k¢wﬁkﬁ—-5kﬂ—*.;.=
=f“—(k1+kg I Ifg I .ri_.;—l""...}—2!&—2!&—&1&'5—4.&‘5‘

s1 vede che

I’l'ﬂ_l_k;l_;-}l‘ﬂ:_}". ..




ot L, e, S S P
o5 = = [ i o ! e SRR

- ' : e ' S = .

- Lt =" e ' Il wa-a s i SO ot e ey 3 3
..................................
........................

ST

b — (& _[";k:a—l—?ca Ty, ..)

1)lrthctbyto — (| ]yttt 4k rleg iy (—1)F
J ( ) ’ (__ I)I‘ (— I)k“ (_ _[]L.,1 ’

a formula di Warmne pud dunque scriversgi &Ilﬁllﬂ COSi:

rente
Spres.

L 5 (— 1) ¢ L e T e Iy -
:: {— (—.]_JLI(——I}hﬂ.(——IJhﬂ' Iliﬂl . I e ’ . 8171, 8, E___Slkf_u;

o & questa Is forma pili opportuna per la dimostrazione.
8. Per tule dimostrazione si osservi anzitubto che Il formulg 2

':' aifestamente valida quando { =0, riducendosi allora all’'ovvia re-
IDI'IE S — 81.

. Per dimostrare la (B) nella sy
sl d'iuduzione, supponendo che
.;'...,{.?-— 1 dell’'indics t, e pr

“,
:

4 generalitd applicheremo il me-
essa sia valida per i valori 1, 2,
ovando che allora essa & esatta ﬂ.ﬂﬂhf‘
inndo { =g, Basterd a tal Bopo considerare la formula (A) e di-
strare che, essa & identicamente soddisfatia quando all’'S, del
1110 membro ed agli §,_,, - SO secondo vengano so-
?"f"'lta ls corrispondenti espressioni date dalla (B").

0 1 terine generico oflenuto dall
ifu della (A) ha la forma

I

a sostifuzions di 8 Sy nel primo

(=1} g a8+ AT

o lo § B G e P ot u L L L

le din—

| - A numert interi positivi tali che o . g g R SR, [ q.
n fun-

;éﬁﬁﬂﬂ?ldﬂ membro della (A), futta lg sostituzion
& elevate agli stessi egponenti af , .

(—1)1 (g — ) |¢;—-—I—l—“" o -A—1

e, lmunu le stesse
1 bermini:

I '(—ljﬂ_].(—ljﬁ...[-—ljl i oy — 1 : I ﬁ . l l .Sun_l - 3_.!.:‘6. . ;3!2'. 8a
81 Yy —— T b i
lenuto dalle svily ppo di {(—1)=+18, . <),

1B EC1 G
(1. (g—4) latB—14 42— 1

(—L)ed—1A—1 (—1)*" |a. Ip— 1 e fl 8a%, 8501, g d g, . B

L

b e
........
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Fatte delle ovvie riduzioni, tali termini sono

(—.g—a) |zt A2
(=1 (=1 (Db . ]B...|2%

-ﬂtSﬂ“-Sbﬁ--.Siil

(=1).(g—d) |etBt+..+2—2
(== (D=1 [ (B . [ &

—_— ar—

.B-Ena-gbﬁ --.SIJ',.

L] = Y w - - & - - * L o - . - - L ] = L] L]

(___]_)rl_[ _3_) Y g~ L 12—2
! Lax'a II' N ST R

(=T (=1

e addizionafi, ricordando che az+ 83+ ...} A =¢, danno

(— 1)° 1:1.—]—[3—]—4—1——-2
CF .. = 1z E..1A

...Szl.[{Q—ﬂ]:£+{Q’mb)ﬁ_f‘---“i'(Q'“-‘zf

-Sﬂq-Shﬁiri

(— 1) |et-B4.. A2 _
—(——]]“(‘_—]]ﬁ(—l‘]l . i_'i’_ﬁl_l « Ba » 9" ..
..;Hel[q;ﬂ—kgﬁ-—I«...—l—g}h—-

(—1). g g +BrerAtl
Tl=De = 1F. (= 1F T & [B... A e

Si 1itrova cosi il termine M del primo membro.

Tale verifica ® perd difettosa quando a8 ...+ A —
ossia quando iutte le % somo nulle tranne una che & eguale
Per provarla anche in tule caso si osservi che il corrisponder
mine di S, nel primo membro della (A) & allora manifestame

(— 1. q
(— L)

g, = (—1)1"".g.s,

e coincide coll'ultimo termine del secondo membro della (Al
Fatta nel secondo membro della (A) la riduzione der |
simili, ogni termine del primo membro & dunqgue identico ad
secondo.
7. Perchd la formula di Warmve risulfi completamente dim
basta ora provare che ogni termine dello sviluppo del secondo r
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e

Holln (A) ha effettivamente un termine simile nello sviluppo del
primo membro.

A tal uopo conviene considerare il peso di un monomio interp con-
doente lettere munite di indici; come, ad es., le lettere s, g5, 5s,....
%;_-deﬁniziune, tale peso & la somma dei prodotii degli indici delle
Stlare che compaiono nel monomio, moliiplicati per gli esponenti
sevispondenti; cosi ad 5., il monomio — Tas*uzas® ha il peso

8.44+54+8.83—12}5L91—41

. 1 ovvio che il peso del prodotto di due wmonomi coincide colla
-15'5**3:15, dei pesi dei monom; fattori; cosi, ad es., i mononmn 3s,%ss; &
-i8e%5°%; hanno rispettivamente i pesi 10 e 21, il loro prodotto
=~ 125,°%,°5%; ha per peso 31.

. Cid posto & manifesto che del secondo membro della (B') tatti 1
mini banno, rispetto alle s, il peso #: e che compalono futti i vari
st possibili di monomi inteéri avent: peso 1. Nello sviluppo del se-
Side membro della (A) tatti i termini hanmo dunque il peso g¢: per
; 'L""'ﬁimnr termine lo si vede senz'altro; per i termini provenienti dagli
S addendi =+ By—n .5 basta osservare che il Peso di un fermine
silsiasi di S, @ g —h, che il peso di s, & k, che il peso del prodotto
51, per un termine qualsiasi di 8, , & (g —h)+h=q. Daltra parie
tiﬂ sviluppo del primo membro dells (A) eompaiono tutti i possibili

e

9ai di monomi interi aventi peso ¢; v' o quindi semptre un termine
i *ﬂl& ad an termine qualsiasi del secondo membro; come dovevasi
AP aTe.
2 a formula (B’) resta con cin dimostrats esaurlientemente: e assieme
3!- = =

1 essa la formula (B), il eni Uso & pit comodo nelle applicazioni,
i 8, Come applicazione della formula di Warme proponianmoci di

srimere in funzione delle g, g Sy
L ‘Basterd porre nelia (B) { =7, risolvendo prima, in numeri interi
1=1,.a itivi o nulli, Iequazione-

3 _ﬂd 1 ::‘:E

1Lte15 birs P14 2y = Blg - dleg + Sk + Bl - Ty =17,
324 )
TRE: 5143822 El 2t fidotololel
Bof1ol2lel1lo(3 10l TTols
slolol1(ofo|Tlol0l0l2lq 1jo]1]e
Lermin w|ojololo|1lololols ojofofol1lo
uno del=; kBlololo ojolol1lo L - A R
[(Biolofolofolelolololol1lol ol ol
Ez;m ' . (mjofofofololelel ool ol ool 0|1




248 PERIODICO DI MATEHMATICA

v

T
l'l:.’l‘l‘."é‘"' iz
G

o
e
S

Le soluzioni cercate sono quelle indicate nel quadro preceden
e dalla formula (B) abbiamo quindi:
|6 | D |4 |

T A

[ — i . T e _—1 ﬁ- ;- ii ! —'- H- '2__
ST I?- o1 ‘E 81 Sﬂ—l_li S .88 |3-|2 S1 « Sy

3 3 - |2 3
— e et aatgeta— g e’ T2 s

.

=%
v
i

"

3 2 .
—|——I—E~.3] .332_31.55—{‘“@.335.Sg-_EE.Sﬁ_Eg.S.L_I_ET.J ==

—-—

== 3_11—“7 . ELE . Eﬂ—l_? 4 31‘ - 33“‘—1":1: ~ 513 = Sgg_—T - :313 ._34‘—21 . E1E « 83 . 53 —]—
78" .85 —T7.80.8°+H14 .8 .80 .86+7 .8 .85—7 .8 .87 .8 . 83 -

Tale fermuala risulta semplificata se n <7, essendo allora

Spat =S8t =...=8 =,

Cosl, ad es., se 12 —23, ossia se 1 numerl consideratl sono 3 s
tanto: e, b, ¢, si ha

1

S._'Sl TS';E . 32‘[_751‘ o 33+1 4313 . SEE_“Z].'SE « ¥9..93 _731 . Sgﬂ“l_?&[ . Sﬂﬂ_l‘?ﬂgﬂ

dove

ss=eae+b-4c ga = ab -} be 4~ ca, 53 = abe.

Tenendo conko dell’osservazione ora fattz, vediamo fosfo che,
¢ fissato il numero n delle quantity cousiderate, la formula di V
RiING pud anche scriversi cosi:

Vool .. . l—1

_ L
[l ke . - | ey O\ T T

(C) Bi=1t.3 (—1)sthathe L |

con ¢ indieandosi il pin piceolo dei numeri £ ed = (il loro valore

mune, se { =) & la sommatoria intendendosi estesa a tubfl i nun
interi positivi o nulll pei quali

Iep kg 4 3lcs ... il =1{.

La formula ultimamente trovata, in eui £=7 ed n =23, la sl pob
ottenere divetfamente dalla (C) ponendovi i=3.

3. Partendo dalla formula (C} e facile esprimeve in funzione dell
anche le somime




ﬂ]ll_"_:_ {'ﬁ‘:llzl' '*1‘?1];

e ﬂga GI=§'1+|'I2+-.-'—I—DT“,

e
Eh——_l.i-rl.ﬁrﬁ---‘:':rh, Es_r,r_:ﬂ_.],-ﬂtﬂ---ﬂu

EL .___"R[t + 'IEL + LR + {xut; -.
e X & ’ Su—t |
. 0sservl Infine che, sg | < 7, o= ; , che On=s——, che ¥, =S_, 7
N i u +
Dalla formula () abbiamo allora:
sal- i
by tFeg - ke —1 E
==2p==t. J(— 1 Jlrthatiye i O o, L g = HH
81, Lo (B | By .
—_— g- 3(___1]]\7-._; - - Ifi'i'lfﬂ | L. [ IL[—{—;EE-I .-"-—I-...}..IL'I --—.-;[- ol Sﬂ"—] H'l ] SH-—EI{:E- @ Sln—ltfi _:
| R | %g ., . | s TR '
-2 -t S8 1=, 088la s6 { =y, s teve porre g, ;=1.
2 Da tale formula si hg tosto Faltra di uso piy comodo:
g5t S == '_t' . (—1Jratly b S n B “ . 1 . ]
! S'ut ) Ik"lk‘ﬂ'*-l'}{"i
! » I—{k ST o 3 ey :
Co= - = b"'l: i E . S[l—-ll * Sl'_l—-ﬂl T rae 3:1—-[R1 .
\eri -

10, 8i voglia, ad €8, esprunere in funzione di

Sr=a +h-e, Se=ab-4betceca ed 8s = abe
VA iy = _ 1 1 i
See=—5 + 75+ 87

oL applichera la formaula (D) ponendovi n=43,
twlvendo in numeri inter positivi ¢

3 %ﬁ'eqﬂaz'iune hj6]a]z2 110
- B2l -8k =6, B10J110]2|1]3]o0
me si ha dal prospetto ¢l unito. k] D]0O[1 )0 ' L]0]2
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Si trova allora

6 15 , 4 . 1B, .13
S—ﬂ._ SEE ‘l.| ﬁ 153 -'_-1‘_'4_“--&'3-52 -.S]'__l_- g -Sﬂ -Sﬂ + '_‘-H-.-!E -53 -'5
; 12 e sy ]
_LE—-SE'SE.S!__-E_SH.%; .Sl—l—l_g.ﬁ

—— s 5 2 ) a 3
=5F -lﬁsﬂ—ﬂﬂl-S;-ﬂri—ﬁé‘aﬂ.ﬂg 1928 8.° 8.0—128, .0s. 8" 28,2 2,

Se s1 volesse invece esprimere in funzione dt 8, sz, 5 la som:
converrebbe ricordare lespressione di S; gid trovata nel n.

3 . ZoR (N | 1
posta applicata ai numeri P i

Si trova allora senzaltro:
| R G _ﬂg_)“l _(ﬂu)* 1 (Hg)“ (j_.
S‘_T—‘(Sg)_‘-(ﬁa '--'5'3_[_!' % --.ﬁﬂ‘l“li. %o . 5

9 _E'E.)ﬂ s d s ('q_i)a S (1)5 | (E)E
_._1.(33 '33'33 ?'53' Sg +7'Hu. 33 m 53

1 - _ -
_ {331 — 731 . Rﬂﬂ . 09 —|— fh‘.54 . 353 —I" 1‘1‘315 ..313 . SI!E_“

—9218;.8" . 88 — 787 .vg .2 L T8 .5 1 78"

Si noti che le espressiom per le quali si deve moltiplic

1 = - [l
ed 7 ber avere, rispetlivamenle, S_; ed S_; sono somme di1 -
2

tonc =¢g

aventi tirthi lo stesso peso: 12 8 14 (funzioni isobariche) ] Sy i e
- =

In generale l'espressione per la quale bisogna moltiplic

per avere S, & una funzione isobarica di peso (an—1). 1, os
somma di termini avenli tubfi 1o stesso peso (n—1) L
Infatla

nolt— Gyt hka ..+ —0k 4+ —2) ke +...+(0-
=pi— (ki + 2k ...+ ik)=ut—t=(n—1)¢
I secondi membri delle formule (B). (B'), (C) sono inveces :
isobariehe di peso £, sempre rispetfo alle s,

Tutio cio si poteva del resto prevedere applicando le nozio
funziont omogenee (omogeneita rispeifo alle gnantita «,, a.,,



PERIODICO DI MATEMATICA 2ol

N Nel n. 4 abbiame veduto che dalla formula di Grrarp s pos-
' ] == v dedurre successivamenfe S., S, Si....in funzions delle s, 1
o vedere come, partendo dalla stessa formula, si possano anche
+353*}* -:‘;1_31'8 le s per mezzo delie S.
ssendo anzitutio s, =S,, dalla Se=19,.5 — 23, i ha
i S‘Ti ____1_ & QN
81 ﬂup- 8z =— 2 (SJ "'_5"‘...)1
ng S;:; o 8 — 8_1.35 +333 Si hﬂ-
1 1) o 1 OB
§ [S:— S, <, T Dy Bl (32" — Sg)] ==
'_)E . : % ; 1 1 1 1 1 1 1
'.3::'?;:*1;:. £ B “_—' e SIS = B;E — e S;S;» = — 5% — = Slsﬂ = -
’ L . 3 S — 3 Sila 5 6 G g et
_ 1 e 1 VIa
ta

gfsai-ai;e pero una formula (') che di senz altro, in generale, cqualun-
sl 7, 'espressione di 5, in funzione delle 8. Tale formula viene
laralmente denominata formula fversa a quella di Waring; essa &
1% Ko " Kyi+...
s (_' I)f._i - 1 8% .8k gk

1%, 2ke 8ky  gF, T ) S

::.- S ==

are o L ommatoria intendendosi estesa a tutli 1 numeri & mteri positivi
H e ::-I " = . ’

Hi pei quali ft; 42k, - 3%, - . . . Lty =1,

> der la dimostrazione conviene serivere 1a formulg nel modo se-

sunle ente:
e50 f—lky—k,—.- k
P ' __-E_("".I) ,] :.__ _t. _ 1 G,k | G,k S Ky
Ikl.ﬂk'f...ﬁkf [_ﬁ-’l.[ffz.‘.ifft A TSR o SN
'-:F{'I i L, ll : - .
ervare che tale formula & manifestamente valida quando {=1; pro-
------ tig infine che, supposto essa sia verificata quando t=1,2,8,..., ¢—1,
¢ anche gnando = g.
) SR Yer provare cid giova riferirsi alla formula (A) di Girawp, scriita
— )i = iR : : .

o 8 -modo seguente
I bl " 'SII]-—_'L'__SE‘ - S'.!u:g‘l' S;] - 3||-.-3 T e w -_'i:'_ (_"'].)I'ISH | SI —i— [—1)']+IS{: 1

 torifienre che essa & identicamente soddisfutia ove al posto delle g
pongano le loro espressioni date dalla (1).

o ; i :
-

funzionl @

P S L e
; (T

Paseanr, Beperiorio di matamatichs enpeitiori; vol, 1, pag. 141 {Hoapli, 1808),

._-- .
e e

il
'
-
ey
T
Er = W,

oo
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Il procedimenty da seguire in tale verifica e affatfo anal
quello nsnto nei n. 6 & 7 per la formula di Warine; lasciamo g
al Lettore lo sviluppo dei dettagli, non offrendo essi alcuna dif
concelbuale.

Si noti che il seconde membro della (E) & una funzione iso
di grado ¢ vispetto alle quantita S, Sa, Ss,...; risulfato anche
prevedibile per chi conosce le nozioni sulle funzioni omogene

12. Applichiame [a farmula (E) ad un caso particolare, ad e
ricerea della formula che esprime g in funzione delle 8.

A tal uopo si dovra risolvere anzitubbo, in numeri interi p
o nuili, 'equazione

ley + 2kg - Bley 4 4k - Sles -+ 6k = 6;

le soluzioni sono indicabe nel prospetio seguente;

mlelalalalelrlrlolo 0
BlolLjolelol1lofs|1]|0]0
wmlololilolol1f{olola]2]|a
kslolojololifojojolif{0{0
|ojotolojoloj1|o|olofo
{0{0j0|ole|o|o]ofolo]
Dalla formula (B} abbiamo allora:
¥ i 1 1 1
Sﬂzﬁ‘slﬂ—E-T.Sll.Sg—F—‘a-IB.SB.S::—I— .
| 1 1 1 _ 1 . |
| i--j_E.SF.Sf LL-E.S[E.'SJ,_B'S--&L-SH-.!
i 1 1 L, , 1 1 1 A
‘—}—5.81.85 H}'[iSE 12-4-853_8{_{_'9“3-8_3'_'6‘4
1

—
—

oS0 1584 844082 8458287 —90. 52,

—120.5;.8,.8,+144.8,.5,—15.8.5+4-90.5.. 5, - 40. 8" — 120

oy

Paaro CATTAN

ol LR
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logo g :
er cih

j‘lﬁ{_}{}]_tﬂ ‘:ﬁh %

haries SOPRA UNA NOTEVOLE SOMMATORIA
questo
e.
3., alla
ositivi . Ui proponiamo di caleolarve, in funzione di 1 o di k, il valore
i somma
8= X1t (1)
I particolare si ha
S =zt ., Fan
St =2 825 4 . |, - mx,
S b L A gl
Sio =11 D19 < Q18 - gkt 1gn (I,J
Se, nella (1), calcoliamo, in ambo i membri, la derivata rispeito
. AVrenio
Se=1 _'_ Dt 1 - ghtipe s - nl-‘--+1xn—1’
dueciamo pertanto
8% = By 11 (2)
25 =H, (a,)
S 0 ¥ L
3 + Q?Sj: = Ss,
D' == Sa,

|

8;1 — S'ﬂ —l— :ES”M

! Sﬁ] . Sg = IES;D + ) Hﬁ; (gi]
/ §'s =8+ 828", + 3",
e : -L ' 'S'E =$Sru —}—Sﬂfﬂsﬂl} + m;g mu; {ﬂﬂ]
031 VIa.

?_ﬂstd, in generale,

WLl s

ik
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risulfa

S,I; —— Sru _|_ .FS”“ _'.]" ?Jﬂlz.,'a;f's”n. + ck,ﬂwigurn _1_.351{!3.1:'35"-’; +
"i" fl:.E-EESDﬂ] _l_ .‘ifk.l—rasﬂﬂj ‘l‘
LT
- Sx= SJn + (2ey. -+ 1) .-‘?S”u 1 (2 + Hﬂ'r;.a) I%gm g
-+ (f]:j -+ Ly 4) -l?asum = s

siecche

: =2 B 1 = 23 1 (Zka 1) 2 Hu + (Cuz 1+ 3e..5) 2°3", + .
-'-;.,.5 + (ties + dera) 'S 5~ .. .
Dul confronto delle formele (3) ¢ (4) risulta che, frovail i
& ficienti di 25, 2°87,, 2°S",, ... nell'espressione di Si, si posson
R mediatamente serivere gli analoghi coeffieienti per S5 8 bha, i
ﬂ_ Cheta = OCka =1,
;.-.*: k1,3 :ﬂk,i—l“?flc,a,
€13 — Ok + .Sﬁr;;a "
Bty ria = ke + (1) Oririn
quest’ nitima si pud assmmere come formula ricorvente per il e
N dei coefficienti ¢. E agevole la compilazione del friangoio dei
g ﬁﬂ]E‘llti £
- 1
- 8)...1 3 1
o 8)...1 7 6 1
*ﬁ (8:)...1 15 25 10 1
L S) 1 31 9% 9 6 1 1
" Q) 1 6 801 80 140 21 1

Si avra dungue, ad esempio,
S, — 28 b 15255, 1 252°8", -+ 1028, -+ 2%8,%.

9 Procediamo al caleolo delle 8,,8;, 8%, 5 % -+
ha, 1ntanto,

2

IIHI____:B
r—1

Posto
. :I:'I] +4 m e .FF,
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.”;ulmmu So"! medinnte la nota formola di Leibniz per il ealeolo
islln derivata & un prodotto. Si ha

; 1 . | b - 1
—_— -;-":D_r fp.‘r_l :$IJ'J._1 } 1 ':P“_JD[ :B__]_ ]
o / 4 :r—-"i]D ; 1..__ ' + oD _____1 .
. ¥ Il 1 Toea D ) m—"r
: ¢ecome
1 1
DI -1-'—-'*1} -{‘I-___l_f-h
1y 2
) b: (-rhlﬁ T a—1p
. ] 31!
coef- D ( | |
0 1m- le—1 (g — 1)
nfntti
D, (== OIS,
21 U | _(_ {HI'——].}H"”
vra
{Ftr} . ':I,":r_i ?.' _%! ¢IE'-"2} ! T ; EY Ui
r— 1 l [L"—-l)g 2 [J:-——‘)E_I_"'_I_ (-_1) [ lerlv (6}
(5)
alcolo | e ol ‘
coef- By = ‘:u(-_'l) (2 —1)+t° ()
n partieolare si ha
: P @
T (~—1)*"
Sr.r B :FH ] 2 X ' 2 I ':p
£— | (e—1)* ' (z—1)®’
Sm ':pm 3'4:3” 3 2! ',"J 3] D
D) P T a1 T =
y 1nfine,
p =il _p
¢ ={n+41)ar—1
" = (n-+1)ngr-? _
0" =(n41)n(n— 1) g2 (7)

{F{I’}:(H | 1)?3[_,;___ 1) . __(;ﬁ.'-"—"i" __]_2);1:]1—1,-;]_ J

- h pphca.ndﬂ queste formele si pud facilmenie esprimere S, 83, S,...,
__:_'nz:iﬂne di # e £,
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3. I interessante vedere a che si riducono le formole trova
caso purticolare, assai notevele, in cui sia x=1. Allora le s«
S, B¢, Sg, ... riduconsi, evidenftemente, alle somme s, s, 83, .
delle potenze simili del primi # numeri naturali,

Per calcolare le s mediante le formole trovate, @ necessari
vare 1 veri valori che assumono le derivate successive di i3, q
x==1.

A tale uopo & necessario ricorrere al tecrema di De 1 Ho
¢ applicarlo al singoli termini della (6). St avra

. . . . “\ 1 A Y 8
i ot [ (1) (£) 2 (5) B

==1 ==1

~im (1) -5+ (8

ossia, essendo com’' @ ben nolo

() () -2+l

risulia

${1'+[}
Hm 8= lim -
x=1 ® x=1 ?'_1_ ]—’

ossia, per 1a (7),

e 1), (2]
_I:l=1 Bt =+ o g | ;

A questa formola possiamo anche dar la forina

lim S, = ! (” J 1) .

x=1 i . 1

Osservazionz. — Siccome, daltra parte, st ha

S, =1.2¢4+32" ...+ azx"",
S =1.2-42.92+3.42* 4 ... 4 n[n — 1)x=7
§.,=1.2.34-2.8.424-3 .4 .52+ ... Faln—1){n—2)x
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icando Ia (8) avremo

=3 5
‘2+2.3+3-4+-..+?a(u 1)-—[?1-1_1];(?;‘1 :

t&ll_e_l : . . .

Jmme 13+2ﬁﬁpﬁ”+mm—qnn—m*““?umi lin—2)

<y Ok e L T S Y TR I R R AT

+. Dalla () ¢ dalle formole stabilite 2] num. 1 risulta

-+ 1
spital St O
7+ 1 #n 1
g = __":_’- —f- 2 jﬂ‘
n—-1 -1 -1
} = 2 T 3 16 4 .
1 generale
= - 141 1 1 13
i : —=Ch.1 ? + ‘i—‘z!ﬂ{;_g ﬂ—I— —‘—3!51;,3 H_i_ .—f—...__[‘fﬂ! Cle, i e . (g}
' 5 | & 2 2 i k-1
R n—+1 |
Yo L P (9') |
L : Posto ) k.
rloe=p, (r=1, 2yo-k) (10) A
3) diviene
w1 7+ 1 : -1
"=p| g |+ ga'ﬁ“+¢klil' (1) .
(®8) ;ﬁsﬂiamu assumere la formola (11) come formola ricorrente per il
Hcolo di py, s, ps, ... Risalta, infatti, che: per n — 1, si ha .
1L =I,'_[1 o | i
)
—
53 3
| L s S 1 g |
n-ﬂ' Pa= Ek e Z;




sl IR ' o e e N ey 3 O e
e et T SR 4 S
I : g e T R e e e g
e Tt st o T z ! rle g e
- o S 4 i, i L L 0 I L r.q._

o A
.....
R i

1T
.....
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per 2 =3, 81 ha

1% 4 2%+ 3k-—(§)+(2h—'*3 (g)ﬂ‘ﬂ(ﬂ*

da eui |
pg==38—3.2% -3,
¢ cosl di seguifo. - ;
Le formole trovate, per pi, pa, ps,..., sono del tipo

L

1! == —(;) (r — 1) - (;) (» 2')]{ - _[_(__1]:-—1(?‘ ?

—

Per dar ragione della. generalizzazione fornita dalla (12),
far vedere che le ¢, definite dalla (12), soddisfanno alla relazi
eorrente fondamentale (5). Applicando la (12) si ha infafti

Dl e = 40— (" T 1)

T T e

e ricorrendo poscia alla (5), si frova

ety — %_[,,R_ (; ) r—1+-{ ;) (=20 —... (=1 (,

el =77 B
i (i-_—gl) (r—1)F— ...+ (—1F (?‘—?[— 1)

0Ssia

D e =+ 0 { e+ — (T —1] =+
+ () =D —o=077) - {2 ) e 22

sleeome Pol

(TTI)—l—r,
(Y -()=52 (7).
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i precedente diviene

+( 1 -

- . (r+1
’ [ IJ g 1
1¢ & dello stesso tipo della, (12), Resta dunque provata che tutti i
Wfficienti ¢y, s’ottengono mediante la (12), |
=7 Osserviamo che Ia {12} s1 pud scrivere

)12 |
gt 7
bast e =2p, | P (12)
. a : =
me ri- ’:j';'_zhé la (11) diviene
A _— s " oyt 1
=E — 1 )2 * —_— k
w=2| 21 (7)o —ox|(*T]), (13)

&, 8e vogliamo,

k] 1 B
") e re sy ()
. n—+1) .
#_1 +(4“——4.d“—|—6.2k——4). _é_ +....
. Le formole trovate ¢i dinno modo di dedurre delle nofevol iden-
e, Cosl, per esempio, siccome
e —1
0 ke {k —
. it li—1 = Al 5 . ,
2 {12) si ricava
ke
1 (k-_l]k_l— 9 (?C—E]k.-.-—__.—{—(—a]_}k_lk__-___kl"

e A o _ Vil
e 1 (."1?—2)]‘—]— lﬂgl (e—3)& - =( ka_k-—l)—k'ﬁé 1)_

R. VeErceELLIN. £

i
i
e

-
o
=
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[, METODO ARITMETIGU

nel caso irreducibile dell’equazione di 3° grado )

-

e A S B s e s

Al A= p
A

L’Algebra ha potuto risvlvere, con mefodi particolari, le «
zioni solo fino al 4° grado; I"Aritmetica alla sua volta se & ca

("} Questa memorie fu presentata alla H. Accademin dei Lineei a per Incarico dei so
garnd e Volteria fu stz ad esaminare al prof, Vacca che presentava ls sopuents

- RELAZIONE,

% il eav. ing. prof. IFriiero X1C1ma, nella sua Memoriz “ il metodo aritmetico 161 cas
dueibile dell'equazions di terzo grade , osservi che pella equazione di 3° grado ==

in eal p>=0, ﬂ{q{‘f%ﬂ ls Eye radici gono reali, due negative ed una positiva,
d

Tale radice & soddigfa alln relazions,

194 questa semplice comsidernzicue, che I'Aulore dimostra con mobeda azeai semplice
mentare, A, parte per esporre un welodo di ealcolo oumerico della radice positiva o de
aualogo a guello sdoperato ordinnriamentie per calcolare la radice cubica @i un numero d

LA, giustemente osserva (nella suz memoriaj che il suo orlcolo non & pii complicato &
¢he oecorre per l'estrazious deila radice cuhica di un numerg dato.

Merita perb copsiderazione il fatto, che se 1'A. avesse esteso il suo metodo ad una equ
di grado », sarebbe giunto ol metode di visoluziune pumerica fondato smila regola di
Horner, il qualse pud a&nch’eszo & sua voltn sonsiderarsi vome una semplice pstensione d
S goln di estrazione della radice di ordine n, 4a un numMero asseghato.

i Questo mode aritmsfico 4l considerars 13 risoluziane delie eguazioni, sebbene sin ton
plice, toglie perd ogni interesse algebrico ailo studie delle equazioni di grade gualungue

Easo si trova espostu gih nelle opere dl oo matsmatico cinese dei gecalo XIV (efr. la
lszione: “ Le scienze dell' Estremo Orienté ,, in Atii dejla Soc. per il Progresse dello |
Roma, Ottobre, 1011) e non diede in origine, come forsa non avrebhe date fra noi, a sbudi imp

Invaes i primi grandi algebrisii, tutéi italiani, Ludevico Ferrayi, Scipione Ferro, Nie
taglin, G. Cardano, Hafaele Bombelli.... brovarono imvecs degna dl medilxsions od amm
la risolnzions algebrica delle equasioni di terzo e quarko grade, la quale dieds pol orig
teorie moderne elegonti e fesomde def)'algebra, le yuali possono considerarpi coma in |
sonlinuuzione del libro X degli- “ Elementi di Buclide... .-

La Memoria deli*Ing, Finippo NiciTa, pur mon gembrando adstta, per ia sua indole af
publlicata nelia Memorie deils L. Accademia del Lineei, meriterebhe tuttavie di essere pu
in qualche periedico di matematica elementare, per In semplicild delln esposiZigne g la e
dei calpoli, opportunamente ilusfrati da numergsi esempi.

Boma, 22 Marzo 1915. Fizanalo : Giavaunr Va

I pottoseritti ringrazinne il prof. Vegca per l'aiuto loro dato colla disamina eforieg |
sgnte lavore ¢ propongono sli‘Accedemis di inviare un ripgraziamenio all"Antore.

P. BLasZni A

piriald .
Barmath V. YouTERRa, relolor
Di questa relazione il Segrelario Ing. K. Mawerr, d&'erdine del Pregidente, detie co
ziong all'A. eon la geguentes lettara :
Romp, 17 Aprile |
Chigrigsimo Sig. Professors,

Sono hen lieto di rimetterle nna copia delia relazione sulia Sue Wemoria “I metode
tico na) caso irredocibile dell'squazions di terzo grado ,. Lomé appare dzlla medesim
procedimento venne molbo apprezzato dal Commissnr, cosl uno di essi si ioleressd di vn
storics, di ¢ui ® faito cenno nells predeita Helazione.

Se ella froverd mode che il sno seritto vemga pubblieato in gqualehe perjodice di ma
glementare, come ad esempio in quello che zi pubblicn a Livorno dal prof. Lazzerl, ne t
vantaggio tutti gli studiosi che si intersssano degll obhietti didattici dells Scienza,
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. ottenere il valore numerico dells radice di futte le equazioni
gl I @ 2°, & ancora inadatta ad obtenere quella delle equazioni del 3°
\ .:__i_,__gl‘ﬂ.dﬂ, quando eadono nel caso cosi detto irreducibile.
. Vero & che nou maneano metodi, come quelli di Lagrange, di

divion o di Ruffini-Horner, coi quali si pud ricavare questo valore;
Ui e difficolta di questi metodi, dj carattere generale, & cosi spro-
xotzionata a quella dei metodi algebrici, che possiamo dire come
lelfivamente fin oggi manca per Ia risoluzione numer
1 del 3% e 4° grado un metodo il cul car
lare faccia riscontro a quella del gorp

tea delle equa-
aitere elementare e par-
ispondente metodo di riso-

3 copo del presente lavore & quello di riparare a tale deficienza.

noto che quando 'equazione di terzo grado cads nel casg irre-

iicihile, le radici sono tutte e tre reali _
:li':?Siﬂr ;
i T .-_.qug-}-gr:==:{]
:+‘: ‘d:'.b-t,.: | L] - 3
ad ela- 58 sduazione, le cuai radiei sono a, b e ¢,
ri trl_‘ttﬂ S R

. Giacehé il coefficiente del termina z° &

o _ zero, ung o due radict de-

i quetlo §i0 essere negative, senza di che non potrebbe sussistere la rela-
! i I )

azione o1+ c=0,

Ruifini

alla ro- e

ua,ndo 1a radice negativa & una sola, ad esempio ¢, U'equazione

lia Ia forma suddetta z®— pr - g=0,
Quando invece le radici negative sono due, come ¢ e b, I's

; _ quazione
ssa si presenta sotto I'alira forma: '
x’ — p — g =0,
?’ifatti in questo caso l'equazione risulta dal prodotio
1 o (@ +a) @+ b) (z — ) =
Anger 2 2
hblical - sviluppato da:
luiz e
' — (—a—b- ¢) " -+ (@b — ac — be) 2 — qhe= 0.
CCh.
del pre . L dovende essere —g —b Fe=0, ossia ¢=a- 8, sostituendo
i valore di ¢ si avra: |
i z'— (0" ab - 5*) 2 — ab (a + 3)==0.
_ tiliacendo
— . @ tabt-b'=p, o ablatb)=yq
i 2, come abbiamo detto
il sa - ' —pr— g =1,
R riose Wuesta sard la forma dell’equazione di 3° grado, che formera og-
f“":ﬁi | sslo del presente studio, alle scopo di trovare un metodo aritmetico
FALT

tiemeniare atto a ealcolare con qualungue approssimazione, una

........

l.l F .
S R e

et
e
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delle radiei dell’equazione _medesima. E delle tre radici — a,
e ¢ - b, quella che ci proponiamo di caleolare sard precisamente a
cioe guella che oltre ad esseve la piz grande & anche la posihi

Osserviamo anzitnbio che in detta equazione a fre radiel 1
il valore del termine ¢ dovri essere compreso entro limiti dete
nati, di cui uno dipende dal valore di p.

Infatti ¢ non pud essere minore di zero, perché diversamente
rebbe ad essera cambiato il segno della radice.

J18 | '
Non pud essere maggiore di 9—{;,-, perche allora l'equazione
el
metisrebbe non pilt tre radiei reali, ma una reale e due immagin

eid che & contrarvio alla nestra ipotesi.
In seeondo luogo bisognerd studiare il modo con eur varia

valori della radice @ 1+ b al variare di g, per potiere determinare
limiti non troppo distanti tra lovo, entro cui dovra frovarsi la ri
stessa, in modo che tali limiti dipendano dal valore di p e sian
dipendenti da quello di ¢. .

Seriviamo 'equazione proposta sotto la forma:

z" — pr =,

e si abbia un’altra equazione in cui p abbia lo stesso valore
precedente, invece sia Q> ¢, tale che Q=g - R, ciod

y'—oy=g-+ R
le cui radici siano —a’, —b e & - 5.
Sottraendo dalla seconda la prima, sara:

y'—a' —ply—a=z)=R.
Hssendo

y* — 5 =y — @) (3 + yx +25),

sogfituendo, avremo:

(y—2) (4" +yo+ 29 —p) =R

Sostituendo in guesta equazione ad y il valore &'+ 6" e ad
valore a b, avremo ancora:

(@ +5)— (@B} (e +BF+ (@ +b) [+ B+ (a+8° —p)
Kissendo (@’ - b')* —p=a'd’, sarh pure:
{(@ b)) —(a+b)} ({¢' + &Y e +0) + (a+B)+ad'}=1R.
Ora, essendo 1 termini dentro la seconda parentesi grande
positivi, e posifivo anche R, sara positiva la differenza (a=}-6)—(¢

quindi la radice (&' + &) della equazione %*—py — (g+ R) =0,
maggiore della radice (@ b) della eguaziune 2* — pxr — g=1{.
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—p Dr ¢1d dedueciamo che se in ung equazione della forma z° pr—q=0,
- . i fa rimanere malterato il coefficiente p, e s aumenta il termine g,
il griche il valore della radice (@<~ b} aumenta e viceversa.

Siccome perd il pil piceolo valore di ¢, come abbiame visio, &
der0, cosi il pih piccolo valore della radice, per guesto valore di q,
213 2=1p, perchd in questo caso Iequazions diventa:

2¥ — px =0,

sto valore x=1Vp & dungue il minime che pud avere la radiee
§ - b) dell’equazione T'—px— g=10, o tale valore corrisponde al
dlore minimo di g, ciod ¢=0. |
- Viceversa rimanendo inalterato il coefficiente p ed aumentando ]
:Ei.ra di g, il valore della radice stessy (¢ 5) aumenters pure.

R P . i . 1 ' 1 :
= vo, siccome il massimo valore dj ¢, come abbiamo visto, 3 a’ %”% ’

basterd, per ricavare il limite massimo della radice, fare
4p°

27 nell’equazions proposta, che diventa cosi:

——

_iﬂ'
2 —pr— Y=,

27
n questo caso la formoly d
wire detto valore, che a:

della etta di Cardano si presta a defermi-

compresa la radice dell’egnazions
osia, qualungue sia il valore dj 7, 8010

o e V%p,
€.

g inteso che g non puo essere minore di zero, nd maggiore’

e poi la radice compresa dentro questi limiti & precisamente
benon —g o —b, d facile provarlo direttamente.
tfatii, essendo p = a® - qp + &% i valori di @ o di 5 sono entrambi
binove di p, quindi tanto 'ana quanio l'altra non pud essere compresa
detti limiti, ma dovendovene essere una, essa sari precisamente
).
Nimiti trovati per questa radice essendo non troppo distanti tra
forniscono con molta facilitd una prima approssimazione della
Hiice stegsa, massime quando questa & formata da una sola cifra.

L

it
Len
:

FIEC-EE T RS B Peoed

.......
.........

KELTH




264 PRRIGDICO DI WATEMATICA

Nel easo perd in cui la radice si compone di piu eifre, & nq
sario sapere calcolare successivamente ciascuna di esse, allo s
di potere nei valori non esabii ottenere quella approssimazione
si vuole: di modo che a qualungue punfo in cui viene fermal
calecolo, coll'ulbima cifia si otbiene tl valore della radice a mer
una unitd per difefto dellordine 8 cui appartiene 1'ultima
sfessa.

Del resto, & noto, chie in qualunque caso, il valore della rad
compreso sempre fra quet due numeri eonsecutivi, che rendonc
posikivo, 1'altro negativo ia funzione:

2 — px— q.

Esaminiamo ora 1 diversi casi che posseno presentarsi della ¢
zione proposta; e siccome 1 limiki da noi trovati psl valore

—

; 4 . 4a : ,
vadice sono Vp e 7 P entrambi dipendenti solo dal coefficter

cosl 1 diversi easi da esaminarve 11 faremo dipendere dai divers

lori che ha il coefficiente medesimo. |
1% Caso. - H valore di » & comprese fra | e {00, — Per p=

radice ¢ compresa tra 11 e - Per p = 100 essa & compres
V100 e %9- Quindi per p compreso tra 1 e 100 la vadice

]/400 ;s ; :
compresa fra 1 e 5+ Clod sard formata da una sola ctfra

pud arvivare anche a due cifre, solo coi due numeri 10 e 11.
Per trovare dunque il valore della radice, basterd conosce
radice quadrata intera di p & meno di una unitad per difelio
radice quadraba intera di %p a meno di una unifd per eccess
Je due cifre trovate sono consecutive, la. mmore & il valore
radice a meno di una unita per difetto e la maggiore a mena d
unitd per eccesso. Se pol le due cifre trovate non sono consec
. bisognera sostibtuire nella funzione « — pz — ¢ le cifre 1mtern
Il valore della radice sara compresa fra le due cifre successive
rendono la minore negativa e la maggiore positiva la funzion
desima. La prima sara il valore della radice a meno di una
par difetto, la seconda a meno di una unitd per eccesso.
I valori non troppo distanti che si oftengono per la radice
a mezzo dei detti limiti sono indipendenti dal valore di g, il ¢
del resto, pud variare in questo primo caso da zero a
i
. == 38,4900179....

27
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:_I]aremn ora qualche esempio per chiarir
s osta,

1% Sia Ieqnazione

o meglio la regola sy

2’ — 263 — 8—=0

. Q comipresa tra Y26 =15 a meno di una unitd per difetto e

j—g—.zﬁzwﬂfﬂr_s

eno di una uniti per eccesso.
ogtifuendo infatti questi

o due valori nella funzione 2° — 26m — 8
dper ©=20 diventa negativa e

Per w==0 positiva, si avrd ciod:
T =3, 120 — 26 X5 —8=—.19
xr=9, 216 —26 X 6 —8=-153

7

A

e oy e e i et
.r’.r}c.‘}:#j_aﬂ_.;j = A e T e,

i

b
o] L

yuindl 11 valore della radice a meno di una unita

per difetto & 5.
0 2% Sia Vequazione

=17 —10 =0
compresa fra '

V17T=4 o V%_"-_E= V22 % =5.

~§=;5'Sﬂﬂﬁitllﬁlldﬂ wnfatbi si aved

x =4 (}'4——58--1.0=—1‘i
==3 125 — 85 — 10 =130,

1l valore della radice a meno di una unity per difefte & 4.
. 3% Bia l'equazione

' — 2%y — 14 =)

- i W—
V22=4 o l/3_—.22= 129 s == 6.

. In questo caso lo due cifre trovate 4 e 6
live, bisognera provare la cifia inter
fulizione d3,

non egsendo consecu-
media 5, la quale sostiluita nallg

125 —22 % 5 —1d — L. 1.
o ;:;LEL radice quindi pih specificatamente & compresa tra 4 e 5, infathi

64 —22 X4 —14=-38
2. Sia 'equazione
2 — 60— 40 =0
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r ¢ compraesa tra

Y60=7 e -g— 0= ¥80=09.

Anche in questo caso le due cifre trovate 7 e 9 non sono co
cutive; provando la cifra intermedia 8 sari:

012 — 60 X 8 —40=—8.

La radice & compresa tra 8 e 9,
5°, Bia Fequazione
2® — 96r — 100 =10
z e compresa fra

196=9 e V—;—.Bﬁ———l’ﬁ:—— 12.

Essendo Ja radice compresa tra 9 e 12, bisognera anche pro
le cifre intermedie 10 e 11

per =10 la funzione diventa 1000 — 96 X 10 —100 =— ¢

per x=11 id.  id. 1881 — 96X 11 —100=-1-1]

La radice guindi, pitt specificatamente & compresa tra 10 o
6° Sila ancora l'equazione

2 —Te—6=0
T e compresa tra

- 4
Y7=2 o 5 1=V =4

La cifra intermedia fia 2 € 4 & 3, Ja quale sostituita nella
zione, da:

27 —TX8—6=0

guindi in questo caso la cifra intermedia 3 ® il valore esafto «
radice,
7% Sia I'equazione
z° —2la — 20 =0
2 € compresa fra

__ 4 .
21=4 ¢ 1/3.21:-1!’28:6.
Provando la cifra intermedia 5, &1 ha:

125—21 X 5—20=0

guindi anche in questo caso si ottiene colla cifra intermedia un
lore esakto della radice, che & 5.



3 PERIODIOO DI MATEMATICA Y67
. 8. Sia 'equazione

:IIE——?GI-—Z‘J:U.'——-'D
compresa fra
. 8 = 4 T ——
S V!f} =8 e 3 - = }'IIU]. =11,
Nge- '
Sostituendo nella. funzione eiaseuna delle due cifre intermedie 9
0, troviamo:
z= 729 — 76 X 9 —240=—195
x=10 1000 — 76 X 10 — 240 — .
- . Quindi in questo caso, come nei due precedenti esempi, si ottiene
.:___;_.q it -valore esatto della radice, senza bisogno di ricorrere a caleoli
- ghi e ecomplicati.
¢ Qui il valore esatto della radice & 10,
vare . 2" Caso. - Hvalore di p & compreso tra 100 e 10000. — Per p—100
':i;;:l’_ﬂdiﬂﬂ € compresa tra Y100=10 o %—32= 11,56, per p= 10000
0 - i
7o, € compresa tra V10000 =100 o ﬁﬂgﬂu—-llﬁ,ﬁ, quindi per p
11 fﬁnpreaﬂ. bra 100 e 10000, Ia radice sarz compresa tra 10 e 115,86,
00 sara formata da dne cifre, ma che possono arrivare a tra solo
:'5,__;__:11111191'i che vanuo da 100 » 115; sard in altri termini com posta
 decine (che possono arrivare fino ad 11) ¢ da unita.
- Per trovare la cifra delle deciye bastera dividere pey 100 il cosf-
iente p e trovare come npel primo caso i due limiti
fg/l ; Vé_ P
fan- 100 3 100
m cui sard compresa la cifra delle decine della radice. Infatti
tolly - la radice « Ia cifea delle decine & f}[—} Chiamando A quests ecifra
Az =10A.
. Sosiituendo questo valore nell'equazione proposta, sara:
1000A® —10pA — g =0
" E_vid_e_ndn per 1000, si avra
| T
A 1004 — fo00 ="
wodi per cid che si & datto avanti, la cifra A delle decine & com-
.

Y2 1i o 5 o |
8 tra VIDU P V3 “100 * Analogamente a quanto s1 & detto nel
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1° caso, se le due eifre trovate differiscono di ana sola unita, s
nore @ la cifra delle decine a meno di una uuwita per difetto. Se
le due cifre trovate differiscono per piu di una unita, bisognera
vare nells funzione anche la cifra o le cifre intermedie per defe
uare quella che & ugnale aila cifra A delle decine a meno di
unita pev difetto.

Trovata la cifra delle decine a meno di una unita per difetto
a trovare quella delle unita,

Prima perd di passare alla vicerca di questa seconda ciira, oc
ricordare il procedimento usato dall’aritmetica per estrarre la v
cubien da un numero formato da piu di tre e meno di settie «
ciod quei numeri la eni rvadice si compone di due sole cifre, d
ed unita.

It noto che per trovare la cifra delle decine bastera scompo
numers dato Q in due gruppi di tre cifre ciaseuno (1l grupy
sinistra potra anche avere due od anche una cifra soltanto) e bro
guale & il massimo cubo perfetto coulenulo nel grappo di s11i
La cifra delle decine sard data dalla radice di questo eubo perd

Sin A questa cifra trovata ed m la cifra incogunita delle v
10A - m sard la radice cubica di @ a meno di una unita per dif
ciod (10A 4 m)® sard il massimo cubo eoutenuto in Q. Indicando ¢

il resto sara: |
Q= (10A 4+ m)* + Ik
e sviluppando:

Q —=1000A%4-300A%x + 30Am" +m" 4+ R

da cul sI rieava
Q — 1000A°% — Sﬂﬁ_mﬂ_— m® — R

L 300A°

e dividendo per 100 yumeratore e denominatore, sara ancora:

i . JAm® e R
B T S VS T U
1T FA° "
. L 3AmE R

Trascurando 1 termini 0" 100 ed 100 perche molto pice

confronto agli altri, avremo infine

Q9 .
o — 4 x
M=TTEAT D

Questa formola algebrica & precisamente quella che riassun
regole aritmetiche per Vestrazione della radiee cubica, o megli
fa determinazione della eifra delle unitad della radice sfessa.
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Infalti scomponendo il numero dato Q

in due gruppi di tre cix-

Secuno, cominclando da destra, 1l termine I_{?ﬁ della formola & il nu-

e del gruppo a siustra, seguite dalla prima

wero che risulta dalle eifr
cifra del gruppo a destra, il termine A? 3 ] massine c¢ubo conte-

o

= ibo nel gruppo di sinistra, quindi 10A% & lg stesso cubo segnito da
o n zero; il termine 3AZ% ¢ il triplo quadrato della eifrs, delle decine.
Per eseguire Foperazione, dopo aver sottraito dalle cifre del Eruppo
 sinistra, seguite dalia prima cifra a sinistra de] gruppo di destra,
| cubo delle decine trovate, seguito da un zevo, si divide il restq
wost ottenubo per il triplo quadrato della cifra delle decine stesse,
- quoziente dara la cifra delle unita g tng cifra pit grande.
- Per provarla la si serive a destra della cifra trovata delle deeile,
Lol invalza al cubo il numero di dye cifre cost formato, e si tenta lg .
- softrazione di questo eubo dal nnmero dato.
. Be lu sottrazione puo farsi, la cifra data dal quoziente & giusfa,
»ﬂf: no da si diminnisce di una, due... uniti e si ripete 'operazione
L fmo a che la sottrazione pud effettuarsi,

"

!

' B1 sono velute ricordare quesie regoie,
snate per la caleolazione dela p
:%gj}&ferisﬂmm quast affatto da es

perche quelle da noi tro-
adice dell'equazione di 3° grado, non

se; di fal che pud dirsi che le opera-
_vioni da eseguirsi pel calcolo dellg radice dell'squazione di 8¢ grado

sono quelle stesse che sf eseguono nellg es trazione della radies cubica,
salvo qualche lieve differenza.

s
T

Hipigliamo I'equazione pro posta:

28— py — g =0,

2 — pay == g,

Bssendo A la cifra delle decine,
rivare fino ad 11, ed m quella
~‘equazione sard 10A - m a men

e

che come abbiamo visto puo
incognita delle unita, la radice del-

0 di una wuitd per difetto, e quindi
\Basendo 10A imore del - lore della radi it
“tasendo M, minore del vero valore dejlg radice, sostitueudolo

8l valore di z, nella équazione suddefta, dovrd essere

(104 +m)®* — p (10A + m)=q-—R

A

o1 cui B 8 il resto che si obtiene sotiraendo dal valore d; g, quello
e diventa la stessa 9, quando al ver

0 valore della radice se ne i
nostituisce uno minore che & 10A + m,
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Sviluppando 1l cubo, I'equazione suddetia diviene
1000A* 4 300A%n 4 30Am® 4 m® — 10pA —pm =g — R
da cul sl ricava
¢ -+ 10pA — 1000A" — 30Am* —m* —R

=

300A*—p
e dividendo per 100
g , pA s OAm® m* R
o306 "0 M40 100 100
apz__ P
38" —100

Trascurando anche qui, perch® molto piceoli in econfronfo

ey .. 3Am® m® R . : :
altri, 1 termini 0 100 ed 106 7 ! quall, come si vede, sono ¢

stessi che si sono traseuraii nella formola per la radice cubiea, av

q PA i
_iwm 55— 104 N

Bt ., j
a4 100

i

"y |
crati i 3
o s e e e i e e e T e o
[) | Jow - 1.9 A e

i
.
L
i
e,
.
e
|. =
P
e v
e
A
el
1
"
:

Confrontando questa formola coll’albra gia trovata per la e
zione della radice cubica, ciod:

A 10A®

100 N
12

SA° D

scorgiamo subito che dalla prima st pnd ricavare la seconda
che s faccia p=10. La estrazione della radice cubica quindi r
altro ehe la riscluzione di un ecaso particolare deila equazion
3" grado, quel caso, ciod, in cui il coefficionte di o & zero, cioé

22— 00X 2—g=0.

Da cid possiamo conchiudere che il procedimento avitmetico
ciato sulla defta formola algebrica:

g__ PA ’
100 T 10 104

a U
SA"— {0

=

per la risoluzione dell’equazione di 3° grado, non & altro che e
neralizzazione del procedimenfo aritmetico usafo per la estra:
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Salla radice cubics. T di consegue
siubica fornisece Ia enunciazione della regola aritmetica per ['estra-
ione della radice stessa, cosi la formola ricavats dall’'equazione di
glﬂﬂﬂ, ¢l fornivd alla stegsa maniera, la regola aritmetiea elemen-
e per caleolare la, radice dell’eqnazione stessa. |
procedimento sn eni sono poggiate le

Infabtl, osserviamo che i
16 Operazioni & perfettamente eguale, giacchd consiste ip entrambe
: due parti, decine ed unith :

| considerare la radiee composta di
po conoscinta la cifra delle deciue, viene calcolata quella delle
' due formole.

ta per mezzo di ciaseuna delle
Pereid abbiamo voluto richiamare la regola aritmetica per I'estra-
' polere quast colla stessy dicitura for

ne della radice cubica, per _
ttlare la regola aritmeticn per il ealcolo dells radice dell'equazione
i seguente:

£ 3" grado. Tale regola & la
. Si scomponga il coefficients p in due gr

nza, coms la formola per la radice

| zruppo a sinistra puo conteners anche un

e ¥ L PP o Rl i Tt o Lol
e ! . = [ r. y

BT R s ! TrarrE e
e 3 R
W oy i TR o i H T

-
T -;‘r'-":-‘ :1-'::""

uppt di due cifre ciascuno,
& s0la eifra, questo gy Ppo

A, L o e e

o
o |

ercid eguale g 1—%. La cifra A delle decine sary compre

By 21 e S

S8 tra

¢

e e —

P

i

£ W ® 51 determinerys come el primo e¢aso.
° Y3100 ,

| Per trovare In cifia m delle unité, si

i due gruppi, perd di tre cifre ciaseuno,
tippo di sinistra pup conternere 2 o 1 ¢f
‘me pure il gruppo di destra pud conte
A,

" Al numero formato (quando 3 possibile
siristra della ¢, seguife dalla prima cify

scompone 1l namero g pure
a cominciare da destra: il
fra o mancare do] tutto,
nere 3, 2 od anche una sola

) dalle cifre del gruppo di
a 8 simistia dellaltro gruppo

fgﬁ)' siagginnge il prodotto delle decine A per il
:aru che risulta dalle cifre del gp

quale numero &

Uppo a sinistra della p, segnita

a dell'altro gruppo (i% XA)_, e da questa
“_;_gnmn st sottrae il decnplo del eubo delle decine (10A3),

hggﬂuesta differenza si divide per la differenze tra il triplo quadrato
lle decine (3A%) e il numero formato dalle cifre del gruppo a sinistra

L
i

& cifra m delle unita od nna -

@Pﬂr provarla la si serive a destra della eifra trovata delle deeine,
Innalza al cubo il numero di doe cifr_&[lOA—[—m), cosl formato;
'LE T . _ : > L oy .

! 9 tenta la sotbrazione di questo cubo dalla somma dei due nu-
811, di cui uno & g e l'altro & il prodotto di p per 3l nomero di due
te trovate 10A - m.
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Se la sottrazione pud farsi la cifra m data dal quoziente & git
se no la si diminuisce ¢i nna, due. .. unith e si ripete loperaz

fino a che la sottrazione pud effeltuarsi.
Vedremo in seguifo come per comedith di calcolo convieno |
tiplicare per 10 ciascuno dei termini g, (10A 4 m)p e (10A +m
Cio del resto non modifica la effettuazione o la non effetbuaz
della sottrazione.

Applichiamo la superiore regola a qualche esempio, dove &
faremo vedere la maniera come conviene disporre l'operazione.
1°. Sig 'equazione
z® — 8683x — 2668 = (.
Si scomponga in due gruppi di due cifre ciaseuno il coefiicien
che diventa 86.83; si scomponga nello stesso numero di grapp!
di tre cifre, il termine g, che diviene 2.568.

Col 1° gruppo della p, ciod con 38 si determinano, come nel p
caso 1 due limiti della cifra A delle decine, clos

(3%6—=6 o V%.S_G=V1§=7.

Essendo queste due cifre consecutive, la cifra delle decine & A

Si calcolino 1 termim 130 ; f?m , 3A% e fg—{}* disponendoh nel 1

seguente

A=05H x =061l

g:100 2.9 2568
4 pA:10 | 220.8 | 224668

223 .5 22 7281
— 10A% | 216.0. 29 6981

== R —+- 200
{ gA? 108 .
--—p:lﬂﬂ 20 |
= N = | 1&}_1
D T2

(Yacehd 1a sottrazione pud farsi (il vesto &--260} la cifra J
delle unita & giusta, quindi la radice dell’equazione e 61 a me
una unitd per difetto.

2° Sia V'equazione

2® — 83 .72z — 12 .426 =0.
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iﬂattﬂ,_ia Scomposizione in gruppi delln p e della ¢, si trova Ia

ifra delle decine, che 3 compresa tra ¥83=—9 ¢ V110 =11, e pix
witamente tra 9 e 10. S disponga come segue:

1sta,
ione

mol-

q: 100 12.4 12428
—~-pA : 10 ing . 8 770224

765 .7 782650
—10A% | 799.0 778688
N=| 86.7 | 3082

160
67

= | 22 b

3
160~

. La radice 3 percio 92 a meno di una unity per difetfo.
3% Risolvere I'equazione *

@ —18.82x —2 .5%4 —0,

1 cifra delle decine & compresa tra }/Ezd e Vo4 =9, percid
4

X swd x =48

g: 100 2.5 2524
+pA110 3.2 78776
5.7 81800

79507 .
= 1.7 | 41793

Jaremo ora qualche altro esempio, in eui la. cifra delle wnita
sutenute colla divigione & pia grande di quanto deve essere

. Risolvere Pequazione

.1'-“—~42.76$-—15.672=0
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La cifra delle decine & compresa tra YE2=6 e 156 =3,

esattamente tra 6 e 7, percid A =6.

PERIODICO DI MATEMATICA

g+ 100 i5.6 15 67 2 15672

JpA:10] 256.2 | 200768 | 286492

271 .8 30 6440 202164

— 10A% | 216.0 31443 2 200783

= | 55.8 | nonsipud | 1401

{ 3A°% 108 r
— p: 100 42
= 66
- N 558 g
S VRS T

Come =i vede in guesto esempio, la cifra delle unita ottenuta
558

divisione 6 & 8, Perd sostituendo il valore di 68 nella Provi

geritta nella 3" colonna, = vede che 1a sottrazione non pud effef
quindi discende di una unith e si fa 67.
Provando con questa cifra la sotfrazione pud effettuarsi,
= B7.
50, Trovare la radice dell’squazione

2’ —73.90x — 624 =0

qui A =28 e il grappo a sinisfra della g & zero.

A=6 | a=81 | =z=88
g:100 0.8 0624 0624
l+ pA: 10| 591.2 842930 | 635540
l 591 .8 643554 | 636164
_10A% | 512.0 658503 || 636058
= R . 8B uon a1 pitd —- 108

34 19 2

o —p:100| 78

= 119

_ N _|ms_,

=D T 119

In guest’altro esempio la cifra delle unita risultaute dalla

sione % & 7. Perd provandola si scorge che & gruude, perel
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e pii = 0 effettuarsi Ia softrazione. Provando invece la cifra 6 ciod il nu-
;a;u 86 si vede che & giusta. Percid o — 86.

Nei due esempi procedenti la terzu e la quaria eolonna sono state
o - . . - - :

ivise per mezzo di una doppia linea, e €id solo come un segnale per
ftioare che la sottrazione non si & potuta effettuare e che si & do-

1

o diminuire di nna unity [a seconda cifra della radice.

9 Uaso. - Il valore di p & maggiore di 10.000. — 11 metodo esposto
i il secondo ¢aso & generale, ciod vale qualungue sia il numero
sile cifre della radice dell’equazione, giacehd ciascuna a comineiars

n terza si ottiene collo stesso metodo con eni si obtiens la se-

“In ogni caso il numero delle eifre delle radice & uguale al numero
w.' = . " - ¥ " = * ” ;

‘gruppl di due cifre in cui pud venire scomposto 1 coefficiente p,
srmine ¢ pnd conkenere perd pn numero di gruppi, di tre eifre,

s ainle, ma anche minore di quello dei gruppi della p, il suo valore

. - .1 fip

0 non pofra mai essere maggiore dj EI;_

. Daremo qui gualche esemplo per chiarire meglio e regole,
1% Bia 'equazione

s colla AT
4, bra- o

uarsi, &
z°—21.43.21.422—38.210. 930 . B04 — 0.
percid.

A=} A =53 A = 534 x = 5346

—a

:100 38,2 58.210,9 $8.210.930, 6 38.210.930, 604
e pAcz10( 107.0 113.589.6 | 114.447.837.8 114, 576.231. 182

145.2 | 151.800.5 | 152.658.558.2 152, 787 .,181. 736

| 104 | 125.0 | 148.877.0 | 152973 304 0 152. 787 . 161 . 736 8
. N=| 2.2 2.9923.5 885.4954 .2 000 N
A2 75 842 7 855468 Tk
‘p:100 21 214 3 214321 i
= D b4 628 4 641147
: D 54 T 6284 641147 —

Nell'esempio che secue il numero dei gruppi del termine g &
ve di quello della p. In questo caso si sogtituiranno degli zeri al
~delle cifre mancanti. '
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mia Pequazione
| x* — 45667652 — 8548 =1
che pud scriversi

r?—4 _56.67.66x—0.000,008. 548 =0.

Le cifre della radice saranno guattro, e la prima & 2,

A=2 A=2] A =213 = 2137

g : 100 0.0 0.000.0 (¢.000.,008.5 | 0.000.008.
+ pA: 10 9.0 9.588.6 9.727.198 .8 9.759.176.

9.0 9.588 .6 g.797.207.8 | 9.759.185.
— 10A® 8.0 9.9261.0 9.668.597.0 | 9.759.185.
=| 1.0 397 .6 63 .610.3 000
SA? 12 1323 13610 7
— p: 100 4 456 4566 7
= 3 887 9044 ()
wN_ i lo_ | 8276 o | 686108
D o 867 890440

Come si vede dai due precedenti esempi il procedimento r
lo stesso qualunque sia il numero delle cifre della radice. Quin
venire calcolata in ogni ¢aso la radice stessa con quélla app
mazione che si voole, giacché basterd aggiungere tanti gruppi
zeri alla p ed altrettanto di tre zeri alla ¢, per quante cifre se
81 vogliono ottenere nella radice, in modo eche coi deecimali s
raggiungere quella approssimazione desiderata, cosi come sip
nella estrazione della radice quadrata e nella radice cubieca.

In ognl caso la parte intera della radice sard composta di
cifre quanti somo i gruppi della parte intera del coefficiente
parte decimale di tante cifre quanti sono i gruppi della parte
male del coefficiente stesso,

Prima di ultimare il presente studio & importante rilevare
relazione, anche praticamente, esiste tra il superiore procedim
quelle usato per I'estrazione della radice cubica.

L'equazions data nel penultimo esempio &:

2* — 914321422 — 38 . 210. 930 . 604 = 0.

Se invece il coefficiente p fosse stato ugnale a zero, si sa
avuta l'equazione

z'— 0 X 2—38,210.930.604 =0
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. pud: venire risoluta semplicemente colla estrazione dells radice
| dal numero 38. 210,930 . 604. -

ora estraiamo questa radice disponendo I'operazione perfetia-
s collo stesso ordine e sistems, che abhiamo adottato nells cal-
mnﬂ della radice dell’equazicne di 99 grado, anche coll’'avver-
i-di perre degli zeri al posto dei valori dei termini HpA s p:100,
1032

M- I - _____—_____—_—!——_____'——-——-
A=23 A=38 A = 336 x = 3368

54% 100 38 , 2 48.210.9 | 88.210.9%0.¢6 98. 210 . 930 . 604
305 A : 10 00.0 | 00.000.0 | 00.000.000.0 00. 000 . 000 . 000
353 38,2 38.210.0 | 38.210.930. 6 38. 210, 930 _ 604
353 10A3 7.0 | 35.987.0 | §57.933. 056.0 | 38.204.652. (32
=| 11.2 2.273.9 277 . 874 . 6 +- 6.378 ., 572

ZA® 36 3267 3 38688

100 = 00 0000 0 00000

= 3 6 3267 3 38688

N a2 g | 22789 _ | 2078746 ;
D 36 3267 838688

i it jonfrontando le due operazioni 'unalogia che vi scorgiamio & tale
s i poterle considerare entramhe quasi perfettamente identiche, cosi
& du lie conoscendo 'operazione per l'estrazione della radice cubica, nes-

mia difficoltd si incontra neila operazione per il calcolo della radice
i'equazione di terzo erado, Quest'uttima operazione essendo tanto
gmentare quanto la prima, puo finanche senza troppa difficoltiy ve-
? insaguata nello stessn_ corso in cni si insegna la estrazione della,
lice cubica. Non & esagerazione quindi.il potere affermare come
s 'metodo da noi esposto, lo studente possa saper risolvere 'equa-
ns di 3° grado nel caso irriducibile, forse ancors prima di saper
Hulvere Pequazione di 2° grado, il com pito ghi sard ancora pit facile
ildestrandosi ad estrarre Ia radice enbica disponendo l'operazione
_:;::_-gé-_mndﬂ sopra esposto.

Le sole piceole differenze che esistono, del vesto, tra le due ope-
i%ioni, non sono che le seguenti:
- 1°% Che oltre 2 scomporre il numero p in grappi di due cifre, deve
:- & scomporsi in gruppi da tre cifre il termine g, eguagliando con
11 due gruppi nel caso che il numero dei gruppi della g sia mni- '

Ly

wre di quello della p.
. 2% Che la prima cifra della radies dipende solo dal 19 gruppo p’

%
ﬂ-,l
£

l;l'l

la p, ed & compresa tra Vo' e V§ 7, e piu esattamente & quella
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cifra cifra che rende positiva 'espressione 135 { ﬂg 10A% o
la cifra snccessiva la rende negaliva.

3%, Che nello eseguire la divisione per otfenere la seconda
bisogna aggiungere al dividendo il prodotto della prima eifra tr
per il primo gruppo a sinistra della p, seguito dalla eifra a s1
del gruppo seguente, e sofbrarre dal divisore il solo primo gru
sinistra della stessa p.

Abbreviazione dell’eperazione. — Come per Vestrazione della 1
cubica, cosi per il calevlo della radice dell’equazione di 3° g
pud venire abbreviata 'operazione, di modo che eonosecendo ux
numero di cifre della radiee, se ne pud calcolare il resto coll:
divigione.

Sia la radice x composta di due parti B e C, di cui sia nv
prima parte B. Bi sostifuisca 11 valore =B+ C nella equ:
proposta, s1 avra:

B*4-3B°C +38BC*+ 0" —pB— pC~—¢g =0

da eul s1 oftiene:

o g+pB—B 3BC+ (7
= 3B —p B _—p

Se per mezzo di guesta formola si vuole calcolare la pm
frascurando la seconda frazione, 'errore in pin che si comme

3BC? -~ O°
="ZE——p

B

Il valore magsimo che pnd assnmeve 'evrove H, sard gqua
valore di p ® massimo, perché allora il denominatore assume v
lore minimo. B siccome per un determinato valore della rad

] . 3 o 4. : | :
a p pud variare da 7 &, cosl il massimo suo valore & que

timo, sostituendelo nel valore di I, sara:

0 JBRC*+ C*®
3B —at

Inoltre, questo valore diventa tanto piti grande quanto mag
¢ la parte C, & nello stesso tempo minore la parte B, giaceh
nel solo numeratore e B & al quadrato nel denominatore.

Sia ora la radice x composta da n cifre, di cui ne siano n
prime %, e se ne vogliono caleolare le altre n — 7.
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o Il numero piu piceolo fra quelli composti di » cifre ciod quﬂlld
. chefaeciamo eguale alla parte B delln radiee, & 'unitd segnita da n—1

werl, ciogé 1071

cifra Ed il numero pit grande fra guells composti di n — k& cifre, ciod
”?f;ﬂ llo che facciamo eguale alla seconda parte C della radice, & 99999, .,
nistry

Vg numero di n —k, quale numero & uguale a 10>+ _— 1.
i | Jostituendo ora questo valore massimo di C e questo valore mi-
wisno B nella precedente formola, avremo per il caso piu sfavore-

B SX 0" {10k — 1)} (10> —1p0
! 3 [Iﬂn—lj's T (lﬂa—l + 1()p=% _ IJH :

Se In questa formola sostituiamo 10*—=% a 10 —1, noi non di-
niinuiamo, ma aumentiamo insensibilmente il valore di . Cosi la
jormola stessa pilt semplificata diviene:

3 X 1077 X (10°4) - (10m-)®
C 30— (10 - 10

Sviluppando il guadrato ed eseguendo le riduzioni si ha:

B 9 b 10‘3;;—51:—1 + 1(%=—3k
=g X 108%—=%—9 D 109n—3k—1__ 1Qtu—uk

. Dividendo ambi i termini della frazione per 10""=! gj ha ancora

1
3 } 1{][:—.1
E“{}XIU—H—[-HL:—! | 2__ 1__'
N 1= 10

ndo il
‘,'; “;' ﬁgandu n, &k, @ n —% non sono troppo piecoli, i termini
ice z,
3et’ul 1 2 1

1017 Jon—x & it

@ono piceolissimi in confronto agli aliri, trascurandoli, il valore di I
Wiviene infine:

. E":.:. g : 3
S == 9 % 1(—o+2k—1"

:;. Acciocche questo valore di B sia minore dell'unita bisogna che
s esponente — 26— 1 di 10, al minimo sia nguale ad 1 percha
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Dalla relazione:

n+2t—1=1,
TIGAVIAImO

k=— 41 ed n—=rk 1

N 3

qualt risultati eif dicono che: quando delle n cifre, di cui si comp
la radice, ne sono note metd pits una, colla sola divisione si potra
caleolare tutte le altre.

Cosi ad_esempio se la radice si compone di 14 cifre € ne
conosciube 124 -1=8, colla divisione si calcoleranno le altre }2,—4:—1=

Quindi nel easo di radici approssimate, dopo conosciuto un d
numero % di cifre, eolla divisione se ne caleoleranno altre n— ¢
I'ultima sard a mieno di una unita per difetto dell’ardine a cui ;
parflene la cifra stessa. Conosciute quoste 2n — 2 cifre, alla ste
maniera si calcoleranno le allre 20 —4 e cosi di seguito.

Da cid possiamo formulare |la vegola da seguire per abbrevi
Uoperazione, regola ideutica anche questa a quella adoperata n
estrazione della radice cubica:

Si caleoli 1a prima cifra come abbiamo esposto nel 1° caso.

S1 calcoli la seconda cifra per mezzo della formola che da il
lore di m, e si provi.

Lo stesso si faceia per la terza cifra.

Conoscinfe le prime fre eifre, colla divisione si calegli la 42,

Conosciute le prime quattro ecifre, colla divisione si calcol
la 5% e 6°. _ |

Conoscinfe le prime se1 gifre, colia divisione si calegling le al
quatbro seguenti. Conosciute queste 10 cifre se ne caleoleranno altr
po1 18 +16 =234, poi 34 32 =06 e cosi di seguito.

Applichiamo questa regola a qualche esempio, propenendoci
ciascuno di calcolare le prime dieci cifre della radice.

1% Sia Pequazione

& — 20r —8=10.

La prima cifra della radice & compresa fra

]/g{j =4 e ‘4— .20 = 6.

o

Provando la cifra infermedia b, sl scorge che la radice stess

pit esaftamente compresa fra 4 e 5. La parte intera della radice

perche il coefficiente 20 e compreso tra 1 e 100 (1° easo). Si dispo
I'operazione col solito sistema:
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At | A= || A=d1 | A=ws | 4. ye0

L og:10 | 8.0 | 8.000.0] s.000 0 8.000.0 | 8.000.000.0

| FpAcI0) 800 | 96.000.0 | 84.000.0 | 92.000 0 | 93200 000 o

88.0 [ 104.000.0 §| 102.000.0 1G0.000. 0 | 101.200.000.0
. 10A% 64.0 | 110.592.0 | 103.823.0{ 97.338 o 101.184.696.0

N=| 24.0 | non si pu¢ il non 8i pud 2.664.0 0,304.0
L gpe 48 6348 6514 68
100 20 2000 200000
D= 28 . 4343 45 14 68
. _N_ 210 26640 ¢ | 58040 "
- D | 28 — 4348 4514 65 ~
A = 4660 A = 466011 &= 4660117479
100 8.000 000.000.0 8.000.000.000.000.000.0
SR pA 10| 93.200.000.000.0 93.202.200.000.000.000.0

| $01.200.000.000.0 | 101.201.862.317.159.331.0
. 10A° | 101.194.696.000.0 337 682 840 669.0

— 53040000
o BA® 65 14 68 00 851 408 756 863
+ 100 20 00 00 00 2G0 000 000 000
- 45 14 68 00 461 498 756 363
_N__| 58040000 - 3376828406690 7.470
D " | 45148800 451498756868 -~ '

- Come si vede in questa operaziane, la divisione per ottenere la
ssconda cifra da per quoziente 8 perd provandola si scorge che la
Gitrazione nou pud effettuarsi lo stesso avviene per 7. Tnvece lg
e 6 giuska, perche la sobfrazione pud effetbuarsi: il restg
664.0 Quindi si continua Voperazione, caleolando la terza cifra che
ure 6, poi la 4* che & 0, poi le alive fino & trovare

z—4,660117479,

Volendo spingere ancora "approssimazione, si calcoleranmo le alire
0 cifie; pai colle 18 le alfre 16 o casi di seguito.

=2% Bi voglia caleolare cos20° fino ulla decima cifra decimale.
‘Il noto che tale valore a uguale ad una dells radici della gqua-

& — 0,752 — 0,125 = 0,

5 ; . > :
Facendo z =37, riducendo si avra

¥ — Thy — 125 =1,




262

La prima cifra della radice di quest'equazione & comprera
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8 e },/%*7;3: 10

e piu esaftamenie fra 9 e 10.
Esegmiamo T'operazione per calcolare le altre eifve:

A=19 A=94 A =93 A =939
g:100 | 125.0 | 125.000.0 | 1925.000.0 | 125.000.000.
L pA:10| 675.0 | 705.000.0 || 697.500.0 | 704.250.000.
l 800.0 | 830.000.0 | 822.500.0 | 829.250.000.
- —10A% | 7929.0 | 830.584.0 || 804.857.0 | 827.936.019.
N= 1.0 non 8i pud 18.143.0 1.813.981.
{ BA® 043 25047 264 516 3
\ —p:100( 75 7500 75 000 0
D=| 168 18447 189516 3
N _|no_, 181430 | 13189810
D 168 18447 1895163
A — 9396 A = 989692 y = 9,39692
g:100 | 125.000.000.000.0 | 125.000.000.000.000.000.0
L pA:10] 704.700.000.000.0 | 704.768.000.600.000.000.0
829.700.000,000.0 | 829.769.000.000.000.000.0
— 10A% | 829.524.131.136.0 | 828.767.821.087.261.888.0
= 175.868.864.0 1.178.912.788.1120
{ 3A? 964854448 9849068 164592
—p:100 75000000 750000000000
= 189854448 1899063 164597
N 1758668640 11789127381120
M=3= | 189854448 — 2 | 1809083164508 — (207
. Y ¢
1 i, q1
Hasendo 2z 1 Sard

x = 0,9396926207,

che @ precisamente il coseno di 20°

3, Sia infine 'equazione

2 — 105000x — 24 =0,
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In questo esempio il numero dej gruppl del termine ¢ essendo

tra i ; g o S e
“aninore di quello di p, si sostituiranno I mancautl con zeri, ciod come
. Vequazione fosse seritta:
2*—10.50.002 — 0. 000 . 024 — 0.
e - Lssendo tre i gruppi della p, la radice avra tre cifre per la parte
. intera, il resio saranno decimali. La prima cifra essendo compresa fra
: o 4:
0 "sara 3. Si esezua I"operazione: _
0
0 _ | |
0 A=3 A=32 A=324 A = 3240
{]. -
¢ =100 0.0 0.000.0 | 0.000.024.0 | 0.000.024.000.0
+pA: 104 31.5 a3 .600.0 34.020.000.0 | 34.020.{}00-{}{]0..0
8.5 53.600.0 | 34.020,024.0 | 34.020.024.000.0
—10A% | 27.0 | 32.768.0 | 34.012.994.¢ 34.012.9224.000.0
= 4.5 832.0 7.800.0 7.800.000.0
i 3A2 27 3072 314998 31492800
B vk —p 0100 10 1050 105000 10500000
8207 ' D = oW 2020 209928 20992800
e N _4_, | 80, 78000 _ 8000000 _,
- D 17 2020 200928 — 20992800 — ™
__—__—__—--——"—___—__—_
A = 324037 @ = 824,0371492

g:100 | 0.000.024,000,000.000.0
[4-313:10 3¢ .023. 885.000. 000. 000 . p

l 34,023 . 909.000,000.000.0"
— 10A% | 34,023, 877 . 666 . 718.653.0
N = 91.333 , 281 . 847.0

f 3AY 514999932107
\ — p: 100 105000000000
= 209994982107
N 813332813470
- 209909982107 — L4492

Ina. Fixarro NiciTa.

i

L S P 5
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[I quadrato aritmetico di “ Fermat ,, o la serie i “ Fibonacet ,

[. Si abbia un quadrato diviso i (# - 1) quadratini oguali
diante rette parallele ai lati ed equidistanti. Imaginiamo di numer
tanto le linee quanto le colonne col numeri naturali a partire da
& nella casella che apparfiene alla linea corrispondente all’ indice
alla colonna corrispondente all’ indice & scriviamo un numero ay; .
finito dalla seguente formola:

(I

1 h) salc>h

(1) Ay = en =19 7,
: k) se k< h

Immaginando allora di sopprimere una volta gli elementi a sinisl
un’altra volta quelli a destra della diagonale principale, otlerre
due triangoeli aritmetiei di TamrTacria scrifti per modo da mett
in luce la dipendenza degli elementi dai coefficienti binomiali.
secondo di essi 8z

(1)

dove sl suppone:
il '
(fﬂ_).zﬂ, se n<k e k%0

)
(;ﬂ. ) =1, se k=0 con n gualunque (anche zero).

(") It prof. A. Manting Zuocaent nella sua pregevola ¥ Guids per 1a risoluzione degli ese
d'Algebra , riferendosi al gquadrato aritmefico di Fepmot gsserisce clhie sommando i pumer
' guasto guadrate situati su certs paralleie tracciate in esso i ofterizono i termini dolla seri
Fibonacei. Nel presento articolo al § £ vien dimostrats quest'asserzione e vian tretta cosi
legge di dipendenza dei termini di delte serie dal coefficienti bimomiali, legge che il Cesdrot
gue dualizi Aigebricn nveva dedotbo da considerazionl eni comisuuanii.



Seriviamo in una prima orizzontale i wumeri dells diagonale prin-

: fﬁpﬂ!e del triangolo (1)
{5 (0) (1) (2) (3) (4 _
\0/ \1/ \2) \8) |g) ecci
una seconda gli elementi a sinistrs dei precedentr
Hl €= ’
+ 1 2 ) 3 4) 5 ]
p B (2) @) (4) () ew
e e _:'f-;i'_ﬂﬂlltilliliﬂmﬂ di questo passo. Otterremo un nuovo quadro che rap-
de- Yresenta il cosiddetto quadrato aritmetico ds Fermar, figurato qui
notto:
 moee
AL 1 2) V4] L4/
. BEHECRORE
0 1 2 3 4] "
iy f* 2] 3) : ( ) (b)
mo (0 ( 1 (2 3 ' ;
&) (1) () ) ()
__- ...-5_5:-'::' l ( 1 \ 2 3 \4/° '
- Numerando le linee e le colonne anche di quesfo quadro cot no-
meri naturali a partire da 0, il termine du. che occupa la casells
| sppartenente alla linea d'indice & e alla colonna @ indice % e
e __ (hE . h—}~k)
ﬂh_,];'—-( 7 = A .
Mettendo al posto dei simboli i valori numerici, il guadro (IT)
 diventa
-' 1 1 1 1 |
1 2 J 4 9...
""" 1 3 6 10 i
1 4 10 20 85...
1 5 5 35 7| S
g . Posto sotto la forma (1) il quadrato aritmetico di I'ERMAT, pos-
Ca “slamo, per noti risultati relativi aj determinanti, trarre la conse-
2 éi ::i"élﬂﬂzﬂ,:
sl | Drese a considerare le p prime righe del quadro (I) ¢ p colonne

Consecutive, il determinante dei corrispondents elementi & uguale all’ unita.

5
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Come caso parbicolare vale uno ii determinante che noi st
studiando, il cui termine generale & dato dalla (2).

2. Pensiamo ora il quadrato arvitmetico di Fermar come se -
uno scacehiere di {(n+-1)° caselle e immaginiamo un cavallo che
tendo dalla casella dell’elemento @, vada avvicinandosi, col suc
lito salto, alla prima colonna del quadrato passaudo snceessivan
dalla 12 alla 2* colonna, pol alla ferza e cosi via, senza mai tor
nelle linee gia attraversate: esso occuperd le caselle degli elen

Botcs @ik—zy Uar—3, 8eC. fino a quella che contiene a,_, o ¢, sec
v @

a 4 8 *

che & & dispari o pari.

Sommando t numeri di queste caselle e indicando con . la sor
AvIemo :

U=k T Mk2T CokaT-+.T & _, ) (se & & dispavi)

(3) LA

Uy = Gok T A1)-8 T Aoj—a 1 ... G4 (se % & pari).

I

Tenendo conto della (2), queste formole si possono anche seri

Tty = ig) -1 (k'l_l) — (kgﬂ] +...+ (i &iﬂ) (se k& dis
Uy = {g) - (ki_l) -+ (LEE)—I——]— @ i) (se & & pai

Da quesie, cambiando & in & —1, si ricava

l*zn:_l._—_ [3"0‘1) L (kl—z) - (k;ﬁ?) + ...+ @ ﬁf:i{) (se k& disp

lu]{._l= Ikgl) -+ (k?z] -+ (L;;}L} = ST (1'; (}%?igl) (se I & disp:

\ J

Se eseguiamo lg somma di #. e di w%._,, tenendo conto |

idenfita (pﬁl) - (ﬂ;) = _(m;j—l), nel ease di & dispari si tr

b 3 £ (7)o () + (120
() (2] (55 e (5P 4 (5

Ma il secondo membro rappresenta uy.;, dunque:

(5) U1 — Wy —I— Winy s



P
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‘é‘::_x ¥ n ; - = .
e ,{’In modo _Pel_fetEEt11511ta nnalqgo sl DI‘DE?JE per {e: pari, e si giunge
o sbesso risuliato: Se ne conclude che j nameri wx, somme degli
biin ement: sibuati nelle caselle occupate dal cavallo nel suo PEercorso,
paf- no talt da soddisfare la (5),
v 8. o Poiche, come facilmente si Pud riconosecere, 3:
lente
1enti : : ; . g s .
ond ha che dekti numeri sono quelli della serie di Fibonacei:
% _
1, 1,285 8 13, 8. 81 ese
nma, i |
. Le formole (8) ci dauno anche Iespressione i u, in fanzione dei
snefficienti binomiali.
. B. Prccionr.
Vers
pari)
1).

. Fra i Collaghi eaduti nella nostra guerra di redenzione merita un
wenno speciale Ermanno Senigaglia, morto il 31 Maggio u. s. La Sua
norte fu comunicata alln desolata famiglia eolla Nota seguente,
ari) ;_:E.Ii!;ta. dal Buo capitano: ¢ Giovane eroe, caduto colpito al petto mor-

< talmente dal piombo nemico, mentre ineitava gli uomini alla resi-
arl). o ' T - stenza; vivido, fulgido esempio di abnegazione, eroismo, amor sacro

L
uh
Figtee
Rt
bei

ﬁi; Patria ,. Sono in corso le pratiche per la meduglia ('argento al

walor militare.

- 11 Collega cosi presto rapitoci {da soli 15 giorni aveva compiuti

7 anni!) era ormai molio apprezzato come insegnante e come stu-
gi0so. Laureato a Padova nel 1910, aveva insegnato matematica,

) mpre in seguito a concorso e molto lodevolmente, nella Scuols

1

Ilr'
i

St

lella

OViL

oniea di Sacile, nel Ginnasio-Liceo di 8. Marino, nella Scuola media

bmmerciale di Bari, nella Senola teenica di Udive e nltimamente, i
ke

1 ’;_'fmissiﬂ_ne, nella “ Caboto , di Venezia, Pubblicd: nel faseicolo del i
| 1)' wovembre 1913 di questo © Perviodico ,, il pregevele articolo “ Infinito
i X infinifesimo in matematica applicata ,; e nel fascieolo del Di- e

: mbre 1913 del * Bollettino della Mathesis , un’interessante nota

ullattitudine e sulla negafiva per Ia matematica ,. Gia prima
eva pubblicate, in un opuscolo litugrafato, le “ Lezioni di aritme-




.....................................................

285 PERIODICO DI MATEMATICA

fica ed algebra , tenuté nell’'anno 1911-12 al TI° corso del Lie«
San Marino; colla collaborazione del prof. Broglio di Udine stav:
compilando un volume di * Diseguo geomeirico applicalo allo sf
della geomeftria ,. Ma il lavoro che maggiormente aveva asso
da anni la Sua attivitd ed al quale, con stoicd serenild; lavo
anche ultimamente, al fronte, nelle poche ore libere, era un'ope
* Metodologia mafematica , colla quale si proeponeva di dare w
setto radicalmente nuovo alla Logica matematica: tale lavoro
quast ultimato e, per la parte servitia prima di andare al fronte, a
gia ottenuto lusinghieri gindizi da persone competenti; purtr
pero tutbo 1I manoscritfo & andato, temesi, perduto, insieme

cassettn da ufficiale del defunfo Aulore.

Socialista non interventista prima della proclamazione |
guerra, il SEHiﬂﬂ.gliﬂ fu tosto invaso da vivo entusiasmo appens
affidati alle armi l'avvenire e I'onors della Sua Patria. Impaz
di dedicarsi all'impresa in cui I'lialia s'era impegnata Lgli, q
tnnque riformato della classe 1889, si arruolo tosbo, soldato
o' Regg. Genio, nel Giugno 1915 ; ¢ con gioia otienne, alcuni mesi «
di essere acecettabo quale allievo dell’Accademia militare di To
116 Dicembre fu nominato sottotenente del Genio; e poco dopo fi
viato, dietro Sua domanda, nel Trentino, dov'ebbe campo di affro
notevoli difficoltd, mostrando la Sua intelligente attivita, che fu se
molto apprezzata dai superiori e che Lo porfd alla mor be gloriosa

Notevole ed ammirabile fu sempre la serenita di spirito che
conservava inalterata fra tutti i disagi e 1 pericoli della gner
ehe mostrava anche nei Suoi serifti, specialmente in quelli che .
dava alla famiglia, alla quale era sempre largo di consiglio
conforto; Kgli sembrava quasi esclusivamente preocccupato del
goscia in cui aveva lasciati, nella Sua Padova, la Mamma ad
e 1 carigsimi fratelli, dei quali era vanto ed orgoglio e pei ¢
come figlio primogenito da lungo fempo orfano di padre, era il
eipale appoggio materiale e morale, Ma sui doveri e sugli a
tamiliari ebbere il predominio, in quest’ora solenne, il dove
I'affetto verso la Patria! Onore a Lmi! Assieme agli altri Martir)
riosi della nuova Ifalia anche questo Nostro merita di essere se
ricordato con riverente gratitudine

“ ove fia santo e lacrimato il sangne
“ per Iz patria versato,,

Grunio Liazzmrl — Direllore-responsabile

Finito di stomapare Il 2i Ottobre 1016




