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“7:1b ,, si ha;

360 —255 —db5 —q05 g
c1B O~ 17 s B el T 0w

Risulta che “7:15 , & una radice deila (5) e che V'equazione re-
sidua &: |
360" — 2552° — 4652 — 105 = 0

da cui (dividende ogni coefficiente por 15): 5 .
Us' — 17"~ Blx—7=0 "(is)

il che basta ad escludere dal prospetto (12) la frazione * — 7: 15
Esegu;amn la trasformazione accennata, ponendo nelia (13)

moltiplisando per 24% Si ottiene: | , | . P b B
y* — 17y — Tddy — 4032 0.0 = o >

Cmrlspundentemiante, mﬂltlphehlamu pm' 24 1 numeri dEl pru-
spetto (12), tranne quelli aventi denominatore L}, uttem /Mo’

8 56 21 -—8_ — b6

Sperimentiamo l’ultlmn che hﬂ, mmur traj'ure aasulutﬂ-

1 —17 ——'?.4.4- — 4032
—7  — 7 168 4032
ﬁ B R T R --
Dupgque “ —7:24 , & un’ ‘altra soluzione della (5). o B __
Ricavando ¥ dalla {14) e Eﬂﬂiﬂf]ﬂﬂﬂﬂﬂ well’ Equazmnﬂ I'EEldIlEl. S
y—-24y—576m0 | SR
risulta : |
2472 — 4% — 24 =0 -,
ciod e
ot —a—1=0
che si risolve. Riassumendo, le radici deﬂa (5) somo |
15 .24 9 . -
Genova, aprile 1917, _ |
| ﬂ;x_._ms_s_mnznq Panga.
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168 PERIODICO DI MATEMATICA

LE DINOSTRAZIONT DELLA FORMOLA DI EULER

=R.(R— 2¥)

_-l-

[F

A PROPOSITO I

[ Fla. le dimostrazioni di questa notevole formula ee 1’2 una .
vata al sig. G. B. Durraxpe che figura in quella bella raceoltu ¢
g infitola Gli dnnali di Gergonne, ma di questa dimostrazione si s¢
forse poerdute le tracee; se non & ignorata, & per lo meno dimenticat

Non ¢t sembra peicid inopportuno che dalle colonne di que
pregevole Periodico di Matematica essa venga restituite alla lo
rendendo cosi omaggio allAubtore delle offo memoris geomebric
inserite megh Annali e rapito alla scienza a soli 27 anni.

1l Durvande nveva tentato I'esiensione al tetreedro, ma disg
ziatamente, comé da s8 vedra il lettore corlese, essa contiene un’ines
tezza che la rende senza valore e lmpedlsca di serivere la corrispe
dente formula. Cosi anche noi non possiamo riportare su quelle trae
come avremmo ardito, la formula analoga per I'm-edro di S, .

Il lavoro del Durrande, di cui ho fatto cenno sopra, figura n
Vannata 1823 degli Annali e poria il titole Démonstration élementu
des prinecipales propriétés des héragones inscrits ef cireonserits au ¢
ele, swivie de la solution de divers problémes de géomélrie.

1l teorema X di detto articolo dice:

" Due triangoll essendo circoscritti a un cerchio, se cingue
* loro vertict sono sopra una circonferenza, su questa si froverh ¢
“ che il sesto.

“ Quando un triangolo 3 al tempo stesso circoseritto a un ¢
! lﬂ]iﬂ e 1lnscribfo in un altro cerchio, infiniti altri friangoli possc

‘ essere al medesimo fempo, inscritti nel 'pnmﬂ e cirvoserifibl al

* gondo cerchio. -

Credo benfatto riportare qm le dimostrazioni d1 questi due ©
remi per esporre in modo pilt completo il bel procedimento del
- gnor DURRANDE. - |

Dimostrazione del teorema X. — Se ABC, DEF sono i triangol]
questione e a, b, ¢, d, ¢, f 1 punti di contatio, preso a considerare I’s
gono ABFEDCA e indicati con G, H, K i punfi comuni ad AB, B
BY, DE€; FE, AC, essi saranno sopra una stessa retta perchd nell’e
gono ﬂﬁcdefcu ingcritbo appartengono a una refta i punti di conee
dei luti nppnstt ab, ef; bd, fe; de, ca. Ora questi punki sono rispe
vamente 1 poli di CD, GK e BF, per cui queste tre vette dovrm
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il triangolo lsnscela m qnestmnﬂ- Condotle AC ed AO 1} #I't
SAH ha AO,come bissetirice dell’angolo in A. '

Avremo quindi:

(A5 : (AH)?={(03y: (OH)",
Ma &: | '

(AS)"=(8H) + (AH)' = SH) + (A0 — (@) = (¢ + B + e

+B@ﬂ-—(d-+r)ﬂ=ﬂ;w +R b)) '
(AH)® = (AS)* — (BH)* = Rﬂ--{d+nﬂ-(d+ﬂ+r-)(ﬂﬂr~_m
08 =@+Ry, [OH =

| 1R
g8~

1
I LY

Sil=
'so .-
bEr- -

o

per cul sosfituendo e sﬂppnmauﬂu il fatbore d -} R+ nel pumo e ;
secondo termine: | e

2R:B —» d = (d 4+ R):#*
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Applicando 1 operazione dividendo e Eﬂppumendu ancors, il fatture

d 4R

1:B—pr— d’-:R—i‘—l—d-:f‘E
da cul: ki = )

= R{R — 27). =

Questa & la dimostrazione del Durranpg, originale senza dubbio
e chie farebbe la sva figura fre le taute — e credo non sarebbe mal-
fattﬂ raccoglierle — che si conoscono della formula di cui el oceu-
piamo.
Era naturale che il Durranpe fosse ﬂpmtu ad estendere al tetrae-
dro il procedimento seguito sopra.
Troviamo infatti, qualche teorema dopo, non gia l'estensione del
teorema X, ma quella del teorema XIV,
“Be un fetraedro & al medesimo tempo ecircoscritto s una sfeis
“ e inseritto in unaltra, esistono infiniti altri tetraedri inseritfi i1
“ questa e eircoscritii alla prima. |
Dimostrazione. -— Prendiamo uno dei vertici del nostro tetraedrc
per vertice di un cono cireoscritto alla prima sfera; questo couno sari
ingeritto nel tetraedro e sard segato secondo un cerchio dal pianc
della faccia opposta al suo vertice. Questo piano, d'altva parte, se-
ghera la sfern secondo un eerchio e Ja faccia del tetraedro che qu
consideriamo sard al tempo stesso circoscritta al prime cerchio e
inscritta nell’ultimo. Dungue pel teorenta X1V sipotra cosbruire un'in-
finith di triangoli che saranno circosviiiti a uno di questi e inscritt
nell'aliro ed & chiaro che se si fu di questi triangoli le basi di tant
tetraedri aventi tutti il medesimo vertice del primo, questi saranno
eome il primo, civeoseritti all'una e inséritti nell"altra di queste sfere. —
Dopodiché si passa all’estensione del teorema XX prendendosi
considerare un tefraedro isoedro invece di un triangolo isoscele: I
formula a cui perviene il DurranDE pel tetraedro 8: .

d*=(R-).(R—3r).

Ma il corfese lettore si sarda certamente accorto che 1'ultims:

dimostrazione non regge perché vi si asserisce che i1l couno eireo

seritto alla prima sfera o inseritto nel tetraedro & segato dal pian
della fuccia'nppusta. al suo vertice secondo un cerchio:il che non é

2. Giacché passiamo in rivista gli Annali di Gergonne — anche
per dare una prima spinta all'idea espressa sopra di raccogliere tutk:
le dimostrazioni della formula di EuLer — riportiamo dalla pag. 34
gunata 1812 una dimostrazions trigonometrica dovuta a GarNiEr.

Consideriamo d come lato di un friangolo un eni vertice € A os

) " - I - . " 2
servando che i lati rimanenti sono misurati da B e da A © chi

seln ?
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239. Dimastrare che |

luppo della 1

0.

A

C)*+ (A—4A) (Az+By) (B

di A & la parabola

Az+By)' — B (Ba—+)

(

B

y+C)=

e

| variar

@

Bz —{— Ay -]— C)¥*—4ABxy =0

e la retta

azi1oni

Az + By =0.

do ¢ fra le due equ

liminan

K

240

m M AN

131

y.""'tlr

s O T

ri

m.
8
=

1¢1

Hizzazioni chis | naostri lekta

di quesii problemi favorit

ioni & genera

Juzian
le omservaz

riso

e
Ik

1
ie

icharemo

ma aocetteremo volant

nor pubb!

ma

(!} In maas

dante Bamisien,

vorranno inviare



---------
i =

L

.........

-

172 PERIODICO DI MATEMATICA
o fra le due | 3 A
— ai* (1 — %) & _—a
o A i

si trova lo stesso risultato, che rappresenta una corva di 4° ordi
Formare I'equazione in coordinake polari della curva e dedurne
modo per desecrivevla geometricamente.

(SJ frova |
(z* + y*) — o2 (2 - y%) — ay® = ﬂ).
241. L'equazione

A (B%° + a%® — a®) |- (b2 cos ¢ | ay'sen v — @b)* =0

rappresenfa una conmica che ha un contatio di 3° ordine con I

lisse 62" - a%y"— a®h® =0,

Dimosfrare ehe 'area di questa coniea mnon dlpende che daIl
dell’ellisse e da 2.

- " gt A\
(Sl trova 8 = wab (l+l) ).-

242. Tl circolo concentrico allellisse e di raggio (@ —8) tos
quattro volte la sviluppante dell’sllisse,

243. Risolvere I'eguazione

[@ (@ -20) A~ b 26 + B)I* — 270%° (@ + B A (A - 1) = 0.

» - b b{2a + b)®
'(Ifﬂ radici sono AL == kg == -ﬂ—r As a {ﬂ' - '?"_]'3 ) 2

244, La curva
(#° 4+ ¢°)* — 20z (&* — °) + &® (" — 2®) = 0,

quando A & posifiva, & una quartica binodale di cui I"area &

U=2a" [mrﬁtg YA 4 Y2+ 5)] -

3(A 4 1)

(Si prenda l'egnazione in coordinate polari

p=u(co3 ©cos 2w = sen.w YA — 4 cog? m)._

245. Dimostrare che

a f sendw . Y3 —14 cos* m dw —

9 ecos®w

1 2 |
= g (8—4)cos’ v)* -cos’w. VB —4 cos* ¢ + -g' arc sen (

246. Diniostrare che 1l cireolo

v~y = fa — b)’
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6 tangente alla sestica | % T |
(%" 0%} (a° -+ ) = 'y (= o* — ")

nei punti d'inconbro del circolo colle rette bax® — agy® =0,

ne,
g ' : : -
247. 51 considerino i ftriangoli che hanno per lati un raggio S
fisso OA =17 di un circolo ed un raggio variabile OB, |
1°. 11 luogo del punto di Lemoine di questi triangoli & un’ellisse =~

di area : T | | _ | .
4Y3 | | _

2°. Il Inogo del centro dell'ellisse di Lemoine & una eurva unicur- _
| 15 y3 —8 | :

sale di 4° ordine di cui Pavea ? g B

E] » S

rea 248. Risolvere I'equazione
[/

N

o’ sen® 2 - b* cos® 3 = =
(Si ha intuitivamenie la noluzions
3¢a

S6n § = -b--' | ens I/-E' '
o g-+b’ ) a4 b

L'equazione in sen z B

b* (2 -+ b)
(¢~ 0)*

(¢* — b?) sen’ z - 3% sentex — b sen
b c
a4+b’ RaR

| b Za+-0) 0 . ¢

Dividendo il primo membro per sent o

[ﬂ"" — b%) sen'a 4 b (¢ 4+ 2b) sen®

da cui le soluzioni

b b* (2 + Bb) i
F | ek : ; o
a + b ] EE.II.. &= — E.: T EJ“ ! . ,h

gen? z

la prima delle quali & agﬁala alla. soluzione (1)). . .

E 7 R
1 A BT,
i i i II'III

‘8 Ja enbiea - i

249. L'area compresa fra la cissoide 3* =

" aly
y ——’

a4 — @

della cissoide

¢ fimta ed eguivalenta all'area del cerchio gemeratore

E.-N, BARISiEX,

e
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BIBLIOGRAFIA

TAVOLE LOGARITMICHE a J cifre decimali, vaccolte e pubblicate per cu
dell’ Istituto idrografico delle B. Maring (edizione ridotta, Lire Un
Genova, 1916).

Facendo segaito alla recensione sull'edizione completa, pubblicata nel fascic
del Novembre u. s., sono ben lieto di riconmoscere che il pessimismo ivi espre
era In parte eccessivo, Quelle Tavole sono gia adotiate in varie Scuole; e 1'a
Scorsp se ne dovette fsre una ristampa. Venne inoltre pubblicata 1'edizione
dotta, che qui annunciame. Essa contiene: un’ampia Introduziome; i logari
déi numeri da 1 a 10200 (colle Diff. & le tahbelle delle P. P.); i logaritmi d

funzioni goniometriche di 1" in 1'; i valovi di tali funzioni di 10" in 10'; i val

1

di —, ber = comprego fra 1,00 e 10,00. Complessivaments si ha un bel volu

di oltre 100 pagine di grande formato, in vendita al prezzo witissimo di L.

Nella prossima ristamnpa 1' Istitnto fars alle sue Tavole un miglioramento |
certamente sarh molto apprezzate dagli ezregi Colleghi. T numeri seritti nelle "
vole sono, come si 82, i valori arvirotondati, non gli abbreviati (secondo la be
dicitura proposia receutemente dal prof, FPeano ('}), sono ciod i walori appros
mati per difetto o per eccesso eecondo che la sesta cifra decimale <<b o =
Spesso interessa gapere se il numero dato dalle Tavole & difettoso o eccessi
ma da esse ora nen lo si sa, Per rimediare a tale inconventente, la quinta e
decimale sara scritta in carattere diverso dalle altre qnando il valore & eccessi
Sara cosi dimezzato I’ intervallo nel quale risulta compreso un dafo logarit
Ora, ad es., avendosi aceanto al numere 2420 il numero 38882, si puo dire ¢
tanto che 3,383815 <lg 9490 < 8,383825; colla modificazione indicata il 2, qui
cifra della mantissa, sard alterato e =i potrd concludere che-

3,383815 < lg 2420 < 3,383820.

(Cost pure ora si pud soltanto sapeve che 3,880205 << lg 2400 << 3,380215;
seguito, vedendo accanto al numere 2400 la mantissa 38021 eoll’ 1 stampato cc
ptesso carattere delle altre quatiro cifre, si saprd che

3,380210 < lg 2400 < 3,380215.

L' Istitute idrografice ha pnbblicato anche delle Twwvole logaritmiche e n
tiche, delle quali pure fu gia pubblicata la 2* ediziome. Il volume, elegantemel
legato in tela, consta di due parti di cirean 100 pﬂg'ine ciaseuna: la 1" éident

(Y) Cfr, il faseicolo del Marzo u. s,
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all'edizione ridetba di cui abbiamo gia pariato; la 2" contiene 50 tavole nantiche.
Il preezo del volume & di #re lire.

Mi angure che 1'Istituto pubblichi preste anche un volume di Tavgle loga-
ritmiche — finanziarie — attuariali, che sarebbe atilissimo per le Scuocle di com-
mercio ¢ di ragiouneriz, Per la nabura dei calcoli ohe in esge devono Farei sarebbe
farse opporfuno che tali tavole fossero a 7 cifre decimali e che vi fossero i logza-
vitmi di tatti I nomeri interi da 1 a 100000, auzi bastersbhe da 10001 a 99999.
Le tavole goniometriche, che per lali Beuole non servono, potrebbero esssrs tufte
omesss. - o

Con questo nuovo volume non vi sarebhe nessuna ragionevols obbiezione ad
usare in tutte le Scuole italiane la Tavole dell’ Istibuto, Ti prof. Tadanza, in upa
Nota presentata il 25 Febbraie u. s. all’Acoademia delle Scienze di Tovine, e il
prof. Pesci fin -dal 1912, nel Supplemento al Perivdico di Matematica, deplorano
anch'essi la dannosa ed wmiliante invasione di Tavole straniere; () e il prof, Ia-
danza propone la pubblicazione di an'edizione nazionale, il cui nso sia obbligatorio
in tntte le Scuole italiane. Le pubblicazioni dell’ Istituto rendono facilmente at-
tuabile tale ottima proposta; I'alta mente e il patripttisma fervente di 8. E. il
ministro Buffini fanne sperare che I'attunazione sia sollecifa. Sark una bella ocea-
sione per porre un legame visibile fra due istituzioni tanto care ad ogni buon
italiano: Ia nostra Marina o la nostra Scuola. B sari un buon avviamento verso
la completa emancipazione dalle pabblicazioni scolastiche straniere, la cni inva.
sione & tanto lamentaks, ad es., per i classici latini e greci ¢ per le carie peogin.

fiche,
Carraneo Paoro.

Dott. Avpiworo Narvoor. — Compendio di Algebra per la prima e per

- la ssconda classe liceale (2 volumetti). — Compendio di Matema-
tica per la terza classe liceale (Algehra — Trigonometria — Aritme-
fica), — Buciclopedia Scolastica del Prof. G. M. Garrr. Ed. 1. Cap-
pelli, Rocca S. Casciauo. Prezzo di ciascun volumetto I. 0,80,

I[n questi tre volumetti si offte agli alunni del liceo classico un riassunto del
programma di Aritmeticn, Algebra e Trigonometria, assai utile per la ripeiizicne
della materig d'insegnamento in tutte le sue parti essenziali., Non si tratta di un
libro -di testo vero e proprie, poiché lo syolgimento delle materia vi & sondotto
in forma rinssuntiva, talvolta con cenni rapidi e dimostrazioni che si riduceno a
semplici chiarimenti 5 base di esempi e con ricorso alls intuizions, s manca pure
una raccolta di esercizi da proporre. Ma il chiaro A, lia avuto l'abjlith di occo-
parsi sufficientemente di ogni argomento importante, non trascurandone aleuno, o
la sua esposizione chiara, precisa, efficacissima nella sua hreviti senza ingoin-
branti considerazioni, pud riuscire molto- accessibile e vaniaggiosa agli alunni,
gpecialmenie ai pift deboli (ai quali i trattati completi incutono un vero terrore N

('} Grazioss & l'osservazione fatta dal prof. Iadanza relativamente alle Tavole del Bruhnas,
che fde 60 nnni si pubblicane & Lipeia, dove Pautore era professore ed astronomo. Nell'edizieno
mandain l'snnoe ecorso in 14alia, con delieato pensiera, con <orrettezza e fiereszn bentonien, la pa-
roia ° Lipsia , & ovunque soppressa @ il volumse si finge sbampato a Lugane, In [dvizzera costa

L. 550; per i * boni tationi , il suo prezze & di L. 81}
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176 PERIODICO DT MATEMATICA
® sopra tutlo a coloro che hanno bisogno di prepararsi agli esami in un tempe
relativamente broye. Anche i punti piat difficili del programma sono traitaii eor
cura evidente, ma senza pesanti d.isq‘msmmm e se certe guestioni nor sono, coms
dei resto non potrebbero essere in un lavoretto medesto di questo genere, pro
fondamente- analizzate, sono perd abilmente presentate e svolte in cid che & essea
zia]a. 1

Leggendo questi volumetti si sents, per cosi dire, ad ogni passo la desirezzs
di un vero coposcitore dei bisognl degl) scolari (ai nosiri giornmt assai pit debol

di gaanto si pofrebbe attenders!) che sa scegliere la via suggeritagli dalla durs
esperienza della senoia. Io gindico quindi che questi Compendi ragginngano, da

punto di visia didaitico sopra tutto, lo scopo che i Somo prefissi 'egregio nnturt

e il benemerito direltore dell’Bnciclopedin Seolastica. B i pregi didntlum, noiil 4
vanbagzio di una traligzione correttissima, dovrebbero bastare per accogliere cor
plauso qnesto lavoreito, il guale dev'essere slato invero di Qifficils compilazion
per dover essere ad un fempo breve completo e rigoreso,

UxeerTo Coxoina.

De La Vawrte Poussin. — Intégrales de Lebesgue, fonetions d'ensemble,
classes de Baire. Legons professées au College de France. PHI']E,
Gauthier-Villars, 1916,

I1 De La Vallée Poussin, & una delle tante vittime della tervibile gmerra che
da quasi tre anni insanguina il mondo. Professore all’universitd di Lovanio, dove
come tntti 1 suoi colleghi cercarsi un asilo all’estero quando V' infelive Belgio fu
schiauf:iatu dalla cieea ferocia tentonica. Dapprima egli fu chiamato a fars delle
conferenze all'Universitd di Harvard in Ameriea, poi al Collegio di Francia, ove
fra il dicembre 1915 e il Marzo 1916 fece le lezioni che vengono pubhlmabﬂ nel
volame di cui ¢i ocenpiame, -

Le guistioni {rattate apparbengonoe alla teoria recente dells fumziomi fondats
da Boral, Baire e Lebesgue. * Il Signor Baire, scrive I'A. nella prefazione hg
# limitato un dominio funzionale reale che basta a tutti i bisogni dell’Analisi «
"al di Ja del gquale futie le generalizzazioni sembrano condannate ad esser vans
* e sterili, Lo funzioni di questo dominio godono di proprieta comuni, ben pre
* cige. [ mebodi generali dell'Analist sono loro applicabili; & la love teoria, gid
ricea di resultati, pud esser considerata coma Iw teoria generals delle funszion
* di variebili reali. Questo & un progresse fondamentale dal punto di vista filo
“gofico e & dovnto sopeatutto al Big. Lebesgue. Pia di chiungue altro, il Sig. Le
“ besgue ha contribmito a mettere dell’uniti nelln teoria delle funzioni e i
¢ tal miodo assicurare ad essa il caratfere estelico cha ls mancava .

I! libro del La Vallée Ponssin sard senza dubbio untilissimo a tutti coloro che

i

- worranno iniziarsi ad mn ordine di studi recente e nen molto conosciuto.

K.,

Grorio Lazzenrt — Diretfore-responsabile

Flnlio dl Eiil.lil]mt-ﬁ il 26" Giugne 1017
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Approssimazioni numerighe;
Moltiplicazions abbveviata e moltiplicazions ordinata ©

Negli scritti di Kupizro e di swoi contemporanei si frovano
esempi di “ moltiplicazioni abbreviate . (s1 veda una lettera di K.

del 1626 in Opera, Francfort s. M. 1868, v. 7, pag. 306). La regola
della moltiplicazione abbreviata & esposta in OvernTnED (deitmeticae...
institutio..., Londres 1631), donde il nome di * regola d'Oughtred .

L'approssimazione della moltiplicazione abbreviata si trova eal-
colata in Vienre (dpprozimations nwmériques, 20 ed., Paris 1854) con
rispltati equivalenti, in parbe, & quelli da noi ottenuti.

Per quanto rignarda la “ moltiplicazione ordinata , si vedano Fou-

RIER (Analyse des équations déterminéss, Paris 1831, pag. 190) e Cavery
(Comptes rendus de U Acad. des Sciences, Paris 1840, ovvero Osuvres
complétes, 1° série, §. 5, p. 437 o 445). (%)

}. Di due nnmeri reali (assoluti) z, ¥ SI2N0 @y, b, i"v_i_a.l{;l'i con n
decimali (a meno di 0,10 per difetto), e si cousideri il prodotto a,b;,
che & un valore per difetto di 2y a meno. di | |

(00 + o 0,17). 0,17,

ovvero, & meno di (@ 54).0,1°, essendo a, b due qualunque valori
per eccesso di z, #. - '

Nell'esegnire il prodotte amb, si moltiplicane tutte le cifre del

moltiplicando per tutte le cifre del moltiplicatore, tenendo conto
dell'unith in cui sono espressi i singoli prodotti; ora se si trascurano
quet prodotti che sono espressi in unitd inferiori a 0,12 si ha per ri-

sultato wvn pumero decimale, che rappresenteremo con Pulen, &n) 0.

semplicemente con P, il quale & un valore per difetto di ayb, — e
quindi auche di #y—, e che noi chiameremo prodotio. wbbrevigto,
w.esimo, di a, e by, |

B manifesto che il prodotto abbreviato di a,, b. gode della pro-
prield commutativa.

{ Quest'articolo & un altro estratto, con ﬁmmis_ai_nnt & varianti, @a un mio lavore sulls Appros-

simazioni numdriche o Caleplo nimerico approgsimato, i_I] prossima pubblicaZions (v. Puriu#i#ﬂ'_ i .

Matematica, faso, 11, di gqnest'nnno).’

(*) 3i confronti la noatrs trattaziooe éon ;_j_-im_l]n..' ﬁm_ﬂ;izi:_in_ﬁn nella Memoria test? pubhl{nnté;_-ﬂ_a}; SN

Prof. & Peanv, dpprosstmazioni msmerichs, Atti dell’Acend. di Terino, _Enﬂul;_nnaﬂ 2h qu]?_h_;ﬁﬁ. e
11 Marzo 1917.
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virgola in modo di eguagliare il numero delle cifre demm&h net du
fa.ttml oktennto po1 1l prodetic abbreviate ¢ la sua approssimazion:
si trasformano 1 risultati tenendo conto delle variazioni fatte.

3. Dati ¥ numeri &, % coi loro sviluppi decimali, si pud cereare co
quante cifre decimali debbonsi assumere 1 valori approssimati a,, !
2. che il loro prodotio abbreviato P. =ia un valore approssimat
di zy a meno di 0,1, oppure abbia ¢ cifre decimali esatte, essendo
an intero prefissato (problema inverso).

D1 possono cercare a,, b, col segnente procedimento, avente pe
base I'approssimazione (x) di P, rispetto ad zy [a. 2].

Noti aq, by, per un presunto numero massimo di cifre decimali s
pud prandere 100, ovvere 1000, o allra potenza di 10, come valor
massimo previsto per ].EBPIEEEH]I]& 1 ag -+ by -+ kny sicehé potrem:
SCrivere come ipotest Proveiseria

1 ']_ﬂﬂ i bﬂ : kﬂ*{qlﬂpi

ove o & un intero che viene da noi assunto; da cio segue I'appros
simazione Iputatma

(L - dto by 4 1ea) . 0,17 = 10,

Ora, se si vuole un valore di zy a meno di 0,15 si porrd 2——p==
da cui n =p 4-¢, calcolando poi la effettiva approssimazione

(1 ag -+ bo —+ ko) - 0,1%;

se quest’espressione risultera maggiore di 0,1%, si esperimen teranm
dei valori successivi di # fino che si giunga — cido che sard sempn
- possibile {*) — ad un’espressione =< 0,1%; il corrispondente prodobt
abbreviato sarh quello richiesto.

Trovato il valore di zy a meno di 0,1%, e caicolata I'effetfiva ap
prossimazione data dalla (x), si obterranno due valori di zy, 'uno pe
difetto e T'altro per eccesso, che, eventualmente, potranno avere |
prime ¢ cifre decimali comuni. In case confrario, se si vuole il va
lore di zy con ¢ cifre decimali esatte, si esperimenteranno dei valor
successlvi di n, giungendo, generalmente, dopo pochi esperimenti a
valore richiesto.

Esnyero. — Si vﬂglm calcolare z = a2, a meno di 0,001, essend:

©=35,14159262..., V2= 1,41421355.‘,. .

(*) Invero, gi dimostrs facilmente che (I 4 ay-¥; 5 kn) .0,1= diviene piccoia B pisgere co
orescers di =, :
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Assumendo in questo caso _
L+ a0+ 80+ kn ‘='~: 100 = 107,

ciod p=2, avremo n=p-+i=2-+13=5 ¢ quindi eseguiremo la

seguente meoliiplicazione abbreviata.

314159 &
124141 | - ¥
341159 S
135660 i
3141 _ . -

1856 . g

g2 | - L

3 | e

Py =4,44281 (valore per difetto di ay) =y
17T=1+4+84+144+1+4+ 24 1 (approssim.).

444298 (valore per eccesso di zy). -

Sicche sara z2=4,442,.., essendo la 4° cifra decimale o 8 o0 9,

4. Lia definizione di prodotto abbreviato s.esimo Pu(ay, b.) di due
numeri con % cifre decimali «,, b, [n. 1] enfra comse caso partico-
lare nella definizione di prodotto abbreviato s.esimo di due numeri deci- e
mali qualunque, finili o infinili, %, ¥ (serie decimali), il quale & la =
somma dei prodotti delle cifre del moltiplicando per quelle del mol-

tiplicatore, tenendo eonto delle unitha in cni sono espressi i singoli
prodottl, e trascurando quei prodetti che sono espressi in unith in-
fertori a 0,17, Rappresenteremo questo nuove prodotto ahbrﬂwatn 5
con Py(x, y). Manifestamente esso pure gode della proprietd com-
mutativa.
Sl abbia ad esempio
@ =37,4526789..., y==21,345245...,
e sl voglia formare Py, y); si puo disporre il calcolo come qui ap-
presso, a sinistra o a destra, analogamente a n. 1, ma qui, come si
vede, vengono adoperate altla cifre decimali, oltre alle prime quattro
del moltiplicando o del moltiplicatore.
z=3T4526780.. 374526789... . By
y=2138452845.. 548254819 e
7490634 7490534 o
374526 274526
112356 112356
14980 14980
1870 1870
- 7 4
_ 9 9
Pz, y) == 7994843 7994849
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de clascuna delle parti intere di z, ¥ non ha pin di una eify
allora si ha Py(z, ) =P.(a. ) On)y OV @4, by somo i valori con # dag
mali di =, 9. _
. Riferendoci all’esempio considerato, se si fa il calcolo dell’appio
simnazione di P(z, ) rispetio al prodotto my, procedendo in moc
analogo a n. 2, si trova che detts approssimazione & data da

U4+34+24+1434+4+54248).0,14=24. 0,14

cio¢ da tante unith decimali dal 49 ordine gunante ne esprime
somma deila 1* cifra Jol moléiplieando, aumenfats di 1, e di ink:
le cifie del moltiplicatore che sono adoprate nei prodotti parziali

Nel caso del molfiplicando e del moltiplicatore finiti s; pud of
servare quanto segne: Riferendosi all’'operazione esegnita come
destra, clod col moltiplicatore rovesciato, si possono trascurare nel
somma, che da F'approssimazione, le cifre del moltiplicatore ehe na

“sono sottoposte u cifre del moltiplicando seguite da cifre significs
tive & destra, o s pud traseurare la 12 cifra del moltiplicando (at
menbata di 1) se il moltiplieatore rovesciato non si prolunga a sin
stra del moltiplicando (3).

Nel ¢aso cenerale sj ha: .

L'approssimazione di Pu(z, y) rispetto al prodotio zy ¢ data da tan
unitt del n.esimo ordine decimale quante ne esprime la somma della prim
eifra di z, aumentata di 1. e delle cifre di y che sono adoprate per for
mars i prodotto abbreviatp (7). |

Un caso particolare & lnpprossimaziene di P, {a_, b ) rispetio s
prodotio a /b . -

In modo analogo a v, 3 si tratia il problema inverso, di eseguir
¢iod un prodoito abbreviato di due serie decimali dafe ottenendo un
approssimazione prefissata.

9. Tanto il prodotto complets di due numeri decimali finiti ch
il prodotto abbreviate di due numeri deeimali gualunque [n. 1 o 4
Possono otfenersi con la regola della tnoltiplicazione ordinata, dett
di Fourier, ma nota assai prima (%), che consiste nel ealcolare e som
mare separatamente i prodotti di due cifre, 'ana del moltiplicand
e I'altra del mol tiplicatore, i quali esprimono unity dello stesso or
dine, come si vede nell’esempio seguenle, in cui si procede comin
ciando dai prodotti d’ordine massimo.

(*} Caleoli 11 lstkore il prodotte abbraviato 4° dsi done mumeri deeimali finiti & =37,452
& = 21,34028, che di per risuitato Fye, b)="789,4208, con Yapprossimazions, rispetto ad ab,

(£ 45424 3).0 15=0,0014

{") Veli Vienire I cit., pag. 39, '

(* 1a moltiplicaziona ordinata, sol neme di moltiplicazions * fulminea _, era nota ai matema.
Ciel indiani del V1 mecolo, e fa insegnats in Buropa dagli italiani Lzowasnn pa Pisa (128), Looa
Favrrono (14%4), NicorLd Tanrasuia (1546).
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Espurio di moitiplicazione nrﬂinﬁtﬂ. - i
o 374598
; | 213459
[2.38] | 8 s

2.741.3] 17
(2.4+1.7-48.3) . . B i b
2.54+1.4-1-8.7-}-4.8] _ 47 e e
2.241.5+48,4-1-4.74-5.3] - - b4 A g
[2.641.2-4+8.5+4.415.7-12,3] 386
1.84+3.244.545.442.7] 66
[3.61-4.2-}+5.54-2.4] B
[4.6-+5.2-42.5] . W
[6.82.2] . @ " 34
[2.6] - ok R
eba==T9948823752 iU

0l

Alle linea tratteggintn si arresterebbe 'operazione per otfeners

Pufas, bs) = 79 0,43 26,

La moltiplicazione ordinata viene eseguita conveniantemente con
P'uso della “striseia mobile ., nel cui margine inferiore :ihﬁ:ﬂIlié.'-_ﬂ_ﬂl‘j:_tt_{};-ilé ;
moltiplicatore rovesciato e che viene disposto volia a° volta, -‘ﬁl"i'-‘-"ﬁi,-:.-" 55
sopra del molfiplicando, in modo che Ie cifre “ds moltiplicarsi tre -
loro siano sovrapposte (%). | o w LR
Sull’esempio del Cavemy (loe. eit.) si pad scrivere la cifra delle™
unitd di ogni somma parziale sotto la cifia delle unith semplici del” . e
moltiplicatore rovesciato della striscia mobile; ¢ inolire si possone =
serivere le sémme parziali dei vari ordini nella forma raceola ehe
s1 vede qui sotfo, in cui le cifre dell’ultima operszione si gono fatte
scorrere lango le vertieali. '

moltiplicatore rovesciato | 3= posizione della
i 254312  striscia mobile
moltiplicando 37,4526

674746694492
1246865431

aibe=T99,43898752

Per eSOENIre 8 mMemoria ciascuna anmmh_gg,:ﬁ_g]_g 11 FoURIER (]_‘ cit.) |
consiglia, dopo aver spvrapposto al moltiplicando il molEiplicatore. -
rovesciato in modo che si corrispondanc le cifra che si devono mol= - o
tiphicare, di sommare insieme le sole cifie delle unita dei prodofti - 0 o

(') Esperimenti il lettore. | - > 08 .: | :;._i A
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ﬂndandp da destra a 'giﬁiatr_a, po1 di sommare lé- sole cifré, di quei
prodotti che esprimono decine ritornando verso destra ().

6. Osserviamo infine che col metodo della molfiplicazione ordj-
nata (eseguita convenientemente con la striscia mobile in e 3
scritbo il moltiplicatore rovesciato) si pud calcolare un prodotto ab-
breviato qualunque di dne serie decimali [n. 4], cominciando Yope.-
razione con le unity d'ordine superiore, e proseguendola e arrestan-
dola a piacere (moltiplicazione ordinata di due serie decimali).

Se, quando si arresta l'opérazione, si caleola V'approssimazione del
prodokte abbreviato ottenuto, si pud vedere quali sono le cifre esatte
del resultato, e percid inbtarrompendo I'operazione ovvero continuan-
dola si avid moda di giuugere, seneralmente, ad un valore del pro-
dotto delle due serie avente un numero prefissato di cifre decimali

~esatte: in ogni caso, come si dimostra facilmente, si polra giungere

ad un’approssimazione d’ampiezza piccola a piacere, sempre che si
considerinc note le due serie decimali nella successione delle loro
cifre. | " ' - |

Esewpro. — Riferendocei alle due serie decimali z, ¥ considerate a
n. 4, @ qui riprodotto il ealcolo, in forma raccolta, di Pu(z, ) con ia
sua approssimazione 24..0,1% a cui & fatto seguire il caleolo di Py(z, %)
con l'approssimazione 33.01°%. Per ottenere dei prodotti abbreviati
successivi & quest'ultimo si dovrebbero concscere altre cifre deci-
mali di z, 9. ‘ - )

moltiplicatore rovesciato | ultima posizione della striscia

—»| .548254312 |  per il ealeolo di Pi(w, )
‘moltiplicando 374526789.. -
67474609 =
124688 -
Polar,y) =799,4349 24.0,1% [n. 4]
- 1156 -
14

£

Pe(z,y) =709,486196 (24--4-15).0,19= 38 . 0,1

Eveenio MAcoArere,

&

{Y Inoltro s si esegniscono la somme porzieli cominciande da gnelle che esprimono unigd
d’ordine infeviore, ¢ di ogni somms & scrive la cifra dells uniti riportando nella somma succes-
giva il numero defle decine, gi pud, come dice il Foorier, serivere direttnmente, cifra per cifrs,
il rigultato dellz moltiplicasione, qualuugue sia il numere delle cifre dei dus Tattori.
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ALCONE PROPRIEPA. DELLE, PROGRESSIONI GEONETRICEE

d’ordine superiore ()

I. Data una successione di numeri

'ﬂli '-'IE‘ f{ﬂl"'jarl"‘

se 8i moltiplica a, per I successivi s—1 termini, . per 1 succes-
sivi $ —1 fermini, ece., la successione formata coi prodotti ottenuti
si dice la successione dei primi prodotti & ad s della data.

La successione dei primi prndﬂttl s ad s della successions déi o
primi prodoffi s ad s della data si dme la successione dei secondi

prodotti 8 ad s della data, ece.

Risultano evideuli le due seguenti propriela.:

1) Data una progressione geomelyicq d'ovdine n e di vagione q si ha
che la successione dei pradotii erresimi s ad s forma une nuova pro-
gressione geomelrice d'ordine n ¢ di ragione g, |

2) Data una progressione geomelrica dordine n, della classe m e di
PAGioNi Gsy Qay. ooy Qu PORERND Grqs...Qm=p st Aa che la successione
dei prodotti enniestms M ad v forma una nuova progressione geometrica
d’ordine n, della prima classe e di ragione pt,

2. Data una progressione geometrica

()

E;[-E.ﬂ ﬂﬂllll ﬂr:l.ll

d'ordine n e di ragione q, la suceessione

(2) iy Miay Bgosreesy Brpfr-i)ag- .o

forma una progressione geometrica dordine n e di rugwue q®", qua-
lunque sio s.
Formiamo infatti la successione dei primi quozienti della (2);

(-‘-’-!14,-3: ﬂ':), (GH—EH: H'Hra} 3o 1{’31-;45 : ﬂler-ﬂa} yr .-

(*) V. nell*Annate in coree del * Periodico dl Matemptics o’ Ln TENOA, Su alcuni delerminanti
@i differenze ¢ di'somyme; L. Texoa, dlcune proprieta dells progressioni aritmeticie d'ardine gliperiors,
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evidentemente:
Fips: @, = (f-?s_rf 111_) (as - W) siomine ik mene (@14s ag)
®y g5+ Gy = {ﬂa-;-s . iy 1_'-.5) .(ﬂﬂ+s-: ﬂ'.!+a] “van (ﬂ1+'93: ﬂEﬂ]

- - - w 5

@iirs ¢ Arpr—1)s = (Busieoys : @14 (r1ys) (Gnye_yn: fai(e—1)s) - - - (a; 4r8t dy)

cloe ciaseun primo quoziente di (2) & eguale al prodotio di s primi
quozienti sneeessivi di (1) e precisamente il primo € eguale al primo
dei primi prodotti s ad g della successione dej primi quozienti di (1),
il secondo & eguale all'(1 4 s)™ dei primi prodokti stessi, scc.

Formiamo ora la successione dei secondi quozienti della sucees-
sione (2). Pel modo ¢on cni sono formati i primi quozienti si ha che
1l primo dei secondi guozienti di (2) & eguale al primo dei secondi
prodotii s ad s della successione dei secondi quozienti di (1), il se-
condo & eguale all’'(1 -+ s)™° dei secondi prodotii stessi, ece.

In generale: il primo degh erresimi quozienfi di (2) & eguale al
primo degli ennesimi prodofti s ad s dellx successione degli erresimi
quozientl di (1), il secondo 2 egnale all'(1 | s)=° degli ervesimi pro-

dotti stessi, ece, |

In particolare il primo degli ennesimi quozienti della (2) 2 eguals
al primo degli ennesimi prodotti s ad ¢ dslla successione degli en-
nesimi quozienti di (1), il secondo & eguale all' (1 sj=° degli enne-
simi prodotti stessi, ece. Ma gli ennesimi quozienti di (1) sono egnali
& g, percid gli ennesimi quozienti di (2) sono eguali a ¢,

In modo analogo si dimostra la. seguente proprieta:

Data une progressione geometrica di ordine n, della classe m, di ra-
1018 1y Qayee. |

n:
m"__ﬂl:ﬂg:ﬂﬂ:.-.:ar:-4-

ponendo Qs ... Qu=q, si ha che la successione

ay, al—i—lﬂ: El-i-ﬂmi =0y a.l-l-{t'-lhﬂ 1+

forma una progressione geomelrica d’ordine n, deile prime classe e di
ragione pt=" ), *

3. Data una progressione geometrica

n: |
e One e iii st BEY e

@ordine n e di ragione ¢ si ha che la successione

t—pn t=n 1=a_ t=a
(3) Ua;, Hagy:, Masersy..., | £: TR
t=a t=1 =l t=1

. ; o ¥ i i-l
forma una progressione d’ordine n e di ragione 9",
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Infatti Ja successione dei primi prodotti s ad s della data per una
proprieta vista forma una progressione geometrica di ordine » e di
ragione ¢°. Formiamo con termini di questa uma nuova successione .
prendendo in essa il primo termine, guello di posto s+ 1, quello di.
posto-2s+-1, ecc., che.d poi quella di cui tratta il teorema. Per una
proprietd dimostrata essa forma una nuova progressione geometrica -

di ordine # ¢ di ragione (g%)" = g=**,
Il teorema si pnd dimostrare anche osservando che la succes-
sioue (3) sl pud obtenere moltiplicando termine a termine lo progres-

sioni
7n: _ g
R T L B I T SO | Y e | VA
n:
— At lgyy? Hargss o v vl Hﬂ-i-[ra-—l;lﬁ - AR,
%3 ] 4
—.-_. ﬂ-g.: HEB : ﬂ& : ------- arﬁ - i A e W= F W Al ‘?
In modo anslogo si dimostra la seguente proprieta:
Data una progressione geometrica di ordine n, della classe m, di ra- A
gionz Gz, Ge, . - . G -
n: . P

M— A28 8psaaviBricaa '

POnendo (iQe...qm =p 8 ha che la successions

Sy R on A5

fa;, 1 5 | £:TCTORIDR | I T - N

=1 i=1 =1 t=1 :

forme une progressione geometrics d'ordine n delln prime classe e di g
ragione phov), .
4. Dividendo termine a termine le due progressioni seguenti ri- A
cavate dalla (1) |
- i=a t=a i=g l=a 5.5

— Uyt Hagey: oaarrs oot oo vsee . .. i

v i=1 =1 t=1 t=1 ’ E

(3 g

ﬁa . {fﬂﬁ : aﬂH e B e : ﬂrﬂ.: o w i ' ,,.-

Ll
x

si oftiene la nuova progressione

e ==l t=s-1 t=p~-1 t=p—1 . ==l
e i t - H'51'_r:;+l: . Hﬂﬂ-{-ﬁ: Maseits ..z 1L (F=1)hLbis = s.e
- t= 1=} =1 t=1 i S
di ragione :

g{E'n+]}-: q(ﬂn] —_— gﬂ-ul;ﬁ_n_




............

188 PERIODICO DI MATEIATIOA

Dividendo termine 2 termine la, progressione oftenuta per la pro-
gressione seguente pure ricavita dalla (1)

J T

ﬂﬁ._l : HEE‘—"I :-1 Eﬂﬂ—]_ : " o= -,: ﬂ[ﬁ—[ : L I

81 obfiene la nuova progressione

ﬂ-: I_:=E-—2 L=ﬂ—ﬂ.- t=a—12 t—=8—12
— Hag 2 Magy 2 Mase,y:...: [[clx{,__mﬁ: . & g
T — L=t

. =1 L= E

di ragione ¢®=%,
In generale: |
- Data una progressione geometrica di ordine n ¢ di ragione

a: :
. E-l: Hﬂ:a_ﬂ;"-.:af:---
st hit che la suceessione
t=n—u f{=p—q L=E—I i=g-~=n
IIH.ﬁ! ' -[_[Hﬁ'i-tj -[[at_ﬁ+t. § 209y Hﬂfr—l}ﬂ+t y =
t=1 t=1 t=1 t=1

forma una progressione d’ordine n e di ragione qFC dove u pud as-
suiere uno qualunque dei valori 0,1, 2, ..., s — 1, qualungue sig s.
In modo analogo si giange alla seguente proprieti:
Date una progressione geometrica di ordine n, della classe m, di ra-

Q‘i{}ﬂi Qis Qay4- « qm

n: _-
M~ 8282835 ...20: ...

ponendo Qus...qu=p si ha che la successione

t=m—u tz=m—u i=m=-11 t=m-u
Hﬂt a ]:Iﬂmri.-t L Hﬂ][ﬂ -[-'ﬁ ,' -any ﬂ{r_...”m.f_t, =0 =
it=1 =1 i=1 t=1

forma una progressione geometrica @ ordine n, delle prima classe ¢ di
ragione p™ Y dowe w pud assumere uno qualungue dei valoyi

0,14 2...m—1.

Albania, aprile 1917,

L. Tenca. .
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UNA GENERAZIONE DELLE CONICHE A CENTRO
ideata da E. TORRICELLI

(Nota di Gino Lomia)

In una pagina tottora inedita degli Seritti di E. Torvicelli (*), 1a
quale troverd posto nell'edizione in eorss di stampa delle Opere del .
grande Faentino, si legge una notevole costruzione dell’iperbole, che,
se anche venne poi avvertita da altri (il ehe io ignoro (%), & certa-
mente cosl poco nota che, se non m’in ganno, merifa di venire segna-
lata ai lettori di questo Periodico. Teeo come fa espone ['eminente
discepolo di Galileo:

“Siano i dati foei (fig, 1) A, B et il labo trasverso AG, facciamo o
due eircoli, il semidiametro de quali sia il lato trasverso della futura

hyperbola. Prendansi eguali gli archi GC, T'D e si prolunghino AC,
AD e tirando per B et B Ia EBH sard H nell’ hyperhola .

Altrove il Torricelli rileva che, quando Ja trasversale ADE di-
viene tangente al cerchio di centro B, le rette AC e BE divengono
parallele; donde il mezzo per trovare gli asintoti della curva in que~
stione. Cid & un semplice corcllario della precedente costruzione, il

quale diviene ancora pili manifesto osservando che i punti C e D sono

—

(h 11 T. XXIX, carta 58 v., della raccolta Discepoti di Galileo depositata nmella Biblioteen Noe
ziongla di Firengs,

() Sard grato a chiungue vord illuminarmi sopra questo punto per me interessantissimo.




180 - - PERIODICO DI MATEMATICA

summetrici rispetto a O, punto medio del segmento AB. Va notat
ehe questa costruzione degli asintoli & per 1l Torricelli sempre ¢f
fettuabile, pereh® nella fignra su eui egli ragiona 1] punto A & eatery
al cerchio di cen o B, |
~ Per verifieare semplicemente 1'esattezza della costrnzione surr
ferita, serviamoci d’'un sistema di assi cartesiani ortogonali di eui }
retba AB sia I'asse delle ascisse e O sia I'ovigine. Chiamiamo 27 1
distanza fra i dati fuochi ¢ » il raggio comune dei due eircoli ansi
liari; per le ipotesi fatte snlla disposizione della figura sara r <2
Indichiamo poi con « e 8 gli angoli DBF,EBF; in conseguenz
le coordinate dei ponti D,E,C saranno eSpresse eome segue:

L—rcosa, 2sen u; Z—-ruusﬁ,f'aenﬁ; —l-}-recose, —rsena,

~ Siccome i tre punti A, D, E per ecostruzione sono in linea retta
sussisters la relazione

— 1 0 1
L—rcosae rseng 1 =0
[—rcos veenB 1
0VVero '
3. 0- %
(1) — 0.
cosae senw 1 ~
cosf senf 1

D’altronde le rette AC, BE hanno risp. per equazioni:

(2} (z-F1)sen & 47 cos =0, (3) (®@—1)senf 4y cosB=0.

2 | Pereid 'equazione del luogo geometrico del punto H si ottienc
elimmando « e B fra le equazioni (1), (2), (8).
Ora le (2), (8) dauno
sen @  coSa 1
—y 2+l Y+ +
sen B cosf 1

—y 21" V=t -

4 Sostituendo mella (1) i valori di sen e, cos «,5en B e cosB dati ds
queste relazioni si trova

a c

B 2 A S =y ==l bl
o i—1 1 JE=FF7
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{4) , Ve + 1) 4o — V(m"-.— -+ yﬂ= r.

Per ridurre quest’équazione a forma razionale sono necessarie due
elevazioni a quadrato, dopo di che essa assume il seonente aspetto

(5)

e questo pone subifo in evidenza l'esattezza dell’asserto torricel-
liano. | _

Ma la (5) mostra anche che e 2/, Invece di essere mﬁggi_nr_e, fosse
minore di 7, il luogo del punto H sarebbe rappresentato dall'equa-
Z10Ne |

z* | ¥y
BMER

onde sarsbbe, non pili un’iperbola, ma un’ellisse avents ancora 'asse

1

focale di lunghezza r. Dunque le costruzione di Torricelli pud servire

per tutte le eoniche a centro (nella fig. 2 essa & applicata alla ellisse),

Fip, 2.

Chiuderemo questa Nota con alcune osservazioni.

. L'equazione (4) & la traduzione in lingnaggio algebrieo della
notoria relazione che passa fra i raggi vebtori di un punfo qualnnque
di una conica a eeatro; onde la costruzione esposts si pud rizuar-

dare come un modo speciale per esprimere quella relazione, il quale .

conveniente dal punto di vista grafico.
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1L Nella costruzione precedente (v. fiz. 1 q fig. 2) si seambing I
voci dei punti D, ¥; per maggior chiavezza chiamiamo il primo ¢
questi punti E' ed il secondo D’ ; sl otferrad allova invece di H, y

punto H', il quale & il s1mmetmm di H rispetto al centro O dail;s
curva. Bmevge da eib che, nel caso di ﬁﬂfum considerato dal Torri.

celli, la genesi esposta da enftrambi i rami dell’iperbola, senza bi.
sogno, come poteva credersi, di scambiare fra loro gli uffiei dei duy,
punti A, B e dei dae circoli ausiliari; nel caso dell’ellisse si POsSson
similmente ottenere tutti i puati della curva,

ITL I punti F, G che intervengono nella costruzione torvicelliang
sono due delle intersezioni delle circonferenze susiliari con la retfs
dei centri. Come tali il Torricelli scelse 1 due perigei (*); ma  alle
stesso risultato (anche nel caso dell'eliisse} si perviene preferendo
due apuﬂel, oppure un perigeo ed un apogeo, circostanza che pui
talvolta riuscire utile nella delmeazmne dl una conica a centro.

Genova, Luglio 1917.

P

PRODOTTI APPROSSIMATT
(Nota del D{Jfb. Prof. Vircmnia Vesin)

In Geometria, per calcolare 2x», wr® e simili, ove » sian espresse
in cifre, o si vogliano aleune cifre del prodotlo, bisogna fare ua eal-
colo approssimato.

La maggiovanza dei trattati di Geometria ad uso delle scuole non
parla di tale guestione; allri danno ESEI'H[JI con ¢ifre non esatte.
Pochi aufori trovano le cifre esatte, per via pit o meno rapida.

Mi propongo di esporre come si possa t1'atta,re simile questione
nelle scuole medie.

a) La serittura:

Vi =81415926

si legge: “ 11 valore con 7 cifre decimali di = & 31415926 , (3.

('} Pox brovith chiamo perigeo od apogeo di un punio rispeito ad un cerchip npparlsﬂnﬂntﬂ ad
urn piamo passante per qusel punie il puutﬂ deliz periferia situato alla distanza minima o massima

dal dato.
{ﬂ} 11 punto che =i vede in alte fra Ie cifre 3 ed 1 & il poato decimale,
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Di qui, cancellando alcune cifre, si ha:

Vﬂ % — 3'142
Ve w =31415
vﬁ = 3'14159
ece. . . .. |

b) X rappresenta il numere dieci, base della numerazione. |
Quindi: X X*'; X*. X~'; X—* si possono leggera: * units, decine,
centinaia, decinii, centesimi, ece. . . . vy
" ¢)Sex & m numsro reale

positivo, ed # & un numero uatorale,
8l la: R

Virsor< Va4 X

ciod: “II valore con n cifre decimali de] numer
(od eguale, quando tutte 1¢ cifre dopo |a pmo
nore delle stesso numero aumentato di
decimale .

s1ano nulle), ed & & mi-
una unitd dell’ultimo orditie
Proerena . — Usna circonferenza ha pey 1aggio a 2;

ealeolarne con 2
cefre decimali la lunghezza in metri, ovvéro: |

ﬂﬂlﬂﬂlﬂ. di Vz (4 X =),
SoLuzrowe,
Prendendo = uun‘S cifre decimali, si ha:

Vare = 3-141 < &< idem -- X-*,
ove la parola ;‘iﬂem » 86a ad indicare il medesime nomer
wemwbro della limitagzione. | | |
Moltiplico per 4 i singeli membri di quesia limitaziona:
43X Vo = 12564 <4 X 7 < idem + 4 3 X2,

ove anche gui la parola *idem . ata per indicare il
membro della limitazione, ciod indica 12:564.
Dunque

a soritbo pel primo

medesime numero &l prime

12:564 << 4 ¥ « < 125868,
Va(d X m) = 1956,

onde

Risposia.

La eirvconferenza data & lunga m 1258 o Fra.zi_n_n.a di centimetro (%)

ProBrema I1. — Data una ctreonferenca di diametro

mi, . ge e
caleoli la lunghezza con 2 cifre decimali, ovvero:

(') Uso 16 parola frezfone mel signifiento _mlgura ed etimologico, ciod di quantitd 'mi:‘zpﬂl_r“éi;f_l__ -----
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Gnluﬁ_ln di "ﬂ (T m).
SOLUZIONE.

Prendendo ©n con 3 cifra ‘decimali si ha:

. Vam=13141 < 5 <idem 4 X5,
Moltiplico per 7+

TX Vanm=21987 <7 X = <iidem 4 7 X X-? = 21994,

Si eonclude: i
Va7 KX =) = 2198, ovvero = 21'99.

Ossprvazione 1. — Questa risposta, per cui del valore richiesto 8i danne due
espressioni differenti di una unitd dell'nltimo oxdine decimale, ai ritiene sufficiente
in pratica. Se =i hmla decidere quale di questi numeri sia il vero valore, allora
i prenda = con uni cifra deoimale &1 pii, quindi si faccia il prodotto per 7.

Bl ba:
Ve =81415 < r < jdem -} E”‘

7% Vi = 219905 <:7 X n ,_,: idem + IX—*= 219912,
8i concinde: '
W'i‘-)(.n] = 21'99.

_ Ra‘spasm.

La circonferenza data & lunga m 21'99 e frazione di centimetro.
 Osservazionz II. — 8i yud anche dedurre che V{7 3¢ w) = 21880 ovvero

= 21:991.

ProBrema 1L |
Caleolo di V3 (100 X w).

SOLUZIONE,

Moltiplico = per 100, cio2 trasporto il punbo decimale di 2 posti verso desra
o prendo 3 cifre decimali. Cid equivale a prendere = con 5 cifre deeimali e tra-
sportare poi il punio decimale di 2 posti.

- Clod; ,
| V3 (100 X =) = 100 ¥ Vs = 314:158."

ProprEna IV. :
Calooko di Vs (01 X =)

JoLUHIORE.

‘Molkiplico & per 01, ciod traspnrtn a Emmtra II punto decimale di un posto,
poi prendo 3 eifre decimnli. |
Conelndo = | |
Va (01 X =) = (-314.
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Caleolo di V2 (200 X ).

SOLUZIONE,
(Oasarvo che:

200X = =2 X (100 X w). :

Prendo 100 X = con 3 cifre decimali, (problema I1I) e poi meltiplico per 2
(problema II).
Si ha:

V(100 X =) = 814'168 < 100 K ® <_idem < X—2.
Onde:

23 Vs (100 X ) = 628318 < 200 X = < iddem + 2 ¢ X~ — 628-890.
Conelndo che: e |
V= XX (200 X =) = 628:31.

ProBrema VI, -
Caleolo di Ve (075 X =),

SOLUZIONE.

Prendo 0'1 X = con tre cifre decimali, poi moltiplico per 5.
Si ha: 4

Va (01 X 1) = 0814 << 0-1 X = < idem -+ X-3.
Onde: :

D X Va {0l X m) = 15T10<C 05 K < idem <5 X K% = 1575,
Coneclude:

Ve (005 X =) = 1-57.
PROBLEMA GENERALE.

Caleolo di Vi (234756 X< =),

| B o SOLUZIONE. .
Osservo che:

23456 X m = (800 +80 +4 L 054 006) =
= 2 X (100m) 4 3 X (10%) + 4n 4 5 < (0'1=) + 6 X (0-01x), '

Prende 1 walori con 4 cifre ﬂaﬁima}i. di 100x, 10m, 4=, 0'1%, 001w, faccio
le moltiplicazieni, e la somma:

23 Vi(100m) = 6283184 « = 200m < idem <= 2% X4
3 X V.(10%) 942477 < 80n<idem + 3 >¢ X4
4 5% Ve = 126660 < drt < idem -4 4 3 X4
DX Vi0In) = 1B < 05z <idem 4 5 X X—*
63X Val00ln) = 01884 << 0'061 < idom 4 6 X X~ i

736'8910 << 284-56x < idem 4 20 3¢ X—. =
736-8910 < 284-567 < 786-8930.
Va(234:56 X 7) = 73680, .

(Cioé;

Concludo:

ST
e
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OssgrvazioNE. — 1l numero 7368910, che risulta dalle opera-
zioni indicate, dicesi prodotto di grado 4 di 23456 per =, e si indica
con : “

234'55 X; %

In generale: se w & un numero qualunque, e se @ & una cifra, ciod
uno dei numeri 0, 1, 2,..., 9, allora si conviene che:

& Xn ﬁ =& >< vniﬁ.
(@ X X?) Xum=a X Vi(XPx).

¥d avendosi un numero con pii cifre, lo si scriva come una somma
di potenze di dieci:

ﬂ_ﬂﬂiﬂuiﬂvla_ﬂ — {IEE:E + o IEI + o + ﬂ-_-lE:_I _}— ﬂ_gﬂ:—ﬂ.

Poi si faceia il prodofto di grado # di ogni {'.ermmﬂ per w, e la
somma di questi prodofti parziali:

0B Ay Wn o= (@:X?) Xu & 4+ (0:XY) X 7 4 a0 Xu 7 -
(@ X Xu w4 (2. X7%) Xa .

56 chiamo @ il NUINErD Ao, dyd_. a4, 51 ha dal 1aﬂiﬂname‘.utn pre-
cedente:

aXgm<aXn<<aXin-(Somma delle cifre di g) X X,

de lo somma delle cifre di @ & mivore di 100, (il che avviene cer-
famente se @ ha non piu di 11 cifre), per calcolare « X = con n—2
cifire decimali, si ealeoli a X, «, ¢ si cancellino le due ultime oifre.
Tukte le cifre rimaste sono esatie, saulvo I'ultima che forse si deve
aumentare di nna unitd; e precisamente, se aggiungendo ad a X,
la somma delle cifre di @, moltiplicata per X7, (ciog tanfe unita
dell'ultimo ordine deecimale quant'® la somma d&“ﬂ cifre di a), la
terz'ultima cifra non varia, allora tatte le n — 2 cifre decimali sono
esatte; altrimenti riesce ambigua di una unitd 1'uliima cifra conser-
vata.
| Ora risolverd i prub[_emi numericl refativi a 2nr e m?, che si tro-
vaio net trattati di Geomefria che ho potuto consultare, trattati ad
use delle scuole medie italiane. :

Nella maggioranza di quei tratbati non & spiegato come si faccia
il prodotto di = per un razionale; remmenn sono portati eserﬂpi del
genere. Tali trattati, benché aleuni portino nel titolo: “ ad uso
delle scuole teeniche , non rispondono al programma. S:mxlm&nte non
rispondono al prqgi'a,mmd. quelli che, pure non spiegando come si
faccia la moltiplicazione per w, né dando esempi relativi, Ii‘rupnna
gono agli allievi degli esercizi in cui si esigono quelle cognizioni, -
quindi esercizi che gli allievi non possono risolvers. |
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Citerd ora quei tra.ttatl in cui sono dati uno o due esempl

Eseueio 1° -
Calealo di V, (626 X =)

ovvero: calcolare con 4 cifre decimali ’area del cerchio che ha il raggio dim 2°5,

SOLUZIONT,
Caleolo 6-25 %=, ciod caleola il prodotto di geado € di E-’ES per =,

6 X Vo = 18849552 | :
2 X Ve(l0-'n) = 0628318 | LI
5 X Ve(10-%z) = 0'157075

Sommando si ha: B2 X x> 1-9'634945
Somma delle cifre di 625~ 13

6:25 X <= 19'634958.

Siccome agginngendo 13 unitd: di ultimo ordine decimale al primao

membro,
non variano le prime 4 cifre decimali, si conclude;

V(625 3¢ ) — 19-6349.

Noza. - L'esempio preuedante trovasi in Birris, Geometrs
detle scuole teeniche, sesta edizione, 1916, pag. 2186.

L'Autore da il risultato 190250 con errors di 99
decimale. (nesto errore proviene dal fatto che
snfliciente a dare 4 cifrg dammnll'
seritto 4 cifre decimali,

i e:{cmmtm'ﬂ ad Hso

unita dell'ultimo ordine
PA. prese per = il valore 8 14
ovvers, avendo preso quel valore, di avere -

. Esunrro 2°,
Caleolo di V; (05184 ¥ )

ovvero: caleolare con 8 cifre decimali, 1'ares del cerchio il cul raggio & 2 072,

SoLuzioNE.
Calenlo 05184 »(g =. - '
5 X Ve(10-1z) = 1-57079630
1 X Ve(10-2r} = 03141592
8 X Ve(10-%z] = -02513272
4 X Va(l0—*xn) = 00125660

Sommando si ha (5184 X & > 162860154
Somma dells eifre di (°5184 = I3

05184 ¢ = < 1°69860179.

I

I

Coneludo : | |
Vo(0-5184 % 7)) = 1628601,

Nors, — Il Bieris (libro citata, pag. 216) dice: 1-627776 con errare di 825
unibd dell'altimo ordine decimale,
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Lalcolo Vi (184 ¢ ).

SOLUZIONE.
Calcolo 1345,

CVs(l0m) = 3141502

4 X Vs{10-'m) = 1:25660
4209729

&

- 42-09787.

Concludo:
' Va (134 > m) = 42097,

Nota, — L'esempio precedente frovasi in Fatroper, Ge‘.’ﬂﬂlﬂf‘ﬂﬂ intuitiva ad
delle scuole tecniche ¢ normali, 39" edizione, pag, 120.

Vi si legge per risposta: 33'416, e queste cifre non esatte si trovano ne
numerose edizioni del libro del compiante Aufore.

Eseurio 4° |
Caleolo di Vyp, ove p==T7014 X =

1* BorLpzIonE.

Eﬂﬂguﬂnﬂn le moltiplicazioni usuali, che gqui sopprimo per brevita, si ha:
p > TT014 X 3:14159 = 24194-641228

_ »< 60 = 24194-718240.
Si conclude: _ | !
- - ' Vop = 24194,
Nota. — Questo esempio, con questa soluzione trovasi in Lo Mowaco, &

mgirie intiitiva, anno 1915, pag. 167,

1" Sovvzions,

Eseguisco come sopra la mnltip]icaziuua gi ha:

2> 77014 > 3'14159 = 24194-641226.

Per avere il prnduttﬂ 77014 < (8141569 4 X— *), mon & necessario esegu

una nuova moltiplicazione, ma basta aggiungere al prodotto pre::edanl:e il nom
77014 2 X—5= (r077014, ed ho:

p< 24194-718240,
Conclude, come prima: '
5 - Vop = 24194,

e SULUZIONE.
Caleolo 77014 g,

-TVa (10%x) == 21991'13

TV. (10°%) = 219905
 1Vax = - 314
4Vs (10-'n) = 1-24
04104-56

19

2419475
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onde: ' 2 ST R LA b
ﬂpw-ﬂém e S B e TR s

Nora. — Questa HI* solazione & molto pilt I'H-plﬂﬂ. delle precedenti, perché :
nella 1* soluzione si deve moltiplicare il numero 77014 che ha 5 cifre per il
nomero 314159 che ne ha 6, facendo cosi 30 moltiplicazioni di una cifra per
una cifra; ¢ nella seconda moltiplicazione ss ne fanmo alfri 80; in tubto GO pro-
dotti di upa cifra per unz cifra. : -

Nella II* soluzione si fannp in tutio 30 predotti. Nella ITI® su]umunu si fanno
gsolo 20 predotti di una ¢ifra per una cifra,

B S

Bsempio 5°, | |
Cnleolo & V(7345 X x)

In
140 I SoLoziowz.

Faccio la moltiplicazione nsuale di 73'45 per 3]41 = V;=.

005 X 3141 = 015705 ' L byt R AL
04 X 8141l= 12564 Sl B W TR e

3 X 3l4i= 9493 |

0 X 3141 = 21987 =
7845 X B 141 = 250" TUE&.:: < 1345 X .
230" 1?990 AR MR T
Coneludo : | - ; LI i o
V{7345 X m) =2307, ; ' A L
Nora. — Questo esempio, con questa soluzione trovasi in P:Eﬂa,&, Hlamenti i 7 P 5
Geometrin ad uso delle stuole .-sf:ca'mdnns mfermn, : L Edlzlﬂﬂﬂ 1918 — S Eﬂ.]ElDI]E
pag. 188. | [ 230 SR
_ -II"“ SOLUZIONE. | - 1% LT
Urleolo 7345 X3 =. | | s . ;
7X Val108) = 219905 o
3 X Vam = 9423 e . W% : i
4% Vs(10-'n) = 1256 | o
o X Va(i0-%*r) =  *15d
230' TBB _ o -
19 i
230 T58. :

Vi(78'45 X ) = 2307

Hle

ire
BLO
onde:
Essnrio 6,
Laleolo di Vi(72:0 3 m).
2 Sutmuﬁﬂi

Faecio la muli;lp]mnzmnﬂ uguale di 729 per Var. . ; L Mg
| 09 X Ven—" 28269 - s, S
2 XVm= 6882 - |

70 X Vo =219.87 i

729 X Vg = 2289789

' 729
229'0518.
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"~ Quindi; | |
- Vi(729 X 7) = 2289, od = 2990,

ed i prodotti di una cifra per una cifra sono in numery di _-i~f~4—f—-i_—_ 12,

Nora, — Questo eseiupio, cort quesia soluzione trovasi in Prwsa, libro citato
pag. 134. , - |
- | " Sovuzrons.

Caleola 799 g 7. 5 |
) T X Ve(l0nr) =219905

2 }( VE'EE —— 6'282
9 X Va(l0-'xm) = 92-898
229'(13

18

299031

quindi : |
V(729 X =) = 229-0.

ed i prodotti di una cifre per unma cifra sono in numero b+4+3=12.

Percid, eseguendo il prodotto gl‘ﬂ,dunie, collo stesso lavoro, si oftiene naa
cifra di piir

Cosi can una successione di problemi, esposi la definizione e le
proprietda. del prodotto graduale, nel caso in cil uno dei fatbori ha
un numero finito di cifre: e citai a titolo di onore i pochi libri ad
ugo delle scuole, nei quali tale questione 3 traftata, sia col caleolo
approssimato, in cui si trovano cifre non esatte, sia con procedimento
rigoroso, come megli ulkimi, servendosi perd dells moltiplicazione
ordinaria, - ' "

e

NOTEVOLI PROPRIETA DI DUE SUCCESSIONI

Si formino due successioni A e B tali che in ciascuna di esse
ogni termine sia eguale alla semidifferenza tra il termine che lo
segue ¢ quello che lo preceds, e tali che i primi due termini della
successione A siano 162, ed i primi due termini della suceessione B
siano 1 e 3. '

Per tre termini consecutivi a1y @y © @ney della successione A si

ha cosi: ;

@41 — G

n == 3 | (1)

e per fre termini consecubivi bu_y, b, e b,,.; della successione B si
ha- egualmente:

{3_11 Ef bu-—l ' -
bl] - 2 * ¥ (2)
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Le due successioni cosi formate SO0
Sﬁﬂ-ﬂﬂﬂﬂiﬂne A Sucﬂessipne B

1’ @ == 1% by =

_2ﬂ Iy = 2 21:' 53 At g

3“ (lg — 3" 53 =

4" ay =12 4% O == 17
50 as = 29 50 by = 41
6° tg =70 6° he =99
7 e =169 0 byE2sl
g* as = 408 8" bs =517 S e
9 a =986 ~ I by=1303"

11°  au =574l | 11§, =38119
12° a1 =13860 12° b= 19601
13" Ayg = 334:61 1 3“ 1!313 == 4?321
140 @y = 80782 14° bio= 114243
I5ﬂ g — 195025 15“ b-iﬁm 2758 07
16° @ =—470832 C16° b= 665857
17° 4y = 1136689 17° b= 1607521
189 as = 2744210 : I8 by— 3880899
19° @y = 6625109 19°  By=9369319

20" au=15994498 20° bes = 22619537

(Bnyy1 — My

2

=

Le proprietdh di cui godono queste due successioni sono cosl Im-
portanti, ¢ le formole che da esse se ne ricavano sono cast eleganti,
che meritano essere studiate, tanto pili che di esse credo nessuno
siasi fin oggi occupato,

Cominciamo col confrontare la successione A con la successione
naturale dei numeri; scorgiamo subito che una sola diversitd esiste
nella loro formazione. ed & che mentre nella prim: ciascun termine
¢ ugunale alla semidifferenza dei due termini configur, nella seconda
ciascun termine & uguale alla semisomma dei -due termini contigni
della successione stessa: in entrambe pero il primo termine & 1 ed
il secondo & 2. | | -

Esiste guindi una certa analogia fra queste due successioni.

Identicamente esiste una certa analogia tra la sumecessione B e
la. suceessione dei numeri dispari, gisccl® anche qui la diversitd con-
gigte solo tra semidifferenza ¢ semisomma, ma in entrambe il primg
termine & 1 ed il secondo & 3. "

Esporremo ora nelle seguenti formole e nei segnenti beoremi le
proprietd principali delle nostre due successioni, non tralascisndo

: bu' bn-F—l G bn‘—'l

o ¥, Je
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di fare qualnh& opportuna apphﬂazmua 8 prupurla anche qualch
esercizio alla fine del presente studio.

Dalle formole iundamantah (1) e (2) con semplici trasposizioni d
termini rieaviamo fﬂmhnente gueste altre:

) Gwa=20, +au, @) bapr=2b + oy
(5) Ay, = fnt1 — Bp—y (6) 2.5n = bpg — bn-_l
(7] n—1 = Qg1 — zﬂn {8) | bﬁ-—l — bn+1 s 2bn .

Di fre termini consecntivi di ciasecuna delle due snccessioni es
‘sendo nobi i primi due, ge ne pub caleolare il terzo per mezzo dell;
formole (3) e (4), colle guali parmu si possono ealcolare quanti g
vogliono soccessivi termini di ciascuna delle due successioni stesse

Teormma 1°. — I terming della successione A sono alternativament
uno dispari ed uno pori, queﬂa della successione B sono tutti dispari.

Infatti, dalla formola (5) seorgiamo che due termini aliernati dell:
successione A differiscono per un numero pari 2a;, pereid sono o en.
trambi dispari o entraxabi pari; ma il primo termine, 1, della succes
sione A essendo dispari, saranno dispari tuthi quejh di pnstﬂ dispari
ed essendo il secondo termine, 2, pari, saranno pari tutti i termini 4
posto pari. '. -

1 fermini della snocessione B saranno invece tutti dispar: perchs
la formola (6) & identica alla (5) e perchd il primo termme ledi
secondo, 3, sono entrambi dispari.

Tnoﬂmm — Lo somma di die fermini consecutivi della sucees-
stone A 2 ugrzmza al termine della successione B il cui posto 2 uguale ¢
quello del maggiore dei due primi, e la diffirenza 2 wguale al termin
della successione B 11 cus posto é uguale o gueiin del minore;- ciod:

(opt — @p == E‘u+1}.' )
m 11 ._'ﬂ” == by '

Cominciando dalla prima parie del teorems, osserviamo che il
secondo termine, 3, della snccessione B & ugunale a 142, ciod al
primo pih 1l secondo termine della successione A. Il terzo termine, 7,
della succegsione B & uguale a 2 -5, ciod al secondo pi il terzo della

‘sueccessione A.-Tl qualtu termine, 17 della successione B & ugnale a

9+ 12, cioé al terzo piu il quarto della successione A. I quinto ter-
mine, 41, della successione B & ugnale a 12 + 29, cioe al quarto pit
il quinfo della successione A.

Fin gui In legge viene verificata. Supponiamo che continmande
ancora essa si venﬁnht sino al termine b, della successione B, e che
s1 abbia ciod;

bana= (g3 0y ¢
.bn = Iy ’l‘ﬂu—l-



-0ssia riducendo,
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~ Dimostreremo che la legge medesima si ‘FEI‘lﬁEhEl.ﬂ. ancora pel
_termine segnente, ciod si avra ancora: |

b‘u—i—l-: Hn+1 —'l-ﬂ'n. :
Infatti per la formola (3) essendo

dn — 2“11'—1 + dn—3p
ed |

Boyr =200+ oy
by T o1 =2an 4~ 301 + tps.
D’altra parte nella suceessione B per la (4) si avra:
, ' by = 2ba - bay
dove sostituendo a b, e by, i valori sopra indieati sari:

busr = 2{an + @as) + (@y_1 + n_2)
b!l+1 =2 ﬂn.'{__gun—i ‘]_ Op—z

bﬂ}l-h—"—“n _I_Ian-i-l*

Ora, avendo noi verificato In legge sino al guinto terxnme della
suceessione B, ciod: 41 =12-129, essa sussisterds anche per il sesto,

pm per il settimo e cosi di seguito, siccha la defta legge sara vera
In ogni caso,

Per la seconda parte del tem‘ema osserviamo che essendo per

sommandso sara-

e quindi finalmente:

| la (3) (nsr = 200 + Gp—y S8R pure, traspnrtamin ¢y 2l primo membro,

ng1— @n =l + ﬂu—l "
Ma avendo trovato che ay 4@y = b sara:
(ynyg — ty = by, e. d. d.

CororrLArio 1% — La sommae di due termini qlternats della swcees-

gione A ¢ uguale alle differenza dei corr ispondenti terming delln succes-
sione B, cioe: -
| @41 —I‘ g1 — E‘nq—l Th= b‘ll—l v : {10)

Chiamiamo fermrini corrispondenti delle due successioni, quel fer-

mini che occupano il medesimo posto in ciascuna delle snecessioni
afesse.

Dalla prima delle due formole (9) si ha.
a2 —[— @u = Onya

dalla seconda, per 1l. termine b, , si ha pure:
Go— oy = by

Softraendo e riducendo si ha finalmente:

Bh+1 T OQp1=— bn+1 — By

i

ATl




|

ot
Shi ]

204 | PERIODICO DI MATENMATICA

CoroLLARIO 2. — La semisomma e le semidifferenza di due terinin;
consecutivi dello successione B sono rispettivemente egualt ¢ due terming
cansecutivi della successione A.

Pel teorema precedente si ha (9):

Cnyt - Gg = bugr
Gypg — Qp = bu -

Addizionando e softraendo e poi dividendo per 2 avremo:

 Onaq - by
B s Rt .‘j-
il
bn—}—l_b'u [ )
ﬂ'-n = 2

Corornario 3% — Il prodatio di due termini alternati della suceas-
stome A 2 ugquale alle differenza dei quadratt dei due corrispondenti
termans delle due suceessiond, il cui posto ¢ intermedio ¢ quello dei due
nrimi, cLoe: -
Aaeg A = by — @, (1 2)

Infatty, le due formole (9) per lo stesso termine &, danno:
| Qo1 @Gy = by

ni1 — @u == by

che si possono anche scrivere

g ° bu 4 I
Bn-t1 b;n 1' yn.

E

E moltiplicando membro a membro si ha finalmenie:

_ u—1 B == bnﬂ = ﬂuu-
Fisempi:

per =3 &1 ha: 2X 12= 7°— bB? gssia 24— 49— 25
per n=4 si ha: 5 X 29=17" — 12? ossig 145 =289 — 144,

Trorema 3°. — Il doppio della somma dei quadrats di due termini
consecutivi della successione A ¢ uguale alla somma dei gquadreti dei
corrispandenti terinini della successione B, ciod:

2(ay" ﬂﬂn-}l) = U’y - -bﬂn-l-l ‘ (13)
Infatti, elevando al quadrako ciascuna delle due formele (9), sard:

- g 3
@ nys —{‘ 2\'1n+1 Oy dn = b n+t
g
ﬂﬂm{—l A 2"1.11-%-1 On—1 0n = bﬁu-

Addizionando membro a membro e riducendo, sard ancora:

z(ﬂ—uﬂ "[_ ﬂ-En+1-] ——e E‘Hn _I_ Elin-l-] C. d- i -
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Hsempi:

per n=3 siha 2 (5 10— Pl 1P
per m=4  ©,  2(12°-1 897 — 177 4 41°
per =25 " 2(29* 4+ 70%) = 41° 4 98*,

TrorEna 4° — [1 doppic della differenze dei quadrati di dite tesr-

mini alternati della successione A 2 uguals alla differenza dei quadsati
dei corrispondesiti termini delln successione B, ciod:

E(ﬂ-ﬂu-!-l T ﬂgn—nl) o 5ﬂn+l e E‘H.n—ql- . (1-‘_51:)
Infatti, applicando il teorema precedente a due termini consecu-
tivi, avremo; :
| 2"3'!'*3-?.1-1.4 —l— 20" = I!:*gtlt-;-l + G.*
Zﬂuﬂ + zuﬂn—l = ‘“I‘ Eﬂn—l '

e sottraendo membro a membro, sard:

P _(ﬂr ﬂn+1 g I"Iiim- IJ — b“u-r-l = Y
Tisempi:
per # =3 si ha 2(12°—2%) =17"—3" ossia F(144— 4)= 289— g
per m=4 , 229°—5)=41"7" ossia 2(841-25)=—1681—49.

TEI]HEME BY, « Lﬂ .d‘fﬁg‘i'ﬂﬂ-ﬂﬂ‘- L ig dﬂg}pia quﬂ_‘.djj{;tﬂ @i i."’ﬂl tﬂ-f'tmfﬂ e
della successione A e del quadrato del corrispondente termine delle. sic- o
cessione B, éuguale a -1 per < terminé di posto dispari ed a — 1 per i
ternune di posio pari, cioe: T -

1 per w dispari
On 2 __ 58 — + 1 { . j
’ SR —1 per n pari. (15)

Infatii, non conoscendo tale differenza, supponiamo’ che essa sig

uguale ad x per I'm™ termine, ciodé tale che si abbia S
2!‘15“ - E}“ﬂ' = | - “.'.q_

ed uguale ad ¥ pel termine segnente, ciod: ¥uE i
20, — Bys g =

sommando termine a termine avremo: __ | - ,4

2(ﬂ2ﬁ+1 + ﬂnﬂJ === (E'En-';-; + banj — & I i k ;

Per la formola (13) il primo ‘membro di questa eguaglianza &

uguale a zere, quindi anche z 4y =0, ciod 2= —y. Perci per dus
termini consecutivi la differenza cercata sard eguale, mg di segno
confrario, mentre per due termini alternati tale differenza sars egunale
e collo stesso segno. Quindi per tutti i termini di posto pari tale
differenza sard lo stesso numero, come lo stesso numero, ma di segno
contrario al primo, sard per tutti i termini di’ posto dispari. Per
n=1 questa differenza risulta — - 1, perche 2 X 1 — 11— 1 gsary
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 guindi purs Egﬁale a ~-1 par n=>5, ciod: 2 X B —P=-112 cos

per tutti 1 bermini di posto dispari, Per n =2 tale differenza 1risult;

= —1, perche 2 X 2*—3%°=—1, sara percid = — 1 auche PET n=:

ciod: 2 X 12 —17°=—1 o per tutti i termini di posto part. C. d.d
KEsempio; ' -

per == T sl ha: 2X 169°— 289%—= -1
g BE= B . 2 X 408 — 577P=—1
s = 9 . 2% 985" — 1393 =1

. n=10 2 X 2378° — 83689 ——1.

CoroLLARIO. — J] quadrato di un termine delle successione A dimi.
nuiko dal prodotto dei due termini contigui -della stesse suceessione |
ugusle a +1 od a — 1 a secondu che il primao termine & -posto dispar
0 dF posto pari, ciod:

5 -+ per n dispari

— per # pari.

2

Un — Ap41 @p g =L 1 } (16

La formola (15) pud anche scriversi:
| ﬂ-ﬂn _[buﬂ-""ﬂuﬂ)= = ].
per la formola (12) si ha‘inoltre:

by — ﬂ11E = ln41 Un—

sostituendo, avremo quindi :

Hsempio; |

per #=38 si har 5 — 2% 12=-11
s Ni==4 y 28— 5 X 29=—1
» B=5 “ 298 —12 X 70=41
y =20 o 70° —20 X 169 —= —1.

Teorena 6°. — I quadrato di un termine della successione B dimi-
nuio dal prodotto dei due termini contigur della stesse suecessione ¢
equale @ +2 od a — 2 a secondn che il prumo ¢ pari, oppure dispari
ciod: _ - | |

X -+ 2 per n pari 1
IE-— L = W ™ 1
b= bags oy = E—{ — 2 per # dispari. (17

Suppouniamo infatti, che questn differenza sia eguale ad » e che
la. differenza pel termine seguente sia Y, cioe tali che si abbia:

bnﬂ — bn—_l g’11-[-1 —
bﬂn-f-l = z}ubn+a == 8
sgommando sara- -

E:’uﬂ _f“ I'fi'lgll—i—l = E'ﬂ—i bn ¥t — bﬂb:ﬂ-l.ﬂ — & } 1/
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mettendo bn 6 bnix a fattor comnne, sardy;
.E'nﬁ-(bn-}-.l s buél.] — by (_E’ﬂ+3_" bﬂ) — & { Y

sostitnendo ai termini dentro le parentesi i valori dati dalla for-
mola {6) si avra:

bni:l (26:1) B bu (zb'ﬂ. +l) == e _l_ ?f
Q'bnﬁtH- o Qb“b-u+1 — & + Y-

I primo membro essendo uguale a zero sard anche x4y =10
ossia 2 =—1y. Collo stesso ragionamento fatfo pel 5" teorema tro-
viamo che la differenza & ugual& g2 + 2 per tobti i termini di posto

pari ed nguale a —2 per tuttl i termini di posto dispari.
Esempi:

ossia:

per n=3 =& ha P— 83X 17=—2

. =i . IP— 7TX #1=+42

. B=DH " 41° — 17 X 9= 2

s B=6 » 09 —41 X 289 = -2,

TroreMa 7°. — La somme dei quadrati di due numeri consecutivi,
che risultano dolla semidifferenza e dulla semisomma di wn termine di

posto dispari della successione B coll'uniids, ¢ eguale al quadrato del
corrispondente termine della successione A, eiod’: .

=t 1 n 1 ¥ ., . 1
(h“T) ! ( g_ - ) = gy° per n dispari. (18)
Intakty, la formola (15) per # dispari da 2a.* — &.°=1,. che pnd
anche seriversi, dietro avere moltiplicato per 2,
NWn® 4 2 = 4in?,
Agginngendo e sotfraendo 25, nel primo membro, avremo:

(bn® — 25, -+ 1) + (Bad -+ 2By, + 1) =da,.

I termini che abbiame posto dentro parentesi formano un qua~
drato perfetio, quindi sari:

”"n = 1.)5 ‘I‘ {E'n '|‘ 1)3 = ':Lﬂ'ug

o dividendo per 4, sard finalmente

L]

=1 . (8,412 |
( 5 ) —(—( ;_ ) = R c.d. d.
Esempio: |
per = 1 si ha 0 +1% =7}°*
. B== 8 » P44 =5h"
5 == B 5 2004212  =29°
g =i T = 119" + 120" =169°
. B=9 ’ 696" - 697° = 985*
. =1} . 4059" + 4060° = H741%
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- Osservazione. — Questo teorema fornisce molti di quei casi spe.
ciall i cui le applicazioni al teorema. di Pitagora possono venire ese-
guite con calcolazioni semplicissime, quei casi speciali, ciod, in cui i
tre lati del triangolo rettangolo somo dati tutti e tre da numeri ra-
zionali, cosi come 3,4 e 5, i cul quadrati danno la relazione

3" - 43=5"

”

Notiamo ancora che applicande uno di questi easi apecisli si puo
con tutla esatbezza tracciare sul terreno un angelo retto per mezzo
delle sole misure di lunghezza, senza percid nessun bisoguo di go-
niginetri ¢ squadri agrimensori |

Avendo ‘a disposizione, come quasi sempre avviene, una rolletta
di 10 metri, tale angolo pud venire fracciato molto agevolmente pie-
gando la rolletta stessa in modo da formare un triangolo rettangolo,
avente per laki rispettivamente m. 2,00, m. 210 e m. 2,90, giaccha i
quadrafi di questi numeri, come abbiamo visto, sono legati dal teo-
rema di Pitagora, e la somma delle tre lunghezze non oltrepassa
quella della rolleita stessa, ¢id che non avviene scegliendo ad esempia
le tre lunghezze m. 3, m. 4 e m. 5.

CoronrLario. — La somma dei tre numeri, i cui guadrati sono legati
dalla relazione espressa dal piecedenie teorema, é uguale al ierinine che
seque gquelle della suecessione A, ciol:

a_u_]. | bu—;—l 1

9 I 9 i 9n == Gn41- (19)
Enfatfl per 1 primi due fermini si ha: | *
by — 1 | u - 1__ i
. 2 ' 2 a

che sostituendo nel 1° membro da:

b‘n _I_ ﬂu s ﬂ‘n..!,.:[ H

la quale mon @& altro che Ia seconda delle furmole (9) colla fraspo-
sizione del fermine a, dal primo al secondo membro. :
Taorema 8'. — La somma dei quadrati di die numeri consgecutivi,
che risuliano dalle semidifferenza e dalla semisomma di un termine di
posto pari delle successione B coll unitd, & uguale al quadrate del cor-
rispondente termine della successione A aumentando di 1, ciod

{2 3
(bnz 1) . (h;—l) _g,lﬂ_]TI} per 1 pari. (20)

Infatti, per # pari, -dalla formula 15, abbiamo:

» 2{;“5__5“:___1
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che pﬁEBlﬂ.ﬂlﬂ scrivere: - '
| bn® 1—"2'1115 +2

i
i

¢ multipﬁcanﬁﬂ_pﬁi‘ 2:
28+ 2=4a,' + 4a,* 4.
A gpiungendo @ softraendo nel primo mambrn il tarmma 2b

Eﬂl’ﬂr’ | |
(bnﬂ —l—‘ 20, + 1) + (buE ~— 25, “f‘ 1} + 4, + 4,

I termini che abbiamo posto dentro parentesi sunu quadrat: per-
fetti, percio |

(e 1) +{5u—-1r_.4(aﬁﬂ+1)

. e dividendo per 4 avremo finalmente

B+ B e

Esempi:
per #= 2si ha 1°4+2° =271
= N = 4 y . 82 B e 92 = 12-5 _"-.]_ : 4 g
S g =6 49°1+-50° =704 1 v il

» =8 ,  288°4289" =408} 1
» #=10 , 1681° 1682° —9378¢ 4 1
 n=12 ,  9800°- 9801* = 138602 + 1

Trorpuma 9°. — 11 doppio pradntta di due ternnini ﬂaﬂsﬁuutwa deilw

successione A ¢ iguale al prodotto dei corrispondents fEf-“miﬂﬂ della suc-
cessione B aumenialo 0 diminuito di 1 q seconda cﬂw aZ fm'nuﬂe ﬂﬂﬂar&"
oceupw posto r.f.aspm'i- 0 posto pari, eiod:

+1 per n dlEp&l‘l

— 1 per = pall. L),

2{111 ﬂn+__'|_ — bﬂ6ﬁ+1 j: 1 {

Infatii la fﬂl‘ﬂlﬂlﬂ. (L3) pud seriversi, supposto » dispari,

200" — 1 =1b,"
- ¢ pel fermine seguente: |

2@“@1 4 1= B4
Sottraendo dalla seconda la prima, si ha:
2 usr — 00°) 4 2 = (Pus — b7%)
8 scumpnlnﬂnda in prodotto le due differsnze di quadvati, sara:
2(@ns1 — @) (@ 1 au) 2_-*— (bnsr — ba) (baps $=bu)
per.le formole (9) e (11) avremo ancora

2611&[1.'_;1 + 2 —ra 4.'ﬂu_ﬂ'u+1
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'dlﬂdandu per 2 e tr&spurtaudu si ha ﬁnalmanta

Qtn @it = b bn+1 —+ 1 per n djﬂpﬂrl
2000y y = bubypy — 1 per n pari.
Esempi: | . -
per n=2 si ha: 2[ 2X 5)= 3X 7—1
» #=3 , 2{5X12)= 7X17}1
» =4 , 2(12X29)=17TX41—1
y =5 .  2{(293<T70)=41 994 1.

(Continua) Ing. Fiuiero Nicita.
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UL OSSERVABIONE SU CALGOLO DI LGUNI VALOR PROBARIL
i i nelle pm’fe ripetute

La probabiliti Pa che un dato avvenimenbo si presenti o volte
in m prove, in ciascuna delle quali abbia costantemente la probabi-
lith p di presentarsi, & data, come si sa, dalla formola °

m!
a! (m—

Pa=

m=—a

S —,

Nella teoria della prove ripefute, oceorre ealcolare i cosiddetti
valori probabili delle potenze del numero « e della differenza a — mp,
ciod lﬂ summatnme '

n=;|n a=

118
L o'Pa, = (& —mp)Pa,
a=0 o=

per r =1, 2
- A quest’ eﬂ'ettn i pmte dalla relazione che si ottiene derivando
napettu & p I'indentata

a=1m

E Pu S 1.-

| ar=0
Si c_a-pis_ﬂﬂ_perb subifo come non debba esser necessario ricorrere

alla nozione di derivata 1n una guestione di aritmetica elementare.
Basta infatii nﬂaﬂrvar_e che 81 ha

:mm(x —1) (ﬂt — 2) N — f.*')_]?‘_{;l =
- ___m(m-——-l) (m~—2)... (m—r) p™* E iy 1) ﬁ““’—lq’““‘—

ﬂ+ (m—? — 1)! (‘H’l—' EE)I
=m(m—1) (1—2)... (m—r)p"* (pF-g)> " =nilm—1) (in—2).. (m—r)p™*",
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essendo

. g=1 p ;
E' si pud anche Emzivefe

(1) Elr+1P a— A BT Pe + A TP, -—|—
o (1AL Z2P, = wm{m — 1) (m—1)...(m~7) P1'+:r

la quale da Z«"""P. quandn si conoscano 2zPs, Z2*Pa,..., uc:TPu o

In essa A, 5=1, 3, 3,...7) rappresenta la somma di tulfi 1_

possibili prodotii, ciascun fmmatu di s fattur prasl tra 1 numer:
| g ER \

Avute le sommatorie Enzr.dette il valor probabils dellﬂ (1 + l)mn
potenza di «— mp si ha ovviamente dalla fnrmnln :

@) Sla— mpFrPa = ZarrPy — (* 1) wpzarpa +

~+ r—]z— : P e Pat ... (— 1+ “_p"“

(Per il calcolo di questo valore pi*nba.hj'ie basta, anzi, ﬂunﬁsﬂﬂre
le sommme 2o'Pa, Zom'Pu.,...; glacchd la = I"”‘_F' puu tra la, (1) &
la (2) venire eliminata).

o1 ha successivamente dalla (1) per = {] S . N

2o Pq =mp

2y Po=mp{ldt{m—1)p}
Z2oPo=mp|{l+3(m—1)p-} (e —1) (m — E]p }
ofPa = mp {l—I-l(H*-——?)P-I-G(m—l) (m—-sz (m- 1) (r—2) (m—3]19 b

‘- [ * F - " w - . . |_1 C It ] __l

B dalla (2) poi

Mo — mp)Ps =0 il |

Ao — mp)'Pe = mp (1 — pj=mpg : -
Z(o— mpfPa=mp(l —3p+2p)=mpg(q—p) '
2o — mp)"Pu mp [ 14 [Sua - -7] p —6(m—2)p° -3 (:m — 2}’ =

|
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QUISTIONTI PROPOSTE

[ S

1819, Pel centro di cuivatura C corrispondente ad un punto M
d'una curva (C) si tracei una parallels a Oy che incontri OM nel

punfo P e Oz in R. Determinare la curva (¢) tale che RP=;];-MD,
essendo D il piede della perpendicolars condotta da M ad Oy.
1820. La bisettrice dell’angolo degli' assi Oz, Oy iﬁenntra, in A

la tangente nel punto M di una curva, Deferminare la curvs tale
‘che Ie ordinate dei punti A ¢ M siano in un rapporto costante.

[821. La normale ad una curva (C) nel punto M incontra Oy in N;
sia C il centro di eurvatura corvispondente al punto M, CR la sua

distanza da Oz. Trovare lg curva C tale che GR'——--&ON,

J. Rosz.

" BIBLIOGRATFIA

BERZOLARL, — Geometria analitica - 1. Il metodo delle coordinate -
1. Curve e superficie del secondo oerdine. Manuali Hoepli (serie
scientifica) 388-389, 390-391,

I/ illustre autore ha raccolto in questi volumetti della Pregevolissima e notis-
sima raccolta di manuali Hoepli, il corso di geometria analitica che sgli svalge
da molti anni all'University di Pavia in forma chiara, I'igorosa Renza pﬁdaﬂterie,
breve e conceitosa, L'insegnamento della matematica nel primo biennio univer-
sitatio dovendo servire mon soltaule ai pochi studenti di matematiche pure che
si dedicano all’insegnamento, ma anche, anzi sopratutto, -ai moltissimi futuri in-
-gepneri, per i quali la matematica & mezzo o non fine, & hen naturale che le apere
di piccola mole e di relativamente grande conténuto debbano essere accolte dal
grande pubblico meglio che i grossi volumi, . 1

Seguendo le traccie del D'Ovidio e di molti altrl il Berzolari nel prime -vo-
lume espone ampiaments il metodo dells coordinate sobto i suoi diversi aspetti
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e lo applica sopratutio alle studio delle fnrme liveari di prims, seconda e terza
spama mentre nel secondo volume fa uno studio metedico e diligente delle coni-
che e quadriche, partenda dall’'equazione generala del secondo gmdu fra due o
fre variamli.

In ambedue i volumi I'A, adopera di preferenza ]E coordinate cartesiane sia per-
ché sono pii facilmente comprese dai principianti, sia perché mnelle applicazionj
dell'Analisi alla Geometria e nella Meccanica occorre fare mso quasi esclnsivo di
esas, Perd gli ultimi capitoli del primo volume sono comsacrati allo studio dei
vari sistemi di coordinate preietiive e alla applicazione delle medesime allo
studio delle proprietda grafiche delle figure. E nel secondo volume studia dapprima
le proprieta proiettive delle coniche e delle quadriche per mezzo delle loro equa-
zigmi in coordinate proiettive omogenee e passa poi allo studio delle proprieta
metriche per mezze deile coordinate cnrtemaue come caso particolare delle
cgordinate proiefiive.

Notaveli particolarmenie per ur:gmahta di trattazione sono i capitoli relativi
alla rappresentazione parametrica delle comiche, alle sezioni tircolari ed ai fuochi
delle quadriche.

Riprodueciamo l'indice per dave ai lettori una pil chiara idea del contenuto e
della disposizione delle varie materie.

Yorume L
Cap. L. Pretiminari. .
. 1I. Coordinate nelle forme faﬂri'mﬂﬂwah i pﬂnm ﬂpﬂr:m.
: HI. Proiezioni oriogonali sopra une retlta. Aj}phmmﬂi alla, T:':yu- _
nometria piane e sferica
; i IV, Coordinate del pigno punteggiato. ™
5 Y. Eguczions di wna retia.
i VL. Bguozioni di curve piane.
" VII. Coordinate nel piano rigato.
. V1. Coordinate nello spazio punteggiato.
. IX. Fguazione d7 un piatio. '
_— X, Eptazioni di una reita.
§ X1, Eguazioni di superfivie e di curre. S
» XIL. Coordinate nello spazio di piani. : -5
” X11L Birapporto @i guatiro elewmenti di wna forma di prime -specie. o

Gruppi armeniel,
. XIV. Coordingte proiéltive e profeliivita nelle forme di prime specie.
& XV. Coordinate proiettive omogence nelle forme @i seconda spacie.
- XVI. Proiettivite fra forme d&i secondn specie. |
s AVIL Coordinate proiettive omogenee nelle forme di terza specie. e
n XVIIL Profettivita tra due spazi. : _ .

Yoruvmz II,

Parte I. — L& ciuree del secondo ardf:ﬂe.

Cap. L .Datsrummamne di une conden per punti.
. 1. Polaiita determinata da wna condca.
S [1l. Generazione proietiiva delle coniche, Le coniche come eurve razfo-
nali, 7
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Cap. IV. Fasci ¢ sohisve di coniche,
= V. Proprisia diametrali delle coniéchs.

5 V1. Forme widotie delle equazioni coniche.
- V. Proprietd metriche dai{?e eoniehe siudiate sulle lovo equasioni nor-
miti, '

s VI Propristd focali delle coniche.

Parre I, — Le superficie del secondo prdine.

Cap. IX. Polarita determinata dn wno guadrica.
s X Quadrichs rigate.
s XL Fuasei o schisre guadriche. .
s XU Proprictd diametrali delle quadriche.
» XII Porme ridoite delle equaziond delle quadricke.
o BIV. Formo ¢ proprisia metriche delle quadriche studiute sulle loro equa-
zioni normali. _
» XV. Seziont circolari di urne guadrica.
o AVL Proprietd foculi delle g-uﬁtfi'i'fsh_e.

Il 17 Lugho scorso si spengeva a Padova il

Prof. GIUSEPPE VERONESE

che da 35 anni era onore e decoro di guella illustre e gloriosa Uni-
versitd. La sua perdita & un grave lutto per la Universits di Padava,
alla quale egli consacrd la parte migliore della sua attivith di scien-
zlato e d'insegnante; per tutti i cultori della seienza matemafica che
riconoscevano in lni un maestro illustre ed amalo; per I'Italia che
perde iIn lui uno dei suoi migliori e piti autorevoli figli, il quale nella

scienza, nella politica, nell’ insegnamento lascia tracee imperiture del

guo passngeio. | -

Perchd Giuseppe Veronese non era lo scienziato che vive intera-
mente assorto nella ricerca delle alte vette del sapere, chiuse entro
le mora dello studio e della biblioteca, non sentendo il flusso della
vita comune di totti, di ogni giorno e di ogni ora, che passa con al-
ternative di caline e di tempeste accanto al chiuso saerario della
scienza senza gtiorarlo. Le tempeste egli le conosceva e le aveva
affrontate vigorosamente e vittoriosamente fino dalla prima gioventii;
ed in guelle prime tempeste egli aveva temprato il carattere, aveva

afforzato I'anima ed il corpo per affrontare le maggiori e piil agpre

battaglie della vita con indomita energia, con la ferrea volonti- di
vincere, con 1'oochio fisso verso i piii nobili e pit alti ideali, in guisa
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da. raggmﬂgﬂlﬂ una delle pit elevate posizioni sclentlﬁcha e sociali,
essendo partite da umilissime origini. -

||||||||||||

(Huseppe Veronese infatti, nato a Chioggia il 7 Maggiﬂ 1854 da

un modesto decoratore, studid da giovinetto disegno e pitfura; im-
piegato nel 1872 come dissgnatore in un’impresa per Ia sistemazione
del Danubio, visse a Vienna vestendo la bluga ‘dell’operaio; dal 1873
al 1876 studid al Politeenico di Zurigo, lavorando nello stesso tempo
per guadagnarsi la vita. Nel 1877 passava a Roma ove si laureava,
sotto gli auspiei del Cremona, che lo prendeva poi per suo essistente,
e nel 1882 vinceva il eoncorso alla cattedra di Geometria analities

nella R. Universith di Padova, cattedra che insieme a quella di Geo- .

metria Superiore ha tennta e illustrata fino all ulfimo trmrnu della
sua vita.

La brillante posizione smant:ﬁﬂa o sociale ﬂuuqmﬁtatﬂ. in giovane
eth, a prezzo di fatiche, di stenti, di privazioni, nen fu per h;_u la, co-
moda nicehia, ove si adagiano beatamente le boriose nullitd; non fu
il lnogo di quiete e di riposo da dove si possono guardare indiffe-
renftemente e con aria di supeuunta. le lotte e le miserie degli altri;
ma fu la palestra piii vasta e pilt nobile nella guale egli pofeva

esplicare Ia molteplice ed inesaurabile attivits della sua anima, e da

cui Ja geunialith veramente latina della sua mente elettissima poteva
apiccare il volo per le maggiori altezze. B cosi mentre continuava
con fervore gli stndi geomatrici, che aveva iniziato brillantemente
fin da quando era studenke con le ricerche sull'esagrammo di Pascal
(che avevano dato occasione ad altro importante lavoro del Cremona
suo maestro) e pubblicava le sue ricerche sugli iperspazi e poi sui fon-
damenti della geometria, non disprezzava gli studi elsmentari, e re-
digeva libri di testo per le scuole seeondarie di ogni ordine e speeie,
prendeva parte atfiva ed assidua a tutte le discussioni didatiiche,
facevs sentire la sua voce autorevole in tufti i congressi scienfifici
del quali era assiduo frequentatore. Intanto lo eleggevano loro socio,
le maggiori accademio itulisne come la B. Accademia dei Lincei, la
R. Accademia delle scienze di Torino, il R. Istituto Lombardo, i
R. Istituto Veneto, del quale fu anche presidente per due anni, ece.;
e I"Universitd di Aberdeen lo nominava doftore honoriz eausa.

Aceanto alla attivita scientifica e didaitica s1 svolgeva la sua at-
tivita politica, senza ehe l'una nunocesse all’altra. Per lungo tempo
consigliere comunale della nativa Chioggia, poi deputato per dume
legislature (a partire dal 1897) curd con amore, con compefenza, con
grande auborith gli interessi della sua citta.

B con alacrith sempre giovanile curd gh interessi della sua- He-

.-1.;3,:1

2

conda pahm Padwa. Dal 21 Luglm 1899 Egh ne era Ennﬁlgher 5 m_h:
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dente delle Giunte di vigilanze dell' Istituto fecrico e della R. Scuola
professionale Selvatico.

Al lavori del Senato, al quale apparfeneva da varl auni, egli par-
b ~ tecipava con assiduitd, facendo sentire la sia autorevole ¢ ascoltata

| pﬂ.[ﬂlﬂ. specialmente quandn erano in discussione le quistioni in cui era
e pill particolarmente compelente, cioé le questioni scolastiche, ¢ le qui-~
stioni che riguardavano il rinnovamento industriale ed economico
c dell’Italia o particolarmente della regione Veneta. Fu anche vice-
presidente del Comsiglio Superiore delle acque e foreste e Presidents
e dell’Istitute idrotecnico di Stra per lo studio sperimentale dei pro-
blemi idrauliei.
Otfimo patriota, Giuseppe Veronese fu uno déi primi e pili fer-
Bl venti propugnatori della necessita per I'lfalia di assumere il posto
che, non solo 1 suoi inferessi, ma anche i principi ideali di liberty e
di diritfo in nome del quali era nata, le assegnavano, quando la
- & feroce avidith di egemonia universale dei due barbari imperatori cen-
trali accese 1l tervibile incendio, nel quale doveva essere travolto il
- mondo infero e dal quale, come da un immane croginolo dovra uscire
“purificato e migliorato il nuovo mondo di domaui. B stoicamente vide
parfire per il fronte i suai due figli, dolente che T'eta non gli con-
sentisse di accompagnarli.
Ben disse il Senatore Polaceo, porgendo in nome dell’ Istituto
e Vensto I'estremo saluto alla, salma. lagrimata: “ con Giuseppe Vero-
i - nese una gran luce si & spenta ,. Si luce di sapere, luce @ intelletto,
Iuce di fede e di patriottismo, luce che servi a tanti per scorgere
e e la retfa via e che troppo presfo si & spenta!
s L'nomo retto e valoroso, dopo aver degnamente compiuta la sua
opera di cittadino di scienziato, di inseguante, dopo avere lasciato
tracee, durevoli delle molbeplici manifestazioni della sua mente ge-
niale, della sua anima elettissima, & sceso serenamente nella tomba
fra I'ammivazione e il rimpianto universale, laseiando caro ricordo
di s& in tutti. La sua memoria viveh lungamente nelle sue:opere,
ma In modo particolare vivra nei cuori di quanti, avendo avuto
(come chi serive) la fortuna di conoscerlo pili intimamente e di ap-
partenere al ristretto cirecolo dei veri amici, sanno che la honta e la
genfilezza dell’animo erano pari all'altezza dell'ingegno.

..........

G. L.

Gruero Lazzorl — Direttore-responsabite

Finite di stampare il 26 Agosto 1017
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ot wello sowolp medie®

Sull' insegnaments della matems

Menfre siamo ancora in attesa delle promesse riforme dei pro-
grammi in genere delle scuole medie, credo opportuno che in questo”
Feriodico apparisca qualche studio sull’insegnamento della matemsa-
tica, e specialmente su quanto converrd fare percha esso meglio si’
presenti ai tempi eni andiamo inconiro, che inevitabilmente esige-
ranno radicali innovazioni. Nella speranza di condurre i Colleghi ad
oecuparsi della importante questione, comincio io col fare conoscere
alcune idee in proposito, avendo .riguardo in special modo alle seuole
medie superiori. Chi mi condannerd per troppa ardifezza voglia al-
meno aceordarmi le circostanze attenuanti, in considerazions dal Iungo: e
tempo che ho passato nell’ insegnamento, e dei misi continui studi e

d’indole didattica che, se a nalla hanno giovate, cosfituiscono qualehe . <.

dimostrazione de] mio sincero amore per la seuold. e

- x g
% : i

|. Naturalmente, per giungere ad uuna felice scluzione del com-
plesso problema relative all'insegnamento della matematica nelle
scuole medie, non basta fissare qeanto & deve insegnare, e coine
debbono essere disirtbuile le varie parti nei diversi ordini di scuole, - -
e uel successivi anni di corso. Oceorre sopratutto indicave quale
debba ¢ssere il procedimento dn seguire per ottenere i migliori ri-

sultati. .
In questi ultimi tempi — superato il periodo acuto decli studi

eritici sui fondamenti, dalla cui influenzsg I’ insegnamento medio non

poteva completamente sobtrarsi — una certa fendenza si & comin-

ciata & manifesfare; forse, come reazione naturale confro guanto era

o sembrava alquanto esagerato; forse, perch ['esperienza dimostrava

a molti non essere sempre possibile, o almeno non essere sempre

(*) 11 ehiar.mo prof. LAzger: mi ha goritto rolativamente a quento mio articolo: * Sono Metds-
atme di conslalare ohe of (oviaive, '{:_.l;':l'.l_{ﬂ'.ﬂ:ﬂ:lémfgi:'ﬂ’??ﬁ?ﬂ%; ¢ clie 1l nostro spivite ha sulbllo le slesge.
‘rasformaziont, In gloventn, ewbendo inconsciwnente £infliiise tedesco, of simmo trovati nel pevicde .
deita evitica ¢ delfx {pereritica mgtaimaticn,; od abbiamo eveduto gtile @ audaré a ceveara il pelo 00 EIE
nieil'wovro. Ora ¢l aooergiama, eon Ia _F"EF--"ﬁ".:?:’ﬁ?ﬂé‘..!i':f‘@ﬁﬁﬁﬂﬂ:-I:"-E"-'ﬁ"ﬂ scendere dadle nuvole € CEreaye
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utile, seguire nella scuola, passo passo, in ogni parte, quanto la scienza
avrebbe richiesto. Intendo parlare della tendenza ad una semplifieq-
zione dei metodl d'ingegnamento, della quale 8 indice non solo Fap-
parizione di recentissimi libri di testo d'algebra, che, pur svolgendo
in modo completo i programmi quali sone oggi, hanno abbraviato di
molto - la trattazione di alcune parii fondamentali; ma ancora lo
aforzo incessante fatto anche dagli Antori pitt noti per ridurre i loro
libri di testo nei principi, ciod 14 dove essi sono meno accessibili
agli alonni.

B veramente giustificata questa tendenza ? E, se & giustificats, fino
& qual punto merita di essere incoraggiata? Esaminiamo anzitutts
sotbo quesio importante punto di vista la guestione che vogliamo
trattare. ' |

2. Per ovdinare e chiarire meglio guanto dird, eredo opportuno
rammentare come i mubtamenti verificatisi negli ultimi cinquant’anni
nell’insegnamento dslle matematiche elementari abbiano avuto per

. fatiori o eause prineipali: - - -

1°. L ingiunzione fatta fin dal 1867 dal governo italiano che nelie
scuole classiche Ia Geomefria fosse insegnata secondo il mebodo dx
HucLins, ciod osservando lo stretto rigore scientifico, e escludendo
ogni sussidio aritmetico e algebrico dalle dimostrazioni di tutte quelle
proprieta che precedono il tratiato della misura. * La recisa preseri-
zione mirava a riconduwrre all’antica purezza la trattazione della
Feometria razionale elementare, che il LEGEI#DRE} e 1 suol imiltatori
avevano offuscata, adoprando sovente il calecolo aritmetico a dimo-
strare delle verifd, che poche argomentazioni fondate sulla sem-
plice intuizione sarebbero bastate ad accertare nel modo pit diretto
od appropriato ,. (") | . |

2. Lo trattazione rigorosa dei numeri irrazionali e quindi delln
teoria della wiswra. | '

3. La frattazione pilt accurata della teoria dell'equivalenza gep-
metrica.

4", Lo critiea mossa al postulato del mavimento delle figure.

9" La questione relativa alla fusione della geometric piang con ls
solida,

6° Gl sbudi sui fondamenti dell’aritmetica.

7°. Gli studi fatti per una maggior curae dei casi paarticolari, troppo

spesso trascurati negli enunciati e nelle dimostrazioni dsi teoremi,

e neile risoluzioni dei problemi

Laseiando per ora da parfe i fattori 1° e 5%, che si riferiscono 2
pure questioni di mebodo, possiamo senz’altro affermare che i risul-
tali di bubti questi studi, diretti a colmare lacyne e a retlificare lo-

() ¥. Prefuzions agli Elementi di Geomeiria di A, SawNTA o E, D' Ovipio,
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gicamente le varie teorie, non potevano non esser tenuti in conto
nell'insegnamento, perche * nelle seuole- di culbura generals, il prin-
cipdle seopo dello studio dslla matematica & lo sviluppe e ¥ incre-
mento delle facolth logiche: il ragionamenfo matemstico costitiiisce
appunto il modello del ragionamento perfefto in ogni sua parte,
quando non si faceiano infervenire elementi esiranei aghi enti pri-
mitivi ed ai postulati fondamentali che si premettono ,. (%) e
I la Seienza ebbe effettivamente il suo meritato trionfo. Tn se-
guito aglh studi mecennati sorsero in Italia libri di testo che devono
essere considerati come veri modelli di perfezions Jogica. Cf basti -
percid citare le opere scolastiche di Sannra e D'Ovipio, Fatrorer,
De Paorws, Lazzer: e Bassaws, 'VERONESE, Eyrigues e Amarpy, De
Fravoms, GAzzaniea, Pincurrie, Panarivy, Testr, Risoxr, MarTis-
Zuccaeni, Caranya, FraTTvg, Baroni, Hoxrepasso, Conrr. g 23

3. Se non che, comincid presto ad essere avvertito che il mate- -
riale matematico- che si sottoponeva allo sindio ‘dei giovani deile
setinle madie diventava un po’ pesante, almeno nalle parti fondamen~
tali, e di cid alenni degli stessi Autori, nel memento: m_éﬂ_'&__’siﬁm it
cui presentavano le loro opers alle seuole, parvero preoccuparsi.

" La mente del principiante non sempre ha lena bastevole a so0-
stenere woa lunga e intensa riflessione sopra nn argomento astratto
e delicato; quindi egli non deve lusingarsi ﬂi_':_"enﬁﬁ:i'_:@s:_ifﬁi,ﬂ‘ ups prima
lefbura pienamenle ragione delle singole parti di’ una. teoria, ma d
piuttosto prodente che, quando ne abbia compreso insieme, pro-
ceda oltre alle applicazioni, salve a ritornare di quando in quando
sui propri passi, per rimuovers i dnbbi clie per avventura gli fos-
soro rimasti su questa o quella parte delia teoria ,. %) ' £

“La difficolta dello studio dells scienze di puro ‘ragionamento
consiste, & vero, nella soverchia tensione mentale che essé richie-
dono ed azlla guale gli studenii non sono asgsuefatti; lo studente
viene cosl & provare per esse, fin da prineipio, uha ripugnanza che
spesse volte diviene incoereibile, Lanto pili che talvolia a lui sembra
inufile lo sforzo perchd erede evidenti le proprieth: che si tratta di
stabilire ,. (%) | ; |

* Occorre che i coneetti fondamentali siano dati poco per volfa,
e che le dimosirazioni sinno svolte con pazienza e con eurs. Certe
proposizioni..., o per mancanza di tempo ¢ per altre circosianze,
pobranno esser falte leggere solamente, essendo di per s evident,

ed alire potranno esser tralasciate ,. ()

{*y V. Prefazione delln Geomatrirn alomentars ad B0 dei Licei g del @ innasi mﬂﬂ.;ﬂr;:-.f &eﬂﬁ,’
datituei teenled (1° bisgmio) del prof. Miemene De Fraucms ; : et
{%) V. Prafazione agli Blementi & Geometria di A, Saxyia ¢ D Ovipip, .
{ﬂ] V. ﬁﬂrﬂﬂiﬂﬂﬂ dell's, ¢ di De me- : L A s -:;-:'--.::-::_..;.;.-._E;_; .;.._.:_.-:'1'5::'::: R
(Y} V. Prefazione alla 1° edizione degti Efa:gigm—i'di Ceomelria di Venonzae. Il v.‘f‘ﬂﬁﬂﬂﬂ'ﬂﬂﬂ& L
appunto nslie aoverfsnze un elenco di proposizioni ohe potevano esaer lette su'nz“;;--'ﬁ_zgi;nﬂ;:g;i;ﬂ#gﬁsi:—:-";;E;g-"-:-5:: :
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Certamente, non avevano preuccuyazmm di l'{l.lEEI}ﬂ genera gli
Autori degli antichi libri di testo!

Sj -aggiungano le fsagemmam (') eui ci condusse la moda degli
studi critici, dalla quft}[e molti di noi, per non breve periodo di tempo,
ci lasciammo trascinare. Allora si cered -I'errore anche dove -esso non
era; si arrivo al punto di rinunziare a dei procedimenti semplici
ed eleganh (perché a torto ritenuti difettosi), sostituendoli con altri
assai lunghi e complicati. L' indirizzo preso, se pofeva dare vantaggi
alla Scienza, non poteva darne molti alla Seuola.

4, Il Ministero non si lascid sfuggire occasione per mettere qualche
freno in questa corsa. Fin dal 1900, nelle istruzioni che accompa-
gnarono i programmi per il Ginnasio e il Liceo, raccomandava quanto
segue: " Le dlsqmsizinm sui fondamenti dell& Scienza sono escluse
dalla Scuola.... I'insegnante deve iusistere sui punti fondamentali
della Smenza senza troppo divagare in considerazioni secondarie, af-
finchd la mente dell'alunne riceva e conservi un' impressione farte 2
durevole delle idee cardinali, che mon sono in gran numero , .
pi tardi, mel 1904, nel promulgare altyi programmi, in nunstagu:anza.
della facolta della scelta tra il greco e la matematica: * Porra il
professore pochi prim:ipi fondamentali. .. ed evitera asgolutamente
quelle discussioni, in parte filosofiche, sui' principi stessi, che la
generalith, dei glovani, oon anche abituats alle sottili discussioni
scientifiche, non pud arrivare a comprendere pienamente, ¢ che non
possono quindi fare a meno di ingenerare oscuritdh e confusione....
A raggiungere queski scopi molto gioverd anche la scelta dei libri
di testo che dovra cadere su quelii che siano pienamente informati
at concetbi suesposti, escludendo quegli altri che c¢on definizioni
complicate e non naturali e asfruse, con metodl e dimostrazioni
trafte dall’alta scienza male si addicono ad un insegnamento di
matematica che & e deve restaré assolutamente elementare, € che -
nella maggior parte deve essere comune a tutti gli alunui ,.

Non pago di questo, e per evitare lunghi svilappi delle teorie pii
astratte, il Ministero si espresse anche piti esplicilamente negli ul-
timi programmi (a. 1911), in cui tra alfro si legge: * Primeipali
proprieta delle prime cingue operazioni sui numeri interi (42 ginna-
siale). — Prinecipali proprietd delle prime cinque operazioni sulle
frazioni (6* ginnasiale). — Principali teoremi e problemi sull’equi-
valenza dei poligoni. Proporzioni {ra grandezze geometriche e Joro
pit Sampliﬁi l'uprmta (1* liceale). — Nuameri reali e eenni sulle
operazioni ad essi rvelative (2¢ liceale) ,.

Le parole che qui sottolineo, e che non figsurano nei programmi
antichi, dimostrano chiaramente le intenzioni ministeriali relativa-
meute allo E‘Fﬂlglﬂlﬁﬂtﬂ delle parti pia delicate.

() In an traktato di geometrias per uso di sovOLE TRONICHE @ PﬂDPEEHIﬂﬂA.m’ Bl giunse perflno
& voler dimestrare che it segmento & iuversibite,



.....................

.............................
...........................................

................

PERIODICO DI MATEMATICA . 991

Vediamo ¢osi che la tendenza a intr odurre qualche semphﬁmzmne
nelle p:Ll‘tl fondamentali dell’ insegnamento matematico medio, ha
avubo orvigine nelle sfere governaiive; essa trova la sua piena ginsti-
ficazione nsl fatto che la generalitsy del nostri a,lunm date le nnndl-_
zioni mentali in cui naburalmente si trovano, non potrebbe segnirci
tn considerazioni astratte troppo minute e troppo lunghe. Del resto,
non si pensava cosi anche nel passato, quando nella Scienza e nal
campo scolastico non erano ancors entrate certe delicate teorie?
“5'il y a dudanger A passer trop légérement sur la vraie métaphy-
sique des sciences, il y a aussi de |'ineonvénient & s'éfendre beau- S
coup sur les détails de cette métaphysique; les jeunes gens épuisent B
lewrs forces sur de waines subtilitds, et perdent, & les discuter, un teinps
qu'ils emploieraient bien plus utilement & augmenter la iqsse de leurs
connaissances. Les digressions sout d’ailleurs bien mioius propres a
taire sentir la nature des vérités que la succession méthodique de
ces veérités. Les conséquens, lorsqu’ ils sout bien déduits et bien
ordonnés, réfiéchissent sur les antéeédens. une lumidre heaucﬁup plus
vive que celle que ces antécédens pourraient acquérir par eux-
mémes. HEn passant a de nmwellea choses, dans un grdre conve- =
nable, on sait mieux celles qu'on a deji apprises; clest dans ce sens e
quun géométre ccélébre du siecle passé, disait & que]qu un qui se
plaignait des nuages que cerfaines démonstrations nvaleut laissé
dans sou esprit: ollez en avant, et lo foi wous umndm £ (S . L;,.-
CROIX, [ussais sur I’aﬂsezgﬂ.ﬁmmﬂ (Y _ a) _

6. Olire che dalle ragioni suesposte che sono d mdﬂle, dlrb cnm,-
uimanente, la tendenza di oui ho parlato pud essere stata forzata in e
questi ultimissimi anni da altre cause d’indole trangitoria. Alludo alle
condizioni straordinarie in cui la Scuola si trova per lo stato di R
guerra, in seguibo alle quali 1'insegnamento mon pud procedere che e
affreftato e ridotfo. Ma anche quando sakanno cessate gueste ultime W, A
ragioni (e auguriamoci che cid avvenga al pilt presto con piena for- U
tuua della Patria nostra) io penso che coi templ nuovi s’ Imporréd un
alleggeriniento generale almeno nelle parti pit astratte degli insegna= :
menti. La Secuola media, pur prefiggendosi sempre come scopo pre- " AT
cipuo la formazione mentale dei giovani, dovrh far a meno di
quﬂ.lﬂhe lusso seientifico, ¢ avvicinarsi meglio alla wita che si dovra
vivere. Certo, non pobremo dire ora in modo preciso quanto occor- e
rerd fare; ma & utile che fin da questo momento si pensi & spianare B
un po’ la via. - e e

Per vedere guanto in questo sénso si pud otteneve nell’insegna- SR
mento matematico, esaminiamo anzitutbto quei faflori indicali nel

Y Con parole ﬁﬂ'ErEE esprimeva gamplicemeate lo stesso concetto il prof. Fasrornm: & (hiies

“ zionk si possono fare, non irrag.mnurul: @ _in gran qunnhtm n ahi eaminein a pm]:u- il l}enmn- N :
“ triz. Ma egli tira innunzi, senza dar retin, impaziente di arrivave in campa ereno . rEfm;mmi___ Bon e iag
gi Géomeiria ad use dei Licei; ‘-’ﬂnarta. tip.* &mltﬂu e Vidotti, 12° ediz., 1907, pn-g. i nutﬂj

s
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n. 2 che pid degli altri hammo .(:cinﬁ_*_ibﬁitu al migliurﬂ'mﬂ_ntﬂ 8Ciest-

: tiﬁk_’;n delle varie teorie. '

6. La ;11'&'3:3.:-iz_f.utje_ ministeriaie di non servirsi, nell’insegnamento
della Geometria nei Licei, di nessan sussidio aritmetico o algebrico
prima della misnra, conduce a premettere una feoriz delle propor-
sioni tra grandezze (V libro d'Euclide), per poter poi svolgere la pro-
porzienalita dei segmenti e la simiglianza delis figure. 1l prof. Fai-
FOFER, prevedendo le difficolta che gli alonni avrebbero incontrato
nello studio di questa teoria, propose di alternave aleune delle pro-
pﬁ‘._sizi.ﬂui_ ad essa relative econ altre pili concrete sulla proporzionality
del segmenti; e, com’e noto, i proff.. BNRIQUES e AMarLDI, applicando
anche aleuni altri buoni ecriteri seguirono appunto questo procedi-
mento. () '

Ma, a tagliar corto, vennero poi per i Licei i programmi del 1911

che, come ho 213 ricordafo, limitarono lo studio delle proporzioni tra

grandezze alle lore pii semplici proprieté. X questa era la soluzione
pilt praties, pin semplice, posto che 1l ‘procedimento geometrico da
seguire dovesse essere rigoruosamente conforme a quello euclideo. ()

7. A questo punto perd il mio pensiero va ad uno dei migliori libri
italiani di Geomelrin: a qoello dei profi. Lazzerr e Bassaxt. Questi A.,
dopo aver premesso una teorin del rapporto (aritmetico) di una
grandezza 8d un‘altra, fondane, com’d nofo, su di essa lo sfudio
delle proporzioni tra grandezze, per le quali danno una definizioune
completa, riducendone semplicemente le proprista a quelle delle pro-
porzioni numetrichs. (*) Non ho intenzione di trarre da cid nessuna

conelusione; mi limito a qualche considerazions, che in parte rias-

sume le interessanti osservazioni falte dagli egregi A. su guesto ar-
gamento nella prefazione della loro opera. .

Certo, per I"insufficienzt dei mezzi, e specialmente per la maggiore
oseuritd in cui di fronte a noi si trovava ai sioi tempi il comeetto
di nnmero irrazionale, Everine non aveva da sceghiere; la via seguita
gli si presentava eome una necessits. Ma oggi, appunio perchd sap-
piamo che potremo e dovremo giungere pih in 2, in quel suo proce-
ditaento nou possiamo non sentire Vartifizio, qualelie cosa d'incompleto,

di' proviserio, che riceve piena luce solo quando si perviene alla

teoria della misnra. GH alunni ehe hanno studinto il ginnasio o la

Y Dobbi Q' indole didattica sulla teoria swelidan defle proporzioni seno anche espressi da
Leoz {La Matzmatica, pag, 241). — Fu appunto in segnite a teli dubbi che ebbero origine i ten-
tativi di @easswany, Ragena-PescAmint, Hosee, per cosbruire in base 2 dafinizioni purnmante
goometriche una teoriz atba = sostitaire, per quaate riguardz aimeno il caso dei segmantt, guelle
i Booripe, (V. in proposite 'articolo: Sulla teoria deils proporzioni dl G, Vartar: nells Quastioni
vignardandi 6 Mateniatiche elemmentari, roscolio o ordinate da . Exriques; poag. 223 e sag.).

(") I Rratlaki di Goomelrin, pubblicati prima dsl 1011, non hanno potufo tener eonto di questi
cambiamenti nei programmi governstivi, A nei ingegnanti il compilo di provvedere al riguardo,
limitandoei a dare gualehe saegio delle dimostrazioni detle pif semplici proprieid;

{*} Nel suo ottimo libro 4i Geometriac per glIstitati tecniei, 11 prof. Rrsont va anche pit in 1,
premettendo addivitbura tubta En feoria della misara o quella delle proporsioni s grandezze,
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seuola teeniea, e che hanno gib sentito parlere di rapporti e di pro-
porzéoni non s8i adattano, senza qualche difficolts, ad atiribuire pinx
tardi a queste parole significati diversi da guelli cul essi erano ahi-
tuabi. (*) . '
V& dunque motivo di chieders: perchd tanto timore di antmlp&ra
un po’ l'introduzione del numero nello studio dela Geometria? (%)
8. Un procedimentoc che conduce molio rapidamente a stabilire

quanto delle proporzioni tra grandezze pccorre e basta per svolgere
la proporzionalita del segmenti ¢ la simiglianza delle figure, — pro-

cedimenio che avrebbe dovnto presenfarsi prima di oggi alla nostra
mente, come guello che meglio di ogni altro risponde all’ordine con
eui svolgiamo in seuola le proprietd geometriche — & gquello che ora
indicherd. 1l mefodo, che assai si raccomanda per sempliciti e na-

turalezza, pud aceontentare totti, e specialmente quelli che a nessun

eosto vogliono infredurre UAritmetica nello studio della Geometria
prima della tratfazione della misura.

Orvdinariamente, Ia proporzionalifd tra due classi di grandezze si
fa dipendere dalla teoria delle propoerzioni. Il Fairorer, per es., pone

In definizione: “ se alquants grandezze corrispondonp. univocamente .
ad altre grandezze, e due quali si vogliano delle prime sbtanno tra
loro come le corrispondenti, le prime (o le seconde) si dicono pro-

porzionali alle altre,.{’) — Ora a me pare clie ¢cosl §'inverta I'or dine

naturale delle cose. Se pensiamo, per es,, alla proprieth: due angoli

al centro di una stessa circonferenza stanno tra loro come gli mehl
corrispondenti, vediamo che essa vien data dopo (e non potrebbe
essere diversamente) di aver stabilito che ad angoli al centro eguali
corrispondono archi eguali, ehe ad un amgolo al centro, somma di
duoe altri, corrvisponde 1'arco che & somma degli archi corrispondenti;
proprietd, queste ultime, che da sole cdratterizzanc gii la proporzio-
lita tra gli angoli al centro e gli archi che ad essi corrispondono. —
Cosi ancora, per fare nn esempio prafico, osservo che non si potrebhe
‘affermare che i costi di dus differenti quanfita di una stessa merce
stanno fra loro come le guantitd stesse, se non si sapesse in prece-
denza che 1l costo di guella merce © dlrettamente proporzionale alla
quaniita di essa.

Mi pmrehha quindi pii naturale fondare la definizione di propor-

(*) Oid fa sentitn dal prof. Fasroreg, chs com'd moto uea la purola vauperis nglle studio delle .

proporzioni tra grandezze, Lghl frovd appanbo nacessario avverkiro alpliuitnmmta che tal parola
ora do Ini adpprata zllo seopo mnice di comporre nna lecuzione che mi prestasse meglio di altro
per esprimere taluns prﬁpdamiani ma olie non #1 doveva akbribuirle nessun signifiento nntmutiuﬂ.

() Dol concetto pih o meno estese, pit o meno larvete &i mumero si fa dol resto uso dn itk

neile studio deile proporzioni tra prandeszze: dul numoro iufere da ohi tratts in teoria col me- -
todo: dogli oquimuibipli (Sawmsia o D'Ovimio; Exmgues o AMALDI; e¢,); del nnmexo razionala

de chi invate ai serve degli pguisnmmultipli (Fatrorse; ec.); e perfino dsl numere lr:w:m:gl-}

(VeErONESE), — Com’® nutur i Francesi (Hgpamagrw, BoREL,..) sono per I'impurits suwmerica indis = -.-.-""?5‘?:53?3:-.:;:

stintaments.
(%) FAIFOFER, 0. ¢, DRE. 187 o sog.
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zione su quella di proporzionalitd, piuttosto che questa su quella: g
ecco pertanto come presso a poco parlerei agli- alumni, |

Nello studio delia Geometria fatfo fin qui abbiamo viste cho gli
angoli al centro di uno stesso cerchio e gli archi compresi song iy
corrispondenza biunivoea tale che ad angoli al ceniro eguali corri-
spondono arehi eguali, e ad angolo al cenfro somma di due alty
corrisponde 'arco somma degli archi corrispondenti; che tra i S
menti di due tragversali di un fascio di parallele sussiste analoga
corrispondenza; che analoga corrispondenza v'& ancora tra i paral-
lelogrammi di eguale altezza e le loro basi. Orbene, nelio studio che
dovremo ancorva fare, si presenteranno spesso classi di grandezze che
sl trovano nelle stesse condizioni di quelle considerate neij tre esenipi
precedenti, quindi ¢i convieune di porre la definizione seguente: |

a) Due classé di grandezze si diranso proporzionali (diretiamente)
se v'é, o si pud stabilive, tra esse una corrispondenza bivnivaca tale
che a grandezze eguali della prima ne corrispondano due eguali nella
seconda, e alle somma di due grandezze della prime corrisponda la
somma delle due corrispondenti della seconda. (')

Da questa definizione e da quanto sappiamo risulta dunque che
gli angoli al centro di uno stesso cerchio sono proporzionali agli
archi corrispondenti; i segmenti di due trasversali di un fascio dj
parallele sono proporzionali; i parallelogrammi di eguale altezza sono
proporzionali alle hasi, | |

Poiricaverei subito le proprieta seguenti: Se alle grandezze A,B,C,...
di una classe corrispondono le grandezze AVB,C,... di altra classe

propofzionale alla prima avremo: 1° che alle grandezze m A, ?II? A,

—::— A nurrispnﬁﬂom rigpetiivamente mA’, —E; A, ._ZL A" (%) 2" che se-

5 g =M B = M 4, 3y ao '
coudo che 2 B = A, & anche B = n A'; (°) 3° che due classi

proporzionali dd una terza sono proparzionali tra loro s () 4° che se due
classi sono proporzionalied @ A = A’, sari anche B— B, C=(,....(%)

M B questo il pid ssmplice criterio di proeporzienalitd, perchd fondato soi concetti fondamen-
tali di eguaglicnza o0 @i somma. — Bi veggs nel mic arbicole: Coniribrgo ad un miglioramento dei
vl dF teslo @i matematica elementare (Bail.e di Matematica, a. IIT, n, 1} eame poses essere utiliz-
zafo queslo principio, specialmente per dimostrarae che le civeonferenze sono praporyionali ai raggf.

{") Tn questo mado il concetio di proporzionalita sl fa coineiders subito, anche nella forma,
con queile che gli slunni hsano ncquigtato mel ginnnsio e nella souola foeniea, ;

() Sara molto utile didatiicamente, nel mentre si aplepano le propriectk 1s ¢ 2¢, far foner pra-
sente agll alunni Pesemyio degli angoli al centro e degli archi ecorrispondenti,

{*) Cosi, por e, gli archi di due circonferenze corrispondenti ad angoli al centro eguali, sona
proporzionali tra lovo, | ' '

(°) Questultima proprietd pud essere stabilika com ana dimostrazione per amssurde, dopo aver
pramesso ¢ho date due grandesze B, B"ﬁiaa'gu_u[i € una ferza grandezem A omogenen con esse,
egiete una finzione di questn terza eompresn bra le prime dua. — Un esempio conereto dalla 4* pro-
prietd pud essers tratto dal segmenti corvispondenti di due frasversali di un fascie di paraliels.
Se un sdgmento 4 & eguale ol corrispondente A’, i segmenti A ¢ A’ dovranno espere iloti op-
posti di on parallelogrammme o di un trapezio isoscele: quindi le doe btrasverzali mono egualniente
inclinate rispetto alle paralleis, o percid ogni segmento risulfa eguale al suo corrispondente.

AR R R T . T Tt _.:.;:; L ool
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(Cid premesso, darei cosi la definiziona di proporzione:

b) Date ordinatamente quaitro grandezze A, B, A", B, diremo che
formane una proporzione, se A ¢ A B ¢ B’ sono coppie di grauds:zze
corrispondenti di due classi proporzienali. (*)

Da questa definizione e dalla @) risulta subito che due angoli al

centro di uno stesso cerchio stanno fra loro come gli archi corri-
spondenti; che due segmenti quali si vogliano di una trasversale di
un fascio di parsllele sono proporzionali ai segmenti corrispondenti
di ogni alfra trasversale dello stesso fascio; che due parallelogrammi
di eguale altezza stanno come le loro basi. E le piis semplic: propriefd
delle proporzioni fra grandezze si dedurrebbero immediatamente da
quelle stahilite per lu proporzionalifa, Cosi, per es.:

1°, Se A:B=A":B" ¢ A': B=A":B", ¢ anche A:B=A": B

Infatbti, le due elassi cui appartengono le coppie (A, B) e (A, B) seno
proporzionali [Def. a)] alla classe cai appartiene la coppia (A", B"j;
quindi sono proporzionali tra loro; percid [Def. a)] A B=A":B

20 Da A:B=A":B risulia

m M

(A+B):B=(A"+B):B; —A:B=--A"B.

Infatii, nelle due classi prnpm‘ziﬁnali cul appartengono le coppie
m

(A, B) e (A, B), le grandezze (A +B), (A*-I—B'), come pure — A,

2
— A’ sono corrispondenti; pereid ...[Def. a}l.

i

3° S¢e A:B=A":B" ¢ A=A’ ¢ ancle B=D1",

Infatti, nelle due classi proporzionali cui appartengono le coppie
(A,B) e (A, B} 8 A=A"; quindi per una proprieta stahllltﬂ. sulla
proporzioualita & anche B=DB.

OssERVAZIONE. — Dal doe teoremi 1' & 3° si deduce subito, nel
Ilmdﬂ solito, Funicitd della quarta proporziouale.

o GaA:C=A":C e¢B:C=B":(, risulta A:B=A':B.

Infattl dall"ipotesi risulta che la classe (I} delle grandezze A, B, ¢
& proporzionale nello stesso fempo ad una classe (1I) nella q_uaie

() 11 mio amice prof. BerTivo Brrrrne, eni ohiesi il parere rolntivomento a queste mode di
definive la prnpu_r:-:lpnﬁ. mi seriveva: * Mi pare vadn benissimo, L'idex di proporzionaliti @ anie.
cedente & molto pil generale di quella di preporzione. ... Non potendosi definire In proporzions con
1o guaitro sole grandezze che la determinsno, ma dovendo servirel e di muoltipli o di summultipli
di quelle grandezze, meglio clie cosiruire Dopo fe classi chie servone a verificave o propoerziono,
si tratiersbbe di prepararie pmrata, con vantaggio reeiproce della tevrin delle proporzioni e di
guella dells proporzicmlith, Blande anche alla pia semplice dello defimizioni {quella di Evczipy),
gi tratta di rousiderare le due claesi corrispondenti

T - S 1 ) | S
ST GEET L E

o verificare che gi abbia la stessn relarione tra due slementi quplungue mA, nB delln prima e i
dys corrispondenti della seconda. Come si vede dungue, l& proporzione viene spiegata mediante
le classi (proporsiounali), o quimdl fai bLenissimo a presentare i inmovezione ,, Anche 'amico
prof. SiLvzo Bawprrt ¢ il prof. Arsicro Bavenwy, R. Prevveditare agli studi e gid ingegnante di
matematiclie negli Isbituti Teonici, approvanoc 1z mis proposta.
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ad A e C corvispondono A’ e €' & ad una classe (III) in cuia Be O
corrispondono B’ e C'. Le due classi (II) e (11I) proporzionali alle (1)
sono proporzicnall tra loro. E poiche alla grandezza (7 corrisponde
se stessa, cosi anche ad A’ corrisponderd A’, e a B’ corrispondera B',
Allora possiamo dire che la classe eui appartengono le grandezze
A, B, C,... & proporzionale ad una classe in eni A’, B, ¢" corrispon-
dono rispettivamente ad A, B, O; percid A: B=A": B’ ec. ()

Settembre, 1917.

{(Cortinua) €. CraAMBERLINL

NOTEVOLI PROPRIETA DI DUE SUCCESSIONI

(Continuazions a flua — o. fascigolo V, onns XX XIT).

Ordine decrescenie delle due suecessioni. — Abbiamo visto fin da
principio come per mezzo delle formole (3) e (4), dopo fissati il primo
@ secondo termine di ciascuna delle due nustrs successioni, si pos-
sono calcolare successivamenie butii ol alfrl, elo® cominciando a
calcolare prima il terzo per mezzo del 1°e del 2°, poi il 4° per mezzo
del 2° e del 3° poi il B° per mezzo del 3° e del 4° e cost di seguito.
Uon tale procedimento i termini si succedono in ordine crescente, ed
in modo sempre che conosciutine due consecntivi se ne ‘calcola quello
immediatemente seguente.

Se conoseiufi due termini consecufbivi si volesse viceversa calco-
lare il termine precedente, si dovrebbero allora adoperare le for-
mule (7} e (8), per mezzo delle quali pereid si procederebbe in ordine
decreseente nella ealcolazione dei termini stessl, @ siccome le formole
medesime sono generali, cosi esse c¢i permettono di conoscere anche
1 termini che precedono in ciascuna successione quei due che ab-
biamo fissato come punto di parfenza snlla formazione delle succes-
siopi shesse — Questi altri termini avrunno i poshki rappresentati il
primo da zero e gli altri dai successivi numeri della successione na-
furale presi negativamente. |

(*) La permutabilita dei medi in wna proporzione di grandezze tutfe omogenee pud esaers pin
tardi stabilita per i segmenti e per i poligoni, coms per es. fauno F. Exniques e U, Anatpr nelln
loro Geeomsiria. Per grondozze quali si voglinne =i completerd la proposizions pella teocla daslla



Nella suceessione A il termine a,, che precede guello che abbiamo
assunto come primo, sard percid ap==dy— 2a,=2—2=0. Ideniica-
mente: :

gy=y —2tp —=1—2X0=+1
Gg—ay —22_,=0-—-2X1=—-2
ds—=0_1—2a3=1—2X —2=-45
G i=—=0n—20 3g=—2— 22K b=-—12
{_5= ﬂ._a-r*—'Zﬂ....j, = b — 2 X —12 ="|‘ 29.

- . L] [ ] - N ] [ 1 [ ] v [ ] - * L L] L

Dabo uno sguardo scorgiamo subito che questi termini 1':sprndu-
cono in valore assolunto ed in ordine inverso la successione A gia
calcolata; i segni invece sono alternativamente uno positivo ed uno
negativo.

Dall'esame dei sezni possiamo ricavare le due formole:

(p-=0_n Per o d].SpB;l"l } (22)
ty =— Gy PEI T pari .
Identicamente per la sueccessione B troveremo:
bﬂ =bg _251 —-'3 2__|_1
boy=0b ~—2b =1—2X1=~—1
b_g= by '—25—1=1—.2>< 1"“]‘:3
b....ﬂ,=_b_1_2b—ﬂ"——- — 1 2)’(3:—*7
b y—b ,—2b ;=83 —-2X —T=+417
bog=b_g—2b y=—T7—2X17=—1l,
‘da cuoi possiamo ricavare queste altre formole:
b, = b_y per n pari
by=—b_, per n dispari } ' (23)

TroruMa 10°. — 1! doppio prodotio di due termini bn e by della suc-
cessione B @ uguale alla somme o alla differenza dei due terviing by
e by della siessa suceessione o seconde che Kk & pari o dispari, ciod:

| " -+ per o pari &
bube = busss £ ba\ 0L g Gispari. (24)

Cominciamo ad esaminare eid che avviene per un valore costante
di n e per valori diversi e successivi di & a comineiare da 1,

Per k-—-l b}.;:b;—l bn.;-lc—'bu.pi, bn_],-—— N1

Per questo primo valore di & la legge risulta dimostrata dalla
stessa formola (6) seritta in questo modo:

zb.ubl r— bu-|—1 f— -bn—i v
Per k=2, &:

Eik . bg‘ 3, r.'?n.;.]: = bnq-ﬂ, bl‘l—-]{ — bn—-ﬂ .
3B, b = 2(3by) = 2(2bnt- Bu).

quindi:
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228 PERIODICO DI MATEMATICA
Sostituendo a 25, il valore dato dalla (6) sara:
200be + 2(bars — bnr - by)

200Dy = (2011 1 bu) - (bn — 2bus).

' Sostituendo ora ai termini dentro la parentesi i valari dati rigpet-
tivamente dalle formole (4) e (8), avremo finalmente:

. zbnﬁn — E]'u 9 b!t—i -
e Per k=13 & " + '

E'-"i: o= EJH- 1 bﬂ-l-lt = El'11 +3 b -1t = bn——ﬂ

Eb_nﬁg —— Ebu(ba] . 26‘3{2&5 -[— b;)

o

0ssia

_,..
e

e R T
o N

guindi

ed eseguendo la molfiplicazione:
2:‘5,,3}3 — 2(251163 "|- bub 1]_.

Sostituendo at due prodoifi i valori sopra trovati, sara:
2bubs = 2(buse + Bale) 4 (bus, — bus)

ossia |
, = (2bur0 1 buss) — (b + — 2By ) )

e per le formole (4) e (8) avremo finalmente:
2bub=l = ZJ:1-I-_-‘.l'- . E’n_ﬂ -

_]_ - 3 ) ‘_l' - " ' ; . »
Per valorl suecessivi di & troveremo cgualmente, cio2:

o per k=4 Obube = bpra 4 o s
DET k= 5 25“55 — b'u_i.ﬁ — bn -6
per =6 20068 = by -+ Ons
per k=7 % uby == bnre — bus.

e cosi di seguito, notando che si ha somma per & pari e differenze
per & dispari.

Supponiamo di avere verificato la legge fino ad un dato valore
di %, che supponiamo pari, cost che si ha:

2600 = busrc - Bay. .

Dimostremo che essa si verifichera ancora per k-1 (che & nu-
mero dispari). |
Infutti per la formola (4) si ha:

zbnak-l-l :zbu (Ebk _]_ bli—l) = 4—'bubk _I_ gblibk—i
ed avendo ammesso che
2{E'nbl: e— bn-l—'li + I!]'n—'l: :

e di conseguenza anche pel valore precedente di % ciod f—1

gbnbh—j-l = bn-f-k—l el bn—]; FL

Sy A ri o W
=y % LRl e T
8 i A B
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sarid : :
Ebnﬁhﬁ ==t Ebn-H: + EE:"n.—I-: _l_ bll-Hl:—-l il 6;1—1-:+1

= @btk -+ Dusr—1) — (Bo—zeyr — Bbp10).
Per le formole (4) e (8) avremo ancora:

08814

2.‘6‘“!&1; &)= bn—i-k—l—l — E"l:t—I:—l

ed in generale per qualanque valore di £ possiamo scrivere

; ~- per &k pari
2511{31:4-1 — bu—i]{-i-l s, bn—!:-—l{ . FE[‘ I diEEIH.]'.'j.

Fin qui abbiamo suppoesto che n sia costante per tutli 1 wvalori
di &, perdo non essendo determinato, la legge ha Ilnogo per qualun-
que suo valore.

Esempi: '
per =258 b, =bs =41 .
per k=1 si ha 2(41 X 1)= 9917
y k=2 1 BHlX 8)= 2887
, b=38 . 241X 7)= 5778
k=4  2(413<17)=1393 -+ 1,

Sia ancora n=—=~0 e quindi b, =bs =99

per k=1 si ha 2(99X 1)= 230 —41
. k=2 , 299X 3)= 577T-4+17
., k=38 , 299X N=13883— 7
k=4 , 999 17)=5368 1+ S
., k=5 , 299 x4l)=8119— 1.
Trorsna 11°% — 1L doppio guadrato di un termine della successione B
¢ uguale al termine della siessa successione il cui posio corrisponde al

aumero che ¢ doppio di quello del primo, aumentato o diminuito di 1 a
seconda che il primo termine & di posto pari o di posto dispari, cioe:

[+ 1 per n pari

e ; | o
By ==ban £ 1 | — 1 per n dispari, k&)
Infatti facendo nella formola (24} k=mn, si avra:
25112= bﬂn 2 bﬂ
ad essendo &y=1 avriemo:
| S g T c. d. d.
HEsempi:
per n=1 51 ha 2X 1*= 3—1
=8 4, 2X &= 1741
, =3 , 28X V= 99—1
=4 , 2X1T= 57741
Com=5 , 2X41°= 3363—1

‘rﬁ.‘

, n=6 ", 2X9059=19601 1.

;I %"l.
Lt
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CoroLLaRI0, — Il guadruplo guadrato di un termine della sweces-

sione A & uguale al termine delle suceessione B- il cui posto corrisponde

al numero che & doppio di quello del primo, awmentato o diminuito di 1,
@ seconde che il primo termine ¢ di posto dispari o di posto pari, eiod

+1 per n dispari

P 1 :
40, bﬁ“"'l{—l per n pari.

(26)

Moltiplicando per 2 i termini della formola {15) si ha:
e 4, — 2b,? — + 2

2by" =4a,? + 2 ;
che sostituito nella (25) da:

szl‘uﬂﬂ- 5311 - 1-

per # =2 s ha 4X2' =17—1
» B=8 , 4X5% —09911
., =4 . 4 X 188 =5077 — 1
& B==3 a4 X 29 =23363 | 1.

Ksempi.

Teorena 12", — Lo somma dei quadrati di due termini eonsecutivi
deble successione A & uguale al termine dellu stessa suecessione, il cud
pesto ¢ la somma dei posti dei detti due termini, ciod

| Gn 1 0% 41 = fon i1 - (27)
Infati;i, dalla (8) ponendo 2n per n —1 si ricava:

bow = bsnis — 2bansy :
Aggiungendo ad ambo i membri il termine by, s si ha:

bﬂn-l—ﬂ ‘[“ E?ﬂn,= 23"5111-9 " Eb!n+1

per la 2* delle (11) il secondo membro & uguale a 'J:ﬂ:m+1. e per la (26)
il primo membro & eguale &

4ﬂ?n+1 + 1 “l“ ‘j:ﬂ'ng s 1-,.
quindi dividendo per 4 e riducendo avremo:

2 _ 4 .
(n - a n+1— enyr »

Hsempi: :
per n=1 i ha 1°+2'=5 (3° termine) .
. =2 . 2%+ 5 =29 (5° termine)
e V=3 y 9° 4127 =169 (7" termine)

s =4 A 12% - 29 =985 (3" termine)
o B==H s 2084-T70°=5741 (11° termine)
s B=6 . , 0%+ 169° =38461 (13° termine).

%
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CorOLLARIO. — Lo somma dei quadraii di due termini eomsecutivi

delly swceessione B ¢ uguale al doppio del termine della successione A
il cui posto & la somma dei posti dei delti due terming, eiod:

ba' - b= 2thin41 - (28)

a 9
Infatti, dalla (13) s1 ha a.* -t = b +; ~= che sostituita

nella (27) s1 othiene: B
be' - Byaa

—
2 an-+1

e moltiplicando per 2,

B B s s -
HKsempi:

per n=1 si ha 1} 3°=2 X5
. ‘B=21 % F+T7T=2X%X20
. i =28 y T"+17=2 X 169
s =4 17441 =2 985
i © | n N=5 . 417499 =2 X B5T41.

Somma dei primi 2z termini delle due suecessioni A, B. — Comin-
ciamo dalla successione B; la somma dei due primi termini di essa
& ugnale al terzo fermine della suceessione A diminuito di 1, ciod:

14+3=5—1  ossia bt+bi=a—1
Agginngendo ad ambi i membri il termine b, sarh
by b bbby =5+ by — 1
ma per la seconda delle (9):
as T b =0,

bi—l"'bﬂ { ba (hy

Collo stesso ragionamento troveremo:

by + ba— Dz 334:*1?5—1
byl + b+ bt h=u—1

R . Mgy 1 | S gt
LR | TR A e R e P oy b

quindi

ed in generale _
§ b= nys — L. (29)

Ciod la somma degli # primi fermini della successione B & uguale
all'(# 4+ 1)m° termine della suceessione A diminuito di 1.

Per la sucecessione A scriviamo le seguenti eguaglianze
" 0+ ay=1b
per la 2° delle (9): '
fy - g — E'a
e 1+ (Ia— bﬁi
s+ Gy =Dy

M e

ot
L ’ - A

O~ Ouis = boy .




................

o499 PERIODICO DI MATEMATICA

Sommando membro a3 membro avremo -

i=n 1—_-n+I_
2 X a; O == 2 &
=1 i=—1
€ per la (29) ’
i=n

z'izlﬂ!___ Upye — @nyy — 1
ed essendo fer la seconda delle (9) Guig— Ay = byig AVIEIO final-
mente |
o bu+1 e 1

| Exﬂri — ph s | (30)

Le.due formole cosi trovate si riferiscono alla somma del suc-
cessivi termini che cominciane dal prime; se si volesse invece la
somma di suceessivi termini a cominciare da une qualunque, bastera
fare una sola soibrazigne.. _ |

Volendo la somma dei termini della successione A da quello di
posto & a quello di posto #, (n > k) essa sarh:

i=u i=wm i=k—1 by N
E - E I [ = 1Lk Ik :
= oy E]ﬂ P (31)
e per la successione B:
| i=n i=n  l=k—1 |
Eb]-=2h-—zbi=ﬂu+l—ﬂ]:- | (82]
=k =1 . i=1 -
Esempio: per # =38 e k=25 sard:
'S be—Bby 1893 — 41 _
,igﬁal e =676
=8
_E bi = Uy (s = 985 — 29 = Yot
==
Teorema 13°. — La differenza di due tesywini delle &_ucc:g.ssiﬂnﬁ A

che stanno alla distansa di 4 posti tra loro uguale « quatiro volte

o termine della suecessione B il cui posto & medio tra i due primg, cioé:

Unry — On== 4\6“4_5 . {33)
Infatti, per la (8) .

Quie == 20nia - Anio
e per la (7) \

dy = l':'II.I.-|-E - Eﬂu.;._]_
sobiraendo sara: :

Anie— dy =2 [ﬂ’n-j—ﬂ —J]I_ ﬂu-::l_}

€ per la (3) ancora &:
. ﬂﬁ.l.n =2ﬂ’u+2 -|— it o1

che sostituito nella precedente di

Ris — Uy = 2 (2ﬂ11+ﬂ "!_ o1y "i— ﬁ'[l—-_}_._[) =4 [ﬂ':H-E + fl'_:;-i-l]
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e per la pmma delle (9} finalmente si avra:

Unsg — 8u=— 4:bi1+'ﬂ T C. 'd'. d.

Teopema 14°. — Lo somma di quattro terming congecutivi della

Buccessione A & uguale a quattro volle il peﬂulhma dt ¢sgt, ¢iod:

Apii = Auss + Tuip + Ons = 4aga. | ' (54) .

Infatti, per ia (3) s1 ha:

Ay — 2ﬂn+3"—]‘ (pys
per la (7): | |

(piy == Opig — 2{Itl+g
sostituendo questi valori nel primo memhro, avremo:
[ﬂnﬂi R 2ﬂn+ﬁ) _l_ (ﬂn—w) ‘l‘ (ﬂ'n+3) "l‘ (2““4—3 _I‘ ﬂn-HI)

e riducendo sara: '
i=nj4

2 ¥ — 4:(1’11_;.-_3 .
i—=n+1

CoroLLamio. — Siccome per o successiong B sono “identici il rc:gm-

aamento ¢ le cmmpﬂﬂdenh formole (4) e (8} sari [lu res-
{=n

f=nt1:
Trorema 15° — Il limite verso cui taudﬂ 3.3 r:}ppar ta 53 1}2

Infatti, dividendo per a,® 1 termini della fnrmula {15) e tmﬁpur-
tando, si ha: |

ba* : 1
af =2t g3

da cui, esiraendo la radice quadrala
EE:VQ'F 1 f - per n pari
U ~ a." | — per n dispari.

; ; . 1 )
A misura che aumenkta 2, il tenmneag va diventando SAMmMpre

pit piccolo, finché per n=—ow sara:

by V2. __ ' (36)

CororLARrIOo. — Il Limite verso cui tendedl ?;appm to fra due terning .

consecutivi di ciascuna delle die successioni & 14 V2.,

Dividendo per a. la secnndﬂ della formola (9) e trasportando El:

ha, per i termini della successione 13.

ton g b

= s —

4—-!1 I T 15 1
Ybj=4bia. N g )

i s

L e
.......
s B

g g
||||||||
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148 h (37)

Per i termini dalla sucecessione B, dividendo per by 1 fermini della

‘seconda delle formola (11), dopo averli moltiplicali per 2, e traspor-
- tando si ha:

b _ 2, 24V2 29349
o Yz T T T3 T T 3

8 at}stituendn ad gi il valors V—;_ sard,

e finalmente

TH=14 /2. (38)
Il :

- Usservazione 18, — Qnesto teorema, fornisce la maniera di celco-
lare, per mezzo di una sola divisi one, la radice guadrata di 2,
giacché basta ridurre a. numero decimale, a_sesconda I'approssima-
zione che si desidera, una dells seguentl fragioni ordinarie, i cuj
termini sono rispettivamente due bermini conseentivi deMa sncces-
sione A:

2.5 12 20 70 169 408 985 2378 5741 13860

1* 20 E':- 12 29 71]' » 169 408 ' 985 ' 937831 5741_‘-._....
diminuendo di nna ueity il risulfato ut{;énutﬂ-; oppure una delle fra-
ziomi i cui termini sono rispettivamente due termini consecutivi
della ‘successione B: |

5 7 17 41 99 239 577 1393 3363 8113 ~
1P 37 7017 41" 799 * 239" 577 * 1393 8365 -+

e diminuendo anche qui di una unitd il risultato olfenuto.
Osservazione 28, — ]| superiore teorema pud anche venire dimo-

strato colla teoria delle frazioni contin e, giacehd le suddetle fra-

zioni ordinarie non sono altro che le successive ridotte di una stesaa
frazione .continaa periodica, quella stessa a eni si riduce tanto 112
guanto il rapporto di due termini conseculivi di ciascuna delle no-
stre due successioni. _

ProsrEma 1°. — Caleolare un terimine della suceessione A senzg hi-
sogno di calcolare tutt] qualli ehe 1o precedono.

Di questa suceessione noj conosciamo prioi venti termini; colla
formola (27) possiamo ealeolare tatti i termini di posto dispari dal 21°
al 39° e dopo, colla formoia (1), anche tutti quelli di posto pari in-
termedi. Collo stesso procedimento si potranno indi caleolare tutti
i termini dal 40° al 77°. o cosi dj seguito.
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S1 voglia ad esempio conoscere il 70° termine. Col la formola (27)
Sl avra:
Aas == a"1s + G°1
Uy == 17 T @8
B =016 a 19

e colla formola (1;):

'ﬂﬂi"‘"‘ 2

poi di nuove colla formoela (27):

(eo = fias T (g

=, T3 = @gs + ga
e finalmente

71 — sy
ﬂ']ﬂ TR 2 L]

Prosrema 2°. — OCaleolare un termine della successione B sensa bi-
sogno di calcolare tutti quelli che lo precedomo.

Anche di questa successione noi conoseiamo i primi ventl termini.
Colla formola (25) seritta in questo altro modo:

—opt 4 Ij—}—l per n dlspan
" \—1 per n pari

possiamo ealcolare tutti i fermini di posto pari dal 22° al 40° e colla
formola (2) anche tutti i termini di posto d1spar1 intermedi. Collo
stesso procedimentio si pofranno dopo calcolare tut.tl 1 termini se-
guentt dal 41° all’80° e cosi di seguiko.

Si voglia ad esempio ealeolare anche qui il 70° termine.
Uolla formola (25) si avra:

ba=20"1+ 1

bﬂ_ﬁ. = 21?515 e 1
o colla (2)
A bag — by
= 2
e finalmente, conosciuto by, colla (25), sarh:
| bro="2b% | 1. ﬁ
Esercizi.

_ Dimostrare le ssguenti formole:

- per & pari
1 — A ;
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4 per % pari

90, tin E anot = Buith - e
_ © | — per k dispari
3“- . ) ey, = ﬂlﬂ'u {ﬂl:l. + {I'I'I.—I.J
4°. 1% = @sn + ot £ 1 | + 1 per s disgid
_ : T T 7} =1 per u pari
£o | By i g 1 { + 1. per n dispari
| a0 - — per n pari
ﬁﬂ" _ﬂ.’dn - gﬂnﬁu
™. 'j?bn'a = b3a i'gba { + BEE % pail .
| — per nu dispari
S S i 43 A 4 per n pari
T — per « dispari
&“. G i —at, = AT
lﬂu. {Tlu = In [ﬂn-l-l + -ﬂll—l]
F=4n—1
& & - e = Eﬂ-eﬂn
i=1
[=da--1
129, . Zay =b%nu.
=t
Ing. Frirero Niorra.
)~ =

SUT CAST DI ASSOLUTA ECCBZIONALITA § SULLA TRASCENDENZA

della generalith delle curve

Quando un insieme di punti di uwna punteggiata & formato da
tatti i punti di infervalli, non aventi due a due parti comuni ed
avenfi una Junghezza totale I, si dice che YVinsieme dato ha per
misura 1. |

B noto poi che 'insieme dei numeri trascendenti ha la potenza
del continuo, mentre anello. dei numeri algebrici & numerabile, ed
e pure noto che se da un ingieme A di punti, avents 1a potenza del
confinuo, ne sopprimiamo un ‘iusieme numerabile B, la potenza
dell'ingieme A — B restante, & ancora quella del continuo; di pid,
avendo sempre un insieme numerabile di punti per misura zero, se
ne deduce che la misura dell’insieme A — B & ancora quella
stessa di A. ' - |
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Da cio emer gﬂ uhe un"infinith numerahﬂe & tlascurﬂhﬂe 1|5pettu:_ "
ad un’infiméa che ha la potenza. del cuutmuu aualugamente a

guanto succede per un infinito che sin di urdme minore mapettﬂ ad

un infinito di ordine maggiore.
Si domanda ora: qual’® la probabilith che Eﬂlpﬁﬂdﬂ 4 ¢aso un
punio sul segmento 0 —1 di una punteggiata, questo punto sia,

algebrico? .

£

Per rispondere a tale domanda osserveremo che siccome @ noto
clie se una variabile x pud indifferenfemente assumere qualsmm

valore COmpreso fra a e b, la probabilitia che, in una data prova, il

suo valore sia compreso fra ¢ e d, dove s1 auppune @ {c*i:'d{b
d—-ﬂ

& uguﬂ,le a = , resta evtdente il caso [1111 genemle f-he se ﬂT} m-_-_

riore 5, Ia pruhabtha_ chc, Lulpendu a Caso un puntu questn appmt&nga-ﬁff@:‘ o

g

all’insieme di misura s & data dal rapporto g Ora }insieme ﬂEI S

punti algebrici compresi fra 0 ed 1 ha per misura zero, menktre

I'insicme del punti traﬂcﬂndenln h"t p&r nusura 1, Ne dedurremo che

la probabilita cerczttﬂ ~uguale &' l i} 1a E{'.E:EIEH eloe Ellﬂ si avr ﬂbbe____-

di culpue un solo punto dato el EE“’iUEHtﬂ considerato 0 — L (Y

Notisi che izvece del segmento 0 —1 Hm puhemmu analugam&nte

pavlare di un segmento qualuuque

Dato ora un insieme qualunque A chmmﬁ L0t d: assalutu ecce-
zionalilé dell insieme stesso, quelii uhe costituiscono un insieme B

contenuto in A e di cui & zero la probabiliti che Ebﬂﬂilﬂllﬂ[} 4 6aso

- un elemento-di A, qnestn appartenga a B.

Sﬂnu, ad esempm, gasi di asaquLﬂ eccezionalita 1 punbi inferi
presi nell’ mﬂieme dm puntl mzmn*ﬂl dl una punteggaiﬂ pbich'a
gIace tn numero ﬁmto th puutl mteu Ed (an numero mﬁmtu fh puntl
razionall. - . | |

Nell’insieme. pm &1 tuti‘.l pu fi dﬂ]lﬂ. punteggialba, i punti alge-
briei rappresen: tano pure casi di assoluta eccezionalita. |

E sono sempva ﬂﬂ:ﬂ-i 41 assoluta eccezionalitd di un insieme A,

(M I ¢oal lnntirﬂ_u !.;-::-;
:mpn-asihllith ap mﬂp_si-_

anclie ge quaat‘ulumn ]Im :
piacera. 9. =

.........
...........
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avente Ia potenza del continuo, guelli ehe appartengono ad uy
insieme di misura zero contenuto uel dato di misurs ~ 0.

Sempre pel fatto che i numeri razionali sone easi di assoluig

~eccezionalith nell'ingieme dells totalith dei numeri, si deduce che,

data una grandezza K, le infinite grandezze che sono ad essa com-
mensurabili rappresentano casi di assoluts eccezionalila nell’ insieme
di tutte le grandezze omogenes a K. (%) |

Ritornando ora sopra unz mia Nota pubblieata pure nel Periodico
di Matematica (Faseicolo V, 1916) applicheremo ora il comcetio gii
definito di assoluta eccezionality per dimosirare come la generality
delle curve del piano siano trascendenti, in un senso molto elevaio,
nel senso ciog di non passare che per punti trascendenti del piano

'Etﬂﬂﬁﬂ;

Dicevamo dunque in quella Nota, come si sappin che, ad ecce-
zione del punto 2=0, y=1, il teorema di Lindemann prova che
I'equazione ' B | e

y=e*
6 di tale natara clie z ed y non possono essere entrambi algebrici
e che quindi, ad eccezione del punto (0, 1), In curva rappresentsts

~da quella equazione non Jmd passare per mnessun punto algebrico

del plano ed & di conseguenza una curva fraseendente.
Bi potrebbe dire analogamente délla curva

) Iy =4@arc sen x
porché essendo |
¥ — p—ly
el Y= —5—-
SoH.J 21

"l'equa.zinnﬁ-Eud_det.ta diventa:

2ix = €V — gV

la quale rappresenta quindi una curva che, ad eccezione del punte (0,0),

- 1om potra passare per nessun punto algebrico del piano, poichs,

sempre in virin del teorema di Lindemann, non potranno essere
contemporaneaments algabrici 2= ed . |

Formando i punti algebrici del piano un insieme denso, dove
€108 ne esistono infiniti in un’area piccola guanto si voglia, pare a
tulta prima ben sirana Ia proprieta che, nd es. hanno queste due
curve, te quali, se se ne eceetbua uno, hammo la proprietd @i riusecire

-8 seansare tubll i punti algebriei del piano stesso.

Orbene noi dimestreremo invece che la proprietd che hanno

~cerfie enrve di non pessare per punti algebrici non & affatto parti-
colare, ma che anzi, data una curva gualsiasi pud affermarsi che

(3) 8 potrebba, ad es. effermare she dati a caso dus segmenti, la probobikitd che sasi siavo
commansurabili  zsro, |



n Iﬂﬂﬂn che l 1:151&]]19 delle mﬁmte Curve moi aventa questa. prupnatﬁ. -
% infinitamente meno vasto di quello formato: dalle eurve ehe della ™ e

suaecennata proprieth godono. Cosa. questa di gmnde 1mpurtanza"
teorica. - - '
In altri termini, vnglmmn ﬂ1mnstrn1-e che: ]a CHEVH ‘[]ElﬂEEl.llf}l PRE . 8 T
punti algebrici, sono casi di assoluta eceamnnﬂhtﬂ, e ¢iog che data
una eurva qualsiasi, anche fraceiaia a case sul plﬂ.n-u, Ia prﬂbablht%; R
che essa ha di passare per qntdche punto a]gel}rlm, o Zero, _
Hd infatti considerando le ascisse algebriche dei puntl della curva
truceiata, comprese in quel qualﬂnque mtawal]u ¢he vnglmﬂl consi-
derare, & zero la probabilitk ehe ad una di-esse corrispondf wn’or=- - 0 i
dinata pure a]gﬂhrmﬂ. perchd le infinite ordinate eorrispondenti ad. SR,
ascisse algebriche formano un insieme numerabile e sara quindi zero e
la probabilith che una di esse, esistente nell’insieme continuo di futée il
le ordinaté dei punfi della curva, nell intervallo nﬂnslderatn sig i
pure algebriea. - £
Resta quindi provato il nostro asser bo. i et g e R
Lungi qmudl dallo stuplrm che afl Es. le. duﬂ ﬂﬂl’?{-} Eﬂpraeﬂannate_h:_;_.-:__ -

J*-f", J*-ﬂl'ﬂﬂ&nm SiE

|||||

.............

un Puntu algebt‘len Prupl leta quest’ ulL'mm Lhﬂ ]& fa PIIIPI'ID ﬂl;tﬂa--fz"
verare fra i casi di assoluta eccezionalita. - Sy

. . E‘

SCOMPOSIZIONE DELL’IMPERPIRAMIDE TRONCA

a bagi pg.-ra.]lal& di S,

1

Scopo del presente articolo @ queliu di estendere allo spazio 8 .
quattro dimensioni 1l teorema che insegna 4 scomporre un fronco di - FE
prisma friangolare a basi par allele di S; nella somma di tre pira-

midi aventi la medesima altezza del fromco e per basi risp: la bage’ 7
minore del tronco, la maggiore e una media proporzionale fra éssse;
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temema. guest’ ulf;mm che, se ben si 0sserva, & Iestensmne del noto

teorama’ di geomefria piana: un trapezio equivale nlla somma di due

triangol aventi 'altezza del tlapezm e per basi risp. Ia base minore
¢ In maggiore di esso. -

Una volta ottenuta I'esténsione all’S,, il Iettuta paziente potra
sEE L da: s& eseguirla per lo spazio a un numers qualungue di dimensioni
e e applicarla al caso di una 1perpu'a.mldﬂ tronea a basi poliedrali iu-
| vece che fetraedrali come facciamo noi in questo articolo,

i T Andiamo dunqu& a dimesfrare il .

TroremMA. — Una iperpivamide tetrdedrale tronea o basi paral-
Zeiﬂ.m By 81 pud seomporre in quatlyo iperpiramidi tetraedrali della me-
desima altezze dell iperpivamide date e aventi come bast risp: la base
wminore, la base maggiore di quesia ¢ due medie proporzionali continue
tra la minore e la maggiore,

Si prenda a considerare in 8. I'i 1perpu amide tronca che ha per

basi i tetvaedri ABCD, A'B'C/D” situati in due §; paralleli e per al-
tezza il segmento A: questo segmento rappresenterd quindi la distanza
dei-due 53 suddekti. Potremo supporre che dei due tetraedri simili
ham, ABCD sia minove di A'BCD': cid lecito, non puteudﬂ in nes-
sun cdso essere uguali,

Cid posto, nella base maggiore A'B'C'D’ riportiamo A'B", A'C”,
A'D" riep: ugoali ad AB, AC, AD e immaginiame congiunti i vertici
del triangolo B"C'D” con quelli del trlanguiu B'C'D’. Questi triangoli,

~ di cui il primo & uguale a BCD, giacciono in dne S. paralleli, per
cui risuiteranno equivalenti fl& loro i tetraedri:

------
o

| ABCD —A'BC'D' —ABCD" ()
ed ‘ﬂquiv_ﬁlent—i pure fra loro i fetraedri: . e |
AIIBHGHD! o A.FBHG'B" —_ A.rBrcuDu. (B)

Conduciamo ora un 8, pel vertice D della hase minore e per i vertiei
A", B, C' della base maggiore: da questo iperpiano I'iperpiramide
tronea rimane divisa in due ipersolidi, uuo & 1'iperpiramide tfetrae
drale di 8, che ha per base il tetraedro A'B'CD’ e per vertice D,
108 che ha Ialtezza dell iperpiramide data e per base la base mag-
giore di questa, l'altro ipersolido & una iperpiramide pure di S, che
ha per base il prisma triangolare a hasi parallele di S;ABCA'B'C’ e
per vertice il punto D esterno a detto ;. Ora questo prisma, pel
teorema noto di geometiia elementare e ricordato in principio & scom-
ponibile nella’ somma d}. tre piramidi che andigmo ad esaminare una
ad una. - |

Cominciamo da qiella che ha per base AB'(” e par verkice A;
essa da origine all’iper piramide tetraedrale D(AA'B"C”) nella quale,
per essere DD parallela all'S; che contiene il tronco ABCA'B'C,
possiamo al vertice D sostitmive D”. Otteniamo cosi I'iperpiramide
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tetraedrale DYAAB CY) alla quale possiamo dare come vertice A e
.come base A’B"C"D”. Bssa ha dunque l'altezza k dell’ iperpiramide
tronca data e per base A'B"C'D” ciod la base minore. '

Passianio ad esaminare quella chie ha per base AB'C” e per ver-
tiee A: essa da ovigine alla iperpiramide tetraedrale D{AA'B'CY). .

In questa possiamo porre D” per D per una ragione analoga a
quella accennata sopra, ed olterremo cosi la nuova iperpiramide di
vertice D" o base AAB'C” alla quale potremo dare per hase A'BC"D”
e per vertice A. Essa ha dunque per altezza lt e per base A'B'C"'D”
che & uno dei tetraedri (3). | '

Consideriamo infine quella Ia cui base 8 A'B'C’ e il eui vertice @ A:
essa da origine all'iperpiramide tefraedrale D(AA'B'C) nella guale
il vertice D pubd essers sostituito da D, con che si- passa all'iper-
piramide D"(AA'B'C’). In quest’ultima assumendo come vertice A, la
sua base & A'B'C'D": V'allezza & dunque i e la base & umo dei te-
traedri {a). . _

Abbimmo cosi scomposto I'iperpiramide tronea in quatfro iperpi-
ramidi tetraedrali aventi la medesima allezza dell’iperpiramide tronca
e per hasi rispettive la base minore di essz, ln base maggiore, un
tetraedro () e un tefraedro (). N ORISR R S BARLT L e

Rimane, per completare il nostro asserto, che woi facciamo vedere
che sussiste la catena di rapporti: =

CA'BCD" = fizo —gq: ABCD".

Invero si ha: i
AB'C'D": AB'CD = AB'C": AB'C' = A" A'C
AB'CD" : AB'CD" =AB"C : ABC =AC": A'C.

Si ha poi: a7

ABCD": ABCD = ACD": ACD = AD": AD

ed essendo : | o
A.rcﬁ: ﬁfgfﬂﬁlDII:AIDii

segue: ' _
A'‘B'CD": A'B’;'C'D"% &'B”E’ID” - AB(UD = A’B’C’I}"-z A'BCD
clod : |

A'BC'D":f=f:za=a: ABCD
. : e. d. d.

Exgrco PicoioLi.

T W m
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PICCOLE NOTE

Caleolo approssimnto, — Ginstissimi sono i metodi di ealcole indicati nell'ar-

ticolo Pradotti approssimati di Vircimia Vesiv apparso nell'ultimo fascicolo del
FPeriodico. p ;
' Non va tattavia dimenticata Ia Seguenie vsservazione. ‘

Nel dare un valore approssimato sotto forma decimale non & affatto necessario
e talora neppur convenienté dare un valore con cifve esatie: per esempio'se di 2
si sa ehe 1548 & un valore per difetlo a meno di'[},ﬂ3, in cifre esalie non si
pid dare che la parte intera 15; ora, quesio valere & a meno di 0,51 ciod per
8850 11 limife superiore dell'errore & 17 volte pili grande che pel valore precedente,

Quando si fanno dei calcoli con valor spprossimati, pur formali con cifre
esdite, si oitengono dei risultati approssimati che non somo, gemeralmente,
espressi con cifre esatie; e sa sj vuole ridwvli a tali, si aumenta I"ampiszza
dell'approssimazions, ¢iog si aumenta I'errore. -

Cid che importa mei ealeoli approssimati & determinare Papprossimazione del
risullato di un caleolo eseguito, &, inversamente, stabilire il ealcolo che deve
essere faito per offencre un’approssimazione prefissata.

“Ancora, rispetto al procedimento indjeato nell’articolo in parola, si pud osser-
vare (coms ivi & detlo) che quel procedimento non si appliea ai prodofti di dne
nameri entrambi approasimati, che pure compaions nell’ ingegnamento socondario
inferiore (pér esempio, per calcolare 1a lnnghezzn della circonferenza cireoseritia
ad un quadraio di late 1, che & data da V2 3¢ ).

Complessivamente, o credo che nelle scuola medie di 1° grado, alle guali si
viferiva I'articolo di V. Vesry o nella quali si fanno caleoli approssimati di tutte
le specie, si debba attenersi al metodo pii semplice di eseguire le operazioni
ordinarie sn valori approssimati, con Ia sola determinazione (in grosso modo)
dell'approssimazione del resuliato; solamente in un msegnamento di grado supe-
riore si pofra svolgers in modo pit Ampio e preciso, & c¢on lo operazioni abbre-
viate, il ealcolo approgsimato. | |

Comungqus, volendo indicare cOn- precisione j procedimenti del calcolo 8pPros-
simaio per na determinato ordine di scuole, non si pud restringere l'esame zd
una sola operazione separalameple, ma bisogna estenderlo g tulle, perché detti
procedimenti devone formare un insiems bmogeneo e beén coordinato,

E. Maccarrery.

Determinazione degli assi di ung conien centrale. — E noto che, se & dala
Pequazione generale di una conioa : : -

(1) - f () = anz® + 2aiazy + agsy® + 20182 —+ 2amgy - g = 0,
e chiamiamo A;, il minore complementare di @y, nel amo diseriminaunts

(#1] 1=z - iz
A= an tag tlzz | ,
(®3, L {Tag
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© ponigmo .
I = a5+ a2 — 2ay0 cos §,

gunando ¢ Az 3+ 0, la conica & contrale, ¢ le ecordinate del centro sono

(2) _ v Ay iy o Asa

Asz 7 ' Axg

I coefficienti angolari degli assi sono la radici dell’egquazione
(3) {ms — as2 05 0) m® + (413 — qaz) 1 ~1 (012 OB O — fye) =0
cled, posto
4= {ﬂu — tp)® — 4 [t’t[g — @22 €05 B) ['au cos§ — am} = 1* — 444z sen® 6,

questi coefficienti anguhm EONO

e == "
2 — agcosh) .

{(4) ' @ —an + VA

Finalmente si sz che Vequazione della conica riferita agli assi &

. ' | X2 X% o
dove o, P sono le radic dell’equnziona |
vy AT e AR SR
- B It ol n =
{E] < = }.&13?,3__ ] AEEEEEH i _ 01
cioé | e A e .
o L e YA 2 ""]
? : i T : 1 ﬁ- L
. B &b ot s ALY

Quest’'ultima formula si ﬂaﬂuﬂa ﬂr{ltﬂﬂ.rmmeuta fncendo uso della proprieti
invariantiva delle funzioni !

. DS TR - 1
sen’d” gg_:_l_?ﬂﬁ" - osen® '

Velendo disegnare la coniea mppresentutzl. dalla equazione {1), basta dungue
fissare il centro C per mezzo delle formule (2), poi tracciare per O due retie
le cui direzioni s0N0 determinate dalle formule (4), le quali saranno gli assi. La
formula (7] finalmente da le lunghezze degli assi. Fi pilt precisamente, se Ag™>0,
A.1<0, dalla (8) risulta che %, B sono positivi; la conica & una ellisse reale
di cui Yz, Vb sono lo qugh&zzﬂ degh assi. Se Aiz >0, A.I>0, risulta che
=, §§ 5010 negativi e Ja conica & un'ellisse 1mmﬂginariﬂ Se Ass <0, risulta >0,
#<0, e la eouien & un'iperbole di eui Vo, ¥Y—¢ =omo lo lunghezze dei semiassi.

Traceiati gli assi della ellisse, o della iperbole, sono note parecchie costru-
zioni per disegnarla, |

Uol procedimento sopra indicalo non resta. perd determvingto su gquale delle’

due direzioni degli assi si debba portare Ia lunghezza Vo e su guale [a Inn-

ghezza ¥ -+ B. In pratica s giunge facilmente a fogliere gnesta incertezza con

qualche tentatlvﬂ. Ma la gueslione si pud precisare colla segnente regoln:

Ai due welori @i m gati dalle (£) corrispondono ordinatamente § valori di o, 8
daeti dalle formule (7) colla condizione che }’_ sice in ambedue Ie formule prece-
dula dallo stesso wegno.

......

S iy
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Mi limito- a dimostrare questa mgula. per il ¢ago in cui gli assi ﬂuurdmah
sS0n0 urtugnnait In questo caso eaaanﬂn 8 =909 le formnle (3), (4) diventana

(SJ | | ﬂl!'ﬂl"+ {ﬂ-;[ —.t‘IEg} M — Xz — {]’
. Ggp ~— @ i VE
1{9] - fil = Sats
esgendo |
(1) - A =1 — 4Ag = (a2 — m11 )+ 4a1e%

linag mmmu di avere gia frasportati gli assi pamllalament.e a loro sfessi in
guisa che Vorigina enincida col centro della curva. Per noti termini 'equazione

divenla.

(11) an £* - 2a13 2y + as y* - i:-ﬂi

e l'equazioni degli assi sono

_. (12) . = ma,

dove m & uno dei due valori dati dalla (9).

Se eliminiamo y fra le due ultime equazioni ¢ risolviamo I'equazione risul-
tante rispetio ad «, troviame la proiezione sull'asse delle 2 del semiasse corri-
spondente al valore di » che si considera.

Per fissare le idee prendiamo in esame il valore di m numspnhﬂaute al ra-
dicale col segno -, ciod

(18) - - i s A1 — 1y ~+ V_
N 2et1a

e 6it a la lunghezzan del semiasse corvispondente. La praiezione di ¢ é dungue
data dall’equazione

- 2* (an + 2ayq ne - I'.TE:! m?) - r = ()
i 24

. oppura, siccome dalla (13) si ricave

@11 2019 M= aas + VA,
dall’altra

- " : A
z* (ags (1 4 m®) 4~ ﬁ} - .é._ﬂﬂ_: 0.
Essondo m = tan @, si B

o8
x
a___ S a2 a — o f
@ =g sace — x° (1 #n
BHEE‘EP 2 (L 4%,

e percid dall’equazione precedente si ricnva

| : ya
¥ U -
(14] Q@ {ﬂﬂ. ! 1+ m?® + .!!Lﬂa 0.

Ma dalla [13} si ricava

1 4 m® v {4ei2® (a2 — an)® + A 4 2 (a2 — au) val,

1+ mli= i{ﬁ—l-{ftﬁ-—ﬁu}]f_}—-— rqjﬂﬂ—ﬂll 'I'"rf_I-

daiq
05513

......
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& quindi
- YA Zaye® 'Qtrlﬁﬂ h | - |
i “l;“'ﬂ: azs — @1y + VI (@zg — 611} — ﬂ Hates — = }/& } |

ossia, tenendo conte della (10),
VA
1-+awm?®

Se gostituiamo nella (14) risulta

— é {{-ﬂﬂﬁ — M) — VI] .

—'-{fml'l"ﬂﬂ]""vﬂ-}‘!‘

085ia

ﬂu+m [I—WH— il—r'a}—o

¢ per la (10)
gA

a®. 4433 } : {I VI] = {} : N E !
; Ass ST IR
03814 : e e
q a_ - cob AR
ﬂﬁm { 2 Vﬁ !

J!&bhmmn fatto n dlmﬂstmamna pEI’ i Gﬂﬂﬂ dl aam ﬂttﬂﬁﬂﬂﬂh nm El'mpi#ﬁﬂ

:Lﬁﬁfﬁi

Puutl P, P ﬂEl caso ﬁhe la ‘conica sia un EHIEEE ¢'E una dlpendﬁuzﬂ. aainpllﬁlﬂﬂm‘l@,____ e g
che non so se sia state nsﬂewata. Scnpﬂ d questa nota & diinostrare ta{& legge T
di dipendenza. ' : R vty
Ricordiamo anzitatto che l'equazicne dal mmaln osculatore ad una comica S
Pun determinare coi metodi della geometria analitica come segue.
Se f(@, ) =10 & 'equazione della conica data, M =0, N =0 sono ’equazicni
di due vette qnalungque & K ona costante achitrarvin, 'eguazione

flo, ) +E. M. N=0 .

rappresenta il fascio di coniche che passano per i quatire punti d’incontre della
coitica data con le due retie. Se M =0 rappresenta la tangente in un punto P
della conica, e I = 0 rappresenta una retta qualungue per P, tre di questi puuti
eoingidono con P ; si dice allora che la (1) ha un contetts Eripuntn colla conica data,
E =6 le due rette M =0, N =0 coincidono colla tangente in P allz conica data,
qummmw plenedente diyenta

f{-wH—E M““ﬂ
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e rappresenta una conisa che ha in comune colla conica daia quattro punti rig-
niti in P; si diee che essa ha un contatio guadripunto colla data conica.
2. Consideriamo ora I'ellisse riferiia 2l auoi RSsl,

jm=~unnatp
| ¥ = 0 Ben o,

ﬂ: [
‘rﬁ—[—% _ 1, OVVero

L'equazione della tangente nel punfn P eorrispondente al valove ¢ del paTR-
metro, e quella di una rekia qualungue per P, di coefficiente angolare m, essendo

Te0S P . iy S8en P
¢ b ogsin J PP COSP -+ ayseng —ab =0
- U —y — (e cos 3 — bsen ) =0,

y — 5 8en 9= m {2 — a cos @),

Pequazione di ana coniea che abhin in P nn contabbto tripunto &

£ (b0f 4 oy — 0%
-+ K (b cos 9 |- ay sen ¢ — gp) {mx —y — (ma cos g — bsen o)} = 0

8 quella di una coniea che ahbia un contatto quadripanto &

(2) (bz® —{— ®'y* — @’ + K (br cos P+ aysen o — ah)?=10_.
. - L
Le (1) {2]_ 81 po=sono serivere

() (&% + Kmb cos @) x*+ (a® — Ka sen @) y#*— K (@n sen¢ — b cos ?)zy+...= 0
(4) (1 +K EDEEqJJ_b”mE + (1 + K gen’y) a’y? - —é- Kab sen 29 2y .. =0,

8. Dalla (4) apparisce chs perche la conica avenie un contatto quadripunio
st un cireelo & necegsario ¢ sufficiente che sia:

{1 4K cos®o) b?:: (1 4+ K sen? p)a®
—;- Kabsen 3p =10, |

Tt
2
si deduce poi K. Dunque soltanto nes vertice delle ellisse esiste un eiroolo guente
wn contaite quedripunio, _ -

4. Dalla (3) apparisce che Ia conica avents un contatfo tripunto in un punta P
qualunque della ellisse & wn circolo, quando sono -verificate le condizioni

Dalla seconda di quesia equazione si ricava 20 = fin » ¢ = h -} dalla prima

. b cosw
{ 5* + Kmb cos ¢ = g% — Kaq sen 3 assia nsen o
amsen 9 — heosgp =0, | K ee® san ¢

o® senp | b% cos®q ’

ove si & posio ¢®=@®— &%: ne risulia che equazione’ della corda comune alla
conita e al cireolo osculators in P &

(9) bz . cos 9 — ay sen @ =abcos By ,
E Vequazione del direslo saculatore (fniie le opporiune riduzioni) divenia
| s = {:2 &E’ :
(6) mﬂ+y3_-'—2?eoa“q:.:t:+2?sau3:p+r:“nusE.'q::D.L
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Se ne ricava con facili caleol] c.:]:'m le coordinate del ceniro ed jl FAZEI0 sono
dati delle formola note .

2
Xg = "'ﬂ— cos? P ' ' 3
{?J (] - : {3} : R_, .{HE’EBHI‘:F + :E'EG'D_EE'EF_}
Yo == - b sen® ab

9. L'egnazione (5) rappresenta la retba PP dungue risolvendo il sistema for-

mato dalla (5) a dall’equazione della ellisse troveremo lea coovdinate di P (che

gono note) o quelle di P'. Sa nalla equazione dell'ellisse sostituiamo il valore di g

data dalla (5), troviama

: - _ TR ik
(9) . (’E) —2cosp.cos 29, (‘i")‘i‘ (¢0s*8 p — sen® ) =10, ' Saa

Il diseriminante di quests equazions é

A =089 . cos® 29 — cos? 2p |- gan®ip — sen® oo ednii e e
dunque - _ i e S AT

AL e L]

T ':': Lol

impropxio della direzione normale a quest’asse. o P, o B oo

dentr del circolo e dell'ellisse, 'angolo 20P; & 'angole @ oty ,.
Comse-si vede dulle formule (10) & punto associato a P 3 il mtnto @sil
omologo & guello del eirzolo, eorréspondente allengolo — 8yp. =
Ii questa & la leggo semplicissima di dipendenza eui ho accennato inprineipio;
6. Possiamo ora propovei il problema: Esisie un punto che sia associnto del
suo aseociato? In alfre parole il ecireolp oscolatore in P taglia l'ellisse in P’ il
circolo oscalatore in P’ taglia ’ellisse in un punto P7, in genernle diverso da P
pud P” coincidere con P9
Dalle formule (10) apparisee che se P eorvisponde al valore ¢ del parameiro,
il suo assoeinto P’ corrisponde al valora — 3¢, U'associate P di P' corrisponde
dungue al valore (—8)" p = 9¢. Affingh® P~ coincida con P’ deve esseie 99 — o= 2hn
ossie o =h % ; dangque soltanto le duse coppie di punti corrispondenti ai valori %- X

5% 3n  Tx

< % 1 veriticano la condizione indicata; la solazione @ =—: non & da con-

r
- LA
e S

T
i

o
e

e
o

r
A e
i

sidat;ﬁﬂéi p_ﬂrd_hﬁ allora il contatio & guadripunto. .
Plil generalmente gi eostruisca, partendo da Puna suecassione di punti P, P"....P™),
di cul’ ciascuno sia l'associato del precedente. P corrisponde &l valore (— 3)7 ¢,

Pemhﬁﬂn_lnnlﬂﬂ con P dovrh essere (— 8)" @ — g = iz, ossia o { ;::E & h.
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In particolare si trova

T'=3 _ 1z-=-¥ J' n=2a I
1 L
’-'FH—ETE f _-FF_-Q:_'BE '/ ltF_Eg:ﬂ £ l ::3611- o

7. Prupﬂni_ﬂﬁlﬂci di frapare P inviluppe della retta PP, cioé della relia ch
. unisce un punto P della ellisse al suo associato.
Dalla (5) risulte eche ls coordinate plickeriane di tale vetta sono

| cos @
U =
l a cos 29

lﬂ'_ BeN @
< beos 2

Kliminando ¢ fra quesfe equazioni, si trova come equazione dell’ invilupp
cercato in murdma.l:ﬂ plitckeriane

{a”1* — b%%) — (™ + 0% = 0.
Dunque: Vinviluppo ¢ di querte classe.

Par avere V'equazions in coordinate cartesiane basta eliminare ¢ fra la (5)
ia sun derivata rispetto a %, ciod fra le dus equazioni

iﬂﬂE __lf-ﬁeu‘ = £Os 2

g PR prEy —uoe iy

. y .
?Eﬂnﬂp—l—FGDE':[l:EEBﬂﬁ?,

dalle quali gi trova *

' (]
{mﬁa{aﬂusm_zﬂﬂsaﬂ’} _ [ = 5 {8 cos@ - cos y]
. \y==0{3 peng — 2sen®u}’ ovvers ;
| r=g 33&11@-1-55113{1]}
Eliminando ¢ #i trova ¢
2™ yﬂ' § 5 b
(-“ﬁ_ v 4) +3-(a-'-= 'g,:) =

Dunque: Uinviluppo cereato & di 6° ordine.
E facile verificare che essa ha quatiro punti cuspidali di eoordinate
2=+ al/? 1; — 4+ bY2,
Se si considera 1’ lpumﬂlmde a 4 regressi situati snl circolo concentrico al
| raggic %a¢ nei punti corrispondenti a o = (2h 4 1) i— , 81 trova chy

le coordinate dei suoi punti sono
l:?:— % {3 cos ¢ -+ cos 3y}
i

{3 sen ¢ - sen 3z} .

-

Se ne dedunce cha: Pinviluppo cercato e questa ipocicloide si corrispondaono nell
omologia che infercede fra Uellisse ed il cireolo sopra consideraio,
I

( _ ' - G. LazzEry.
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