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Ponendo u2 in Inogo di #, ed s in luogo di » si ha
-V:u-l'-- + 1Tm—-l — 2?111 = 2A4% (3.]

& quindi dividendo membro a membro la (2) e (3), si ottiene

1‘T-r‘-r _F_ vn-—r - Evtl L L)J
1\_.'.r.rr’r—il _I— Vm—- T 2 Vm o ( )

5

Il primo membro & dimque il quadrato di un numero iulero, se »
e mnlliple di s; inoltre & indipendents da », dn m e dalle caratber-
stiche delln suecessione.

UoRoLLARIO. — Nei gruppi equisimmetrici del terzo ordine, la dif-
fevenza tra lu somma dei termini estremi ed i doppio del termine medio
¢ coslante ed indipendente dalla seconda e tersa earatteristicn delly suc-
cessione V.

Ed infatn posto nella (1), »=3, risulta

1-11—# + 1.'"_I 1 E‘I'ril — Tm'J.-'f + Trm- Al ET“, — EA'F'H

()

Teorema 1. — N gnoziente
Wu T A'"E}E —_— TP-n—r 1':.—'-;-

’.H

e eguale al diseriminante della suecessione (1)
Abbiamo infatti

Vorr Voor=(V,, - Ar* + Br4-2An) (V, - A0 — By — 2Anr) =
= (Vo -+ Ar") —»* (2An - B) =
= [v“ . A,,E‘]E — (Bu — 4AC)’

{‘Vll — A'_"E]E T Fu—r 1i||l'r.—!»:-
)t

e quindi

= B"— 4AQ.

CororrLario 1. — 7 yapporto

(Vll —§ -A""BJH__ Vll—r Vn I r
(VI'“ i As:}f = -Vm—- Vm—!-l

e i quadraty di un numero intero, se v & mulliplo di s,

CororLario IL — Nei gruppi equisimmetrici del terzo ordine la dif-
[erenza tra la somma dei prodotti due a due, dei termini del griuppo ¢
i triplo del quadrato del termine medio @ costante.

Infatti comsiderando il gruppo simmetrico V,_,, V,, Vair 81 I,
applicando risnltati precedentemente oftenuti

Vaer Vigem= (Vo — Ar®)* — y*(B* — 4A()
vn vn-e—r + _v-n vn—r = v’ﬂ (TH-H' _‘_ Vﬂ—l‘.] — VTI [Ev'l + EATHJ ’

¢ quindi

vu—*r “!'rl—f-r + vn vll‘!‘i‘+ v?l vn-: = EVEH — rﬂ{Aﬂrﬂ — B + MC)
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E perchd ponendo nella relazione ottenuta m in Twogo di n. il valore
del primo membro non cambia, visulta:

Vn—- ..v,r.x.,-*—-v T:Vl:—[-r__i_'vn Vu_,.—ﬂ Vﬂ,.—_—-‘v,._;v rn-+—r+ 1i‘r‘r.u Vm—!—r_’_ V m 1‘- th=—r" 3T :!III

come s1 doveva dimostirare.
3. Consideriamo il grippo simmetrico del guinto onldine

‘ -Vu-r-} -Vl'l—l! Vln v#-m: X‘l’lr'-l'-r “'}.‘?‘].
Abbiamo

Vit Vo= (Vor+ Vore f — 2V, V, ..
ed essendo, come si & veduto:
Vet Voo =2V, - 2452 Vo Vi = (Vi = Ar¥t— ¥ B —4A(),

ristilla

Voot Vi =2V2, L 12A0°V, - 243 L 2,4(B* — 4AL).

Ponendo s in Inogo di », si ha

Vi V3, . =2Vs, + 12A8*V, - 2A%* |- 24 B® — 42 )

e quindi

[vgn-r“f“' Ve v J o (Vﬁr-u—l_ \& I) T IEA“'E —$EJV” —
= 247" — 3') -+ 2(* — %)(B* — 4A()

Constderando allora i due gruppi equisimieetrici del guinio ovdine
V.tl.—:- vs:—-. Vn: an_,,. Vn—i-t: T"Tu:—r- Vmﬂu 1"m| Vm—'—iu Tm—'-rr
abbinmo Ia formols

(—Vﬂ.rt-, —J—‘ ’vuna—: ) B [Vin-]-; + "‘TEI"_‘) e IEA (!.'J '_' 3:)1'_“ —_—
T (vsﬁr + V!m—-r) - (Vglu“:—'l- + Tgl'l'r-—l) - 12& (,-E T Sg.]‘vﬂ"' (5}

In particolare, per» =2 e s—1. ciob sa s eonsiderano due groppi
di cinque termini consecntivi, visnltsa

(Vita == Vio) — (Vi 4 V2._) —8BAY, —

— Wﬂ-n*'r'.‘ + vrﬂlu*—ﬂ) - [V=HJ4—1 + vﬂ'“"‘l} = SHV"‘
ad anche

Vs 4+ Vo - 86AV,, - V2, i i R
= Vi VA 86AV, V4 Vi (6)

Sa melln (6) poniamo n—+2 in luogo i n e n 47 in Iuogo di m,
abbiamo fra dieei termini consecutivi della suceessione V Ia formola:

Fﬂn%l + VLH —i_ HﬁA v.:—f—: + VEIPHI ‘_I" _Fn:.u S
— V“.,_r_u + vﬂn-}.a + HE;A"FH—E _1‘_ “-zu—l—l + _‘r EH—G* “T]

Cosl se la successione V la per caratieristiche
A=0 B=l1, =0

rﬂ'-'._.'-l-"u'-\.,-".--:l-
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s6 & ciod la sucecessione dai n

umert inkeri, abbiamo per Ja formola (8)
I"identiti

2P L1 —2)* = (- 21 (- 1)ty P (m—2)

¢ per la formola (7) resulta I"identiti
;:”+(::+1)—}—{rr—,'—ﬁ)“+[u—ka)%(n—H)2+[u+3]’+[n+5)“—.L{u+9]‘-‘.
In particolare, ponendo nell'ultima identith n =10, risulta
S LSS -3
¢ ponendo mvece n =1, si ottiens
45472 =204 624 10

Similmente considerando la sunecessione dei

numeri numeri dispar;j,
cloe la successione di caratterisliche

A=0, B=2 (=1
per la formola (7), si ha lidentiti

(En 1P+ (20 + 91 - (20 4- 18)* L (20 4 17 —
=0 +3) + 47"+ @a + 111 20 - 19
eCC, ecc.

4. Consideriamo i fre grappi del terzo ordine

1v" ' Vn—l—l § Vn +4
vn'—r ] v i o ‘V-u—{*r-l-l
vu-—r‘H r vn—-r—i—t; v

Abbiamo, per quanto si & veduto

vee

Vet Vit = 2VA 1240V, - 205 4 29B* —4A() (g

¢ ponendo n—1 in Inogo di u, risulta similmente

Vomta+ Vi =8V, 4. L2ZAr*Y - 2454 42,3 — 1A0) (9)
¢ solbraendo membro a membin lu (8) dalla (9), si La
Vg Vi —V

Ponendo nella |

:u—-rr __Wn+r='—;!(1"&u+1 _—vﬂn} —I" Iﬂﬁi'ﬂ(v'n,H — ‘r;,J. [lU)‘
0) n+1 in luogo i i, risulta

v!u—r—}-] _f— vuu{—r-li-i = Vin—ri—l. e VEII‘-F'-I‘-F—l ==

=V Vn) + 1284V a—V,0). (1)

Iufine se sottragglinmo membro a membro la (10) dalla (11),

ricordando che &

vu-{-—ﬂ T Evu—l;-: "f_ V'ﬂ p—— EAI
ettentamo, la formeoln

lv“uﬁ-;-f-i _I_ Vﬂ;—rTE __'2V=ﬂ—-r—|—l] + {Vﬂlr}-r‘F Vsll—l:'__ .']Vuu—.'-t Ly =

-

= — E[v .J“ I!*J—l— Vi.n — E‘-J‘f'u\.-ht ] — ﬁﬂ-ﬂrﬂ- {13)
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Poiché il secondo membro & indipendente da », ponenda m in lnogo
di n il secondo membro non cambia e quindi risulta 'identita

{Vsn-i-t—kz + vgn—!".l"l T zv'ﬂm—rﬂ] + (T'mndrl “l_ b = ET!,,_.,__;) —
-+ EIV’M—P —f— Voo + Evrgu—m ) = Wim-f-:—E—".' + vfm—vr‘-? i 2T:=—r'—!) T
+ (‘F"mﬁ + ng—r _[_ 2v%+;+1] + E[VIH-I-E + ?Eﬂ _[_ EY:E—I]- (13]

Consideriamo aleuni nolevoli ensi prarvticolari,
2) Per » =1, In {12) diviene

WTEH—"—[I - iv‘ln-fn‘! "§_ szn—i—l - 'I VEII + Tﬂﬂ"'l — 24 "4' 2"'

Risulta gnindi
Per le suceessioni 'V a caralteristiche inteve, Uespressione

vgu—l—ﬂ —4 Vﬂmf-! ‘i“ Bv!n—i—l L ‘{F:u + T=-—1 [I-I]

¢ divisibile per 24. Per le successioni V I cut prima caratlevistioa
della formua

2l 1
AseSl

-

(E quindi sin@mente B—m ;— 1) » Uespressione (14) & divisibile per 6;

infine per le successioni aventi nulla in prona caratteristica, eiot, in altye
parole, per le progyressioni aribimetiche, il cui primo termine ¢ B —+—Ce
la ragione ¢ B Uespressione (14) & aulla.

Ponendo nella (18), #=1, si ha

W"—Fﬂ_f— %H’mm*i—l _f_ meH + 4V2,, + Floami ==
ye— Vzm-—m _J— 4‘?'2“{—2 _r_ E"?Enhbl _|L' 4V En + Tﬂm-—l-

Soskituendo n -2 ad ne n- 7 ad m, visulta la seguente relazione
fra 1 quadrali di dieci termini consecitivi della successione V

vﬂn-i—i + ‘ivuu—f—?_[" ﬁvun—,l-: “f‘ ‘4 v!n--i-ll + "Tzu-r-: —
= Vst 4V + 6V%, a4V ., =+ V= s,

Cosi per In successione dei numer; intevi, si lin

(1) Al ~E 7~ 6(n 4 3)* + d(n - 9)2 4 (15—
= 006" -4 420" 6 -8 - A+ 4 (- 108

€ per la successione dei quadrati dei numeri interi, abbiamo

(7~ 1) A= + 7+ 6(n —3)* - 4in + 9 (0 - b=
= (2 -I- 6)' - 4(n -2)* -+ 6{n - 8)* -1 din—44)* +(n 4+ 10)*.

F) Per r=2, Ia (12) da una una relazione fra i quadrati di T ter-
minl conseculivi

v!ﬂ"l" — 2V - ll—l—ﬂ + dva‘n+l =— vﬂn = Evun—l Vﬂuh-t_—_ UEAS,

._'b‘-‘ulﬂll:ii .

R s

L il Ml = - i
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Ponendo nella (13) yr—=2 ¢ #n—3 in luogo di n, n—+10 in luogo
di wm, risnlta 1o seguente relazione fra i quadrati di 14 termini eon-

Yoy -2V, -k Vi -4V, T Vi 2V iV —
= Vi t-2V2 oy + A4V 0+ Vi T2V o Yy,

Y) Per r =38, 1n (12) da wna relazione fra 1 quadrati di o termini
consecntivy:

Fullr} s W EELEﬁ 1 _f'_ 1'?2:-_‘—11 = 2-?”“—!—.‘ _f_ 4 \'Fuuﬂ—I T
e EV:“ + ?un._.jg oo E‘(*iu-—l_l _’_ ‘frﬂn._..a — '_jl E‘AE-

Fonemlo nella (13), r=23, -+ 5 in lnogo dj =14 m Juoga di m,
rsulta la segnente relazione fra i quadralj di 18 termini consecuti v, -

Vﬂu—fhl +2 V Ew-—-!. 1 + Vﬂn*—]+£ V =u+1=+-£T!.-+ _-,—f—::ITT'H.{.-_. ﬁ_fl_ ¥ Hn 12 T'Tnh-l :_-Iihvzn o=
_-——_Y!..-i.-mﬁ‘fl‘r:nq'—u—l—-t'ﬁn-:—ﬂ_!_ﬂvzu—.'—l"J“'Lvun*Hl_i_’:-?V EﬂLﬁ+VEn+IrI_'2T:l1—!+ :!n-f-i."l

ECC. eco,
6. Diremo che un grappo (*) di quattro {ermini
Vﬂ' 1?';1". V;-, ‘Tﬂ

e wWi gruppo Simmeirico, se 8 5 —-—3 ¥
Due gruppi simmetrici V,, Yo Ve Vi o Yo, Vit Voo VN, si diranno
equisimmetrici, quando B—a—= S—u e y— o=1'—73
Uonsideriamo i gruppo simmetrico

Vit oy Vs Vi
Ve Voo V240 —
Vi—Ve.=T, T2An — ) — (O,
me--r—f— Vi — (V.. =Nl =2Ar(m — y -+ o),
Per il gruppo simmetrico
Voo Wy W, Vs,

Abbinmo

& quind)

abbinmo similmente

Ve Vi) — (V. =~ V=24, (' — ' -+ 7).

Se g

M—n=m'—y
cl0e se 1 due gruppi considerfti sono equisimmetrici, si I
=
f?m*‘-r + Vu—r] == (vm + vn] — {-Vm'—l—r + Vn'——r] =1 (Vn’—," T'n']r

DSsin

(*) V. Taettne:* Di alenne syegessioni riecrrenti a fermini intepi o posiliviy, Per. i Mat.Serie 11,
Yal 111, fase L.
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Nei gruppi equisimmetrici di guativo termini, la differenza bra lo
somma degli estremi e quella des med? & eostante ¢ divisibile per il doppio
della prima caratleristica.

6. Si consideri il gruppo simmebrico

-Vu—-t-- vin '\‘rnn vm—v-n

Abbiamo facilmenie

Veir— Vace= (it —n =+ 2r) {A(n 4+ m) 4 B) (15)
Vo — Vo =(m —u) (Aln — m) 4 B), (16)

e quindi
(Vm+r — vn—q} [1rm — v“‘

(11t — m) st — 0 =+ 20)

= (A(n—+m) -+ BJ. (17)

Quindi d quozienle
(Ve — Vs ) (Vi — V)

(i — ) (m—n—+ 2r)

& il quadrato di un wwmero intero, se la successione ¥ ha caratleristiche

. 2h +1 21 +-1 .
intere; e lo & pure guande, essendo A == T B=="-7F—, sia n+4m
- —

un numero dispari.
Dalle (15) e (16) visulla inollre che ¥ quoziente

vlﬂ-?*r - vn-r
1’;'lrm - Vn

& un numere inrero, solo quando sia 2v mdtiplo di m— .
In particolare ponendo nella {17) r=1 & m=n—+1, rvisulla

Wiﬂ—] - Vn—I ] (Vnw{—l e Vn) an Q(A(EH _i_ 1) -!I_- BJH

cive, se i considerano quattro termini conseentivi della suvcessione ¥ il
prodotto della differenze degli estremi per fo differenza dei medi & il
(riplo di un quadrato

7. Consideriamo 1 due gruppi

vu—i—u, vl‘nai—ﬁ, vru-|-p, VIH—r}
Vm-{-m vrm—l—ﬁ'- vlm#—;w V-5,

Vogliamo dimostrarve che se é
D—1
p=="1
(essendo 5 — z divisibile pergh—), risulla

vn—i—u —1“ vru-}-ﬂ ‘I“ vhu-—l—;r—[— Vm{—ﬁ — vm-{-u —F" vrm-}—,‘-‘ + VHP{*;-' —1_‘1;']'"—#'%'l 8
Si ha infath facilmente

S

Vn—i—u vrn-]—-,.': o vnn-{-;- — Vn+{'i =
= Az —3)(2n + 21+ 7)+ Bz

5} - AR — ) (2rn+3+)+BE—1)-

ey
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Essendo orva per I'ipotesi falla

O— 0
-
s1 ha )
o 6 —a=rE—1)
e quindi

vNr—1).(18)

Vot tVogi—Vint;— Vagps=A (3—)(@-+1—r(2-1-8))—B(?

Essendo il secondo membro indipendente da n, possiamo serivere

Tn-J,-u ‘]— Trn-}-ﬁ'—' Piffsr —= Tﬂ—l—-" o Vm-i-ix + Trru.t-f-ﬁ 1Frm+r I Vm—ﬂ,

da ew

T‘rn_;.q —|- Vru-;-ﬁ —f— Vrm-{-;r —f— 'ﬁ'-m—l-.\ = vm-l—a “|— Trm-l-.ﬁ' _]— Yﬂthi-'r _I‘ YH—"‘- (ng
In particolare ponendo nella (18)

_ x=3g§, 3=—1,y=1, E=—g
s1 lhin
F=23:

e quindi
TII:'—H- —f_ V.;u -1 “‘-Vnu—l—l — an— h — EB[E_ 1]:

ed mnolire
Vet Vst Voot + Voo =Vinta - Vaws F Tauita+ Vs

Artinio CREPAS.

(Continun)

PICCOLE INOTE

[. Sopra un Inogo geometrico. — E noto che il lnogo dei funchi delle coniche
i una schiern & una cubien cireolare della sestn classe, (*) per la quale si deter-
nunano facilmente, oltre | due eicliei, altri andici panti. Questi punti sono: 1 sei
vertiel del quadrilatero-base, i piedi delle altezzo del triangolo diagonale, il fuorn
proprio delin parabola appartenente alla schiera e il punto all infinito della reftn
che passa poi punti medi delle diagonali, Nel easo del faseio-schiera, considerata
nellp quistione 608 di gueslo Periodico {Tomo XVII, pag. 338), s1 prevede che il
lungo dei fiochi dev'essere nna cuMea circolare particolare e non gia una quartien
come b detto nelln risoluzione a pog, 145 (Settembre-Ottobre, 1002).

Se (lenotiame con O il punto comune wlle due tangenti, con A e I i punti di
confatto, con U il ceniro del segmento AB, si trova infatli, per il lnogo dei fuochi
delle coniche del fnsciv-schiera, una strofoide obligua col nodo in O, passante

21 In generale, pes un aislemn i conlehe tals che ve o Blone o tugents o unn retia dmta,
A1 luoge dei funchi b wna ewrva dell'ordine s con un punte w-plo in ognune dei punti eiclici.
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per A, per B, e pel punto @l infinito di |OC|; tangenti nel punto doppic sene le
hisettrici degli angoli AOB.

Questo risultate pud verifiearsi anche osservando che la equazione (5], Jdaia
nella risolnzione cilats,

(z* + 22y cos w -+ »°) (B%x* — a®y”) — Zad [bz® [x -+ wcos w) — . F
— ay® (x cos @ - v)] + a"h? (x? — i) =10

si spezza nelle doe seguenti:
bx + oy — ab= U
u .
(B — ay) (22 + 2oy cos w 4 y°) — wb (e — y7) =1,
la prima delle guali da la conginngente i ponti di contatte. che non fu parte del

laogo, e 'aléra rappresenin ln strofeide indicata sopra.
V. Rervan

I1. Sopra alenne fnnzionl singolari. — Le cosiddette funzioni trigonometyviche
inverse (Are senz, ave ¢os z, ecc.) non 1 Ppossono considerate rigorosamente come
funzioni che guando con opportune limitazioni, =i faccin corvispondere ad ogni va-
lore per la variabile un solo valore per la fuvziene, Sia p. es. la lunziona

y = are ¢ln x;

sicecome ls funzione ctoz prende tutti i valori possibili € wun sela volla in un
intervallo della forma (x, m--=), o piit particolarmente, della forma, [mw, (m+-1)z],
busters ammellers di scegliere fra gli infiniti valori della funzione quello compreso
nell’ intervallo considerato. Nelle sezuenti considerazioni prenderd 1"infervallo (D, %).
In quanto poi ai punti = o, si pud osservare che in guesti punti non si pub asse- ,
gnare an dsterminato valore alla funziome arcctna, gincche per punli in cui la
cotangente diventa infinita, essa non ha segno determinato. Dovreme quindi toglieve
guesti punii speciali.
Counsideriamo ori

-""'L"'Eﬁu;

f () = are cln (ctuo x),

che & reale finita e delerminata in ogni punto x salve che nei punti della formn
x=kn (I intero), gincché in essi avendosi

f(z)=arcen (X x)

come abbiamo visio non ha allora valore dsterminale,
Aggiungiamo ellors 1a posizione

Flenj=10 (k intero)

con ¢he la funzione viene determinata per ogui valore finito delln variabile.
Si faccia orn variare x da mm a (m -} 1) =; allora f(z) ¢ 0 al principio del-
I'intervallo, e nel punto x=Akx 42 &

fimm 4 2) = are ctn (ckn =) = =.
Cio® in ogni ecaso, per mw e (m + 1) =%, i ha
f{xr)=a—mn.

Qnando > s'avvigina a (m+1)=x, f(z) tende n =: mn essondo invece ailora
f{z) =0, in questo punio { () & disconlinua a sinistra e fa un salto eguale a =
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Applicando ln stessa considernzione ad ogni rltro punto di gunesta forma ab-
biamo il secuente resullalo; La funzione

f {z) = are cin (etm x),

delinita come sopra si & detto, & lineara in ciascuno degli intervalli delia forma
i, (i = 1) =] ed eznale all z — wiw; negli estremi poi di questi intervalli & con-
tinua & desirn ed a sinistva ha unn discontinuita di prima specie. Avendosi poi

fiz 4 8) =7 (5]

I Tunziope f{x) ¢ peviodica ed ha per periodo =.

S1 oeconsideri ancora

. are ¢in [eln =.0r)
Elz)=a — !' :

1
funzione eomposta medinnte Ia 7 {z),
Per z mtero ed eguale a 2 sl ha

K (x) =k

are ¢in (cin Zx)
- .

Invece per #= L -+ e, (& intero, s<"1) sl avri

ave ein [etn(Aet2xm)] oz B0 cin fetin sw) o

Elg)=k4e—

—
-

Concludendo: La funzione K (z) rappresenta il massimo intero contennto nel

nuUmero a.
81 pud [ncilmente applicave questa forma analilica per determipare quslla del
qaoziente inlevo e del vesto di una divisione, della forme generale di un numere

intero o di un nmmero raziennle ecc.
8 pud notare anche che queste funzioni, benche manite volte discontinue hanno

la dervivala conlinug, ed eguale a 1 mel primo caso, a 0 nal secondo.

LUIno ASCOLL.

RISULLZIOND DELLE QUISTIONI 62, 622, 625, 62, 6%, 626 & 627

> . . ; : .
621, ru punto P del piano di une conica data i conduea un rette vario-

bile che incondivi la condea in A ¢ B, Si troei Uincituppo del civeolo di diametro AB.

&
E. N. Barisies,
Risoluzione del maggiore del Genio sig. D'Emilio.

Agsnmismo gli assi coordisati orlogonali eoll’ origine in P in modo che in
conica ahbin per equazione

ax® 4 by* + 292 + 2fy + 1=0, (1)

ponendo b =10 per considerare il easo della parabols e delle sne dezenerazioni.

S

= S — 0 g i o " e — - -

—— —— e — m—
e —— e ———— - =

. _!r—ﬂ*'r—-—r-_————r'
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L'equazions della secante assumera la forma
| y = x. (2)

Indicando eon (@ ,n); 2, ye) lo coordinale dei punii A, B, le espressioni.

o+ xs g+fm
“ g @ b3 - (5]
g— ! *!]— ye g+ fn:! | (3
b =+ bm

: . e ) )
i é ller — an)* 4+ (ya —n)*] = [{F 2 f:::}_qr b:::j—:i_ - }] (14 w® (37

ei daranno in funzione del parametro m le coordinate del centro ed il gnadrato del

raggio della circonlerenza, che genera Uinviluppe. Esse avra quindl per eqnazione
(g —=2+(y—B)*=r*

da eni deduciamo 1’ equazions

plz. g, m) = m* [62 (2 + o) + 2fby + &] + o* [2b (fx + gy)] + m* [20d (° + 9°) +
~+ g + 2afy 4 a  B) = m [2aife 4 gy)] — ¥ l2* + o) + 2gox 4+ a= 0.

Ponenilo m:% si ricava l'equazione omogenea in p € ¢
Fip,q) = o p* + 491 pPg + 692 pPg* + s pg* + dyg* =0 (4)

in emi %o, Yy ... U sono funzioni note di z, y e delle costanti della equazione
della conien datn
L'equazione dell'inviluppo, come & noto, ricnvasi eliminando 1a m fra l'equazione

ela, . m)=10

oy
H—U.

E facile mostenre che essa pnd ottenersi, per consegnenza, egunglinndo n zero

i deseriminante el primoe membro della (4),
Tticordandoe Telegante forma dala dal Cayley ol desoriminante di una forma
biquadratica binarig, si perviene immedintamente all'eqnazione

[8 4% — 4 + dotpa] — 27 [dodeds — dad%s — $Padbs — % + Bdadadn] =0

ilell” inviluppo,
Meritano di essere essaminali a parte epme casi singoelari quelli in cui la
conien degenera in due vebte concorventi o parallale.

G2, Siano MNy, MNy, MN;, MN, Ze normali condotte da wn punto M ad wna
ellisse di centre O. Il luego dei punti M tali che

k (MN] + MN; + MN; + MN}) 4 K (ON] - ON: + ON; 4+ ON}) =1t (A)

P ana conicn che diventa un circolo, guando k=K', ¢ wna coppin di rette guando k=—k .

Quistione analoga per e parebola, vssendo O 4l wertice.
E. N. BAmisisn.
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Risoluzione del sig. Maggiore D' Emilio.

Sin
L
av ' F"_l
I'equazione dell’ellisse viferita ai suol nssi, ed @y, yy le coordinate del punto M.

La lunghezza delle normali condotte da M all'ellisse corrispondono ai massimi e
minimi i

(1)

Wwr=(r—x) 4+ y—m*

condizionatamente all'equazione (1).
Possiamo peveib fissare ln nostra attenzione sni massimi e minimi di

;=I-r—r11’+U.r—_rn]’+l[;-I-'E— ]. (2]

in cui A & un parametro ansiliario, che pod considerarsi come una lerza variabile
indipendente.

Si hanne pereio le eguazion)

1 3 j
—I::I[l-l_%]__:rl:”

2 O

1 Ny %

-E—a—”—,u[l+iz]——yi==n (S
"J-F ! 7! .u'l

E._F—I_ .El“'_l -:ﬂ.
Sostituendo i valori di # ed y ricavati dalle prime due nella terza, si ha
I"'equazione biguadratica
(A5 @) (2 4+ 0 — o 2 0P — 0% (e + 0P =) (B)

alle emi radici &y, Ay, ks, 7 corrispondens le quattro normali condotie dal punto Mizy)
ill'ellisse (1).
Possinmo scrivere, osservando che (i= 1,2, 3, 4)

’ Ai* - 1;2 !":
M:\ — ”r‘ — - -t
i rﬂ" + ;.I}: i tb: —t— .p;‘ij" "'!']
S T — .y
ROp= 0 o O (5)
_ (= 1+ A& (B4 M)
I" egunzione
SRS et S
ry? ' + 12 2 =9 (6)

| - - - -
=1 {4+ X" ey [OF 4 2y)°

dn ent ricaveremo 'equnzione del luogo definita dallp (A), osservando che le som-
matorie chie molliplicane a,* ed 1 ® sono Mmuzioni simmetriche delle radic delln (B,
Per iniziare il calenlo di dette sommatorie, trasforminmo la (B) nella

A2 —a A - [N —a?]2— a2, E_I"H;J — 20 r b —a® ) —atz, YL — af) =0 (1)

i base alla relazione A 4 «®= 1. Cosi i coefficienti della (B'), che somo funzion:
simmetriche di 2y 4 a® Xy 40 ks + 0% 2, 4 0, si caleoleranno pit vapidainente.
Indichinmo ¢on 3 le 2; + #*

Notando clie
iT_‘I- L-:.‘rl _|_ _‘:.-'nnl i—1 .I.'[;-- —— ppale i . gud =4 =3
o v ) ko =£'['1—f!ﬂ"3 I]—I—l:_.-l:—|—Ji'.:':I\|*r“*'-“*'I 1

z-dl (A + ﬂﬂr ti;l AT 121 I‘uE

Bl RLE
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in virth delle relazioni note fra i coeflicienti e Je vadiei della (B),si ha [determimando
per analogia Ja espressione di

Sl N T o =
5 Y ke —2 S —. LS -
O [4 % F U+ E S M

qoando poniamo A" =1 + 1%] l'equazione

0= — a”] [0 — oy ®) 4 th + 1) [2atay® -+ 2%y, — 20 ot - Yl = 8)
= [I* — 2 (a* 0% ik + &) [b* — a®]*

chio rappresentn unn conien rvidotta al cenlro ed agli assi: cioe concentricn e conss
sich, come {'alira parte si inlnisco a priori, dell’ellisse data.
Nel enso di b= &' s1 trova

14,2 [*
4z + p?) [1 == [ﬂ,i’ﬂajg] = —2(a* 4+ b%).

vhie rappresenta una circonferenza concentrica all’ellisse data.
Infine par & + 1 =0, cioé k= — & la (8) divenin

Ak [b%eyt — aty*] = i —a?),

cha nel enso di =0 si riduce al sistama delle rette b - ay=0: bx — ay=10
cla:
b+ ay =
Per estendere Ja questione proposta al caso di nna pavabeln di veriice O, comin-
ciamoe ad osservare ehe alla (A) corrieponds la
L5 e -
!.:‘JMN;%—A N ON- =10 (4)

Essendo »*= 2p (x — ¢) I'equazione della parabola. evidenlemente si trattern
in primo loogo di fissare Vallenzione sui mnssimi & minimi dells funzione

p=(r—x)+ily—n)+r2[*—2(x— )

da eni dedaconsi le egnazioni

1 0y
Ham——r—-ws—lpzti
1 0
(3%) _—zﬁzy—*m-{-ly:ﬂ.
L _
;ﬁ:y —ﬁpf:r—r]—-ﬂ

Eliminendo . ed y fra le kee equazioni unllime, si perviens nli'equazione subivn
in A

il
:-.*-|-J.[3+————- +1[H—‘I ]+ ©_¥i_9. (BY
I P P & p
a
Le MN,* egnaglia
I
A A
,.# ¥ £
il A STy -

._l_i-l-\.—h—

- el

-
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n POg)
‘if U 1"47 | - ":I l —I— E‘ Xy — l 2 i
TTE VAT GRE T g e AR oo
; 3 1 - | .
Pel calcole di X ¥ ete. conviene considerare la trasformata

LS A R
delln (B*) in base alla condizions 7 4 1= 1": si ha cosi 'equazione

R : 0 .2
1’] '1— _— —b- —_— I] 1'2 —_— ::—’I-u 1 .}
+[P ¥ mn* O e
dn eni deducons:
2 3 23
e o h
:': i _E_l___d:pz 2 ___.u]
I8 s AF v L b

Tenulo conto di queste relazioni delle (4%), (5%), In (A') da Tnozo, fatte le volute
ritlnzioni, ali’equnzione

(k + &) [2* + & — dpay — dpe + 6p% -+ 8y + dples — o] + Blfuy — )2 =T

di nnn conica simmetricn rispetto all'usse delle z.
Nel caso di k=1 ai ha

2(zh + ¢ — dpry —4pe + Bp%) + 3k + Viplas — o) + Bhix + ) =1
e nel caso di k= — F
Bhy's — dkp (11 — ) — Sklm — o) =1,

BZ3. Un punto M si sposta sopra una semicireonferenze di diametro AB.
Siano P, V' i vertici dei due triangoli equilaferi che hanno per buse AM, o Q, Q i
vertici dei due triangoli equilateri che hanno per base BM. Si trovino i huoghi di
PP, Q Q e dei punti medi di PQ, P'Q, PQ s PQ,

E. N. Bargisiex.

Risoluzione del prof. Padoa @ del Maggiore D’ Emilio.

Por distinguere fra loro i punti P e P’ ((quando M & distinto da A) s suppongn
che AM separi I' dal cenlro O dalla semicirconferenza data; novalogamente per
i punti Q e Q.

Sin ABC il trinngolo equilatere i cui lali AC o BU luglisno la semicirconf.
data (in D ed E) e sia ABU ] suo simmelrico (e siano DV ed B' i simmetrici di D ed E).

Mentre M va da A a B sulla semicirconi. data,

19 F va da A a C sulla semicirconf. AC che non passa per O; invero, facendo
fnolare la semiciveonf. data intnrmbﬂd A sino a che B vada in C, dall’nmpiezza
e (lal verso delia rotazions risnltn che M va in P, dn eni Vasserto; analogamente
si dimostra che,

2" va da U & B sulla semicireonf. CB c¢he non passa per O,

P yvadaAaC 2 Al che passa per 0O,

4°Q vadaC' nB . U'B . .

o' il punto medio F di PQ va da D ad E solla semireonf, DE esterna a quella
dala; invero, poiché mediante votazioni concerdi di 60° intorno ad A o ad M si
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ottiene che MB vada in PU o in ML), risulta equipollente ad MQ, e percio FF & il
panto medio di CM; ma allora, se G & il punto medio di DE ¢ quindi anche di CO,
risuita GF paralielo ad OM e meta di OM, da cai I'asserto: annlogamente si di-

mostra che
6% I punte medio ¥ di P'Q va da I ad Il sulla semicirconl. D'E’ eslerna al

triangolo CDE';

7% il punto medio H di PQ' va in D' nd E sulls semiveonl. DE che passa per A;
invero, per quinto precede [1°% 4], mediante la traslazione DE-il triangolo APC
v in O'Q'B. sicehé il segmento OH, che conginnge i punti medi dei lati DE' e P()
del parallelogrammoe DE'QT & equipellente n DP; consegueniemente [19]. O = 0A
ed MOH — 60°. An eni V'asserto: analngamenta 81 dimoesira che

8% 1l punte medie ' di P va da D ad E sulla semicicesnf. DE elie pagsn

per [

G2%. Fssendo 1,0 le coordinate polayi di un punto M d'iuna curra d’area s.
e V 'nngolo della tangenie col raggio veltove, dimosivare che il raggio di curen-

frira & in M 2
s

F=aav

E, N. Barnisies,

Risoluzione dei sign. Maggicre D”Emilio, tenente Golisciani. prof. Laisant ¢ Refali.

Se ¢ & I'angolo che la tangente # con I'asse polare, dalla fizura risnlla s =047,

e gnindi
(s e

P = @+ av’

625. Dimastrare che

g
[[: 1+ 1) b ) |fu-i;'.fs.g':.~.r.—i ]
= 2.

x )
x — ]

lim
(x==1]

Fi. N. Banistes.

Risoluzione dei sigg Maggiore D' Emilio, Golisciani e Nannei.

#

.-lppli[:ﬂn[lﬂ il teorema di De l'Hupitnl, il primu membreo cost &l trasformac:

Olim (E*TE_"'_“ pp Tt 1 ):.
=1 &* W Rt L | -
v
Osservaziosez. — Nell'snuncinto ern stafo posto — e l. invece i = 2. 1. nel

' 4
numeritore, per errore fipografico, Laseiando {'espressione cosi, si ha

2lim

=1

r— e +1) x+1 1 : = <

( e are tgz + -ﬂ_jJrJ)_a(—-‘iq—l)—z 5
626, Trorare Paren compresa fra la eyrra

y=as5en"x +bhsenx -0

¢ Ungae delle x, guando x earia da 0 a 2r,
[%. N. Barsiex.

.-;,l
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Risoluzione dei sigg. Maggiore D Emilio & Golissiani.

Ossarvando cha senlz + z) = — senwo, sen’ln 4 =) = sen’r, s1 ha

fsi:m’ ity + ¢ r:i.r{-ﬂ[.r—san:ms.rj + 2exn = [0 + 2e)=

G27Fe Dimovtrare che Vares deila curva
(X% 4+ ¥%) (b2x® + n%x®) = (a 4 b)* (x* — 5%
'I'___Ein'l_b}! [H= —l—hl n Tl:]‘

A—0D als are b b 2

e

che, guando B = b, quest’ wreq direniu

= 108" F.. N. Barisies.

Risoluzione dei sigg. Maggiore D’ Emilio e Goliseiani.
Trosformando in coordinate polari, pigliando per nsse polarve l'nusse z, si ha:
“*(b* cos®d + a® sen®d) = la -} 5)* (cos®D — sen?B), (1)

(sservando che la envva & simmeiviea rispetto agli assi » ed y e che nel

pritve quadrante si hanno pundi veali per 0 <0 < ; , sl ha:

= 4 X
4 i postl — sen®d
—2 279 = 2 i ‘
“ _ITJ i i ==0) g b*cos®d 4 a® senl A 1<)
Ponzo
= tab =1t
fa 8
er e .
| ¢ _
ens’h = ! sen’) =— " — dll = —E: cos?h dt = 4 "?i..
1 14— ' ‘ e
i u* L @ e Tt :
: b=
/ S5 3 e
I_‘ — E b $— : . 5 F
EH'I' ) “.[ ’jJ__I_b.li_:lI_l_ijF
w3

& posta

Iy s

i o
51 ha

I — g 0D {ul—kﬂr* e
T ab " 1+s‘:=:=‘1+r=‘*

1
Uty 2 ok ga ,14-11 K rﬂ |_
S w | 1= ul+ﬂr'1~£

m+w; 2ab [ T i 5l |
\ ﬂ"—b"’[ - [ﬂn..tgtlj_

. \ 3 = 2
Bl ( 2l § 1+ tarctg ) =2 g (b ](n‘ e _“)
I 4 :

[

I
Lo

i — e—1D al b
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Se a =15, applicando il teoremn di De 1'Hospital, si ha

1
i | 2a% — Ba*+ B "R ok = A |
U=168a%li 0 e — . —=16n. - = :
.:T:: i*h* are i b + b | w’ 1o " 16« :
I
Od anche facendo nelle (2) @ = % Irova
Nl —af
L = 324® [ 3 jvos® 0 —scen® 0) il = 82 0* [ V? cos 20 dd =

= lﬂuﬂ_ J"i_uu:-_l?.. o of 126)=16 0" [sen E'JI‘.T': 1 g%

— =

QUISTIONI PROPOSTE

628. Trovare I'inviluppo delle rette che tagliano due cireoli dati
secondo corde eguali.

629. Si consideri un cireolo ¢ ed una sua corda FI". Una conica
variabile, ma avente per fuochi F\.F', incontra il circolo ¢ in (ualtro
punti A, B, A", B, Dimostrare che ciascuno dei quadrilateri FAA'F,
FAF'B, FAF'B, FBBF, TA'FB, FA'T'B ha i suoi lati tanzenti ad
un cireolo. Il Inogo dei centri di questi circoli si compone dell’ asse

focale e d™un circoln. _
K. N. BAWIsIES.

630. Se una conica O™ focea una quartiea U’ net punii A, A'e la
seca el punfi B, B' ¢, €, esiste un'altra econica che & tangente alla 0
nei punti d'incontro colla retta AA ¢ che passa per i punti d’incontro
di essn colle rette BB, (.

631. Se una coniea C® focea una quartica C in quattre puntd,
le tangenti a € nei punti di contatto incontrano di nuovo la eurva
stessa in 8 punti di una conica.

632. Se », ' sono doe tangenti di flesso di mma guartica € nei
punti A, A" e incontrano la curva ancora in B, B csiste una conica
che ha com In U due eontatti di second'ordine nei punti ove essa
e tagliata dalla AA' e passa per i punti d'incontro di C* con la BB"

LAzzEnrL
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633. Dimosirare che gli archi di eircolo massimo condotti da vn
punfo P di una sfera ad un circolo minore della sfera stessa soddi-
sfano alle relaziom

PM  PM,
€O8 —— €08 —
v — costante.
o8 ——
sen PM sen PM,
T, = coslante;
CO8™——5—
¢ trovare le relazioni corrispondenti nel piano.
!
— -
BIBLIOGRAFIA
Avasia. — 1 complementi di geomelvia elementare, Manuale Hoepli,

Provo sempre un gran piacere nell'aprire un uuove velumetto della prazioss
vaceoltn dell'egregio editore Hoepli. Lo cura con cui in generale sono fatii questi
volumi, la nitidezza ed eleganza dell' edizivne predispongono i! lettore favorevel
mante. Ma gquesta volle la min aspettativa & stata delusa.

Apro a coso, e prima di tutte mi capita sott’ oechio 1'ultimo Capitolo, (XIV)
“ Le sexioni coniche .. Seguaullo il metodo di Daxperix, si considerano anzitutto
1 fnochi come punti di contatto del piano della sezione con In sfern ad esso tan-
gente ed inscritta nel cono; ma non & accenunto nffatte che gqnesti fuochi sann
uno o dune gecondo che il piano secante & pavallelo 0 no ad una generafrice; e si
dimostra un solo teorema che ciok wunn sezione coniva & i Inogo di un punto che
si muove nel piano in modo che {n sua distanza da wn punto fisso del piono sia in
rapporto costante con la distanza di esso da una rélla posta el piane. Noto, fra
prventesi, che nelle dimestrazione si fa uso delln trigonometria, mentre si potrebbe
con eguale semplicita larne & menao,

Dopo i ehe, fatta [a classifieazione delle coniclie secondo che il rapporto snddetto

(eceentricila) o *_j—}:—l, I'antore serive: ® Dato cost uno sgumardo generale alle nltre

suzioni voniche. studieremo ora ciaseunn i esse, ed il pill elementarmente cle
¢l sarie possihile, Cercheremo dungne di definire ciascuna 3 assa in modo par-
ticolnre basandoci su gualeuns delle sue proprielé ewrutteristiche eee. ,

Ii subito dopo viene il § 95 * Ellisse , che comincia ¢con nuesto parola: ¢ Dicesi
ellisse guelie fra le sexioni conich®che & tale che la somma delle distanze da
un punte gnalungue di essa a due punti fissi dello stesso sno pinno & una quantith
costants ..

Per ehi eonosce "argomento apparisce chiaro che Iz definizione & shagliats,
perché bisognerebbe dimostrare prima che le sezioni coniche (per ¢ < 1) godono
di quella proprieti: chi studin I'nrgomento per In prima volia bisogna che neces-
saviamente s1 domandl: come si fa ad assoggeltare tutii | punti di una sezione
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coniua n verificare quest’alira proprieta® E vero clie 1' idtimo teorema sulla ellisse
dica: * 1l rapporto delle distanze di un punto dell'ellisse da uno dei fuechi e dalla
wicina (!) dietlvice & costante od sguale all'eccentricith ¢ ,; e fquesto per il
1° teorema auntorizza & dire che il lnogo dei punti... & una sezione comica. Ma
¢t non loglis che almeno la disposizions della materia & erratn,  la dispesizione
e I'ordine in un libro didattico in cui non si espongono cose nuove e peregrine
& tmito.

Riesce poi assai difficile a comprendere qoali criteri haome gnidato 1'nntore
nella scelta delle poche proprista delle tre sezioni coniclie fra le innumerevoli cle
sono nole. Fer es. perché parla dsi digmetri per I'iperbole e non per I'ellisse o
la parabola?

Ricomincio a sfogliave il libro dalls prime pagine nzgurandomi che sis soltanto
n canda venenwn ; ma trove del veleno dappertulto. Mi limito a pochi esempi.

A pag. 9, 10 si brova il teorema 4'Eulero sni poliedri (¢  f—g= 2); mn
ivrse per amore di novila I'A, ha invertito la consneia e ben nota dimostrazione
@ diee: * Be uniamo | vertici Ay, As... A, di ana faceia ad an punto qualunquee P,
preso fuori del piano di tale faceia, nvremo oftenuto um muovo poliedro con [ faccie.
v verlici, & spiguli, ¢ sarh )

F+v—ss=f+ov—s,

E sta bene. Mn dimostrato questo sggiunge:

* Suppeniamo ancora di fave l'operszions inversa, e ciod di distacenre dal poliedro
una piranude lasciandv wd esso la base di tale pirnmide. L' espressione al secondo
membro dell’nltima eguaglianza non cambieri: ripetendo questa operazione nun certo
numero di volle findremeo col vidurve ad wn letraedro il poliedro dalo, ect. ,

Il quesfo & toti'altro che evidente come mostra credera I'A ,

lie inesatiezze e improprieta di lingunggio sono continue, per cs. a pag, 28,

* Ogni poligono ¢ proporzionale alla sua polenza e il yapporto di due poligoni
& eguale al rapporto delle Toro potenze ..

La seconda proposizione & Ia correzione dell'enunciato delin prima; e a pag. 25
fi ripetuto lo stesso sai poliedri, e ¢id salva le spalle al proto spesso vitlima
inuocsnte,

A pag. 26: La figora simmetrica di uns rettn AR,.. & ona reltn AR, ..
eynule ece. . . ;

Dove & confusa refta con segmento.

In conclusione questi Complententi somo nn lnvore abhorraceinto, pieno di ine-
satitezze, ® nom fanno davvero buona figura nell'ottimn raceolta di Mannali del-
I"Hoepli. Dico tutto quesio con dolore, ma la veritd deve andare innanzi a tuibo.
Auguro al laborioso Autore che metta meno fretta e pin diligenza ne: snoi futuri
lavori. I,

EREBATA-CORRIGE.

Pag. 195, lin. 7, invece di area leggusi orvo.

624, Biseluzione del sig, Laisanl
Clinmsndo a langolo dells tangente cou l'asse dells = sl L

ily
n:ﬂ-{-‘:r- :::H

ilg
e qulndi Ia formule » = v

Altra risoluzions del prof, Rotall.

¢ ovidente.

Lo Lazzeet — Direitore-responsabile

Finlto 4l mampure I 17 gennnio 1R

e e B R

-



EQUAZIONT A RADICI IN PROGRESSIONE ARITMETICA

(Continnaz. ¢ fine v, u. precedente)

[,

PROPRIETA DELLA TRASFORMATA A RADICI AUMENTATE.

Passinmo nd esporre aleune proprieta della trasformata a radiei
aumentate per le equazioni che ef ocenpuno,

A tal fine premettiamo i lemmi seguenti:

Lemwa I. — a) Data una seris di n==2p termni, tali che la somma
di due equidistanti dagli estremi sia costante ed eguale alla sommn
degli estremi stessi, se diciamo o la somma i questa serie, diminuendo

. = E F " . . " -
ciaseun termine el valore o S0 otliene una nuova serie, in cuj j

terminl egualmente distanii dagl- estremi sono egunli, e di segno
contrario.

Se @ ed . sono i due termini estremi, potremo indicare Vintera
serie eon

Ty, g, .0 - Ay [ﬂ?ﬂ_}_ "1___{71“,1 SR ("-"'-"—'I1 _J_ t11 -__ﬂff]:{fgi'ﬂ
onde

3 2 {ﬂﬂji_r_ﬂl} ﬂgp+ 1y
n o n o 2

e diminuendo due termini qualunque, egualmente distant; dogli estremi,

g S . S
del valore 5, » 5¢ Indichiamo questi termini con

a. (Gap - ay— @),
olterramo
. Eﬂn _— "ﬂl. e ﬂ'1 EH. = ﬂ'gp O | ”j
| 2 2

b) Datn una serie di n=2p - 1 termini tal; che quelli egualmente
distanti dagli estremi abbiang una somma costante, ed eguale alla
somma degli estremi stessi, ed il termine medio eguale alla semisomma
degli estremi; dicendo o la somma di questa serie, se si diminuisce

. . g . . . = o
ciasenn fermine del valore ot St otliene un'altra serie in cui i tep-

mini egunlmente distanti dagli estremi sono eguali, e di segno con-
trario, ed il termine medio & lo zero.
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Infatty detti ay, @upy 1 termini estremi, si potrk rappresentare la
serie con

ET _I_ iry
=

Ty Mgyeus, tip, ( 2 ) - ("‘.ﬂ--i-l + y— ﬂ::] s [ﬂ-a.+1 ‘l—ﬂ:—ﬂ's). (apd1 s

onde

o _ (:?:-ﬂ -{_ ] } {”‘.:1-4—‘:_{_ ”‘1] _ ULETES ‘I_ (1

|
1] 2}1 f_'i

e |l nuova serie sarh evideniemente

. =)
fh— "ﬂp Pl 3”:‘ — (Mg —— 1y —fl, — ”‘."p-'ri {11 {] 2”“ — Hydby—
t 1 = et : B St :
= = = 2
Effg W I'lgp; 1— ﬂ1 L PR S |
2 rT 2

Levma 11— ) Se n=2p elementi formane una serie tule che i ter-
mini egualmente distanti dagli estremi siano eguali, & di SegNn0n con-
travio, qualora si aumenti ciascnn termine di questa serie di on numero
gqualunque X, si offerri un'ulira serie in eni la somma di due termini
egnalmente distanti dagli estremi & costante, ed eguale alla sommn
degli estremi stessi.

Indicando In serie primitiva con

flg. (g5, 1”1-—1-“'1'- -_”1' . —"H'F._q,.. .y Uz M1y,
sara la nuova serie
E—+“11 X_}—“E,---,-X_’" n[l"—'ll K"‘l"ﬂ]” K_ My E '_'”p--l-l- -'ri-g_ﬂﬂl K_ffli

i cui la somma di due termini egualmente distanti dagli estremi &
costante, ed eguale a 2X, sommn degli estrenm stessi.

h) Se fosse n=2p |- 1 evidentemente la serie dovrebbe avere per
termine medio lo 0, che & il solo numero che possa avere i due segni
nello stesso tempo. Si avrebbe pertanto la serie

I’I' HE',.-'”]. O' _n‘l..---._n‘ﬂt_r“l

per la guale facilmente si vedrebbe clie snssiste gquanto si & detto
precedentemenle; ed inolkre st proverebbe che il termine medio della
nueva serie & In seunsomma der termini estremi.

Lumna 11— Ln somma delle combinnzioni prodott: di 2= 2p ele-
menti due a due eguali e di sezno contravio, presi & a A, & nulla se &
@ 1N NUmero unpiri.

31 abbiano gli elementi

By, Qo O yveey @y —Opgecer— 08y — U5, — (1,

e 518 k=2g—1. Chiamiame per maggior semplicita elementi di destra,
gli elementi col segno negativo, ed elementi di sinistra quelli col segno
positivo.

Se k = p & chiaro che tutte le combizioni & a k che possono otle-
nersi eon 1 dnti elementi conberranne elementi tutti di destra, o tufta

PR e e : -

"'l'—rrl.
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di sinistra, ovvero elementi presi in purte a destra, ed in parte a
simstra: mentre se fosse k> p =i avrebbero sollanto combinaziom
le quali contengono elementi presi a destrn ed a sinisbra, Facilmente
81 seurge che a cinseuna combinazione d; elementi presi tutti a sinistrg
se ne pnd far corrispondere nn’altra di element; prest tutti a destra,
ed eguale ai primi, Di pin datn una combinazione che contenga s
elementi n sinistra od a destra, e k' — g a destra od a sin 1shra, ad essn
corrisponders un'altra combinazione con i k—3 elementi shessi (i
sinistra o destea, ed i rinanenti s di desbrin o sinistra.

Ma se osserviamo clie, per essere [ =291, le combinazioui elie
contengono tulti elementi @i sinistra (se ve ne souo) hanno segno
conbrario a gueile che contengono elementi tutti di deslra, potremo
conelidere che tali combinazioni prodotli seambievolmente si elidono,

Inoltre puiche a ciaseann combinnzione che abbia $=2q elemeuli
ta un lato, & k—s=2{g—4g')4+1 dall’altro ne corrigponde un’altra
In quale ha gli stessi ¢ elementi dal lato in eui ln precedente aveva
I A— 3, coucluderemo che queste due combinazioni debbono avere
S€ZN0 opposto, & che quindi anche esse scambievolmente si elidono.
Alla stessa coneclusione si perverrebbe considerando s impavri, gineclié
in tal caso sarebbe I —s pari; onde il lemma rimane dimostrato.

Osservaziose, — Se oltre glt n=2p elementi si consideri I'ele-
mento 0, esso annullando le ecombinazioni prodofti in cui entra, non
sl altera il risultato precedente. Pertanto s1 pud concludere che il
lemma dimostrate sussiste anele per gl n=2p- 1 elementi

My Agyoenyyy, tty, D- — My — Qi—a4icay— g —m.

Lesmia IV. — La somma delle combinazioni prodotti £ a & di n=2p
elementi dne a due eguali e dj Segno conlbrario, qualora  sia pari ed
nguale o 2¢, & uguale alla somma delle combinazion prodotti ¢ a ¢
der quadrati di tutti e solj i » elementi aventi lo stesso segno, presa
col segno [— 1) Siano

r,]_,. frl_?l't-.' ﬂ'l'_"l-' flrl]! _'ﬂ‘Il. _-H,j'_l"l‘"'l_-ﬂgl _HI‘
gli n=2p elementi, e sia / =24. Sa

frl[: ir‘r{lz_ " frur' L f-!tl.l:“t

¢ una delle combinazioni a 2¢ 29 eseguita sopra gli s elementi dati,
ed i cul wna almeno delle oy o, .. %, Ad esempio «., & diversa da
tulte le altre, st potra sempre*trovare un'altrs combinazione in cni al-
'elemento a., sia sostituito I'elemento stesso cambiato di segno, onde
le due combinazioni prodoiti avranno segno contrario, ma lo sbesso
valore, e la loro sommn snra nulla. Perd essendo £ pari si debbono
aveve anche delle eombinazioni in ani le & Zg... Osy 000 due a due
eguali; ¢ con queste combinnzioni si sarnnmo evidenlemenle esaurite

lutte le combinazioni possibili a farsi con gli n elementi dati & a k.

.
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In tali ipotesi si ha

@, « Gay - Bay o+ + Gay, = (— e, ) (— 0% RERS o “ﬂ“na)#
— (_ 1].1 ﬂﬂur' . ﬂ-ﬂu?g = @ » ﬂﬂur‘l .

Ora in queste combinazioni non si pud seambiare un elemento
qualsiasi a., nell'elemento stesso cambinto di segno, ginechd si1 otter-
rebbe uns combinazione, in cui un elemento & vipetulo due volle.
Sicchd queste combinazioni sono totte dello stesso segno (—1)°, € non
possono vidnrsi. Inoltre, come & chiaro, esse non SoN0 altro che le
combinazioni ¢ a g eseguile sopra gli elementi

3 2
tll' ﬂ-ﬂﬂ‘. ﬂ“3|il-|- ﬂ'p-

Dicendo Au—, la somma delle combinazioni prodoil k a ik falte
sopra # = 2p elementi, potremo simbolicamente scrivere:

Al:ﬂq _—'[_ 1}" P {Giﬁ.nﬂ:... I:I‘:u} (q:l_ﬂ,ﬂ...%) N

OssERVAZIONE. — Se agli » elementi considerali aggiungiamo I'ele-
menko 0, non si alterano i risuliabi precedenti; quindi la formula
stabilita vale anche per n=2p+1 elementi, se fra essi vi & lo 0.

Trorema L. — La trasformata a radici aumentate di 4, con h che
annulli il coefficiente del secondo termine, cosfrnita sopra und equi-
zione di grado =, la quale ammeiia radici che formino una serie in
cui ln somma di due termini egualmente distanti dagh estremi sia
costante, ed eguale alla somma degh estremi stessi, e nel caso di n
impari, il termine medio sia egnale alla semizomma degli estirems:

1) ammette radici due & doe eguali e di segno contrario;

2) ha wutli tutti i coefficienti di posto pari;

2) un coefficiente qualsiasi G=s di posto impari d uguale alla
sommg preceduta dal segno (—1)" delle combinazioni prodotti g n g
eseguite sopra i quadrati di tutte e sole le radici che hanno un me-
desimo segno.

Sia 'equazione primitiva

2" 4 Mgz - A2 .. Ay 2 As =),

la quale ammetta le radici
ay [+ £ SUPAPE K g

che formino nna prograssione mnel modo supposto dal teorema. Il coel-
Rciente del secondo termine della sus trasformata a radiei aumentale

di & &, come si conosce

Ru—1) B -l— A;,
il quale si annulia per
A,

n

h =

.
L
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onde per il lemma I le vadici della trasformata, che sono le o N P
diminuite di , formeranno una sevie, in eui i termini egualmente di-
stantl dagli estremi sono eguali e di segno contrario, come glhi estremi
stessi. Allora per il lemma IIT la somma delle combinazion prodobti A
a k, per /i impavi, di questi elementi, ossin i coefficienti di posto PR
della trasformata, savanno nulli. Infine per il lomma TV un coefficiente
qualunque k= 2¢ di posto impari saria egnale alia somma (presa col
segno (— 1)7) delle combinazioni prodotii ¢ o g di tutte e sole le ra-
diei, le quali siano affette da un medesimo segno, elevate a quadrato,

CoroLrarro. — La trasformata a radici aumentate di & di nna
equazione di grado #, ehe ammette radici in progressione aritmetica,
con /i che annulli il coefficiente del secondo termine:

1) ammette radici due a dne eguali e di segno confrario,

2) ba nulli tutti 1 coefficienti di posto pari,

3) nn coefficiente qualsiasi a.—, di posto impari & nguale alla somma,
preceduta dal segno (—1)7, delle combinazioni prodotti ¢ & ¢ eseguite
sopra 1 quadrati di tutie e sole le radici della trasformala, che hanno
un medesimo segno,

Trorema II. — Inversnmente, se le trasformate a radic; aumentate
di /i, eon h che annulli il coefficiente del secondo fermine, costruita
sopra di una equazione di grado n; ha alli tutti i coefficientr di
posto pari:

1) La trasformata ammelters radici due a doe eguali e di segno
contrario;

2) un coefficiente qualsiasi di essa M=z, A1 posto impari, sara dalo
dalla somma delle combinazioni ¢ & g eseguife sopra i quadrali di
tutte e sole le vadici della trasformata ehe hanno il medesimo SeZNo;

3) In equazione primitiva ammettera radici fali che formino una
serie, in cui In somma di due termini egualmente distunti dagli esiremi
e coslante, ed eguale alla somma degli estremi stessi; e nel caso di »
impari il teemine medio di questa serie & oguale alla semisomma degli
estremi.

Infatbi se rappresentiumo I'equazione con

A A A, A, =0,

A

la sun trasformata a vadiei anmentate di & con 4— _"1 sara, secondo

la ipotesi
" - nii:““‘-’—]— ot ., =0
in cui la x & elevaio a gradi totti pari o tutli impari. Parcid, se «,
¥y --- sono radici di quesle equazioni, lo smranno parimenti — e.
—PB —¥y... ciok essa ammettera radici due n due eguall e di segno
contrario.,
Per conseguenza, in virti del lemma 1V, i coefficienti di posto impari

{I‘ﬂ! ﬂﬂl ﬂ"j--tllilh—-'ﬂl;l
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saranno dati dalla somma delle combinazioni prodolti g a4 ¢ degh 4
elementi &, 8*, v% ... prese col segno (— 1) 3
Infine le radici dell’'equazione primitiva, che sono le 7
%, ?’l T _?’r —
diminuite di /4, per il lemma 11, formeranne una serie nel modo sup-
posto dal teorema.

R——_ e

LY

Abbiamo dimostrato che, dato nn segnito di » numeri lale che la
somma di due termini egualmente distanti dagli estremi sir costante
ed eguale alla somma degli estremi stessi, e nel easo di » 1mpan, il g
termine medio sia eguale alln semisomma degli estremi; se chiamo o i
la somma di questo seguito, e diminniamo ciasenn fermine del va-

lore —, otteniamo un altro seguito di numeri due a due eguali e di )

segno contrario,
Un easo parficolare di un seguito siffatto &, come facilmente =
vede, nna serte di numeri in progressione aritmetiea.
Consideriamo ora particolarmenle guesta progressione
Siano gli # elementi:

at0d, atd at2d,....,.at+n—2)d, a-t(n—1)d -

e sl supponga n — 2.
Due termini che siano egualmente distanti dagli estremi ed oceu-
pino un posto qualsiasi p — s a partire dagli estremi stessi, saranno

a+{p—e—1)d a-(p+s)d,

ed essl, diminmti di

g ke

g 2p—1
= =0 | > o,
divengono nella nuova serie
25 -1 / , 2511 ;
z 'f,. | 3 ( -

Pertanto 1 termini di questa serie si otterranno ponendo in queste
due formule successivamente

n —2
g=0 1, 2,...

<)

Se n & 1mpari, sara, come e noto, = il termine medjo della pro-

gressione. Poniamo
o

a0 -+ ke,
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¢ consideriamo il termine che ocgupa il posto k—s a partire da an
astremo; esso saria a— (k—s) d, ed il termine che occupa o stesso
posto a partire dall’altro estremo & quindi a -L (k- 8)d. Diminuendo

. e « O . .
ambedue questi termini di P oltiene.

— 8, — 3,
onde tutta In nuova serie si oltiene ponendo in queste espressioni
. n—1
s=0 1, 2.. 5

C1d premesso, savh facile stabilire un criterio Per rvieconoscere se une.
equazione data ammeita o pur no radiei in progressione aritmetica,
Infatti si abbia I'equazione

i "‘.L AI.L'"_-I + Ag.]‘“_" + .. s .El.l_;.r + Jﬂtu — 1!

costruinmone anzi tukto Ia trasformata o radici aumentate 1 i, ponendo
Al _A:

ﬂ{u-—l] 1

k =
e sin questa trasformata

yu + ﬂlyu—-i __!_ "Ey"_-:_!_ A1 P y _l_ Oy — C'

s€ nessuno o non buttii eoefficienti della forma (k=2 SO0 nulli, con-
cluderemo che la equazione data “ non ammelte » radici in progres-
sione aritmetica {Teor. I, II).

Se tubli 1 detti coefficienti sono walli, in vivti dei teoremi prece-
denti = pud asserire che le vadici delln equazione preposta formano
una successione di n termini tali ehe la somma di due equidistanti
dagit estremi @ costanie, ed eguale alin somma degli estremi stessi;
¢ nel caso di # impari, il termine medio & ugnale alla semisomma
degli estremi. Perd questo mon e antovizza ad assevire che la serie
predella sia una progressione aritmetica.

Comsideviamo allora nella trasformata i coefficienti di posto impari
dati dalla formula

— ' W !
ﬂk:f‘-“p — ('— .1)“ &P '{[-.'lﬂt“ s . II}‘

Ove m°, @e .. . S0No i nuadrats di i‘bul:ta e gole le radici dello stesso Segno.,
Se le radici della equazione proposta sono in progressione arilnie-
lica, sappiamo ehe quelle della trasformata

ﬂl.l' ﬂ!g,.. -1‘:"1Ig
sono dals per n par da

¢ + 1 n— 3
5 d s= 1.2, .. 5
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@ per n impari da
7 7n— 1
sel B=U.I.2...—2——-

Sostituendo nella formula precedente, si avra:
=gy = (—1)" EP{Cmm} a* s

ove con H* s'indica la serie dei numeri elevati a quadrnto che si

¢ 9
ottengono, per # pari, ponendo in 33;{—1 =0 = 53 € per n

, : . : n—1
imparl dando ad s 1 valori ¥=0,1,2,.. ——, ovvero facendo suc-

-

cessivaments = — Il 2, ... ﬂ_;__l )
E poiché & noto essere
{fﬂ___lzfﬂ — 1) A" —21 nA,

n (n*—1) '
concluderemo che i coefficienti di pesto impari delia trasformata a
vadiei aumentate di 4, cou % che annnlli il coefficiente del secondo

termine, di uni equazione che ammelta radic; in progressione aritme-
tica, sono dati dalla formula

s =(—1)ZP{C (

OVEe per 7 pari sin

<) g ===
H‘E‘—(:E;l—lJ v S:E‘rll---" ﬂ-!

12(n—1)A*—24 ﬂé.n)tl
win*—1) :

~

@ per # impari

. < n—1
=3 =L e 5
Ad esempio sin dnta I equnzione
> f
¥ — 2a® - 142* — 182 4 ;9 =0,

e si costruisen I' equazione a radici aumentate di - i 10 che pub farsi
-
nssal facilmente con ln regoln di Horner

60
% ]l —2 14 —13 5
L8 53 51 2
2 4 8 16
al
1 — ] 1 ()
I 25
1l =3 3
1 ()
1

S i
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Poich i coefficienti di posto pari si annullane, proveremo se i coeffi-
ctenli di posto impari sono dati dalla formula precedenfemente sta-
bilita.

Operando =i oftiene:

SPIC/y oy ) (—5) =2
(I — — el 4 ’ n —) =I:'_'
I l (Tl‘ T)EI [ E
-+ 2P C T g S
(I — - L A b —
: l (T : _-'I*".j Ifi

omile concluderemo clie 1a equazione data ammetle radici in progres-
sione arilmetien,
Si abbia inoltre I equazione

A= Sut — 31 — 1132 - 289, + 360 =10:

In sua trasformata
w1 41y° - 400y =0,
ma essendo
S ) —— -
Mg — — o P {ﬂ“_ “1} = — 41

_ 6721
—L VB N
(=3I Wit 4) — O3

potremo asserive che le radici della equazione proposta formano una
successione 1n cui la somma di due termini equidistanti dagli estremi
6 costante, ed eguale alla somma degli estremi stessi, ed in cui il
termine medio e ugnale alla semisomma degli estremi, ma questa
successione non & unn progressione aritmebics.

\.

Rimane dongquo per mezzo delle considerazioni esposte stabilito un
metodo generale di visolnzione, per una equazione di grado # a radic]
m progressione aritmetica.

Data infalli nna equazione fle]=0 st pud, con i eriteri stabiliti
nel paragrafo TV, riconoscere se essp ammetle radiei in progressione
arilineiica. Se la prova riesce favorevolmente sl applicano le formule 1
visolutive del pavage. I, e con esse si otliene il primo termine delia |F

'rogresstone, e la ragione di essa; e quindi riesce facile costruire Ia N (1
['rogressione nritmetica i eni termini sono le radici della equazione ‘
datn, ’ j|

Osservo per allro che alenne volte come facilmenle si comprende, I
se flo)=0 hn radiei in progressione aribmetica, ed il suo egrado non f_"l
sia broppo elevato (von superi il nono grado) In trasformata vinscira w
[acilmente risolubile, e cosi nel ricerciare se essa equazione nbbig o |
por up le radiei in progressione arilmetica si ginnge subito ally solu- |
zione di essa senzu necessilh di applicave le formule risolutive. I‘
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B cio si verifichera anche ogni volta che si sia in presenza i
una equazione, la quale abbia radici che formino mma successione nalla
quale la somma di due termini egualmente distanti dagli estremi sia
costante, ed ugnale alln somma degli esfremi, e nel caso in eui il
numero dei termini della successione sia mmpari, il termine medio
della stessn sin eguale alla semisomma degli esbremi.

Dopo ¢id ecco aleuni esempi di risolnzione delle Euazioni consi-
derate.

I. — Sia data I'equazione

2V — 202" + 1525 + 168027 — 6342° — 3948027 4 1825102 —
+ 2583202° — 12676592° — 2205000 — 1001475 =0:

.y : all |
la sua trasformata a radici aumentate di ( E) -

2" —1652° - 8778z® — 1728102* - 1057221.0* — 893025 — 0;
e polchdé si ha

ag=—3IPIC,, v & w sy V4 ——1065
R L e S
g =— EPIU t 4 £ W sl }lbzﬂﬁﬂ
L G T
a%——IP JC, , 0 = om sy B4 =—172810
\ (T'T'T'T'TJ:J
e =— EPIC T L256=105?221
\ (T-T-T*T'TJJ
ypy—— 3P 1C,, 5 S T T T 11024=—-393f}25,
\ (72 5

possiamo asserire che I'equazione data ha radiei in progressione arif-
metica. Applicando le formule del § II si han: d=2, e=—7, onde
le radiei dell'equazione saranno
— 7, —3% —8,—1,1,8 5 7. 9, 11.
IL. — Sia data.l'equazione
" — bg* 4+ 23a" — 40x* 4+ 80x — 50 =0,

la sua brasformata @
z" 4 132* 4 362 =),

e poiclie

( :
Mo — — EP{CH.Ih} | 1—3)_ 1'31

, D
f'l[ig) 675

\da/ 257

I'equazione proposta non ammeltera radici in progressione aritmetica.

Possiamo per altro risolvere la trasformata, ed oftenere per I'equa-
zione data le radici

L+8V—1 14+2Y=1 1 1—2y—1 1—9—]
Uesare Caminro CorTesr.

Ty =— + E P {GLI,.;‘;_-:}

! L
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UNA SUGCESSIONE DI NUMERI INTER]

(Continazione o fine v. fage. prec,)

8. Alenne delle formole che i sono trovate possono servire per
la risoluzione in numeri interi di parhicolari equazioni quadraliche
indeterminate, Proponiamoei di trovare ad es., una soluzione in nn-
meri interi dell’equazione guadratica u dieei meognite

R R N il I —+ Bz = 2 - Yo+ ys* -y + 6m s (20)

essando M un numero intero.

Poninmo:
m=2A (r*— g, (21)

: 2h4+1 . .
ove A pud essere o intero o della forma 5 —eld & r> gessendo » o s

interi; se m & un namero dispari (m= 2k 1), basta porre

A=, rmkt1, =y

58 & m=p.(2k 1), essendo » un numero pari, basta porre

A:—g’-, r=k41, s=F o

Costruendo allora la sueeessione, il eni termine generale &
AN+ Bn+ O,
ove A & dalo dalla (21), mentre B e Usono qurlunque (con 1a solita

o . al -1 . 24 )
condizione che sia B — j , quando & A — S IJ g1 ha una soln-

5

el

zione in numeri interi dell’equazione (1) ponendo:

1=V e ra=Y, ., 23=Vy1s, @y= Vaosy 25=7Y, |, m qualunque e

y:l: Vlu-l-t*; !fﬂ'::vm—‘.n Fﬂ: vu-_i-u ' y.l:vn-., ?fﬁ=vn1 l Hlﬂggil]ri ﬂj 'y Ed S
L

e ¢id per un teorema sui gruppl equisimmetriei del quinto ordine
(v. formola (2), § 2).

Per visolvere in numeri interi Fequazione quadratica ad otto in-
cognile

It et ad =yt gy i+ ® (22)

possinmo applicare diue formole che abbiamo trovato.
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Dalla formola (5) del § 3, quando Ia successione V' ha la prima
caratteristica nnlla, visulta

F!““f‘r_‘_ vﬂn—r—_ ni+s <|— vm—-i = vlm*[-rr"’_ ?ﬂm—r —I"‘ Tini-. _'I_ TEH_- .

Percid per risolvere in numeri interi la (22), si costruisca la pPro-
gressione aritmetica di eni primo termine B} C e la ragione & B,
essende B o € intevi qualunque e si ponga

I = ‘V"—‘-'r « o= Vu—ri iy == -“Tmﬂ-w y g = -"l.l—'—..h
h = 1;rm-i“'ri ,?J's — vul—rg J3=— vu-l—u ' 'y.l — ‘l_',,_-

essendo », m, r, s pumeri interi e n ed m sono maggiori di » ed s.

Possiamo trovare nna soluzione in numeri interi della (22), appli-
: . H—
cando ia formela (19) del § prec. Abbiamo trovato che se & r—: f’ , @

i

Vn*—l—ﬂ + V'rn-l.-ﬁ + vm~'-—: _I_ vnr{—dl — Vm-?*"_i_ Vm1+ﬂ+ Y.nl'—:'_ ‘ru-ﬂr} ’

Se la successione V ha per earatleristiche

A=1 B=0, C={

ciod se & la successione dei quadrati dei numeri imteri, abbiamo

(n o)+ (rn 48P - (i —-y )+ (m B =
= (&)t (= B)* 4 (92 =+ )" - (n - B)"

Onde una soluzione in numeri interi della (22) & dala da:

M=N-1+u, La=10n-+03, Ta=1m-Y, my=—m—

W oaw

2 % : o—x ,
essendo , m, z, £, v, 5 inferi qualunque e -r-——-B — mtero.
==

9. i noto il teorema di Fermat: * ogni nnmero & la somma dei
quadrati di quattro numeri inleri (o di un minor numero di quadrati) ..
Noi mostreremo chie:

Ugnt memero intero si pud sempre decomporre in nfinili modi nella
sommee ey gquadrati di quctivo siumeri (interi o frazionari).

3i & visto che se & r—g::. st ha 1'eguanglianza

(1 = a) = (m =+ B)* -+ (rm 4 1)+ (m - 8) =
=(m+-o) +m B lrn4-yPF+ 43~ (23

Ora tale egnaglianza che noi abbiamo nell’ipotesi chie i numeri #,
m, v, «, & v, & fossero numeri inleri, sussisie evidentemente anche nel

T

- E—

S P
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caso in eni essi o parte di essi sieno numeri frazionari. Essendo ora X
Wit numero inbero, avremo per il teoremsa di Fermat

X.._LH f ME_]_N"E_{_P!

ove L, M, N, P sono numeri interi. Fissiamo ad arbitro il valore delle
quantitha 3 ed # che compaiono nella formola (23) o poniamo

n-+a=—1 (24)
m—+B=M (205)
m—+y=N (26)
m—+o=PpP (27)
essenlo inoltre
— 0 —uo ' (23)

=%
Risolvendo 1] sistema di equazioni (24), (25), (26), (27), (28), risulla:

~— Ip—T
) [M—:ﬂﬂﬁ*’—‘ﬂﬁf.}q——*—m—f—ﬁj——ﬂfP—L]I_M——::j_I
I—(P L ) +((§11‘_B]]i}j£*ﬁ]

' -u)n" — B) (N — 3)n _
m= L —B) Fn* - (29)
a_(L—n]11“—-[M——B)[N—E]ﬂ-{—(M~—§]’P

(M —B)* - n®

j_M—-E

"

Scegliendo per 7 un valore diverso da zero, (M — 5)°* - »* & sempre
diverso da zero, e pereid @, Yy My 8, r saranno numeri o interi o firg-
zionari, Ponendo allora

Ly=m-+ 2, My=rm 8, Ni=m-+v, Py=n -+ 3,
AVIEmo

X=L%+M*,+ N P

ed essendo {3 ed » urbitvavii potremo otteneve in infiniti modi 1 numers
Ll. Ml] H].I P]_:

Cosi &
83 =3+ 7L 10° L 157,
Kssendo
L=3 M=7 N=10, P=15
& ponendo

se=1, n=23
Dalla (29) risultn

23 41 109 .
m———l, T=—-m, mzi—ﬂ, o= 10 ! r=ao.

Quindi s1 ha

8= () + (1) + () + (52
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Similmenle s ottiene

'3 \ 2 914 2 by 8
(3] + (4 @'+ ) e

10. Nei §§ precedenti abbiamo studiato molie propriefa delle sue-
cessioni V;ora ei proponiamo di visolvere in alenni eusi il seguenie
problemsn ;

Deteriinare Uespressione generale delle carnttevistiche i unn SNCCE:-
sione V, i cui termini derono soddisfure ad una data reluzione.

@) Risolveremo il segnente problema:

Delerminare 1'espressione generale dslie curatieristiche di - una
suceessione V clie gode delln proprista clie e somme i 261 suni
bermaone conseentivi 8§l gquatlrato di un nuwmero intero.

Essendo i
t|r—.'|..l Tll—'t*'ll"'" Ylll'*'t v":.j,_

20 1 termini conseculivi, ¢i ha fucilmenle

V.._r; + V.._:. bl _I_ Sl _I" Trﬂl"l*ln'r—l _I" 1‘Tn-ﬂt =—
=2k 1) An*+ (26 1D Ba ({2 1) 0 - 24 Sy (30)

essendo A, B, U le cavatteristiche che si devono trovare e S. ;. la somma
dei quadrati dei primi % numeri interi.
11 discriminaute del trinomio (assumendo la » come variabile)

) (25 5~ 1)An" (24 4 1)Bn 4 ((2k + 1)C -+ 248, ;)
e
(2k - 1)"B* —4A (2 1) ((2k 1) © +- 24 8. ,).

e esso @ uallo, ciod se &, falte le riduzioni e soppresso il fattore
comune 2k -1,
3(B* —4AC)=JA* k(& 4+ 1) (31)

Il secondo membro della (30) & eguale a
R
2+ DA (n+55) -

A= 2L+ 1))° [t numero intero)
B=2(2/ 1) % (» numero intero)

¢ quindi, come si obtiene dalla (31)

Ora se si poue

C=(2k-+ 1) h%* — 28, , )"
Vn—z. ‘J_ > vo _f" Vn_f‘ . as + ‘\T“_‘_.;:[h(ﬂk _I_ l](ﬂ' +i'}]5_

Dungue il termine genernle di uua successione V tale che la somma
At 2k 1 suoi termini consecutivi sia il quadrato di un numero inlero &

(B 1) W = 22k 1) 1frm - (2K 4 1)04* — 28, I

g1 ha

_._,:"‘.._.,__-._ — e o

. -— S, ¢ e,

S dﬁ"i"“"" il S =
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Gode evidentemente dells proprieta indies
t eni fermine generale sjn

263

ita anclie |a sSnecessione

St 6rn L8 _9
(overe un intero quadungne)

di tre suoi termini conseentiv
4) Deferminare e

e chie gode della proprieti che la sommn
| & un quadrato,

carableristiche della swecessione V' sapendo cha
fra fve suoi terming conseculivi
1r:.—lm Tn- 1 it—4
ha Tvogo te reluziowe

1-—1-.—1 Tn ‘I‘ Tn Tu*: " \-n ‘rtr-: — :H'"-:.

(32)
Abbinmo trovalo (v. coroll. Il del § 2)
¥t Vo= Vo Ve 4= T, Vor=3V,"+ A*— p® T—4A(,
Affinché albia lnogo 1a (32), deve quindi essere
A=B"— LA( (35)
cioe il diseriminanta della successione deve essere il quadyato dell 6 prima
caratierislicn,

Ricordando ¢he,

per le ipotesi che abbiamo fatto sin da prineipio,
si lia

ES

A =— g B=

1L =~
-

L

ove &, k souo o ambedue par o ambedue dispari, risulta che Ia lerza
carableristica C e q) doppto di cinscuna delle prime due caratieristiche
di una successione V elhe gode della proprieta (32), sono le soluzioni
I numeri inreyi dell" equuzione guadratien indeterminain

=2 = 8j,0.

(54)

Unn soluziene dell’ equazione (34) essendo data da

= @ (@ nmero infero),

visulta che la successione 1l eni termiye Zenerale &

9 (1
%HE_’“ (24 : l:u”ﬁ:_ﬂl'ﬁ:kﬂn'

e quindi ancle lg suceessione il cui termine genernle @

Rl T AR Dy

gode della proprieta (1).

Osserviamo ehe tale successione 8 quella dej
numerl friangolari a parl

e dal termine dj posto (k- 1)mo,
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¢) Con analogo metodo si trova che fra tutte le suceessioni V solo
la successione dei numeri triangoluri gode della proprieta che ln somma
di due termini consecutivi & il quadrato di un nnmero intero.

Il. Consideriamo ora in particelare la successione il ¢ui termine

generale &
L = An® - (, (35)

lit suecessione cioé avente nnlla ln seconda earalleristien.

Tale sncceszione gode di tuite le proprieta che abbiamo trovalo
in generale per le successioni V; in particolare povendo B =0 nelln
~ formola penultima del § 7, si ha per la successione (33) ln formola:

zlr‘h_’_ znn—lz Zm . T_i_ zu-: . [36}
Se b
A= C=10
la {36) diviene

(n—+ s+ (sn —1F=(sn + 1\ 4 (n — &)*.

Abbiamo guindi il modo di determinare una soluzione in numeri
mier: dell’'squazione quadraticn a quattro incognite

Sl S A !ﬂ’ - 'Ifﬂa. - l
ponendo f
B=n-+3 ra=sm—1, m‘m=su+1 p=n—s

Osserviamo inolire che se un numero X & la somma (i due guadrati
se @ ciob

X=P'+Q,
essendo P e (} numeri interi, ponendo
n+s=P, sm—1=Q,
n ed s sono le vadiei dell’equazione
' — Pt Q4+ 1=0,
e quindl, se il diseriminante
P*—4(Q+1),

e il quadrafo di un intero, n ed s sono numeri razionali, e percid
sono pare numeri razionali

n—s @ sn- 1.

T S —

Possiamo dunque dive:
Se un numere X ¢ ln somma dei quadrati dei due numeri interi

PeQedée
F—4 Q1)
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i quadrato di un numero intero, si possono sempre trovare due nu-
meri R ed 8 razionali tali che sia

X=R*L§®
170="7 411"
F—4(114-1)=1
un quadrato inlero. Posto

RT8=17, sn—1=11,

Per es.

L.

ed &

risulta
n=3, s=4,

L0 =(n—s)*4 (su 4 1)2= 1% | 132,

Essendo Z., Zz dus termini qualunque della sucecessione il eni ter-
mine generale &
An*-- C,

6 quindi

nbhamo facilmente
ZuZp=A* 3% C (Zu - Z) — C°.
AP C =127z,
Zolp = Mlup~+ C (Zu -+ Zg) — C (A Q). (37)

ed essendo

risulta

Per «

8, si ha
L'o=AZuwa—20Z. — C(A ).
Moltiplicando i due membri della (37) per Z, st ha
Vi Zip oy = Aot Ty + C(Zia Zy =+ Z4Z,) — C (A - 0) Z;
é quindi sviluppando mediante la (37) i prodotti

Zr;ﬁ Z’I'l Z" Z}'t Zﬁ Z}' N
visulla

Zoe 7op Ty = Ay AC (Zug - Ty - 2. ) 1
+C* (Za + Zp~+ Z,) — C (A 4 €) (A 4-20).

In generale considerando il prodotto di % Lermini qualunque, =i ha
In formola (della quale tralascinmo la dimostrazions perché faci-
lissima: >
linZivg o+« Zaw=A""Ziyus...ct, + A2 D R
T AT E Zasay e A O D D I

e 1B X — C (A 4 0) (”" e U"_') .

A
ove si indiea con

W
el E'ﬂﬂﬂ..-l‘.lh_i_{'_l
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In somma dei numeri Z i eui indiei sono i prodolti ad A —i—1 ad

h—i--1, delle & quantith oy, o, .. . 2. %i? rt
_J

5

Facilmente =i dimosbrano le seguenti proprieth dei numeri Z:
1. Se

. %% = pY,
s1 ha

Z.rr ZII — Zﬂ' Z C
(Lo +2o) —Za+2Z)

o

2, 5¢ S & ln somma di » numeri Z, lo & pure

WS — aC (IF —1),
essendo 2t un numero intero,
3. Se 8 & un numero Z, lo & pore

S —C((h*—1),

4. Be la prima caralferistica della successione Z & un guadrealo,
se s§1 considera ciok la successione il eni lermine generale &

D=1+ C,
ove & & un numero inlero dato, si ha

Ny & o =

De D = Dag - € (Du + D) — € (0 - 1)
DaDjp = ¥Dug—+ C (D + Dy)— C (24 (),

e quindi dalle due egunagliauze scritte, visulta

hEDﬂﬁ e— Dﬂﬂﬁ = U U'ﬂ = 1.);
e posko

) afl = n
si ha In formola
Dllu == jl:!]:'u — ”ig—.'l}.
In generale si obtiene

L]
Dnj Du: * a a DHL -_— Dh"_‘ﬂ] ae ... m) _I_GE th—-ﬂ cey 48, 0 Og 3 + P

iy + C Euhh_i_] PR LR e By P aisa ‘_]_ Cr—1X D‘*I =

— C(C+41) ((C+ 1)+ —C+y),
ove si indica con

v
-thk—'-l _Iul =, .. '”ﬁ—‘l

- il

la somma dei numeri D, i cui indici sono rispettivamente i prodobti
& A—1i a k—q dei numeri ey, 2. .. 2y, essendo ciascun prodotio mol-
tiplieato per A=,

Si ha pure la formola:

DJl.ll"-‘ = &4 D" —C (h:‘ih—l]_ ]j.

e e T e
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isulta inoltre :
Se S & la somma di m nuwmeri D, lo é puys

W= (2= 1).

Se S ¢ un numero D, [p 2 pltre
WE=U D) — G (L2 1).
2. Constderando ln suecessione B i cni termine generale &
N, =1
essendo /' un numero intero abbiamo tuctlmente
) I Ep‘ -1"- E. 'jL E,n‘ = Ekuﬁ
clve :

It prodotte di due numer; della suceessione B aumentato dalla loro
sominee ¢ un nuwmero della snccessione.

12. Sui nmmeri della forma Bun+4-C, ove B a C sono interi dati,
¢ B> C dimostreremo il scguenle {eorema:

Lu eondizione pevehe il prodotto di due nwneri della forma Bu -
st un nwumero della stessa forma é che sia

B=KkC, essendo k wn ditisore d; () — |

oppin‘e
B=h(C—1), essends L un divesore di .
oppure

(=1,
Infalti consideriamo ; due numer
Bn+-C e Bn --C,

Si ha
(Ba—+-U)(Bm - () =B (B + G 4 Cn) 4 (®
e posto
Bam - Cm - Cp =4,
risul La

(Bn = C)(Bm -+ C) = Bz + C°
Se Bx+- C* deve essere un numero della forma Bg - C, sara
Bz + (# = Bp + (,

CfC—1)
B —¢—=.

da e

5

Essendo p — =z intero, affinehi (C—1) sia multiplo di B, essendo

per ipotesi B>C, dovra essere B = kC, essendo / un divisore d; C—1

0 B=k(C—1) essendo % un divisore di €. Se b B=kC, essendo
mollre C—1=fr,

(Chn |- CHChin +- C) = Ck (Chnm < Cin - Cn) +C—04+0= -
=Ck(Chnm Cmn—+Cn+9) A =Cp -+ C,
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Nel seeondo caso si ottiene pure, posto C=As.

(WO — 1) n + C)(A(C — 1) 12 & €)= I (C — 1)(A(C — Lnum - Cn
+Cm +5)4+C=Bp+ L.

Infine se C=1, il prodotto (Brn-1)(Bm - 1) e evideniemente delln

forma Bp - 1.
Notiamo per ultimo che il prodotto di 2k numeri della forma

(N4+#)X+N

si pud porre sotto la forma (N-}»)Z—»™, mentre il prodotto di 2441
numeri della medesima forma (1) si pud porrve sotto la forma

(N 4 7) Z -+ Ny,

In particolare s1 ha

(N4 )X+ N)'=(N+»)(N -} ») X+ 2NX N —r) 4%
Quindi per trovare una soluzione in numeri interi dell’ equazione
quadratica mdeterminala

T =gy £,
ove a & intero, bastera porre
a=N-r,

essendo N ed » ambeduoe inferi e quindi si otterrd la soluzione voluta,
ponendo _

t=az + N

y=—az"'-| N(2x-+1)—r

=7,

Arricio CrEPAs.

LA RADICE QUADRATA D'UN INTERO
f, UN CERTO GRUPPO DI TRASFORMAZION]

In aleune lettere a me indirizzate il dottor (ruido Fubini, un va-
loroso allievo della Scuola normale superiore di Pisa, neo-proles-
sore all'Universita di Catanvia, solleva dubbi eirea la possibilita di
aruppl continui di trasformazioni tidte decomponibili finitamente, mal-
erado Iesistenza di silfatti gruppi sia dimostrata in un recente mio
lavoro pubblicato dalla RB. Aeccademia dei Lincei. (*) Mette percid

(*] Fremiieonti, vol XIT fnuse. 39, febbraio 1000, — Jo eredo fevaraments (eosi il dottor Fubinil che
gruppi dotali delin proprietd do Lei volutu non possona esisteve (guondo un mavpearo finito di disngun=
ghinnze danno il citerio par o decomponibilith fn n fattort) che ae & poramedri sone warinbili i

on 5 i T e
. p 1y [T
. b "‘"""l'l:i:l-:""-"-li"-

P

S TR

Ml - — odasaai
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conto che io tenti I'argomento anche per una via diversa da quella
che tenni gik L'esistenza di gruppi continui composti di trasforma-
zioni tutte decomponibili finitamente, ciog tali che la decomposizione
di ciascuna in fattori (trasformazioni del gruppo) ha sempre un ter-
mine, ne sard confermata, Tanto pii opportuno mi sembra il pre-
sente scritto, perché ha relazione con altri miei, pubblicati in questo
riputato periodico, e segnatamente con quello dal titelo: i un eerto
wlgoritmo per lo sviluppo della radice quadrata di wn numero intero in
Trazione continua.(*) Tvi fo uso di una certa trasformazione fissa come
mezzo per aggiungere via via de’ nnovi anelli alla eatena dell’ ordi-
nario sviluppo della radice di un numero intero e posifive in frazione
continua. Mostrero ora come si possa invece far uso ' una trasfor-
mazione variabile di anello in anello, purche la trasformazione appar-
tenga & un certo gruppo, che passo a definire. Ne trarro, come corol-
lario, la deecomponibilitd finita delle trasformazioni del gruppo.

l. S'indichi con D un numero intero e positivo, con w Ia sua radice
& meno di un'vnita e con » il resto dell'estrazione della radice mede-
sima. 11 groppo che voglio considerare » formato dal sistema delle
trasformazioni

24 D

z_I_P ! [l)

dove il parametro p & un numero non minore di w ne maggiore del
piit piceolo de’ due limiti

‘' w1 e m—]—%. (2)

Siffatte trasformazioni formano un groppo. Indicando infatti con (11)
e con (ps) quelle trasformazioni che corrispondono ai valori € pe
del parametro, e facendone il prodotiv operativo, si avra

1ts1ia = 1) X
11y 'f_ He D _
> | l-[1p2+ D
I 1 _l‘ A2

Questo prodotlo conserva la forma dei fattori: eppero le (1) formano
un gruppo. Usservando poi che per lo seambio degl’indici 1 e 2 il

(}11) (I-l'.!,] —

intersalli di cur mon ai conniilarava gii exlreni. Cost acrisne pev os per il gruppo &' — sz Torw

1
W< & << —, ore xi excluda 11 onlore & = 0. Plnsomma i) dotLar Fubini & d'opinicne (come dn altre

=3

spe parele waglio 8i parth in appresas) cha, o &l dovone eseludars wnlori dal parametro rorispon-
dinti o eatremi d'intervallo o pinti singolari, oppura sl deve apoeinliz:®res 1o oaturs del paramotro
siesno, cosl dr renderia inesprimibile son disugunglinnze in numers fnito, come aceadrobbe, al dir del
Fubim, so il purametro fosse razionals. Nel prime esso il mio groppo diverrabbo anel clie si dicrs
un a0l @'ugosto, epperd un fuor d'opera, Appelto nd nltri eongeneri, assal piis semypliei: nel secondo
6480 .... Mn 1ion conviene anticipave |a dinruzvions, anche perelié Fopinlone doi dotior Fubini sopra
riperinin poirebbe non sssers giista quanide & ferma (v in preposilo la uoka in Tonde al presvile
seritto),
(*! ¥ol. XVII1, lugiio-agoato 1002,

I
|

I
10
3_ |
E
di B
I {5 d
L
4
L
i

| T e———

= L]
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detto prodotto non muts. se ne inferisce che le (1) sono altresi per-
mutabili fra loro a due a que.

Resta a dimostrare che. se 1 € pe mon S0N0 minori di w nd supe-
rano il minore dei limij (2), anche del numero

itttz -+ I
s T e

accade lo stesso, Si PONga percid: =+ 2y: po—m— o intone
dendo per X, e 4y due numeri compresi pell'intervallo da a1, E poiché

Hifty +_!_J + r + ;-.11;-
e AT T W

s1 vede intanto che guel prodotto & maggiore di w. Poiché inolire

o anche
e d'altra parte

sommando verra:

20 - dy b g > + 20400 = ~+ haZs.
Il defto prodotio non PU0 dungue superare w-- 1. Finalmente esso
¢ minore di w4 —:ﬂ— perche Ja disnguaglianza

r— i)a & r
21’:1 +11 = 1: L

WhAs << wr -9 (22 2y),
la_quale & vera, perche, non potendo Akg superare 1'uniti.

81 riduce all’altra

m}'nl}n.i ::_ lﬂ'r.

Le trasformazioni (1), nnehe quando il loro parametro sia conte-
nuto fra i limiti sopra fissati, formano dungue un gruppo che chia-
merd I", come nella mia Nota pubblicata dai Lineei. (%)

. w i 3 :
2. Se D =19, i limiti do parametro p saranno 4 e 4 7+ Vediamo

S questo esempio come si possn. sviluppare V19 in frazione eontinua
ordinaria. Si consideri ung trasformazione di IV, per esempio la tras-

formazione
Yz 38
T = ( 2z19 ) '

M I gruppo principale considerato i guelia Kota hn il parametio variabile da o ad w1,
hon sselasi gll eatremi Esso colntide con 1" quande » = @3 eomprends /" & ne B pill ampie
Quanio » < g, T

i
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In essa la parte intera del tapporto 9z:2z (quoziente dei due termini
In 2) & 4; s seriva dungue:
]
T, =4 _f":la__ 9-(*)
z- 2

Si prenda ora un’altra trasformazione qualunque del grappo 1",
per esempio la trasformazione
132 — 57
Te=o T
g2 -+ 13
(Uperando sulla z che & uel 2° membro dell'ultimo valore di Ty 1a
sostituzione T. . si formera il prodofto operativo TyT,, che SAra
1
one- 231 °
1892+ 84
La parte intera de] ((Uoziente 53z: 10> ¢ 2. S seriva dungue ;
1

14

T1 j'—__—-:; 4'

£y | I -
- T 192183

152465 »

S1 prenda dal groppo I™ un'alira trasformazione Ty, per esempio

192 -1- 76
2119
Segnitando eon questa come sopra fu indieato, si avra
TJT:T;] — ! ! 1 I
24

1
1+ o452 ~+ 2375
8z - fith

€ccC., eco. -

I numeri interj o posttivi: 4.2 1.... che COmparisconn nei secondi
membri dei valori di Ty di T, T, @i Ti.Ta. Ty, ece., sono gl ordi-
narl_quozienti incompleti dello sviluppo di 1D . pel Ca%0 presente
di V19, in frazione confinua: e quel ghe pIit importa, i coefficienti
lella fonzione lineare dj » che chinde i dett; valori, non possono maj
essere negativi. La dimustrﬂzim}p che di ¢id ho trovato ¢ Bimile g
quetla eontenuta nella mia Nota: Di un certo algoritmo eec., ma per
aleune modificazioni imposte dallg maggior generalith della questione,

®) Qualora aj Aveske

T e e
1= 24+{m-f1)"

'a pa1te Ihtern dal quoziente der dun termini In = loculisrabbe § gyo mRssimo o 1| @ bisogna-
rebbe avar eyrg () diminuicla 0 Wt welti
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€ un po’ lunga e complicata. Nella speranza di poterla semplificare,
ne rimetto la pubblicazione ad altro lempo. Proverd allora eio che
ho gii verificato sull'esempio =19, che cioé: se I, & il prodotto
i n trasformazion: quatungue del gruppo 1", e se a;, aa. as,... 8000
¢ quozienti incompleti dell ordinario seiluppo di YD in frazione continua,
sé ha sempre

¥l
Y2+ 0/’

Hil — (Hl. n‘ﬂ, ﬂ'ﬂ, e “llfi'!

con a.8,v, % positivi 0 nulli + o> v ¢ il deterininante wd— [57 differente
da 2er0,

3. Venzo ora al corollario della decomponibilita finita. Se si pone

(o +VD):+1D) ... . (ra+1D) = A, +B, 1D,

e facile verificare che
A,z DB,

Hn o Bl]*?_l— &.ﬂ '

Uonseguentemente

A.z--1DB, xz 4
B.z - A, _(ﬂ“ o3 H""”"’"'rz-—ﬁ)'

Facendo in quest’nliima eguaglianza z—=oo & poi z=0, si otterranno
le alire due

An L

‘B_n*___h(ﬂl: ﬂﬂl"'ﬂﬂ!?)
DB, ( B)
A“-—HI,ffa,...ﬂuig'* )

_ & poiché i secondi membri, per la nota legge di formazione delle
ridotte, sono compresi fra le ridotte (n—1)m ed pme di VD, lo stesso
avverra dei primi. Hssendo pertanio J—Aj’-' uguule al parametro della
trasformazione II,,, si conclude che: se una trasformazione del yruppo T

D

e i prodotto di n fatiori, il suo parametro i, aonche il quoziente e
sono compresy fra la ridotta (n—1)me ¢ g ridotta n™s f YD, Una
trasformazione decomponibile in infiniti fattori avrebbe duongne il
Sue parametro p eguale al fimite comune a tutte le coppie di ndotte
consecutive di VD, cioé a V). Ma quesio caso s1 pud subito esclu-
dere, supponendo che i sia razionale; (*) dunque il gruppo T', qua-

(%) Quasta Bupposizione ai fn pure nelis mia Nols wi Lineei, dove | binomi delin forxna a4 ¥ D,
chimmunti ivi & oy por nulle binond ivrazionall, sonn sittopnstl a ralsol dbo fuor dalla debia jpotan
nen aviedblboro siguiflealo. Coml nel corollarie portato lestunlimente al n, 4 del presente suritto,
ﬂ?:lﬂ pare =ile nnehs gquando le r sono freazivnali, 11 Fubing miappone qualehs mancnin diehiars-
Hine esplicits sul proposiko, Ern nutile: & somingue win, spers avrh supplite il buop eviterie,
© sopraitutlo il buon voleve, degli allri lobtork
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lora p sia razionale, non contiene trasformazion decomponibili al-
Finfinito, e ¢id prova il mio asserto. (*)

4. A pag. 82 della mia Nota pubblicata dalla R. Accademia dej
Lincei s1 legge un corollario che mi sembra molto interessante, ma
la eni dimostrazione non potei ivi sufficientemente sviluppare, per
mancanza di spazio. Lo fard qui appresso dopo averne premessa
Fenunciazione, quale si legge nella suddetta Nota: Se i nuwmeri y, .

[t2 5« < fly NON 2000 Minors di w né magagiori oi o, £ s st pone

[I-l.'l _I"‘f‘” (]J'-E _r_]ID) .o v. (!J.u —;—];f}] == -ﬂh + BI|1TJ+

il rapporto i" ¢ compreso fra le vidotte nma of (5 — [y (J; 1'D.

Infatti, se i numeri p,, He)...ta, olire ad essere non maggiori

T ) * "
l]_l'a, cioé di w-}- o

» Bono anche non maggiori di w--1, il teorema

n

fu gia dimosirato, perché %— ¢ 1l parametro del prodotto delle fra-

sformazioni (y,), (t2) . ... (ns), che nell ammessa ipotesi appartengono
tutte al gruppo I". Si supponga dunque che una delle Ity per s, py,

entri nell” intervallo da w1 a —g, che cioé si abbia p, > w4 1;

) . . : : +
Py < %. Da queste due ipotesi, aggiunte alla relazione r < 20+ 1,

s deriva facilmente che "~ non @ minore dj w, ne maggiore dei due

My
limiti w41 e ]—u;:-; talché il rapporto Mo rientra nei limiti fissati per
1

il parametro delle trasformazioni di T, Se pertanto si pone

(]_j- 1 rﬁ) [Iiﬂ _i_- ]{E] A (P"ﬂ ]_PT” —_—Pu _}_ Quff},

(1

S

(* E i queste yarere & anche i1 dotior Fubin il guale, abbandonnti gl setsupmi inlereally e
1 eemi pidi sewpliei, che won sarebbare pilt & propowito, BOEEiunge; * SHe 1wl su0 esempio wi
suppane o vazionale, si eada nella olasse dj Brappi in eni la decomponibiiity di una trasformnusions
in u Taltori ‘anzl anehie p es in un solo fattors, casix l'apparienenza al groppoe) wes s el far
thpeudere da wn nuocere finite (14 diengnag!ianze. ¥ per quesla classs 4§ gruppi lo bio Smmesso Pos-
vbifixsimo olis scenda quanto Elin aferma, coms 1sulks dulle mis lattere ,. — Quel * possibnlissime _
ilrl dulttor Fllhilﬂ l-lli hllﬂﬂl. & n'ho II".I'I."-"I_I.}."..'_I Fu.r Ia 'I:'IIIH. tH'E-JI; non nvenda (13 nigl fakko qul;uﬂﬂﬂ |h
clmsae, mn di grappo conlisne, qualungus ne %ia In clasan. Aggriunge poi; 18 Ohe dato || mio Ernppo
gunl g mon pars elie nelis elasse ani =850 Mppurtisne o s voglin aserivere ne esistano di piiy s -
plini, se nom plh intsressanti (s noti eho quel mie gruppo ba fpuaimie Importanza nellis teoria Jelle
forme quadmiiche, come, woslierh in on prossimo lavors). 99 (Ole In nela in fomio al presente
wurikto prova cowe. anels W carli ensi ye punh la riverve del dottar Fuhini non avrebbers EnEic
d'edsere, anzi sl podsiede In forinn esplicita del Srappe, senza esclomions o [imitizions al soriy,
wsislono grappl eentinni di wasformazions futite docom ponibili Ninitaments. 32 Ohe (1 Hottor ¥Fubini
A gindienrne dalle sue parals, pare confonda I'appartenenza al gruppo enl nomers ded Mitori il
Ulie 88 Tacesse, avrabbe Locto. S8 infatti par definire Iz naturn razionale di on parawu! ro letlorale
un vuere fmito di disuguesiionze pud essers insmficionte, lo stenso von pue divsi guanis &l Dirmeros
(o) Taltorl di nwwa date trasformnzione. La detarmiunzione Ji 4] pumere dipende mvece, alieyn pel
nilo gruppo, da un 2lgoritmo finite ¥ Il n. 5 di quaslo lavero),
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0l che p_» saranno compresi tra le ridotte nme ed (p — [)wa

di ¥D. Seritta la precedente eguaghanza sotto la forma

(1 +VD) e +-VD). . .. (VD) = (Qut 1B )= F — 615,

. D n - .
1l rapporto £~ PQ sara donque compreso tra la aw ¢ 1y (n—1)mn

ridotta di VD, come dovevasi dimostrare. Ora poi che una p & en-
trata nell’ intervallo da @ ad w11, si snpponga che ve n'entri
un’altra e si ripeta la dimostrazione precedente : quindi nna terza e
gl ripeta la dimosirazione, e cost via.

6. Dissi gin che il parametro d'una trasformazione decomponibile
in » fattori dev’essere compreso fra le ridotte nws ed (n — 1)m2 di v,
Lirrerebbe tuttavia chi, invertendo il teorema. ne traesse un eriterio
per riconoscere il massimo «numero di fattori ne’ quali una data
trasformazione del gruppe I & decompounibile. Un eriterio stabilito
esisle invece, ed © semplicissimo, per quel gruppo T il cui parametro
varia da o ad w—-1, gruppo che coincide con T quando r = w. e
ne & mvece un sottogruppo quando » < w. Nella mia Nota piu volle
cilata dimostro infatti il seguente algoritmo elie vale & determinare
il massimo numere di fattori in eni si pub decomporre una data
trasformazione del gruppo T'. Premetto che Ialgoritme & diverso,
secondochs » < w.

Se v > w, si forma Uespressions

(k+1D) (YD — )

e poi st cerea qual @ il minimo valore che bisogna dave all esponente k
affinche, ridotta Uespressione a forma di binomio irrazionale P-Fqib.(®

il rapporio TP cessi i essere compreso nell'intervallo de w a w11, in

cwi per k=10 necessarivmente si trova. () Detto minimo valore el espo-
nente inddiea il nwmero mussimo domanduto.

[*} 8 s nen fosss razionale, qunl significato avrobbe quest’incise, elio Lolko dalla mia Noir?
("%, Clie questa eircosianes debba cessare di veriflearsi 2er i ruleie finada i k, s pub dimo-
strive direttoments eosl: Pongasi

(1D ) (1 D—ew)*~ p4 1D,
S1onven pore
{u — l-ﬁj (—- ‘Fl_.l — MJI': o gl_ﬁ.-
Dronde Maellente

e

(48 { e Y

—

L =1\D

i

Il

B s 3K _ :
x::ﬁ ) — (=17}
— =4 [0

(4 +1D) (

Se al erestere indalinitamente 0i & | papporto % non gessnsse nini dl essers compress nell'inler-

-5

g
e

AR AR e i i an | =
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Se r<w, si opera nello stesso mordo, mau faeendo uso dell espressione
(it VYD) (w4 1— VD),

Se finalmente v=w, si pud far uso delluna o dellallra delle due
precedenti espression,
Di alcune nofevoli applicazioni delle cose esposte all’aritmetica
irafierd in una prossima Nola. |
G. FrarTiNg.

NOTA.

inveca di supporre D mumere (antero, positive & heninteso non quadrato) si
SUpponga polinemio intero e di grado pari per rispetto ad una letiera a. Si sup-
ponga moltre: 1° che p sia noa funzione razionale di ;: 2" che tnle funzions nbbia
comune con D la parte iniera. Anche in questo cnso alzebrico le frasformazioni

pr—+ D
A |

tormeranmo nn gruppo. Di piit, indicando con 7, il prodetio di n trasformazioni
del gynppo, e con iy, a2, iy, ... i quozient! meompleli consecutivi che si oftengono
applicando & D queil’algoritmo che varrelbe a svilpparla in frazions continna
quilora D rappresentasse un numers, si avrii anche per questo caso:

-'!‘iuI—,I—DE.. ( s +
= — |, 02 ,.

o Hh: _l_ -lkl'l

. sy,
vz 42)

dove =, 8, v, % sono polinomi iteri in a, e il graido di e snpera quello di v, Pp-

.
nendo z=u0, si ottiena
A, . o

E-.- = (ih.ﬂiq--.ﬂu, ?).
Ui qui si vede [per essere il grado di « meggiore di quello di v) che: s¢ wna
trasformnzione del gruppo ¢ decomponibile in n fattori, il perametro delln irpsfor-
mnzione, seduppate in frazione continue, deve avere coummi con YD | prime n
quozienti incompleti, Pevcid se Y D e il parametro d'una data trasformazione avranno
comoni & quezienti incompleti solmmente, In tiasformazione nen sari dacomponibije
in piin di & fattori. Ne segue che le trasformazioni dol grappo sonp futte de-
componibili finitamente. Perché, se talinn ve no fosse decomponibile all’inlinito,
il suo pavametro ¢ YD dovrebbero avere comuni tuiti i (quozienti incompleti. Ma
c¢id & impossaibile, porché In sevie dei quoztenli incompietl di p & limitata, mentre
queila dei guozienli meompleti di Y® & iufinita.

villo du o ad w1, esao dovrobbe tondere o un limite sompreso pzll'intarvallo stesse, epper
posilive, Invece aaso londe al luaile nagativo (— Y [, come =1 vedo orservando ohs

lim |3 D—w )k_—_n.

e —}ﬁ—:’u

Fu eceezione 11 easo = | 1), che pesd v ¢Stinae, come gin ino detto,
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Si noti che il parametro del grappo algebrico qui considerato non & e, ma la
sun funzione razionale. Di questa si conosce peraltro 1n forma algebrica, che &

= h==]
= O, ab—w—

1n==n

w(a) 4 = ;
(b + b3 En glt=u

-
Eb— .

dove wf(a) denota la parte intera di }D, A un namero intero o positivo qualsi-
voglr e Uy, U, indicano coefficienti nnmeriei mbitrari. — Dove sono qui le escln-
sionif Dove le infinite disugnaglionze del dottor Fubini? Quesfo esempio, che non
€ se non il riflesso algebrico del caso arilmetico considerato ualla 0IBCURSA A
Nota, sfugge dungue al dilemma dell'egregio dottors, Hsso prova quel che dissi
fin do principio; che cive il dilomma: o esclusione di estremi, o disugunglianze in
nimero mfinito, come fallisce nel caso algebrico. pub anche nel easp aritmetico dar
nascita g ginstifieali dubbi

Avvsrrexza. — 11 dottor Fabini, cogliendo a volo una frase contenuta nella
mia Notn (che cioé le teasformazion: di un gruppu di Lie proprinmente detto sono
decomponibili all*infinito), solleva dubhi anche so cio. Per tagliar corlo, osservo
che =i tratia di una frase isolata, che non ha nulle da fare con la tesi del mio
lavoro,

SUL POSTULATO DELL’ EQUIVALENZA

I. Divd estensive quelle figure cle, come le lunghezze, gl angoli,
Je aree @ i volumi, si POssono scomporre in parki omogenee al tutho:
allora 1a definizione di Duohamel sull’'eguivalenza si pud esprimere:
Due figure estensive sono equivalenii, se si POSSONO Scomprye i uno
stesso numero (finito) i parti rispeltivamente eguali.

Questa definizione ci porge il mezzo di stabilive in molti casi 1'e-
quivalenza di due figure; ma non o puoc dare, nel caso di aree o
volumi, nna norma sicura per verificare se due figmre non sieno equi-
valenti e precisamente se 'nna sia precalente o survalente all'altra,
senza almeno la considerazione di infinite suddivisioni Ne derivo il
bisogno di an postulato che dietro gli studii dei proff. Faifofer e
De Zolt, fu proposto Ia prima volta dall’ tllustre e compianlo De Paolis,
é venne poi dn altri posto sotto la forma: Una figura eslensiva non
e equiralente a una sua parte.

Un simile postulato, troppo evidenie, ove si presupponga, come in
Euelide, il concetto di estensioni egunli, non si lascia facilmente giu-
stificare, quando il confronto delle ligure estensive abbia per base la
definizione del Duhamel. (*)

(") Vegzaai il mio articolo: * Sulla squivalonai del poligoni |, Peviodico di Matemutica, anno IX,
lﬁ'g'*l p"ﬁl :Hi

h.!f.

B
=

e —m
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2. Ma ove si voglia ammeltere la distinzione fia figure finile e
infinite proposta dal prof. Bettazzi, (*) la proposizione assunta come
postulato pud essere formalmente dimostrata; o anche ove non si ne-
cetli, per una trattazione elementare, tale distinzione, sj puo viferire
la proprieta contenuia nella Proposizione accennata a figure partico-
lary, cio& al rettangolo piano e al parallelepipedo rettangolare, che per
semplicita chiamerd »ettangolo solido, vendende cos) possibile yna Zii-
stificezione che difficilmente si potrebbe trovare per figure indeter-
minate.

3. 11 prof. Beltazzi dice:

* Una fignra tale che, preso un punto gualunque dello spnzin, le
distanze di esso da tuili j punhi della figura sieno toite minori di un
conveniente segmento, si diri finita,

E st diranno infinite le altre. cing quelle per le quali esiste almeno
un punto tale che, fra le distanze di esso Gutti i punti della figurn,
se ne brovino anche di quelle maggiori di un qualungue segmento,
comungue prestabilito .

L'autore ne dednce che un angolo (eome saperficie) & infinito, per-
che conliene raggl infiniti, Collo stesso criterio paossinmo ritenere
infinite, nel piano le partl di una siriscia determinate da una retta
perpendicolare ai suoi lati, e nello spazio le parti di un parallelepi-
pedo indefinito, n sezione normale rettangolare, determinate da un
piano perpendicolare ai snoj spigoli,

4. Dopo aver detto adincenti due figure estensive ohe, senza so-
viapporsi, hanno nna parte di contorno comune, si suole definire In
somma di due figure solo nel caso in em s possono rendere adin-
centi. Con simili definizioni sarebbe per es. impossibile sommare un
poligono a contorno stellato i eni angoli rientranti fossero molto acnti
con un poligono convesso i cuj angoli fossero troppo otiusi. Bd anche
ove ¢l si volesse limitare ni poligoni e poliedri convessi, poiche |a
somma di due poligoni o poliedri convessi non & necessariamente con-
vessa, potrebbe risultare impossibile la somma di un numero qualunque
di tali figure.

Si puo cerfamente concepive la somma di piu figure esfensive an-
che totalmente separate, come quel complesso di fignre che contiene
tulte le loro parti; ma sembra opportuno 1l poter rappresentare Ia
somma come una fignra unica. Ora il earatteye di figura unica, che
si vuol distinguere da un complesso di figure separate, potrebbe tro-
varsl nella possibilita di congiungere dne punti, presi ad arbitriv nella
figura, con una linea che non abbia aleun punfo esterno alla fignra
medesimn; allora si puod concepire anche una figura unica composta
di due parti ¢he abbiano in comune un solo punto dei loro conforni;
@ percid delle adiacenti dne figure estensive che, senza SOVIappors,

(*) Bollefting i Matematica, anno 1, pag. B3,
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hanno almeno un punto dei loro contorni in conmne. In somua di due
figure estensive adiacenti si pud definire la fizura che contiene tulle
le loro parii.

In questo modo e non altrimenti si possono comprendera fra le
figure estensive quelle a contorno intreccinto, cella introduzione delle
figire negative.

Che poi si possu ottenere la somma di due fignve estensive finile
sembra evidenie; poiche, se Te fignre sono sovia pposte, = possono itl-
loutanare (con un movimento finito) in modo che cinsennn divengn
totalmente esteron all’alira, e date in tale poziziune, si OSSO0 av-
vicinare in modo che, per ln prima volta, i luro contorni abliano al-
menn i ponto comone, a eid si pud fure in modi funnmerevoli. Per
le fignre infinite non si pnd in generale arvivare alla stessn con-
clusione,

9. Ogni somma di due figure esiensive finite & ancl'essn Bnita:
infntli poiclié le figure finite rimangono tali dopo un movimento (%)
e percio nelle posizioni che aequislano per divenire adiacenli, preso
tn punto qualunque dello spazio, le distanze di questo dui punli della
ignra somma non sono altro che le distnnze dello stesso punto da
puuli delle figure nddende e per eonseguenza Lutle minori di un con-
vemente segmenlo.

E poiche la somma di due figure finile & finita, si poira ad esea
sommare una terza figura finita, alla nnova somma una quartn e cosi
di segmito. Se rifletfiamo che tali visulinli si possono oftenere in mods
innumerevoli, rimanendo sempre equivalenti per ln definizione di Du-
hamel, possiamo concludere:

. Esistono innwmerevoli figure estensive tuile finite, fra lore equiru-
lent, somme di pite figure estensive finite, date, oniogence,

Questa proposizione costituisce per le figore estensive di ung me-
desina specie, ove le figure equivalenti si considerine come forme
diverse di nna stessn grandezza, ln proprieta fondnmentale che jo
elitamai aggregativa wniforme; (*%) & poi evidenle cle per le stesse figure
valgono anche la proprieli commutative o Passociativa; per ridurre
dungue le figure estensive di uwna medesima specie a4 nna classe di
grandezze ordinarie, bosta poier’ provare che sz due figure estensive
Omogenee non sono equivalenti, una di esse equivale alla sommea dellallra
e di una terza figura omogene.

6. Poiché ogni somma di figure estensive finile & anclessa finita,
possiamo stabilire la segnenle proposizione:

H. Una figura esiensiva infinite non ¢ equiralente a una figura esten-
sira finila.

Poiche, secomposta la figura finita in un numero (finito) qualunqgue

(%) RETTAzzy, op. cit., pag- 86
(**} 2. Rrasy, Blementi di arifmestica » rlipehva epponli eon eteds Fhiutetice, PRE U © BERE. San-

anvi, B. Gallizai, 1802,

e Py

s e 4

_'_-f'""
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di parti, necessariamente finite, (*) ogni somma i quneste & finita, e
PEreio nun pnud essere eguale a una figura infinita,

7. Ricordero le tre proposizioni note:

UL Due figure estensive equali sono equiralenti,

IV. Due figure estensive equivalenti a una terza sono equivalenti fru
loyo.

V. Se pilt figure estensive sono equivalenti ad altreltante figure, una
sowana queeliunque delle prime @ equivalente ad una somna qualunque delle
seconde,

8. YL Due retiangoli piani o solidi di egnal buse e di diversu altezza
non sono equiralenti.

Sieno M, A i due rettangoli dj egunl base e sin I'nllezza di M mag-
giore i gnelln di A. Allora i due reltangoli s1 possono disporre in
modo che M sin Ia somma di A e di un altro rettangolo, che deno-
loremo con B. Nella siriseia (o parallelepipedo indefinito) chio pon-
premle 1 Lre rettangoli si costruiscano al di la d; B, e consecutiva-
mente, 1 rettangoli C, D, ... ezuali a B,

Se A & equivalente ad M, ossin ad A+ B, poiche B=C, sarit
(I11, V) A + B equivalente ad A - B -+ C e pereid (IV) A equivalente
nd A < B+ C. Similmente, poiché A & equivalenle ad A +B-4-C, ed
¢ B=D, sath A+ B eqnivalente ad A +B-+C+D, e percid an-
che A eqnivalente n questa somma. Cosi conbinnando si arriva a di-
mostrare A equivalente alla somma di A e di un multiplo qualungue
di B, ossin a un reitangolo di egual base, ln eni altezza & la somma
dell’altezza di A e di un multiplo quatlunque dell’altezza di B: un'al-
tezzan dunque che, secondo il postulato d"Archimede, pud superave un
segmento qualungue prestabilito. II teltangolo A sarebbe per conse-
guenza equivalente a una fizura eslensiva ifimita, in conbraddizione
colln proposizione II.

9. Fondandoei sulla proposizione nota: Si pud costruire un rettan-
golo piuno (v solido), di data base arbitraria. equivalente @ un poligone
(0 prisma, o somma di prismi) duto; e considerando part: di poligeno
(0 di priema) solo poligoni (o prismi, o somme di prismi), possiamo
ora dimostrave ln proposizione:

VI1L. Un poligono (o prisma) non 2 equivalenle a una sua parte,

Sia P un poligono (o prisma), P, ina sun parte, Py la parle rima-
nente. e s1 costruiscano i rettangoli piani {o solidi) Ry, Re di egnal
base arbitraria equivalenti a P, P, Possiamo allora formare un vet-
tangolo colla stessa base deidprecedenti che abbia per altezza la
somma delle loro altezze, il gqnale sara percid una loro somma, e po-
tremo indicare con R, -+ Rs. Questo rettangolo sard equivalente (V)
& una somma qualunque di Py, Py e percid a P. Se dungue I’ fosse
equivalente a Py e percio (IV) nd R,, sarebbe anche R, - R, equiva-

(*I Berrazzy, op. eit,, pag. 84,
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lente (1V) ad Ry, ciod sarebbero equivalenti due rettangoli di egual
base e di diversa altezza, in contraddizione colla proposizione V1.

10. Colla proposizione nota che fu citata nell’articolo precedente
&1 pud stabilive, indipendentemente dalla proposizione VII, che due
poligont (o prismi), o sono equivalenti, oppure 1'uno equivale alla
sommna dell’altro e di nn terzo poligono (o prisma) puiché cosi av-
viene, m forza delln proposizione VI, per i rettangoli di egnal base,
ehe si possono costruive, ad essi equivalenti, 1 poligoni e i prismi eo-
slituiscono cosi due classi complete di grandezze ordinarie. E poiche
gli uni e gli altri sono indefinitamente scomponibili in parti omogenee
al tullo, tali grandezze sono polenzialmente continue, (*) & si possono
rendore effettivamente continue colla introdnzione delle grandezze ltnili
determinate da due classi contigne. Cosi saramno grandezze limit
'area del circolo deferminata dai poligoni inserilli e circoserilti, il
volume della piramide determinato dalle consuete somme dj prismi
lnseritti e eireoserifli, nonché le superficie e i volumi dei corpi ro-
tondi. II poliedro dovra considerarsi come somma di prismi e piramidt.
Sark inoltre giustifieata I'esistenza di un summulliplo gualungne (j
tali grandezze. (*¥)

I1. Ove in un insegnamento elementare non si eredn opportuno di
trattare diffusamente delle figure finite o infinite, 81 potranno sempre
fssnmere con vanfaggio, come postulati Je proposizioni conkenute
nella VI per il retlangolo piano e per il retbangolo solido; la dimo-
strazione dalane pud, & mio parere, giustificarle, apparendo assurde
le contradditorie; esse poi mettono in maggior luce I'importanza della
definizione di figure equivalenti, dimostrando Ia differenza, talvolta
mavvertita, fra il confronto di due retiangoli considerati come gran-
dezze lineari eguali o disuguali e come poligoni (o poliedri) equiva-
lenti o non equivalent;,

G. Bias.

-

UNA PROPRIETA DEGLI ARCHI
le cui funzioni goniometriche sono razionali

I. Sopra una civeconferenza (i raggio arbitrario, si consideri un
arco AB=a. Se & & commensurabile con 2=, detta X Ia Joro massima
comune misura, si ponga

2=, A =n.

dove m ed n sono due interi primi tra lore, anche qgualora = sia un

|"Y Biast, op. cit., paz. 44 o BEEE.
\*% 1bid., pog. G




PERIODICO DI MATEMATICA. 281

summultiplo di 2z, nel qual easo a =3, n=1. Cia premesso, par-
tendo da un punto qualungue A dellg circonferenza, si conting glhi
archi A di # in n; & chiaro che il primo punto pel quale si ripassera
con questo procedimento, sara i punio A, e cid avverrh dopo d’aver
contato un numero d’archi x eguale al minimo comune multiplo di m
ed n, che & dato in questo caso dal prodotto m . n, e dopo d'aver
girata la intera circonferenza tante volte gquante lo indica il guo-
ziente della divisione (5. %) :m — n. Si avrd quindi: m.a) =n. 2%,
clod mz=n 2x. Viene di conseguenza, che se partendo da A adaf-
tiwmo successivamente sulla circonferenza una corda eguale a qnella
che sottende I'areco z— 5 A, dopo d'aver girata |a circonferenza
# volte, ritorneremo ad A chiudendo cosl un poligono regolare in
generale stellato (convesso se 5 — I) di m lati e di alfrettanti ver-
tiei che divideranmo la circonferenza i m parti eguali, (*)

Se dunque 2z & commensurabile con 2w, seguendo il procedimento
80vra indicato, si potra dividere la circonferenza in parti egnali
col solo sussidio del Compasso, e si eonclude che il numero m deve
essere necessariamente della forma

Dot opd L oo

dove gli esponenti i possono avere il valore 0, oppure 1, e It & un
intero qualunque, ed i fattori P1y Po. - . . px Tappresentano numer; primi
di Gauss cioé della forma (2" =-1). .

Se all'incontro o non & commensurabile eon 2z, partendo da nn
punto qualsiasi e adattundo successsivamente sulla eirconferenza nna
corda che sottenda un arco z, ne si ritoroera pi gl punto di par-
tenza, né sard possibile che s ripassi per uno dei punti incontrati
precedentemente.

Per la prima osservazione notiamo subito che ove si ritornasse al
punto di partenza, fra 2z ed & dovrebbe sussistere una relazione
del tipo mz= n. 2%, essendo M, % interi, dalla quale risulterehbe

"
o —=— D=

'

contro U'ipotesi della incommensurability,

Per giustificare la seconda, basta por mente che qualora, seguendo
il predetto procedimento. si venisse, dopo uno o piu giri ad incon-
irare una seconda volta per primo un punto B diverso da quello dal
quale si @ partiti, cid vorrebhe dire che, prendendo inveev le mosse
da B, si ritornerebbe per primo in B, cosa non ammissibile data I'ipo-
tesi dell’incommensurabilita ed, indipendentemente anche da essa,
poiché cosl si verrebbe ad ammettere in B, e senza ragione aleuna,

(*; Por pih complats condiderazioni intorno a queste argomento & voda P, Batmuann, Die
Liemanie der Zahlentheorie, § 10, nag. 10, Teubner, Lipsin, 1862; U, ScABPIE, I'¢imi elmnenti elia teoria
et nuieri, § 10 Hoapii, Milano, 1506,
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mna proprietd che si & negatu ad A. Se dungue Zx ed « sono incom-
mensurabili, gl'infiniti archi della successione

2, 27, 32 ... k.,

aventi I'origine in A, avranno tutti distinti i loro estremi.

: . . . T6 . ’ .o

& 2. Sia ora z un arco non mulfiplo di 5 che abbia razionali il seno
s . - r 8 PIRT :

43 ed il coseno che indicheremo con — ed -~ GI'interi », s, ¢ verificano
o ; ; ¢ q

i la relazione:

Ti I 32__91.

S e poiche in virtii di essa, se due dei tre numeri #, 8 @ hanno un fattore
0 comune, esso deve pure appartenere al terzo, possiamo anche sup-
porre di averneli liberati precedentemente rendendoli primi tra loro
due a due, di modo che » ed § non sieno entrambi pari,

Dopo cid, supponiamo « commensurabile con 2w cosicche, detta )
la loro massima comune misurga, si abbia

m.n.A=n, 2,

Ovvero, per essere n.i—e,

) m.ae=n_2x
dove m, n sono primi tra loro.
Sara guindi:
senM.a—=sen ,n.2x=10,
cCosm.a=cos.n.2n=1;
e poiche

(cosz + ¢ sena)™ = cosma ~~ 7 Senma

s1 deduee che (cosa—-isen a) & radice di 2™ =1,

3 ” . _ ;

- Ma cosx — g ¢ Senz= g * Per cul, se a & commensurabile con 27,
si dovrebbe avere -7 8
£ r\m REC
(—— i ) =] SN
) ] q e B
cioe ;
(H _’_ i?.)m —— qm' . l
dove m & della forma b
’ _ Pt . Pt ..pp_“ . OF, 4

Proviamo ora che quest'ultima eguaglianza non pud essere in aleun
caso soddisfatta, , '

Pongasi dapprima’m dispari, ciod p=0, (m=>3). Sviluppando si
rieava

R (T) gt . ()= g™ ]

gL I
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ed eguagliando a zero la parte Immaginaria

(T) go=1 e L (’;] R e - (i =0,
e guindi |

(T) 8= () moad 2%

Ma » & primo con s, e quindi »* dovrebbe dividere (T), la qual
. ' « | ’ .
CoSa mon puo accadere poiche ( 1 )= 'm non contiene fattori quadratici.
Se m & pari (m = 4), ed » dispari, ripetendo lo stesso ragiona-
mento si arriva alla stessa conclusione.
Rimane ancora a considerarsi il caso di

i ed » entrambi pari.
Osservando che in gquesto caso s & dispari,

dalla condizipne
m . (1N . ;

(.1 )s'“-l ir - ;,3) (i ...+ (m T_ 1) & ()" 1=,

81 ricava che dovre

hbe avers;

(m’—r-l—l) 1"='=0 mod &*;
e poichg (m’il)——-(T):m non contiene fattori di

mza, come prima, resta provata |’
ghanza.

spari alla 2° po-
impossibilita della predetia egna-
8i conclude quindi, da quanto precede che:
niometriche d'un arco 000 razionali,

" se le funzioni go-
surabile con la circonferenza.

€SS0 mom pud essere commen-

UMBERTO Scarps,

i i —

OSSERVAZIONI SULLA NOTA

del doift, Lazzarisr

SUl NUMERI PERFETTI E SO NUMERI DI MERSENNE (%)

1.
Cavissimo Lazzeri,
Ti progo di voler dar posto ne‘ Feriodico
dalia iettura dells potn:

ad alecnme osservazioni suggeritemi
* Bui numeri

perfetti & sui mumeri di Mersenne &

LA, dopo aver dimostralo che ogni
potenze di due soli faltori primi, & pari,

di i numeri perfetti pari, enupecia nel

« Com-

numero perfetto, eguale al prodotio ds

& stabilita la nota formula d' Erclide che

n. 6 che: Un numero eguate al prodotio

Pit di due fattori primi non Pud essere perfi

etlo.
(* Y. Periodico di Matematicn,

a. XVIII, fase, IV. pag. 201.212.
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Sulla dimostrazione che I'A. di por guesia ultima proposizione possono farsi
varie obbiezioni.

Riassumo percid brevemente quanto & contenuto nsl n. 6. Vi si considera
dapprims il ¢aso di un nomero sgnale al prodotie di potenze di tro soli fattori
primi 4, ), ¢, e per provare che la condizione afinch® esso sia perfetto

el —1 BRI 1 oHi— g

2 =9
=T " b1 " =i aobhe? (1)

non puo essere soddisfalla, si premette che ambo i membri di (questa egusgliznza

} o
dovrebbero assare eguali al minimo multiplo M di ﬂ:!. ; : .bﬁ:_ 11 & Zadbl, o

ad un sao multiplo M. Quindi si diee che s¢ = & § gono pari, il prodotto

a1 —1 pi+H1—1
a—1 ~ h—1

¢ dispari: di pin qoesto prodotto nom & divisibile ne per a®, né per &8, guindi
sarebbe M = Zaubfmilinr, .., e percid

&

M

U =minr,..,

’ Saupd

1l che & assurdo, essendo ¢ primo. Dimostrazioni analoghe I'A. fa pel caso di a0 8
dispari, o di o pari e § dispari, o pel caso in cui il numero dato sia il prodotio
di potenze di piir di tre fattori primi.
Ora, il difetto di qnesta dimostrazione sla nell'affermare V'assurdita dell'eguoa-
glianza
&=y, _ .,

che (finché nen si prova il contrario) puo essere soddisfatta da m—¢, B=r.
#=...= L L'A cerca di esclndere questo cose nella seconda nota del n. 6, ma
le osservazioni ch'Egli fa per ko nom sono giusle,

Osserve intanto che 1l caso suddetto & |’ mnico che natoralmente s Ppresenia.
I numeri primi a,3, ¢ essendo primi rispettivaments con

atti— 1 B —1 bl —
a—1 " b—1 ?* ¢—1°

dalleguaglianza (1), per noti teovemi d'aritmetica, si ricava:

| - ! === L o D
o+ 1-—2&:5'1:1" ; b 1 — cr 4 1 —

n—1 h—1 e —1

dove il faifore 2 pud, inveco che nella prima eguaglianzs, comparire in npa guoa-
lunque delle altre due, o =, Bofs @, 8, 7" son onumeri interi (non escluso lo 0)
tzli che

*cbe=ax; { =P Y+ =T.

Unindi, supposto per es. Y = %", s ha

M = 2aupfe? .

Nella prima nota che serve di praparazione alla seconda, 1'A. eeren di dimo-

e
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g actl—1 bil—1
-strare che il prodotio e =7

Se cib accadesse, egli dice, si avrebhe M = 2%qa«bf. .., e quindi

_ Daapi, .
2. pabb

il che & mssurdo, Ma anche gui, affinché 1'assurdita fosse provatn, hisognerabbe
escludere )l solilo caso,

Nells secondz nota I'A. cerca di provare the non pui essere M — Zaobic? (per
quanto ho detto sopra bisognerebbe invece provare che non pno essere M =2aapfe’"),
e dice che questo caso resta immediatamente esaurito osservando che, poiche 2gubi
aetl —1 si+1-—1

s—1 " b—1
¢ affatto dimostrato nella prima nota), sarebbe:

_aetl—1 pF1—1 ()

non & divisibile né per a%, né per 5/

non hanno fattori primi comuni (e cid, come ho deito, non

9

€ Y
) — p—
quindj
41—
‘:_1121, (8]

da emi e=1, ovvero ¢ =2,y =0, contrarinmenta all'ipotesi. Io non eomprendo
in qual modo |'A, dednea dalle precedenti ¥'eguaglianza (3). Dalla (2) e dalln (1)
mi pare s8i ricavi soltanto [nell'ipotesi che Hgli fa):

c+1—-1

e — 1

= 2atb/

ms guesta egunglianzn non si presenta assurda.

Credo che quests osservazioni siano suflicient: per infirmare la validila della
dimostrazione contenuta nel n. 8, e che percid non sia ancor lecito di affermare
in modo assoluto che mon esistono numeri perfetti dispari. (%) 11 prof. Lozzarini
non ha perd nessuns ragione di dolersi di non essere rimscilo, giacch?, & quanto
pare, la risoluzione del problema di cui Lgli si ¢ cccupabo sfuggl a molti illustri
matematici, tra i quali, oltre Fermat, Ewlero, Legendre, vauno ricordati Descartes,
Frenicle, Sylvester (v. per ea. Formulaire Mathématique, n, 1002, pag. 144).

Salati cordialissimi
aff.m* C. CraMsErLINI.

& 8

Il sig. Mario Lazzarini, nella nota * Sur numeri perfletii e sui numeri di Mer-
senne 5, ha credoto di dimostrare che non esistono numeri perfetti dispari. Dopo
i tentativi infruttnosi di Matemarici illusiri, avrei avuto piacere che Ia guestione
fosse dall’antore completamente riaglutn. perd sono dolente di constatare che al
cnne pecche di ragionamentio fanno cadere del tufto la sda dimostrazione.

(*) In gunsi toctes la proposizioni enuncinte dall®A. alla fine del oo 6 & pel pumer: succasuivi,
dove si seguita » parlare dl sumeri perfetll, binognerk dungue aggivogere I'ipolesi che | nomeri
di eul 8l tratia sono parl Colgo poi l'oceasiono per far ossarvare che negll anounciali di alenns pro-
ponizioni mancano altre limitnzioui, Poer es. 11 worems del n, 14 vs anoneinto cosl: ogmi nemars
perfello pari,non eguiale g b, 2 congruo ad | rispelle wl modnls 3: nelllanunsiato del leersma del n. 15
bisvgns eeestinare U easo dl a=2; nal teoremn dol n. 2 sarebbe bene sl dicesge esplicitamaents che

Bl tratita di oomer: primi o e & disegundi, soo.
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Infatti, dopo aver dimostrato eho mon esistono numeri perfoiti dispari costitaiti
da due fatiori primi diseguali, egli tonta di dimostrare che non esistono nomerj
perfetti dispari con tre fattori primi, & cos; TRGIonA .

“Se a"¢’ & un numero perfetto dispari, dev'essere verificata I'eguaglianza

a1 PH_ 1 oy

e—1 = b—1 =i —2ad 4)

1 3 3 .'
1 M - IR

= - o e =
e—1 ~ w7 i, 24 37

“Se « ¢ § sono ambedue pari,

a1 | Y.
ﬂn_llzu“-]—n"'l—l-.“—} a-+1, @ b:{-__l] =fra—}—bp_1+...+b—-l

4
" sono ambedne dispari e guindi

asvl 1 A g
a—1 =1

" o dispari: @i piic questo prodotio non & divisibile nd ver 8" nd per b7, guindi
* & minimo comune midtiplo sara della forma

2a®5F gt gr g
“ &i dormrebbe allorn apere

y__ 2a° LT %

—_— B ¥y
= m'n¥ ..
22" H

C

" 4 che, essendo per ipotesi, ( prime, ¢ assurdo ..
L'introduzione dej numert m, n,... come fatiori del minimo comuns multiplo
¢ meramenta capricciosa, perché dove essere, come & facile dimostrare:

M=2a"p# o7 .
. "u-l-l — 1 ';'| =4
Infalti a, poich® non pad dividere =% S deve almeno dividers ono degli ' t.‘;'
altri fattori del 10 membro deila (A), gcosl ragionando per b e c s8i perviene alle \ ]
eguaglianze ' L ;
4] 1 -+1 | '.-"-":.:.t I“
g =1 =" M ¥ —q =g P idhalnai’ = | "3 i
a—} ' b —1 : ¢ —1 . 257 {
dove A
1 - me = e, M 4+ 2 = §, 2T =T, *11;1

™
i.';';_j-
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Ne seguoe |
o*tl_g PPl

3 s m _y
a—1 b—1 a=ip et

e peard
M =237 o7,

e non ha pia luogo I'assurde cni lhia ereduto di pervenire 1'Antore. Ma egli chiosa
atl __ Vg

e . - e 2a°%,
a— 1 b —1

che non pud aversi M = 24"%%¢" * dal momento che

non hawno fatlors primi comuni ..
Ora in base & qual fatte I'Autore perviene a questa conclusione? Se, come lascia
a1 1
intravedere, in hase al fatto che “:— _1 L. b1+__11 non & divisibile per a“¥,
(cid che ha voloto dimostrars in nota col solito procedimento ervoneo) & wvisibile
chisramente 1'equivoce in cui & caduto. _

B poiché I'Antore nsserisce, non so poi con gusl fondamento, che dal caso di
3 fattori primi si pud passare facilmente al caso generale di un oumere qualungne
di fattor: primi, debbo concluders che la dimostrazione cade senza aleuna Bperanza,

lo devo aggiungere che non @ guesto il primo caso di insuccesso in una qne-
stiona cos1 difficile,

1l Carvallo anvuncid all'Accademia di Parigi (* Comptles Hendus ,, LXXXI,
pag. 73-75) di aver dimostrato 1'inesistenza di numeri perfetti dispari, e pabblicd
la sua dimostrazione in un opuscolo intitoluto Thdoric de mombres parfaits (Bar-
selone, A. Piagen), ma la sus dimostrazione non & esenis da orrori.

1 numeri perfotti hanno gia una letteratura; io rimando i lattori a quella che
da il Broecard neli’*Intermédiaire des Mathématiciens, t. 11, 1895, pag. 52-54. limi-
tandomi qui a riportare i risnltati principali, ottenuti finors rigorosamente sui
numeri perfetii dispari, lieto di far cosa grata ai lettori del Periodico.

Un mumero perfelto dispari, se esiste, deve essere della forinn

M? (4g 4 1)+

essendo 4q -+ 1 un numero primo che non divide M, Ne gsegue che: Non esistono
numeri perfetti della forma 4n -+ 8. o

Questo teorema, dovato ad Eulero, b state poi ritrovato da Stern (* Mathesis ,,
t. VI, pag, 248-250), da Sylvester o da altvi.

11 Sylvester nei * Comptes Rendus , de 1'A. 3. 8. de Paris, t. OV, pag. 403-405,
perviene ni seguenii risullati inleressauti.

Non esistono numeri perfetti dispari contenenti 2. 3. 4 fattort primi diseguali.

Non esislono nmumeri perfetti dispari divisibili per 106 =38 .5.17. )

Non esistono numeri perfetti dispard, primi con 3, avenii meno di 9 fatlori
primi diseguali,

Egli aununcia anche ' ivesistenza di numeri perfotli dispari con 5 fattori primi
diverai. »

11 Catalan poi (* Mathesis . VIII, 1888, p. 112-3), fa osservars come si possa
sempliflcare, il procedimento di Sylvester, o perviene anche al seguente curioso
risnltato. ,

Se wn numero N & perfetto e dispari, essp & almeno compoesto di 26 fatiori
primi, diseguali, a guindi ¢ almeno di 45 cifre.

Ritornando ora alla nuta del sig. Lizarini, devo rilevare ancora un errore
in cui egli & eaduto nella ricerea della condizione-nesessaria e sufficients perché
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il numero 2¢ — 1 sia primo. L'Autore ammette implicitamente che sussista 'inversa
del tevrema di Fermat, almeno pei numeri della forma de lui considerala. Ora
non ¢i son dati per asserir questo, e perd non pud stabilirsi que! teorema, cui
crede arrivare 1'Autore. Pud dirsi soltauto questo:

Se 1 numere
2r — 1

divide sl numaero
8,
senza che divida + numeri della forma
3 &1,

easendo B un divisore qualungue di 27— — 1, il numero 2¢ — 1 & primo, ¢ 3 wna
Sue radice prinsiva.

Questo teorema dedncesi immedinlamente da an teorema notevole, segnalato
dn E. Lucas al eongresso di Le Havre, nel 1876, L'Autore 'applich per dimosirare
che il nometo 2%* — 1 & primo.

Anche il teorema empirico, che il Lazzarini cils in vota, & slato in parie enun-
ciato i dal Catalan (v, Laisant, * Recueil de Problemes de Mathématigue ,, p. 196,
nota 2).

Ma 1"Autore non &' illuda nells verita di questo teorema. Si sa ormai qual fede
meritano i teoremi dedotti da semplice induzione; dice il Lueas (* Théorie des
Nombras ,, p. 423): Il ne faul pas towjours se hiter de conclure pay induction dans

Vétaude des propridlés des nombres.
Miceeie Cironza.

2!

PICCOLE INOTE

Osseryazione sulla potenzas di un polinomio. — E noto che lo sviluppo dells
potenza m* de] polinomio @ -+ as 4 ... + an, 8i ottiene esegnendo Ia moltiplica-
zione di m pelinomi eguali 8d a; - a: + ... +a,, mediante la successiva appli-
eazione della legge distributiva. Si pud osservare che tale aviluppo, prima dalls
riduzione dei termini simili, si oltiens anche formando le disposizioni eon ripeli-
zione di » elementi della classe sn®, purche si considerino tali aggruppamenti come
termini di unn somma s gli elementi che entrano nei medesimi come fatiori: per
tal modo il numero dei termini dello sviloppo & #n™ ed uno qualungue di essi avia
Ia forma a;™ geee g,m», con oy - a3 - .. . -} @y = m. Questo termine sard ripelulo

!

T . volte, Quindi, dope la ridnziene dei termini simili, s1 otfiene In nota
PEglBigl oo o DRyt

formula

m!
T3 ; R et L ausin,
:1- u’l L J.i

(ay 4= as 4 ... -l'ﬂ'm:'l'“=E
dove la somma si estende a tutte le soluziom intara,.pnsiﬁva o nulle, dell'squa-
zione @y b as ...+ @, = m, ed il numero dei suoi fermini & eguale al numero
dolle combinnzioni con ripetizione di n elemienti della classe m* ciod

alrn+1). .ln4 m—1)
S J— E

Nrerpr1 MopoRa.
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RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 619, 628, 630, 631, 632 & 633

G419, 1 luogo dei punti &' imcontrao di due parabole che, essendo tangenis ad
unag rella fissa ed avendo sin fuoeo comwune in un punto dato, hanno smoltre costante
i"angoly dei loro asgi, si compone di due civeoli, E. N. Bagisizxy.

Risoluzione del doti. Niccolai.

Essendo P il punto simmetrico di F' rapporto alla data tangenie ¢, per P pas-
suno le diretirici di totte le parabole in quistione. Se M & un punto del luogo, le
due parmbole passanfi per questo punto 3i determinano deserivendo il circolo di
centro M e di raggio MF, e conducendo per P le tangenti n questo circolo; yueste
due tangenti (divetirici delle dne parabole) dovranno formare fra lore un angolo
ugnale al dato oppure supplementare. Detto 23 questo angolo riferendosi ad on

sistema di mssi ortogenali coli'origine in F, essendo :r:-..% I'equazions delln 2,

"equazione del Inogo richiesto &: -

z* ¥ + a (22 — g) tang® ¢ = (.
a tan @

cos ¢

Il luoge richiesto & dunque il eircolo di raggio . 1l cul centro ba per

unordinafe — a tan® g, 0.

628, Tyovare Vinviluppo delle vette che tagliono due circoli dati secondo
corde egueali. E. N, Banssiy,

Risoluzione del prel. Castallanp.

L inviloppo vercalo & uns parabola che ha per fuoco il punto medio della retéa
dei centri, & per podaria foeale I'asse radicale dei due eireoli.

Dimogrrazions. — La retta mobile @ incontri in una delle sue posizioni i circoli di
centri O, O nei punti A, B, A, B, (in questo ordine) ed inecontri il loro asse radieals »
in M. Signo C, C' i panli medi di AB, A'B' e sia I il punio medio di 00". Dal-
I'ipotesi: AB = AR’ si deduce che M & punto medio comune ai sezmenti AB". BA’,
CC, e che la MT', mediana nel trapezio birettangolo OCC'Q, & normale ad a. Ne
consegue c¢he la retta a, normale nei panti di una retta fissa » alle reile che
proigitane questi punti dn nn punto fisso F, inviluppa una pavabola di fuoeo I' e
di podaria focale ».

Se i due circoli sono Puno interno all'altro (non eccentrici) la parabola asiste
ancors ma le corde nguali determinais dalle tangenti alla parabola colla civeon-
ferenza sono immagingrie.

Se i circoli sono uguali, le refle o sono tutte parnllele alla centrale OO

Risoluzioni del prol. Refali.

1. Risoluzione geometrien. — Sg 1 cerchi sono eguali lo inviluppe si spezza
evidentemente in dve fasci di raggi uno dei quali ba per centro il punto all'in-
finite della refta dei ceniri 8 V'nliro il punto egquidistants dai centri. Supponiame
dunfque che i raggi dei doe cerchi sievo disuguali: per ognuno dei ecenbri di simi-
litudine passano.due soli raggi dell’invilappo, dunque questo & di seconda clnsse:
Ja relta all'infinite stacea dri due cerchi corde eguali, dunque lo inviluppo cer-
eabo & la parabols che tocen le 4 tangenti comuni e I'asse radienle dei due cerchi
datl, Questa parabola ha per fuoco il punto equidistante dai centri.
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2. Risoluzione analitics. — Siano r,+ i raggi, O, C' 1 centri dei due cerchi, po-
vismo OC = Yg, . assumiamo per assi coordinati In retta dei centri o 1'asse dj CC.
Se In retta ux + oo+ 1=0 staces nei due cerchi corde egnall, le sne di-
stanze d, d' dn C, ' verificano Is relazione

0 _g2__v_ xr__ (B 1)  (uwa—1)*
d d*=> y = g e
¢ |'equaziono t.anganzinla dell” invilappo =
(#* — 2°%) (4* 4 %) = day,

St

c A
col fooco nell'origine.

che rappresenta una parabols di parametro =
Altra risoluzione analitiva del maggiore D’ Emiljo.

630. g .0 comica U tucrn unn quartica C nei pumti A, A' ¢ ln seca nei
pant: B, B, C, C, esiste un’alira conica che 2 tangente alla CV nei punti d’incontro
calle retta AN’ o ohs passa per i punti d'fncontro di essa colle rette BE, OC.

631, Se una conica O tocen una guartice C9 in guaitro punti, le tangenti
a C ned punti di contatto incontruno @i nioro la vurva stessa in R punti @i una
conica.

632, 5 v, v somo dite tangenti di flesso di une guartice UR) nei punts A, A’
e inconirano lo curva ancora in B, B' exisle una eonica che ha con la CW due von-
tatts @i second’ordine nei puniti ove essa @ tagliate dolle AA' e passa per i punti
d'incontro di CW gon la BB :
Larzert,

Risoluzione del prol Rotali o del maggiore D'Emillo.
B noto che se dalls n* intersezioni di due enrve d'ordine », np _Tlg (p—1)(p—2)

giaceiono in una curva d'ordine p < n, questa ne contiens alire —;—[,p — 1) (p—2)

e le rimanenti n{n— p) sono in una eurva d'ordine n—p. (V. p. es. Cremoxa,
Curee pinme, § 48). Per n=4 o p=2 si ha che: se 8 dells 16 intarsezion; di due
(uartiche C¥, T'W giaceiono in una conica C'®, le rimanenti 8 sono in un'altra conica,
b posto:

@) S8 prendinmo per T@ la quavtica formata dalle quattro tanganti a C¥ pei
suoi pumti di contatto con GO abbiamo il teorema enunsiaio mel quistiene 631.

b) Se per '™ prendinme ln quartica che si spezza nella retln [AA'| contaia
due volle e nelle rette [BB'|, |CC/|, si ha il tsorema della questione 630.

¢) 3¢ prendismo per conica C'* quells formala dalle rette r,» o por T'W la
quartica che si spezza nella rettn |AA’| contata tre volte e nells retta |BB’| abbiamo
Ul teorsma delln gquistione 632,

OG33. Dinostrare che gl avchi di eireolo wassinio condotti da un punto I

@i wna sfera ad un circolo minore della sfera stessa soddisfane aile relazioni

M P M,
Ccos ? cos o
o MM, = ¢ostante,
2
sen PM sen PM;
= costanie ;
cos? .
2

e trovare le yelazioni corrispondenti nel piano. P,

¥
1
L
v
I'-
Pl =
1]
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Risoluzione del prol. Padoa.
1. Indieando con 2z e 23 gli archi PM e PM,, lo espressioni

cosz . cosd . senZx . 5en2B
_ cos (& 4 i1} cos? (= 4+ f) '
cioh i digz . tg3)®
1 —tgz.tg2 =~ (1— tga. tap)
sono costanki, perche tgz . tg3 & costante (*).
Sapendo che
OP £ OR
-
8% -6’ = 5P = on -

(dove D & il centro della sfern, R & 1'intersezione della retta OP col piano della
circonferenza minore e dove si devon considerare i segni superiori ed inferiori
secondoché B & interno od esterno al segmento OF) (**) risulta che i valori delle
espressioni considerate somo

OR 0P OP* — OR®
20R ° OR* -

2. In planimetria: sia R un puanle interno ad una circonferenza ¢ di ventro
€ raggio a; con raggio dato » [ > a) e centro variabile O si segnl uni cireonfe-
renza ¢ cle agli In ¢ in duoe ponti M ed My, Ia cui congiangents pussi per R
(poiché in tal caso OM? — CM*= OR* — CR?, posto m = CR, risulia che il luogo
di O & la virconferenza di centro R o raggio (sempre reals) ¥»® — a*-- m?): allora,
imdicando con I’ I' intersezione del prolungamento d1 OR con v, gli archi PM o PM,
di v hanuo le proprietih snunciute.

Invere: se H & il punte medio di MM,, poiché per ipotesi OM > CM, & purs
OH >> CH; si pud danque far ruotare la Y intorno gd MM, in medo che O venga
& frovarsi su una delle semirette perpendicolari in C al pianoe dulo; In posizione O
assnnta do O @ costante qualunque sia v, perchd 0'C* = O'M® — OM® — »:—a¥;
snche la posizione P assunia da P & costante qualungue sin v, perché P’ sta sulla
somivetla fiasn O'R a distanza data » da O'; sicché, nella sfera di centro O e rnggio »,
P’ & no punto doalo della sup., ¢ & ana eirconferenza minove data 2y & una eir-
conferenza massima arbilraria pussante per P'; quinii, ece,

Una dimostrazione dirette della prima parte e indipendente anche guesta dnlla
Trig. sfer. fu mandata dal sig. A. Gandini, stndente det R, 1. T, di Como e¢d uno
dal snngg. d' Emilio.

Osszrvaziose I. — La formola, sulla qnale & basata In precedenie dimostra-

zione deila prima parte,

Lan F—;I— tan P_g'l_,: costonte (1)

a1 pud dimoslrare mollo samplicemente, gicorrendo alln considernzione di due trian-
goh sferici retiangoli. (***)

Osservazione 1, — Indicando con »r la misnen dal raggio sforico del wvireolo
minore o con d ln distanza sferica fra il centro del circolo stesso o il punte P, e
applicando alle due forwole proposte il procedimento che serve per rieavara dalla

(*) Partodive di Maiemativa, anno AVIL], fuse, 111, pog, 199,
(**) Lee. cit.
VYRR Ve Bavzzen, Teigouemsirin, 18,
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formole di Zrig. sferica le corrispondenti formole di Zrig. piano (facendo cioé ten-
ders il raggio della sfera all'iofinito e tenendo @ ed » costanti), si ha

PM® +PM,® — M M,*— 4 2(a* — ),
M X PM; == td'— i"]r

delle quali ]a prima non & che un corollario della spconds o questa (che e anche Ia
corrispondente della (1)) nou & che 'espressione di un note teorems di Geou. Eiem,

QUISTIONI PROPOSTE

5?4._Pﬁl punio comune a due reite le quali s incontrano fuori
del foglio su cui si disegna, condurre la parallela ad una retta dats.
Logia,

635. 1l Inogo geometrico dei punti d’incontro delle coppie di tra-
eversali di un triangolo isoscele, che partendo dagli estremi della
base, staccano due segmenti eguali, 'uno & partire dalla base, I'aliro
a partire dal vertice, & il sistema di una ellisse ed una iperbole: cal-

colarne gli assi e dire in qual caso Tellisse si riduce a cerchio e

Fiperbole diventa eguilatera.
g GALLTCOL

636. L inviluppo dei cerchi deseritti sulle corde di una comica O

che passano (prolungate, se il punto & esterno) per uno stesso punto P

come diamefri, & una quartica bicircolare se C ha centro; & una
nubﬁma circolare se C™ & parabola. Se P & sopra (® lo mviluppo &
razionale (leorema noto). Se O & cerchio, I'inviluppo & in generale
un ovale di Cartesio. Esaminare i casi particolari nei guali O & al-

I"infinito oppure & P centro di €%,
I". ReraLr.

' 637. Da un punto qualunque M di un eircolo minore di una sfera
s1 conduce l'arco di circolo massimo MP perpendicolare a un diametro
sferico qualunque AR di quel circolo: dimostrare che si ha

tan® PEM — tan %'Lﬂn P—EB . (1)
tan 5 tan AM = tan 22 tan AP; (I1)

@ trovare le relazioni corrispondenti nel piano.
G. PesoL
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G. Peano. — Aritmetica genevale ed Algebra elementare. Torino, G. B.

‘Paravia ed.; pagg.VIII-144 in 8°, coi tipi della Riv. di Mat. (L.2.40).

Non & senza compiscenza e conforto di noi tutti, insegnanti e studios:, il vedere
aleuni fra i pin segnalati cultori delle discipline matematiche volgere in pro dells
scuola medin 1 tesori della propria dotirina ed esperienza, procaccimndo e stndinndo
con somma curd ed industrin ogni mezzo, che sembri atto a semplificar la materia
o perfezionar la struttura ed i metodi dell'inseguamento slementare in armonia coi
progressi del pensiero scientifico. Semyplificare ¢ chiarive al possibile totti i con-
cebti matematicl, spogliandoli d'ogni soperfloe; organizzare 1 prineipi dalla scisnza;
colmar Jacune di metodo e sanar magagne dedutlive inveterale nelle scuole e nei
libri; edocare negli studiosi U'abito di bene arzomeniare, promovendo 'uso siste-
matico di una serittura ideografica regolatn da norme precise e invariabili: questo
&, 8i pud dire, lo scopo & ¢ni mira quasi taita 'opern scientifica di Ginsappe Peano.

Il iibro di cui parliamo & un saggio eloguente & una ssnzione antorevele dei
non lievi né scarsi risultati acquisiti alla scienza nel dominie delln Logica, Aril-
mefica ed Algebra elomeniare merci la pasigrafia logico-matematica, che il chia-
rissimo prof. di Torine va patrocinando da vari anni nella sus Rivista di Mate-
matica @ nel Formulaire de Mathematique. Esso ha intenti apertamenie didattici :
la Logica dednttiva, 1"Aritmsticn geneorale e I'Algebra elementare vi son fuse in un
sol corpo di scienza, mirabilmenie organizzato nei vispetii deduttivi, e da poiersi
con sicurezza addilare agli insegnanti ed ai giovani come modello di edifizio
speculutivo.

Ii maggior contrassegno di originalith vuol essere al certo 'nso costants del-
'algoritmo logico-matematico invece del (iscorso ordimnrio. Non c'a troppo da
ludersi snll'secoglienza, che wma viformn di guesto genere & per trovare in bucna
parte del pubblico: ché son troppo neti i motivi, tutti umanissimi e spiegabilissimi,
:t quall hanno fatto in ogni tempo e faranno sempre ostacolo a certe novita, che
toecano la piil gelosa delle nostre proprieta intellettunli. My nondimeno & lecito
spergre che s bonta del presenis tratdato vincerh molte ritrosie, spegnera molfi
pregiudizi, e fard nascere in qualcha volenteroso docents il proposito di sperimen-
tarlo per s& o per la Scaola. “A chi impara per la prims volta 1'Aritmetica cos)
“ I'A. in prefazione) la vin che qui si segue & senza dubbio vantaggiosa. Una cin-
* quanting di simboli, avenli significato chiaro e precieo, sostiluisce aleune miglinia
“* di pavole, che si presenianc, definite o no, pei trattati precedenti la scritturn
“ ideografiea. Coloro che bhanno stndiato per alten vin 'Aritmetica o I' Algebra do-
* yranno.fare une sforzo per imparare il nuovo metodo, e per vedere che i movi
* aggrappamenti d'idee sono piti semplici di quelli, a cni sono da tempo abituati:
“ ma, sa saranno cipnci di questa fatica, ne verranne poi compensati dalla bellezza
* der risultati, ch'essi soli snranno in *zrado d'apprezzare .

Non dird che sin quesin un’opera da porro alle mauni dei giovanetti, cosi coma
sta, sanza un commento adegnato {8 motivo di certa durezzs nascents piit che
altro dalla strnordinarie condensazione del lesto, che per sé solo non occupa forsa
centeo pagine in fulte): o2 senzs una gaida intellizente ed esperta, che ne appiani
la difficolta, facendone emergere i pregi. Ma eid non dovrebb'essere grave difetto
in libri seolostici; almene finché il Libro ¢ la Scnola non saranmo precissmenle 14
stessa cosa. Anche Euclide, anche Dante, vogliono essere esposti e dichiarati con
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diligenza; né le soddisfazioni del vero e del bello ci sono concesse gratis; cha
anzi, a voler che dian fratto di wital putrimento alle spirite, & piuliesto neces-
sario che sinno il premio di quriche fatica propormionata a quelle, Del resto I'A,
ha provvedalo alle maggiorl difficolla nascenli dali’'mso della serittura ideografica
riproducendo nel comune lingunggio a pié d'ogui pasina, di pari passo con I'espo-
sizione simbolica, uon gran parte delle proposiziemi del testo, e spesso anche
illustrandole ¢on opporiune ed utili ehiose.

La materin & distribuiia in quarania paragrafi. einscuno iniitolate ad omo o
piit segni speviali (mn rovaments a pit d'uno) scelti a rappresentave ie idee, che
8 infroducon man mano; in maniera che ciascun § contempli tatie la proposiziont
dove comparisce queél segmo con alcuni dei precedenti; il che porge anche an co-
modo mezzo par trovare nel testo ona proposizione, che sia gia statn sommna-
rinmente analizzatn :

Spettano alla Logica i §§ 1-5 (eguaglianza, claase, periinenza, coppia, nega-
ziome); come pure i 8§ 9-11, 17, 30 e parte dei §§ 12, 14, 24 (disgiunzione, affer-
mazione di esistenza, elagsi unitarie, classi parziali, numerosita d'nna classe, ope-
razioni o trasformazioni). 1§§ 6-8 e 12 trattano dei mumeri linteri, condati a partir
dallo zero) e delle opernzioni di sommin, moltiplicazione, elerazione a potenza eseguite
su quelli o sopra classi loro, 11 § 18 contempla 1 muneri naturali (contsti dal-
Funitd), le relazioni di maggiore e minore, | multipli d'un numero, e parecchie
propriets numeriche, specirlmente in ordine a disegnaglianze. I §§ 15 o 16 versano
mtorno le operazioni di softrazione e dicisions fra pumeri interi. I §§ I8 o 19
intorne ai concetti di massime e minimeo d'una classe di numeri, 1 §§ 20 o 21 sul
quoziente @ resto d'una coppia di numeri e sulla pratica della divisione. 1 §§ 22
e 23 sulle cifre dei vari ordini & sull'ordine d'un pumero, Vengono poscia i mu
mer: relngei (Interl positivl, negativi o nuili), la nezione di valore asseluto o mo-
dulo, le somme @ i prodotti di pit numeri relativi 1§ 24): ¢ le potenze di numeri
relabivi, con uns rices colleziome di idenlilh numeriche (§ 25). Le frazioni o nu-
meri razionali sono introdotte al § 26, come operazioni composte di moltiplicare
e dividers successivaments per due numeri naturali {8 somiglinnzs dei numeri
positivi e dei neyativi, definiti come operazioni dell'aggiungere o togliere un nnmere;
ciod come nomeri nddittivi o setirsttivi; coppie, ciuscuna costituita in nn numero,
preso josieme con uno dei segni 4+ o —); e si studian quivi le somme, i prodott,
le diffavenze, i quozienti, le potenze intere posibive e negative di rnzionali, le
velazioni di maggiore e minore fra questi, eec. 11 § 27 contiene la proprieth del
simbolo E di Legendve & delle frazioni decimali. 1] § 28 & sui razionali relativi
ed abbraccia la risoluzione dell'eguazione di primo grodo e del sistema di due
equazioni lineari. 11 § 20 considera le frazioni propric. Nel § 81 si introducono i
Lomite svperiove o inferiore di nna clusse di raziovali; la guantité o nwmero reale
positivn (limite superiore d'uns classe non illusoria di nmneri razionali, che escluda
qualche razivnale maggiore di totti i nomeri dells classe); I'infinito {limite supe-
riore della classe dei razionali); ln somma, il prodotto, la differenza e il quozienie
di due quantita; la potenza d'una guantita, Pesponente essendo um pomero, un
numero razionale, una quantith. In questo § & il caleolo delle polenze e del radi-
enli, ® Ia dimostrazione di moltissime disegnaglianze inleressanti e poco mnote.
Seguono | mumeri reali relativi o la operazioni sopra di essi (§ 32), con la riso-
zione. delle eguazioni di secondo ¢ terzo grado, e di certe coppie di eqnazioni, una
delle gqnali di grado superiora al primo; e diverse proposizieni cirea i wvalori ap-
prossimati delle radici. Viene dipoi un’sppendice sul caleolo per approssimagions
(argomentn che I'A. predilize) degna di essor sognnlaln all'atlenzione degli stn-
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diosi o dei pratici per novith e semplicita di regole. 11 § 83 volge intorno ai lo-
garitmi ed sl calcolo per logaritmi. 11 § 84 tralta delle successioni nuwmeriche o
delle loro somme; con molte proposizioni intorno alle progressioni, alle somme
di polenze simili dsi numeri natuvali, alle medie aritmetiche, alla dipisibiliid dei
numeri, alle frazioni decimali periadiche ecc. T §§ 35 o 86 contemplano i prodotli
di m fattori ordinats o i fattoriali. 11 § 87 & sui mitltipli & sui dicisori comuni o
plu numert naturali, € su awmeri privi fra loro. 1 88 38 & 39 soi naners primi
assolulamente. Termina il libro col § 40 sni numeri conereti o grandezze, dove,
accanio ni principl fondmmentali snlle grandezze in genervale, Lrovan poslo le piu
importanti nozioni ciren le classi di grandezze n eui guardnn per solito I'Aritmeticn
e I'Algebra nelle lovo applicazioni, non escluse le grandezze meccaniche o fisiche

Nuovo e singolur pregio dell'vpera le abbondanti notizie storicle ciren 1o pin
raggunrdevoli proposizioni; notizie qui riprodotte dal Formulario di Maternatica,
¢ vagliate alla stregua di una critien dotta o rigorosa.

A pagg. VI & VII sono enamerate o distinte le varie parti del teslo, onde
risulla if programma ufficiale dsl Ginpasio gupertore e del Liceo (a. 1902).

Per il beve dell'insegnamento e della cultura & da augurars che quasto libro,
cosi diverso dagli allvi nella forma ed anche un po’ nella sostanza, trovi presso
gli insegnanti e gl stodiosi italiani un'zccoglienza degna deol lungo stndio e grande
amore, che 'hanno generalo & partorito.. M. Pign.

A. Riemi e B. Dessav. — La telegrafia senza (il Bologna, Zani-
chelli, 1903.

L argomento & di purs fisien sperimentale; ma s¢ viflettiamo che molti dei
problemi complessi sollevati dall'spplicazione delle ondulazioni elettriche alla £ele-
grafin senza fili mon sono stali ancora studiali matematicamente, pon sara tro-
vato fuor di luogo I'accenno in questo giornale di un libro, che pone il lettore,
anche profano, in grado d'impadronirsi delle cognizioni e dei metod gperimentali
c¢he vi si riferiscono,

In modo elementare, ma geniale, I'illustre Righi rinssume nella prima parte
i futli fondnmentali dell’elottrivita illustrando le varie ipotesi da guella di Maxwell
all'nftra wecentissimn, sugli elettroni, che la completa,

Un materiale ricchissimo di ricerche e di esperienze & rinssunlo nelia seconds
parie, dove in maniern semplios o piasna lo stesso Righi espone quanlv ® neces-
sario conoscere sulle oscillazioni e sulle onde eletiriche. Sono enumerati i varii
indicatori delle onde eletiromagnetiche, cinscono dei quali potrebbe servire nelln
segnalazione a distanzn, mentrs i radio-conduttori o colierers sono studiati in modo
esnuriente, anche in rignardo alle varie tesrie proposts, in mmo speciale capitalo.
Tanto nella prima c¢he nella seconds parte, souo preziosi gli nceenni a ricerche
origmali dell' Antore intorno ai varii fenomeni studiati: mentre la seconda parta
poirebbe servire, allo studieso c¢he non fosse a giorno del soggetto, quale ottima
iniroduzione all'aléro libre del prof. Righi. I'Ottica delle oseillazioni eletiriche, dove
l'illusire Autore hs riassunlo i snoi nnfmerosi ed importanti lavori, ed ha trattato
analiticamente varii casi interessanti.

Al dott. Dessau & dovuta la terza parie sulla telegrafin elottrics senza fili ;
vi si fa rapidamente la storia di tubti i metodi eacogilatl per servirsi della eon-
ducibilita della terra o dell’acqua nel trasmeliere un segnale da una stazions ad
un’alira mediante correnli continue od allernate: i sistemi fondati sulla induzione,
e che sonv ancora utilizzati fra due stazioni poste sul canale di Bristol, & quello
degli apparecchi sintonici del Lodge.
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La telegrafia colle onde elsttriche mandé i primi vagiti con Lodge & con
Mayrhead; ma soltanto nell'andace iniziativa di Marconi ebbe uno svilappo rapido,
e, per ¢id che rignardn la distanza superata, completo. E debito di pura giustizia,
ricordare che, nell'inizio delle prime esperienze, furono I'oscillators del Righi,
il coherer del Ualzecchi, I'antenna del Popoff per la registrazione delle seariche
temporalesche, il martellino del medesimo per decoerizzave il cokersr, che servi-
rono coma materiali primi all'edificio del Marceni. 1l quale maodifich senza tregun
| suoi apparecchi, fino a raggiungere gli ultimi noti trionfi, rirssunti in unappen-
dice al volome. con una grandiosn installaziope di cui, ¢ parmettiamo di notare
passando, sarebbe pur desiderabile una mterpretazione scientifica.

Tutti 1 tentativi fatli, le diverse solnzioni del problems stndinto dai numerosi
inventori, | servizi gia resi vengono imparzialmente registrati in quests dotta
mouografia che, con acume critico, pone in evidenza i pregi e i difetti di ciaseun
sistema, E sulle difficolta che rimangono da vincere. sullo probabilita di una vit-
toria finale, sugl'inconvenienti che sembrano invineibili del sistemas, il gindizio &
ponderato. Dopo che il Flammarion, in nn swe libro recente, enumerd e dileggid
gli scienziati, & ormai di brons maniers, deridere gli studiosi e i gindizi loro.
Sarebbe invece piii utile meditarli perch2 disintereasati, e pensare che in essi #
sempre soltintese on wvalore di relativiti,

Il volume si chinde con due interessanti capitoli del prof. Righi sulla telegrafia

coi raggl ultravioletti, o sulle trasmissioni telefoniche mediante In luce, che ci gspon- .

gono quanto di pia recents & stato fatto in questo curioso campo d' investigazione.

Noi raceomandiamo il volume ad ogni persona colta che vusl vivere della l

vita del suo tempo (Lante pint che del libro se ne anounzia, fatio straordinario in ' o0

[talia, una prossima ristampa) e ad vgni stndioso che desiderasse tentare la sem-
pre utile npplicazione della matemntien ai fenomeni stodiali fin #urs sollanlo dal
punto di vista pratico. R. Prroxt,

CORRISPONDENZA

Carissime Professore,

[l prof. Gambioli nella sus Memoria sull'nllimo teorema di Fermat lancis wn
dubbio, d'nltra parte condiviso dn Legendre, come lo stesso prof. Gambioli nota,
ciod che forse i matematici non hanno fin gui battuto buona strads ece. Forse un
giorno, o speriamo non molto lontano, al prof. Gambioli si dara rngions. Intanto
nna domanda a' lettori del * Periodico ,: 8Bi & tentata mai qunlehe via geometrica
per la dimostrazione del celebre teoremn? Per es., stabilendo delle condizioni, che
non sarebbero poi esbremamente restrittive, per z, y, z, in modo che sussista la
doppia disegonaglinnza

XAy >z >x—y,
non 8i potrebbe studiare l'equazione

2V 4 = Zm (1)

in numeri interi o fratti mediante la possibilits o meno della costrozions di an
triangolo le misure dei cui lati soddisfacessero la (1)? _
A guesto proposito avrei qualche comunicazione .da fare, ma desidero sentirs
il pareve dei lettori del * Perlodico , che si degneranno di prendere in considers-
zione guesta poche parole. . . . . Caxpino.

Givwio Lazzert — Direttore responsabile
Finlto dl stampare 1l 21 marzo 1508,




NOTE GEOMETRICHE

sopra alcune proprieta dell’ iperbole equilatera

Nel faseicolo di decembre 1902 dell’ Intermédiaire des Mathématiciens.
il sig. Comandante Riegry, propone sotto il numero 2479 [1' 11 ¢} una
inberessante quistione, relativa a una proprieta dell’iperbole equila-
tera. Le note seguenti dinno una dimostrazione geometrica della qui-
sticne proposta e di aleune proprieta che ne derivano.

I. Se PA, Pz: PB, P3; PC, Py sono tre coppie di raggi omologhi
d'nn fascio di rette in involuzione, A, B, C essendo i vertici di un
triangolo qualungue, e, B, v i punti d'intersezione dei raggl Pa, P8, Py,
rispettivamente eoi lat BC, CA, AB del triangolo. e P un punto
qualungue del piano del triangolo, si sa ( Chasles, Cremona) che i punti
@, ff, # sono in linea retta.

In certi casi particolari questa retta gode di euriose proprieta.
Supponiamo, per es. nna involuzione circolare, ciod sia
APg = BP3i= fi’-r = 90°,

Si avra il teorema seguente:

TEoREMA, — Le perpendicolari Pz, PE, Py, condotte tn un punio P
quilungue del piano d’un triengolo ABC alle tre rette che CONGLUNGono
questa punio @i vertici del triangols, incontrano ¢ laii apposti BC, CA, AB
rispettivamente in tre punti o, B, Y in linen rella.

Questa proposizione & ben nota. Nella sug Glomeirie superieure
(2me edit. pag. 418) Chasles la dimostra applicando il metodo di tra-
sformazione per polari reciproche alla proprieta che hanno le tre
altezze di un triangolo d’incontravsi in uno stesso punto. E anche
facile dare di questo teorema una dimostrazione basata sulla pro-
prieta dell’esagono di Paseal e che dard dei nuovi punti della retta =fy.

Consideriamo una coniea ¥ circoseritta al quadrilatero ABCP. Le
rette Pa, PB, Py incontrano X rjspottivamente nei punti A, B’ C'. §i
sa (Chasles, Géom. Sup. p. 413) che, se per un punto P d'una eonica
a1 conducano coppie di rette formanti una involuzione, le corde che
1 loro angoli intercettano nella curva, passano per uno stesso punto F,

Nel caso di una involuzione circolure, le corde AA’, BB, OC ¢'in-
tersecano in un punto, detto punto @i Frégier, corrispondente a P, e
oppartenente alla normale in quesio punto alla conica.




Nell'esagono inscritto PA’AUBB’ si bha la retia di Pascal ':H
(PA’, BC)=a, (AA',BB)=F, (AC,PB/=8.
Nell'esagone inscritto PO'CBAA' si ha la retta di Pascal
(PC, BA)=Y, (CC', AAN=F, (BC, PA' 1 =«,
e per consegnenza, si ha il seguente
Teoneyma. — La reta ofy contiene il punto di Frégier del punto P
della conica B cireoseritia ul quadrilatero ABCP,
Tacendo variarc la conica X, varia anche la normale in P, dunque
il punto F si sposta sulla afy; si ha cosi il seguente eurioso coroilario:
Coroupamio 1% — In ogni fascio di coniche, il luogo geomelrico dei
punti di Frégier velativi ad wno dei centri del fascio & una vefla.
i, noto che ogni punto d'una circonferenza ha per punto di Fré-

gier il centro della circonferenza: dungne, y
CoroLLARIO 2°. — Se il quadrilatero ABCP ¢ inscritto in una cir- sl
conferenza, lu retta 28y passa per il centro di essa. )

(onsideriamo ora un quadrilatero ABCP inseritio in una iperbole
equilatera. Le corde AA', BB, CC'si tagliano nel punto di Frégier I
di P. Ma fra Je coppie di raggi omologhi ortogonali della invoinzione
circolare formata dalle coppie PA, PA’; PB, PB;ecc., ne esisle una
le di cui rette PS e PS sono rispettivamenfe parallele agli assintoti
dell’iperbole. La corda S8 & dunque la retta all'infinito del piano, e
siccome essa contiene anche il punio F, ne segue che tufte le rette
AA'BB O sono in questa conica parallele alla normale nel punto P.

Si pud dunque enunciare la seguente proprieta:

CoroLLARLo 3°. — Siano A, B, U, P guatire punti di una iperbole
equilatera 2. Le perpendicolari eondoite da P alle corde PA, PB, PC
incontrano rispettivamente BC, CA, AB in tre punti z, 8, v in linea rétta A,

Questa rettu ¢ paralleln alla normale i P alle conica Z.

Quost'nltimo corollario permette di costruire semplicemente la tan-
gente in un punte P di una iperbole equilatera deferminata da 4 punti
A, B, 0, P. 8i detemina la retta A. La perpendicolare condotta da P
a A & la tangente cercala.

Per alcuni sviluppi delle materie svolte in guesta prima parte si
vedano le mie “ Note geometriche , nel Progreso Mditematico, 1900,

pag, 313,
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9, Si sa che un'iperhole equilatera, eircoserifta ad un triangolo,
passa pure per il suo orfocentro. Siano dunque A, B, C, D, M cinque
punti qualunque di un’iperbole equilatera. Conduciamo da M la per-
pendicolare alla corda DA, e sia A’ il suo secondo punto d'inconiro
colla curva. Per il teorema citato, A’ sara 1’ ortocentro del frian-
golo MAD, e per conseguenza AA'sard perpendicolare ad MD. Pari-
menti se B', 0 sone i secondi punti d'incontro eolla curva, delle per-
pendicolari condotte da M rispettivamente a DB e DC, le rette BB
¢ CC sono altres) perpendicolari a MD. Si ha dunque il seguente
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Teorewa. — Se A,B,C,D,M zono 5 punti di una iperbole equila-
tera, e A'\B', (' i secondi punti d incontro di essa colle perpendicolari
condotie da M alle corde DA, DB, DC, le tre rette AA', BB, OC' sono
parailele fra loro e perpendicolari a DM,

Siccome le corde AA' BB O sono parallele, segue, da un noto
teorema della teoria delle coniche, che il fascio, le di eni coppie di
rette omologhe sono MA e MA", MB ¢ MB', M( e M(' 2 mvolutorio,
solo nel caro di una iperbole equilatera, come dimostra per altra via il
sig. prof. C. Servais nel N°. di novembre 1902, pag. 250 di “ Mathesis ,.
Sarebbe pure facile dimostrare il teorema reciproco, cioé: kssendo
A.B.C,D, M cingue punti di una conica, se AA’ BE', CC’ sono perpen-
dicolari « DM, la coniva ¢ wn'iperbole equilatera.

Se, come nella prima parte, rappresentiamo con &, B, ¥ i punti
d'iucontro di MA', MB', MC" eoi lati BC, CA, AB del triangolo ABQ
rispettivamente, risulta dalla involuzione dimostrata che a3y & una
retta, il che constateremo anche in un altro modo.

Le lettere essendo le sfesse che nei Leoremi precedenti, conside-
riamo l'esagono ACBB'MA’ inseritto in una conica Z; st avrad la retta
di Pascal

(MB, AC)=§, (MA', BC)= 2, (AA, BB)=z.
La reita a8, passa dunque pel punto =, intersezione di AA', BR,
Nell'esagono inseritto ABCCMA' si ha la retta di Pascal

(MC', AB)=v, (MA, BC) =g, (CC, AA")=y.

La retta ay, pnssa dungue pel punto ¥, infersezione di AA’, (),

Nel caso particolare dell iperbole equilatera i punti x, % si con-
fondono all’infinito di AA’, le due rette «f o oy sono dungue parallele
ad AA'; dunque anch’esse coincidono e si ottiene eosi il bel teorema
proposto sotto il N° 2479 dal sig. Comandante Ripert nell Intermeé-
diaire des Mathématiciens del dicembre 1902,

Teorexa. — Se da wn punto M d'una iperbole equilatera (ABCD),
si conducono delle perpendicolari alle rette DA, DB, DC, esse incontrano
le rette BC,CA, AB in punti situnti sopra. una reftu A perpendicolare
a DM.

Le perpendicolari, condolle da M « DA, DB, DC, incontrano Viperbole
in punti A'\ B, C' tali che le retie AA’, BR', CC' sono parallele a A.

Come fa osservare il sig. Ripert, questo teorema &, sotto certi
aspetti, per I'iperbole eyuilatera cip che & per 1l circolo il feorema
d1 Simson. »

CoroLrario 1% — Seda M si conducono le perpendicolari alle corde
DA, DB, DC si oitiene una retta A.

Se da D si conducono le perpendicolari alle ecorde MA, MB, MC 3
oitiene una yetta A'; le retie A e A’ sono parallele e perpendicolar: a MDD,

CororLnario 2° — Se M si avvicine indefinitamente a D 81 ritrova
Vultimo teoremn della 1% parte,
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CororLArIo 3*. — Siano P un punto gqualungue del piano di un trinn-
golo ABC ed T Portocentrn di questo. Le perpendicolari condotie da H
alle reite PA, PB, PC incontrane i lati BC, CA, AB del triangolo in tre

punti di una linex retta perpendicalare a PH.
Si potrebbero fare numerose npplicazioni del teorema fondamentale

alla geametria del triangolo. Sono pure facili a dimostrarsi le pro-
posizioni reciproche di guelle sopra dimostrate.

A, Droz-Farxy.

UN TEOREMA SULLE FUNZIONI RAZIONALL ,

1. Eiﬂ .

flayms,..za) =3ag o o 0FnT. . al"

una funzione razionnle iulers a coefficienly vazionall dnter: delle »n vanabili
xyxe...2s: & oiggcun sistemn di valori rnzionali inleri delle variabili corvisponde
nllora un valore razionale dinfero delin funzione. |uversnmente, se una funziome
razionale di 1 variebili 1 29... .7, assume un valore razionale inlero per ognr gistems
di valori razionnli interl di esse vuriabili, si puo allerinare che essa & ruziopale
intera a coefficienti interi in queste varinhili? I snbito viste che no. [nfatti, gia
per le funziont di una apla varinbila, 1l coefficiente binomiale ;

z e —1)ia—2)...1x2—-%k+41)

(a:): T
pur avendo coefficienti razionali, ma non interi, assume un valore razionale intero

per qualsiasi vilore intarp delln vanabile indipendente. E allora naturaie proporsi
il problems di determinare la forma pii generale di una Lale funzione razionale.

9. Chinmeremo brevemsanis F una lale fuuzione. Dimostriamo inuanzi folto che:
n) I coefficienti della 1" devono esser numers razionali,
Consideriamo dapprima il caso che la F sta funzione di ung sols variabile z;
" o, suppostala ridotta alln sus pil semplice espressions, sia m il grade del sue
numerators, # quelly del suo denominatore; per nna nota formula d'interpolazione
di Csuchy-Iacobi (*) potremo esprimere Ja funziome stessa in miodo razionale per
gli m 41 valori ehe essn nasume per m 4+ n 4+ 1 valori della variabile indi-
pendante; prendendo allora per gli m 4 n4- 1 valori della variabile m 4+ n+1
valori intieri, e ricordando che i corrispondent: valort dellis funzione sono anche essi

numeri interi (basterebbe che fossero razionali solianto) ne segue immediataments
che i poefficienti delln ¥, deblono in guesto caso esser numeri razionali. (**)

(*) Ofr. Nerro, Foriesungen fiber Algebro. Bd 1, B, 43, od anche: Oarmuus & Gampmesy, Corwo
di Analini Algebrica-Teorie introdutiorie, pag. 473, Padova, 1836,

(") 8i omservl, per essar del tutto rigorosi cho. ammessa Ueistenzo della funzions F (ridolta gik
ally pili semplles sspressions) e traltundesi solp di vedor In nnturs doi suocs eooMpianti, mon PUd
aversl per In formula di Chsuchy-lacobi quel easv di eecszione, ehe fu rilevato dal Kronecker; dal
resto, ni vodrehbe Meilmente che fnehe in guesto caso vaigonp anoora immilate le gonsiderasioni
superiorl (¢ft, Nursv, Algebral p, 47 o anclie: NerTo, Zur Conchy'-schon Irderpolatiomaanfgabe (Mall.

Annalen. Bd 42-8. 458; Carmun1 o Garmigxy, |, ¢ pag. 471-472),
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Dimostrato ecosi il teorema per le funzioni di upa sola varinbile, si estende
subitu, per induzione, alle funzioni di n variabili 2, 2s. .. 2z,. Ordiniamo jnfatti il
Dumerdioreé 8 il denomiuatore di essa funzione rispelto ad una di esse variabili,
Ity ed assegniamo aile alire 3 — U ralori razionali ingeri, affatio arbitrari (olie
non annulline identicamente jj denominatore). La funzione data si riduce allora
ad una funzione delia sola xy, che ha ancora la proprieta di prender valori interi
per 1 valori interi della 2 i suo coetficienti sono dunque, pter quello ehe si @
dimostrato, numeri razionali, | soefficienti deila 2y sono ffuindi tali funzioni delle
altre o1 — 1 variubili, che per ogni sistema di valori interi di queste varabili (che
non soddisfine ad una certa equazione assumono vilori razionaeli; ma queslo basty
per concludere, per la nostra ipolesi, ehe i lore coellicient devono esser numer
razionali. Tali sono adungue anche gquelli deila I,

8. K facile ora dimostrare che .
b) La nosira funzione P deve ester vazionale inters welle rariabili @Y. ., X
Sin infatti, se & possibile, la F razionale fratla & poniamo:

__?I_[Tt...?n]
QP rsxe.. . )

F'.I']T!‘.,In' ' I:I;I

essendo @ & & dne polinomi, a coefficienti intieri. delle xy x4 . ., z, privi i fatiori
comuni. Indichiamo con o li=1,2...m il gradh dei polinomi ¢ e P nella va-
riabile z5; dere essere L= ti — 1 2 SN,

Ordiniamo infatti il numeratore ? € il denominatore per le polenze disgen.
dentt della z:: avremo:

[;P — r,li + 3 a2 = =+ "]i_] - 1 o "li
l ? = bo 7™ 4 by aymi— e ol + irjl"’i;

r
essendo le o . <My Bo oo By, funzioni vazionali intere g coefficienli interi mnella
altre variabili. Assegniamo ora alle oo Timy, &gy o oo valori interi arbityars
colla soia condizione che non anvulline by. né lutte le ao, @y . . . @, 1l che evidenie-
ments € sempre possibile; faceinmo poi tendere 2, &1l infinito per valori interi. Ova

(2)

fosse I; <” wi, da un certo momento in pot la F = 3, pur rimanendo sempre di-

versn da zero, finirebbe per diventare e restare, in valore naselaio, piecola a

Piacers e gnindi anehe minore di une, il che contraddice all’'ipolesi che nssuma

valori interi per tulli i valori intien delle 2 Ta.. Lo B adunque veramenie L= m,
Sia ara nnn determinate m, ~ 03 ¢ volle notazioni precedenti ponmameo :

e — tto ali—"igd W JF T :
F[ "I-Tj 2% .oy Fal = EﬂuF — |'i'n-'-i"'|:"_'ﬂ.IIE = £ o=l - = : ol .“ ; [3}
L!J EP {.T] # & = J'n.i
dove donqua nbhiam posio:
PoiByde. ..oy = i L1 X3 ... Tg) — ap @i~ Pl as. .o &) (4)

I due polinomi 3, e Y possono aver Igttor: comumi, cioe la Iy pub non avere
la pin semplice espressione: mi netinme subtto, un faltore comunz af due polinom]
PL e non pud contenere la =y un fal faltore & infatti comune anche ui pulinom!
P e byp=aq + u =" e guindi, poiche ¢ e ¢ sono primi tra loro, deve dj-
videre by, donde, poiché B non contiene ia Ty, segue ln uostra asserzione. Divi-
diamo allora ¢ e 4 per il lore massimo comun divisore e poniamo:

_— ;E.j-f,ﬁ AW . . .:r,,"l

=

Uiy an ..oy
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saranno ora g e ¢ due Funzioni prime tra lore; inoltre, per cid che precede, il
polinomio §' ha ancora nells z il grado »y, 1l polinomio @ invece, R CAUSA dells
(2) e (4), ha nella 2, un grade Iy minore od wguale ad I — 1.

Dalla (8) & chiaro che la F'y & una funzione razionale dalle xy, ®s,...7s colle
stesse proprietd delia F; se per essn & I'5 = nhi, 51 puo BU 888 vipeters il medesimo
ragionamento, ¢ cosi via. Dopo k volie (con < h—m-+1) arviveremo allora
ad una funzione raziomale Iy, ancora dolata della solita proprieth, nells quale il
pumeratore avrebbe nella variabile z; un grado minore che non 1 denominatore;
ma questo & nsaurdo, per quel che abbiamo gia detto. 1 adungque per gualungque
valore di i da 1 ad n, o5 =0, ¢ guindi P = costante, il che dimostva il teorema

anunciato.

4. Poiche la T & razionale inters, » cofficienti razionali, nelle 2.2y, det-
fone m il grado, polremo porre ilenticamente:

T E‘""="=---"=(::)(z) (M) @tat.taswm ©®

gono numeri razionall,

(:‘l)_:’cifﬂ—-”-.-f-ri—m-l—l]
Q’! . ]:E--*"II :

» la somma o estesa m tufti i sistemi di valori interi, positivi o nulli, delle ...7.
la cui somma non Supera i,

c) I coefficienti Ay g,  q, devONC caser numers razionali intari

Sia infabli vy, #2... 1, un determinnto sistemn di numeri interi, positivi o nallj,
per i gquali si abba:

dove le A"h fz..."%Dn

1 re oA ra S (6)
la {5) div allora:

foum =t e (D))

dove l'indice apposio al simbolo sommalorio sta ad indieare che nelln sommn va
omesso il lermine corrispondente nl sistema (67 di valoni delle g, g2, .. g0, ehe

abbiamo gia posto in evidenzs. Si ricordi ora che se 1=, € idenlicamente (?:)=0;

la (T) si riduce percid alla forma piit semplice:

essendo ora ln somma T eslesa a quei sisiemi di valoxi inleri ¢y gs. ..., che
soddisfano alle condiziom

gq_"-f_rh Eg[-‘.::ﬂl'l. (=18 II:L I:QJ

Ora dunque siasi gia verifiento, che tutte le Ay q, 4,0 PEF cuwi valgeno le (B)

sono numeri razionali interi, tale & anche, per In (&), 8 pevchs Firyre.. Myl B
per ipolesi un nomero inkero, IR A, . . . Ma per m=n=...=n= 0, i hn;

0, 0,..0) =~ ¢+

a qhiudi A,, , & certamente un numerc inlero: lo sone anche dunque fuiie
le Ay p....q, della formuls (5).
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b. Possiamo guindi enunciare il Leorema:

Se wna funzione razionale in n variabili z, xs .y prende valori razionali
interi per twlti i possibili sistemi di valori interi delle variabili, essa ha necessa-
riamente la forma

Bz aa...70,) = ZA, ,H.__,h; (::) (:j I (::) (10)

dove A, . . sowo nuymeri yazionali interi e:
(Ii) _Ilf;l'l— - .. r':n—g'.-—l- 1)
gi 1,2...q *
Inverramente @ chiaro ehe, qualunque siano gliinteri A, ., ., Ia F ha In
proprieta in diseorso, (*)

B. Alcune osservazioni sul risultato che precede.

@) Abbiamo supposto che la F' assuma valori razionali interi per fictti | sislemi
di valori interi delle variabi)i; mn bastava supporre che cid aceadesse per futti
1 sistemi di valori interi delle varinbili, maggiori in valore assolute di un eerto
wumiero. In questo enso infatti, come facilmente si vede, Ja F assume valori razio-
nali interi, per ¢utti i possibili sislemi di valori delle variahili indipendenti. (**)

b) Alln stessa formula (10} saremmo pervenuti, quando si fosse ammesso ehes
Ia I' fosse, non razionale ma solo algebrice nelle zy 7o ... xa L' Hilbert ha infatti
dimostrato che una funzione algebrica di » varisbili Ty @&s...xy,, che pasume va-
lori razivnali per tutti i possibili valori razionali delle variabili, compresi in un
determinalo eanipo, & necessarinmente rpzionale in quesbe variabili. (***) Ma noa
tale conclusione vale nncors, come subito si riconoses, quando si nmmetia soltanto
che una tale funzione y debba assnmere vnlori vazionall per tutii { poasibili valori
miery delle variabili zy, 29, .. . x, (maggiori, se si vuole, in yalore assoluto di un
numero fisso C). Nou & forse inutile darne qui Ia dimostrazione, tanto pin che
il teorema ora ricordato di Hilbert 2 semplicemente enuuviglo in fine dells me-
morin citata,

Sia dungue :

Py Za ) =gay* + gup*t . Fgamsy o =0 (m=g'mxe...3))  (11)

l'equazione, irriducibile nel campo assolulo di raziounlila, che definisce la ¥ come
funzicve algebrica delle Theile e Ballora pessibile, per il teovema fondamentsle
di Hilbert sulla irridueibilita delle funzioni tutere, (***%) ed in infiniti modi, asse-
gnare alle ¢ oy .. .oy dot valori inleri 7y gy, .. Po (mrggion di U in valore asse-
Into) tali che Ia g(rsve...rwy) sin ancora irriduecibile iy # &l abbia aneomrn il
gradeo k; basla infaili prender quesit volort ¢y ye . L ry in gnisa che, oltre la (20),

anche la
1

i y"q(m:ﬁ---:n.;)=y1y"-!—...—|-gn
sl eambi in mna funzione irriducibile 'p . (F****) 8i osservi ora che, per I"ipotes;
fatta, I'equazione irriduasibile in y:

g{j.='.“li-'-n }={ll

(%) Cfr, Hivagrr, Ueber din Thaorie der Aigebraisehen Formen, (Math, Anonlen Bd 38.Y 51it),

(*%) Cfr. Hizoear, L. o 8 b1,

(***) Cir. Hivpear, Ueber die Irredncibilitit ganzer vationaley Functionen (lournal von Crelle
Bd 1108 120),

(55'%) Cfv. Huaesr, L e 8 102,

(F#&EE) Cir. Hiuneny, L e, 5 11T
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deve avere una radice razionale (nel noslro caso infern); essa & dungne Zineare
in y, ciod h=1; y & quindi noa funzione razionale delle =y, 24, . .. ..
¢) Dalln formula (10) segue anchie una curiosa proprieth aritmetica dellg fun-
zione F. Se g, ¢2,...¢o 9000 numeri interi, positivi o nulli, la eui sommn son
superi m, il quoziente:
i !

qi!glt-. g‘u!

¢ noloriamente un numero intero, Ne segue evidentemente:

S¢ m ¢ &l grado della funzione F, il prodotto m! F ¢ una funzione razionals
intera a coefficienti interi delle vaviabili oy vy . . . To

@) Le conclusioni che precedonv valgomo aneora evidentemente, oltreché nel
eampo nssolulo di raziounlith, in gualsiasi eorpo algebrico che mon coulengn nu-
meri inferi inferiori i gmedule v gualsiasi guantila asseguabhile, in particolare
dunque in qualunque corpo quadratico immaginario. (*) In questo ceso 1 coefficienti
Agae 4o della (10) sono nmmeri interi (algebriei), affatto arbitrari, del COrpon asse-
gnato.

7. Il interessanle ancora l'osservazione seguente: 1

Supponiame clie ln funzione razionnle Fizy 2y ... 2,) debba assumere valori
inleri per tutti i raloyi delle ;24 .. 2, chie appartengono a delle progressioni
geonelriche (mon pii avilmetiche) che potremo sempre scrivere sotto i forma:

=g (i=12...n) (12)

dove ¢ & un oumero intero, maggiore di uno in valore assoluto ed a; varia (per
valori interi) dn un ecerlo vilore ki = all'infinido positice.

 subilo visio she valgonn ancora per F' i teoremi a) b) dei n. 2 & 8; poniamo
inollre, indicando con 2 unn varinbile arbitraria, # un inbiero positive;

]t l2mgeh (13)
= =
7 2 (1—aql—¢*...(1—q2)

81 hin allorn 1denticamente:

[r.: rJr]:f’. per 0 <5 < g3
I.ﬂ

[y..-'! F}] — [_ 1]{& :
i

p L—gitl —¢% ... (1 —qg° ]'

E>=D

D€ segue, per una nola osservazione di Gauss, (*¥) che quande in [If] 5] ponga

Per ¥ una potenza di ¢ con esponente ivlero positivo, [I;q] divenia una fonzope

razionle iidera di g & coefficienii interi.

f_':' GL ad es: Disrenney, Zaldentheorie 1+ Aulflaga Snppl. X1
(**) Gacus, Sumuiatio gunrandam serieram singulorinn. { Werke, B4 11, 8, 14, 11)
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Serivinmo allora la funzione T sotlo la forma :

Fixixm. .. x0 == - EEIQE.-.;!:. [Ilgl] [E'ugg] - [f"g"];
(01 D2+ onm) P pe Mo

lo stesso procedimento, tenulo wl n 4. dimostra che e Ay o2,..0n SONO TSNS
tnteri, che possono evidentemente prendersi affatlo arbilrariamente.

Oxorato NiccorerTi

SULL'ESTRAZIONE ABBREVIATA
DELLA RADICE QUADRATA INTERA DAI NUMERI INTERI

Nella presente Nola dimostro con Ia sola considernziane di numeri
commensurabili un teorema woto ed utile in pratiea sull’ estrazione
abbrevinta della radice quadrata intera dai numer mteri, (*) del quale
sl conoscono parecchie dimostrazioni contenenti perd anche la consi-
derazione di mumeri incommensurabili, porgo inoltre alcum esempi
di applicazione dello stesso teoremsg.

Teorema. — Se le radice quadvata intera di un numero a infero
ha 2n—-1 cifre almeno, e se sindicu con ¢ il numero rappresentate dalle

cifere di essa, eseluse le n prime u desiru [¥%), ed inoltre con q il guo-
a— e*, [0

zienfe e con v il resto della divisione . CI0E 8¢ SI pone:

e UM
a—c¢?, 10% 7
e, 100 Y 'I 2. 10" (1)

8i ha Yu—=¢c_ 10" T U esaftamente, od a meno i una wnitic per difetto,
ovvero & meno di una unila per eccesso, secondo che riesce r=q", od r>q®
orvero v << q°,

DinosTRAZIONE. — Se g'indiea con z il numero rappresentato dalle
prime cifre a destra della radice guadrata intera del numero intero
considerato e, smwa Ye=r¢.10"+z esattamente, quando « sara un
quadralo perfetto, ed invece ya=r¢. 10" 4+ 2 a meno di una unita per
ditetto, allorehe «¢ non sard un goadrato perfetto, e converra nella
dimostrazione vonsiderare separatgmente tali due casi,

Caso 1". — Poichd si hn per ipotesi:

fa=rc. 10" x esattamenle, (2)

(*) In quentn Notn »i ehlaria Lravemenle suilics giadenia dntern 4 ym sowmero wntere In sum
rndies quadratn, quanide eswo & oun gisiirato peifeite, e wmvers lu suu vidiey guadritn a2 meno i
una wnita per difotto, qoamdo s=so0 uon & un gurieale pecletio,

(% Conviene oumervare ulia 11 ptiiers ¢ © necessarianens tignale wila radies gnadeakn intern
del vumero inlero ehe 8i oitisns da quelle considernto a, sopprimesniovi lo 2n prime eifve i deslra,
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s verifica manifestamente 1'eguaglianza a={(c. 10* 4-z)% ciog, scio-
ghendo la parenlesi, quest’altra:

a=¢.10"+2¢.10°, 2+,
da cui facilmente si trae:
' a—¢c*, 10™ &
5 n — lf & n * (3)
2c. 10 Ze .10
Ora, poiche per ipolesi # & un numero intero avente n cifre al
pi, ed invece ¢ & un numero intero avente »+1 cifre almeno, si
verificano necessariamente le due relazioni:
<10 , = 10"

dalle gquali, innalzando al quadrato i due membri della 1* e maoltipli-
cando per 2.10" il primo membro della 20 ed invece per 10°.i] se-
condo membro della medesima, si otbengono le due sezuenti:

<10 . 2¢.10" > 10%. (4)

Dividendo quindi membro a membro la 1* di queste due ultime
relaziomi per la 2% delle medesime, s1 ha 1'altra:

j;ﬂ

2': . lﬂ.ﬂ ‘q: 11‘ [5)

in virti della quale I'eguaglianza {3) mostra chiaramente che il guo-
— 2u

ziente ¢ della divisione - zcr:’l.uiﬂ & uguale ad z, ed il resto » di

essa o uguale ad 2° e percid eguale anche a ¢°; e sostituendo quindi ¢
ad » nella relazione (2), risulta Ya=-¢. 10" 4 ¢ esatfamente.
Caso 2° — Poiché si ha per ipotesi:
Va=r¢c.10* -+ n meno di 1 per difetto, (6)
e percio anche:

Va=r¢, 10" —(z-+1) a meno di 1 per eccesso, (7)

sl verificn necessariamente la relazione:

(¢ 10" +z) <a<[c.10°+(z-+ 1),

in virth della quale il numero intero @ rinscendo compreso fra i due
numert interi (¢. 10°-z)* e [c. 10"+ (x4 1)]* dev'essere almeno eguale
al minove di questi aumentato di 1 unita ed al pii eguale al maggiore
det medesimi diminuito di 1 unita, ciod si debbono vevificare le due
relazion)

a>(c. 1042 +1 |, a=<[e. 10 (2 1)"—1,
ossin, eseguendo 1 quadrati indicati, le due seguenli:

¢ > c .10 2. 10, 22" 1 |
a <= e* 10"+ 2 100 (2 4+ 1)F (1) —1
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|
|
dalle quali si deducono poi facilmente lo due alire: i |

a—c. 10 _ a2t lig
2,100 = F T 2 107 (8) i
a —c¢*, 10™ (x-1)*—1 [

5. 100 —=(*+1) 2. 10°

Ora, poiche, avendo I'intero z per ipotesi » cifre al piii, necessa-
riamente & 2 < 10" —1 & percid anche z-}-1 < 10" e quindi pure,
innalzando al guadrato ambidue i membri di quest’ nltima relazione:

(z--1) < 10™, (9)
c108, sciogliendo la parentesi:

x* - 2% -+1 < 10™,
risulta manifestamente:

'+ 1< 10™, (10)

e dividendo quindi membro a membro quest’ ultima disuguaglianza
per la 2* delle due disnguaglianze (4), si ha Valtras

<1
2¢ .-FI_U“ <1, (1)

in virkd della gnala la 1= delle due relnzioni (8) mostra che il quo-

: — @ —c*. 10" _
zienfe ¢ della divisione 5z .10n € dlmeno eguale ad z.
D'altra parte, poiche dalla relazione (9) si deduce manifestamente:
(z+ 1) —1 <10™ (12)

dividendo poi membro n membro quesl ultima disuguaglianza per la 2»
delle due disuguaglianze (4), risulia Ja seguente:

(24 1)"—1 :
5: 1o < Lo (13)
i virtii della quale la 28 delle due velazioni (8) mostra che il quo-
ziente g anzidetto & al pia ugunle ad z-+ |,
Infine eonviene osservare che, quando & q =z, sostituendo g ad
nella relazione (6) e nelln 19 delle due relazioni (8), si ottengono imme-
dintamente le due alire:

Va= ¢.10%4-¢, & meno di 1 per difetto,
a — ¢ . 100 |
|
ST gk o T

confrontando Ia 2* delle quali con I'eguaglianza (1), si obbiene subito:

' == g1
17 5 q00 > 97 35 1oes

Erji —

da cui si deduce tosto »= 9°-+1 e percio anche » > q°.
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Invece quande & g== | 1, sostituendo g ad 21 nelia relazione (7)
e nella 2 delle doue relazioni (8), si hanno immedintamente le due
seguenti: _ .
Ya=e¢.10"4-¢, a meno di 1 per eCCesso,
a—¢*. 10" g —1
" T2 =9t 10

confrontando la 22 delle quali ancora eon l'egnaglianza (1), si oltiene
subito;
| r s I qﬂ__l
2 %e.10n =19 ac . 1o

da cui s8i deduce tosto » <g*— 1 e guindi anche r < g

Osservaziose 1% — Il teorema testd dimostrato si verifiea pure
quando la radice quadrata intera del numero intero a considerato ha
solamente 2z cifre, ma perd la prima di esse a sinistra non & minore
di 5, ciod quando, distinguendn le cifre del numero a in gruppi di
due cifre ciaseuno incominciando da destra, il numero rappresentato
dall'ultimo gruppo non & minore di 25.

Infatti allora il numero intere indicalo con ¢ nel teorema avendo
n cifre solamente, ma essendo perd la sua prima cifra a sinistra non
minore di H, riesce manifestamente ¢ = 5. 10*=', e moltiplicando poi
ambidue i membri di quest’ ultima relazione per 2.10" si ottiene
Faltva 2¢.10* = 10*, per la quale dividendo quindi membro & membro
la 1* delle due diseguaglianze (4), la (10) & In (12), risultano ancera
le tre suddette (5), (11) e (13) che hanno gia servito per methore in
evidenza la verita del teorema suddetto.

Osservazione 2°. — W assai facile comprendere che, guando gia
s1 sia trovato il nomero ¢ estraendo con 11 metodo ordinario la radiee
quadrala infera dal numero intero che si ottiene da quello conside-
rato a, sopprimendovi le 2n prime cifre a destra, se si nbbasseranno
& destra del resto olfenuto in tale estrazione di radice le prime &
sinisira delle 2n cifre anzidette, e se poi si dividera il numero cos
risultante per il doppio della stessa radice frovata e, si ofterra un
quoziente uguale a quello ¢ considerato nel suddebto teorema, e se
quinii si abbasseranno a destra del resto di tale divisione tutte le n
vimanenti delle 2n suddette cifre, si otterrd un numero sguale al
resto r pure considerato nello stesso teorema.

OssErvazione 3", — Per abbreviare 1'estrazione della radice qua-
drata intera da un numero intero dato. approfittando del taoremn
dianzi dimostrato e delle due osservazioni 1% e 2 yelative al mede-
simo, conviene procedere nel seguente modo.

Nel easo che ln prima cifra a sinistra di tale radice sia minore
di 5, si trovano primieramente col metodo ordinario tante cifre &
sinistra dell'anzidetta radice ¢he il numero di esse superl il namero
delle rimanenti di 2 od 1 unika, secondo che il numero totale delle
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cifre della stessa radice & pari od impari; ed invees nel caso che la
prima eifra suddetta non sia minore di 9, 8l lrovano primieramente
con il metodo ordinario tante cifre o sinistra di tale radice che il
numero di esse sia eguale al numero delle vimanenti, oppure lo superi
di 1 unita, secondo che il numero totale delle cifre della medesima
radice & pari oppnre IMpari: poi in qualungue cuso eon il metodo
indicato nell’ osservazione 2t si trovano il quoziente ¢ ed il resto »
della divisione considerata nel teorema suddetto, ed infine s aggiunge
tale quoziente g al numero rappresentalo dalle cifre della radice ri-
chiesta gia trovate col metodo ordingrio, seguite pero da tanti zevi
quanle sono le cifre rimanenti della medesima. La somma cosi olte-
nuta sari eguale alla radice quadrata del numero intero dato, esaita-
menie, od a meno di una unita per difetto, oppure a meno di una
unita per eccesso, secondo che il saddetio resto » riuscira eguale, o
superiore, oppure inferiore al quadrato del quoziente g suddetto, e
nell'ullimo di questi tre easi poi si ofterrd la radice quadrata del
numero dato, a meno di 1 unita per difetdo, sottraendo 1 unita dal-
I'anzidetta somma.

Esemrio 1°, — Per estrarre brevemente la radice qnadrata intera
dal numero intero 15246816484 si oscerva mnanzitutto che la prima
cifra a sinistra di essa & manifestamente 1 e quindi minore di 5 o
che inoltre il numero totale delle cifre della stessa radice & eviden-
temente 6 e quindi pari; percio si troveranno con il metodo ordinario
le 4 prime a sinistra delle 6 anzidette cifre, e poi si compierd il cal-
colo di tale radice, operando nel modo indicato nell' osservazione 82

¥Y15246816484

1'52'4 68 1 1234 1234 W 2 — 2468
52 22 | 243 | 2464
846 2| 38 4
11781 44 | 729 | 9856
1925
192564 | 2468
19804 78 78
60 78
624
hd6
GOR4 =78 » 6084

V15246816484 — 123400 -1 78 = 129478 esaliamente,

Esexrro 2°, — Per estrarre brevemente Ia radice guadrata intera
dal numero intero 941978623 si osserva innanzitutto che la prima cifra
A sinistra di essa 8 manifestamente 3 e quindi minore di 3, & che
moltre il numero totale delle cifre della slessa radice & evidente-
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menle 5 e quindi impari; percio si troveranno col metodo ordinaris
le 8 prime a sinistra delle 5 anzidette cifre, e poi si compiera il cal-
colo di tale radice, operando nel modo indicato vell’ osservazione 3s,

V941978623

04 1'9 7 30R 306 X 2 =612
11 97 GOk
561 f
3635
56186 612
1106 a1 91
494 41
1
819
19423 > 8281 S281
49423 > 91°

V941978623 — 30600 - 91 = 30691 a meno di 1 per difetto.

Esempiro 3° — Per estrarre brevemenie la radice quadrata intera
dal numero intero 267383007852 si osserva innanzitutto che la prima
cifra a sinistra di essa & manifestamente 5, e ehe moltre il numero
totale delle cifre della stessa radice & evidentemente 6 e quindi pazi;
percid si troveranno con il metodo ordinario le 3 prime a sinistra
delle 6 cifre anzidette, e poi si compiera il ecalcolo di tale radiee,
operando nel modo indicato nell” osservazione 32

¥267583097852
267388 517 517 X} 2=1084
178 101 | 1027
7283 1 7
94 101 | 7189
940907 | 1034
1087 01 01
3 01
01
819
3852 < 8281 8231
3852 <912

V267383097852 = 517000 - 91 = 517091 a meno di 1 per eccesso,
Y267383097852 — 517081 — 1 — 517080 a meno di 1 per difetto.

Hsenrio 4°, — Per estrarre brevemente Ja radice quadrafa intera
dal numero intero 39112528349785 si osserva innanzitutto che la prima
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cifra a sinistra di essa & manifestamente 6 e quindi non minore di 5,
¢ che inolbre il numero totale delle cifre della stessa radice & eviden-
temente 7 e quindi impari; pereid si troveranno con il metodo ordi-
nario le 4 prime a sinistra delle 7 cifre anzidette, e poi si compiera
Il ealeolo di tale radice, operando nel modo indicato nell’osservazione 3.

139112588349785

39112528 6254 6204 X 2 =12508
311 122, 12451 12504
b (2D 2 | { 4
50028 244 | 6225 | 500146
12
12849 | 12503
12349 0

12349785> 0
12349785 > (°

1 39112528349786 = 6254000 4 0 = 6254000 a meno di 1 per difetto.

(1, BERyYARDL

SOPRA ALCUNE FORMOLE
RELATIVE ALLE PROGRESSIONI PER DIFFERENZA

I. Si abbia la progressione per differenza:

+ﬂ.n1-ﬂﬂ-ﬂ#---ﬂu—11

la cui ragione sia d ed n il numero de’ snoi termini, per modo che sia:

Ty =0+ (r— 1) &. =12 ...0. |
Vogliamo esprimere la somma S, delle potenze m*™* dei termini: *l
S =" -+ a," -} (" ... oy - i|:|u |

in funzione delle somme analoghe S,_,. Noea.. .. 52, 8y delle potenze il

(m— 1), ., seconde, prime de’ termini, del numero n di essi termini, I 'il
del 1° termine 4 e della ragione d. e || I

T —— ——
———
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Per gquesto abbiamo le seguenti id=ntita.

(a+-dy i —gmti—i,, 1a™d -+ (T"g_l @t :

T
(a+2dy>t—(a-+d ) =(m+1)(a+d)wgd+ "‘g_l)ff,* o S

(a+-3d)™ (a2~ =(m4- 1) -2yt s

--------------------------

| (= L fm—i

=(m—+1){u—(n—1 )n'}‘”d-{—(m?r]{rﬂ-{,__: et - =T )
Sommando membro a membro o semplificun, -
(H + -JHZ)”*"H — T —

=(?H—'|_J){fsu]'i_(?}!i)_l)fsm—l_l_("l;IIJFFS::-:—;_..._" m—I n'.‘rnf:}_—"dﬁ"l_l_

Ovvero, sviluppando nel 2° membro e SEmL. fcands -

Sm=ﬂmm+ féjrz{"’zﬂmq_"sm—tj { j"':‘;;:_;ll )r {”l'jh_.;_ "'-:u—-!l
mim—1)...(m—r-L1) :
- 1) i {n‘“ Uo7 N, = .. (1)

e

che & la formola cercata.

Ponendo nella (1) a=1 e poi d=1. si otfenuzang rspetiivamente:

E‘lm=n—f——1"—- d('“ﬂi__gm_i}_r_m_} m(m—1)... fur—-rﬂ—]_j

z(2) mlr =1) A —S, )+
| i
co A (nh — 8)) ] o 1T (7 — ) (2)
S =A™ - r.'.Td ] (n*at—S, )+
m(m—1) 1 e | 1 s (3)
I ﬂ{3] (H (¢ hsm—E)T';-+"l_!_ 1 [amF '—HJ.

progressione, il cui 1° termine & I'unitii o Ia ragione d; e la (3) da la

somma delle potenze m™m® i » numers; tonsecutivi, a partire da .
¥ pouendo infine nella (1) @¢=1, d=1, abbixmo:

degli 2 termini di una

o=t g O — S "’T@”(n‘—smﬁzw

cm(m—1)... (m— )

E(J'+]j (ﬂr}l__sm—-r}_’_---:
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la quale pnd anche scriversi, sviluppando le parentesi:

3 (= 1)=r gy g ir.u(w:—-ljq
" -1 2 VT gy et (4)
mt’m—]:l...l".!ll—?']q n 1
w(r-t+1) TS m-1"

che ¢i da la somma delle potenze simili (m*™) dei primi # nnmeri
naturalli,
2. Possinmo ottenere 1a somma delle potenze simili dei primi n
numeri naturali in altro modo e ¢ risultera funzione di .
Osserviamo percid che se una funzione & di m° grado in x, con-
terrd un termine Ax™: aumentando la variabile 2 di un unita, 1" an-
mento di 2™ & espresso da:

(:—F])m—xm:rnaﬁ“_‘—l— (5’).&:‘““’“—}—...—]— e -4 1,

che & funzione razionale intera di grado m—1 in 2 Onde il grado

dell’acerescimento di un termine & inferiore di un'onita al grado di

esso termine e quindi 1'acerescimento della funzione & esso sfesso una

funzione di grade inferiore di un'uniti s quello della funzione data.
Posto cio, la funzione di # che di la somma delle potenze mr=ime

del primi n numeri naturali & di (m +1)9"* orado, poiché 1" acere-

seimento, quando n# aumenta di unumtd, & (n -+ 1™ che & di grado m.
Sara percid una funzione della forma:

At —f— Baw —||— Cyn=—t ‘f" Cﬂlm_l - Cgn=—3 + Nas "— Cm_l?l,

dovele A,B. 4. (. .. C..-« sono costanti da determinarsi. Inoltre essa
funzione non conterra termine costante, poiché per =0 deve annul-
larsi.

Dobbiamo determinare i coeflicienti A, B, C,Cy...C._,: bastera
percid esprimere che aggiungendo ad essa funzione (n — 1™, si avra
la somma delle potenze m*e, allorehe la serie dei numeri non &
terminatn da #, ma da 2 +1. Si avri gquindl identicamente:

An™¥E - Bt < O=—t - =2, | 4 O - (i 12—
=An--1)""+Bn+ 14 C(n-1j Gl 1172 Gy (1),

Effettuando i caleoli e le riduzioni, si ottiene:

n" - mpmt - (EI) nm—2 L (’;’) nE L o —1=
(m ] 1) 2o - (m ‘:ZI— 1) o1 L (mél_ 1)7;“'““ oML 1, IH
-+ B {(T) e (g’) e +'(1§r) Ao mnr = 1} +

—+C {(n; 2 1) e ('m 5 ])ﬂ‘“’"-]- ‘m q l}ﬂmh*‘—- et (m—1m- 1}‘I—

--------------------------------------------




314 PERIODICO D) MATEMATICA.

Eguagliando ora i coefficienti delle medesime potenze di n ne' dme
membri dell'eguaglianza, otteniamo un sistema di equazioni ricorTent,
che ci permettono di ricavare i valori delle costanti. Otteniamo per
esse:

= 1 1 12 m(m—1)(m—2)

m--1° B=§' {*1__ CE_U Ca= 720

e in ganerale pel coefficiente del fermine in n=gi ha I'equazione:

(m) — (m j’_— 1) 4B (m) Oy [:n: i) 4 s (fi;—g) 4G, ( m—lr—-—lj

r

. C.-; —_— (’ Sun

Possiamo mostrare che i coeficienti Cy, C , . .. con indice pari, sone
tutti nulli. Ponendo nclla:

Sm=An=" - Ba™ 4 Cin™* 4 Con=-* 4, ..+ Cam—4.... (=)
n-—1 invece di n, si ha:
S'aw=A(n—1)""'4-B(n-1"+Cy(n—1)—4-Coln—1 )22, -0, (n—1)m7—L_

e sottraendo dalla (2) la (8) membro a membro:
ﬂm=ﬁ{ﬂ"'+’—(n—1}”‘+'}—1—]3" W—{p—1 )= —I—(d{nm—‘——(n—ljm— }—|—,_
o G — m— 1Y L =
_ .' ‘lﬂ—l-—l s i"_!_l m—| _f_l m =t
Y L L S RN IR

-+ B { :T) w='— ({g) et — (r) n=—"T4 .. }+

-------------------------------------

--------------------------------------

Ed egnagliando i coefficienti di 2™ si ha, ponendo per A e B i
loro valori;

%(:i_i)# ("') - +(:_”_‘i)[‘,—-(? et 10
Ma abbiamo trovato pel coefficiente di n=—r:
o= e (e (e et om0,
H sottraendo fra loro le due ulfime relazioni:
Pf o (Y ok ot =

che deve sussistere qualunque sia r. & allora ponendo successivamente

r=3,5,7...,01 vede che Cs, Cy... sono nulli, come volevamo dimo-
Htru.le
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Quindi per I'espressione di S,, abbiamo:

Lyl m__i(m)_]_ B ](m i . _]_(m)_l_ o
TR R B Sy P T g B\7)a T
1my 5 I fm\ 691 N (5)
"‘T{i(g)ﬁ” "‘E(u)‘ﬂm“ T

I numeri che fanno parte dei coefiictenti nella precedente formola
e clod:

I 11 4% wm
2' 80'42' T 30' 86’ 230"

sono, com'é noto, i numeri di Bernuilli.
3. Le formole (4) ¢ (5) possono servirel a caleolare le somme
delle potenze simili dei primi » numeri naturali in aleuni casi parti-

colari, utili nella pratiea:
f
S S!:w .H;I—];I
; n® n" ) nn-4-1)2n + 1)
m=2 Si=g by g =TT
il u @ ' 0
Hl——-ﬂ Sa=_i——l—_;— i : __{“"“2_!‘],]} -—-31=
* n’ n n® n_an+1)2n+1),
m=t =g tgts—m=— 2.3.5  wna+1)—1)
] 0 " i 2
m=35 K —E——I-i: —[-]:;w‘—%,—_—-_ﬂ “;;I_ ){f_n[’u—l l)——-]}
: n' w % 90
W= = ritety =3 5
n’ n' .t ¥ n
TR Tt 't
n’ 0" 7 2 7
m== SH—- 0) 0 __ﬁﬂﬂ_‘__ﬂ_ﬂa_'gﬁ

------------------------------------------

Le precedenti formole sono stale oitemufe assai speditamente
dalla (5), mentre sarebbero stati necessarl dei calcoli lahoriosissimi
a volerle ottenerc dalla (4), Notizmo pero che se la (5) offre, rispetto
al calcolo, dei vantaggi che non offre la (4), tuttavia ha !'inconve-
niente di non presentare quella omogeneifa nella forma dei termini.
necessaria in wma formola generale,

4. Diamo ora un teorema, che gt dard modo di verificare per
sintesi le formole precedenti.

Sia (¢ +nd) una funzione, fale che 81a ;

pla—nd)— w(a - (n d) = f{la <+ nud)

e che: g(a) =7{u); faremo vedere che:

? (@0 —Dd)=Fa) + fla+ D)+ fla+2d) + ... 4 fla+ (n— 1)),
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ossia che la funzione @(a + (n — 1)d) & uguale alla somma di n fun-
zionl che si ottengeno dalla fla - nd) dando ad » successivamente i
valori: 0, 1,2,...(n — 1).

Infatti, per ipotesi si, ha:

ol -+ d)— gla) = fla+d).
pla 4 2d) — ol a + d) = [l 2d),
ol (1 — 1)) — (e + (n — 2) d)=fla - (u — 1))

Sommando membro a membro, si ottiene:
pla—tin —1)d) — g(a)=fla +d) - Ha+2d)+ .. .+ flut(n —1)d),
ed essendo per ipotesi gla) =[ln);

o(@ -+ (n— uf{r:E’fm Lir—1d)  e.dd (6

In particolare, nel caso la cui a =d=1, s1 ha:
p(n) = .u?fh) (7)

6. Si abbia ora l'espressione indicata nel 2° membro della (1), in
cul Su—yy Ses,... rappresentano le somme delle polenze (m — 1)*=*
(m—2)ysme degli n termint di una progressione por differenza, il
¢ni 1° fermine & # e la ragione & d; verifichiamo come essa rappre-
senti effeltivamente la somma delle potenze m* ™ degli # termini della
progressione stessa. Ponendo percio:

m mim—1)

plat-n—1)d)=na+5d (%™ —Sa} - 4 . T
abbiamo:

ITu—l—Fu—-l)d']—' Pl —+ n—_:ld] pla + (n—2)d) =

[ﬂﬂ‘“ - 5 d{ﬂ am ! — 9:.,_.1} , i _;(3 —1) {n @™ — Sﬁ}+ — ]—

—[fﬂ—l}u“‘ 5 d{(n—1)'a"— 8, ’"(‘E 1‘]{(:1—1)'&“"’—8',,_,}—]—....].

in cui le § rappresentano le somme delle potenze simili degli n —1
primi termini della progressione stessa,

DESITE
flat-(n—1)d)=a={n—(n 1)} B da™="{n'—(m 1)%) d{sm-1 T

m—1 Y .
.m(;(a) )d’u=*={n' (n 1)’} m(-f(a nd’(&.-z Sa-a)t .=

= am - mam (n— D+ () e (e =1 4.
"_—.{El -+ (ﬂ'—l)d}m .
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E quindi per la (6):
plat+n—1)d)=a"+(a-}dy"+...+(a+(n—1) D",

eome volevamo verificare.
In modo identice potremmo, per mezzo della (6), verificare le for-

mole (2) e (3) e per mezzo della (7) la formola (4), ehe di la somma
delle mesme potenze dei primi # numeri naturali.
6. Ponendo mella (1) @ =0, si ha:

m e L [fmn o 1 [m
Sm_. 2] db:.l—l__._q}_(ﬂ)mbm—'.‘__--- 'J"“I‘l(r

i T o (n™ — 1), (8)

)d?sm_,—...

m ¢l Sey, Su s, ... hanno sempre lo stesso significato. Questa for-
mola c1 da la somma delle polenze m®=¢ degli » — 1 primi multipli
del numero d. In particolare, per m= 1, abbiamo:

/
4 =% n(e—1),

ovvero, ponendo 2+ 1 in luogo di n:
d
S =5 (n 1), (9)

che da la somma dei primi # multipli di d.—E se nella (9) poniamo

d=2, abbiamo:
s=n(n-4+1),

la quale, com’e noto, da la somma dei primi # numeri pari.
Se nella (9) poniamo successivamente d=1,2,...n e sommiamo poi
le espressioni che si ottengono, abbiamo, chiamando A detta somma -

A= (PS5t
- (ﬂg_l) {1+E‘|‘..-—|—ﬂ}-_{” ('“:‘ ])}2’ |

ossia: " la somma degli # primi multipli di ciascuno dei numeri LR
¢ uguale al quadrato della somma degli » numeri dati _
Possiamo generalizzare la proprieta precedente nel modo seguente:
Rappresentando con 8., la somma delle potenze mpesime degli »
primi multipli di d e con c.., la somma analoga delle potenze mmesime
dei primi # numeri naturali, abbiamo evidentemente la relazione:

Su..u :ﬁm v Ty, s
Caleolando ora 23S, s, 81 ha:
1

0 4 b
Ed; Sm.d= }Jﬂ dmcm_n — Em.n Eﬂ it — ﬂ-!m.p ™ (10)
[ 1

-

oss1a:
* la somma delle mesme potenze dei primi » multipli dei numeri 1,2...n,
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“ & nguale al quadrato della somma delle potenze yyesime i numeri
" stessi _,
Ed ancora pin generalmente, poichd sj ha:

]:;‘:ﬂ Sm‘u=$-'! Efﬂlgm,nzum.n‘?l] 'fm_—"'ﬁ'n.lrﬂlhl!! (11)

possiamo dire: * In somma delle ypesime potenze dei primi p multipli
" dei numeri 1,2,...n (n Zp), & uguale al prodotio della somma delle
“ potenze mesime Joj numeri 1, 2,.. . #, per la somma delle potenze esime
“ dei numeri 1,32, P .. K da eid, per p=1y. discende la propriets
sopra enuneiata.

7. Ponendo nella (2) d=p—2 m=1, i ha-

8=ﬂ+—.é-n(n——1)(p—-2],

la quale ci d& Ia somma degli » termini di una progressione per dif-
ferenza, il cui 1° termine & Iunity € p—2 la ragione.

Vogliamo ora determinare lg somma degli # termini di una serie,
in cni il termine generale sin rappresentafo dal 2° membra dell’egna-
glianza precedente.

Chiamando uy, us, . .u, i termini di questa serie, abbiamp:
Uy -ty =2y — | - (p — 1)y (p—2)
Dando ad » successivamente i valori w(n—1),..,821. si ha:

Uy =2d.n—14(m— 1)*(p—2) —u_,
hy=2.—1)—14(n 2¥(p—2)—u,,
Uy s =2 . (n—32)—1-L (n—3)(p 2) — 1y,

!HE —_'—2.2 1 15‘-{‘1} 2] 4
y =2.1

Sommando membro a membro e facendo 1e debite sostituzioni:

B=n+D—nt(p—gnl=tu@-n,
~atD—ntpg DR L 1 e

ossia, semplificando
(1) fn—1)(p—29)
s 2 3

|
Ly

¢the & I'espressione che volevamo ottenere,

Essa, per p=2, ¢idala somma del primi » numeri natorali (mu-
mer: lineari) ; per p=23 da.:

g (n—+1n +2)
= 6 o
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che esprime la somma d egli %2 cosi detti numer; triangolari: 1, 8, 6, 10...:
Per p=4 di la somma nota degli n numeri quadrati: 1,4, 9,186, , .

per p=7; da:
S_u"(n—f—l)
2 '

che esprime 1a somma i 22 numepi pentagonali, cioe 1,5,12, 22, 25.._; ece.

P. PaTrass;.

UN NOOVO TEORENA SULLA FUNZIONE E DI LEGENDRE

l. In una mia Nota precedente * Sulla fattoriale di un numero
© S0pra una nuova espressione di - » (*) ho dato aleune formule pi-
guardanti le fattoriali. Considerando ora nuovamente la formula

- u 0 n

dove p rappresents il MASSIMOe numero primo =»n e P, la massima
potenza. del valore che si d3 4 P, contenuta in n, ho veduto che essa
¢ suscettibile di una maggiore semplificazione, in consegnenza del
teorema sulla fonzione F d; Legendre cle forma Foggetto della pre-
senfe nota.

2. ToorEmMa. — Sen ¢ P sono due numeri interi ¢ positivi qualungue,
teeli perd che si abbin N=>p. s ha

Py = =1

E%+E£+h4E

) . _ e
dove E p Toppresenta la parte intera del quoziente della divisipne

di n per p, P, la massima potenza di p contenuta in 7, ed 8, ln somma

delle cifre del numero 7 seritto nel sistema g base P.
Divosrrazione., — Principiamo collo serivera n nel sistema a

base p: avremo

»
n=hp*+hpP Lt ta

e sostituendo questo sno valore nell’ espressione

] — iil_ i U I i
BB +BS+...+BE,

=5
P P

(%, Cfr. Feviodico i Mnfemticn, Anno AV aellembre-oitobro 1900,
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Sara
N hp* +kp® 1l +...a | _ hp! +hkp* —Ipt L. . La
sz 2 i B Fg } “ien
hpt —hkp* 4-1p° ... +-a
T = .
Consideriamo ora il primo di questi addendi: esso & eguale a
B4 0,
p P r p/’

» i % it = " - .
dove I'ultimo termine — & < 1, e quindi €. nel caso nostro, trascu-
rabile. Abbiame dunque

B §=7fp**‘+ s o/ A S

Passiamo al secondo: esso & eguale a

O ol ol e WO
A L LpB_L [nt _
g kp -t}‘}” Ie _,_ﬂussiu.("') E _P” :

dunqgue

g P et A bt et
i o P o
= hpA = kg Ip-i

e cosi per futti gh altri termini.
Riassumendo, avremo

B +B gt B =R kg ey
.o _,“F'P&_?ﬂ_kpn_z_,‘@nﬂ?_'_ veny

6, raggruppando tutfi i fermini affetti dal medesimo coefficiente,

5=F!(p"“+p“"+---+1)+k(p""+p”“+-- 1)1
(P - pt 4. 1)L

Ora, ciascuna delle espressioni contenute fra parentesi & una pro-
gressione geometrica di ragione p, di primo termjne 1, edi A,B,C...
termini rispettivamente: dungue

1
A—1 pa—4_1 __p
P ] p—
W
P"_’+P”'“+--t+l=z__l] ece.

(*) S| Alostra facilmente che E f'-"- = K f . Infakli poninmo n= kp+a, dove a - P avramo

kpta kp " k
¥ P # ] p!
gY glthe E(k-j—i)
E—P-—E P = B P =.|E ﬂ_ﬂ.d-
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Quindi sostituendo

=& =1, .9°=1,

pPr—1
p—1 TFp—7 !

p—1 7

—

hp* —h—-kpP— K+ Ip—1 1 . hpA4-kpP+-IpS—-.. —(h He-1--.)
- g=] - »—1 —
_ AR - e — (- & Fl—4. .. a)
== - =

ossia, per quanto sopra abbiamo detto

c. d. d.

30 Do 55 5 , DD
S=L§+BT+EH+E5;EZ-
S1 ha 85 =15, quindi
g 00—B5
=" = a0},
mentre direttamente S =27 - 13 b3+ 1=230 Analogamente
Ba7 857 5 7] Soi — 11
S=§ = +E—4§-—{—E343— g — 141
e direttamente
S=122-1171L2—141,
b32 032 032 932 932 — 8
(- - Bl N - T ailic r— — = 9K
PRt B B + B g ol
S=186-} 37 +74+1 =231
4. CoroLrnARIO, — Posto questo, Pespressione della fattoriale
n 8 gha.  oan " L]
HEZEE;——[-...-!-EE‘ Byt tER .”PE g t+Eg
diventa
n— B n— S n— Sy o
n!l=21'! .3 % p""zlﬂppp“l

9. Uome applicazione della formuls krovata piu sopra, proponis-
moel di dover caleolare la somma delle polenze successive di un
numero

S=p4+p*t... + " -,

Potrdp evidentemenie BETIVerse

S P i
= S ...

I e
ed allora, applicando la formula data, ed osservando

delle cifre della potenza di un numero secritia nel sistema avente g
base il numero stesso, & 1a base medesima, sard

che la somma

?“+1 — ?J

=
P—1
formula nota.
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6. Consideriamo finalmente la progressione geometrica
— W e, ..M,

¢ suppomamo di volerne trovare la somma. E evidente che potremo
porre (indicando con » la ragione)

S—ﬂj I ﬂ5+...—'— (y, — 1y {1—]—-"+"'E+---+rnhl)i

ossid. per la formula precedente,

. P — —
Hzl‘h(_r__l 1)=l?1i’_—__—l'

formula nota,

Possiamo dunque considerare Ia progressione geometrica ordinaria
COmE un caso particolare di un'altra progressione piit generale, in
cul, invece di essere costante il rapporto di due termini consecutivi.
¢ costante la funzione B di detto rapporto.

Mario LAZZARINI.

MATEMATICA ED ESPERANTO

L’Esperanto, In nuova lingua internazionale, continna la sus marcia trionfals,
ed anche fra nol, benchéa tardi, i & ecostituita la Socieid italinne per o propaganda
deil’ Esperanto. lontamente in Italia, ma a grandi passi all'estero, la nuova lingna
SI propaga per mezzo di associazioni e di pubblicazioni. Nel Belgio si pnbblica
la Belya sonorio, nella quale serivono il capitano di artiglieris Carlo Lemairs,
infaticabile propngandista, membro onorario del Circolo poliglotta di Bruxelles, il
condircllore prof. Lnciaon Blanjean e molte delle personalitha piii note nella let-
teralurs, mell'nrlo, nelle acienze, nell'industria @ nel commercio. Nel Uanadi ssce
Lt Lumo, illugirata, iu francese, inglese ed esperanto; da poco vi si & ereafa una
Societh per I" insognamento e la propaganda dell’ Esperante fra i popoli di lingna
inglese; snn sedo & Keighley, presidenle Joseph Rode, segretario John Ellis; alire
societh sono sorle da poco 4 Losanna ed a (fipevra nella Svizzera, &8 Murcia nella
Spagua, [ Fransia & ormai vocchio L'Esperantiste dirello dal De Beanfront, pre-
sidente delln Sonjoth esperantisia francese. il quale fa ottima ed indefessn propa-
ganda, cosi eho Hrgeno sempre nuovi gruppi esperantisti {(Paria, Amiens, Annery,
Besangon, Bordennx, Bonlogne-sur-Mer, Dijen, Grenoble, Lille, Hautmont, Le Havre,
Lyon, Mﬂ""iﬁillﬂp M smtpellior, Nancy, Nice, Reims. Saint-Omar, Tournon) con anmento
rapilo di soci, con corsi seltimanali d'insegnamento pubblico e gratunito, con sus-
sidi @ facilitazioni da Societh e da Consigli comunali. La Holandn pinniye esce in
Ulanda; Ta Lingro internueia, ad Upsala prima ed ora a Szegrard, in eontinua-
zZione dull'ﬁ'upm-nun‘arn fondato nel 1888; il Rondivanto in Bulgarie & Plovdiy; il
Bohema Buperuntisio in Boemia; il Germana Esperantisto & g Reruo Internacia
a Bystrice in Moravia. La Spagna si ageiunge ora alle altre nazioni mediante la
Sociedud esperantigta fondata dal stg. Codornin ed il giornale Esperante a Ban-
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tander. Da noi, ollre la Sovieta italiana p. p. E. si sono costituiti nuovi eireoli,
fra cni bre imporlanti, anche per il numers dai soci, n Palermo, & Torino od a
Napoli, dovuli alliniziativa dei signori Nalli, Germano o Cacciapuoti, presidente
ora della Societh italiann; organe della Societa & I' Esperantista, che esce mensil-
mente & Torino; presto, a comodo degli stodiosi, saranmo pubblicati in lingua
italinng, grammatica e dizionario esperantista per cura dei prof. Pichi e Pucei-
nell i Firenze: il conte Alberto (iailojs, segretario della societh, presentera a
giorni la traduzione delle “ Prime lezioni di Esperanto , del prof. Card, Ma bisogna
riconoscere cite, nonostante questo movimento, dovuto 8 poclii volonterosi, la nostra
Italia & ben lenta nell'imitare le nazioni sorelle.

Yana & ormmsi ogni disenssione snlla necessita o snll'utilite & una lingua
internnzionale e su pregi dell” Ksparanto, che sono gia quasi universalmente co-
nozciuti; (*) non per semplice cariosith o per desiderio di erudizione si impara
questa lingan, ma per ln eonvinzione ferma che anas lingna ausilinria gi presti
in modo mirshile n facilitare guei rapporti sociali ed internazionali che suscitano
tanti nuovi legami di affetto e di simpatin, che tanto vantaggio portano alle re-
lazioni commereiali o avientifiche. 4 rapporti nuzionuli fingwn noazionale, a rap-
poréi mternazionali Uingue internazionnle; con questn formola pratica ben chiara
'egregio avv. Adollo Momigliane di Torine chivde un suo articolo: “ La uestione
della lingua nel divitto internazionale ,: essa rinssume lo suopo dell” Esperanto,
perche guesla lingus non pod mirare per orn, & qui sia In sus vern forza, che a
facililare quelle relazioni ¢he sono il semplice portato del ragionamento & dell'at-
tivith nmana, le relaziooi cioé internazionali dovute al eontinuo progresse seientifice,
allo svilappo del commercio, all'amore dal tourismo.

Ma, come giustamenle osserva |l sig, marchese Ginseppe Bosehi in una lettern
del 24 novembre 1902 sl direttore dell Esperantista, & indispensabile che 1’ impulso
¢ 'esempio vengnno dall'all, come I'incorngeiamento. Pereid, esli serive, § divers
Minestery degli Esteri ¢ delle Pubblica Istruzione, sopratutto nei varii Stati, @ovreb-
bevo wimeno approvare pubblicamente gii sforzi di qumiki eonearrone ulla repansione
delia nuwovn lingua internnzionule, facilitare iu istiinzions di entiedre gratuite nelle
citta principoll, fstitiire un prewmio, ¢ epg) gl Istitnti scienlifici, le Camere di coni-
meraiv, @ Cirevli filologici uprive le lore sale conferenze su questo tema, stimoplars
i soci e gli alunni ad iseriversi.

Si pub forze obiettare che troppi e troppo recenti somo gl insnccessi dei ten-
tativi di lingus internazionali; fra tante ricorderd la Lingwa blen del Bolak, lo
Spokil del De Nicolns, In Blain Zimondnl dul Meriggi ed il Volopiik dello Schleyer.
Ma I'ohinzione eade da sé per due ragioni fondameninli: 1* perché il ‘Volapik, per
parlare di quella sola che ebbe veramente un memente di grande successn, eadde,
dopo nn improvviso e generale entusinsmo, per la sua soverchia artificiosita, che ne
rende difficile lo stndio e 1'applicazione; ricordars sole o questo proposile che
l'antico ¢ prafondp volapiikistn L. Einstein aiferma, dopo aver falto serie e vipatute
prove, che & arrivato o migliort risuliati col piteole dizionarie esperanto-tedeseo
( Fortarete L. 0,10) che col dizionario v#upitk-tedesvo Schleyer (L. 6,25) coi suoi
20000 vocaboli a 200 prefissi e suffissi; 2* perché invece I" Esperanto colpises gl
stadiosi per la sua semplicith e pi ancora per la sua merinrnlezza, ed & ricono-
seinto tale, ehe pubd frarre profitto di ogui menifestazions generale dells vita sociale,
del progresse scienlifico e commerciale.

(%) Usnwrr: O. * L° Bsporanto, (Rivista ds Figict, Matemnticn ¢ Scienze naiurali, Pavia, nnin. 20
febbraio 1002, pag. 178-180.)




324 PERIODICO DI MATEMATICA.

E riconoseiuto ormai da Lubti o confermato anche da coloro che ewpiro Espe-
manto erano mal prevenuii, che questa lingoa & cosirnita molio razionalmenteo;
essa ssrh la disperazious degli amatori di ginechi di parcle, ma pon presentera
mai al lettora quelle difficolta che s'incontrano cosi spesso nelle lingue delle altre
nazionl; essa & cadenzata come 1'italiano, ma di studio pia facile per gli stranieri:
ba In facilita del grego e del tedesco per la formazione di voci composte; con
poche radier fondamentali da modo di formare un viceo voenbolario, & presesta una
liberta di costrnzione che permette di seguire Ja costruzions delle vane lingue
nazionali senza correre il rischio di non essere intesi

Parcio credo che sia doverose 'intervento favorevole dei goverm e dei corpi
selentifici, Jellerari e scolastici,

Cio si verifica appunfo in Francia, ove =i eonlane innumerevoli attivi propa-
gandisti, mentre & noto quanto sia earo ai frances: che la loro lingna sa Ia lingua
d'uso per le comumicazioni diplomatiche e internazionali, Gia fino dal febbraio 1899
il Navillé, socio corrispondente dell'Istituto di Francia, ba fatlo proposta concrels
che I"Esperanto entri pell’insegnamento secondario, come fa parte dei prograpumi
d'insegnamento di aleune seuole commerciali: duranie I'esposizione nniversale di
Parigi del 1900 i delegali di varii congressi (T), di Camere di commersio (T), di
assoctazioni, circoli, ed accademie scientifiche, letterarie e commerciali (4%), di so-
cteta di Sport, fra oui i Touring-clubs del Belgio, delia Franvia o della Spagna,
riunitisi per la scelta di una lingua ausiliaria internazionale, ne riconobbero oppor-
tuna Ia scells & la diffusione, perché dealinata, non gia a sestiluire nelln vita
individuale di ciazeun popolo gli idiomi nazionali, ma a servire alle ralazioni seritte
ed ovali fra persone di lingne materne differenti. La seelln aspetiera all’ Associa-
zione inlernazionale delle Aceademis o ad un Comitato nominale dalla Commis-
sione generala dei delegsti,

Inolire nel settembre u. s. in una seduta della Britich Aszoeintion, adunata a
Belfast, 1'illustre scienziato Federico Branwoll, dopo avere egposto I necessita di
adotfare una lingnn nniversale, specialmente per gli usi commerciali, propose che
venisse scelta la lingua italfana, rendendone obbligatorio |' insegnamento in tutle
le scuole. 11 Branwoll patrocing la lingua italinua non solianto per lo sue qualith
grammaticali, fonetiche o grafiche, ma anche perche la sun scelta non ecciterebbe
gelosie, come se vemssero scelli il francese e I"inglese. A pavte la questione glot-
tologica, conviene rilevare che appunto I'argomento piiy forte contro 'sdozions di
una lingun vivente come lingua umversale ausiliaria é dato dulle rivalita e dalle
gelosie internnzionali (*) e certo non & la lingua italinna quella che tali gelosie
potrebbe evilare. Ad ogni modo mentre & importante eonstaigre chs anche illustri
personalili inglesi, non individualmente, ma come Associnzione, trovano necessaria
I"adozione di una lingua ausilisria uwniversale. Vale la pena di ricordare, senza
prenderla snl serio, ls proposta faits al Congresso lalino, innuguratos) & Roma
il 16 aprile, i adottare il latino come lingua internaziounle. fabbricando s hells
posta per tutti gii indoiti, un prontunrio di conversazions con 400 o aughe 500 frasi,

Now & improbabile che la scella cada sull’ Bsperanto, e cost quesia grande
viforma sark preslo, spero, effettuats, come & avvenulo di tanle nlire, trattate in
principio come chimere ed utopie.

Confilo quindi che anche fra noi sl seguirik con pincere I'avvinmento alla so-
luzione di cos) importante questione, s che fra mon molto l'insegnamento dell'Espe-

(*) Ofr. Qeuerss U, * L' Baperavlo ,, pag. 151-182,
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ranto sara obbligatorio per le seuole di commercio e per le senole teeniche con
indirizzo commercinle, fueoltative almeno per tutlo 'insegnamento secondario.

Hsposto cosi sommariaments lo state stinale dell' Esperanto, pasaiamo ad esa-
minare le relazioni delln nuova lingua colls nomenclatnra matematica ed in modo
particolare col dizionnrio di matematica ¢ Vortaro esperanta matent ilicn ),

Gia fino dal 80 maggio 1800 il Dr. Zamenhof scriveva al chr. prof. Méray
dell'universith di Digione: In pubblicnzione di un dizionario matematico completo
in Lsperanto suvd wiw cosa wtitissima; il Mérny ha patrocinate invece caldamente
Vutilith di un vocaholario esperanio per ciascun vamo della scienza umana, ed il
Funtier altende gia a compilare, in collaborazione con due suoi colleghi, wu di-
zionnrio Lecnico per medicing e chirurgin. Opportune & guindi stodiare quale sia la
via pit conveniente per raggiungers lo scopo in modo soddisfacenle per gli scien-
zinti delle varie naziennlili.

Nello stndio della nuova linguoa. Ia parte difficile, se pur difficile puo chiamarsi,
giacehd la difficolli cessorh per solo effetto di wemoria, & 1'uso sicuro e pronto
dei prefissi e dei suffissi; pereid anche ai meno istruiti rinscira tanto pin facile
e chiaro l'uso dell’ Esperanto, quanio mageiore numsro di voeaboli gia formati
conterra il dizionario comune, il quale, comploto quanto piin si potra, dovia neces-
sariamente essere a (isposizione degli stadiosi prima di siabtlire nn dizionarie
teenico-scientifico gualunque.

Dato pure che cid sin fatto o si facein, un grave Inconventenie si presenta
subito per In compilazione del Fortare matematica: le lingue delle varie nazioni
non sono perfellamente d'aceordo nella nomenclatura scientifica dei varii rami dells
matematiche; alcune non hanno le vom corvispondenti a quelle usate da wltre:
vocaboli, che sembrano corrispondenti, banno invece significati diversi. Cosr, ad
esempio, 1 francesi non hanmo le voci corrispondenti ad addendo, sottragndo, mi-
nuendo, facolid; da poco & introdotto il voeabole mantisse; (*) in Ledeseco gleichung
serve per indicare wguaglionza ed equazione, quantunque nel primo signifiesto sin
preceduto dull'aggetlivo identische; si dice pure potenzieren, radizieren, i Inogo
delle frasi innalzare o potenza, estrarve la radice; in geometria le vocoi dpalité ed
dguivalence hanuo per corrispondenti in tedeseo congruens e gleicheit; [**) in inglese
cyphor signifiea nnche lo zere, che presso tulle le allre nazioni ha an nome spe-
eiale diverso da cifra (2éro o rvien, zero o nuil, cere o nada, ece.)

Percio conviena anzitutbo stabilire prima U'aceende sulla sutpenclatura. il che
si tenta appunto di fare, con speranza di rinscita, colla pubblicazione del dizio-
nario di matemalica socondo la propesta fatta dall’illestre prof. Peane al 29 con-
gresso nazionale dei professori di matematiea. (**) Alle importanti discussioni,
cuni tale pubblicazions dard luogo, prenderanno parts, & = sperarsi, matematici di
nazionalita diverse; cosi alla compilazione del Fortaro matematien basteri una sols
persona, il Peano stesso, abile esperantista, poiché bastera dare, par ngni vecabolo
definitivamente seello, la traduziene in Esperanto. Cid non presentera molte difi-
colth, gincehe i1 Dr. Zamenhof ha gik dato In traduzione di molti voecaboli aceet-
tando & lievemente modificando i ugmi scienfifici gid wvsali internazionglmente
sotto forma greca o latina; albri polra compiere il non lieve lavoro della trado-

1) M. Davzax, Eléments ds médthodologie mathématigua. Paris, 1901, pag. 470.

(“*) Cfr. A, TAFELMAUHER, “ Juestions ot romarques diverses , 89, { L' inseignament matkdmatigus,
Furis, 1601, pag. 865.) Ofr. BanorLre * Sur une question de terminologis . (L'inseignament mathi-
mistique, Paria, 1901, pag, 652-54.)

{*** Ofv. U. CepxrT, * Relazons del % congrosso nasionals di matemalion , . pag. 2i7-208.
(Rivisia di Fisien, Matematien ¢ Seienge woturali, Pavis, 1901, N. 21, pag. 238-287.)
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zione genernle, segnendo anche in gqnesta la disposizione proposta dal Peane, e
ciod | vayii bermini matematici siano ageruppatl sistematicamente in corrispondenza
delle varvie parti, in cui si dividono ln matematien elementare o la saperiore, in
modo cioé che cinscuna parte contenga i lormini che vi si riferissono, disposti
in orvdine alfabetico, con la lore signilicazione esatta, l'etimologia e un sccenns
alla variazioni subite, senza entrare affatte nelle syolgimento delle singole teorie,

Tatto pernltro non & a farsi, perche il dizionario comuue della lingna Espe-
ranto, benshe lontano dall'essere complelo, contiene gii parvecchi dei vocaboli spe-
ciali, che si vsane nelle matemnliche.

[ numeri cardinali dall'l al 10 sono dati da unt, du, tri, koar, kvin, ses, sep,
ok. naif, dele; sl & zoro; eenty, e, wilion, milined, hanno signifivst] facili &8 com-
Dréndersi; | nomi corvispondenti a decina, eentinnio, migliaio, ece. si ottengomo
dundo ai nomi dei nomeri dek, eent, mil, see, In desinenza o del suslanlivo. cosl:
deko, centv, milo, ecc. 1 numeri superiori a dieei si formano in mwodo semplice
rinnendo fra lore convenientemente i primi dieci onmert e le voci eent, mil, ece.
cosl: dudek = 20, dekedu = 12, tridel — 30, keineent = 500, dudek-t1nn = 21, mil
okeent tvidek-tri = 1833, mil najicent-tri== 1903, Dando ai numeri eardinali la ea-
ribteristion @ si ricavano i numerali ordinali: nunna=primo, dun=secondo, okn—
ottavo, sesdeku = sessanfesimo, sepeentbevingdeka = sellecentocingnantesimn. Per
mezzo del sufhsso obl e delle caratteristiche o ed « si formano i sostanfivi e gli
aggettivi moltiplicativi; la duobly = il doppio, dwvbla = duplice, la kvaroblo = il
quadruplo, Loarobla = quadruplice, scc. Le unita frazionarie si ottengono dai nn-
mert cardinall per mezzo del suffisso on, al quale si fa seguire, secondo i casi, la
caritleristica o, o I'altra a; codl si ba: Mt krarono = il quarto, la quaria parts,
{a heinoneo = il quinto, la (uinia parte, iricent-gegdek-krinono = trecentosessanta-
cinquesima pavie, la diona franko=la mezza lira, la duona litro = il mezzo litro.

La lingna italiana non ha voei proprie, come la lingnn latina, per i distribu-
tivi & wi useno le perifrasi: ad uno ad uno, & due 8 due, ad uno per volta, ecc.;
& queste corrispondono in Esperanto voei proprie che si ottengone dai cardinali,
per mezzo del suffisse op o delle caratieristiche u ed ¢ secondo che si vuole 1'ag-
gettivo o Pavverbio: duspe =a due, kvinope — a cinque, mnltope = a molti. Cosi
pure gli avverbi nnmerali che nelia lingna latina hanno una ferrun proprin, e che
81 Tormano in italinno col sostupiantive rolta, in Troucese con fulg, 11 tedaseo con
mal, in lingun spagnola con vuslta. si ottengono in Esperanto per mezzo della
vadicale foj = voltr: unufoje =nna volin, krarfme = quattro volie.

Furtumo siguificn frazione, che si indiea facendo precedere i1 nomere dolle
unitn frazionarie (nnmerators) al nome delln uniti stesan {(denominutore): tri kva-
rong) = tre quarti, krin trionoj = vingque terzi.

Di molti altri vocaboli la traduzione viesca facile sexuenido la norme semplici
delln grammatica esperantista; di altyi si potranno creare le voel corrispondenti,
per mezzo del principio seguito dal Dr Zamenhol nella scelia delle radici. Cosi,
e sl haono in un piano due assy perpendicolari XX & Y'Y ¢clhe si incontrino in O,
81 8 che i punti di OX rappresentano i numeri reali positivi, guelli di OX’i nu-
meri reali pegalivi; quelli di OY e di OY rispettivamente gli imaginari puri
positivi e negativi, ed i numeri complessi tutti i rimanenti punti del pinno. Ors,
seguendo il convetio esposto dal sig, Bardellé (*), di adottare nella nuova lingua
denominazioni che rispondano maggiormente alla realth delle cose, si possono

(*) Ofr. BavomeLrs, * L' Esporanlo el les mathématiciens .. (L' inseiyuenant wmalhfatigue, Paris,
1901, pag, 444-5.) '
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creave gnesle denominazioni: numeri reali Positivi =nameri orizzontali erescunti —
nombroj horizontala; altignantaj; numeri real; uegativi = numer1 orizzontali decre-
scenti = nombro; horizontalaj falantaj; numeri imaginayi pusitivi = numseri ver-
ticall crescenti = nombroj vertikeala) altigantof; numeri imaginayi negativi = numeri
vertieall decrescenti =nombroj vertikalaj falantaj; numeri complessi = numeri obli-
qui = nowbroj oblikra;; maggiore = > — & pia grande che = Stperas; minoyre =
< = & pill piccolo che = inferus.

Al matematici esperantisti specialmente spstia di completare In traduzione dei
vocaboli oggi in uso nei varvii rami delle matematiche; o mi limito & presentare
il breve saggio che sezue, nelin sperAnza che tanti altri. di ms piit valenti, vo-
gliano portarvi il contributo autorevole del loro sapere, della foro energia,

Parte generale.

assiomn, aksiomo
assurdo, absurdo (n)

. absurda {ag)
caratievistion, karnkferiza
crratlerizzare, karnkterizi
condizione, kondico
costunte, konstania
dedurre, deduki
deduzione, deduke
delinire, defiui
definizione, definn
dimostrare, demontyri
dimostrazione, demontreco
elemento, elementn
avidente, evidenta
evidenza, evidenteco
essere sufliciente. sufici
fondamento, fundamento
generale, generala (ag.)
indipendente, maldependanta (Rg.)

ipoles), lipolezo
legge, lego

lemma, lemmo
Necessario, necesn
negare, nejesi
nesazione, nejeseco
osservare, rimarki
osservazione, rimarko
postulale, postaiato
ricercn, serco, sercado
scienza, ssienco
simbolo, simbola
sufficiente, sufiéa
suppoire, suspekti
tesi, konkludo
teoremn, teoremo
leoria, teorio

teorico, teoria
variabile, malkonstanls

Aritwmetien,

abbreviazione,
addendo. samnt

mallargizo
0

addizionare, somi
nddizione, sumado
altezza, alto alteco
allernare, alterui
HITO, JArn

Apparente, sajna
applicazivne, wlmeto
approssimuto, proksimata
'3, aro

aritmetica, sritmeiiko
calcolabile, kalkulebla
caleolare, kalkuli
caleolo, kalkulado
capacite, kapahleko
centi, eenti

clinle, kilo

eifra, ciforo
cullezione, kolekto
cumune, komuna

consegnenza, sekvo
contare, kunkalkali

cubo, kuabo

leca, deka

deci, degi

iliffevanzn, diferencio
divetla, divekin
disugnaslianza, malegaleco
dlvidendo, dividato
dividere, dividi

divisibile, dividahla
divisione, dividado
divisore, dividanto
esattezzn, Eusteco

esaito, gusts

esempio, ekzemplo
BSPYEsEIoNne, esprimo
estrurre la radice, radikigi (?)
eltara, hektaro

etto, hekto

fondamentale, fundamenta
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frazione, partumo
ETAMmMo, gramo
grandezzys, grandeco
gtuppo, grupo

illimilato, senlima
mnalzave a potenza, potencigi
infinitih, muliego
insolubile, nesolvebla
interesse, procento
Hiversn, reciprokn
larghezza, lavgo largeco
limilato, lima

limite, limo '

lira, frageo

litro, litro

logaritmo, (?)

lueghezza, longo, longeco
mageziore, plimulia
massimo, maksimam
medio, meza

mess, mouato

metrico, mulra

metro, metro

meire cubo, metro kuba
melro quadralo, metro kvadrata
milli, mili

mirimo, minimam
minors, malplimulta
winnsnde, (7)

minuke, minato

miria, miria

miscuglio, miksajo
misura, mezuro

misurare, mezuri
moltipiieando, mulbigato
moltiplicare, multig
moltiplicatore, mulliganto
moltiplicazione, multigado
mulliplo, dividebla

non divisibile, nedividebla
non muoluiplo, nedividella
numerazione, nombrado
numerale, noembra
numero, nombro

numere impari, neparnombro
numero pari, parnombro
OpeTAZIONe, OpPBeracio

ora. horo

ardine, ordo

periodico, pererioda
periodo, penodo
penicdicita, periodeco
pesa, pezao

potenza, potenco

primo, nnupbln

problema, problemo
prodolte, predukiajo
prefondita, profundo, profundeco
propurzione, proporcio
proporzivunle, proporeia
proporzionalita, proporcieco
proprietd, propreco

prova, prove

quadrato, kvadratoe
quiantitk, kvanto

quintale, venikilo

(o to, ?

reciproce, reciproka
riddienls, radikparto
ratice, radiko

radice cabica, radiko cuba
radice guadreta, radico kvadrata
rappeate, rilulo

vegoin, rexulo

restu. restp

risulyere, solvi
risuluzione. solvo
risnltato, rezaltato
sconlo, ()

secutido, sekundo
semplice, simpla
semplificare, plisimpligi
sistemn, sistemo

sociale, socieln

sociefa, socielo

solnbile, solvebla
soluzione, solvo

somma, sSumo
sottomuitiplo, subdividebla
soltraendo, deprenato
sottrarre, depreni
sotbrnzione, deprenado
sfa &, rilatas

stare in rapperto, rilati
superficie, suprajo

tempo, {empo

tonnellata, milkilo
totalita, toteco
trasformare, aliformigi
trastormazione, aiiformigo
vgungiinnze, sgaleco
nguagliare, vealigi
ngnale, egaly

nnitk. unuo -

valore, valoro

volume, amplekso

viioto, senanhava

zero, nnlo

(eometria elementare.

altezzn, alteco

angolo, angule

angolo acuto, angulo akra
angolo adiacente, angnlo apuda

angolo alterno, angulo alterna

angolo complementare, angulo komple-

meanta

angolo consecutivo, angulo imtersekva
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angolo corrispondenta, angulo kore-
spondantg
#ugolo interno, angule interng
#ngolo oltusy, angulo oktnsa (2)
angolo piatto, platangulo
angolo raflp, angulo rekty
angalo supplementare, angulo subpla.
menla
arco. arko
astmmetyigo, nesimelria
baricenlrien, barocentry
bavicentry, harocentre
bisesars. mezesekei
biseflrice, mezesekonnta
tentro, cenlro
cerchio, Toudo
cilindro, eilindro
circocentro, tirkaiicentro
circocerchio, eirkaiivondo
clreoseritio, Cirkaisckribata
circoserivoye, cirkaitskrihi
concentrico, koncentra
coineidente, koincidania
coincidere, koincidi
tongiungere, kunigi
Congiunzione, krmego
coniea, konusa
cone, Konuan
contatto, kontscto
corda, Snuro
corona, krono
tostroire, konsirai
costruzione, konstruo
curvalura, knrbeco
dingonsle, diagonalo
diametro, dinmetyro
distnnza, interspaop
dualith, dueco
=llisse, elipso
mualore, skyvatoro
quivalente, ekvivalanta
quivalenza, ekvivaleyisco
'8agonon, sssangulo
stremo, ekstremo
Xcentrv, egksceantro
xcerchio, eksrondo
Aseio, fasko
loco, fokuso
gura, figurajo
gometria, geometriy
*ometrico, geomebrin
centro, engentro
cerchio, enrondo
clinazione, klino, klineeo
seritto, enskribata
serivere, enskribi
wbole, hiperbolo
stenusn, hipolenuzo
0, Intuso (9)

linea, linig

linea eurva, linio kurha

linea paralleln, linio parnlstn

lines Perpendicolare, jinio perpendiloy-

lineq obliqua, linie oblikva

linea onizzonlale, linin horizonta]a

[ner vetta, linig rekta

linea verticale, linie verlikalp

mediann, mezalinio

mediocerchio, mezarondo

medioseriflo, mazeskribata

medfnsurjvere, mezeskribj

meridiano, meridianc

Origine, deveno,

Pariahola, parabelo

pavallelepipedo, Paralelopiedo

paralleiismg, paraleiizme

pﬂrullelngmmnm. parnlelosramn

Pentagono, kvinangylg

pPerimegro, Perimetrn

plano, plato

Plede, piedo

piramide, pivamide

planimotria, platemel rio

polare, polasy

poligonp, mul&nguip

pele, poluso

Prisma, prigsme

punto, punkte

punto di megzo, mezapnnk o

qundrangoelp, kEvarangnle

quadrato, kvadralo

rngzio, radio

rettangole, raktnngn]u

robtificazions, rekiizo

retiificare, rekligi

votazione, ruladn

secante, sekennta

siminetrig, simetrio

ﬁfmmetriuu, simetrin

slera, sfero

simile, simila

similitadine, simileeq

Spazie, spaco

stereometria, steroometriy

superficie, siprajo

superficie pinng, Elain suprajo

Suporficie curva, kurbn suprajo

langente, kontaktarekto

trasformare. aitformigi

trnsfurnmaiﬂne, aliformige
Pezio, trapezo

frasversale, laiilarga

triangolo, brianguio

nnlone, hunigo

nnire, frunigi

vertive, vorfo
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Matematiche snperiori,

algebra, alzebro imaginaria, malveala
algebrico, algebia includers, inteni

armonico, harmonia incluso, malknza
anarmonico, neharmonia itegrale, infegralo

classe, klaso irrazionale, malracia
equazione, egalajo leltera (alfab.), litero
esoludore, eksteni negative, malpozitiva
eseluso, kuzn positive, pozitiva

facolta, fakuliato razionale, racin

formula, formulo reale, roala

formulario, formulare serie, sario

funzione, funkeio Successione, sekvantarns
grado, grado brigonometria, trigonometrio
identico, identn trigonometrico, trizonomerria.
wdentith, 1dentaco

L. CenzamL

DELLE CONGRUENZE BINOMIE
RISPETTO Al NUMERI PRIMI DELLA FORMA 2% - 1
ESSENDO ¢ UN NUMERO PRIMO

Sulla risoluzione della congruenza binomia rispetto a un numero
primo della forma 2 -} 1, 44— 1, ¢ essendo un numero primo, trattd
gia il prof. R. Alagna nei Rendiconti del Ciyeolo matematico di Palermo.(¥)
Nel caso generale di un modulo della forma 2%g -1 (m > 0, ¢ primo
e dispari, I'unitd non esclusa) le radici di una congruoenza binomia
possono ottenersi in una maniera notevole, onde non crediamo inu-
tile trattarne qui brevemente.

Incomineeremo con alcune osservazioni sul numeri della forma
2%g+1, e col dare le condizioni necessarie e sufficienti porchd un
oumero di tal forma sia primo.

L. I numeri primi della forma 20+ 1. ammetiono coms radiee pri-
mitiva 4l numero 2, 0 — 2, secondo che q ¢=10=—1 (mod. 4).

I wumeri primi della forma 4441 hanno la radice primitiva 2.

I numeri primi della forma 2041 ammettono come radici primitive
¢ numeri 3,5, 6, 10,

1 numeri della forma 29%q—+1, econm>1 ¢

P _1q
q = 3m+i

hinno la radice primitiva S.

(*) T. XUl (1586) pp. 09-128,
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Questi feoremi sop noti, s1 veda p. es. 1a Teoria delle congruenze
del Tchebyeheff (trad. Massarini) e la Théorie des Nombres del Cahen,

Il Wertheim ha pubblicato a varie riprese delle tavale delle piit
piceole radici primitive dej numeri primi della forma 2% -+ 1, che
non superano 10000 .

WERTREIN, —  Primitine Wurzeln der Primzahlen 2ng -1, Bei
welchen =1, oder vleich éiner wungeraden Primzall ist. (Zeitsehrift f.
math, i, natur. Unterricht. 25, 1894; pp. 81-97).

Tabelle der kleinsten primitiven Wurzeln o alley ungevaden Prim-
zakien p unter 3000 ( Acta Math. 1. 17, pp. 315-320).

Frimitive Wurzeln day Primezahlen von dey Forn 27t -1, in welcher
G=1, oder eine ungerade Primzahl ist, Tabelle ey keinsten primiti-
ven Wurzeln g aller Primzahlen p zwischen 3000 wnd 10000. ( Acta Math.
t. 20, 1896, pp. 143-157).

Berichtigungen zur Tabelle der kieinsten primitiven Wurzeln unter 20000
(Aeta Math. t, 22, 1898).

Come consesuenza di un teorema, segnalato dal Lucas gl con-
gresso di Clérmont-Ferrand (1876) dell’ Association Tranceise, si pogsono
dimostrare i seguenti teoremi, quasi tutti emuncinti dal Lucas stesso.

Condizione necessarin sufficiente perché un numero della forma 2q+1
sie primo, & che divida il Rumero 2"+ 1, 3¢ q=1 (mod. 4) ¢ il numerp
2'—1 s¢ q=—1 (mod. 4).

Condizione necessaria o sujficiente porche il numero 4q 1 sia primo.
¢ che divida wno dei due numeri

-1 g1

e —

P+2% L1, ;g

Condizione necessaria o sufficiente perehé il nwmero 2241 sia primo
e che divida il numero 3?"’"—"'4- 1

Questo teorema & state enunciafo dal Lueas nella prefazione alla
sud “ Theorie des Nombres » MA Vi & Incorso un errore d; stampa.,

I teorema fy dimostrato dal Proth nella Nowveile Corréspondence
de Mathéinatique, o ultimamente dall’y urvitz nell’ Intermédinire des M-
thématiciens,

oe alla base 3 si sostitnisce 115 e 110, i teoremi che s1 offengono
sl devono al Pipmy (Comptes Rendus, 1877, 90 sem. png, 320),

Noi aggiungiamo il segnente altro teorema-

Condizione necessaria e sufficiente perche un numero della forma 2"q—+1

» ggm—:!__ 1

Si& primo, essendo m > 1 & q primo e > Dt
mero 35T lq |

C' mtratterremo « lungo su questo argomento o st altri analoghi
I una prossima memoria sull'applicazione dol teorems di Fermat
alla ricerca dei grandi numer: primi.

2. Sia @ mna radice primitiva del numero primo p=—2mg 1 1,

. & che divida il nu-
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All'esponente 2" (r=10,1,2....,2") appartengono i.numeri

ﬂEm _IPES‘.';- " :l"al ﬂra: .- ey ﬂrﬂrul - (1)
All'esponente 27g(r=10,1, 2, ...,2%) appartengono i numeri
- ; l-. 1,
=R 2% B B Y-, (2)

ove # & un numero inferiore a 27 e primo con 2'p, cioé un numero
dispari non divisibile per ¢.
3. Cid posto & chimro che e radici della congruenza

x* =1 (mod. p) (3)
sono 1 minimi resti del numeri

y bl
;I:r! ﬂ!:! ﬂ'r ) * & ay urgr-

Di questi, quelli cogli esponenti dispari danmo le radici della con-
gruenza 22 = —1 (mod. p,, € quelli con esponenti pari danno le
radici della congruenza 2% =1 (mod. p). Quali radici appartengono
all’esponente 2* (s < #)? Si rispondera subito a questa domanda se si
esprimono le potenze di «; per le potenze della radice primitiva @
di p, mostrando come le radici della (3) possano oftenersi combinando,
in totti 1 modi possibili, » radici opportnnamente scelte della data.

Poiehé il numero @ appartiene all'esponente 2™g, la potenza a®™ %
appartiene all’esponente 2*. Poniamo

=« " (mod. p).
Le radici della congruenza data sono, oltre 1unita, i

(1) (&) + ()=

minimi resti dei numeri

{P"I [ig = = v Fhiy )”'

essendo 4, , 7....% una combinazione qualunque a £ a 4 dei numeri
1, 2, ... r, e k prendendo tutti i valori da 1 a ».
Infatti s1 ha

(Biy By oo [, )70 = (@@ 20l 2 by (g )or—iy par—ipy o=y —q
(mod. »)

Inoltre perche due numeri (i fi... [ )" e (B M. .. tn )" signo
congrui rispetto a » occorre che gli esponenti

—h -0~ - | - 2m=ly | Ro—fy | Om—jy L 4 2m—j,
slano congrui rispetto a 2", e quindi 1 numeri
2ty Db | Oty SRl 4 ory,
congrul rispetto a 2. Kssendo perd
2h 24 42 <2 gr2 &=
=2rk (2~ g2 L 19 1) =2 i@ <2r—1
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1 detti due nomerl, se fossero congrui (mod, 29, dovrebbero anche
éssere egnali. Questa eguaglianza perd nop puo aver lnogo, poiché
ognuna delle 2r 1 combinazioni g 7 ahk(k=12. .7) del numeri
1. 2...» fornisce la rappresentazione nel sistems binario di un numerg
inferiore a 27, ¢ viceversa un numero mferiore g 9 pio sempre e
in nn sol modo rappresentarsi nel sistema binario. Dunque i numerj

(}li, Py iy iy )q
e I'mita sono tutte e soluzioni della tongruenza (3).
Ora & chiaro che upa soluzione (p, Hir... M) appartiena all’espo-
nente 2 se s i pit alto indiee che In essq ligura, e percid tntte le

soluzioni della ctongruenza date appartenenti all'esponente 2 gong
fornite dai 2 yumers

Fispe...peg,
4. Le radici della congruenza
r4 =] (mod. p) (4)
sono (n. 2) i minimi pest; dei numer;
i?*n :n : [3'2:.1
0 anche i minimi resti del numer;
Mo Py iy .o, puy, (5)

essendo po=a™ (mod. ) ed 4 percorrendo il sistema dei numer;
0,1,2,...,0—1 Per ogni combinazione g 7 8k (k=o, 1, 2y eney?)
dei numeri 1, gy ..., 7 Infatti

(Po® pty, pis, . . . s, )24 = gl2=h-pom—i, Oy ot =1 (mod. p),

Inoltre se due numeri (5) fozsero congrmt (mod. p) ayrebhe lnogo
Ia congruenza

2Ph-2m—1, 4 o -i:—l—...—f—‘;‘m**n_:_:?mﬁ.’—f-ﬁm—'i:—f—Eﬂ’*ia-}—,..—}-ﬂm-in (mod. 2=)
¢ ne seguirebbe dapprima Ieguaglianza
am—h gl Lmyouy +2m—ty L gy
poi h=J},
Dungue i numeri (9) sono tuti incongrui (mod. ?) e perd fornij-
scono tutbe le radici della congruenza (4),

Le soluzioni appartenent; all’espwnente 2"q somo 1 20— (g—1) nu-
meri |

Ha™ e oy oy o, ,
essendo s, s,,...s. una qualungue combinazione dei numeri 1,2, . s—1
¢ percorrendo A il sistema de numeri 1, 2 7—1

9. Per la possibiliti della eongruenza
=N (mod. ») (6)
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€ necessario e sufficiente che sia
N =1 (mod. p),

ciod (n. 4)
N= ﬁi—r '
esgendo p un numero < Zm—r , & perd anche
N = a¥e.

Dunque a2 & una soluzione dellg congruenza data, Posto
a® =& (mod. p),

¢ evidente che tutte le soluzioni della congruenza sono fornire dai

numeri
"E (Ilfi l-'-lup"n oo« iy ],l']

essendo py, pi, ... p, una combinazione qualonque a & a % (k=) L2...7)

del numeri TN TT I T
6. Analogamente perche la congruenza,

2*=N (mod. p) (N
sia possibile oceorre e basta che sin soddisfatla la condizione
N =1 (mod. p).
Se cid avviene, sari (n. 3)
N=om ,=a%% (mod. p)
© perd n=a" & una soluzione della congruenza (7). E allora tutte le
soluzioni snno date dai pumeri
o' iy Py o oo iy
per tutii 1 valori di 2 da 0 a ¢—1 e per tutte le combinazion; degli
indiei 1, 2, ... 4
7. Consideriamo ora in generale la congruenza
=N (mod. 2»g + 1),

Perché sia possibile, occorre e basta che sia

Ilr_tl:_[!
N®=1 (mod. 2 1),

essendo o il massimo comup divisore di » e 2wg.
Sara w=2r 0 27 g se Ia condizione precedente d soddisfatta, 1a

congruenza si ridurra rispettivamente alle due altre, risolute nei n, 5,6,
F'=N7,  *a=Nv (mod. P)

dove ¢ e ¥ sono determinati dalle congruenze .

7

g

8. 11 prof. Alagna nel citato lavoro, dimostra che se 49— 1 2 un
numere primo, si ha
¢"—1=0 (mod. 4¢4-1).

rg- ?—1=0 (mod. am-rg) a1 =0 (mod. 2u-n),
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Il teorema fu proposto dal sig. Bikmore nel periodico inglese
The Educational Times (1896). In quali casi ha luogo la congruonza,
¢"—1=0 (mod. 2#g--1)2

Si risponde subito a questa domanda non appena si sappia a quale

esponente appartenga il namero 2, rispetto al numero primo 27g—-1,

Poiché
2"=—1 (mod. 2mg -} 1)

(2"g'=—1) (mod. 2mg—+ 1)
e perd, perché sia
'=1 (mod. 2"+ 1)

¢ necessario e basta che si abbia
2"=—1 (mod. 2" —-1). (8)

Da cid segue, che Fesponente eni appartiene il numero 2. deve
essere parl. Se questo esponente & 2or (w=1, o g), sarh

2= _1 (mod. 2mg 1 1)

m==2—1M
essendo M un uumero dispari.
Perché dunque, abbia luogo la CORGruenzi

g'=1 (mod. 2ng -+ 1) (9)
& necessario ¢ sufficiente che I parita del gaussiano i 2 rispetto a 2™g-1-|
sie doppia della parita di m.
Per m=1, m=2 si doducono allora subito le due proposizioni:
L Se q & un numero primo =1 (mod. 4) e 2q -1 2 primo, si ha
sempre

g1 ha

quindi

¢'=1 (mod. 2¢ 1)
e 8¢ q=—1 (mod. 4) si ha Sempre
¢"=—1 (mod. 2¢-}-1)
Se 49--1 ¢ primo s ha sempre

¢"=1 (mod. 49 1).
M. Crronva,

RISOLCZIONT DELLE QUISTION 63 & 636

G35. 1 lwogo geometrico dei punti d'incontro delle coppie di trasversali i
un triangolo isoscele, che, poriendo dagli estremi della base stuceans e zegments
egunli, {"uno a pertive dalla bose, Paltro n partive dal vertics, & il sistema di una
eilisse ed nwne iperbole : caleolayme 9ei assi e dire in gual cuso Vellisse si riduce a

eerchio e Uiperbole diviens equilatera,
(raLvweer,
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Risaluziona del prol. Cardeso-Laynes di Susa.

Assumendo per assi coordinati la retta & cni appartiene la base CA del trinn.
golo isoseele (apse z) o quella cui appartiens I"aliezza BH, relativa alla bass

o, —
(asse y) ® posto che HA o HB sieno le direzioni positive, se Q,, Qs son punti-della
retta BA e Py, P; della retis BC, tali che sia

(By) = (BQy) = (CP,) — (CPs) = g
Si ha, ponendo EI—-——H, HB ==}

] I F [

dove, per semplicita, si & posto ¢ =V g% 4 3%,
Essendo A=(a,0), C=(—q, 0) si hanno per le retfe AP, (APs) @ 0Q, (CQ.)
la equazioni:
Tom(—bxr+ ay + aby = 2acy
T bz ay -+ ob) = e (bx — gy ab),

dalle guali, eliminando m, ed accoppiando i segni nei due modi possibili, si hanno
le equazioni, che rappresentano il Inogo cercato:

5'z® + Saty? - 2a%by — a®? =)
b2yt dabry — a’y® — 2a%y — at= ),

Pereid il luogo considerato si compone di una ellisse e di ana iperbole; qnella
31 viduce ad un eircolo se & b — 4 V3 (cioé se # triangolo datp ¢ eqilaters), questa
8i riduce ad nna jperbole equilatera se & b = a (civé ge i Iriangolo dato é isoscele
rettangolo).

Altra risoluzione del sig. Barisien,

6G36. L'invilupgo dei cerchi deserin stille corde di una conica O ohe R
sano (prolungate, se il punto @ eslerne) per nno stesso punto VP come diameiri, 8
UNa quartica bicircolaye ge (0 hiq centro; & una enbica circolare ge (® 3 parabola,
Se I’ 2 sopra (1 I inviluppo & vazionale (teoremn noto). Se C® ¢ cerchio, U invi-
ippo & generale un ovale @i Cariesio. Eswminare i pnsi pavticolari nel guali P

& all'infinito oppure € P centro oi Q.
Lerant,
Risoluzione del prol. Cardoso-Laynes di Susa.
L Prendendo per origine delle coordinale ortogonali il punte P e lascianio
indeterminala la direzione degli assi, sieno rispettivamenta

Plz, ¥) = my 2* 4 20,0 Y 5 s " + 2013 2 + 23y - a3y — 0, (1)
V= m (2)

I'equazione di 0@ o quella di una rettn del fascio di centro P.
Le enordinate daj punti My ={m,¢;) ed Ms= (22, 1) d'incontro delle (1) (2)
sono date dalle formule

; (—a | 2% — ag B);

Yi = mxy ; e — My,

)y Iy —
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dove, per semplicita, & stato posto

q = Ny —I— Mgy ﬁ — 1y -'— Eﬂmm + @asm . {HJ
Il punto medio M, del segmanto MiM; ha per coordinate
| o | o
:I'u-=7_.,—(-'F]+I:]=——E—; yn=-€,—[y:+zm}=—%
ed inolire &

MM:" = (21 — 20)® - (g — yo)? = Z'" (1 — o)t = = (1 + m*)(at — ay ),

lJ

& quindi il circolo avente per diametro M; M. & rappresentato dalla equazione

: u 2
(I 4 _E) 4 (H+ [;c—l) — }TI:'“ . mt]f:ﬂ— faz 4 )

clog

Plz* 4+ 9%) + 22 (2 + my) -+ ag (14+m?)=1
6, tenendo conto delle (3):

fl, y, m0) = w* {a (22 4+ 4%) + Z02s y + ass) +
+ 2m {nﬂ (" + y*) + oga g y} + G (2 y?) + 2ayse -+ 033 = 0, (4)
Poiche si ha
of

T Zan {"ﬂf-"' + v + dagy -} ﬂsn} -+ 2 {uu (2% 4 4% L qosr - "!B.'!} =0,

dalla equazione

Qs (2)
8l hg
— le![I!'iLyE] +ﬂ'512‘-'+ﬂ1:y
Rae(Z* 4 ¥*) + 2utes Y -+ nag
e quindi I'inviluppo richiasto, che s
rappresentato dalla equaziona

otfiene eliminando wm fra la (4), (5), sara

{ﬂu [.I"'" -I— yaj —]— Bﬂ'u e o —|— ﬂ'u} {Hg: {:I.‘E + _i'jgl —|— Eﬂﬁ:y + ﬂ'.'IH.} —

= {FI]'I ['II + y'ﬂ] + {23 X —I— ﬂ‘uy};z D,

clot, indicando con A,, lelemento reciproco di R

nel diseriminante della (1):

1'1!! l::'.. + 5"2}: —-—3 firﬂ + !)‘E} (Ali:ﬂ + Aag )+ {A“ -} 2y Maa) £ =

2013 azay + (Asy + tnstrss) ¥' + Baysagar + Ziattssy -} %3 =0, (6)
2. 8 &
ﬂa: —_— D,
cing se O & ypp parabola, Is (81 diviene

b
2 (x* 4+ o (A + Any) + (A + aysyz) 2 -+ 2anassry +
o (Age 4+ agaaes)y® -+ 20450502 + 2agaazay + a%p =0

che rappresenta un cubica circolare, e se P & sulla (X
sl niduce alla seguente:

(7)
, ClOE B & ags =0, la (7)

20?4 y*) (Aszz + Any) — (anz — ayay)* = 0 (8)

che rappresenta ma cubica cireolave cuspidale ¢ quindi razionele.
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In particolare se P & {j vertice della C®, giod so la (1), rappresentando nna
parabols rifsrita all’asse principale (x) ad alla tangente al vertice (y), diviems
¥*=2, la (8), trascurando

un faliore costante. prends la forma
2+ + £ =0

che rappresenta una Céssoide @i Dipgle,

3. Supponendo inyece

Agy g 0,

ciod supponendo che O sin UD2 conica a centro, la () rappresenta, in gonerale,
DB guariica bicircolars.

S8 0% passa per P, ciod se & pg =, la (B) diviene

Asala 4 93— 9(2* 4 ¥ ) Anx + Aszy)

che rappresents una quartica
di regresse

— (@132 — auag)? = ().

bicircolare con nna cuspide in P ed ha per tangentie

2z — di3y = 0.
Tale quartica, navendo tre

punti doppi (P ed i doe punti ciclici del piano) per
nna nofa formola dj Plicker,

mdicando con p il geners della curva, si ha
= . 5 - 8=

—

ciod ln curva & razionale.

4. So C9 3 44n cireolo ciog g 3

ﬂu::nﬂ—'-——l; ﬂﬂ=ﬁ,
la (6) diviene

(2% + y%)* 4 2a* 4 ) aysa 4 Gezl) + (2000 — 232 2* L 24,5 10 xy+ (D)

T {2a0s — ﬂtll} y’ -}- 3::1: gy T = Zasy @33y -1~ G o = 0
cthe pud seriversi anche

I=* + y* + agaz T Qyay 4 a5y —
T (8% -+ 0%n) [132 + assp + (a5 —
¢ questn, essendo delln forma |

Y2 (a%s 4+ a; )|®

'f-i [!l:l.'l + ﬂ=ﬂ!” =)

Ifs (=, V4K £ (= W) =0
dove f, (=, vl indica una funzione di

evidentemente dj IAappresentare un o

grado n in = ¢ ¥y e Ik & una costante, mostra
In particolare se & gy =)

vele coartesianog,

» Liod 58 P & sul eireolo C9, la (B) diviens

e i e + ¥ a4 @zay) — (p23x — dyagy)* =)

[a guale rappresenta una eardioide,
Cid resta ancor pity evidents prendendo per asse delle ,

lasciata indelerminata, Ia tangents di re

¢as0 la precedente diviene

Ia eui direzione fu
gresso, cioé supponendo aes — 0, nal qual

(* + 4% + g0 (y* + 2% — a’iyyt =1

che & Vequazione normale di una cardioide, coineolde del circolo

=*+y"+ Myyr = (),
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D. Se P 2 i eentro dolle civa C® i gerchi son tutti concetrici e pereid non
81 ha inviluppo reale.

G. S¢e P ¢ un fuoce della O la (1) diviena
(1 — &% o® -} y* — 2% — oWV —

dove ¢ e 3 rappresentano rispetlivaments 1'eccentricita e la distanza del fuoso
dalls corrispondente direttrice e quindi 1a (6) diviene:

u — %) 'I.’l_l_yﬂ}'l 4= 2B (2= _|_y:} + 3B 2 (e* — 2) i 2:“&':;'—25‘5% + e*9t— ()
che si scinde nalle dne equazioni:

(I X e)(2® + y¥) + etxr — 2222 — D,

le guali rappresentano nna coppia di cireal).
Nel caso perd in cui C® sia una parsbola si ha ¢—= 1 & percio nno dei circoli
81 riduee alla rettn

T -+p=0,
{diretirice della parabsla) & guwindi &i ha il
Teorewa. — I circoli che hanno per diametrs le corde pagsanti per il fuoco

di wna parabola sonao tangenti alla diretiriee.

% Considerando da ultimo il easo in cui sia P a distanza infinita, se & 9
rappresentata dalls (1) e vna qualungae delle retlo parallele del fascio P. ha per

eqnazione
Y=k, (10)

le coordinate dei punt) M, Me, d'incontro delle {1} {10) son date da

Xy, Ty = 1— [— (@ick + as3) + V— Asale® - Eﬁzak—‘ﬂﬂ] '

gy

=y =

Con un procedimento analogo a quelle usalo nel § 1 per il caso genorale, si
ha, per l'equazione del eirvolo di diametro M;M,

(:ﬂ 4 (k' - gy — Azs & 4 2Am bk — Ass .

v
i1y M3

)’+ (v —&)'=
cing

N, g )=k my + ase) + 20 s —ay )+ r1ag ) a1y (@* ¥ )+ 2maz—-ag=0
e poich® l'equazione

dis
3 — My ¥ —+ Aay

iy — gy
si hn per I'inviluppo cercatn l'equazione ;
I“(:ha-l-ﬂ’uH—Eﬂi1ﬂ:n:ry'l'ﬂuﬁﬂuy’—?a.’li&lr—ﬂuﬂta}—lr?ﬂ::ﬂﬂuy+ﬁl1+ﬂ11ﬂ33:ﬂ (I1)
cho si pud scrivere anche

b =

1P + AHI! —_— 2.{11:.1' + ;ﬂu —_ D.

La (11}, in generale, rappresentn upp conlean.

Altra risoluzione del sig. Barisien.
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QUISTIONI PROPOSTE

638. Dimostrare che in un triangolo sferico qualunque si ha

« 8enf cos(s— b)—sen ~ cos (s —¢)
el = ==t
l1— cosa--cos5— cosy

0,

dove con s s'intende il semiperimetro.

639. (*) Fra m persone delle quali =, parlano solo il francese, m,
solo I'inglese e Je altre tanto il francese yuanto 1'inglese se ne vogliono
scegliere # in modo che n, di gqueste parlino almeno il francese e le
altre almeno 1'inglese: in quante maniere si potrd fare la scelta?

_ (i. Pescr
640. Dimosirare che per —p <z <5 &
E € Wt i b—-2ex—V 05— 4”{') dac—b < 0
=08 ~-1 ‘ 1 - -l:ﬂ.t:l{r ( 4 2ep -V b* — dae 4 =
s G — 20 h—+ 2cx i e
el = prrl = ar i } — - 0
":”“_}—lﬁ 14{!{:—551]Ctnl4rr::—b: :
« 0O — 20 T
=1 i “f— 1 = b —l—EL‘I e o 0

dove p ¢, in valore assoluto, la piu piceola fra le radici —ay, —x3
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641. Dimostrare che, se s indicano c¢on dy, die. .. diy, tutti i divisori
del numere intero #, con %" il numero dei numeri primi con ¢ ed
inferiorl ad 4, e con o, una radice dia" —1=00(=1,2,...%), si ha:

7 (n—+1) 5

1] 1] G ) .

%) Quasio ssereizie di analisi combinntoria fu proposto nel Supplements of Periodice del de-
cvabrg senrso glooco 142); essendo muasto fuseloto lo riproponianio gul.
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Geuay. — Traité darvithmetique éémentaire. Ouvrage couronné par
I"'Académie royale de Belgique. Namur, Wesmael-Charlier, 1902

Nel fnge, 111, Anne XIIT, 1808, di questo periodice abbinmo parlato della 4% edi-
zono di questo obtimo libro. Solla &% edizione, viferiamo 1l giudizio dato dal chia-
rissimo prof. I'. Mansion, mentre la presentava all’Aceadenmin veale del Belgio,
(ved) Bnlletins, n, 6, juin, 1302),

I1 Trattato d'Aritmelica elementare del siz. abate Gelin, ha ottennto, alenni
anni or sonw, une dei Premi De Keyn eonierily dall’ Aecadamia, Tine dalla aua prima
ediziona (1881) guest’Avitmelics ern ln pih rigorosa e la pin chiara che fosse com-
pursn nal Belgio; poi, nella 22 ediz,, (1883) essa ern !a pilt completa, ¢, come mannale
pratico, In migliore che fusse pubblicata 1o francese, Nelle edizioni seguenti (1888,
1807} e in quella del 1902, che presentiamo oggi all'Aceademia, "Antore ha in-
trodotlo una quantiti di miglioramenti di deltazlio, tanto dal punto di vista scien-
fifico che dal punte di vista delle applicazioni; per esempio nella teoria dei numeri
primi e nelln asposizions del sistema matrico, Atinalmente & senza dubbio la sola
opera di guesto genere nella quale si possano trovare le veve definizioni di metro,
chilogrammo, litro, stero, adottate dal Comitato internuzionale dei pesi ‘¢ misure
nel 1889, e delle nolizie assolulamente precise sulle misure  monele anliche s
moderne, che & utile di conoscere ai nostri tempi, Forse non & prive d'inferesse
ricordare che il sig. Gelin & stato il primo (cosi almeno credizamo), che ha fatto
psservare come sollo |'anlico regime la divisione del pieds era decimale in due
terzi dal Baigio.

[l Trattate d'Aritmetien del sig. Gelin resta il migliore dal punte di vista del
fondo e della forms, e il pifi completo dal punto di vista delle applicazioni, che
gin stato pubhlicato nel Belgio. P, Maxswon.

NizwenerLowsgl, — Cours o Algebre & I'usage des éleves de la classe
de Malhémaliques speciales et des caudidats a 1' Ecole normale
superieure tha I'Ecole polythéenique. Paris, Colin, 1302. 2 vo-
lnomes, Hme édifaon.

L'ssaurimento di quattro edizioni dimostra con guale favore & accolta in Francia
quest’opera del prof. Niewenglowski, ispettore dell’Aceademin di Parigi, La nuova
edizione differisee dalls precedanti per 'ordine delle materie, per Paggiunta del
1Y capitolo ¢he contiene un riassunto semplice e chiaro della teoria puramente
analitica dei numeri positivi e negativi, e per la semplificazione d1 alcune dimoe-
strazioni.

Il contennto & assai pilt vasto di quanto possa far supporre il modesto titolo
di Corso d'Algebra. Infatfi 11 1" volume di 387 pag. diviso in 21 capitoli contiene
butla I'Algebra elemantare ad i complementi cioé analisi combinatoria, formuls del
binomio, limiti, determinanti, equazioni lineari. numerl complessi, serie, frazioni
continue, continnita delle fanzioni, fanziove esponenziale logaritmica, ece.

Il secondo volume di 488 pag. & diviso in 20 capitoli, | primi nove dei quali
contengono gl elementt di caleolo dlffar*n:i:mle e integrale, e gli 11 rimanenis |a
teorin delle equnzioni.

L'opera termina con itra nefe, la prima dalle quali eondiene nn essampin di

funzione continua senzn derivala [F (w) = = " coa na"z|, la seconda contiene la

]
dimosgtrazione del teoremp di D'Alembert pubblicain dal prof. Valecki nei * Comptes
Rendas , de "Acndémio des Sciences (19 marzo 1888}, la terza, scritta da Borel. &
[l ringsanto dei laveri del Borel stesso sulle seris convergzanti, ehe valsero all’aulors
il gran premio delle svienze matematiche sssegnato dall'Accademin delle Scienza.
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La sobrieth ¢ la chiarezza dell'esposizions, non disgiunis dal rigore del ragio-
namento, la modernith dei conceiti, I'nbbondanza di esercizi o di applicazioni su
fulti gli avgomenti esposti, rendono qnest’opers molto pregevole.

Maveiw, — Opinions et curiosités touchant la mathématique. 2me série.
Paris, . Naud. 1902,

Nel Tase. 1 auno XV di questo periodico abbinme fatto cenno dslla prima serie
di curivsiti relstive alla matematica raveolte dal sig. Maupin. Di guesta seconda
serie possiamo ripeters quanto fu detlo sulle prima.

Il libro non ha lo pretess di csseve un lavovo dolto, ma & semplicemente la
raceoltn di cose curiose capifate sotto gli ocebn di une stodioso di storin della
matematica nel consultare opere antiche ed anclie abbastanza moderne, e pud esser
Ietto econ pincere ed mteresse da chumgne.

Si compone di due parti, In primn delle guali, divisa in 19 capitoli, contiens
cose curiose estrafte da vari antori, cominciando da Gian Piero de Mesmes [(1557)
e terminando ad vn discorso sul caleolo delle probabilita fatte dal grande Arago
nel 1815 alla Camera dei Depntnti, n proposito dei giurati, discovso che persuase
poco, a gquanle sembra, i sool volleghi; e a due pretese risoluzioni dells quadratura
del cireolo (1X852 a ]R56).

La secondn perte & un rinssunto dell’'opera di Simone Stevin di Bruges, amico
e maesiro di Maurizio di Nassau confepenie 'aribmalica, 1 sei libvi d'glgebra di
Diofanto, In pratica aritmstica, le memovie del principe di Nassan sulla cosmo-
grafia, la prafics di geometria, 1z stafien e 'otlicn, ece.

Rouse Barr, — Breve compendio della storia delle inatematiche. Ver-
sione dall'Tnglese con note aggiunte e modificazioni dei dotbori
D. Gambioli e G. Puliti rivedula e corretta dal prof. G. Loria.
Vou. 1. Lo matematiche dall’'antichita al rinascimento. Bologna,

Zamchelli, 1903.

Quesfo libro del chiare reltore del Collegiv delle brinilis in Cumbridgs nel 1901
aveva gid avato la fortuna di giangere alla terza edizione inglese. Esgo, dice
I'autore nella prefazione alla 3* edizione, pud servire come intreduzione alle studio
di opere pti eslese di gueslo geners; ma lha principalmente lo scopo di dare
una brave e popelare notizia dei [atti pit importanti dells storia della matematica;
fatii che possono desidernre di conoscars nnche coloro che non banwe o la buona
volonta o il tempo di studiarli sistematicamente.

Per ie storin fino al 1758 I'antore dichiava di avere attinle principalmente alla
classics opers di M. Cantor, Forlesungen diber (Geschichie der Mathemutik. N

Mancando in Italia un compendio di storvia della matemalice, ¢i sembra ottima
I"ides dei professori Puliti e Uambioli di tradurre U'opera pregevolissima del Rouse
Ball, con opportune noie ed agwiunle.

La prima parle, che va dalle epoche pin remole fino & tullo il rinascimento,
& dovuia nl dott. Pulii, il quale La nggiunte alln fine del volume nna lunga nota
gulla scnola Pitagorica che € indubbinmente fra le pifh importauli dell’antichiti.

Lin secondn parts nen ancora pubblicata & opera del dotl. Gambioli,

E garnnzin della serieta ed importanza di guesto libro, 11 nome del pin anto-
revolo enltore degli studi sborico-malematici in Italin, il prof. G. Loria. che ha
condiavato 1 due tradutiori, comezegentdo le bozze di stampa

Vivasti, — Complementi di matemadica ad uso dei chimici e naturalisti.
Manuali Hoepli, N. 329-330.

Seno hen rari ormat | matematici che, restringendosi nella eerchia der propn
studi, non cercano di volgere l'ocehio corioso nel eampo delle altre scienze e delle
arti, 2ia pure da diletbanti, non volendo che i profani applichino il poco rispetioso
provero ¥ Pasrys mathematiens, purns asinug ,. Invece non solo | culvori delle
arti belle, ma anche i cultori delle nltre scienzo gunvdano con terrore o diffidenza
la matematics, come cosa noiosa, indigesta, che vagn nel campo delle nuvole.

Eppure Ia malematien ¢ In sola acionza che puo fare a meno (el sussidio delle
altre. che non bLa hisogno di altro laboratorio cho nn vervello umane ben costruito
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e ban equilibvato. Mentra tutte le altre scienze economiche, sociall, nainrall hanno
hisogno di ricorrere al sussidio dalla matematica; anzi non possono pretendere al
nomea i seienzi, se non quando dai feanomeni osserv ati si possano dedurre delle legzi
genevali esprimibili in numeri, L'antipatia, la diffidenza det pin contro la mate-
matica @ dovata privcipalmenie alla natora stessn della nostra scienza, che deve
svolzersi per mezzo di formnle o simboli, che agli occlid dei profant assumone un
curatters mislerioso come quello di una lingua ignote; ed ¢ per conssguenza di assas
difficile volgavizzazione; un po’ & dovuta all'indole e aile abitudin dei snoi enltori,
che mal 51 rassegnamo a fare uno sforzo per renderla pin popolave che sia possibile,

Mn il progresso delle seienze naturali ha cominciato a persnadere 1 cnltor: di
di quesfe, chi dalla nozione sia purs SOMIMATIA, dei metodi matematici possonn ri-
cavare un pofentissimo ausilio dii lore studi; e ¢id & state ufficialmente rvicono-
acinto dai nuoyl regolameanti Universitari, che impongono un corso eomplementare
di maetemntiche per i chimici

I1 prof. Giulio Vivanti che, percorrendo gli eventi, aveva fino dal 1900-01 fatto
un eovse Libevo per ¥ natnralisti dell’ Universita di Messina, ern meglio di ogni altro
nel caso di preparare un libro che contenesse in breve mols & nozioni fondamentah
di matemabiva saperiore, che possono essere ulili agli studenti di chimiea non solo,
ma nnche a tulti eoloro che si dedicano ad unn gualeiasi scienza applieata.

Il manuale da esso pubblicato ha dungne i} earatiere di un libro di volgarizza-
zione; si propone i condurre il lettore vapidamenle e col minimo sforzo possibile
allo conoscenza dei principali metod) matematicl, di far conoscere 1 risultati, omet-
tendo le dimestrazioni, quande sono Sroppo difficili, mostrando contemporineamente
esempi delle applicazion ¢he & possono Tare alle scienze pratiche. Oltenere tutto
cio senzn snerifivers interaments il rigore scientifico non & certe cosa facile. Ma
piire ci semlirn che Pegregio autore. se pure non 'ha raggiunto, si sin assal avvi-
cinito nllo s¢opo; quantiingae certa dimostrazioni debbano sembrare ancora fvoppe
senbrose @ certh convetti elevati debbono essere assimilati non senza difficoltn dalle
persons alle quali & principalmente destinato il libro.

lsa distribuizions delle malerie adottate & la seguente :

Parte 1. AusEBRra. — Analisi comhinatoria, pofienza d'nn binomio, determinanti,
equazioni lineari, serie. :

Parte 11, Geowsrria axariticA — 1° geometria del piano. Sistemi di cordinste,
punti & vette, coniche, nlive varve; 2° geometria dello spozio, coordinale & coseni
direttori, punti, relte & piani, guadriche curve nello spazio,

Parte 1[I, Carvporo 15PISTeRESIMALE. — Fungiomi, limiti eontinwiéda, derivate e
differenzinli. Serie di Taylor e di Mae-Lanrin. Applicazioni geometriche. Massimi
e mimunt. lntegrali, equazion differenzial,

Parte 1V, Cancoro pELLe pProsasiuiTa. — Definizioni & teorsmi generali. Ap-
plicazioni ni sinochi. Teoremi di Bernonilli. Legge dei grandi namerd ; applivazioni.
Teorin degli ervori. Metodo dei minimi guadrali.

Parre V. Msovaxrca

'ante VI TERMODINAMICA E MECCANTOA ©HINIOA.

Come sl vede da questo prospetto, di geometvin analitica @ posto guel tanto
che basta pecchi il lettore si familiarizzi coi metodi di rappresentazions delle fun-
zioni per mezzo di linee o superficie, ed @& dalo nn maggiore sviluppo al caleolo
infinifesimale che, come osserva ginstamente 1'A., & il metodo universale che
permette i porre in equazione qualungue preblema scientifico di earattere gnan-
titativo, o al caleolo delle probabilita il cni uso & cost frequente in tuble le appli-
eaziomi,

Questo estratio di cognizioni & precisamente cib che & necessario e sufiicienie
per i climieci, ece.? Solo 1 cultori delle scienze applicate polranno wispondere in
modo esanriente. A noi 2embra che in genernle la scella sin stala [atke con pon-
derazione ed nenme, tolta gnalche lieve®ccezione. Per esempio dubitiamo che la
teoria dei defermimanti polrebbe essere omessa,

EBRREATA-OORERIGE

&% morm dei miscintord della g. 6185 i agmionga guello del D Niesolal  n gqnofli della . 60L& 605
il sig Barisien,
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v ol Broi gukotorr axnfvijone: veog.

Al primi dello scorso aprile, veniva rapite alla famiglia e alla scienza @

giovane
Dott. ATTILIO CREPAS

che i lettori del Periodice di Matemmatica ¢ del Supplemento avevano avato occa-
sione di conoseere ed apprezaave, o che, psr 'acutezza dell"ingegnu. I'umore allo
studio della Matematica, alla quale si era dedicato. 'attiviti egrandissimn, dava
sicuro affidnmenio che avrebbs conguistato un posto notevole fra i matematic.

La falce inesorahile dells morio lo ha rapite troppo presto all’affetio della
famiglin e degli amici, troncando le speranze che si fundaveno ginstamente su lui:
& morto combattendo per Ia scienza, poich® 'ultima parte di un sue lavoro si
pabblicava nel precedente fascivolo di questo giornale, quande la sun spoglia mor-
tals veniva composta nella sua ullims dimora.

Ecco brevi notizie biografiche di Ini,

Attilio Crepas, nacque ad Adria (Rovigo) nel 1880, Percorse gli sludi classie]
al Uinnasio-Liceo Parini di Milano e gli studi di Matematica pura alla B, Uni-
versith di Pavia, ove si Jaured con pieni voti assoluti e con loile. lnsegni subibo
Matemalica all'lstituto Tirelli di Milano e fu pot nominate asaistenle di geometria
superiore all' Universitha di Pavin, assislente cioé dell illustys prof. Aschieri. Scrisse
i vari periodici, fra eni il Pitagora, || Peviodico di Matematica e il Stipplernenio.
All'Istitubo Lombarde di Scienze e Lettere, vennero lette e seguentt sue memorie:
Rietrche sui piani che secano ¢ loccano delle enrve ulgebriche in un fperspazio,
(estratto di una parie della dissertazione di laurea). Sulle coniche che secano e
toceano delle ewrve in un iperspazio. (1d.) Una terza memoriz, » stata letla e pub-
blicata dopo la morte di lni. | fonerali viuscirone degni del compianto giovane.
Al cimitero, fra gli aliri, disse nobili parols il prof, Berzolari dell’Atenco pavese.

La salma riposa nalla tomba di fammiglin a Verona,
i

1 10 maggio, a soli brentoft'annl, moriva 8 Bassano Vaneto il

Prof. Dott. G. B. MARANGONI

insegnante di malematica in quel Ginnasio pareggiato, da lunghi anni ahbonaio
wl Periodivo o socio di Mathesis, Dotato di forte ingegno, di vasta cultnra, eritico
acutissimo di seritki seientifico-didatbici, ern anche nppassionnto e valente cultore
dalla musica, nveva un'anima o' arlisha. Quantunque nella vita privata di earp-
tore mite, fu pubblivista battagliero; entrato nelle lotte citiadine della sua citta
di adozione, molte amarezze ne trasse, & (neste forse lo condussero nlla tomba. .
Kd & morto nol fior degii anni, povero infelice, quando agli altri pia sorride
la vifa, quella vita che mai volle sorriders a Iui! Nel pensare al povero morto
mi sovviene del grande e sventurato poeta di Comsalvo e della (iinesira ., ., ,

(}. Carposo-LAywEs.

Giono Lazzert — Direttore-responsabile
Finl d! stawpare U 10 glwrno 1008,




