CONFRIBUTO ALLA  GEONETRIA RECENTE DEL TRTRARDRD .

In segmito ad un accurato studio della pregevole opera del Thiry
dal titolo Applications remarquables du théoréme de Stacart et Théorie
du barycentre, m1 venne I’idea di tentare se si potesse costrnire per
il tetraedro una geometria analoga alla recente geometria del trian-
golo. Veduto che il metodo da me segnito si prestava allo scopo,
ho tratte aleune consegnenze che credo opportuno esporre ai letior
del Periodico. Tengo perd a dichiarare che pubblicando la presente
Nota, non intendo di presentare un vero e proprio lavoro; ho cer-
cato piti che altro di invogliare qualche studioso a fissare la propria
attenzione su questo argomento, che a me sembra fecondo di nnovi
e 1mportanti risultafi.

[. Sia dato un tetraedro A A AA,: indicheremo con a, l'area
della facaa opposta al vertice A, e con (aa,) la misura del diedro
compreso dalle facce le cul aree sono a, e a,.

Porremo a fondamento di questa nota il

TeorEMa 1°. — Una faccia di un tetraedro é uguale alia somma
dei prodotti delle altre tre per i coseni degli angoli che esse formano
con la prima.

Omettiamo la dimostrazione essendo semplicissima. Applicando
questo teorema a eiascuna delle guattro facee del tetraedro otteniamo

un primo grappe di formule :

, = a, cos (@,a,) 4+ a,cos (a.a,) + a, cos (a,a,)
i, = @, cos (a.a,) + a, cos (a,a,) -+ a, cos (a,a,)
(i, = d, cos (2,a,) -+ «, cos («,a,) -+ a, cos (a.a,)
a, = a, cos (a,a,) + a, cos (a,a,) + a, cos (qa,).

(L)

Moltiplicando queste rispe"tt.ivamentn per a,, a., —d, €6 —a,
e sommando, scamblando pol eircolarmente gli indiel, abblamo nn
secondo gruppo di formule:

a; + a; — 2a,a, cos (a,a,) = a: -+ ai — 2a,a, cos (a,a,)
(1) |ai 4+ af — 2a,a, cos (a.q,) = @} + a? — 2a,a, cos (a.a,)
a; + a; — 2a,a, cos (a,4,) = ai -+ a? — 2a.a, cos (a.a,),

e quindi 1l corrispondente
TrorEMA 2°. — In un tetraedro la somma dei quadrati di due
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209 PERIODICO DI MATEMATICA.

facce diminuita del doppio prodotio di esse pel coseno dell’angolo com-
preso, ¢ uguale alla somma dei quadratz delle altre due meno @l doppio
prodotio di queste pel coseno dell’angolo che esse comprendono.

CorovLrarto. — Se due diedri opposti di un tetraedro somo wetti,
la somma dei quadrali delle facce che comprendono luno é uguale
alla somma det quadrati di quelle che comprendono Faliro.

Dalle (I), sommandols dopo averle moltiplicate rispettivamente
per a,, —a,, —a,, — @, & scambiando pol circolarments gli in-
diel otteniamo mn terzo gruppe di formule :

a; = a,-+a;+a—2a.a, cos (a,a,)—2a,a, cos (a,a,)—2a,a, cos (a,a,)
a; = a; -+ a; 4+ e —2a.6, cos (aa,)—2a,a, cos (a.a,)—2a.a, cos (a,a,)
a; — ay-+ &+ ai—2a,a, cos (a,a,)—2a.a, cos (a,a,—2a,0, cos (a,a,;)
) = ay + a;-ai—2n,a, cos (a,0,)— 2a,a, cos (a,a,)—2a.a, cos (a,a;)

(141)

e 1l corrispondente

TroreEmA 3°. — JI quadrato di una faccia di un tetraedro é uguale
alla somma dei quadrafi delle alire tre diminuita del doppio dei pro-
dottz di esse due a due per i coseni depli angoli compresi.

CoroLLARIO. — Se un friedro di un tetraedro é trirettangolo, il
quadrato della faceia ad esso opposta é uguale alla somma dei qua-
drati delle alire tre.

Risultato noto sotic il nome di leorema di Gua de Malves.

2. Detti A, A; A, A, i vertici del tetraedro, preso sullo spi-
golo AA; nn punto P, tale che sia

AiPﬂ : Pﬁﬂj= a’:a, (o)

consideriamo 1l piano che passa per il punto P, e per lo spigolo
opposto A;A e gli altri cinque ad esso analoghi. Dico che questi
sel piani passano tutti per un medesimo punto.

Intanto, nella faccia AA A, le rette che dai vertici A,, A,, A,,
vanno nspettivamente ai punti P,,, P, P, concorrono in nu punto
F; essendo in virti della posizione fatta, applicabile il teorema re-
ciproco di quello di Ceva. Segue da questo che i tre piani passanti
rispettivamente per P, P, P, e per gli spigol opposti si segano
secondo la refta PA;. Cosi pure i piani passanti per 1 punti P,,
Py, Py, e per gh spigoli AyA, A\A, A A passano per la retta AP,
che congiunge il vertice A, col punto d’incontro delle tre cevians
APy, AP, AP,,. Ora, tanto il piano contenente A.A, e P.A; come
quello contenente A A, e PA, passano per P,, 8 quindi coincidono;
le AP;e AP, giacciono dungue in un piano e quindi & incontrano.
Le quattro rette AP, A P,, AP, AP, incontrandosi due a due e
non potendo glacere nel medesimo piano, passano per un medesimo

punto. Questo punto sara costantemente indicato con K, . (¥

(") Se chiamiamo sesioni #sotomiche quelle che escuno da un medesimo spigolo e vanno a due
punti dello spigolo oppesto simmetrici rispeito al punto medio di essn, & subito visto che: * Serioni
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OsservazioNs J. — I sel piani di cui abblamo parlato sopra, ta-
gliano 1] tetraedro secondo set triangoli a cui daremo il nome di
seziome ceviane di ordine n. In particolare, per n» uguale a ZGro Avremo
le sezionl di ordine zero o sezioni mediane, il eul punto d'incontro K,
& 1l baricentra del tetraedro; per » egunale a uno, avremo le sezioni
di primo ordine o sezioni bisettrici il cui punto K, & il centro della
sfera inseritta nel tetraedro; per n eguale a due le sezioni di se-
cond’ordine o sezioni sémediane 11 cul punto d’incontro K, & il punto
di Lemoine.

OsservazioNe TI. — Chiamando %; e &, le distanze del punto P,
dalle facce a, e @, e osservando che:

AP, : PyA; = tetr P;JAA A, : tetr P;AALA,,

s1 rieava, tenendo conto della (&)

al . at = ah, : ah,
OVVETO :
Rytly=—a 2 507"
S1 ha cosi 1l
T'ronemMa 4°. — Se un punto divide lo spigolo di un tetraedro in
parteé propovzionali alle potenze ennesime delle facce adiacenti, le di-
stanze di questo pumto da dette facee somo proporzionali alle potenze
(m — 1)-estme delle facce stesse.
Questo teorema giustifica le denominazioni da noi date alle se-
zionl di ordine zero, uno, due.
3. Ui propomiamo ora di trovare una formula che permetta di
, calcolare 'area della seziome il cni piano passa per uno spigolo e
divide lo spigoio opposto nel rapporio m: n.
Riferendocl al punto P,, dello spigolo A A,, poniamo

ares, P ,AA, = p,, area P,AA,—=d,, areaP,AA, —4d,
Arel P AR, ==6,, MR ELAA =6,

Applicando alle facce @, ¢ a, dei due tebraedri P,AAA, e
PL.A A A 1] teorema 3° abbiamo:

d3 2 [Pmﬂ: CO8 (PaC,) P, cos (Pﬂdi)_‘_ﬂldl COB (31d1)]
; 2 [_Plnf’a COp (.Cs) _]_Plﬂdﬂ COS (Patly) €., cOR (cﬂdi]_l'

Sommando qneste due eguaglianze membro a membro dopo
averle moltiplicate rispettivamente per ¢, e ¢, e osservando che &:

Iﬂ-} l--pi:l

cl'i_cz — g .

inotomiche di ceviane concorrenti in un punto seno esse pure concorrenti in tm punto ,. Questi
due punti &i dicono reciprosd.

Par quanto riguardn le Sezioni isogonali si veda il pregevole Traild de Gdométrie dai Sigg: Rouchd

et Comberousse. Paris, 1900, seconda parte, il quule contiene una Nota sulln geometria recsote del
tetrasdyo,
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s1 ottiene:

ﬂgﬂa""ﬂgﬂ: = (Pfﬂ—{_ﬂlcﬂ) &y d?cﬂ_i_d?}:cl = 9’}312 [ﬂzdl COS (E’ud:)“‘
' dee,d, 008 (Putly)] — 2[¢ic.d,; cos (€,8,)-e:0:d o8 (Cuthy)]

Hssendo ora:
d, ¢

——

d. ¢
i termini che si trovano dentro la prima parentesi si distroggono;

mettendo poi d.e, al posto di dye, la formula medesima prende
I'agpetto:

(e,6a+ph) @s — 2d,¢; {e, cos (e,.d,)+ ¢, cO8 (e.d,)] = dle.+aze, .

I poiché Vespressione che figura dentro parentesi & uguale ad
a, cos (a,a,), ottemiamo ancora:

a.pl+ (ee,+dd,) e, — 2 d.c.a; cos (a,a,) = aie,-+ase, .

Quest'ultima pud anche seriversi, dividendone ambo 1 membri
per a,:

. . C ¢ d\ d, ¢ 5 G . Ci
PRI Y (i WO ) I PP i R B P
Ponendo poi:
d, ¢ m
d, ¢ n’
coll’osservare che di qui segue: \
d ¢ m dy € n
— = . =3 t
a, a m-+n’ a, a, m-+n
s1 obtiene:
mn \ R ain -+ asm
2 - [t - a* — 2a,a, cos (a,a,)| = :
p‘-ﬂ (m+'ﬁl}[ ‘-’!+ 4 374 ( ] m - n

ossia, per la prima delle (II)

mn ﬂ?i'ﬂ —'r—- ﬂﬁm
P'fg I ('ﬂit 1 ﬂ)ﬂ [ﬂi + ﬂ§ - 2“132 COs L:ﬂfuz)] - I + n
Da questa s1 ricava facilmente:
(B) (m —+ 2Ypl, = an® - @m* + 2mnaa, cos (4,0,)

che & la formula che cercavamo.

4. Diamo qui qualche applicazione della formula () del para-
grafo precedente.
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18, Poniamo m = n; otterremo la formula
Am}, = a; 4 a; + 2a,a, cos (a,4,),

che ¢i fornisce V’area della sezione mediana uscente dallo spigolo

comune alle facce a, e a, .
Scambiando circolarmente gli indiei 1, 2, 3 troviamo

dmd, = ai + a; -+ 2.0, cos (a.a,)
dm?, = at + a + 2a,a, cos (a.a;).

Sommando queste tre relazioni membro a membro tenendo pre-
sente la quarta delle (IIT), si ottiene

4 (m?, + mi, + mj,) = 3 (4 + a; + &) — ai,

e quindi il corrispondente ,

Trorma 5°. — Il quadruplo della somma dei quadrati delle se-
zioni mediane uscenti da tre spigoli concorrventi in un vertice, ¢ uguale
al triplo della somma det quadrati delle facce passants pel medesimo
vertice, diminuito del quadrate dell’altra faccut.

Clome conseguenza di questo, tenuto presente il corollario del
teorema 3° s1 ricava

CoROLLARIO. — Se un tefraedro ha wun triedro trirettangolo la
somma dei quadyrati delle sezioni mediane uscenti dagli sptgoli di questo,
¢ uguale alla meta del quadrato della faccia opposta.

Applicando il teorema 5° alle tre facce nscenti da ciascun vertice,
ricaviamo, sommando membro & membro le quattro eguaglianze che
ne resultano:

my 7 My + My -+ My A My, A my = ) @+ G 6l

ciod 1l

Trorema 6° — La somma dei quadrati delle sezioni mediane di
un tetraedro é wuguale alla somme dei guadrati delle facee.

Notiamo ancora rignardo alle sezioni mediane il

TroreMa 7°. — I doppio della differenza dei quadratli delle sezom
mediane uscenli da due spigoli opposii, ¢ uguale alle differenza ira le
somme dei quadrafi delle facce ad esse adiacentt.

Esso risulta dalle formule

a4+ ai —2a.a, eds (a,a,) = 2 (a} - ai) — 4mi,
& + ai — 2a,a, cos (a,a,) = 2 (a} | aj) — 4mj, ,

osservando che i primi membri sono ugnali in virt della prima
delle (1I). In particolare

Tronema 8. — Se la somma dei quadrati di due facce é uguale
alla somma dei quadrati delle altre due, le sezioni mediane uscenty
dagli spigoli eomuni sono equivaleni:.
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o8, Poniamo ora m — a. ed n = a,: la sezione corrispondente €
la bisettrice. Si trova facilmente

2a.a, a,
By = Ei5 cos( ;ﬂ).

a + &y

Da questa formula segue un teorema che & 'estensione di quello
trovato dal Thiry. (¥) Esso pud enunciarsl cosi:

Trorema 9°, — Se dal punto d incontro P,, della seziome bisetirice
collo spigolo opposto si eleva una perpendicolare al ptano della sezione
stessa ad incontrare la faecia A,A A, nel punto M, il triangolo A;A M
¢ medio armonico tra le facce del tetraedro che comprendono la se-
ziome bisetirice.

3%, Poniamo da ultimo m = a}, n = a;: la sezlone corrispondente
& la simediana. S1 trova

(&% + ay) s\, = dia; |a; + a; + 2a,a, cos (a,a.)).

Osservando poi che I'espressione tra parentssi nel secondo reim-
bro & il quadrato del doppio della sezione mediana uscente dal me-
desimo spigolo, troveremo la formula:

S 2a,a,
o g 1
My G -+ ai

estensione di nn altro teorema dovuto al Thiry. (¥¥)

5. Vogliamo ancora dire qualche purola sulle sezioni perpendico-
lari, su quelle sezionl cloé che si ottengono con piani che escono
da ciascuno spigolo perpendicolarmente allo spigolo opposto. Queste
sezioni non esistendo se non quando 1 due spigoli In discorso sono
Ira loro perpendicolan, o riferiremo senz'altro al tetraedro retfan-
golo; e poiche 1l caleolo di esse sfugge alla formula (B), procederemo
nel modo ssguente:

Indichiamo con h,, l'area dslla sezione perpendieolare uscente
dallo spigolo A A, e con w, e v, le misure degli angoli format dal
plano di questa sezione con quelli delle facee @, e a, rispettivamente.
Avremo:

By - hy al — I, as—
COS ) = — ; COS W= — EED[!J—_V P E suﬂﬂ:uum_vjt
1 i 3 2

e quindi:

hiﬂ +- “/ﬂf — h:?-x . Vﬂg _'
¢

cos (W, * w,) = cos (a,aq,) —
dalla guale dopo brevi calecoli st ricava:

@i, sen’ (a,a.)
a; + a; — 2a,a, cos (a,a,)

2
klﬂ v

(*) Tairy, dpplicafions remarquadles du théorime de Stewwrt ete. 1891, pug. 45.
(**) Tany, Op. cil,, pag. 14
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formula che esprime Parea della sezione perpendicolare in funzione
delle facce adiacenti e dell’'angolo da esse compreso,

In modo analogo s1 troverebbe:

; aia sen® (4@,
BT a2+ ¢ — 2a.0, cos (a,e,y)

Ne segue, avuto rignardo al teorema 2° 1l

TroreMa 10°. — Le sezioni perpendicolari di un tetraedro reiian-
golo uscenti da due spigolé opposti, stanno fra loro come i prodotti
delle facce adiacenti per il semo dell’angolo da esse Compreso.

Facciamo da ultimo osservare che la formula (§) trovata nel
paragrafo terzo, e buona parte di quelle che da essa derivano, sono
quelle stesse che si trovano in Geometria del triangolo, colla sola
differenza che gli elementi lato ed angolo sono sostitniti cogli ele-
menti faccia e angolo diedro. La diversita di alcuni risnliati da
quelli della geometria del triangolo, si pud giustificare osservando
che mentre nel triangclo si hanno tanti lati quanti angol, nel te-
traedro il numero delle facce & diverso da quello degli angoli diedri.

Exgrico PreoioLt.
Arpino, febbraio 1904.

SULL'UGUAGLIANZA DIRETTA ED INVERSA DELLE FIGURE

Nei migliori trattati moderni di geometria clementare si defimsce
P'uguaglianza delle figure geometriche come una corrispondenza che
trasforma segmenti in segmenti ugnali, 31 ottengono cosi notevoll e
indubbi vantaggi di rigore sopra Vantica definiziene in cul sl TI1COT-
reva al movimento rigido delle figure, ma si lascia generalmente da
banda la distinzione fra figwre nguali sovrapponibili e non sovrap-
ponibili (uguali diretfamente e inversamente), e dove pure di tal gue-
stione ¢ fatto cenno, essa & ricondotta pil o meno apertamente alle
antiche considerazioni mediante osservazioni empiriche, ovvero la
dimostrazione rigorosa delle proposizioni principali relative alla di-
stinzione dei versi delle figare & appena adombrata, parendo inade-
guata allo scopo la fatica che occorre a completarle nei loro minuti
particolari.
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Pare a me che tale andamento laboriose debba attribuirsi pint-
tosto al modo onde i versi medesimi son definiti, che all’essenza della
cosa; e come effettivamente si possa ringeire allo scopo con una certa
facilith mostreranno, spero, queste poche pagine.

L’obbligo c¢he mi fanno le linee precedenti di essere quanto pos-
sibile completo, sark causa di alcune ripetizioni di cose gia troppo
comuni; perd, come gia dissi, in generale incomplefamente dimo-
strate.

l. E noto che i postulati dell'ordinamento dei punti sulla retia e

nello spazio possono enunciarsi;

i 55l =
s Sk

L - i - B e -,
Paiia 3 . — =

I . r
e LT R T T S

ey e N i e b T T |

L AL L ] oy i = 3 s

e R ot =i
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W " L}
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b o

e i

R T
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Engle o INE
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o
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@) Due punti A, B determinano sulla loro congiungente un verso AB

secondo il quale 7 punti delle retta si ordinano mediante le relazioni di
— —
precedere ¢ sequire. It verso BA si dice tnverso di AB: si passa dall'uno

allallyo verso seambiando le parole precedere e seguire.

b) Rispetto ad ogni piano w i punti dello spazio si distribuiscono in
due classi (bande) tali che ogni segmento che ha per estremi due punti
della stessa classe non contiene punti di « ¢ ogni segmenio % cui estremi
appariengono a elossi diverss contengono punti di a. I punti di « si
attribuiscono indifferentemente alle due classi.

Nel postulato &) & involio il postulato analogo relativo alla divi-
sione del piano in due bande rispetto ad ogni sua retia. Conseguenza
di questo postulato & che ogni retia del piano di un triangolo che passi
ver un punto di un suo lato (che non sia wvertice) incontra uno degls
aitri due lati, e se inconfra la retta del terzo lato, il punto o'interse-
Zione non pud perd mai appartenere o questo lato (segmento) medesimo,

Conformemente allo scopo di questo scritto, si tace delle proprieta
tondamentali dell’ordinamento sulla retta e delle varie forme che si
sogliono dare al postulato b) e delle sue conseguenze: importa invece
di definire il verso nel faseio.

2. Essendo il fascio un sistema chiuso, si pud bens) in esso defi-
nire, come sary tosto preecisato, un ordinamento per cui sia fissafo
quale di due raggi dati preceda e quale segua in ess0; 0CCOrTe Perd
notare che le proprieta fondamentali delle relazioni di precedere e
seguire si mutano alguanto: in particolare cessa d’esser vero che
se g precede b e b precede ¢, a precede ¢, ¢id che non sara di alcun
nocumento nel segunito.

In un fascio O si fissino due raggi non allineati a e b e sia AB
una retta che Ii incontri nei punti A e B. L'ordine di due raggi m, i o

: — g~
appartenenti alla stessa retta, rispefio al verso ab e alla trasversale AB

sara definito dalle convenzioni seguenti:

e ] |-y
el L URE
—

g W
AR = (e
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a) Se m incontra AB in un punto M, n precede o segne m secon-
doche sta rispetto alla retta di m dalla parte dei punfi di AB che

precedono o che seguono M nel verso E

b) Se in non incontra AB e non le & parallelo, s1 trovera nelle
condizioni di «) il raggio m' opposto ad m. Si dirk che » precede
oppur segue m secondoché segue o procede in.

¢) Poiche, per ipotesi, m ed # non sono opposti & da escludersi
che siano entrambi paralleli ad AB: se allora m & parallelo ad AB,
si definird l'ordine assumendo come raggio m di @) o di b) il raggio n
e convenendo che se m precede o segue n, n segue o precede m. Che
questa proposizione sia verificata dalle definizioni @), 5) quando né m,
né n siano paralleli ad AB risulta immediato dalle OSServazionl se-

auenti:

1°. Due ragai opposti stanno da bande opposte della retta d'ogni
rageio mi; quindi di essi 'uno precede; T'altro segue .

9° Se i raggi m ed n incontrano entrambi AB m M, N, M pre-

cede o segue N nel verso Iﬁ secondoch® N segue o precede M nel
verso medesimo.

Occorre ancora osservare che dal postulato 1 b) segue che di tre
ragzl dali ve n'¢ sempre due che sono da bande opposte della retta
del terzo: se quindi due raggi p e g inconirano ABInP e Qe se
un raggio » sia rispefto alla retta di p dalla banda di g e rispetto
alla retta di ¢ dalla banda di p, P e Q stanno da. bande opposte
della retia di » e questa retta incontra AB. Onde segue che se m &
parallelo ad AB, i raggi che incontrano (o non incontrano) AB la-
seiano tutti m dalla stessa parte, e percid precedono tutil o seguono
tutti m. Unendo guesta conclusione alla precedente si otfiene:

30 Tutti 1 raggl che precedono o seguono uno stesso TREZI0 M

o

stanno dalla shessa banda della sua retta.

Risulta che la considerazione della retta AB & inutile nella deter-
minazione dell’ordine di due raggi s, n tostoehé si econosce in un
modo qualungue un raggio precedente (o secuente) 'uno di essi, p.es. m.

Cib posto se il raggio m inmntrﬂ. AB fra A e B, il raggio a pre-
—
cede m e b lo segue nel verso ab rispetto alla retta AB; ma in tale

ipotesi ogni retta che incontria e b in due punt1 A, B’ & taghata da m
fra questi due punti: quindi Pordine di questo raggio m e di un secondo
raggio # qualungue & indipendente dalla scelta della retta AB, pur-
che essa tagli @ e b. Ma allora Jo stesso deve dirsi per T'ordime di
due raggi qualunque n ¢ p perche, indipendentemente da tal scelts
& fissato 'ordine di m e m. Quindi:
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4°, 11 verso Ff:g non dipende dalla scelta della trasversale AB, delle

rette a e b. _

D’alira parte & evidente che se «’, b sono altri due raggi E}],f

incontrino AB e o precede ¥, 1l verso :g non differisce dal Verso ab:
e poiche date due rette qualunque r, s del piano s1 pud determ@arﬁ_z
una terza retta ¢ che le incontra enirambe e quindi due coppie d1
raggi 'una delle quali tagli » e ¢, laltra ¢ ed s, s1 avri general-
mente che: |

Un verso & assegnato in un faseio quando di due raggi non al’l-iﬁieau:
sia detto quale precede e quale seque, indipendentemente dalla scelfa di
questi raggi e dalle trasversale ausiliaria. In ogni trasversale, risulic
determinato un verso: e se due di esse inconfrano la reia di un rag-
gio m1 nei punti M, M' i punti che nei versi rispettivi sequono M e M’
stanno dalla stessa banda o da bande opposte di quelle retia secondoche M
e M' somo sullo stesso raggio o sw ragygi opposte. _

3. Le considerazioni precedenti si estendono immediatamente, sia
per proiezione, sia per analogia a definire i versi in un faseio di
piani: un verso oB sarh ciod definito nel fascio quando siano ﬁSElﬂ,iii
in esso due semipiani z, § non complanari e alla definizione servira
una retta ausiliaria che incontri i due semipiani medesimi.

4. Dati in un piano due fasci di raggi 0,0 ed una reita r 7non
passante per O né per O si dicono concordi rispetto alle v due *uﬂ's:i
assegnati sui due fasci quando determinano sulla T verst uguali 0 oppost:
secondoch? v non taglic o teglic il segmento OQ'. Nell' inversa ipotest si
dicono discords.

Poiche una retta taglia due o nessun lato d'un triangolo a1 ha
tosto che sé i wersi di due fasei di raggi sono concordi o discordi al
verso di un terzo fascio vispelto ad wna stesse retta, son concordi fra
loro rispetto ad essa.

de la retta » taglia la 00’ in un punto M fuori del segmento OU,
e se rispetto ad essa i duc fasci sono concordi, i punti che segnono M
nei versi determinati su » dai due fasei stanno dalla stessa banda
della O0': se un'altra retta » incontra la OO’ in M’ ciascuno dei due
fasci vi determina un verso in cui i punti seguenti M’ stanno da questa
stessa banda se M e M’ appartengono allo stesso suo raggio, dalla
bandi opposta se appartengono a raggi opposti (n. 2, 4°). Segue che
i due versi su » saranno ancora concordi se ' non faglia 1l seg-
mento 00, discordi nel caso contrario: quindi 1 due fasci sono ancora
concordl rispetto a ¢+,

So la » o la » non tagliano la retta O0Y, si consideri un terzo
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faseio 0" tale che le rette 00” e 0’0" incontrino r e »": tenendo
eonto della precedente osservazione circa i versi di tre fasei, 81 potra
coneludere in generale che

1l gindizio sulle concordia o discordia dei versi di due fasei di ragg
2 indipendenie dalla retta ausiliaria.

5. Dati nello spazio dne fasei di piani di assi g, ¢, e una retia »

—>

che non 1i incontri, e assegnati sui due assi dne versi g, o’ ¢ nei fasc
due versi, si dicono questi due versi concordi rispetio alla r e @

-+ > .

versi 6, o quando, secondoché i@ due versi o, o' determnano lo stesso
verso o versi opposti nel fascio che ha per asse la vefla v, essi delermi-
nano sulla v lo stesso werso o versi opposti; nel easo contrario si dicono
discord:.

Si conduca per la retta » un piano che incontri gli assi o, o
due punti O, O'; esso segherd i due fasci di pian in due fasci di
ragei nei quali saranno definiti i versi per sezione, dai versi asse-
gnati nei fasci di piani. Tenendo conto dell'osservazione finale del n. 2
applicata (secondo & notato nel n.'8) al fascio d1 piani di asse 7 €
della definizione del u. 4, si vede che se i fascl o, o' sono goncordi

Y

rispetto alla retta » e ai versi 0,0/, 1 due fasei O, O’ risulteranno

- —

concordi o discordi rispetto alla » secondochd i punti che nei versi o, o’
seguono rispettivamente O, 0’ stanno dalla stessa banda del plane o
da bande opposte. Ma il giudizio sulla concordia o discordia del versi
nei fasei O, O° & indipendente dalla scelta della retta r nel piano;

quindi il gindizio sulla concordia o discordia del versi nel fasei g, o,
- —

rispetto ai versi o, o’ & il medesimo rapporto alla retta » e ad ogni
altra retta che stia con # in un piano che incontri i due assL

Date duc retbe qualunque », 2 &i pud in infiniti modi determinare
una terza retta »” che coll’una e coll’altra sia in un piano che seghic
e o'; dungue In generale:

1l gindizio sulla concordia o discordia dei versi dé due fasc di picent,
rispetto a due versi assegnati rispettivamente sui loro assi, ¢ indipendente
dalle zcelta della retta ausiliaria.

Risulta immediatamente®dalla definizione che se due versi assegnats
in due fasei 0,0’ sono concordi vrispetto a due versi assegnabl sue loro
assi, risultano discordi rispeito ad unoe di questi versi e all opposio del-
Valtro. La relazione di concordia o discordia di due fasci & guindi
inalterata se si mutano insieme il verso in uno dei fasct ed 1l verso
sul sno asse: con un tal cambiamento si pud sempre disporre 1In modo
che per una data retta ausiliaria », i versi sui due assi determinino lo

" 1n
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stesso verso nel fascio di piani di 8sse »: i versi nei due fasei sono
allora eoncordi quando sulla » determinano lo stesso verso. Dopo eid @
evidente che se sugli assi o, o, o” di tre fasci sono asseqnati rispettiva-

e —f

mente i versi o, o', " e se due versi assegnati nei fasci o' e o sono coneords

- - > —

o discordi od wn verse dato in o rapporto ar verst ¢ € o, g e o, quei
e -

due versi saranno concordi fra lore rispeito ai versi o' e o,

6. Uguaglianza diretta e inversa delle figure. — Si dicono ngnali due
fignre fra cui possa stabilirsi una corrispondenza (corrispondenza
@eguaglionza) per la quale ad ogni segmento corrisponda un seg-
mento nguale. Si deduce notoriamente che la corrispondenza d'ugna-
ghanza & ordinata e si pud gquindi parlare di versi omologhi su rette
e fasci omologhi: sono i versi in cui si ordinano glt elementi corri-
sponndenti. Onde tosto: se in una figura i versi di due fasci di piuni
sono concordi (o discordi) rispetto a dati versi sui loro ASSI, SU UDAa
figura ugnale i versi omologhi dei due fasci corrispondenti sono pure
coneordi (o discordi) rispetto ai versi omologhi ai versi dafi sugli assi,

Nelle due figure uguali F ed'F si considerine i fasci o,p e1 faser

- —>

corrispondenii o, p', ¢ sugli assi si considerino i versi o, p e gli omo-
- <

loghi o,p" e parimenti nei fasei medesims ; versi omologhi: secondoché
-

1 versi dei fasei 0 e p sono concordi o discordi rispetto ai versi o e
= - — X

P, saran dunque concordi o discordi rispetto a o' e p" 1 versi di o' e
?, onde saranno fra loro concordi o discordi p e p' rigpetto ai versi

— =5 -

omologht p e p" secondoche rigspetto & o e o' sono concordi o discordi
o ed o (cfr, 1a fine del n. 5): vale a dire che in figure uguali i versi
omologhi in ogni coppia di fasci corrispondenti sono concordi o discordi
secondoché tali sono i verss in una coppiee (7 fasel corrispondenti qua-
tungue. Le due fienre 41 dicono ngualt direticmente nel Primo caso, -
versamente nel seeondo.

7. II criterio esposto si applica immediatamente a giudicare della
natura defle trasformazioni elementari d'ugunaglianza: traslazione, ro-
tazione, simmetria. (Si noti che si parla qui delle frasformazioni geo-
metriche, non dj movimenti.)

Nella traslazione si mutano in se stessi 1 piani dei fasei il eni asse
¢ parallelo alla divezione dellg traslazione; e un verso assegnato su
una di queste refte ha per omologo il verso medesimo: per questi
fasel avviene dungue che vers omologhi sono coneordi. Figure coryri-
spondenti per una traslagzione sono direltamente uguali,

| Nella rotazione si muta in se stesso il fascio avente per asse 1'asse
di rotazione, e un verso Rssegnalo su quest asse resta immutato
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mentre si muta in se stesso un verso assegnato nel faseio. I due fasei
corrispondenti aventi quest’asse sono dunque concordi. Figure corri-
spondenti per wne rotazione sono direttanente g uals,

Nella simmetria rispetto a un piano si trasformano in se stessi 1
piani di on fascio qualunque il cui asse sia perpendicolare al piano
di1 simmetria, ma un verso assegnato su questo asse ha per omologo
1l verso contrario: i due fasei corrispondenti sono discordi. Figure
corrispondenti per unc simmelria somo inversamente wgnali. (*)

8. Si dice che due figure finite nguali possono condursi 'una sul-
Ialtra con un movimenito guando si pud cosiruire una successione di
figure ngnali alle date di cui siano prima ed ultima fignra le due
date, per modo che la massima distanza fra due puntl omologhi in
figure successive non superi un seemento assegnabile ad arbitrio.

Se due figure possono condursi Puna sull altra con un movimento, esse
possono pure trasformarsi Uuna uell' altra mediante una serie di trasla-
210m1 ¢ di rotaziond e quindi sono direttements wquali.

Occorre considerare figure non piane: per le figure piane la pro-
posizione & illusoria poiche & note che dne fignre piane simmetriche
possono trasformarsi I'una nell’altra mediante una rotazione nell
spazio.

Siano dungue F, I'; due figure uguali non piane che si eonducono
I'ina sull'altra mediante un movimento. Siano f, * due figure conse-
cuttve della serie che, per ipofesi, &i pub inlerpolare fra F e B o
siano abed, a'b'dd’ due loro tetraedri omologhi. Si supponga che la
distanza fra vertici omologhi dei due tetraedri sia <o: sia p la di-
stanza di b e ¢ dalla mediana del triangolo abe uscenie da a, 3 la
distanza di d dal piano abe, A la lunghezza di ad.

Mediante nna traslazione che porti « in o' si trasformi f in una
nuova figura /“in cui ad abed corrisponda «¥'¢"d. Le distanze der
vertict omologhi di «'d'e'd e di &'¥¢"d” saranno < 2. Mediante umna
rotazione intorno ad «' si muti f”in f " per modo c¢he signo omologhi
e b, ¢" e ¢ ab""d” si trasformi cosi in a'b¢ d”; I'agse di rotazione
passera per o' e la massima delle distanze di esso da ' ¢ ¥ o dg o
e ¢ sara = p, e la sua distan®a da d” e d”<x . La distanza d"d” sary
A . 2o

quindi, da una semplice considerazione di similitudine, < ”
quindi la distanza d'd” sard < 2 (2—1—1)_ I duc tetraedri a’b'c'd”,

ab'dd avranno il piano unito a'b'¢; quindi 4 e @ coincidono o 80M0

{*) Tra altre applienzioni si pud notare la seznente semplicissima : triedri appogli al verdica sono
inversamente uguali, perchi la simmetria rispetie a un punto mmta in se stessi § piaau pel punio,
ma inverte 1 versi solle relte per esso.
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simmetrici rispetto ad «%'¢. Ma nella seconda ipotesi dd"= 251 esse
& dungue 1mpossibile fosto che

). ) , ap
ﬁ"."“_)ia - ] - W
23 > (p_]_ 0ssia U{'A-{—p

Ora per ipotesi ¢ pud rendersi piccolo a piacere, mentre 3, g, X
sono le hinghezze di segmenti fissi nella ficura f o F. Dungue si
esclnde In 2% ipotesi, ¢ si pud fra F e T, interpolare una successione
di figure uguali, per modo che ciaseuna &i trasformi nella successiva
mediante una traslazione e nna rotazione. Per il n. 7 esse sono guindi
dircttamente eguali.

Reciprocamente due figure diveitamenie uguali possono portarsi Puna
sull’ altra con un movimento. Infatti a trasformare Funa nell’altra due
figure uguall occorre al pib una fraslazione, una rotazione e una
simmelria: ma 'ultima trasformazione non interviene se le due figure
sono uguall direftamente; e cirscuna delle prime due pud scomporsi
In una successione rispettivamente di traslazioni e di rotazioni che
gpostino i punti delle figure consideraie di tanto poco quanto si vuole.

_ _ Brrro LEvr.
Piacenza, gennaio 1904,

SUPRA UNO DEI PRINCIPI INTORNO ALL'EQUIVALENZA DELLE EQUAZIONI (%)

[. Nella maggior parte dei trattati d’algebra elementare si riscon-
trano 1 seguent: fathi:
@) Si passa dall' equazione

ar—+b=1{

b
&L = ;
(i

escludendo 1"ipotesi che a sia zero.

alle formola risolutiva

(") La parle principale di quest’artinolo (nJ 2 @ 8) fn gih do me pubblicata nel 1800, nell'opu-
H::tﬂcr: Hyposizione di uno dei principii intorno alequizalense di due squazion; e E‘?M‘fdﬂrn;imi e
tiue, Enl".l..'llgl';iﬂ d'Emilia, tip. Palazzi. Ta ristampo ora gui, agginngendovi maggiori considernzioni
affine d'insistere Sopra uma guestione mmportsntisgima d' algehrn, Ia quale, a mio avviso, ai Emm;
rattare ognorn dni piti mon esattamente, ;

Sil:l_:ﬂn_lﬂ pal mel presente articolo sone considernte aleune forme singolard che q i in
:iﬂc;}l;:ﬁa;um tlgebriche, eosl eredo bene di avvertire che pel vitato mio opuseolo trovasi una trata-

@ . .
&0 10 ;chl’i]{l::mzﬁ‘]:;:;:ﬂ]ﬁ argomento; Ia gquale pub essere intesn nnehe da chi ha appena comin-
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0) Nella risoluzione dell'equazione di secondo grado
ar* +—bxr—+c=>0

81 eccettua I'ipotesi che a sia zero.
¢) Per risolvere 1] sistema
az + by =c,
axr—+ by=¢

si suppone che il determinante dei coefficienti delle incognite sia
diverse da zero.

Intanto si osserva che in ognuno di questi casi v’'& una perfetta
coineidenza fra c¢id che esprimono le formole di risoluzione e ¢ib che
avviene in effetto per le equazioni, o pel sistema, nelle ipotesi escluse.

Ad esempio, considerando il sistema di due equazioni di primo grado,
m

se a=b=10 le formole risolufive assumono ciascuoa la forma R ed
effettivamente le incognite non possono avere aleun valore finito.

Come si spiega tale coincidenza? Potra dirsi che & fortuita, se &
costante? KEvidentemente la cosa non pud che provenire da un falso
modo d’intendere il principio relativo al moltiplicare o dividere i
due membri d" un’ equazione per un’ espressione letterale indipendente
dalle incognite: il qual principio & vero anche se Ia detta espressione
acquista, per qualche ipotesi particolare, il valor zero. Cid mi pro-
pongo di dimostrare piu innanzi, esponendo il detto principio ele-
mentarmente in generale.

2. Anzitutto & necessario di chiarire bene che cosa deve intendersi
per soluzione d’ un’ equazione. .

Si sa che si chiamano soluzioni o radiei d’ un’ equazione quei par-
ticolari valori, convenienfemente scelti, attribuiti alle incognite, i
quali, sostituiti alle medesime, la convertano in una identith. In base
quindi a questa definizione, ogni soluzione d’un’equazione, contenente
letfere Indicanti numeri il coi valore puh assegnarsi a piacimento,
dovra, sostafnila alle Incognite, trasformare quella in un”identita,
mdipendentemente da quahimque valorae particolare che possa attri-
buirsi ad esse letiere. In {al caso, quando a gueste si attribuiscano
valori particolari, le soluzioni delle equazioni particolari che ne risul-
feranno, saranno 1 valori (finiti o infiniti) che vengono ad acquistare
le soluzioni dell'equazione gegperale. (*)

(") A proposile delle soluzioni infinite che pud nvers un'equaziane, gualeuns & da me discorde,
almeno nel modo di dire,
81 consideri. per ssemypio, 1" aqnaziona

ax ———1=10;
&

a1

s8 POT x & pone - nel primo membro, gi trova nn'espresaions che ha costantemente il valor
zera per tatti i valori di & differenti da zero, » par @ =10 assums una forma indeterminata: non

dovri dunque dires che il valore di guell’ espregsione & anohe zero in quest'uliima ipoteai? E se

==y
- iy
-,
‘mi.
~
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Potrebbe avvenire che un’equazione particolare ottenuta, non
avesse significato considerata da sola; come, per esempio, facendo
a=0 nell’ equazione

E_ g——t1=0,
7} a

s1 troverebbe
i 1

ia quale, considerata Indipendentemente dalla prima. non ha senso:
ma considerata come caso particolare di quella, ammette soluzioni.
se essa equazione ne ammette, Come anche, se 1’ equazione data,
ovvero un alira ad essa equivalente, avesse nn fattore letterale co-
mune al due membri, accadra che, nelle ipotesi le quali rendono nullo
1] detto fabtore, le equazioni particolari ammetteranno infinite altre
soluzioni oltre guelle rieavate dalla formola generale di risoluzione:
ma le dette soluzioni non dovrannoe riguardarsi come appartenenti
a quelle equazioni, considerate come casi particolari dell’ equazione
generale; saranno soluzioni delle stesse, considerate da sole, ciod
indipendentemente da quest’ ultima equnaziene.
Per esempio 'equazione

at—+ 1=+

ammette I'nnica soluzione z==1, perche queste & evidentemente il
golo valore che sostituito all'incognita la converta in un’identitd,
indipendentemente dal valore assegnato ad «; ora per =1 essa

divienc
: z+1=1-+ =,

che e soddisfatta da qualunque valore assegnato ad z, considerata
da sola; ma considerata ecome caso particolare dell’equazione data,
ammebie [uniea solnzione x=1. Si osservi eche la prima eguazione
e equivalente a guest'altra

ay —xr—a— 1,

1-cui membri hanno per fattore comune «— 1; onde si comprende
come, nell ipotesi di @ =1, I'equazione particolare, sia soddisfatts da
qualunque valore assegnato ad x.

Il vaso ultimo considerato & analogo a quello di un’espressione,
che assume per un'ipotesi particolare la forma 2, mentre poi 1l suo

!:i?} &, non ﬂﬂvr_h dirsi che % solitzione di guell’ equazione. nell ipotesi di @ — 0, il valore (finito o
infinite, determinato o no) ¢he aeqnista In formola generale di risoluzione, favende in ossa 1a dettn
ipotesi ?
Veggasi anche Barrzer, dlgebra, trad. del Cremone, pog. 45

N pub poi osservare che ii ragionamento, precedente, sussistends per ogni soluzions d'un’equas
ziome, 1 ¢l coefficienti sieno lethernli, costitniseo in sostanza una dimosirnzione a priori della coin-
E_iﬂ&]:_l_.""..n costanie. cui bho aecermato dan principio, fra ¢ib cho avviene per le eguazieni e eib echo
esprimono le corrispondenti formely general rigolutive,
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valore & dete:minatﬂ; la forma indeterminata, considerata da sola,
rappresenta qualunque numero; ma considerata come caso particolare
del valore che assume quell'espressione, rappresenta un determinato
numero. :

E superfluo il dire che analoghe considerazioni si debbono fare
relativamente alle soluzioni dei sistemi d’equazioni.

3. Siano ora le due egquazioni

A =B, Am = Bm,

ovvero le due a queste equivalenti

A—B=0, (1) (A —B)ym =0, (2)

in cui m pud designare un numero determinato, ovvero un’espressione
algebrica non contenente o contenente le incognite. Si vuole esami-
nare che cosa deve dirsi in ciascuno di questi casi relativamente
all’equivalenza di quelle equazioni.

Prescindendo dal primo caso, pel quale le cose sono chiare, sSup-
poniamo che i sia un’espressione algebrica non contenente le incognite.

In tal caso, essendo soluzioni della (2) solo quei valori delle inco-
gnite che rendono nullo il suo primo membro, indipendentements da
qualunque valore particolare che possa assegnarsi ad m, ognuna di
guelle soluzioni non pud che rendere pur tale anche il primo membro
della (1); percio le due equazioni ammettono le stesse soluzioni e
sono eguivalenti.

Sia m un’espressione contenente le incognite, la quale per sem-
plicitd supporremo intera rispetto ad esse (il easo che fosse frazio-
naria poira dedursi in seguito):

Se m © tale, In (2) sara certamente conseguenza della (1). Affinche
pol guesta sia counseguenza di quella, e sieno quindi equivalenti le
due equazionl, & pecessario che la (2) non sia soddisfatta da alcuna
soluzione dell’ equazione

m=>0: (3)

perche, se cid fosse, supposto anche che guelle soluzioni appartengano
alla (1), la (2) ammetterebbg sempre un numero di radici maggiore
di quello che ammette la (1); essa avrebbe per soluzioni quelle della (1)
e parte o tutte quelle della (3); I' operazione della moltiplicazione
avrebbe, come si dice, introdotto delle radici estrance, appartenent
2 quest uliima equazione.

Vediamo ora quando la (2) pud non essere soddisfatia da alenna
soluzione delia (3).

Censideriamo una soluzione di quest’ equazione: se essa fa acqui-
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& :
stare un valore finito all’espressione A — B, fara cértamente acqui-
stare il valor zero al prodotto

(A— B)m,

¢ sara soluzione della (2); ma se la detta soluzione facesse acquistare
ad A — B un valore infinito, come potrebbe acecadere se questa fosse
un’ egpressione frazionaria rispetto alle incognite, allora il detito pro-
dotto verrebbe ad assumere la forma indeterminata oo 3 0, la quale,
come si sa, pud rappresentare un determinato numero qualunque, e
si comprende che in tal caso gquella soluzione potrebbe non soddistare
all’equazione (2); & chiaro anzi che avverra allora in genmerale cosl.

Espmrio. — Sieno le due equazioni

2 =10, z (2*—1)=0;

z—1 r—1

1a seconda delle gquali pud seriversi
z(lz—+1)=0.
F—1=0

ammette evidentemente le due soluzioni —1 e -+ 1: la prima di queste,
perché fa acquistare il valor finito } all’ espressione

L’ equazione

T
r—1"’

fa acquisiare 1l valor zero al prodotto
_ 2L [
— @ —1),

ed ¢ soluzione della seconda equazione; la seconda inveece fa acqm-
stare a quell espressione un valor infinito, e il prodotto ora conside-
rato assume la forma o X 0, la quale, come si vede, ha il valore 2;
percid essa non & radice della seconda equazione. Adungue le due
equazioni date non sono equivalenti; la seconda ammeite le soluziom
della prima ¢ la rq:dine x=—1 dell’ equazione

2 —1=0.

Riassumendo le cose precedenti si pud enunciare il prineipio se-
guente:

Moltiplicando i due membri & un’ equazione per un numero determi-
nato diverso da zero, si otliene un' equazione equivalente alla data. Se
il moltiplicatore 2 un’ espressione algebrica non contenente le incognile,
I equazione oltenuta ¢ sempre equivalente alla data. Se il molliplicatore
& un’espressione contenente le incognite, e intera rispetto a queste, Vequa-
zione ottenuta @ equivalente alla data, quand essa non sia soddisfatia
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per neseuno det valori delle incognite. che sono soluzioni dell’ equazione
formata eguaglinndo’ e zero il molliplicatore.

Da questo principio se ne deduce subito un altro relativo alla
divisione dei due membri d'un’equazione per un numero determinafo
o per un’espressione algebrica.

4. Si comprende ora come sia affatto naturale la coineidenza co-
stante, di cni ho parlato antecedentemente, fra cid che avviene per
le equazioni, o pel sistemi, e cid che esprimono le rispettive formole
generali risolutive, nel casi che s1 sogliono comunemente eccetinare
per giungere a queste formole.

A proposito di tale coincidenza considererd 1 due casi seguenti, i
quali, nel campo dell’'algebra che 8’ insegna nelle scuole medie, sono,
parmi, 1 pia degni di nota:

a) Per le equazioni di seeondo grade equivalenti

ar’ =+ bxr—+e=0,

b ¢
€* -+ — ! = = (3,
ge @a=10, la formola generale di risoluzione da
, —32b e
== D : —— '8' ¥

¢ deve dirsi che nella detia 1potes: le eguazioni sono soddisfatte da

un valore infinito di # e da un altro che si presenta sotto la forma £.

Quest'ultimo non pud che essere uguale a ——Z—, soluzione dell’'equa-

Zione

bx +¢=0,

perché tale soluzione, rendendo nullo il termine az®, soddisfa alla

prima delle due equazioni. Trasformando I'espressione che assume la

\ . ’ . . . &
forma § in un’alfra eqmvalente, ;1 trova appunto 1l valore e

Si scorge da eid quanto sia poco corretio il dire, come per solito
si fa, che l'equazione

ax® -+ bx -+ e=0
diviene, per a =0, I'equazione
% -+ =0,

Cosl dicendo, infatti, si viene in sostanza ad affermare che i die

valori dell’incognita dell’equazione di secondo grado, per a tendente

.. ¢ :
a zero, convergono verso lo stesso limite — -, contrariamente a

b
gquanto succede in effetto. (*)

(*) 8i afferma da qualenno che il coneetio di grado d'un'eguazione prasuppone eho non sia zaro
il coefliciente delln potenza di maseimo esponente dell'incognits, nel polinpmio erdinato ¢he costi-
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b) Pel sistema
azx—+ by =c¢, gx+by=c
si trova che le formole generali risolutive divengono, se a=a=0,

b'— b
R Oc ' _—

Ora se a ¢ ¢ sono solamente eguali, si ha, dicendo p il loro valore
comune,

eb'— ¢'b d—e¢e.
T=2(—0b)’ U —"

donde apparisce che nel caso di a=a"==0 il sistema & soddisfaito
da un valore infinito di = e dal soprascritto valore finito di y. Se

fosse ¥'=br, ¢=cr 1 valori delle incognite diverrebbero

o C .
=1y, Y= ? ’
e all'incognita x si potrebbe effettivamente assegnare un valore finito

gualongue, .
Comunemente invece questo caso si suole trattare come segue:

“Se e=a"=0 1l sistema diviene

by=¢c, by="<;

e tali equazioni sono fra loro incompatibili se non & b'=br, c=cr ,.

Secondo me, tale modo di vedere le cose & inesatio; percheé, cosi
dicendo, si viene in sostanza ad affermare che, nell’ipotesi di a=a'=0,
si pud attribuire all’incognita z un valore finito qualunque; mentre
¢id non &; poiche, per a e & tendenti a zero, il valore assolute della
detta incognita cresce superando qualunque numero assegnato: inoltre,
che cosa dovra dirsi che significa il limite finito e determinato cui
tende il valore di y? Evidentemente, solo quando si abbia ad uon
tempo a=qa' =0, ¥ =br, ¢'=e¢r, 51 pud dire che il primo sistema
diviene il secondo,

R. GrILLL.
Treviso, febbraio 1904.

fuisee il suo primo membro & che quindi, nel easo dellequazione 22 + bz -+ ¢ = 0, non &i puo sup-
porTé @ — O senza abbassarln di grade. Se eost non fosse, 8i nggiunge, Ogni eguazions algebrica
sarobbe di gquel grado elevato che & wvaole,

Evidentemente le ¢oss non stanno eosi Se Peguazions az® -+ bz + ¢ =0 & di secondo grado per
tuttl i valord di o fendenti a zero, perchd non sard dello stesso grado anche pel valore limite di G r
Inpltre, non saranmo soluzioni 4i guella eguazione, nel easo del detio valor limite, 1 walort 1imiti
che assumono le formole generali di risoluzions? — Quanto poi alls cosidetia confusione dei gradi
gsoyraecennaia, mi pare che non sia neanche il easo di parlarne.

o
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SUL CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE

Triangolo delle differenze e relazioni fondamentali.

|. Si abbiano m -1 quantita affatto indipendenti Puna dall’altra:
ﬂﬂ‘l ﬂl!"‘lﬂr!"'lﬂm—li ﬂml (]‘)

e si formino successivamente le differenze deil diversi ordini fino
a A~qa,, disponendole per linea in modo che la serie

AR By oo ey A0,
si trovi per diagonale verso destra, e la serie
r
1N S Y e

i trovi per diagonale verso sinistra.
La diagonale verso destra o discendente & la serie delle diffe-
renze di a4, e le tre serie

R 5 By ool gl s
A% s B'Wyq s 00 5 B2EES
Aa_, A'a .oy AR,

m—i) "

insieme con tutti 1 termini fra esse compresi, costituiscono il trian-
golo delle differenze di a,,
(Questo triangolo pud figurarsi col seguente schema:

A'a,, A'ayy...,b0%,,...,Na, ..., %, ,, A
ﬂlﬂuj [ - [ ] ] i L] - L] [ ] W L] L | L ] L] & L] L] , ﬁrﬂ

m !}

m—1 7
il i & & & ¥ & =® - [ | [ ] - ’
ﬁ'au , L ] L] ¥ L] ] - L] ? &rﬂm__r I
2
L L3 L] ] ] ¥ L] ’ (.—)

essendo opportuna una doppia espressione del termine generale,
secondo il progredire dall’un senso all’aliro e pofendo attribmirsi
ad 9 tutta 1 valori, interi e positivi, da O ad m, (0<r <m).

. e W e M AR
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s 3-;15‘1.‘._.__ = n“‘.:‘. e e
T e e e =105 2 e
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2. Le seguenti tre formole fondamental:
Arg, = (m — ), A7a,_ . — (m — ?')1 Atg . +..
o = {— )“"'(m——-r)m A2g,=2 (—1)1 m—r)A~"a ., (3)
A’ﬂm_r (m— 1), A%a, -+ (m — *r]l ﬁ’_Hﬂu -

m—r

R —I—(Tﬂ __"T)m—: iﬂmﬂu——r—i (‘?ﬂ

i=1

") Ar+g, ,  (4)

A*a, — (m —»), Na,_ — (m — fi")l Ara .

cie (=1 (m—7) &ﬂu_ b} (—1)*{?}1—?) Ava ..., (B)

La—F
i—0

s1 dimostrano facilmente per mezzo della nota relazione fra 1 coef-
ficlenti binomiali:
(m r 1) + (m r 1= (m—17). (o)

Hsse sono intimamente legate fra di loro, cosi che la conoscenza
di una qualunque Implica la determipnazione delle altre dne e pos-
sono riguardarsi come la estensione dell’ unica formula b—a=e¢,
da cul deducesi b—e¢—a e ¢ + ¢ =25, ed a questa aﬂ'ﬂtmvmente
si riducono per m — r—= 1.

Per la legge di formazione delle differenze si ha:

AI Y ‘&raﬂ ¥
Aay, = A'a, — A 'a, |
# % @® #% @ ® = ® B O ® ® B = --‘----.......-.-.---llj
OVVEero:
ﬁ’ﬂm_, — ﬂrﬂm_,,_, :
| jljlllLatl:l—r—‘l — &rﬁm—r T ﬁ'l‘_l_l“:l::u-—r—I y
‘d‘rﬂm—r—ﬂ — rﬂm—r = J:}‘T“}-‘"!:El:n:l—:r—-l e r:ﬁr_}-la'm—-r—' aaacE ﬁﬂ_ﬂam-ﬂr'—-ﬂ) =
= T J."-l—l 3
= ANa,  —20*"q____, —[— A" Ay sz s
L] L] - L] L] L] L] & [ L] - - - - - [ - - L] L] L] L] L] L] L} L] L} - L] L] }
ovvero.

A%g, =—A=n
Am—‘lﬂru:ﬁm—lﬂ] po— ﬁm a,,
ﬂm—ﬂanzﬁm—ian__ﬁm—l (ﬁm— a,— ﬁmﬂn‘) — ﬁm—!ﬂﬂ ﬂﬂm_lﬂ] -]—A.mﬂ-“ ,

- - - - - ®@ B @m ® @ @ |- L] L] L] L] L ] i . W ] - - L] L] L] - "

le quali relazioni si possono tutte ugualmente ricavare da (3), po-
nendo m —r=20,1, 2,,

Ammessa perta.ntn la. fnrmﬂla. (3) per m — r — 1, si ottiens:
Afa;=Arq—A Mg =—=(m—»r —1), Na,  —(m—r—1),A a__ L+ ...
oo HED—r—1)Aa, ... (=D —r—1)___ AT @ —
— (m—r—1),A"a,_,_+ ... (—1) (m;m—7 ) A a,__ ...

R +(_1)Wli'm__'}._1jm—r—ndm_]ﬂl ‘!‘(’_‘1)#: m—r_i)mr-r—lﬂm g
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cambiando 11 segno del sottraendo con anmentare di 1 1’esponente

di —1; riducendo per colonna, la colomna (i 1®* per la rela-

zione (o) sari: -

(— 1)1 (m =3 T)l ﬁH—it":'!.izr—:—r-il'

e variando ¢ da O ad m — r si ricava precisamente la formola (3).
Cosi pure per la stessa legge di formazione delle differenze, si

otfiene :

A'a, = A'g

m—r }
ﬁTﬂ]:l:n—:r e Idrllﬂmv—r—] wiiDe ﬁ'r-l_iﬂm-?—] !
'&ram—r — ﬂI-“'I':'I111—41.'—'.1 i ﬂL_l-l-I_:l":Itn—:'—E _l_ ‘ﬁr-l_lﬂm--r-—ﬂ' —l— Aﬁﬂﬂm"r—g =
— 'ﬂ'rﬂm-—r—i _I_ 2ﬁr+1ﬂm—r—ﬂ + ﬁrﬁ}_zﬂm—d—ﬁ b
SHCTRC R R RN T BN ST YOIC T W o TR T T TS A T T 10N TR TR el it Ot O TR i e T B
OVVero:
Arﬂi:':ﬂrﬂu '

Atq,— Avg, - A, ,
Ata,— Ara, -+ AHg, - A™Ha, - A~g, = Avq, 1 24Ha, | AHg, ,

L] L L L] L] u L Ll L L L] ] L L] L - L L L] L] - L] L L L] " i 1] L L] L] - - - L] - ?

OVVero:
A=a, =1A4"a,,
A a, = A='q, + Ang,,
AT g, — A="%q, | Am~lg 4 Amlg - Avg —An—tg | 2A=—g, -} A~q, ,

rll'I_--.ltlllll---l-+q|rulilinlltn----_-_--i

le quali relazioni si possono tutte ngualmente ricavare da (4), po-
nendo m —r=0,1, 2, ... .
Ammessa pertanto la formola (4) per m —r — 1, si ottiene:

Ave., —=AQa,  _+AMa,  —(m—r—1),Ma,-(m—r—1), A g, ...
i (me—r—1), A~ a4 (m—r—1), __ A*—q, - (m—r—1), AHa, ...
cot-{m—r—1),_ A" "a,+...4+(m—r—1) A" g +(m—r—1)__ _ A"a,;

m—r—3

riducendo per colonna, la colonna (i 4 1@ per la relazione (&) sard:
»
(m — ), A, ,

e variando ¢ da 0 & m — r si ricava precisamente la formola (4),
Cosi pure per la stessa legge di formazione delle differenze si ha:

A7 a,—A™q,
AP =A""q — A™-Ig, .
Amﬂuzﬁ m—iﬂ.z_ﬁtu—:lﬂl_(dm—-sﬂl_ﬁ m—iﬂn)___ﬁm—iﬂz_gﬁ m—ﬂal_'_ ﬁm— !Iau :

- L] L] L] ] L] L] - L] ] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] # L] L] L} L] [ ] ] [ ] ] ] [ - [ ] L] - L ’
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e e R G

= Bl
-

e
T

i " A . =] T - =
) Ly 5 Ty i’ )
'I.‘-l" e N i, - s, J | T
i . iy oy o
i = e ¥ i o E = i
L " - A i .
E ST St e el i M e A A T
5 i T s e i s e e I
(5 ¥ ] !..! ] =" = l': e B -:-_.':-: - o 2

S -
Sl TR S b
L ISR i

II‘
f—
L A

-
g

ST,

s e

W
i
5

el

% ot
. (]}
i
37
-?E
=
bl
..- h ﬁ_‘
ST T i
o rax
g
h LH
i i




994 PERIODICO DI MATEMATICA.

ovvero.
ﬂrﬂu = ﬁTﬂl’l 7
ﬁrHﬂu — ﬂrﬂl —— Arau 3

AT-HHD =i Arﬂﬂ T ﬁrﬂi — {ﬂrﬂl == ﬂ:ﬂu) — ﬂrﬂi —— Qﬂrai _I_ drﬂu 3

@ ® B a mE & B B " = B i | & @ N o & @ R - i & ®m ® @ [ # & LI |
ovvero:

dl' = 4 — Arﬂm—r X

Aﬂ‘lﬂm—r—l e Arﬂm—r - l“i=i"-’r"i!l:l_1'—3l )
ﬂr-l_lam—r—i a—— aram—: - ﬁrﬂ'm-—;'—l - (drﬂm—r—l = AIlflz-'ﬂl!l_‘l"_ﬂ) S
= A'a,, . —20'a___ -}- A'a, s )

- - L L L] L] L L L] - L1 - [] L] ] W [ - - - [ L] [l # o [ L] - - - - - ,

le qmali relazioni si possono tutte ugnalmente ricavare da (5) po-
nendo m —r =0, 1, 2,., .,
Ammessa pertanto la formola (5) per m — r— 1, si ottiene

ﬁmﬂ“=ﬂ“"1ﬂ1 — ﬁm_lﬂu = (m—hr—ljuﬁram_r—(m—r—ljlﬁ’am_,_,+ alkel
- oo H—1}m—r—1)bq, . +..+ (—1" Y m—r—1)___ A%, —
— (m—r—1) A, ...t (—1)(m—r—1),_ At ...

o (= m—r—1) _ Ae (=1 n—r—1),__. A%a,,

ﬂ?.mbia,ndn il segno del sottraendo con aumentare di 1 I'esponente
di —1; riducendo per colonna, la colonna (i 4 1)™* per la relazione
(«) sara: |

(—1) (m—r)A%a,,_, .,

e variando 7 da O a m —r sl ricava precisamente la formola (B).
3. Sulla costituzione delle formole (3), (4) e (5) 1 pud osservare:
®) esse sono polinomi di m —»-1 termini di eni nessun coef-

ficiente pud annullarsi;

P) esse dipendono da m — 7 in quanto & differenza degl” indici
s1g, delle & che delle A, e possono quindi riguardarsi come funzioni
formali di tali indiei:

Y) una qualnngue di esse e necessaria e sufficiente a determinare
tuttl e solamente i termini del triangolo delle differenze, che sono

in tutto (m T ; + 2) :

H

&) perché m—r11 termini del triangolo delle differenze di A,
possano determinare tutti gli altri, & necessario e sufficiente che
siano consecutivi (contigni), sia per linea sia per diagonale, indi-
pendenti 'uno dell’altro, e che ve ne sia almeno uno della prima
linea A*; in generale ¢ termini (¢ <<m — 7 -1) determinano il trian-
golo che li inviluppa partendo dalla linea pit in alto;

e) la sostituzione dei valori ricavati da una delle tre formule in
un'altra da luogo, naturalmente, a delle identita; cost ad esempio,

.
M Tl

Pl s
oy ey
e

*|
e IR
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sostituendo 1n (B) 1 valori ricavati da (4), il coefficiente di Artig,
SATH: |

(m—r)o(m—r)—(m—r)(m—r—1)_F+ . . +(—L(m—r)(m

che si annulla sempre per i >> 0, potendo scriversi:

(m R r]i [(i:’l — (ﬂl-q + . Ve 4‘ (._ l}I {z)ﬂ] '

e per =0, dovendo essere m —= 7, si ha A=q, = A™a,.

P—1),

Differenze dei diversi ordini e delle diverse elassi.

4. Le m + 1 quantitd affatto indipendenti I'una dall’altra (1):

ﬂu? ﬂll..'lﬂ

m )

s1 possono considerare come le differenze d’ordine zero di a, e si
rappresentano col simboli

0 1
'&!}? ADI"‘!“&'TJ

indicando con I’indice inferiore I'ordine e con I'indice superiore la
classe. |

L'ordinaria serie delle differenze di ¢, forma le differenze d’ordine
uno di 4,, clod

Ad. At ....4%,

Formando le differenze del primo termine A! di quest’nltima
serie, si ottengono le differenze d'ordine due di a,, cioé

A, 4, ..., A7,

In generale la serie delle differenze del primo termine A° , della
serie delle differenze d'ordine p — 1 di @, forma le differenze d’or-
dine p di a, ciod

N PR

P

Con tale notazione le r#lazioni fondamentali (4) e (), per »=0,
8l Serivono
A7 = (m)A1+ (m), i+ . .-(m), AT = [1+-4,],
AP = (m)(—1)"A8 4 (m)(— 1P A+ o - (M) (—1)A8 = [— 1+ A

S1 definisca la differenza di classe m e d'ordine —1 con la re-
lazione:
A?, = (m), A0+ (m), A0+ . .4-(m), AF = [1-}-4,]=,
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e, In generale, la differenza di classe m e d'ordine — ¢ con la re-
lazione:

AR, = (m),A2 )AL e A ()AL = [1 4+ A ™

Evidentemente lo due indicate relazioni fondamentali fra le dif-
ferenze d’ordine zero ed uno, sussistono fra dune qualunqne conse-
cutlvi ordini e quindi si ha sempre

ﬂ:ﬂz [1'1—-&54—1]“]1
:{q_[ 1 I ﬂu]m:

per tutt’y valori interi di s, positivi e negativi compreso lo zero;
s1 deve osservare che 1 e —1 sono le differenze ira gl'indici infe-
riori delle A, essendo il sottraendo 'ordine che si vuol determinare.
Si possono dangue considerare le differenze di a, secondo 1 di-
verst ordini e secondo le diverse classi, cioé:
ﬂl] Al i

_q’ _q!lll, '—E.II'

u 1 (F1]
0 * ﬂn,;-llﬂﬂ:

a3, A,...,A4%,
Tali differenze possono 1mmaginarsi disposte & raggiera attorno
al termine a,, perché:

L&?q:_,,.=ﬂn_1= E: E:,_,:AE:{ID.

9. S puo esprimere A sia in funzione della serie delle differenze
d’ordine p, sia in funzione della serie delle differenze d'ordine —gq,
e s1 pud esprimere tanto A} quanto A™_ in funzione della serie delle
differenze d’ordine zero; piu generalmente, data una serie di dift
ferenze di @, d'un qualungue ordine, si pud determinare la differenza
emmesima d’un qualunque ordine d’indics superiore o inferiore, per
mezzo delle due segunenti formole simboliche

]T-i-ﬂ — [_P + ﬂ-]m ) (G}

Av=[p + 4,..]". (7)

Eﬂﬂf per s =0 e p=1 si riducono alle relazioni fondamentali
(4) e (B); per m =0 s riducono o C

‘134—3 — (0_).&. (—p)4;,
A% = (0), ()AL, ,
ciog tutt’e due ad a, ch's i centro della raggiera; nell’'nno e nel-
laltro caso p & la differenza degli ordini,

L? fi‘E}I'I[]D]E EG} e (V) si possono direttamente verificare pel primi
valori di p e di m; cosi per p=0,1,2 34 e m=0, 1,2, 3, s
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puo effettivamente, per mezzo della legge di furmazmna delle dif-
ferenze, ottenere, il seguente guadro:

i A0 Al AS Ad

Ay n, ay (fa a3

Aq fo a; — L.an as — 1 2.a; -+ 1%m as — 1.3.aa + 1%.3.a: — 1%as
As fo ay — 2.9 s — 2.2.ay + 2%a¢ az3 — 2.3.az -+ 2%2.3.a1 — 2%.09
Ay fto a4 — 3 ao az — 3.2.en1 + 3ap fly — B.0 0z <+ 8° 3.1 — &%,
Ay y ay — 4.ag ag — 4.2.a;y + 4%ap ay — 4.3.az + 4%8.0; — 4%.a¢
risnltati uguali a quelli che si possono ricavare dalla formola (6),

sostituendo per p ed m gl stessi valori.
Facendo per semphlicita s =10, 8l ammetta pertanto

-1={—(.P“1)+&n]mr

e s1 sostibuiscono i valori clre se ne ricavano, nell’espressione di A

in funzione di 4 _,, data dalla definizione; si ottiene:

AR — (— 1)) Ao o oA (1P m) AL e . A (— 1) (m), A, —
— (1) (m), [O)(— p + 1PAL + .

I wiw e ey, 3, (e i) e o =t
(1 m) [+ L 0, (—p+1)43]+- N
+ (D m)[(m)(—p+1)mA54- - o (), (—p+-1)" AT+

-+ (m),, (—p-+1)°AF ].

Sommando per colonna, dopo avere sviluppato le parentesi qua-
dre, la colonna (» + 1)™& sara:

(—L7m) (r)(—p+1) 35+ (1> (m), (s (r + 1) (—p+1)'47+
A (—=1m), (m) (—pa-1)""AT

Gelentl binomiali:

(7 )y (AA-F) = (m), (m — h), (1)

e per la nota relazione fra i coe

e riducendo

(—L)=(m), Ai{(m — r P+ (m— ) (p—1)+. .
_}_(m_?‘)m—r(p_l)m- ]1
(m)(—p)" 45 ,

e variando » da O a m, si ottiene la somma di tutte ls colonne e
quindi

cl106

= (M) —p) AL+ . . . 4-(m)(—p)> A5+ .

+(m), (—p)'Ay = [ —p+ A",

C = L . o _rer.
: has T o | : 1T i e o g
ok e A L e, P Tt S L T P T 4 ol il F .L."
e T s e R N TR TR s e e
i i, i = d e o o i B, T, o ' =y

T e T L i it
'.:J___..'t " i T e i FTT - J
= A 'ﬂ'-...ra " -1L‘| -

._
T
=
e Sl

i _'_.!‘.I_ ""'h-"'-u'

et b v o S L . ot L AR
e e e T T
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che & precisamente la formola (6) per s = 0; e siccome dal para-
gone di questa formola con quells ammessa:

Az = [—(p—1)+4,)"

risulta non altro cambiamento che le potenze di p—1 in quelle
di p, rimanendo invariato 1'indice inferiore delle A nello sviluppo,

si conclude che la formola (6) dipende da p in quanto p & la dif-
ferenza degli ordini, e guindi rimanendo costante tale differenza,

§ pud essere qualungue intero, positive o negativo.
Analogamente, facendo per semplicita § =0, si ammetia:

Ar = f(p—1) L A,_J=,

o si sostitmiscano i1 valori che se ne ricavano, nell’espressione di
A= . data dalla definizione; si ottiene:

A%, = (m)Ag+. . A () A - A (), AT =
= (m)y [(0) (p —1)°A5] +
e T N E R -
+ (m), [()(p —1FA o+« )2 —1)A0] + "
+ (m)m I__(m)u (F _.]_)mﬁ;_l_i__ ¢ ‘T"(m)r I:P _l)m_ r‘)-";—t‘i"- .}
| v - (m)y (p —1)A ] -

Sommando per colonna, dopo avere sviluppato le parentesl qua-
dre, la colonna (r-}1)™® sara.

(m). (7). (_P_l)ﬂﬁ;—l () (71 1), (P_lyﬁ;q"“' .o
. " '+(m)m Lm)r [_P_-l)m_rﬁ;'l '

e per la stessa relaziome (f) e riducendo:
(m) 85 s [(m—r)(p—1)° +(m—r)(p—1)"+... + {(m—r), _(p—1)""],

cloe

{?ﬂ)r Pm—rﬁ "

p—1i}

e variando » da O ad m, s ottiene la somma di tutic le coionne
e quindi:

Az, = (m)p™AL it o (), pm By e () pA, = [pHA,]",

che & precisamente la formola (¥) per s =—1; e siccome dal para-
gone di questa formola con quella ammessa:

ﬂnm= [[_IJ — 1)+ﬁp—1]m

risulta non altro cambiamento che le potenze di p— 1 in quelle
di p, rimanendo invariato I’'indice inferiore delle A nello sviluppo,
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si conclude che la formola (7) dipende da p in quanto p & la dif-
ferenza degli ordini, e quindi, rimanendo costante tale differenza,
s pud essere qualunque inbero, positivo o negativo.

6. Sostitnendo in (7) i valori ricavati da (6), o in (6) 1 valori
ricavati da (7), si ottengono delle identiia.

Infatti nel primo caso s1 ha:

a:nz (m)ﬂpm 1D7+u+' ’ '+(m):Pm_rﬁ;+.+* . ‘+(m)mpu¢;1+: —
— 3 (m), p [(F) (—py A2+ . .+ (7). (—P)°47] 5

=0

ed il coefficiente di Af, dopo lo sviluppo, si pud serivere:
(m), =" [(m — 1)y — (m— 1)+ A= 1T m — Pzl

e si vede che espressione dentro parentesi si annulla sempre, &
meno che non sia m —r=—0, cioé m ==1 e quindi:

Am = (m),, p"AT = A7,
E nel sscondo caso:
m —(m)(—PPALt . AP - (M) () AN =
— 3 (m)(—pP [(Me P AL+ - A PN ]

=0

ed il coefficiente di Ar,, si puod scrivere:

(m)(—p* [(m—r)—(m—7) -« A (1T (M)

o si vede che lespressione dentro parentesi si annulla sempre, a
meno che non sia m —r==0, cloé m=17 e quindi :

Az, = (m),, (—pPAR. = AZ,, .

Il modo uniforme con cmi si & potuto condurre la prova nel !
due casi, & una conferma dell'esattezza delle due formole (6) e (V) g
in tutta la loro gemeralita. Data percio una seris di differenze di 4,
d’un qualungue ordine, con (6) sl determina la differenza numerica
d’un gualunque ordine d’ indice superiore, e con (7) si determina
la differenza emmesima d’'un qualunque ordine d’ indice feriore,
essendo sempre p la diffegenza fra 1 due ordini.

7. Sostituendo in (6) per m, successivamente, i valori O, 1,

2. ...m, e addizionando 1 risnltati obtenuti, si ha wun’espressione

per la somma della serie delle differenze d'ordine p -} 8 in funzione &l
della, serie delle differenze d’ordine s, eloé:

275 oD g ital
= '-_‘.: -..'. - . i

- . ‘ . - - 1
e L'.'I'i_ [ ]
Sy

B ap, =5 &[0, (PP D P ]

m=0
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e facendo In stessa sostitnzione in (7), si ha un’espressione per la
somma della serie deile differenze d’ordine s in funzione della serie
delle differenze d’ordine p-ts, cioé

Y ar=3 Ay, [0 P+ 1), Pt . AH(m), P2 (%)

8. La formola (6), facendo per semplicith s =0, giova a dimo-
strare un’altra notevole espressione di AP,
> hac:
m+—1
=T 1y
S (m— 1) (p— 1< [m—1— &), (p—1) + (m—K)_] . (10)

1\1
—
k=i

Infatta:

2 (m—1) (p—1}[tm—1—R)._, (p—1)+ (m—), ] =

= (m—1), (m-—1),_, (p—1} + (m—1), (m),_, (P_lju -+
+ (m—1) (m—2),_, (p—1)" + (m—1), ;m—1),_,(p—1)+

+ (M), o(p— 1) (1) (o 1), (p— 1) 4
- (m _'l)k{m—-1__k)r"1(p—1}k+l_l_(m_1}k(133_k)r—1(}7 1)

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

F (D)o (D (p—1 (1), _(2)._ (p—1) +
+ (= —1), (D) (p — 1) - (m—1),_(1)_ (p—1)=,

e tenuta presente la velazione (¢) fra i coefficienti binomiali ed
aggruppando secondo le potenze di p— 1:

mi— 1

2 (m—1)(p—1F[(m—1—R),_(p—1)+(m—F),_,] =
=0 P—1) - (M) (m—R),_ (1) + ... (1), (0), s (p—1)",
or perché (m—~k)., non si annulli, dev’essers :

(m—k)>r—1,
quindi i pit grande valore possibile di % é&:
k=m— 4 1;

percio, tenuta presente le relazione fra i coefficientl binomiall:

(m)e(m —B),—y = (m — 2 4-1), (m),_,
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che puo¢ dedurs: da (§) e che d’altronde s1 trasforma in identita so-
stitnendo 1 fattoriali, si ottiene:

m—1

3 (m—1(p--1}[(m — 1 — &) p—1)+(m—h),_,} =

= (m), _,[(m—r—4-1){(p—1)+ ... 4 (m—r+ 1) (p—1+. ..
oo (BT D (P 1) = () pm

dunque:
i1 m—1 :
A= 2 (=1 AT X S (m—1), (p—1)[(m—1—F),_,(p—1)+
= - o+ (m—F)] =
== %} (—1)=—H A (), _, pm—H =
41
=3 (m),_ (@A = [—p A",

che & precisamente la formola (6) per s =0.

Viro Merr1 Morg.
(Contéinua )

DIMOSTRAZIONE D1 UN TEOREMA GENERALE SULLE LINER

Nal concetio mmtuitive di /inea si riconoscono guesti caratteri:

I. Una linea & una serie di punti che soddisfa al postolato della con-
tinmita. (¥)

IT. Considerando un punto ¢ualunque A di una linea, pud sempre
prendersi un punto B precedente o seguente ad A (cppure solo precedente
o solo segnente se A & nn estremo) tale che tulti 1 punti compresi fra A
e B abbisno da A una distanza minore di un segmento dato gualungus.

Non -vogliamo affermare qui che queste due proprietd bestino a ca-
ratberizzare il concetto di /fmea; ma neppure possiamo affermare che non
bastino. Se bastassero a caratterizzars questo concetto, esse ci offrirebbero
una definizione di «linea>. Né sarebbe un ostacolo & cid il dover parlare,
nella definizione di linea, di relazioni fra segmenti, giacché queste si pos-
sono gid supperre note potendoesi costruire tutta la Geomefria elementars,
come de alcuni é stato fatto, indipendentemente dal concetto generale
di IZnea.

(*} Prenderemo il postulato della eontinuiti sctto la ordinaria forma: Se sa una linea si hanno
due grappi di punti 71 e 7% tali che ogni punto di I preceda ogni punto di I, esiste sulls Vnea
ol punto che zepars I & Ik, punto che pud essere anche o I'wltimo punto di I o il primeo
punto d 7%,
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In ogni modo & certo che le proprieta I e IT permettono di dimostrare
molte proprietd delle linee, alcune di intuizione evidente, ma alcune anche
di mtmzone difficile.

Fra le prime ¢ questa, che ora dimostreremo: Una linea piana 1 che
congiunga due punii A e B da bande opposte di una retta r del piano,
meontra certamente la refia r almeno in un punto.

Indichiamo con (A) e (B) le regioni del piano (rispetto alla retta r)
nelle quali i trovano i puntti A e B: e consideriamo sulla linea 7 il
senso A B, '

Se X 6 un punto gnalunqgue della 7 {escluso B), possono darsi due caagi:

1* o tra 1 punfi del tratto di linea XB (X escluso) ne esiste uno non
appartenente alla regicne (B), ossia esiste sulla Z un punio seguente ad X
ed apparienente alla regione A o alla refta #;

2° o tutti i punti del tratio XB (X esclugo) si trovano nella regione (B).

Poniame in un gruppo I', tutti i punti della ¢ che si trovano mnel
primo cago, e in an gruppo I'y tutti gnelli che si trovano nel secondo caso.

E certo che 1 gruppi T, e I's esistono. Infatti, si consideri un cerchio
con centro in A e la cm superficie appartengs tntta alla regione (A); se
prendiamo sulla { un punto M la cmi distanza da A sia minore del rag-
gio del cerchio (prop. IT), questo punto M samd in (A), e tutti 1 punti
del tratto AM (M escluso) apparterranno al grappo I';, essendo segmiti da
un punto M uwon appartenente a (B). Cosi pure, se 8i considera un cer-
ohio con centro in B e Ia cui snperficie sia tutta in (B), ed N é un punto
di 7 tale che tutti i punti del tratto NB abbiano da B una distanza mi-
nore del raggio del cerchio, allora il punto N & di Ty perché i punti che
lo segunono appartengono tutti a (B).

. Dimostrata la egistenza dei gruppl I'; e Ty, osserviamo che ogni punto
di T, precede ogni punto di I'y; nfatti, se P & un punto di I'y, vuol
dire che si pnd considerare nn punto che segna P ¢ mon appartengs
a (B), e allora tutti i punti ¢hs precedono P si trovano nelle medesime
condizioni e appartengono al gruppo I',. Onde nessun panto di Ty pud
precedere un punto qualuyngue i T,.

Ne segue, per il postulato dells continnita; che esiste un punto H che
separa 1 gruppl I; e Ta; e poichd 1 aruppi I'y e I'y esauriscono la linea
(eccettuato B) ne viene che questo punto H non pud essere altro che o
Pultimo punto di T, o il primo punto di T,.

Ma nel grnppo I'y non esiste un ultimo punto; infatti se P & un punto
qualungue di Ty, ad esso segue un punto ¢ mon appartenente a (B), e
allora tutti 1 punti del tratto PQ (Q escluso) sono di T'y. Quindi H & 1l
primo punto del gruppo I's.

11 punto H mon pud trovarsi nella regione (A) perché ¢ facile ve-
cere con le seolite considerszioni che ad esso seguirebbero aliri punti
clella regione (A) e guindi sarebbe un punto di T,: e non pud neanche
trovarsi nella regione (B). Infatti, se H fosse in (B), deserivendo un cer-
chio con centro iIn H e le cui superficie appartenesse tutta a (B) e con-

- p k-
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siderando un punto K precedente ad H tale che tutti punti del tratto HK
avessero da H una distanza minore del raggio del cerchio, futti 1 punti
del tratto KB sarebbero nella regione (B) e guindi K sarsbbe nn punto
di Iy, il che é assordo essendo H il primo di tali punti.

Poiché dunque il punto H non & né in (A) né in (B) sard sulla retta 7,
ogsia la linea ! incontra la refla # in un punto almeno, come s1 voleva
cimostrare.

L

I evidente che la identica dumcstrazione si pné ripetere per gmesto
teorema generale: Se un ente qualungue K costituito di punli di un prano
determina in qualsiasi modo wne divisione del piano n due regront talz
che ogni punto che non sia di R appartenga ad una di gueste regiont e
che se A é un punio qualungque di una di quesie Tegioni S Possa cONSi-
derare un cerchio con ceniro in A la cui superficie appartenga iulta a
quella medesima regione, allora una linea qualunqgue che cengiunge un
punto dell'una regione con wun punto dell’altra tncontra mecessariamente
Uente R almeno in nun punto.

Le dimostrazioni di guesto teorema generale mel casl particolarissimi
in cui 'ente R & una circonierenza e la linea € un segmenlo o un arco,
g1 note, seno perd pitt complicate della mostra dimostrazione generale,
che abbiamo voluto fare su un caso semplice solo per maggiore evidenza.

Lia medesima dimostrazione si adatta molto facilmente anche al easo
in cul 'ente R & nello spazio e determina una divisione dello spazio in
due regioni tali che se un punto appartiene ad npa di esse s possa sem-
pre considerare una sfera con centro in guel punte il cm solido appar-
tenga tutto alla medesima regione.

P, BENEDETTI.
Bresoia, dicembre 1808,

A PROPOSITO

dell” inchiesta faftta dall’ Associazione Mathesis sulia fusione
della geometria piana colla solida

i

E stata sempre lamentatn la facilita con cui in lialia si cambinnoe 1 programmi
e 1 regolamenti delle nostre seunole, ed & stato delto e ripeluto ehe questa & una
delle canse principall par le qunﬁ le scuole in generale non dinno quei risultati
che le famiglie e la socieild avrebbero diribie di attendere da esse.

Anche nei III congresso dei professori di mntematica delle scuole medie te-
nuie a Napell nello scorso settembre, il prof. Nannei, incaricato di fare la veia-
zione sul primo fema (studiare le canse del poco profitto che fanno nelle studio
della matematica i giovani delle scuole medie, & proporre i mezzi per ovviarvij,
riconosceva solennemente queata verita colle parole segnenti: * Ci fu chi disse che
“in Italin (e mon soltanto in Italia) era mecessaria una legze, la quale stahilisse
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* ¢he almeno per dieci anni nessuna legge, ormai esistente, si potesse modificare
“ o sopprimere. Senza trattenermi sulle ovvie considerazioni che spontaneamente
“ sorgono mella mente di chinnqae, sul danno arrecato alle scuele dai facili cam-
“ biamenti e da successive contradditorie disposizioni, noterd solo che, per effetio
“ di tutto cio, I'alonno s1 persuade che 1] passaggio da noa classe all'alira non é
* conseguenza del suo sapere, ma, almeno in gran parie, & effetlo delle disposi-
“ zioni di un regolamento ,. Eee

E per togliere questo grave inccnveniente lo stesso prof. Nannel propone
“ 1o disposizioni scolastiche, una volta stabilite dopo ponderato studio 8 dopo ma-
* turo esame, non siane facilmente mutabili 5.

(Jueste considerazioni e questa proposta sono mollo ginste, e tutil ne sono
convint), ma & ben difficiie che un nuovo ministro della P. 1. appena insediato
alla Minerva, nou senta il bisogno di buttare all'aria I'opera dei predecessori e di
descriver fomdo a tuite 1’ Universo, convinto, comvintissimo di avere cosl detia
I'ultima parola sull’argomento, di aver sanato tutte le piaghe, im modo che nulla
resti da fare al snccessore. Ma la vila dei minisivi & breve, e (specialmenie nelle
seaole classiche) Ia ridda dei cambiamenti nei programmi ¢ nei regolamenti, con-
tinua oternamenie fantasmagoricamenie, ma con uns monotonia desolante.

Poco pit di tre anni or sopo un ninistro sapiente, si parmise di fare una
novita. Ovdimariamente i programmi o le modificazioni di essi, erano manipolati
da alfi papaveri burocratici, che nom avevano mai visto )a scuola da vicino, o
I'avevano wvista in tempi preistorici; si era dalo persino il caso che qualche
parte del programma era stala soppressa perehd qualche figlio di paph aveva
preso aoa solenne bocciatura in quel punto, (Juel minisiro inveee volle ascelfare
la voce degli wnici veramente compelenti, e fece formulare, per i Licei e i
Ginnasi, dei programmi di matematica, fisica e chimica che furono pubblicati con
decreto 14 oitobre 1000, da persone competentissime che colle scuole stesse erano
in continno conistie, tenendo conto di quanto nell’ultimo decenmio era stato deito
Ifei congregsl ¢ pubblicato in riviste dagli insegnanti dei Licei; €, caso assoluta-
mente nuovo nella storia delle nostre scuole, nella relazione a 8. M. il Re, che
sCCompagna 1 programmi, era stampato questo periode: * Di gueste e simili osser-
* vazioni suno stati organi autorevoli 1'Associazione Mathesis tra gl insegnanti di
* matematica nelle scuole secondarie, o la Societin Italisna di Fisica, con forma
“ misurata ma precisa .

-

L mRggiora e pin importante innovazione inirodotta in guest programmi, fu il

* ¢he

dividere I'insegnamento della geometria nei vari anni di corso in guisa che fosse
possibile agli insegnanti dj acegliere fra il metodo tradizionale della separaziono
della planimetria dalla stereometria e quello delln fusione dei due msegnamentl.

Una fale dispesizione, per chi consideri 1a cosa in modo del tutto obiettivo s
spassionato, era I'unica logica e ragionevole, Infatti Jo stato delle cose nel 1900
era questo. .

Ormai era stato riconoacinko universalmente che i classici Elemenii di Fuclide,
sebbene fossero opera magisirale ed immortale, non ai addicevano piit ai nostri
tempi; che dopo duemila anni non sole avevano progredito e fatto passi gi-
gooteschi gli studi della geometria superiore, ma per riflesso anche nei metodi
e]ema-ntari un po’ di cammino =i era necessariamente dovuto fare: che DPercio non
era ginsto d infliggere ai giovani il tormento di studiare la zeometria come si
studiava dvemila anni prima; e gia era stato tolto I'obbligo, imposto nel 1867,
di adotéare gli Elementi di Enclide come libro di testo.
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Tale obbligo fu provvidenziale per spazzar via tutti i libri mal pensati e pegeio
seritfi che infestavano il nostro paese, nei quali 'antiea purezza dslla geometria
era perduta. Ma fu provvidenziale a patto che fosse un provvedimento tramsitorio.

E infatli essendo stati intanfo pubblicati dei nwoovwi libri, nei quali si conser-
vava tuito quello che di buono era negli * Elementi , medernizzandoli, la draco-
niana dispogizione eran gid sfata tolia da un pezze..

Ma non basta, e’era stato anche ehi aveva osato affermarve che persino la clas.
siea 8 secolare separazione delln geomstria piana dalla selida nen aveva ragione
di esistere, & che per molte ragioni {che non & qui il easo di ripetere perché ei
propoviamo ¢ fare uno studio puramente obiettivo) era pit opportuno unire i duoe
mseguamenti. L'nudace iniziativa ers stata sulle prime accolta con gran diffidenza,
e 1 sostenilori di essa furone trattati poeo meno che di mattoidi; i pin gridarono
alla profanaziome, al sacrilegio, all'area sania vielata; ¢i fuo anche c¢hi credé di
demolire I'audace riforma con nwn ginoeo di parele: *la fusione & la confusione
delia geometria .

Ma dopo vari anni di lotie e di controversie, molii si aceorsero che 1'idea
era meno strampalata di quel che pareva in principie; tutls, anche i pin fieri av-
versari, riconobbero che essa meritava per Jo meno di essere presn in considera-
zione e discussa. £ nel 1900 si pud affermare che (lasciando da parte la massa
imerte che lega 'asino dove wvuole il padvone) 1 professori si erano schierati in
due campl quasi egnall pro-fusione e coniro la fusione.

Ed 1] ministro fece 'nnica cosa che poleva fare una persona di senno, disporre
¢iod i programmi in modo che ogni professove fosse libero di sceghers fra i due
metodi, e lasclave pol che il tempo e l'esperienza permetiessero di dive 'ultima
definiliva parola sull’argomento.

Di ¢ié fu giustamente data lede al Ministro, e 1'Ass. Mathesis si vitenne or-
gogliosa di avere raggiunto guesto risultato.

Nell" interesse del vero, per il bene delle nostre scoole, sarebbe stato opporiuno
Insciare ormai per qualehe tempo 1n pace la controversa quisiione € non parlarne
pi; guesto, credo, era il desiderio della gran maggioranza dei fusionisti (che erano
soddisfattl della parziale vittoria ottenutn e che mn omaggio alla liberta desidera-
vanp persuadere, ma non imporre le Joro idee ad alenno) non gia degh avversari
che nen polevane tollerare 1n pace di vedere 1 fusionisti considerafi come per-
sone ragionevoll gnaniv lore. e non come reprobi damnosi alla societa.

I nel Congresso (i Napoli 11 presudente dell’ Assecinzione Mathesis 81 prestd
gentilmenle a leggere nna comanicazione del pref. Angeleri, accanito antifusionisia,
mtitolata: La fusione cdelln planimelria colia slereometyia, nelle scupin, & uhile
o no? nella quale dopo aleune considerazioni, che fra poco prenderemo in esame,
proponeva d interpellare i colleghi snl gonesito che formava il titole della co-
municazione. Mi s assicora che un altvo collega presente al congresso voleva
fare un'altrn comunicazione #ngsenso fosionisia, ma il presidente del congresso,
che naturalmente era lo stesso presidente dell’ Associnzione, poiché, inconsulta-
mente, era stato dato 1’ osfracismo dall’ Ufficio di presidemza del Congresso ai
professori universitari, glielo impedi.

Comougue sia il referendnm @ stalo accelialo a maggioranza di voti dal comi-
tnto divetfivo dell’Associnzione, il quals, novelle Saturno, ha mostrato gran desi-
derio (i mangiare i propri figlinoli, i programmi del 1900, e di sostituire alle ides
Jarghe di liberta secolte in guelli, delle idee pin ristretie ed umilaterali.

Nel n. 4 del Dollettino dell’ Associazione testé pubblicato. si trova una rela-
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zione sul resuliato del referendum, la quale lascia trasparive le tendenze anli-
fusioniste dell’anonimo relalore,

Esaminiame rapidamente i risuliati. Le risposte sono siaie poclhine e di quesie,
28 favorevoli e 33 contrarie alla fusione. 1l risuliato numerico proverebbe dungue
che 1 professori delle scuole italiane sull’'argomento in questione si dividono, ora
comne nel 1900, in dee campi presso a poco uguali con leggieva pravalenza per gli
auiifusionisti. B questa prevalenza si riduce ancora, se si considern che fra coloro
che si sono schierati contro Ia fusione si trovane anche dei professori, illustri si,
ma che non avendo mai insegnato nelle scaole secondarie, non hauno sufficiente
competevza n giudicare sopra uum quistione che & ernipentemente didatticn.

1 favorevoli alla fusione bapno inviate 1l loro si eon pochi commenti, forse
perché pensavano (e non avevano torte) che la guistione & stata oramai gia trat-
tata cosl ampramente, che non valeva la pena di tornare da capo e ripetere cose
dette e ridetle. 1 contrari sono siafi pin eloquenti ed hanoo creduto necessario di
gplegare 1l loro no. |

Anpzitutto Ia relazione riporta quasi interamenle la comunicazione del profes-
gore Angeleri, qnantunquoe gia pubblicata negli Az2i del Congresso. (Questa comunica-
zione comincia vol far sapere che Tizio, Caio € Sempronio, si son dichiarati contrari
alla fusione, e che persino i pitt valdi fosionisti come il De-Amicis e amile sotto-
seritbo haono mesirato qualche voléa di non esser persuasi di quel che dicevano.
Kcco la parte che mi rigunarda personalmente:

“* Gli stessi Lazzeri e Bassani mella compilazione dei loro Elementi di Geo-
* metria , (e qui due o ire frasi coriesi per lu modesta opera nostra, delle quali
lo ringrazio) © colla nitidezza delle figure solide sembra che essi stessi [sic) ammet-
* tano una dificolta maggiore nella Slereomelria che nella Planimetria | !

Ma come! L'aver cercato che le fiznre del mostro libro fossero pia mtide e
chiare che fosse possibile, deve essere preso come argomento ceniro di noi? E
si pud dire sul serio che l'oftimo Ginsti facendo un’edizione aceurata ha congiurato
contro le nostre idee? Spero, caro prof. Angeleri, che lo dica per burla!

Li dopo aver deilo che “ con Ia fusione si fari perdere ai giovami guel po’
“ d'amora che ancora hanno, se pure lo hanmo, per la geometria , ed avere atiri-
buito al Retali I"ormai storico bisticeio * fusione-confusione, 1"Angeleri aggiunge:

“ Questo allo stato delle cose attaali; da qui a cinguanta anni, quando i gio-
“ yani del Ginnasio saranno bene addenlro nei misteri della geometria, allora, ma
“ soltagto allora, s potra ndoitave la fusione nelle scuole; per ora, no ..

Confesso candidamenie che in questo periodo ci ho capito poco. Voole forse
il prof. Angeleri lasciare gli attusli siudentelli al Ginnasio per 50 anni, affinche
abblano agio di penebrare i misteri delln geomeflria, @ mandarli veechi o canuti
al Liceo, ad apprendere la fusione (o confusions, come pin gli agerada) delle dune
geometrie?

Oppure intende semplicemente di rimandare ai wostesi I’ ardua sentenza? In
tal easo perd mi permetto di osservare che con moltn probabilith gli studenti di
ginpasio del 1954 in media varranno intellettuslmente presso a poco quanto quelli
del 1904, e niente ¢i antorizza a ritenere che quelli, meglio di questi, arriveranno
a peneirare nel sacri misteri della zeometria ! Sicchd non vedo la convenienza di
rimandare ai posteri la risoluzione di una quistione che oramai & snl tappeto e
possiamo benissimo risolvers da noi.

Ma lasciando da parte 1’Angeleri ed altri, sono rimasto particelarmente impres-

sionfito dalla carica a fondo che combtro la fusione e contro il sottoscritto fa il
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prof. Marer, il quale fu une dei primi ad accogliere favorevolmenie I'idea dells
fusione, a l'esperimentd due volte in scuola. Egli dice di non essere soddisfatto dei
risultati e conelude: colla frase seguente stampata in corsive * La mia esperienza
“ sdangne, continuata e ripeluia con costanza degna di mighior esilo, 8 completa-
* menie sfavorevole alla fusione; almeno alla fusione secondo il sistema Lazzeri ,.

Questo giudizie cosi reciso & assai sconfortante pei fosionisti e pin special-

mente per me, ma uop po' pit avaoii esso viene attenumto daile seguentii frasi.

¢ Dangune che pense riguavde all'atilith di adettare il metodo della fusione
nelle scuole ? ,.

* Ecco: da qunanto dissi si capisce che io non eredo di achierarmi, in tesi gene-
“ rale, vontro di essa; anzi ammetio di buon grado che con nuovi testi e con nuovi
“ programmi abbia anche a riuscire utile ,.

In conclusione dunque la risposta del prof. Murer, che a prima giunta sembra
.una fiera condanna del metodo, & in realta una condanna all’ ostracismo dei libn
esistenti e pi particolarmente del mio. E c¢id celpisce il mio amor proprio di
autore, ma almeno lascia intatto il principio per il quale combatto da molti anni; —
¢ ne sono lieto. —

Poiché spero che tuiti quanti hanno tenuio dieirn alla povera opera mia sn
guesto argomernto dovrapnoe rendermi giustizia, e riconoscere che egsa & & limitata
a questo: essendn profondamenie convinto dell’'utilita dells fusione delle due geo-
" anetrie, ho proeurato d'infondere guesta persunasione wpegli rltri, ma non ho mai
battuta la gran cassa per i miel Elementi, non ho mai defto che essi fossero il
migliore dei libri di geometria nel migliore dei mondi possibili, non ho mai detto
che soltanto seguendo me in tofti i particolari si otfiene la salvazione,

Certe affermazioni e lascio al prof. Andriani, il quale, secondo la relazione
che stiamo esaminando, dichiara candidamente. * Si, la fusione & utile se adottate
“ il mie libro: no, se vi ostinate ad imitare il De Paolis & Lazzeri & Bassani , !

Considerando dunque la quistione dall’alto, e all’infuori della convenienza e
della vanitd personale, mi cempiaccio di consiatare che la risposia del Murer ehe,
& ia pia fera di tutte, colpisce me personalmente ; ma wvon intacca il primeipio.

I per attenuare il dispiacere cle mi reea questo giudizio, mi valgo della con-
solazione dei disperati * mal comune mezzo gandio ,. Infatti il Murer, dopo avere
esposto 1l suo recise giudizio sopra citato contro il sistema Lazzeri dichiarva che
di guesto solianto si & oceupabo, * perché chi dice fusione dice Lazzeri; e vice-
* versa , (& troppe onors! e "Andreiani, il Reggio, 1"Ingrami e tanti altri hanno
diritto di protestare, e protesto anch’io, specialmente eontro il viceversal) * né io
“ grede che esista altro libro che possa adaltarsi alle scuole pin di questo, mal-
¥ grailo ece.... Nen conto il De Paolis, primo ienislivo, gloriose s1, ma algquanto
“ incerto che non ha sapnto reggersi; e nemmeno il Veronese, abhenché abbia
“ jntrodotto concetll scientificamente incensurabilli e aperta la via a qualche utile
“ innovazione anche nell’insegnamento; in guantoch#& egli , (il libro o I'antore?)
“ mi sembra nel suo ﬂumpleasfqna]nhe cosn di paradossale e niente affatio educaiivo
“ per la gioveniu ece, ,.

In confromto delle sassate che il prof. Murer seaglin contre 1'opera di due
giganti come il compianio De Paolis, e il prof. Veronese, elevato in guesti giorni
per 1 suni meriil scientifici alla dignita senatoriale, 1 sassolini che egli scaglia
contro Vopera dell'nmile setloscritto sono confethi!

Dicendo che egli non conosce altro libro che possa adattarsi alle scuole pin
del mio, il Murer esprime un giudizio benevelo di cui gli sono grato. E siccome
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egli non ha peli sulla lingna, quel gindizio & indubbiamente sincero: o mi credo
in dovere di dirgli guale ne & probabilmente Ja ragione.

Quando, moltissimi anni fa, ai primordi della mia earviera, mi aceinsi a scrivere
1 primi abbozzi dei miei Elementi, non pensavo per nulla a stamparli e & farne
un libro di testo; 1i scrissi nnicaments per i miei scolari dell'Acendemia Navale,
ai quali doveve insegnare la geometria in un anno, perché mi piaceva svolgere
I"insegnamento secondo le mie idee senza seguire la falsariga di nessuwo; pereid
riuscirone mn libro sincero o spontaneo. Non mi sarei sognato davvero allora che
quegli appunti litografati avrebbero avulo I'effeito di tener viva una guistione
importantissima che acecalora cosi insolitamente ; metematiei anche dopo tante
tempo. E siccome non faceio quistione di boitega, esprimo il vota che anche qualehe
insegnante di liceo o d'istituto teenico faceia come me; 8l prepari un testo secondo
il metode della fusione pin adatto del mio alle esigenze delle scuole secondarie: ad
io mi contenierd della gloria di avere mantenunta viva la quistione e di avere spinto
aliri a fare meglio di me,

In conclusione io rilengo:

1% che il risultato del referendum sulla fasione delie due geometrie, abhia
poco valors, perché froppo pochi insegnanti hanno espresso il loro parere e porché
il referendum & stato proposto solamente aj professori di matematica dei Liecei.
escindendo ecos? in particolare quelli degl’istitnti teenici, ma dovendo far presto
¢ bene, la fosione & anche pig specialmente indicata:

2° che se i deve tener eonto del risultate, i fusionisti debbano in fondo agsers
seddisiztli che quasi om 50 %, di coloro che hanno risposto, si siano dichiarati fa-
vorevoll, perché non & facile sradicare le veechie abitudini, e la guistione della
fusione si prende sul serio da appena una diecina d'anni, menire il wetodo della
separazione ne couls ben 2000 di incontrastato domimio e non si voole arrenders
senzs vivace vesistenza;

3% c¢he il comitato direttivo dell’Associazione Mathesis ha avuoto troppa” fretta
nel promuovere il referendnm in parola.

Forse I'cssere stato riconosecinto ufficialinente come autorevole inlerpelre delle
opinieni degli insegnanti ha lusingato un po’ troppo 1I'amor proprio del comitato
siddetto, @ lo hn invogliato a imitare i Ministri in ¢id in cui sono mens imitabili,
nella facilith ciod di mutare programmi e ordinamenti.

Non potendo dungue approvare 'opers del consigiio (col qnale mi trovavo gia
poco d'accerde per alire ragioni} e non essendo digposto a sotiemetiermi mi sono
affreltato a dimettermi dal medesimo,

Non posso chiuders gueste poche osservazioni senza far rilevare che mentre
IAssociazions Mathesis nccenna a ternare sul propri passi e fa iniziare all’asso-
ciazione un cammino a rifroso, fuori @' Italia comincia ad espandersi il moto fasio-
nista in medo nolevelissimo.

Nel N. 4 Apno V (1801) del Bollettino dell'Associazione Mathesis si trova un
articolo intitolato: * La fTusione della planimelria e stereometria in Francia , nel
quale & espostx la storia della fusione in Francia. Ad esso rimandiamo i nostri
lettori, non consentendoci lo spazio di riprodulo per intero, ma pe riporte aleuni
brani per rammentare le notizie pia interessanti;

Fino dal 1898 il sig. Laisant accennava all’utilith della fusione ( Mothématigue,
Philosophic, Enseignement, pag. 238).

Nel n.1, anno 1 (pag. 159 anne 1899) dell’ Enseignement mathématigue il sig, Ri-
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PERT pubblicaya un'ampia e diligente recensione degli Elementi di Geometria dei
proff. Lazzemr o Bassami, e dopo aver dato lode all'opers, chiudeva colle seguenti
parcle: '

“ 11 principio della fusiene delle due geometrie, considerato ieri come un’utopia,
“ poggi divenuto un'idea di cui s’impone lo studio, & destinato forse a trasformars),
“ in nun prossimo svvenire, in metodo classico per I'insegnamento della geometria
* slementare, sitendendo la sua adozione in tutti i rami della geometria. A questo
¢ progresso, se si realizzers, avra potentemente confribmito il libro dei professori
¢ dell’Accademia Navale Italiana, gia suffragate da vari anni d'insegnamento ,.

Nell’anno I, dello stesso giornale veniva publicato nn nolevole arkicolo del
prof. G. Candido, socio della Mathesis, in cui si esponeva la storia delln fusione
della geometria in Italia. Tale articolo deve senza dubbio avers contribuito a risu-
socilare la questione in Francia e s divulgarla altrove.

Recentemonte infine sono comparsi a pro della fusione due notevoli articoli che
varrebbe la penn di riprodurre per imtero, se la tirannia dello spazio lo consentiase.

L’uno & del prof. Cuamax col titolo: Un pregris mathématigue 6 réaliser,
pubblicato nell’ Enseignement Chrdtien del 1° marzo: I'altro del Lawsant, nel n. 2,
anno Il (15 marze) col titelo: Une exhumatlion géométrique . . . .

Dopo avere esposto le yagioni che militano a favore della fusione, il Chailan
REEIiNgeva, |

¢ ['idea della fusione pon & nmnovn; gia Gergonne (Annales, 1. XVI, p. 209)
¢ dubitava che il nosiro modo di dividere la geometria in geometria plana @ geo-
¢ metrin dello spazio non sin cos) naturale e cosi esattamente rispondente all essenza
“ delle cose, come venti secoli d’abitudine hanno potuio insinmarel.

“« Essa & studisin dapperintio. In ltalia & guasi trionfante ,.

E dopo avere accennato all’opern dell’Associazione Mathesis, del prof. G. Loria
“ il piu ardente propugnatore della fusione , e del Periodice di Matemalica, parla
dei trattati di De Paowis, di Awxpriany, di Lazzerr ¢ Bassawt, di Veronese e di
Rzeero, soffermandosi piti Jungamente su quello di Lazzeri e Bassani, del quale
dice: * & un eccellente libro classico che ha frtto le sue prove ,.

B continng: * In Germania la questione & stata argomento di un rapporbo
“ presentate alla riunione dei filelogi o dei professori tedeschi tenntz & Dresda
oAl AR v o e o e e e e m w m e w m e A R W W o

“ Posso affermare che in Francia un grande movimento si prepara in favere della
* fusione. Ma io non conosco che due libri che potrebbere servire di buse ad an
“ insegnamento fusionista. L'ono & divenuio rarissime, 1'sltro fende a diventario ,.

Questi due libri sono: le Analogies de la Géomélrie dlémentaire, pubbliente da
A. Mamsrre nel 1844 o i Nouveanx Eléments de Géométrie, pubblicati da C. MEray
nel 1874.

In guest'ultimo libro * la fusione fra le due geometrie & completa, Il paralle-
“ lismo, la perpendicolarits, ¥ comparazione degli angoli, si fanno simultanea-
“ mente per il piano o per la spazio ,,

I articole del sig. Laisant, une exhumation géométrigue & dedicato interamente
all'opera del Meray, che il Lorvia aveva gia segoalato ai letfori del = Periodico,
fine dal 1898 (Anmo XIV, pag. 20).

“ Si danno continuamente nelln vita delle sorprese ,, cosi comincia l'articolo.
* Quella di cui voglio parlare oggi non & delle minori ,.
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La sorpresa cui 8i allude & por il fatto che, menire era ben coposciuto in
Francia il mevimento degnissimo d'interesse e d’attenzione verificatosi da qualche
anno in Italia & pro della fusione, mentre egli stesso, il Laisanr, aveva additato
il Mahistre come un precursore di tale idea, ignorava affatto I'esistenza del libre
del Meray, pur ¢onvscendo di nome e per i suoi lavori il valente professore del-
" Universita d1 Digione.

Non e quindi da meravigliarsi ss il libro del Meray era assolutamente igno-
rato in Iialia anche dai pin ferventi sostenilori della fusions, se i libri di De Paonlis,
di Andriani, di Lazzeri e Bassani ecc. sono venuti alls luce senza che gli autori
avessero conescenza <i quanto aveva fatto il Meray.

1l fatto che 1'idea dells fuosione in Germama, in Francia, in Italia, s1 affaceid
alla mente di parecchi valenti caltori della Geomelria, ciascuno dei quali ignorava
i tentativi fatti da altri, & preva della bonii dell’ idea. Al nostro paese, e in par-
ticolare alla nostra Associazione Mathesie restera sempre il vanto di aver per la
prima voléa portalo dal campo della teorin a guello della pratica una buona 1-
forme dei metodi per 1’ inseguamento della geometria elementnre,

- - W - W i ] -

Questo stampava 1] Bollettino dell’Agsoecinzione Mathesis nel 1901. 1. articolo
poi 51 chindeva con le interessanti relazioni dei prof. CpamcEsorTr, BiilieT e
MizonneEAUD sugli esperimenti fatti alla secoola Normale di Auxerre del libro del
Meray, assclutamente entusiasliche per i risultati ottenuti, e eon una esoriazione
del Laisant perché il metodo venisse adottato sn larga seals.

Stamo oggl in grado i aggiungere a queste, delle notizie pit fresche.

Nel N.° di Marzo dell’ottima rivista “ I'enseignement mathématique , il pro-
fessor Meray in un articolo di 35 pagine intitolato * Justification des procédés et de
I'ordonnance des nonveauxs élainents de géométrie , espone asmpismenie i concetti a
cui s'informa la seconda edizione del sno libro esimato dopo quasi 30 anni di oblio.

Senza entrare nell'esame del libro e dell'articolo, ci piace ripuortame il se-
enente brano:

* Nel momento in cui scrive gueste linee, la mia opera ha l'onore di essere
“ ipsegnaia testnalmente o gnasi in nna trentiva di corsi di seuwole normali e di
“ senole primarie superiori, ed anche, per la prima volta in una classe di Bac-
* celllerato scientifico. To mon nasconderd le min gioin vivissima i vedere, di pin
“ in pik wecentuata presso tutii i professori, ed anche presso i loro allievi, ces
* essi mi dicono, Ia soddisfazione di cui mi vengon prodigate le prove . . . .

- ® Jo non ne concludo che il mio lavore & senza difetii, ¢he uno pin abile non
* sapria far meglio. Mi sento soltanto autorizzate a credere che gli elementi clas-
“ siet hanno fatio il Jore tempo, come avevo pensato, e che i rimpiazzanti futuri
8i troveramno sulla via sulla quale io mi sone incamminato ..

Siccome il movimento fusionista in Francia & assai di fresea data, ¢1 sembra
che i risultaii sopra esposti siano assai notevoli e soddisfacenti.

In Ispagna pure per le notizie, che ho da vari amici e corvispondenti, il mo-
vimento fusionista sta notevolmente meccentuandosi.

E di fronte a questi risultati si dilegns in e I"'impressione prodotia dal nuovoe
atleggiamento assanto dalla presidenza dell’Associazione Mathesis, si rinnovella
e si riconferma invece la fede che l'avvenire & per noi fusionisti.

Grorio LiAzzERL.
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5
PITCGCOLE WOTE"

1. — Nota relativa a quella del Dofl. Ginlio Cardoso-Laynes, ‘i Sopra Ena
trasformazione delle enrve piane,,.(*) — 1. In tuite le trasformazioni geometriche
piane, nelle quali ad un punto M corrispoude un punto M, a una carva (C), de-
serittn da M, corrisponde una curva (C), descritia dal punto corrispgndente M.

Oltre alle applicazioni particolar. é interessanta accoparsi dei prineipi generali,
perché gnesti essendo conosciuti, polranuo essere applicati a tutte le corve (C) e (U),

Per citare alenni di questi principi generali ai guali facciameo alinsione, richia-
miamo Vattenzione sut Jath seguenti:

19 Tormola di itrasformazione; essa permette di secrivere l'eqnazione della
trasformata ((¥) gquando s conesca quella di {C) e, come corollavio, di dedorre
I"ordine di (C'), conescendo quello di {U).

99 Tasendo dati Vordine e 1a classe di (C), trovare I'ordine e la classe di (O).
In particolare, studiare la trasformazione dei punii sisgolari di (C), clog, trovare
cid che divengono m () i punti di flesso, i punti multipli di (C), ece.

20, Risolvere il prohlema della tangenie, ciok essende dato i punto M di {C),
trovare I tangente a |C) nel punto corrvispondente M', ece, perché vi sarebbero
evidentemente molte alire cose dn considerars.

Voglio solamente, a proposilo dell'articolo citato, completarve, per guanto ri-
enarda In costruzione della iangente alla trasformata, 1'interessante nota del
Dott. 4. Cardoso-Laynes,

2. Troverd oceasione di applicare, ancora uns volta, il principio clie 1o ho
chianmato principio delle {rasorvsali veciproche, il gual principio a pii riprese, e
da beu gqnarant'auni, he mestrato quanto sia semplice e fevondo.

Prendiamo, come propone il sig. Cardoso-Laynes, dne assi retiangolari OX e
OY: sin (C) la curva che si vuol trasformare mediante la gostruzione geometrica
proposta; nel punte M, preso ad arbitrio su (C), tracciamo la tangenie che in-
contri OX in A e OY in B. Sia M il punio di mezzo di AB; M & nelia trasforma-
zions del sig. Cardoso-Laynes, il corrispondente di M. Sapponendo M mobile su (U),
M’ descrive Ia corrispondente eurva (C); io mi propongo di risolvere il problema:
esgendo doti gli ossi OX, OY la ewrva (C) ed i punio M, trocare la tangente in M
alla trasformata (C').

8. Tandicherd la soluzione di un problema elementarissimo, al quale ricondarrd
gnello ¢he mi sono proposio:

Fasendo dnio un triengolo ABC, de un punto P della retia BC, condurre una
frasversale PBC, tale che 8i abbia

BB 9
13

CU'=Q

essendo © ¢ q dine Innghezze dnte,

Suppongo il problema riselulo, e sia PB(’ 1a trasverssle richiesta. Se B,
sono rispettivamente i punti dsotomici (**) di B e (' sui lati AB ed AC, la relia B"C”
sarh 1a trasversale reciproca (***) di BU, che andra ad incontrare la BC in un
punto P, isotomive di P. Quesie punte P & dongque conoscinto.

Prendiame Al = p, AK = g e dal punto P’ econdaciamo la parallela a 1K; 1a
trasversale reciproca di questn parallela & Ia retta cercata.

4. Consideriamo, col sig Onrdoso-Laynes, due rette OX, OY ed una carva (C).
Traccinmo le dne tangenii PQ e 8|S, nfinitamente vicive, e sia M il loro puufe
A’ ineontro. Considerinmo il triangolo formato dalle due tangenti o da uno degli
assi, per es. OX. Avendo fatto QP'—= QP'=MP, o SR'=8R"= MR, osserveremo
che PR e P'R sono trasversali reciproche nel triangole MQS e guindi O & I'iso-
tomico di O su Q.

(*) * Periodico di Matemntica ,. Oitobre 1903, poe. Bl.

= (:rodo che gnesto termine sis ben noto; doe punii sono isolopiici sopra un segmento dato,
guando sono mmm;icrlul rispetto al punto medio del segpmente sieaso.

{(***) Buppongoe eonoscinto i1 principio delle traspersali reciproche, vhe do foei conoscere nel 1566
(= Annnles seientiflque de I Beole normale supérieura ) @ ehe dipoi ho applicato in nomerese me-
morie. Tale principio pud onuncisrsi cofi: quando tra punti gone in linea retta sui lati di wn trian-
golo, anche i love isolomici sono in linea rélla,
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Ma d’altm@?arta} per il teorema di Menelao, si ha

KS _MP" RS 3
KQ  P'Q MR’
e rnche
IR’ __ MP" R"R @)
P PP MR
Ma, osservando che &
' P'P=92P"Q 8 R"E'= 2R"S,
8l [conclade dalle (1) (2)
=2 _ IR Ssi D= (3)
KQ — 1 " T R

Infine, indicando vispettivamenie con ¢ e p iraggi dei cerchi circoseritii aj
triangoli MQS e MPR', si ha

e
P' ] pl‘
e lleguaglianza (3) si pud serivere
A (4)
]_R.r o Fr

b. Cido premegso, arriviamo facilmento alla costruzione che ei eravamo pro-
posti: infatbi, passando al limite, supponende cioé che la tangenie PQ si confonda

= L

con la RS, otteniamo aleune relazioni geometriche che metteremo in evidenza:

2, 1l pﬂuntu 0, che & 1'isotomico di O su QS, diviene il simmetrico di 0
tto a 8.
° I cerchi circoscritii ai triangoli MQ)S o MIPR’ divengono: il primo, il ¢erchio
anle per 1 o per S, tangenzialments a OX, ed il secondo il verchio passante
per |n a per R, tangenzinlmente & O'R’.
ndicheremo con » ed 5’ j raggl di questi cerehi; » ed » sono langhezze co-
mte, facili a costrnirsi: sonp i limiti delle lunghezze » o P
" La retta P“R", al limite, ¢ divennta una vetta passante per R” ¢ che de-
terminag, per la (8), sui lati del iriangolo O'R'S, due segmentit KN e 1R’, tali che
sl abbia
K8 r
=

IR

olremio percid fraceinre questa retta R'KI, applicande la costruzione indicata
3 3 di gnesta nota.

ONCLUSIONE. — Possiamo osservare che jl punie medio A di BS coincide ol
punip medio di MR’. Analogamente A’y punto medio di PQ ¢ anche panto medio
di MP', quindi AA'® parallels n PR 6 per avere la {angents in A alla cnrva (C)
luoge di qnesto punto A, basterh condurre per A la parallels nlla retta R"K1,
dopo| avers costrnito tale retfa nel modo indieato,

}ueatn osservazione completa, sotto un carto nspetio, I'interessante nota del
sig, Uardoso-Laynes. Savei listo che questi vi trovasse interesss o facesse cono-
scere ai giovani geomeiri italiani il metodo delle trasversali reciproche, del quale
ho mostrato in tange oceasioni, come ho gia detto, Ja meravigliosa semplicita.

G. Dr LorgcrAMPS.

uel

Parigi, noyembre 1903.

Il. — Un teorema sui limiti. — 8o Hne successione

Ki Ka; Koy oo Ky o o Ky oo o Kty oo K (1)
animegte un limite L, anche la suceessione
I{I,...En,,..EP,EHI,...E'pﬁ,E,,... (2)




PERIODICO DI MATEMATICA. 243

ottenutnn prendendo dalla (1) un numero illimitato di guali si vogliono termini,
ammeiie lo stezzo limite L.

DimosrrazioNg. -— Infalti, poiché la (1) ammette per limile L, potremo fro-
vare in essa uu termine K,, appartemente pure alla (2), tale che, indicande = un
numero piccolo quanto si veglia, 8i verifichine le disnguaglianze:

E
lL_EFI<E+1
- E
IHF_LFH|"{S+]
lEp—'l-l_Ep—]—_.|{3_|E_.l
. H
| Eppas Ep‘l"l}{s_]__]

dalle qnali

Analogamenis
| L =K, <8;...

guindi, ricordanda che nna snccessione tende al limite L: se & possibile dstermi-
nave nella suceessions un termine oy, & parvkire dal guale le differenze fra L ed
i termini che seguono siano in valore assoluto minore di £, indicando & nn numero
piceolo gnanto si voglia, potremmmo dire che la (2) tende al limide L, come appunto
8i voleva dimoslrare.

OsservazioNe. — Applicando questo teorema si potrh spesso semplificare di
molte la ricerca dal limite di una saccessione. Cost per esempio si viene a sem-
plificare Ia riverca del limite della successione formata dai walori approssimati

a meno di
1 1 1

Ly 10 ' 100 " 1000° "7

di un numero decimale periodico.
Pier Awprea FonTEBASSO.

-

RISOLCTION DELLE QUISTION 630 & 653

639. Fra m persone delle quali my pariano solo il francese, mz solo l'in-
glese e le allre tanto il francese quanto I"inglese, se ne vogliono scegliere n in modo
che ny dié gueste parline almenggil francese e le allre almeno T'inglese; in quante
maniere 8¢ potra fare la scelfa?

(. Prscr.
Risoluzione,

Se delie n; persone che devonv purlare [rancese se mne scelgono my —+ fra le
1 che parlane solo francese, se ne dovranno pol scegliers » fra le m— n1y— mg
che parlaup taunto il francese che l'inglese; e cid a1 pobra fare in

( Ny )(m —my — mz) i
maniere.
n—1+ '

=
L

|
- i
T

it s
et
et e

S I P
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Se, corrispondentemente, delle n — ny persone che devono parlare ingless ge
ne scelgono n— %y —s fra le mg che parlano solo inglese, se ne dovranno poi
scogliere & fra le m — g — my — » che parlano tanto il francese che 1'inglese e
che sono rimaste dopo In scolta precedenie; e cid si potra Iare in

( Mg ) (m — ] — iz — 7"

maniera.
n— N3 — 58 L)

Per ecui, se delle persona che devaono parlare francese se ne sealgone ny—o
fra le m: che parlano solo francese, questa seslta si potri fare in

( FL 0\ M — Wy — Hl ’=“;='1( Ma ) (m — My — M — r)
L -
g — ‘l') ' a—0 wn—7MmM — & &

Facendo variare » da 0 a n;, 8i econclude che 11 numero cercato &

o ( "1y )(m —_ My — :::a)‘:?,..—m( 0w )(m — M — Mg — ¥
! il #
r=0 l_ n—7r 7 g=n \n T3 S v

Una soluzione analoga a questa {o mandata dal sig. Gandini, B. U. di Pavia.
(. Pzsci

655, s. ABC, A'B'C’ sono due triangoli omologici Puno insevitto nell’altro.
e P & un punto gualungue del loro piano, le coniche ABCA'P, ABCB’P, ABCCU'P
incontrano i lati B'C, C'A’, A'B’ in tre punti X, Y, Z d'una rellar, ¢ le loro tan-
genti in A, B, C concorrong in un punto Q, Se P & nella conica circoscritia ad ABC
ed inseritla in A'B'C/, la retta v tocca guesta conica nel punto P, e Q & nell asse

@’omologia dei due triangoli.
(. Biasi.

Risoluzione del sig. Gandini, R. V. di Pavia.
Sia:
«=(AA,BC), 8 = (BB, AC), y =(CC".AB), D = (RC, B'C') ;

pel teorema di Cova nvremio:
C'A A'B BC 1 1) Ba C3 Av
BA'CB AC ! Cx Ap By
Indichiamo con ¢ la retta FI con (I = A, B, C, A", B, U). Cib posto premetto
e dimostro la segnente egnaglianzy :

P (2)

G Tu (abed’) (beaa’) (cabl) = 1. (3)
, sen(ae) senlbd') senlba)senfea’)
(thee’) = : 4 "V = :
j sen{br) sen(ac') 14) aeaid senfea)sen{ba’}’ (%)
; sen|rd) sen(ab’)
bb') =
‘ \eed) setrlad) sen(ed’)’ (6)
inoltre:
sen(ab’) PO’ B'A . sen (Lbe) PA" OB 2
sen (ag) PB (A" i) gsen(ba’) 10 A'B’ ()
sen{en’) PB A'C (9)

sen(cd) PA BC’

1Y, Taglianﬂi_il fascio X (BCAA’') con BC e proiettando la punteggiata otte-
nuta da A® su B'C’ otterramo Ja puntegginta

(C'B'DX) = — (C'B'AX).
X (BUAA’) K P (BCAA",

Inolire =i 31 che:

e

X
[ M _ ! By ® =i ETT 2
e ] = s
:



<
Ve
]|

PERIODICO DI MATEMATICA.
quindi avremo:

— (C'B'AX) = (beaa'),

a analogamente
— (A'C’BY) = {cabd’), — (B'A'CZ) = (aber') .

Moltiplicando membro a membro queste nltime tre eguaglianze, e tenendo conto

delle (8), (1) risulta:
X A'Y Bd

BX CY AT

quindi pel teorema di Meuelao I punti X, Y, Z appartengono ad nua rebla v e d.d.

90 Rigno Ay, Bi, C; i punti d'incontro di BG, C4, AR rispettivamente con le

tangenti in A, B, C alle tre copiche del problema. Tagliundo il fascio A(BCAA)
con B(C otteniamo la punteggiata (BCA, «); inoltre:

A(BCAANYR Y (BCAAT)
(BCA; &) = (beaea')

& quindi

e annlogamente: :
(CAB, B) = (cabb’), (ABC,'y) = ladee) .

Moltiplicando queste nltime tre eguaglianze ‘membro 8 membro e tenendo conto

delle (3), (2} risulta:
BA: OB, ACG

CA, AB; But_'_ﬁl

a per il teorema di Ueva le rette AA;, BB, CU; passeranno per uno stesso punto Q.
) P . d. {1.

39, 1] puto P si trovi sulla -conicn circoscritta ad ABC ed inscritta in A'B'C.

Per P conduciamo 1a tangente & quesin conica e chiamiamo X, Y, % rispeitivamente
i punti in cui guesta tangente rcontra i lati B'C, C'A', A’B’. Bastera dimostrare

ad esempio che i punti A, B, C, A, P, X sono su una siesss cuNica.

Qi sa che: in un quadrilatero semplice circoscrilio G unt conica, le congiungenti

i punti di contatlo dei lati opposii ¢ le digonali cOncorYrono in uno slesao punio;
dungque, ad esempio, le relte AB, CP, B'Y passano per uno stesso punio H. Uon-
sideriamo 1'esagono ABA'CPX. ] punti H=(AB,CP), Y = {BA',PX), B'= (A'C,XA)
sono allineati; quindi ABA'CPX & un esagono di Pascal ¢ come tale @ inscrittibile
in una conicn. Annlogamenie si dimoSErA che i gruoppi di punti

ABEGBPY; A, B, O,C, P 4;
appartengono nd alire due coniche,

40 Sja: D= Bg, B'C), E= (AL, A'(Y), T = (AB, A'B"). La DENF sara 1 asse
d'omologin dei due iriangoli ARC, A'B'C'. Siano: Qu, Q2 Qs i punti d'incontro del-
I"'agse d' omologin rispettivamente con le tangenti in 4,8, C alle tre coniche 1
quistione. Avremo:

P (ABCX) A A (QuBCX), P4BAYO) A B (Q:AYC), P (CZAR) A © (QZAB).

I punti X,Y,% sono allineati con P dungne i ire fasci di ceniro P hanno egnal
rapporko armeonico, guindi avranno pure egual yapporto srmonico anche 1 fasei di
centri A, B, C. Segando questi fre fasci con 1 asse d’ omologin DEF otterremo le

punteggiate: :
(Q:FED) = (Q:FED) = (QaFRLD)

¢ quindi i punti Q1, Qe, Qs dovranno coincidere in un sol punto Q c. d. d.

o= -~




246 PERIODICO DI MATEMATICA.

QUISTIONI PROPOSTE
Y

667. Siemo ABC, ABC due triangoli omologici, T'nno inseritto
nell'altro e si congiunga un punio Q del loro asse di omologia coi
vertici A'B'C' del secondo; i punti nei qoall Je congiungenti inecon-
trano i lati opposti dello stesso tiiangolo sono in una conies circo-
serifta ad ABC e tangente all’asse d'omologia nel punto ().

668. Esistono sei coniche (ire ellissi e tre 1iperbole) concentriche
a due a due (un'ellisse con uma iperbole), circoseritte a un trian-
golo ABC e fali, che se le ceviane di un loro. punto inconfrano i
lati corrispondenti in D, E, F ¢ il circolo DEF tagha per la seconda
volta gii stessi lati in D, B, ¥, le rette AD. BE', CF s’'incontrino
i un punto della stessa conica. 1 centri delle sei comche sono 1
punti medii dei lati del triangolo, e eiascuna conica contiene due punti
del gruppo di Gergonne: le sei coniche s’ incontrano Per conseguenza
a tre a tre in questi quattro punti.

Le sei coniche sono rispettivamente tangenti nei vertici del trian-
golo alle bisettrici degli angoli interni ed esterni, le guali bisettrie
sono 1 lnoghi dei centri dei cireoli che passano per 1 piedi delle ce-
viane dei punti appartenenti alle coniche ad esse tangenti.

G. Brasr,
BIBLIOGRAFTA
Dr. F. Gomes TEIXEIRA. — Obras sobre mathematic i, publicada por

ordem do Governo portugués. Volume primeiro.

Il Governo portoghese, colla deliberazione presa (1 pubblicare yvinnite in vo-
lumi Is numerose memovie dell’illustre professore Gomzs Twixmina sparse nel
principali giornali del mondo, si & reso benemerito delln selenza, (31 stndiosi di
tutii i paesi gli debbono vera e sincera riconnscenza, poichd ana tale pubblicazione
Ii Iibera dalle fatiche non sempre lisvi di ricerche qualche volta penose da farsi
fra nua moltitudine di riviste che si pubblieano in intio il monde civile.

Il primo volnme di eirca 400 pagine in grande formato, test pubblicato, con-
ttene le seguenti quattordici memorie:

1. Sobre o desenvolvimiento des fungbes em serie. Questo lavore, gia premiato
e pubblicato nel 1897, dalla Reale Accademia di Madrid, tratia della serie di Taylor
nel easo delle variabili reali e delle variabili complesse, con esposizione partico-
Inregginta dei melodi di Canchy e di Riemann. Passando poi a trattare anehe
della serte di Laurent, espone i metodi di Weierstrasse e Miltag- Leffler, terminando
con lo studio delle serie di Lagrange e di Biirmann, della quale ultima espone
altresi una notevole generalizzazione.
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11. Sur les déreloppenment des fonctions en série ordonnée survani les prissances
dn ginne et die coginus de {a variable (* Giornale di Crelle ,, 1896). L'Aniore co-
mincia collo stndio delle curve rappresentate dall’equazicne

| senz | = ¢,
essendo ¢ una costante renle positiva e z una varisbile complessa xy - iy . Nel

gaso (i ¢ =1, quell'squazione rappresenta un'infinita di ovali; e se Ia funzione
f({x) & olomorfa eniro una di queste, & suscetiibile dello svilappo:

x=

flx) = 3 A, sen” a,
0

dove i coefficienti A, sono delerminabili con metodo notevole per la sna semplicita.
Per ¢ > 1, quell’equazione rappresenfa nna curva composta di due rami, che si
estenduno all’ mfinito; e se Ia funzione 7 (z) & olomorfa nello spazio compreso fra
i due rami, & svilappabile sotto la forma:

= _=
flz)=3 A,sen” 2 + cos . X B, sen" z,
{ [

dove i coefficienti A,, B, sono caleolabili con apposite formele.

Si comnsidera poi il caso particolare in cui fix) ammette il periodo reale o 1m-
maginario 2o, applicando i risulfeli otlenuti alla funzione ellithen sn .

111, Sur les séries ordonnées suirant les puissances d'une fonction donnée (* kior-
nale di Crells , 1890),

In questa memoria si dimostra che essendo datn una funzione olomorfa nella
coroma compresa fra due circonferenze non concentriche, o pellarea limitata da
vette, o da refte e da archi cireolari, si possono determinare a e b in modo che

la funzionre, entro I'aren considerata, sia sviluppabile in serie ordinata secondo le
T —
x —b

Dope avere esposto un metedo per costrnire delle funzioni olomerfe mell’in-

ierno di nno spazie compreso da retie, che non possono essere continnate all’esterno,
i=x

si passa allo sviloppo di una funzione secondo le polenze di senx o di e w . In-

fine si da una nuova dimostrazione della formola di Fowrier pel case di variabili

complesse periodiche, e un'eslensione di iale formula al caso in cul Ja fanzione

non @ periodiea.

IV. Ervireait dune lettre adressé v M. Hepmite (¢ Bulletin des Sciences Ma-
thémntigues , 1850).

[ relaliva allo sviluppo di una funzione in serie ordinata sscondo le poienze
di sen(xr —a) € cos{x— a).

V. Sur les courbes parailéles a Vellipse. (Mémoires couronnés et aunires mé-
moires publiés par "Académie de Belgique, 1898,

Dopn avere esposie molte ed interessanti proprieta delle curve foroidi, si stu-
diano le Joro podarie, che app#tiengono alla famiglia delle curve cicliche, daducendo
molte eleganti proprietd delle lemniscate elittiche ed iperboliche.

VI. Sur les dérivées d'ordre quelcongue (* Girornale di Baitaglini , 1880).

Dopoe nver dato ) espressione analitica della derivata d'erdine # rispeito ad z
della funziene u={ (y), essendo y = @ (x), si fa I'applicazione delle formole ofie-
nute al enso delle funzioni sempliel.

Si considers por Ia funzione y—==f (2, w2, ... w), essendo w = ¢ {z), e iniine
la funzione implicita della x definiia dall'equazione

f{mr 3}] = (.

potenze di
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VII. Sur le développement des fonetions smplicites en edrie (* Journal de Lion-
ville , 1881).

VIIL. Swr le développerieni des functions implicites (* Jourual de Liomnville |,
1889). | -

Nelln prima nota si dimostra nna formuia _per lo sviluppo in serie, ordinata
secondo Jo potenze di wx, di una funzione n definita dalle equazioni:

u=f{z), z=1t+ aplz) + 2 (2)+ ... + 2* 11 [2).

Nella seconda si delermina quale valore di 1 deve essere cousiderato come
rappresentato dalla serie data, e si determinano Jle coudizioni di counvergenza
quesina setie,

IX. Sur le déceloppement des fonelions donblement périodiques de seconde espive
en série trigonométrigue (“ Giornale de Crelle , 1903).

Applicando Ia teoria dei residui, I"Autore estende unu sviloppo ottenuto in un
case particolare da Brivt e Bougnet vella loro opera Théorie drs fonctions elliptiques.

X. Apontamenios biograyphicos sobre Daniel Anguste Da Silva (* Boletin da
Direcglio Geral de lnstrnecio Pnblica s« Lisbhon, 1902).

1. Note sur Uintégration des équeations anz dérirées prrtielies du second ordre,
(“ Bulletin de la Sociéie Mathématique de ¥rance, 1881).

L'equazione a devivaie parziali del secondo ordine

Hr - 2Ks 4+ Lé + M 4+ N{rt—3s2) =0

8 trazformabile in un'equazione liuenrve quando se ne conosce nn integrale primi-
tive particolare, con tre costanii arbitravie; e quest'equnazione si scemplifica con-
siderevolmente quando guesto integrale soddisfa a une o a due sistemi di equazioni
della caratteristica, ai quali Monge ed Ampére hapuvo ridulio il problema dell’in-
tegrazione dell’equazione precedente. L'Autore dimostra che si ottengono 1 mede-
simi visultaii ai gnali conduce la teoria di Ampére, con delle considerazioni dirette,

X1l Diversos artigos sobre geometria anafytira plana. Contiene dieci note di
geomeiria analitica pnbblicate dnl 1898 al 1902 in vari peviodici [*Archiv der Ma-
thematik und Physik ,, * El Progreso Matemalico »» © Hevista trimestrnl de ma-
tematica ,, * Mathédsis ., * Intermédiaire des mathématiciens ).

X111, Sur la convergence des formules o’ interpolations de Loagrange, Guanss, ste.
(“ Giornale di Crelle .. 1903}

(Quando sono noti i valori che noa Funzione fle) prende per i valori aq, as,...0m
di z, la formoln d'interpolazione di Lagrange serve a costruire unn funzions in-
termn di 2z che abbia guesti medesimi valori nei punti @y, 4z ,... 00 . Nella prima
parte della memorin, 1'Autore studia le condizioni perché questa funzione tenda
verso f(x) quando w aumenta indefinitamente. Nelln seconda parte si studifne le
formole d'interpolazione irigonometriche, e specialmente una formola di Ganss e
an’altra di Hermite,

Si considerano in particolare le funzieni periodiche, supponendo dapprimn che
@1, @3, G3... siano numeri reali arbitrari, e poscia che essi siano radici dell’e-
quazione c¢os (na2) =0, o sen (nz) = 0.

XIV. Diversos artigos sobre Analyse infinitesimal. Contiens sei note di annlisi
pubblieate dal 1885 al 1898 in varie riviste (* Monatshefte fir Mathematik nnd
Physik ,, * Rendiconti della R. Accademia dei Lancel ,, * N. Aunales de Mathé-
matiques ). G. Prronpini,

Groste Lazazrr — Direttore responsabile
Finite dl stampnre 11 24 ayrllo 1904,




SULLE OPERAZIONI
FRA NUMERI DECIMALI APPROSSIMATI
e, in particolare,

sul caleolo delle parti proporzionali

nelP’uso delle ordinarie tavole logaritmo-trigonometriche

Per 1l caleolo delle parti proporzionali nell’'uso delle ordinarie ta-
vole logartmo-trigonometriche non si slabilisce, che noi sappiamo,
alcuna norma ben determinata, e crediamo che solo nell’ Appendice alla
prima edizione del nosiro Traitato elementare di Trigonometria (%) si
diano, per ¢10, opportune regole pratiche, deducendole da uno studio
abbastanza esteso dalla questione. Siccome perd guelle regole sono
date per le tavole del CarLLer (**), le quali non si usano che per i eal-
coli nautici, siccome inoltre le considerazioni general, dalle quali esse
sono dedotie, possono essere note a pochi studiosi (perché Ja maggior
parfe della maieria contenuia in quell’ Appendice non & esplicitamente
richiesia da nessun programmsa scolastico), crediamo far cosa utile
ripubblicandole qui, opportunamente modificate e molto semplificate.

Le considerazioni sulle quali esse sono basate comsistono nella
risoluzione di nn problem® gemerale relativo alle approssimazioni nu-
meriche: cominecleremo quindl, anche gui, dal risolvere guesto proble-
ma, e saremo cosi condotti a stabilive dei procedimenti generali, per
I'esecuzione dei calcoli fra numeri decimali approssimati; i quali non
solo serviranno allo seopo che gui ei siamo prefisso, ma potranno
essere utili nella maggior parte dei caleoli pratici. Fra questi cre-

(*) BEd. Gimsid, Livorno, 1805,
(**) Tables des lpgarithimes (Ed. Lafolve, — Vannea, 1890),
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diamo nuovo e notevole quello, che ora diamo, per Ja divisione; esso
& semplice e di facile.applicazione, benche basato sopra considerazioni
non molto facili e alguanto minuvziose.

E divideremo il nostro studio in quattro capitoli: nel primo da-
remo 1 procedimentl generuli ora accennuti; nel secondo studieremo
gli error cul essi possono dar luogo; nel terzo applicheremo 1 pro-
cedimenti stessi al caso particolare del calcole delle parti proporzio-
nali nell'uso delle ordinarie tavole logaritmo-frigonometriche; nel
quarto finalmente (come nel secondo) studieremo gli errori al quall
ess! possono dar luogo nello stesso caso particolare,

Avvertiamo perd che la cenoscenza del secondo capitolo non e
necessaria allo studio del terzo, e eche anche i1l guario capiftolo puo
essere tralasciato da ¢hi voglia limitarsi ad apprendere le regole da
seguirsi nel caso particolare accennato. Avverfiamo inoltre che nel
gquarto capitolo siamo stati, incidentalmente; condotti a paviare di
tutti gli errori prodotti dalla interpolazione semplice nelle favole
logaritmo-frigonometriche, e che abbiame creduto non inutile racco-
gliere e completare 1 yisultati delle nostre ricerche su questa labo-
riosa e importante quesfione, perché fin‘ora essa non era mai stata
risolta completamente.

CAPITOLO PRIMO

Ll PRINE QUATTRO OPHEHERAZION] FRA NUMERI APPROSSIMATIL

§ I. I problemi, che costituiscono la Teoria delle approssimazioni
numeriche, sono, com' e noto, 1 due seguenti:

1" determinare Uapprossimazione colla guale si pud otlenere il visultato
di un determinato ealcolo numerico, conoscendo le approssimazioni dei
dati; |

2" eseguire un deferminato calcolo numerico in modo che il risultato
abbia una approssimazione presiabilita.
B la loro risoluzione & ampiamente sviluppala in molti frattati di
Aritmetica (*) e in molte pubblicazioni speciali (*¥).

(*} Vegegasi, per es, G. Berrnawe, Trattate 3 Aritmetica. (Traduzione del Novi)., Ed. Le Mon-
nisr, Forenze, 1562, pag. £12; — J, A, Surear, Traitd d" Arithmétigue. Bd, Ganthier-Villars, Parigi, 18735,
psg. 188 — R. Bavrzer. Die Elemente der Matematik. Ed. Hirzel, Lipsia, 1875, I Vol. pag. 50,

(**) ¥eggasl, pexr es, M. J. VieiLie, Théorie géndrals des approximations numérigue, Bd. Mallet-
Bachelie, Panig, 1854 ; — J, GRE188E. Anproximations numérigues, Bd, Nony, Parigi, 1898; — M, Guvor.
Note gur f2g opproxiniations numérigues, Ed, Gantlder-Villars, Parigi. 1801,
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A noi pare perd che, in pratica, si debba ordinariamente presen-
tare un altro problema, cui (secondo neci, a gran torto) non si da

nessung imporfanza:
90 in che maniera si deve esequire un determinato calcolo fra numers

decimali approssimati, affinché nel risullato non compaiano cifre inu-

tili, le quali cio?, non possono, generalinente, essere esatle? o
E per spiegare meglio la ragion d'essere di questo pro- 218112

blems, daremo due esemnpi. ip
1. Si debba moltiplicare 321 per 218,112 e si sappia che .21

ciascuno di quesii due numeri pud essere errafo, per eccesso gz
o per difetto, di mezza unita dell’ultimo ordine. Eseguendo %2

J'operazione nel modo ordinario (e la trascriviamo completa- THEYE
mente qui accanto, per maggior chiarezza di quanto seguid), si trova
per prodotto 684,08952; ma questo pud, secondo I'ipotesi, essere affelio

da un ervore egusle a
3215 X 213,1125 — 3,21 X 213,112 = 1,0671675,

che & maggiore di una unitia, quindi le cifre che nel prodotto stesso
seguono la cifra delle unita sono inutili, perché non damno che uua

approssimazione certamente illusoria.
11. Si debba dividere 72,575822 per 3,4 ed anche 735mse|aud

qui si sappia che ciascuno di guesti due numeri pud 88 2 1 34505
essere errato, per eccesso o per difetio, di mezza unita 2
dell'nltimo ordine. Eseguendo l'operazione nel modo 135
ordinario (e questa pure, per la stessa ragione, Ja 112
trascriviamo qui accanto complefamente; anche coi 15
successivi prodotti parziali) si trova per quoziente BE:
21,34583: ma questo pud, secondo I'ipotesi, essere af- e
fetto da un errore egunale a o2
72,5758225 72575822 l02

3.95 Y S 031874 ...
che & maggiore di 3 decimi, quindi le cifre che nel quoziente stesso
seguono la cifra dei decimi sowo ivutili, perché non danno che una
approssimazione certamente illusora,

In ciascuna di queste due operazioni pil della meta del lavoro che
si & fatto & dunque inutile; ed evidentemenfe, molto di pia sarebbe
il lavoro inuiile che si farebbe, se, sempre partendo da numeri appros-
simati, si eseguissero coi procedimenti ordinari pit operazioni sueces-
sive. Di qui ci pare guindj risultare chiaramente I'utilitd e I'impor-
tanza del nostro problema.

OssgrvazIONE. — In alcune dolle opere a no1 noite guesio terzo
problema & intende compreso nel primo; ma poi vi & risolto in parte
soltanto, & ¢id mediante le operazioni abbreviaie, Je quali, essendo
alquanto artifiziose, non sono generalmente in uso.

§ 2. Stabiliremo prima di tutto le seguenti convenzion.
1. Il numero d ordine delle cifre di un numero decimale si conh
sempre a partive dalle cifra delle wnith, questa esclusa, ¢ si prenda

Vs T fuiw ¥
= &
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positivo o negativo secondoche, per giungere alla cifra che si considera,
5t va verso sinistra o verso destra. .

Dietro tale convenzione, nel numero decimale 354.6879 le succes-
sive cifre

3, &, 4, 6, 8, 1, 9
sono rispetbivamente degli ordini
—+2, 1, 0, —1, —2, —3, —4.

Questa econvenzione, che noi stessi altra volta raccomandammo (*),
e {come vedremo 1n seguifo) opportunissima per lo studio delle appros-
simazignl numeriche; perche, evidentemente, per passare dal valore
assoluto (nel senso dell’ Aritmetica elementare) al valor relativo di una
cifra di un nomero decimale, basta moliiplicare la prima per una
potenza di 10 avente per esponente l'ordine della cifra stessa. Ed &
molto ubile anche in pratica; un esempio si ha in questa regola: la
caralteristica del logaritmo di un nuwmero decimale gualungue (supposto
di prendere sempre i logaritmi colln mantissa positiva) é sempre nguale
all’ ordine della prima cifra significativn di questo numero; ed altri
esempi noteveli troveremo in segnito (v. § 7 e Oss. I del § 10).

IL. Un numero esatto si comsideri come un numero avente infinite
cifre deciumali.

Questa convenzione, che forse non occorrerebbe porre esplicita-
mente, © necessaria per la generalita dei procedimenfi che indiche-
remo in seguito.

1. Se in un numero decimale si devono trascurare aleune cifre, st
aumenti di una unité UVultima cifra che resta, guando quella che seguiva
era uguale o superiore u 5,

Dietro tale convenzione, avendo 1 numen

0,7286 , 0,0304 | 0,121999 , 43,3924990 , 3,27350,

¢ volendo lener conbo solo di tre cifre decimali, 1 numeri da sosti-
tuire sono rispetiivamente

0,729, 0,030, 0,122, 43,392 3.274.

T
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Con quesia convenzione, nolissimz a tuitli i ealeolatori, 1'errore che
s1 commette & al piu egpale a 5 decimi dell’unitd dell’ultimo or-
dine se & per eccesso (v. il quinto esempio), ed & minore dello shesso
numero, ma puo perd differirne poco finché si vuole, se & per difetto
(v. 1l quarte esempio); o, in altre parole, b decimi dell’unitia dell’'ultimo
ordine & un massimo dell’errore nel primo caso, ne & invece nn limite
superiore tnabbassabile nel secondo, Mentre che, tralasciando, senz’aliro,
le eifre di cul non si vuol tener conto, si potrebbe commetiere un
errore che ha per limite superiove inabbassabile una unitd dell’'ultimo
ordine (v.1l terzo esempio, nel quale, se si prendesse 0,121 senz’altro,
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s1 commetferebbe un errore che, considerando come cifra dell'unita
I'nltima cifra rimasta, sarebbe eguale a ©,999).

IV. Per prima cifra di un numero decimale si intenda la prima cifra
significativa a sinisira, e per ullima cifra §intenda Vultima cifra, si-
gulficativa o no, a destra.

Dietro tale convenzione, per avere il numero delle cifre di un
numero decimale approssimato gqualungue, si preseinde dalla virgola
e 81 trascurano gli zeri che precedono la prima cifra significativa,
ma non da qunelll che segnano l'ultima cifra significativa. E anche
guesta convenzione & necessaria, perché, se si voole tener conto di
tutfe le cfre che non rappresentano una approssimazione illusoria,
non si pud, per es., a 3,250 sostituire 3,25; come a 0,46996 (quando

non si voglta tener conto della guinta cifra decimale) non si deve
sostituire 0,47, ma 04700 (*).

Cid posto e supponendo (quando non si avverta esplicitamente il
contrario) ehe nmel numeri approssimati, che considereremo, Verrore
sia soltanto quello eni div Juoge la convenzione 111 del § pree., pas-

stamo a risolvere il nostro problema, limitandoci alle prime quatiro
operazionl dell’ dritmetica.

§ 3. Addizione.— Si irascurino le cifre che sporgono (a destra) della

colonna successiva e quella in cui si trova Uultima cifra dell addendo
meno approssinaio, e si proceda nel modo ordinario,

tralasciando nel risultato la prima cifra che si oitiene. D Damt | Avvizows
Cosgi: dovendosi sommare 1 sette numeri posti e |
qui aceanto, si 8 osservato che I'addendo meno ap- 000052 0,001
prossimato & il sesto, la cui ultima cifra & d’ordine  gposs (D
— 2; 81 sono quindi trascurate in tutti gli albri ad- 88 | 1858
dendi le cifre di ordine inferiore a —3 e, siccome o,

la prima colonna a desira ha per somma 16, si &

tralaseciato 1l € e alla colonna precedente si & aggiunto 2 invece di 1
(§ 2, III).

§ 4. Il procedimento indicato si giustifica facilmente, se si fa osser-
vare che le cifre trascurate, non possono essere esatle, perche dipen-
dono tutte, cominciando dalla prima di esse, da cifre che in uno almeno
degli addendi sono completamente sconosciute; e che pud essere ine-
satta anche 'ultima cifra del risultato, e cid per 'errore che affetia
I'addendo meno approssimitto

S1 & pol tenuta una cifra di pin dell'addendo meno approssimato,
perche la somma dell'ultima colonna a destra, per quanto ignota nella
cifra delle unita, pud dar luogo a delle diecine (come nell'esempio),
che st devono portare nella colonna precedente,.

OsservazioNe 1. — 1l procedimento stabilito suppone che gli ad-
dendi, escluso quello che & meno approssimato, non siano pin di dieei:

I") Ine Nuilen am Ende sind in diesen Falle nicht vhne Bedeutung, dice precisamente il Bairzzs
(1. e, pag, 531).

T
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se fossero pih di dieci (non perd pii di ecento) converrebbe conser-
vare negh addendi una cifra di pi, perchd le centinaia delln somma
dell’ nltima colonua (se ce ne fossero) sarebbero unita dell’ ultimo

ordine del risultato,
Osservazione I1. — Se gli addendi sono due soli, invece di trascn-

rare pel risultato la prima cifra che si oftiene, si pud (chd, eviden-
temente, & lo stesso) trascurare uma cifra di piu nell’ addendo pite
approssimato; ossia si possono irascurare tutte le cifre che Vaddendg
pitt approssimale ha di pit dell’aliro (s'intende a destra, e si suppon-
gono 1 due numeri in colonna), ed esequire Paddizione nel modo ordi-
nario. -

Osservaziose I1I. — Nel caso in cui un addendo sia esatto e la
sna nltima cifra sia di ordine algebricamente supe-

= k| - - ¥ ]} .-E:D &

riore a quello dell'nltima cifra dell’addendo meno H;%;:T TEE;Z“

approssimnto, & pecessario rammentare la conven- 0l05 0.03

- 0,567 0,567

zione II del § 2. ‘ ‘ 051998 | 0880
Osservazione IV. — Per quanto si osservd a T

proposito della convenzione IV (§ 2) non si pud, in
un numero approssimato, sopprimere gli zeri ehe (dopo la virgola)

seguoro l'ultima eifra significativa; se quindi la somma ot- 1965

tenuta col procedimento indicato finisce con uno o piiz zerj, 451

questi zeri devono essere conservati., Veggasi I'esempio 1. 0,05

OsservazioNe V. — Per ealcoli in eui non si richieda una 1853

grande approssimazione, o in eni i dati possano essere errati “_-:;
85,

di piit di mezza unith dell’uliimo ordine, si snole operare come |
s & detto nella precedente Oss. I1, anche se gli addendi sono parecchi.
Nel I esempio si avrebbe cosi per risultato 35,88,

§ B. Sottrazione. — In quello dei due tmrmini che it appros-
stnato, si trascurino le cifre che sporgono dalla co-

lonna in cui 8i trova lultima eifra dell’altro ter- T DaTt | Sorrrazose
Mine, e si proceda nel modo ordinario. Veggasi T3 gl
I'esempio 1. 20,13

§ 6. Il procedimento precedente si ginsiifica come quello indieato
per l'addizione nel easo di dus addend: soli (§ 4,

OSE. H). : I} Darr | SorrEAZioN=
UsservazioNt. — Analoghe alle osservazioni 111 ?;{;?,3“"‘ o0
€1V del §4; e, a proposito della 1V, veggasi 'es, I1. 3000

§ 7. Moltiplicazione. — Si prenda per moltiplicando quello dei due
fattori che ha meno cifre; poscia si formino i successivi prodotti par-
2ali, cominciando dalla prima cifra del moltiplicatore, sevivendoli Uuno
sotto Ualtro, coll’ultima cifra successivamente spostate di un posto verso
dest_rrr, ¢ arrestandosi quando si vede che il prodotio parziale sequente
uscirebbe tutto dalle colonna successiva a quella in cui si irova {ultima
cifra del primo prodotio parziale. Nel fare poi Uaddizione si traseurino
?’:EEEEI‘ Soimma tutie le cifre che escono dalla colonna nella quale si trova
Uultima cifra del primo prodotto parziale, ¢ si ponga la virgola nello
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stesso posto che essa occupa nel primo prodotio parziale, avveriendo che
in questo Vordine dellultima cifra deve essere uguale all ovdine dell'ul-
tima cifra del moltiplicando pits Uordine dell'ultima cifra del moliipli-

catore (§ 2, 1).

Nel 1 es. dovendosi moltiphcare 6,83 per 57,896784, 6,84

#81 6 preso per moltiphicando il primo; poscia s1 sono ﬂﬁj':ﬂm

formati 1 successivi prodottl parzaall di 6,83 per 9, per 4781

7, per 8, per 9, per 6, scrivendoli come e indicate qui D

acecanto, & arvestandos) all'ultimo prodotto cosi oltenuto, L

perche & chiaro che il seguente (avendo lo stesso numero o

di eifre) useirebbe tntto dalla colonna successiva a quella 1 321

in cut si trova I’ ultima cifra (5) del primo prodotio. 218.1 12

Nel fare pol 'addizione si & seguito il proeedimento o

stabilito nel § 3, e s1 & posia la virgola fra 'nltima e 96)3

la penultima cifra del rismltalo cos1 ottepnto, perché EHTHI

I'ordine della prima cifra (5) del wmoltiplicatore & -1,

I'ordine dell'nltima cifra (3) del moltiplicando 8 —2, ¢ ™

quindi l'ordine dell’ultima cifra (5) del primo prodotto -

parzinle & +1—2=—1, (,DINT0

Nel II esempio, procedende nello stesso modo si & e
trovato un prodobio la cul ullima cifra & la cifra delle A
unita, come precisamenie doveva essere per guanto si TR
& osservafo (a proposito dello stesso esempio) nel § 1.

ot i : : . IV)

Nel 111 esempio 1 prodotti non si sono arrestail a —
quello che corrisponde alla eifra 1 del molliplicatore, 200105554
perché il prodotto seguente {guello che corrisponde alla T4 490
cifra 7) ha, evidentemente, una cifra di pi. M ees

Nel IV esempio il secondo e il terzo dei prodotii — lﬁf‘“"'m

parziall sono stati spostati di tre e di due posti (invece
che di uno solo) per gli zeri che si trovano nel moltiplicatore (¥).

§ 8. Per giustificare quesio procedimento, basta far osservare che
nell’addizione finale, 'addendo meno approssimato & il primo prodotfo
parziale, € che quindi (8§ 4) si possono trascurare tukti quei prodotii
parziali che escono dalla colonna suceessiva a quella in cul 81 trova
I'nlfima citra di quel prodotto. E dunque chiaro che futte le cifre
del prodotto, che, seguendo il procedimento indicato, si tralasciano,
non possono essere esalte, e che pud essere inesatta anche I'nliima
cifra del prodoito stesso.

E pure facilmente si giustifiea la scelta per moltipli-  %(i™
catore di quello dei due [apiori che ha piti cifre. Infatti, SETsom0
seniza entrare in counsitderazioni generali (che non sareb- B
bero difficili), esaminando il primo degh esempi precedenti, w54
s1 vede che collo scambio dei due fattori (com’® indieato qui aceanto)

(") Applicande agli esempi precsdenti il solito procedimento dell’dritmetica elemeniors, 8t rile-
vano subito | vantaggi del procedimenio qui indiento. Ed & strano che gnest'uliimo, in generals,
sernbri eompletamente nuove ai giovani uscent! dalle senole secondarie, mentre (almene nella dispoe-
sizione dei successivi prodotti porziali) essi stessi (come vedreme) lo hanno continwamente applicato
nel ealeoli logaritmiei,

[
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si risparmierebbe bensi qualche prodotto parziale, ma fin dal prinei-
pio si terrebbero pareechie cifre inufili, e inoltre, nel fare 'addizione
finale, bisognerebbe ricordare che, essendo 1l prodotto parziale sne-
cessive completamenie incognito, basterebbe cominciare 1'addizione
stessa dalla colonna che contiene la seconda cifra dell’'nltimo pro-

dotto parziale (tenendo perd conto delle decine fornite dalla colonnag

segnente). Dunque 'operazione sarebbe generalmente piti lunga e la
regola sarebbe sempre meno semplice ad applicarsi e meno facile a
rieordarsi. .

OsseErvazione 1. — Per collocare la virgola, nel risultato, non si
puo, evidentemente seguire la regela data dall’ Aritmetica elementare;
ma dalla convenzione stabilita al § 2 (I} deriva, come s’ visto, una
regola semplicissima che vale 1n tuthti 1 casi.

Ossenvazione II. — Se uno dei due fattori & esatto, & sempre
questo che deve essere pyeso come moltiplicatore, anche se ha meno
cifre dell’'altro fattore; e cid per la convenzione IL del § 2. &
Uosi, dovendosi moltiplicare il numero 3,241 approssimato per }5 -
1l numero 2,5 esatto, si disporra I'operazione come qui aceanto o5
e 81 avra per risultato 8,103; procedendo inveece come se anche — o482

. . ; : . 18205
2,5 fosse approssimato, si avrebbe solo 8,1. T le doe cifredi g5
piu ottenule (03) won rappresentano affatto una approssima-
zione illusoria, giacehe, dietro 1'ipotesi, il prodotto cercato pud avere
per limite inferiore inabbassabile 810125 e pud avere per massimo
8.10375.

Osservaziont 1II. — Corrispondenfemente aila Osservazione IV
del § 4, st noli che, se il prodotio otienuto col proce- -
dimenio indicato finisce con uno o pit zeri (dopo la ‘
virgola), questi zeri devono essere conservafi. Veggzasi l:?:ggtﬁﬁﬂ
I'esempio V1. 1o 678

. : 62712

Osservazione 1V, — Come non si possono sopprimere 1 33484
gl zeri ora accennati, neppure si possono far segnire 18
degli zer1 all’'uliima cifra {di gualunque ordine sta) di un focis B
numero approssimato. Ne deriva che, se l'ordine dell'ul- 45

tima cifia di un visultato deve essere maggiore di zero,
bisognn ricorrere a qualche convenzione, unziehd aggiungere degli
zeri che rappresenterebbero una approssimazione illusoria. Per mag-
gior chiavezza, =i considerl un esempio particolare, e si abbiano da
moltiplicare 1 due numeri approssimati 1,9 ¢ 5756,89. La parte intera
del prodotio deve avere cingue cifre; eseguendo, invece la moltipli-
cazione col procedimento indicato, si obtengono di questo solo le prime
tre, che sono 1,0,9. E allora per scrivere questo prodotto, si scri-
vera (%)

0 109 0 10,9 migliaia (**)

Perd nelle applieazioni raramente si ricorre a guesta convenzione,

V) V. BALTZER. 1. ., pag. 583 ¢ oL

(**) Bseguendo lao moltiplienzione nel modo ordinario, si troverebbe per prodetto 10938091, o
le nllime due cifre (38) dells paris intern rappresenieTebboyo certnmnente mun approssiinazione il-
lusoria, perchié 31 predotto cercato ha per masgimo 1122504525 ed lip per limite Inferiore Inabbas-

sBabile 10650,28725,
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e si preferisce cambiare unita. Cosi, se il moltiplicando rappresen-
tasse dei metri, si potrebbe dire che il prodotto & ugusale a 10,9 chi-
Lometri (*).

OsSERVAZIONE V. — Per calcoli in cui non si riehieda una grande
approssimazione, o in cul i dati possano essere errati di pil  gpumy
di mezza unity dell’ultimo ordine, si suole serivere un pro- 05681739

dotto parziale di mieno, ossia si suole arrestare I'operazione V30,
guando si vede che 1l prodotio parziale seguenie useirebhe 2012
0224

satto dalla colonna in eni si trova I'ultima cifra del primo
prodotto parziale; I'addizionc si esegnisce poi eome s'& indicato nel
procedimento generale. Cosi facendo, nel terzo degli esempl prece-

deuti si avrebbe per risultato 0,02124 (invece di 0,02125).

§ 9. Divisione. — Si procedn nel modo ordinario, arrestando Uope-
razione quando il quoziente hu una cifra d pin di quello

dei due numeri su cui si opera, che ne ha meno (3 2, vD), * 4.210308 | 275
coll’ avvertenza di aumeniare di una unita Fultima eifra ¥E O,U1531
cos} oftenuta, se si vede che lu seguenie 7o sarebbe i
minore di 5. In quanto alla virgolu poi, si applichino 55
~le ordinarie regole dell’Aritmeticu. ' 85
Nel 1 esempio il dividendo ha seite cifre e il di- 3
visore ne ha trve, quindi si & calcolato il quoziente B
con quatire cifre. m
Analogamente nel 11 esempio, nel gquale sl & ofte- T2ATB522 | B4
nuto un quoziente la cui ultima cifra & quella del %- L
decimi; come precisamenie doveva essere, per quanto -a_:_
si & osservato (a proposito dello stesso esem.) nel §1. 3 o5
Analogamente anche nel 111 esempio, dove 'nltima =
cifra del quoziente & siata aumentata di una unitd, o
perchd la seguente sarebbe maggiore di 5. 1951233 | (1,996
Nel 1V esempio il dividendo ha due cifre e il di- we  lIes
visore ne ha cinque, guindi si & caleolato 1l quoziente Sl
con tre cifre. Tan
Analogamente nel V esempio, dove I'nltima eifra & bl
stata anmentata di nna unita per la solifa ragione. 216
Nel VI & nel VII esemnpio il dividendo e 1] divisore [EL
hanno lo stesso numero di cifre, cinque nel primo e Iv)
tre nel scecondo, quindi il quoziente & sfato caleolato A5 23557
con sei e con quatbro cifre rispeliivamente. 26607 1318
-
§ 10. Per giustificare questo procedimento basia 25A)
far vedere che la cifra glel quoziente, snccessiva & Ellf:;:

(*y A tale convenzione sl ricorre nell’ Astronmnia, dove per pmia di lunghezza si piglia il
diametre della Terra, il dinmetro dell'orbita terrestre, il cammine percoysoe dslla Taece in 1in anpog
e gnesto s1 fa principalmente per poterst formare un' idea della grandezza di certe distanze, che,
pure espresse in miriametri (che ¢ la massimn {elle unitd lineati comuni) von sarebbere conce-
pibill, ma anche perehd, servendosi di guesia unith, si otterrebbery de) numeri spinti A una appros-
pimazione addinitara irmeEaria
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quella a eui la divisione si & arrestata, non pud esser nota, perchd
s1 ricaverebbe da wn numero complebamente scono-

sciuto (dividendo questo numero per i divisors), e L 45,653

che questa & Ia prima cifrh per la quale cid neces- BIN7E1 [ 7574

sariamente accade. E, a tale scopo, basta far vedere i

che quel numero esee tutto - 3BTTH0
dalla. colonna in cui si trova I'ultima cifra del %

primo prudr_.:tt.u parziale, quando 1l dividendo sporge ~ /37049

a destra rispetto a questo primo prodotto, ossia 420l

quando I"ordine dell’ultima eifra del dividendo & al- V)

gebricamente (§ 1. 1) minore dell’ordine dell’nltima BT6.18 | 2.8805

cifra di quel primo prodotto (Es. I, IT e I10), 5610 | 200,028
dalla colomna in eni trova Foltima cifra del divi- SR

dendo, gnando il dividendo stesso non sporge a destra P

rispetto al primo prodotto parziale, vssia quando ['or- 22:2:

dine dellultima cifra del dividendo & algebricamente o

maggiore dell’ordine dell'ultima eifra di quel primo )
prodotto (Es. IV, V e VII), od & uguale g questo P 9%

ordine (Es. VI): m;};ﬂ i
perché allora tutte le sue cifre derivano, per suc- 480
cessive sottrazioni da cifre una delle qualj, almeno, & b
completamente Ineogmita; e poi far vedere che altret- 200
tanto non accade necessariamente per 1l numero dal i

quale deriva la cifra a cuj i quoziente si d arrestato.

Cosi, nel 11 Es., Ia prima cifra (1) dell'ultimo resto parziale {15)
deriva pey sotlrazione, dalla terza cifra (5) del dividendo e dalla cifra
dello stesso ordine dei primo prodotto parziale, e guesta & completa-
menle sconoscinta: e 1a seconda eifra (5) dello stesso resto deriva,
per sottrazioni, dalla quarta cifra (7) del dividendo e dalle cifre dello
stesso ordine del primo e del secondo prodotto parziale, e queste due
cifre sono completamente sconosciute. Invece la prima cifia (1) del
numero (117), dal quale & ricavata 'ultima cifrn (3) del quoziente,
non ‘deriva da nessuna cifra completamente sconoseinta.

81 indiehino con A 1l dividendo e eon B il divisore: con ¢ e con /)
rispettivamente, il numero delle loro eifre; si indiehino inoltre con A’
€ con B 1 numeri g cul si riducono A e B, quando si trasport: la
virgola fra la prima e g seconda cifra, onde 'ordine dell'ultima cifra
sara 1 —a per A’ e | — per B’

Cid posto, basta evidentemente giustificare il nostro procedimento
nella ipotesi che g divisione si facecia fia i numeri A’ ¢ B, perche,
qualunque sia il posto che occupa Ia virgola in ciascuno dei nnmeri
A e B, il caleolo numeriee che si fa quando si divide A per B diffe-
risce da quello che si o quando si divide A’ per B solo per il numero
d’m*ding ﬁelf& colonne in enj s trovano le cifre del dividendo e del
successivi prodotti e resti parziali. Per cid distingueremo quatfro
casi: secondoehd si ha

1. a>b, A'>B; 2° a>h, A'<B, 39 t=b, A>B: 4.° a<} A'<R,
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Nel primo caso [Es. I. IL (*)], siccome il primo prodotto parziale
ha V'ultima cifra di ordine — b—1 (perché la prima cifra del quo-
ziente & di ordine zero, e 'ultima cifra del divisore & sempre di or-
dine — b --1), basta dimostrare che quel numero, che diviso per B
darebbe un'altra cifra del quoziente, deve avere la sna prima cifra di
ordine — b o — (5-}-1). Infatii quella ulteriore eifra sarebbe di or-
dine — (4-| 1) (perch® il quoziente ha 4-}-1 cifre ¢ la prima cifra &
di ordine zero), quindi il prodotlo parziale del valor relativo di questa
cifra per B’ avrebbe la sua ullima eifra di ordine

—(b+1)+(1—5)=—2b,

e di quest’ordine sarebbe pure l'ultima cifra deli’accennato numero
(dal quale quel prodoito dovrebbe essere sottratio, se si volesse con-
tinuare ancora la divisione); ma questo numero & di b-+1 cifre
(155 nel 11 Bs.) o di & ecifre (348 nel T Fs.), quindi la sua prima cifra
e di ordine

— 2 +b=—10, oppure  —2b{6—1)=—(b-}1).

Collo stesso ragionamento si dimostra che il numero dal quale de-
riva la ecifra a cui st & arrvestata la divisione (117 nel 11 Es. e 309
nel I Es.) ha la sua prima cifra di ordine

—b-+1, oppure —9b,

e che quindi questa pud non derivare da nessuna cifra completamente
sconoseinta (Ks. 11).

Nal secondo easo (Es. 111), siceome il primo prodotto parziale ha
Pultima eifra di ordine — b {perché la prima cifra del quozienie &
di ordine — 1), basta dimostrare ehe quel numero che diviso per B’
darebbe un'nlfra cifra del gnoziente deve avere la sua prima cifra
di ordine — (b+1) o — (b 2), Infatti quelia ulteriore cifra sarebbe
di ordine — (b + 2), gquindi I'ullima ecilta dell'aceennato numero sa-
rebbe dell’'ordine

(6-+2)+ (1—b)=— (20 +1);

ma questc numero & di A-+1 ecifre (7370 nel 111 Es) o di & cifre,
guindi la sua prima cifra e di ovdine

—@b+1)+b=—(b+1), oppure — (2b+1)+b—1)=— (b 2).

E come nel ecase precedente, si vede subito che la prima cilra del
numero dal gquale deriva la cifra a cni si & arrestata la divisione
(6353 nel 111 Es.) pud non derivare da nessuna cifra completamente
sconoscinba (v. lo stesso Ijg. 111).

Nel terzo caso (Es. 1V e V1), siccome il dividendo ha sempre
'ultima cifra di ordine — e+ 1, basta dimoestrare che quel numero
che diviso per B’ darebbe un’altra cifra del quoziente, deve avere
la sua prima cifra di ordine —a o — (@ +1). Infatii (essendo la prima
cifra del quoziente di ordine zero ed aveundo quel quoziente a1 cifre)

(*} Perche si possa scgnire meglio il ragionamento, eitismo esempi relativi ad ogni caso, sup-
penendo in cisscomo di eesi il dividende A o i) dividendo B ridetii olla forma A" e B'.
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quella nlieriore cifra sarebbe di ordine — (@ 1), quindi I'nltima cifra
dell’accennato numero sarebbe dell'ordine

[+ 1)+ (1 —b)=—(a+ 4);

ma quesio numero & di -1 eifre (102870 nel IV Es., 222650 nel
V1 Es.) o di b cifre, quindi la sua prima ecifra & di ordine

—(@1+b)-+b=—a, oppure —f(a+b)+(b—1)=—(a-] 1).

B anche qui si vede subito che lg priuna ¢ifra del numero dal guale
deriva la cifra a cui si arrestata la divisione (223290 nel 1V Es. "
223900 nel VI) pud non derivare da nessuna citra eompletamente
sconosciuta (v. ambedue gli siessi Ee. IV o YI). '

Nel quarto caso, finalmente, (Es. V e VII), Ia prima ecifra del nu-
mero che diviso per B’ darebbe un’altrs ecifra del guoziente, invece
di essere dell'ordine — g o — (a +1), come nel terzo caso, & dellor-
dine —(a+1) 0o — (a =). Infatti (essendo ia prima cifra del guo-
zienle di ordine —1) quella ulteviore cifra sarebbe ( ordine —(a-}+2),
quindi 'ultima eifra dell’aecennato numero sarebbe dell’ordine

—(a42)+ (1 —B)=— (a5 1);
ma questo numero ¢, al solito, di b1 cifre (426410 nel V Es. e
3300 nel VII Es) o di 2 cifre, quindi la sua prima cifra & di ordine

—(a--b041)40 (a-+-1), oppare —(a-} b-11)+ (b—1)=—(a 2).

Uollo stesso ragionamento «i dimostra che I'ultima cifra del guoziente
deriva da nn numero (179690 nel V Es. e 2200 nel VII Es.) la cui
prima cifra ha per ordine — ¢ o — (e-1-1) e la penultima da un
numere (337750 nel V Hs. e 7700 nel VII Es.) la eni prima cifra ha
per ordine —a-1 o — g: per cui anche I'nltima cifra del gnoziente
sl ricava sempre da un numero tutto incognito, ed & solo Ia penul Lima
che si ricava da un numero la coj prima cifra pud non derivare da
nessuna cifra completamente sconoscints (v. ambedue gli Es. V e VII).
Ne viene che in questo quarto caso il nostro procedimenio di una
cifra di troppo, ossia una cifig che & certamente illusoria, ma abbiamo
preferibo questo inconveniente all’altro di stabilire un procedimento
Hon generale, che, per ussere applieato, avrebbe sempre riehiesto che
S| eSRIINASSE se Si ern 0 no in questo caso. Questa osservazione avra
molta importanza in seguito (§ 18),

Osservaziose 1. — Per collocare la virgola si & detto di seguire
le ordinarie regole dell’ Avitmetica; ma, dietro Ja solita

convenzione [ del § 2 basta osservare che ordine - 51 | 0688
della prima cifra del quoziente pin l'ordine dell’ultima 930 B
cifra del divisore deve essere uguale all'ordine del- 17u0
Fultima ecifra del primo prodotio parziale, e che que- .}:T{,
stordine & noto, perchd & quello della cifra del di- 6902
videndo da cuni guellultima cifra va sotiratta (¥), ey
OssErRvazione 11. — Se uno dei due numeri su cui si 408

|*) Supposto che =i conoseanp gli elemenii dell’dlgedsa, Ia regols che derivn da guesln psser-
Vazione semplifien nolevolmente la ordinaria regola per In divisione fra rumeri decimali,
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opera o esatto, bisogna tener presente la convenzione 11 del § 2, Cosi

nell’ VII1 Es., dove si suppone il dividendo esatio,
si & calcolato il quoziente con tante cifre quante ne
ha il divisore pit nna; e nel IX Es,, dove s1 suppone
esatto il divisore, si ® caleolato il guoziente con tanie
cifre quante ne ha 1l dividendo pia una. Quest ultimo
caso rientra nel quarto dei easi precedentemente esa-
minati, e quindi I'uliima cifra, che & stata aumentaia
di una unita per la solita ragione, rappresenta una
approssimazione illusoria.

OsservazioNE 1II. — Per la solita ragione (§ 8,
Oss. 1I1), se il quoziente che si ottiene col procedi-
mento indieato finisce con uno o Ppiit zeri, guesii non
devono essere trascurati. Cosi: nel X o nell’X1 Es. il
quoziente finisce, rispetiivamente, con uno e con due
zeri: nel XII finirebbe con tre zeri, ma invece del-
I'ultimo, si & posta una unith, perche la cifra se-
guente, essendo data dal quoziente di 1040000 per
131158, sarebbe maggiore di 5. Questi tre esemp? as-
sieme al XIII, vientrano nei quattro casi preceden-
temente esaminati, e, a proposito dell’ultimo, si deve
notare anche qui che l'ultimo zero rappresenta una
approssimazione illusoria.

OssErvAZI10NE 1V. — Si noti il easo in cui, non solo
sia zero 'ultimo resto parziale, ma siano eguali & zero
anche tutte le eifre da abbassare: anche allora s1 segue
il procedimento gemerale indicato (Bs. XIV e XVI).

Td & notevole che in questo caso particolare, come
in quello considerato nella Oss. prec., il ragionamento
fatto per giustificare il nostro procedimento sussiste
gempre ().

OsservaAzIONE V. — Corrispondentemente alla Os-
serv. V del § 8, si noti ora che se Vordine dell’'ul-
tima cifra del quoziente deve essere maggiore di zero,
bisugna ricorrers a gqualcuna delle convenziom allora
accennate. Cosi: dovendosi dividere 4865 pev 0,00271,
la parte intera del guoziente deve avere saife cifre:
invece eseguendo la divisione col procedimento indi-
cato si ottengomo, di guesto quoziente, solo le prime
quattro cifre, che sono 1795; e allora per serivere
questo quoziente si scriveya

0 1795000 0 1795 migliaia (*¥).

X
105 1,1
00 935
du
an
T0
65
§i)
a5
K
A)
B8t GRS 'E‘_T.ﬂ
7484 o460
2045 Y
K785
17248
146 B8
= HUH
on 453
1815
XI)
1, 39522171 | 0,471
1481 | 4,804
1118
1118
1] |
ZI1)
1574 131158
131158 1,200 1
2hdda)
2816
104000
X111
1,04 2464161
1,7520805 | u,otuL
2O7H1L Y0
YTREONH
Hasd
XIV)
51 |030
4657F | 0544
a 2ol
37500
IR
37300
XV)
o74.0562 | 875.0
oa2 82 | 0,73200
2 UlY
11 96
iolZ
Tol2

E, se, in pratica, il dividendo rappreseniasse, p. es., dei decimetri cubi,
si potrebbe dire che il quoziente & nguale a 1795 metri cubi.

(*' Invece del procedimento indicato. si potrebbe, per In divisione, seguire un procedimento
analoge n quello indicato per lu moltiplionziene (v, § 7), mn sllors non si avrebbe pint tm prore-
dimento generale, Cosi facemmo nell”Appendics piir volle citata, dove per | casi partieolari orn ac-

cermnti dovemmo indicare del procedimenti speviali.

(**) Eseguendo Ia divisione mel modo ordioario, al troverebbe per parte intera dol gquoziomte
1705202, & le ulkime tre cifre (202) rappresentersbhore certamenie unn gpprosgimazions illusoria,
perche la parte intern del quoziente cereato ha per minime 1791712 ed ha per messimo 1798706,
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CAPITOLO SECONDO

STTUDLIO DEGLI ERRORI

PRODOTTI DAL PROCEDIMENTI DEL CAPITOLDO PRECEDENTE.
-

§ Il. Eseguendo le gnatiro operazionl fondamentali dell’ Aritmetica
col procedimenti indicati nel capitolo precedente, si introdnce nel ri-
sultato un nnovo errore; per cui, se m & questo muovo errore edl o
I'errore che, necessariamente, affetterebbe il risultato quando sj ese-
guisse |'operazione nel modo ordinario, si viene cosi a commettere un
errore complessivo eguale ad [ -1 2. '

C1 proponiamo di cercare un massimo, o un limite superiore inab-
bassabile, tanto di m che di ! (sempre, per questo, nella ipotesi sta-
bilita’ alla fine del § 2, che ciod i numeri approssimali sui quali si
opera siano affetti solo dall’errore eni da liogo ln convenzione II
dello siesso § 2, ossia, come si suol dire. solo dall’arrotondamento
dell’nltima ecifra); confronteremo poscia fra Joro questi massimi o
limita superiori inabbassabili, che mdicheremo, rispettivamente, con i
e con A; e vedremo cosi nuovamente giustificati i nostii procedimenti.

A questo proposito osserviamo intanto che, caleolando il risultato
con una cifra di meno o una cifra di pin di quelle stabilite, p viene
rispettivamente wmoltiplicato o diviso per 10. B osserviamo inoltre
che il valore piti piceolo che si puo avere per ) & quello che si ot-
tiene supponendo che dei due numeri, sui quali si opera, uno solo
sia approssimato.

Cid posto, per dimostrare che c¢oi nostri procedimenti non si tra-
scura nessuna cifra che possa ritenersi esatln, basta far vedere che i
non supera il valore ora accennato di X altro clie in circostanze par-
ticolarissime e solo per pochi decim dell’unita dell’ ultimo ordine:
perche allora, calcolando il risultato com uns cifra i pin, non si fa-
rebbe che diminoive 1 (riducendosi questo limite n un decimo di guel
che era prima), mentre, generalmente, esso @ gii non magglore del
pitt piccolo valore di ) (ossia del pill piccolo valore clie si pud ottenere
per il massimo, o per il limite superiore inabbassabile, dell’errore che
inevitabilmentie affetta i risultato).

Per dimostrare poi che neppare st hanno delle cifre necessaria-
menle illusorie, basta far vedere che, se & lecessariamente p minore
del pin pieeolo valore di A, non & pero necessariamente p minore di
un decimo di guesto valore; perche allora, non essendo 10 neces-
sartamente minore di A, ne verri che, se si calcolasse una eifra di
meno (nel qual caso, appunto, il valore d pr 81 decuplerebbe) non si
potrebbe asserive di non aver trascurato nessuna cifra che possa ri-
tenersi esatta.

§ 12. Per la ricerca che stiamo per inlraprendere, sara opportuno
ricordare che, se o e § sono (in valore assoiuto) i massimi o dei li-
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mili superiori inabbassabili degli ervori di cul sono affetti A e B, 11-
spettivamente,

per A+B siha A=a-+8,
” AX,B " n 1—_—-AB——BG+EE,

o
) A:B . y BB B2

B sara anclie utile indicare con p e con py gli ordini della prima
e dell’uitimn cifra di A, e con g e con ¢ gli ordini delle siesse cilre
di B: onde sara evidentemente (§ 11)

(1) p=p+a—1 , g=q+b—1.

OssErVazioNE. — Diefro I'ipotesi fatta qui, relntivamente agh er-
vori « e 8 (ch’essi eiod derivino solo dall'arrotondamento dell ulfima
cifra), per I'addizione e per la moltiplicazione il valore di A qui -
dieato & un massimo, mentre che per la sottrazione e per la divisione
5 invece mn limite superiore inabbassabile. B questo s1 vede subito,
e si osserva che gli errori di A e di B, affinche 'ervore del risnltato
sia massimo, devono essere di segno eguale nel primo caso e di segno
contrario mel secondo; e che quindi, in quest'ultimo caso, uno di essi
pud essere uguale a una mezza wnita dell’'nltimo ordine, ma l'altro puo
solo differirne poco finchd si vuole (§ 2, ITI).

§ 13. Addizione. — Sia A 1’addendo meno approssimato ed = il
numero totale degli addendi. Siccome in n—1 di quesii addendi 81
trasenrano le cifre che segnono guella di ordine p, — 1 (§ 8), ciascuno
di questi addendi sara, al pi, errato di 0,5 10m—, e quindi la loro

somma sara, al piu, errata di
(n—1) X 0,5 X 10m—1;
siccome poi si tralascia la prima cifra (d'ordine py—1) che si otiiene

nel fare I'addizione, all’errore precedente se ne aggiunge un altro che,
al piit, e uguale a 0,53 107, Sara dunque

n=(n—1) X 0,5 X 10m=1—+ 0,5 X 10m,
da cul
(2) = (n >< 0,05 - 0,45) 107 ;

e questo & il massimo errore che pud produrre nel risultato I'indicato
procedimento,

In quanto a A, se tutti gli altri addendi fossero esatti (§ 11), avrebbe
un valor massimo dato da¥§ 12)

(3) ) == 0,5 3 10w
Bd ora, confrontando 1 con A, si vede che, essendo
n—A=(n—1) X 0,056 X 10m,

solo se il numero degli addendi fosse eguale a 11, p supererebbe A di
mezza unith dell’ultimo ordine. Pero ambedne le condizioni accennate,
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in generale non si verificheranno (perche nei ealcoli ordinari, ) sard
in generale maggiore del valore dato dalla (3), ed n sara minore di 11),
quindi si conclude chie nel fotale non manea, in generale, nessunsa cifra

che possa ritenarsi esatts.

Osservazione I. — Nel caso di due addendi soli (§ 4, Oss, 1I) le
due parti elis costitniscono 1'errore u si riducono alla prima soltanto,
avendo gia trascurate nell’'addemndo piit approssimato tutte le ecifre

successive & quelle di ordine p,; si ha quindi
(2) p=0,5X 10m.

In quanto a ) esso sara anche ora quello dato dalla (8). nella 1potesi
che mno dei due addendi sia esatto. In questo easo quindi p sarid

uguale a A. |
Osservaziong II. — E chiare che, quando si segna il procedimento

accennato nella Oss. V al § 4, invece della (2) si ha
(2)” p=nxX 05X 10m,

Osservazione III. — Se gli addendi fossero piut di 11, ma non piut
di 101, & facile vedere, con un ragionamento analoge, che si arrive-
rebbe alla stessa conclusione tenendo negli addendi una cifra di pii
(§ 4, Oss. 1). Ma crediamo che per la pratica questa osservazione non
abbia importanza, perché, come s'd detto, n sara in generale minore
di 11.

§ 14. Sottrazione. — Da gnanto si & detto nella Oss, Ial § prec.

risulta immediatamente che nella sottrazione (§ 3) L & ugunale a A
OsservazioNE. — Solo si pnd nofare che, mentre nell'nddizione

una unttd dell'ultimo ordine & (in valore assoluto) il massimo della

somma !+ m nella sottrazione & invece un limite superiore inabbas-

sabile (§ 12, Oss.).

§ 15. Moltiplieazione. Sia A quello dei due fattori che ha meno
cifre, sarh allora A il multiplicando e B il moltiplicatore; suppongasi
inoltre, per facilitare il ragionamento, che questi due numeri siano
ridotli alla formn A" e B' (§ 10).

In tali 1potesi, 3] primo prodotto parziale ha, evidentemente, 1'nl-
tima. cifra di ordine — a--1, qnindi i prodotti parziali che si trascu-
rano sono quellt che escono dalla eolonna di ordine — a. Ora il primo
di questi prodotti parziali ha per limite superiore inabbassabile una
umta dell’'ordine — &, ossia 10-3, e questo & evidenle; in guanto agh
altri prodotti parziali tralasciati, si vsservi che ciascuno di essi ha
al piu a 41 cifre, perche e il prodotto di una cifra di B’ (la quale
e al pia 9) per A" (che ha per limite superiore inabbassabile 10),
ma 1l primo ha la prima cifra di ordine — (a--1) al pin, dunque
tutti questi prodotti hanno successivamente per limite superioresinab-
bassabile 0,9 X 10-=, 0,08 X 10-=,,.. Ne viene intanto che I'errore
prodotto nel risnliato finale, tralasciando 1 prodotti parziali accennati,
ha per limite superiore inabbassabile

(I 4+0,94-0,09 4...) 10—=, 0881a 2 X 10—,
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Ma a questo se ne deve aggiungere un altro: quello che si commetie “%1‘
tralasciando la prima cifra che si ottiene nell’addizione finale, e che '
ha per massimo 5 X 10—3, Sara dunque ;H
@ p=07 X 10-+41, E
ossia p sard uguale a 7 decimi dell’unita dell’ultimo ordine del pro- A
dotto. ‘ g
In quanto a X, se il moltiplicatore B’ (che & quello che ha pii cifre) i
fosse esatto (§ 11) esso si ridurrebbe a B'z (§ 12), se inolive il molli- it o
plicatore slesso differisse poco finché si vuole dual suo limite inferiore 1, R
essendo il massimo, o il limite superiore inabbassabile, di « uguale ﬁ'
2 0,5 10-3+1, si avrebbe | g
(5) ) =0,5 % 10—+ il
Ed ora, confrontando p con 2, si vede che solo in tutte le ipotesi L.J
fatte sopra per ricavare ambedue questi wvalori, il primo supera il L
sacondo di due decimi dell’nnita dell’ultimo ordine del prodotio. Sie- * {
come perd in generale tutte le ipotesi accennate non s1 verificheranno f-"':;
(perchs, 1in generale, 1 prodotfi parziali traseurati non avranno tutto *:sﬁ
il limite snperiore inabbassabile indicato, né la cifra tralasciata nel b
risultato sarik precisamente nguale a 5: e perche, in generale, non ~‘%f
sara B’ esatto, ne sard vicinissimo all'unitd), si conclude che nel pro- 3,;
dotio non manea, in generale, nessuna eifra ehe possa ritenersi esata. =~ = .02 1,'3
Si & supposto che 1 numeri A e B fossero ridotti alla forma A’ e B, - ?Em
ma & chiare che la conelusione precedente sussiste anche preseindendo B E 15
da questa ipolesi. e T
OsservazioNe 1. — L'ipotesi fatta per attribuire a X il valove pia . TS

: B

piceolo, eoincide precisamente col caso particolare considerato nella :
Oss, IT del § 8; la nostra conclusione sussiste dungue anche in guesto "f-:-.ii
caso particolare. ﬂ |
Osservazione II. — B facile vedere che il pi grande valore della -.'_-.L_:%i
somma dei prodotti parziali trascurati si ottiene supponendo 1l molii- B
plicando A’ prossimo a 10 e le successive cifre corrispondenti (del R
moltiplicatore B’y eguali a 1, 9,9,9, ... Infath, affinche il prodotio di ' *;
un numero di una ecifra per A’ sia uwgnale a 0,28999 ... X 10— g abbia | **u

una cifra di pii di A', bisogna che A’ sia ugnale a 9,999... e che quel
numero sia uguaie a 93 10-=+2 (e questo si vede facilmente esami-
nando 1 nove quozienti di 0,8999 per 1,2,...8,9); e allora,

affinche 1l primo prodotto parziale trascurato sia uguale a gﬁum
0,9999 X 10-2, non pud essere che il prodotto di A" per 1998
1 X 10~ Veggnsi I'esempio accanto, nel quale 1 pro- %00

dotti parziali tralasciats s#no precisamente 0,999 X 10-3,
0,8991 >} 10-3, 0,08991 X 103, ... In guesto stesso esempio,
come vertficazione della (4), si pud anche osservare che si avrebbe
m=10,688... X 102,

OsservazioNE IlI. — Supponendo sempre chs A sia il fattore meno
F approssimafo, @ chiaro c¢he nel prodotto di A’ per B’ la prima cifra
[_j-'-' e di ordine 0 o 1, secondoche il prodotio della parte intera di B’
‘- per A° ha ¢ od a—+1 cifre. Ma (§ 12)

A=A'X10* , B=DB X109,

U8
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da cu
- AX B=A"XB X 10p+a,

quindi la prima eifra del prodotio di A ger B ¢ dell'ordinep—+ q (87,
Es. 11 o 1V), o dell'ordine p+q-+1 (§ 7, Bs. I e III), secondoche i
prodotto- della prima cifra di B per A ha tante cifre quante ne ha A,
o una di piu.

Ed & pure chiaro che, corrispondeniemnente, i prodotto (oktenuto col
procedimento indicato) ka & od & + 1 cifre, ¢ che quindi Vullima sua
cifra & sempre dell'ordine p—+q —a-1, che per la (1) & anche nguale

¢ pp+aq+b—1.
A tutti questi risultati si pnd anche giungere subito, direttamente.

Osszrvazione 1V. — B anche facile vedere che, gquando si segna
il procedimento indicato nella Oss, V al § 8, invece della (4) &1 ha
(4)’ =2,b X 10—=11,

Cosi: dovendosi moltiplicare 9,99 per 2,511999, se s1 segue quel pro-
cedimento, si ha per prodoetto 2507, ed m & uguale a 2,457 .. X 10=%.

OssErvazIoNE V. — Nella giustificazione del procedimento indi-
cato (§ 8) si & fatto osservare che, non prendendo per moltiplicando
quello dei due faifori che ha meno cifre s presenterebbero due Iincon-
venienti, uno dei quali sarebbe quello di dover scrivere un maggior
numero di cifre inntili. Possiamo ora aggiungere, pit precisaments,
in proposito che, seguendo quella regola, il massimo numero di tutte
le cifre dei snceessivi prodotii parziali & al pin (e+1) (a--2) (§ 7, Es. 1),
mentre che, se si scambiano 1 due fattori, quel numero & compreso
fra ab e a (b4 1), gli estremi inclusi; ma le due disnguaglianze

(a+1) (a4 2) < ab (@+1) (a+2)<a(b1),

equivalgono, rispetiivamente, alle due
2 2
3—'—‘;‘{6—[1 2-—|—E<:b—ﬂ,

quindi I’ inconveniente accennato (supposto che le cifre dei due fai-
tori siano futle significative) si presenta sempre per b—a maggiore
di B, e generalmente anche per b— a maggiore d1 2 soltanto.

§ 16. Divisione. — Per questa operazione 81 puo dimostrare che,
segmendo il procedimenlo da noi indicato nel § 9, p risulta sempre

minore di A
Suppongasi anche ora (§ 15) che A e B siano ridoth alla forma

A’ e B. Dal procedimento accennato risulta immediatamente che nel
quattro easi considerati nel § 10 si ha rispeitivamente,

(6) p==0,5X10->, p=0,5X10-0+1, n=0,510-2, p=0,5X10—#+1,
Ora, se nei primi due casi il dividendo (che ha piu cifre del divi-
sore) fosse un numero esatto, ossia se fosse z =10, sarebbe (§ 12)

A . _AB
)”__'B'(B’—‘B)’ da cai A> @ ;

ma
=00 X 10>+, onde A= ﬁ%g * 0,5 X 10—>+1,
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per eni, per dimostrare che p & minore di 7, nel primo caso, basta
osservare che, essendo per ipotesi A’ maggiore di B, sara

A > %—,X 0,5 X 10—+,

e che. essendo B’ compreso fra 1 e 10 (gli estrem: esclusi), sara anche
(7) A =500 ¢ 107"

e nel secondo caso basta osservare che, essendo anche A’ compreso
fra. 1 e 10 (gli estremi esclusi), sara

1

®  A>pr X05X10-MH, dacui A>05X10- 0.

Sa poi nel terzo e nel gquarto easo il divisore (ehe ha piu cifre del
dividendo) fosse un numero esatto, ossia se fosse 53 =0, sarebbe (§ 11)

z Bz
=5 ® 5’

da cul l}%;
ma

=05 10—+,  onde > % ¥ 0.5 X 20— s

per,cui per dimostrare che p minore di A, basta, nel terzo e quario
caso, osservare che, essendo sempre B’ compreso fra 1 e 10 (gh
estremi esclusi), sara

(9) x> 05X 102,

Il quoto non contiene dungue nessuna cifra di mene, ma, essendo
sempre p minore di A, poirebbe sorgere il dobbio che ne conlenesse
di pil, ossia che contenesse delle cifre illusorie. Per togliere questo
dubbio basterebbe (come si disse nel § 11) far vedere che, e f © mi-
nore di , non & perd necessariamente p minore di A: 10. Ora, si vede
facilmente che, perchd questa condizione si verifichi nei qualiro casi
considerati, deve essere rispettivamente

(10) B(B—H<A, BB —H<I04, B—f<1l, B—p<I,

ed & chiaro che le prime tre non si verifieano necessariqmente, mentre
la quarta & vera sempre, Nel quarfo caso, e in questo soltanto, ba-
stevebbe dungue ealeolare il quozienie con una cifra di meno di quelle
stabilite, ma, per le ragioni accennate nel § 10, si & preferiio indi-
care un procedimento che valesse per tutti i casi. |

fid & chiaro anche qui che le precedenti conclusioni non cambiano
se s prescinde dalla ipotesi che A e B siano ridotti alla forma A’ e B.

OsservAazionE 1. — Anehe®qui, le ipotesi fatie per attribuire a A
il valove piiz piecolo coincidono precisamente coi casi pariicolar: con-
siderati nella Oss. 11 del § 10: la nostra conclusione sussiste dunque
anche in questi casi particolars.

OssprvazioNE 11, — Nel guoziente di A’ per B” Ia prima cifra &

di ordine 0 o di ordine — 1, secondoch® A" mon & minore o & minore
di B; ma (§ 12)
A A

B B

XK WP=Y,
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g A E

48 quindi,

i secondochd A’ non 2 minore o & minore @i B, la prima cifra del
o quoziente di A per B & di ordine p—q o di ordine p q—1 rispet-
T tivamente (*).

b | E cost si ha un altro eriterio {§ 10, Oss. I) per collocare la virgola
o nel quoziente.

Dal teorema stesso poi derviva, come corollario, che

se, essendo A" nmon minore di B, si ha p non minore di q—1, o se,
essendo A" wmnore di B', si ha p non minore di q, la parte intera del
i - quozienie di A per B ha, corrispondentemente, p—q -1 o p—q cifre.

oy B, come caso particolare del precedente corollario, si ha anche
che,

e 8¢ A ¢ B sono due numeri interi e se A & maggiore di B, (essendo
i allova p=a—1e g=5—1), la parte intera del quozienie di A per B
£ ha a —b—-1 0 a—b cifre secondoché A’ non & minore o & minore
_, di Br [**;.

= G. Pescr.

& (Coniinua)

SUL CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE

(Continnazione v. fasc. precedente)

i - Aly
'p
R i L

O Differenza meins del prodotio di due o pii funzioni.
i 9, Sia ,
i quella funzione che per gii m - 1 valori distinti della variabile z

11:‘:,3ml..-,ml...}irm_lrm

1n

assume, rispettivamente, 1 valori (1):

ﬂ“]ﬂll!l:ﬂTlll!HE_Iﬂ

i )

e sla
| Pe ()
4 ~ la fanzione che per gli stessi valori della variabile stessa z ASSTM®,
rispettivamente, i valori indipendenti I'uno dall’altro:

b bl'*‘lbr""lbm—llbm!

e s1 voglia determinare la differenza m-esima del prodotto delle due
funzioni relativamente al termine

@by = P1(T0)Pu(Ey)
in funzione delie differenze di ¢, (z) e di ¢ ().

(*) Teorema dello Srorz (v. Period, 2i Matem., anno XITI (1898}, fase, II1).
(™) Alfro teorema dello Storz (L ¢
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Si ha |
o A py(a)pu@,)] = Afpi ()] — ATy (@a)ps()]
iy = A%, () A% (@, )—A%,(2,)A% (@,); (1)
ora per definizione e
Ay, (@) = A%p,(,) + &L@:(mﬂ)t
A’¢ (@) = ‘iu':FE(mu) -+ Alepy(z,),
e nel minnendo dell’espressions (y) si pud sostitnire uno golo di tali

valori o tutt'e due, dando luogo a due risultati distinti.
10. Sostitnendo nel secondo fattore del minuendo, s1 ha

Al (@ Jepol,)] = A, () A py(2,) 1
+ A%, (@ )A"py(2,) — A%, (a,)A%4(22,),
e riducendo per linea:

Al [?1(%)%(%)] = m‘?:(mﬂﬁl?z(mﬂ “+ ﬁn?i(mu)ﬁlc?l(mn)-

>

Cosl pure:
ﬂ'[%(ﬂ:u)q?!(mﬂ)] — ﬁl[?l(ml)q;ﬂ(mi)] e ﬁl[cpl(mu)?ﬂ('rﬂ)] —

= A° l(iﬂt)ﬁlqlgtm,l)_l_ ﬁuqai('{:gl)ﬁ ltpl(ml)_

— A% (&) A, () — A0 (x)A'e (x,) ;

A, (x,) = A'y, (,) + A%, (@),
ﬁl% (‘mi) — ﬂlﬁh (mu) -+ A® 1 (m#):

quindi, sostitnendo nei secondi fattorl del minuendo
ﬁl[‘?l(mu)zpa(mu]] = A" 1(‘35)&E¢i{mﬁ)+
+ﬁu?1£mﬂﬂ1?ﬂ{mu) —A® 1(‘:51)‘&:?:(&&)“]‘
' -+ A%, (@,)A%p,(a,)
A%, (@,)A%0,(2,) — A"p(a,) AV, (),

e riducendo per Linea

Ao, (2,)p, ()] = Al (@) APga(y) + A'gu(x,)A% () -
=} ﬂl@';(moﬁltpsf.mn) ] B ﬁ1¢g{mtl)ﬁ1¢1(mu),

Cosi pure:

Ao (@, )pa(,)} = A% [@y(@)pa(,)] — Aoy (@oypsla,)] =
= A'pi(@y)A%po(xy) + A"pu()A%p(:) +
Ay, () A%pe(,) + A'gofa)A'p (@) —
= An@l(mz)ﬁﬂtpzfmu) - ﬁ”tpg(mljﬂgqyl(mu) —
— AIEF:(m:)ﬁ]cFﬂ[mﬂ) — ﬁl@'ﬁtmu)ﬁl?:(mu) )

ma
Aﬂq;'i[ml) — ﬁi@s(mn) L ﬁaf?n(-’ﬂu):

*’-""%(m:) = ﬁltpl(mn) B Aacﬁ(mu)!
ﬁ1(?z(m1) = A'g,(x,) - Ao (),
Ay, () = A'9p,(a,) -+ A%p (),
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quindi, sostituendo nei secondi fattori del minmendo:

A'lpsi@,)pala,)] = A, () A%, (,) + )
- ﬁﬂ?‘][ma)ﬁz?z(mu) TA%(@,) Ay (a,)— A%, (@,) Aq () +
|- At (o)A, (x,) —A'p,(@,) A ¢4(,) +
i i ﬂl?ﬁ(mﬂ)ﬁl?l(‘ru) +
-+ A%, (z,)A%, (&) ﬁlq}n(ml)ﬂﬂtp1(mn)_A“Ta(m1)ﬁﬂfP1(mu-) +
+ AI‘FE(ﬂ:l)ﬁl':P](mu) — ANy (x,)A%,(,),

e riducendo per linea
A () Fa(@a)] = A%pi(2)A%py(ae,) + A%, (e )A%,(2,) -+
+ 24 lcpi(m:)ﬁﬂqaﬂ(mu) _i" 24 Irpl(ml)dg? 1(5[#.3) ']_
= 57 ﬁﬂ‘]’z(mﬁ&‘%(%) L d“qﬂa(iﬂu)ﬁ'%(ﬂ‘-u)-
Messe cosi in chiaro le diverse leggi di formazione, si pud sta-

bilire la formola per Ia differenza m-esima del prodotto di due fun-
zioni, © si ha

A" @)oo = (m—1), A% (@ )A™ (,) + (m—1), A%, (22, ) A™p, (220)+-

T T T S s e e L -
- i(m_ DA (@ JA™ )+ (m—1) A7, (z,,_,_,)A™ ¢ 1.({1'1:-):_

(I — 1), 8", ()0 Y, () - (m—1),,_ A0, (,)A'ep, (@)=
— E u[(m_ljra r?l(mm— r)&m-r - E(m D) } (m 1)1"&' rq)i(mu-r- l)ﬁm_rqjl(a}ﬂ)]‘

Infatti, se si ammette per m — 1, si ha

Am[‘?l(mt&)?z(mn)] — Am_l[%(‘mi)‘?ﬂ('ml)] = ﬁm#l[?](mu)%(mu)] =

— (m_ﬂ:]uﬁ,“- 1(mm)5m_1%(-fﬂ1) : (m'—g)u&nq’:(-Tu—l)ﬁm_lcpt{'ﬂl)+‘
i T e S T —+-
BB [-;n—ﬁjm____lﬂﬂ_grigl[mg)ﬂ1@2(-3;1} + (m__g]m—ﬁﬁm_%?n(ml)ﬂlt?z [’IJ—‘

lllllllllllllllllllllllllllll

ma

quindi, sostituendo prima nei secondi fattori dej primi termini del
minuerdo e poscia nei secondi fattori dei secondi termini dello stesso

minuendo, ed aggruppando separatemente col primi e coi secondi
fattor1 del softraendo
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che & presisamente la formola (10), la quale & cosl dimostrata per

oghi valore di m intero e positivo, dappoiché per m =1, 2, 3 si

riduce alle espressioni ottenute direttamente.

Questa formola che potrebbe simbolicamente rappresentarsi come
an doppio sviluppo binomiale delle A, non & simmetrica rispetto
alle differenze dei due fattori; quindi per la legge commutative del
prodotto deve pure essere

&m{q:'i[?;n) %(mn)] =
- :E “[(*?ﬂ—-l Ao (E, JA™ () -(m—1 ) ATy, (% )A™ ()], (11)

e 81 sarebbe ottenuto tal risultato se inveee che mnei secondi fattori
del minuendo, la sostituzione fosse stata fatta nei primi,

Se gfm) =1

ﬁn':Pn(a-'u) = (m—1 )uﬁﬂq:,j(mm)ﬂm%(mu) — d'm?!{mn)l

annuliandosi tutti gli altri termini.

Se @o() = 1

| ﬁlm‘-'Fl(:'-’“nu) — (m_l)udnfﬁimm—l)ﬁmfpl(ma) — am%(‘rn):

annullandosi tutti gli altri termini.

Se o, = @, , si ha la formola per la differenza m-esima del qua-
drato d'una funzione, che pud scriversi:

m—1i

51“[ ?L(m'n)]"l e Eﬂ (mhl)rﬁm_l?l (-f-‘?n][ﬁ’%(mm—r)+ﬂ'¢1(ﬂ=m-.r-1)}

=

I. Sostituendo invece nei due fattori del minuendo dell’espres-
sione (y), si ha
At [ @1(%)5.02(%}] — 50@1({51)‘50%(31) e A“cpltmu)ﬂ“¢2(mu —_—

= | A%p,(a,) + Algy(x;)] [ﬂn%(mu)"['al%[mn)] —

- ﬁucpl(;nu)ﬁﬂqpi(mn) —

— 'ilcplf.mn)alcpﬂ(mu) == ﬂl?iﬂrn}ﬁnipz(?n) =

> i ﬁﬂ?l(‘rﬂ}ﬁlqaimﬂ) T '&u?imu)ﬁutpatmﬁ} -
- A"q;l(mn)ﬂ"@:(m“) —

== Alq(ary) [A'yy(m,) + A',,)] +

-+ ‘iﬂfﬁ('mn) [&]‘:Fa(mn)]'

Cosi puare

A% [y )pe(ar,)] = A [y (@, )pu(ar,)] — A [p,(,)pyl,)] =
— &]':Pliﬂjl) [ﬂ'l‘:ﬁ[mﬂ_" ﬁu;”ﬂ(mﬂ] -+~
+ A%, (,) |4 pu(a,)] —
T ‘ﬁlqai(mﬂ) [é‘l%(mu) i ﬁﬂ@i(mu)] —
— A, (w,) [Agu(,)] ;

ﬁ”qh(ﬂ?l —— ﬂﬂCP](ﬂ:u) - Algy(x,),
A'py(,) = A'%py(m,) + A'gy(ir,),
AI:PI(‘TID == ﬂ]:p](iﬂn) i A’q;l(mn)!
dl'{?ﬂ(ml) = ﬁ']tpz(iﬂﬂ) L ‘G‘E:P:-:[:ﬂ’u):

ING
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e percio, sostituendo nel minuendo

A® [‘?:(mn)%(mn)] -— [‘12';"1(‘1:11) ‘11%(3:!:)] [ﬂi%("rﬂ) —-Eﬁl%(mn)-]— &ufFi(mu)]‘t'
- [51?1("1"1::)_‘ ﬁn?l(ﬂ-’u)] [*’ig“-?i(mn) g & ‘il'ﬁ(ﬂ:ﬂ) —
— ﬂlqh(ifu) [AiﬁPn(mn)“[—AD‘Fz_(.mﬂ)] e
— A%, () [ﬁi':l:n{mn)];
e sviluppando:
A’ [!'-:Pir.m 0)Pal( )| = At‘Pi(mujﬁi%(mn)‘l‘ 25"-{31(*131:)&1?2(‘130}“"ﬁitﬁ(’x’u)ﬁu%(mu)'“
A1, (w,) Al gl ae,) + (14-2)A e, (00) A gl ) - A py () A°Po () 1
) T ﬁacpa(ﬂ*ujﬁiﬂpl(ﬂ:u) -+ &n?i(mn) ﬁllF:('Tu} .
— A, (@) A epa(aE,) — A'epy (20)APa(,) —
—-ﬁ“ql._.(ﬂ:u)ﬁicpi(wu) )

e niducendo

A? [?I(mu)ﬁf-’ﬂ(mu)] e ﬁi?‘l(mﬂ} [j’tpz(m“) + Eﬁ‘lmﬂ{wﬁ) i ﬁn@;{mn)] "]“
+ 20, () [A%q(er,) + A'tpa(ay) |+
- A%, (@) [ A%p(ac,))-

Messe cosi in chiaro le diverse leggi di formazione, m1 put sta-
bilire la formola per la differenza wm-esima, e sl ha:

A= [?1(fﬂn) P:(‘fn)] —— (m)oﬂmq?a(mo)[(m)nﬁmqﬁg({f o)1 -
e v (M), AT ()1 - +(m)mf1"" o(20)]

(12) (m), A=—rg (@) [(m—r)od=polao) - - AH(m—7)n ATP(,)]

(m)mﬁ“tpﬂiﬂn) [(D)nﬁn@ﬂ(mu)] =
Tt 2‘ (???) ﬂm_r?:(mu) [(m T)u‘é‘m‘-Pt{ﬂ:u)‘l“ v (m_.r)n:r—rﬁ EP:(“-’J]

=0

Infatti, se si ammette per m, si ha
A=+ [y you(,)] = A™ [y pu@,)] — A [u(@o)epal o)} =
= £ (m). 4" -rg,(@) [tm—r)ud=gy(a)+- - A~ Aqufa)] —

— E,(m),fsm 0, (it0) [(m—1)oApu(@o) -+ - A (m—1) A"D(,)]

ma
A%y, (@) = Alep, () + ﬁ“fpgmu) s Ag,(,) = Algy(a,)+ ﬂ“mf_.(:rn),

A= () = A= Hig () + A, () ; A pa(2)) = A™epy(25)+ ﬁ‘“:p.f o) ;
quindi, sostituendo nel minuendo
B[ )] = E (m), AV (i),
[(m— 1) (A= () + Amu(@0) ++ o o (M—1), (A @olaE,) |- ATl @0)) | —
— 3 (m).&m () [(m—r)oA" @)+ - (1) A )]
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e riducendo
A=H [?1(“’1:)%{330)] ==

= £ (m). A=, (a) [(m—1) A" () F. . A-m—r) APep)] +

+ E_fu (ﬁa)_.d““*’:p,(mn) [(m—r) A= (@) +. . .4 (m—r),_ Aei(w,)] +

-+ E (). A", () [(m—7), A=ty E(aru)—i—: ot (m—r)_ A~y ()] ;
addizionando i primi due sviluppi, la somma dei termini di posto
L1 sarh

(). A= () [(m—r), A=y, (00} - (me—2), AP ()} . . .
. '+{m'_'r);£m_ﬁlfpﬁ(mnj _I" AL Il (m ﬂm~ :-""',“1”r Iq"’u(ma)] +
+(”i)rﬂmﬁﬁiﬁ'iiwn)[(m"r)crﬁm':?i(mu) v . (M T).—zﬂmﬂ—HCPE(mﬂ)“‘ “ o
e —|—(-m——r}m_,_lﬁr+l¢:2(mﬂ}—|~(m—T)m-rdr?n[m:-)]:

e per la relaziome (z) fra 1 coefficienti binomiali

(m) A gy (@,) [(m—r +1) A" g, () - (m—1r 1),8%@y(o) - - «
coet(m—r+-1) A" e (24 . . - (—rr] 1) e ()] ;

gquindi
5:4' . [%(%]‘fg{mu)] =
=12_—:..£ ﬂl)r&m_-ﬂ_] CRE )| (m—r--1 JoAm :Fl'ﬂ(a:’-ﬂ);l_ o t-(m—r-1 Y=t ﬁ'cpz(:’f:,;.)] +

+ 2 () A, (@) [m—r) A= g2+ + (mer) APp(a)]

addizionando il termine di posto »+1 del primo sviluppo col ter-
mine di posto » del seeondo, lasciando le parentesi quadre inalte-
rate, st ottengono evidentemente m -L 2 termini di cai quello di

posto -1 sarg
[(m}:“' (‘??'.i r—1]"'\m-ﬁ15p1[;mu} [{IR—?‘—}—I)ﬂﬁm+]DEJE($D)—I—. i
o b (1), A a)]

cloe

(m—-1).A="Hyp (2 o) (m—r 1), A=+ Pol@o)t ooe - (m—r 1), A7 (m,)],
e quindi

A= [, (@ )ulz,)] = 2 (1), Amt Ta(E)[ (- 1—7) A=y (@, )+ .

o s o f (ﬂ!‘- + ].'—T)m_!.-l_rﬁr':f}z(mu)]
che & la stessa formola (12), cambiando m in m4-1, e che & percid
dlmustru_.tﬂ. per ognm valore di m, intero e positivo, dappoiché per
m =1, 4, si niduce alle espressioni ottenute direttamente.

Viro MeLr: MoLE.
(Continua)
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o T, - L ] =
T e, e i ¥ s
e A W Al e _.__._I_ P ik i il L

NOTA SULL’APPLICAZIONE DEL TEOREMA DI FAGNANO B
i agli archi della JTumaca di Paseal ¢ della sinussoide e Hi‘;
| " i'!
Quando lo sviluppo dell’arco di una curva sia esprimibile mediante e
: an integrale ellittico di seconda specie, alle proprieta degli archi di .' ﬁ
: ellisse corrispondono evidentemente proprieta degli archi della curva . ." “
5 considerata. Vogliamo vedere in quanto segue quali sono le proprieta g | |
g che corrispondono al teorema di Fagnano mel caso della lumaca di
az Paseal e della sinussoide. jEJ |
. I. & noto che V equazione della lumaca di Pascal, in coordinate
: polari, & “adb
; p=g cost + A ok
I; e che lo sviluppo dei suoi archi & dato dalla formola I
%-. b R |
; 4 ah S %4 LE
— (a7 f ]/1 210.d0, e
S S T it
guando &= a, o, ponendo =2, ; ‘Ii
4 ah R |
— 9 [ / 4, S £ i
: . s (a -] ?z]f:] 1 PR sen® ¢ . dp ,"a,-':{: }
oA R
s=2(a+h) S V1 —FKsen*g.dp=2(a+ 1) E(k ), b
| . . ¥
! perr cuil
7 4 ah
“(a+-h)*"

Cidb posto, applichiamo alla curva considerata Ia formola

i k* sen g, cos
B(k @)+ Bk, ) — B [k 5 ) = ot

che si verifiea quando ¢, e g soddisfano alla relazione

1
y1—4*

fan P tan Pa

ed alle diseguaglianze
U"Cfgt{%, ﬁ‘i-fﬁa{z.

Rappresentando con V l'angolo fatto dalla tangente nel punto
corrispondente a ¢ col vettore d1 questo punto, notando che

: — b @ cosh 4+ h
MgY =0ds — asend '
e facendo
conll == a senf] 2a sene cosy

@ +mVI—Ksen’3f  (a4-h)YT—k'sen’p’
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possiamo scrivere, | &
T\ _ Kla--h) 5

-
g e

e T (LA L

- T

Ma d'altro lato se A e B sono i punti
assume 1 valori 0 e —125, e so M, M sono punti pei quali p piglia i
valori ¢, ¢4, abbiamo,

arco AM=2(a W) E (k,7),  arco AM' =2 (g4 3} B (k. ).

arco AB—=2 (a4 h) E (k, %)

della curva pei quali o

e fa)

.....

Quindi,

rappresentando con T ]
punio (x, ¢).

31 ottiene cogi 'eguaglianza,

A lunghezza della tangente alla curva nel

k* k)
areo AM — arco BM' = (a:— t) cosV, =4} cosV, ,
ponendo i
| b t S A
angy: tangg, =——.
Si pud poi costruire la differenza degli arehi AM o BMW della
Jumaca di Pascal pigliando sul vsitore del punto M un segmen to i
eguale a 44 e proietiando sulla tangente alla eurva in questo punto. Ny
2. Consideriamo ora la sinussoide, Ia cui equazione & 2
Y = asen E- : ;
Abbiamo, -
§_ 7 g
3=f](/ﬂ i--I”I 3 yﬂ'dy*r :II;-
0 a —y i
0, facendo
== @ 8eng k f
’ i Vﬂ!—l— n® ’
== Vﬂ’—]- m",__rlp ]/1 —i? sen‘yp.dyp, -
| t' i
Applichiamo anche adesso all’integrale che entra in questa for-
mola la velazione
e b senw, ¢
B (ky 91) + B (&, o) — (k! D )“" , = ﬁl ks ' g
= V11— sel g,
che ha luogo facendo
1 T ST
tang ¢, tang Pa = T3 0<qg<<o, 0 << ge<C % , f-;'
e nofiamo che &
 k"senyp cosg yVa® — 4
V1—k'sen’y Vo' mPya® - — ¥t
n® -+ a® — 4 e
T - y V ﬂﬂ — yﬂj_ Y o '

B (k) + B (k, 90 — B (1, 5 )= ~ 2

LY

1
T Ve -+ m?’

T '.."'i Twth, -
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ove y, vappresenia I'ordinata del punto della curva corrispondente
a = e1; |la lunghezza della tangente alla curva nello stesso punto.

Ma d’altra parie, se O rappresenta il punto della eurva che ecoin-
cide coll’origine delle coordinate, A 1l punto che corrisponde & x=}%mn;
M e M’ i punti che corrispondono & =1, ¢ p=10s, S ed N i punti
nei quali la tangente e la normale alla curva in M incontrano Fasse
delle asecisse, Q la proiezione di M su quest’asse ed L il punto in cni la
perpendicolare ad MN condofta per Q ineontra questa retta, abbiamo,

arco OM =vya* " K (&, @) , arco OM'=1ya" -+ " E (&, 1) ,
areo QDA =ya* +m* E (k, %) :
oy = MQ =", sen MSO0 X QL = g, sen MS0 -

dunque,
areo OM — areco AM'= QL ,
quando
Va® -} w®
tangep, tangyg, — — .
F. Gomes TEIXEIRA.

FECEREE INOTE

Nota solla trasformazione gnadratica del piano del signor Paolo Catin-
neo. (*) — 1. Ho indicato, (**) a proposite della trasformazione proposta, a pag. 81
del n. citato, dal sig, Cardoso-Laynes, come si potesse applicare il principio delle
trasversall reciproche alla costruzione delie tangenti di una curva trasformata col
sistema ¢h’egli indica. Questo principio pnd venire applicato alla trasfermazione
del siz. Paolo Catkaneo.

Consideriamo quindi una retta A& ed un punfo O, i quali costitniscono la figura
fondamentale di1 guesta trasformazione. Al panto I, seelio arbiirariamente, vl cor-
risponde un punfo P, otienulo, come indica las figura, conducendo per I’ la paral-
lela a A, e, por il punto nel quale OF incontra 4, 1a perpendicolare a questa reita 4.
I1 problema che pud chiamarsi problema della tangente si definisce cosl, in Entti |
metodi di tragformazione puntale:

Data la tangente alla curea (C), deseritta dal punto P delle figura che si tra-
sforma, trovare la tangente alla curge (C), descritta dal punto P’ corvispondente
del punto P,

2. Por risolvere gunesto problema, occorre cousiderare due punbi vicini P, Q
sn (C); 1 corrispondenti ¥/, " su (C') e, conoscendo il limite della posizione ocen-
pala da PQ, allorch® il punto Q vieme & ceincidere con I', trovare la posizione
limite di P’ Q.

Ecco come, nel caso particolare della trasformazione del sig. aclo Catianeo,
pnd risolversi questo problema.

(*) Periedico (sstiembre-otiohre 1903; pag, 92),
(**) V.mn. L

it
o gy

o
=

i

o, |
] -
--r.} |
. -
L ¥
1 -
Bk
R
X,
L
-
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Considerirmo il trigngolo OAB, o suni lati OA, OB, gii isotomici P”, Q" dei
punti P, Q. Le rette PQ, P"Q" incontrano AR in dus punti R, R/, isotomici sopra AB
(principio delle trasversali reciproche). Se si chiama e« I'angolo che fa P’Q° con 4, -
angolo ehs vogliamo determinara, al limite: mentre Q' =i confonde con P, si ha

P'A — Q,B — .:'&Btgﬂ"-.
l'egunglianza dei Lrinugoli AP'P, OP”E, da un iato; (uella dei triangoli BQQ',

0Q"J, dall'alira (¢, K rappresentando le proiezioni dei munti Q" P sulla perpendi-
colare A" a 4, condotta per 0) dimostrano che JE = PPA — W'B. 81 ottiene quindi

JK=AB g2,
Ma chiamando C 'angolo acuto formato da P"Q" con la veits 1, si ha pure
JRK =7"Q" cos C,

quindi
. ABtga = P"Q)" cos (. © (1)
Cib posto, consideriamo la circonferenza cireoscritta ai trinngoli AOB, P"OQ": chia-
miamo B ed R’ i lore respetiivi raggi; ed ofteniamo .
AB P'Q” ,
= = ) 9

Comparando (1) e (2) si oftiene
Riga=TR'cos(, (3)

3. Passiamo ora alla posizione limite. supponendo cbe (@ 81 avvicini, snlla
carva (U), indefinitamenio a P. Sulls figura ottenuta possiamo fare le seguenti
osservazioni:

1°, PQ ha per posizione limite una retta ben determinata, Ja tangenie di (()
al punto P; indichiamo con » il punto in eni incontra A.

2°% La teasversale reciproca di PQ, ciod Ja retta P"Q” ha una posizione ben
determinaln, essa pure; passa infatti per P", punio isotomico di P’ sopra OA e
per il punto +/, simmetrico di s rispetto al punto A.

8% Le circonferenze che abbiamo pina sopra congilerate; quelle circoscritte
respetitvaments ai triangoli AOB, P"0Q"; divengono due circonferenze ben deter-
minate, cioé: La circonferenza che passa per 0 ed A, tangenzialmenie a A; e la
circonferenza passante per 0 e P” tangenzialments rlla xetta P” »’, che & hen
deierminata, come abbiamo osservato.

Indicando con g, & ¢ i respeblivi raggi di queste circonferenze. Pugnaglianza (3)
diviens.

pltga=1p" cosC.

In tale wgusglianza o @ I"angolo incogunito che, al limite, la retta P'Q' fa
con 4; essa permette di costruire tg = e, gnindi, di risolvere, nella trasformozione
osservaea, il problema della tangente.

Elevando, in O, la perpendicolare a P P’, essa viene incontrata: in I, dal
prolungamento di P'A; in J, dalla perpendicolare elevata a P"» nel punto P”.
Allora, AT=2p ¢ P'J = 2¢. La formula (4) @i finalmente

‘ b= P'J coa C
Al '
P"J cos C essendo la proiezione di P'J sopra A. Costronendo un triangolo rettangolo

uno dei eni lati sia Al, Taltro lato essendo uguale a questa proiezione, si otterrh

I'angolo z. 8i pnd disporre tale triangolo in modo che la sua ipotennsa sia paral-
lela alla tangente cercaia.

‘ . De LoNocaamps.
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Lisro 11. — Elements di analisi infinitesimale,

Lisro 1Il. — Teoria delle equazioni Trigonometriche, Conilene s trigomome-
tria piana, e le applicazioni alla risolnzione delle eguazioni binomiali, e di gquelle
di 8° o 4° grado e la formula fondamentale di trigonometria sferica.

Atti del TII Congresso fra i professori di matematica delle scuole medie
italiane promosso dall’Associazione Mathesis tenuto in Napoli neil
giorni 14, 15, 16 e 17 settembre 1903. Torino, tipografia degh Arti-

gianell1 1904,

i un volume di pag. 121 dal quale apparisce che 89 favono gli aderenti, 46
i presenti dei quali circa 20 residenti a Napoli o dintorni.

Murono trattati 1 seguentl iemi.

1 — Studiare le canse del poco profitte che fanno nelle studio delle matema-
tiche i giovani delle nostre scuole medie e proporrs i mezzi per ovviarvi. (Rela-

tore Nannei).
11 — Estensione & limiti dell’insegnamento dells matematica in ciascuno dei

due gradi, inferiore e superiore, delle senole medie (Relatore Palatini),

11 — Sulla convenienza di yendere non obbligatoria la laurea in matematica
o chi vnol consegmire il diploma di magistero per le scucle medie. (Relatore
{Costanzi).

I volume contiene anche i discorsi fatti nella seduta inaugurale e alcuns
comunicazioni dei proff. Gallucei, Candido, Angeleri, Bustelli, Frattio, Biasi.

GuicEARD. — Traité de géométrie (2me partie). Compléinents. Pars,
Mary et C.le, 1903.

In questi complementi che fanno segnito al Traité de Géométrie dello stesso
Antore sono iraiisti gli argomenti che da poco somo stati introdotti nell’insegna-
roento in Francia, cioé la proiezione ortogonsle di un cerchio e 1 teoremi di Dan-
delin sulle sezioni del cavo rotomdo; o teoria dei vettori; le proiezioni cenfrali
¢ la generazione delle coniche per fasci omografic.

Oltre a yuesti argomenti I'A. ha esposte le mozioni fondemantali della geo-
metria proiettiva e molie feorie complsmentari interessanti come gnella dell'inver-
sione degli assi radicali simili,

Vi si trovano pure anche interessanti problemi oramal celebri, come il circolo
dei muovi punti, la rettn di Simson, circolo tangenie & tre civcoli, sfera tangente
a tre sfare ecc.

Un'ultima lezione & destinata alle aree dei poligoni e volume dei poliedri,
alla rappresentazione conforme di un poliedro sopra un piano al teorsma d’Eulero
& CONSEgUeNzo.

»

Mingo Cmint. — Corso speciale di Matematiche con numerose applicazions
ad wso principabnente dei Chimiei ¢ dei Naturalist. Un vol. d1 pa-
gine x-259, Livorno, R. Giusti, 1904.

E ormai generalmente noto come il merayiglioso sviluppo che in questi ultim
tempi ebbero la Chimica e le Scienze Nuturali, rende necessaria, a chi voglia de-
dicarsi con profitto allo studio di guesti rami dello acibile, la conoscenza d'una
parte considerevole delle Mautemaliche Smperiori, cioé degli Elementi d'una parte
dell'Algebra Complementare, della Geometria Analitica, del Calcolo Infinitesimale
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oltre che di aleune nozioni di Meccanica Razionale e di Termodinamica. Appunto
la constataziona di tale neceasith diede lanogo da um lato all’istitnziome, =1 nelle
Universitd nostre, come in quelle d'altri paesi, di Corsi Speciali di Matematica
per gli stndenti di Chimica e Secienze Natnrali, dall'alire alla pobblicazions di
Trattati, dedieati all'esposizione di guelle parti delle Matematiche che sono indi-
spensabili a cht 21 occupa delle aceennate Scienze sperimenfali. Fra questi trat-
tati merita, sotto ogni rapporto, d'essere segnalato all'atienzione degli studiosi,
pure guello che pubblied lestd il chiarissimo prof. Chini.

H libre in parola & modellato sulle lezioni ehe I'A. ienns nelle RR. Universiti
di Pavia e di Gepova. Esso contiene, si pud dire, tatte cido che & assolutamenie
indispensabile a chi voglia acquistare perfeita conoscenza delle pra moderne teorie,
delle quali s'andarono amicchende ia Chimica e le Scienze Naturali: ed in pari
tempo farono in esse lasciate da parle intte guelle questioni di dettaglio, la cul
trattazione sarebbe superflua all'intento prefissosi dall’A.

Molto opportunamente il chiar.®® prof. Chini incomincio i1 sno trattato col
richiamare la teoria delle progressioni e dei logaritmi, il cui nso & di tania im-
portanza ed arreca tanil vantaggi ner caleoli numerici che si presentano nelle
Scienze applicate. Seguono quindi alcune nozioni d’Algebra Complementare, quali
gli elementi dal Caleolo Combinatoric e della Teoria der Determimanti con velativa
applicazione alla risoluzione dei sistemi d’ Equazioni Lineari. Tutto cid costituisce
la prima parie del libro. Merita qui d’essere particolarments segoalato il modo
gemplice e chiaro con cui 1'A, espoue le nozioni relative ai determinanii, incomin-
ciande & parlare di quelli del secondo e terzo ordine e passando successivamente
a considerare quelli d'ordine qualungue. Cosi 11 lettore si trova condotic ad esa-
minare lali deferminanti, senza sforzo, per via naturale. La seconds parte del
trattato & dedieata agli Elementi dells (Geometria Analitica. Una terza parte tratia
degli Klementi del Calecolo Differenziale e comprende altresi un eapilolo dedicato
agli Elementi della Teoria degli Errori. Nella parte quarta sono esposte le Nozioni
fondamentali del Caleolo Integrale e com queste termina il libro,

‘Una delle difficolth maggiori che si presentano nella redazione d'un Corso di
Matematiche dedicato & colore per i quali Jo studio di queste & mezzo, nou fine,
consiste nell’ eliminazione di quelle gunistioni che appartengono alla cosi detfa
“ Matematica di Precisione , senza che venga mai sagrificato il rigore col guale
deve essere esposta la materin. Tale difficoltz fa egreginmente superatn dall”A.
Per convincersene basta invero dare uno sgoardo al eapitol del trattato del Chini,
nel quali sono esposti gli elementi delle teorie dei limiti dells successioni e delle
funzioui, delle serie e degli sviluppi in serie delle funzioni, come pure al capitelo
dedicato agl Integrali definiti. LA, laseia da parte tutte quelle sotiili questioni
che presentanc precipuo inleresse sollanto per chi voglia addentrarsi mello studio
delle Matematiche: ed in pari tempo da tubte le nozioni necessarie e sufficienti
allo studio, fatte in modo pienamente rigoroso, delle guestioni che si preseulanc
nelle scienze sperimeniali,

All'esposizione di ciascnna teoria matemalica seguono sempre vpportune appli-
cazioni & questiont di Chimica e di Fisica, le guali ne mettono in Juce la portata.

Cosi ad es. della teoria delle progressioni ¢ dala un'applicazione al caleolo
del numero di atomi di carbonio, contenuti nelle molecole d'una serie di idrocar-
buri: della teoria dei deforminanti & indicata la recente applicazione dovuta al
prof. Volterrs, al calcolo del numero dei composti indipendenti d’un sisiema nella
regola delle fasi.
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Nella (teometriz Analitica, alio studio dei pian importanti luoghi geometrici
(nel pianc) seguono esempi @i fenomeni ai quall corvispondono diagrammi datl
appunto dalle curve ogni volta considerale. Oltre a cid sono esposti anche crileri
generali per stabilire & quali curve siano ricondotti i diagrammi relativi a date
categorie di fenomeni. Notevoli pure seno le applicazioni della Geometria Anali-
tica dello Spazio_ alla rappresenkazione di leggi relative & fenomeni mel guall 8i
hanno due wvariabili indipendenti

Nel Caleolo Differenziale (v. Cap. V) & chirramente esposia 1'interpretazionse
sperimentale del couceito 4i derivata, come misura d'una velociia ed in generale
eomne misurn del limite del rapporte delin varinzione d'una fnnzione a quella della
variabile indipendente. Qui I'A. si vale acconcinmente anche della rappresentazions
geomefirica. Cosl pure opportuni esempi, trabii in particolare dalla Termodinamica,
servono ad illnstrare il concetbo di Diffevenziale d'una fanzione.

La breve esposizione della Teoria degli Errori, con la quale si chindono gli
Klementi di Caleolo Diferenziale, oltra che conianere ¢ cenni relativi ai eriterl
per la valutazione degli errori sperimentali, & Vlustraia ottimamente dall’esempio
forpito dalla determinazions del peso specifico d'un solido colla biluncia idrosia-
tien. Nel Caleolo Integrale 1'A. indica opporiuni ed eleganti artifiei, mercé 1 quali
il lettore puir agevelmente procedera al caleolo degli integrall s1 indefiniti c¢he
definiti, 1 guali pinr di frequenie s presentano nelle quistion sperimentali. 1n ial
gnisn 1A, raggiunge completamente Vintento, al guale deve essers informata noa
egposizione dei prineipii del Caleolo Integrale destinaba a colero ehie debbono essere
posti in grado di caleolare speditamente e nel modo pia rapido possibile anche
integrali non del tuifo semyplici, girando Je dificolta che in tali calcoli si presen-
tano, pinttosto che affrontandole divettamente, Non mancano qui pure ncconel
psempi ed spplicazioni. Uosi ad es. troviamo il calcelo del lavoro di dilatazione
d'un gas & femperatura cosianie: poi pin1 innanzi dallo studio dell’inversione dello
succhero e della dissociazione dell’Acido iodidrico, 'A, tyae due esempi di Equa-
sioni differenziali ordinarie di primo ordine.

Finalmente lo stndio dell’ Equazione differenziale di 2° ordine, relaliva ad un
problems meccanico, chiude I"obtimo libro del prof. Chinmi. Cosl mi sembra che
questo libro possa essers con SHmimd atilitih consultato da chi debba impartive
I' insegnamento della Matematica agli Studenti di Chimica o di Scienze Naturall
ed al tempo stessp possi servire di otfima guida agh studenti di tali scienze;
poiche 'A. ragginnge splendidamente, soito ogni rapporto, 'intento che si prefisse.

Apopnro VINERBL

R. Marcoroneo. — Teoriu natemutica dello equilibrio dei corpi elasticl,
Milano, Ulrico Hoepli, 1904.
La varieta degli argomenti, che apparisce dall'indice di quesin volumeito, in-

voglia a esaminarlo, Bi incomiunia*a leggere & \"inleresse cresce, bene nvverten-
dosi che vien fatto di mssimilare in modo preciso nozionl attraenti e di una in-

disentibile impoerianza.
Questa la impressione sintetica, che del libro riportera il lettore, assai pin

eloguente di qualsiasi elogio.

i si consenta sodtanto di mettere in vista uno tra i molli pregi; quello, che
a mio avviso, piit rende simpatico nn buon trattato e ne assicura 1] successo:
voglio dire la certezza di non essere arrestati da picceli dubbi o difficolta di det-
iaglio, imputabili n incompleta elaborazione da parte dell'autore.
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Nessuno ignora che una esposizione scientificr perfelia, difficilmente si rag-
giunge di primo acchito. Anche autori eminenti, i quali pur scrivono con sem-
plicits suggestiva, quando mon si danno la briga di ben disciplinare Ia materis,
cmrando i particolari, finiscono col laseiare gualche cosa nell'ombra, e cid disturba
lo studioso, il quals, per colmare le Incune, si trova costretio & dispendi di energia,
non desiderati, n¢ desiderabili.

Un simile Inconveniente non s incontrera certo nell’opera del Marcolongo,
che ispira & priori e merita effettivamente fiducin incondizionata. Essa & frutto
di amorevoli cure ® di meditazioni coscenziose; sorta dalla semola, & gia passafa
sotto il eribro sottile della lezione orale, pin effieace di gqualsiasi eritica.

Becone l'ordifura generale.

I due primi eapitoli fanno conoscere quei potenti mezzi analitici, comcepiti
nelle linee essenziali da (Fauss, Green, Riemann e Dirichlet, che soneo indispen-
sabile strumento in tutti, si pud dire, i campi delle matematiche applicate. L'A.
tien conto dei perfezionamenti pii recepti e riesce a presentare nn quadro ecce-
ztonalmente compendioso e felice, che si presta bene ad un primo studio, e sara
pur visto eon piacere e profitto, da chi gii siasi addestraio in argomento.

Nel terzo capitelo, ancora infrodnttivo, sone espostii prineipi della meccanica
dei sistemi continui.

Dopo tali premesse si entra veramente nella teoria matematica dell'slasticiti,
della guale sono bene rappreseniati e fusi con logica armonia i tre aspetii sa-
lienti: il fisico, 'analitico ed il tecnico.

Ji incomincia, come & naturale, dal primo, per ricavarpe le basi dell'intero
edifizio.

Quanto mai commendevole & il eriterio dell’A, di non limitarsi ad un arido
elenco di postulati, ma di vivifieare Ja tratiazione, facendo lnrgo posto ai diversi
punti di vista (estensione della legge di Hooke: teorie molecolari; energetica), da
cni possono essere ricavate le eguazioni fondamentsli.

Egli ha cosl occasions di riassumere la interessanie controversia relativa al
valore del rapporio di Poisson, e le ricerche di Voigt {semplificale e, per cosi dire,
nvertite da Somigliana) sulle forma del potenziale elastico nei mezzi eristallini.

Il lato analitico della statica dei corpi elastici & come ebbe a dire il Klein,
parlando dei matematici italiani, un problema nazionale.

Tanto pin velontieri vi si wtrattizne percid il Marcolongo, svolgendo ampin-
menie 1 contributi fondamentali di Betti, Cerruti. Semigliana e i risultati sncces-
$ivi, 1spirantisi all'uno o all’altro di quegll indiizzi, che 81 dabbome allo stesso
autore, a Loeurvicella, Almansi, Tedone, Gebbia eec. Pur preponderando gli italiani,
aon si poleva passare sotto silenzio Ja parte spettante agli siramieri, e 1"A. ri-
corda infatki con grande onore i lavori di Boussinesq, qnelli pili recenti dei fra-
telli Cosserat, e la imporfante quanto difficile questione risoluta dallo svedese
Fradholm,

Seguono dune capiloli, dedicati alle applicazioni tecniche, o meglio al substrato
concetinale di fali applicazioni, in ecui campeggia il problema di Saint-Venant,
mirabile esempio di assoviazione lfeconda [ra lo spirito pratico, 1 infuito fisico e
la specunlazione matematica,

Il volume &i chinde rendende conto di quanto, per opera prisciprlmenlte di
Yoigt, & state fallo snl comportamento elastico dei cristalli, La estensione dei
metodi di Saint-Venant ha, tra altro, resa possibile la determinazione effettiva
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dello coatanti elastiche di aleuni corpi eristallini ed ha fornito la spiegazione dei
fenomeni piezo-eletbrici.

11 compita del recensore & finito; al pieno s schietio sue planso sin parl la
diffusione del libro, come lo sard, si pud starne garanli, 1la soddisfazione di ogni

intelligente letiore.
Prof. Toutro Levi-CiviTa.

Jenco Aporro. — La Telefonia. Con 101 fig. nel testo. N. XVIII dei
« Mannali Giusti,. Livorno, R. Giusti, 1904,

In questo wanuale I'A. si propons di esporre concisaments fnlie le cogunizionl
rignardanti la Telefonia procedendo, seconde I'ordine ecroneclogieo, dai primitivi
apparecchi telefonici fino alla descrizione dei modernissimi sisiemi per impianti di
vaste reti per la trasinissions telefonica & grandi distanze.

I'egregio A., che dimostra di avere studiato con amere e con coscienza 1 im-
poriante argomento, premetie alla parie fecnica un capitolo introduttivo nel qoale
espone brevements quei principi di fisiea generale che servono per le applicazioni
alla Telefonia. Data Ia piccola mole del libro e la vastita della materia da trat-
iare 'A. non ha potuio troppo indugiarsi in queste nozioni 8 pPer CONBEZUENZR
questo primo ecapitelo, a causa appunto della troppa goncisione, non e cerip en-
comiabile per quanto riguards la chiarezza. Menda del resto abbastanza lieve,
guando si pensi che I'A. avrebbe potute benissimo presupperre nel letiore je &o-
gnizioni di fisiea soficienti allinterpetrazione del testo.

1 invece condoito abbastanza bene il cap. suceessivo in cni 1'A. deserive il
primo telefono magnetico e merita un particolare elogio I'A. per non &ver dimen-
ticato, in questo capitelo, di vivendicare all'italiane Meucei 1a glovia della seoperta
del telefono magnetico.

Nel cap. 111 I'A. tratha dei telefoni a pila ed in ispecial modo del mierofone,
a nel ecap. IV descrive con precisione i vari sistemi di telefonia ¢ termina con
un cenno, veramenie troppo breve, dell'applicazione fatta dall'inglese Preece alla
telofonia senza filo. Un altvo elogio va pure tribntaio all'A. per non avere 0ImMeaso
I'importante applicazione del telefono come rivelatore delle onde Hertziane per
mezzo dal defector magnelicum del nostro Mareoni.

Dopo un rapido cenno sulle pile e sugli accumulator 1'A. passa alle linee
telefoniche per venire poi a tratiave di futta la parte tecnion rignardante gli au-
cessori © I'impianti telefonici. Nella frattazions di questa parle I'A, ve mnanzi
sicurissimo e si rivela ingegnere tecmico proveito o coscienzioso: per coloro cui
1 libro & destinato, & senza dubbio guesta In parte piu importante ed & quindi
un pregio notevols del libro che sia guesta ln pit diffusa o la pid egregiamente
tratitaia.

Nel eapo IX ed ultimo 1'A. parla della parie pratica dell'ultima applicazione
fatta dal Van Rysselberghe e dagli aliani Bruné e Twrchi per la telefonia s la
telegrafin sullo stesso filo, riservandosi a fare un’esposizione teorica di questo
sistema nella parte seconda dell’appendice: la parte prima delin detia appendice
& invece riservata all'esposizione delln feoria della trasmiesione telefonica a grande
distanza,

L’A. ha necessariamente dovuto metiere in appendice queste due ultime parki
perché per 1'esposizione delle medesime, ha dovunto, per forza, ricorrere a cogni-
 zioni matematiche che non sono alla poriata di totti,
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In eomplesso guesto manuale & un lavero che si legge volentieri o che pno
rinscire utilissimo a tutli colorv che hanoo bisoguo di acquistare presto cogni-
zioni sufficienii intorno alla fecnice e alla pratica della telefonia,

Arorno Marmixt ZuccAgst,
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Note all’inehiesta sulla fusione della geometria
piana e solida.

5 :r"r ¥
ol

.,.
ok
T

_-'..f
'.r_r_' _:1

e
u:,.!.-_--".:-q'--'
[

§
L, S —

o il
PTE i

g |
]

Dopo la pubblicazione del precedente fascicolo io sottoseritto, direttore
del « Pericdico di Matematica » ho avoto acerbi rimproveri per avere
accolto i questo giornale !'articolo del prof. Lazzeri e proposito del-
U inchiesta fatta dall’ « Associazione Mathesis » sulla fusione della geometria
piana e solida; e siccome rifuggo dalle polemiche ed ho (e mmutile negarlo)
molta amicizia e simpatia per il prof. Lazzeri, ne sono rimasto moltv di-
spiacente.

Le pit gravi lagnamze mi souo stabe rivolte dal prof. Angelen, 1l quale
m’invidé una mispesta al eitato articolo, accompagnata dalla lettera che gmi
riproduce testnalmente.
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Ivrea, 15 maggio 190d.
Hitustriss. Nig. Divetiore

Nellnitimo numero del «Periodico di Matematica» vi (gic!) & inserito '
un articolo del prof. Lazzeri sulla Fusione, € che in parte mi riguarda, Sie- %
come I debto artieolo vi (sécl) sono coss che offendono il mio amor proprio,
ed & gia la seconda volta che il sig. Lazzeri scrive in tal modo contro di
me, cosi ml rimetto alla lealta di V. S., perché nel pressimo nnmero del
suo « Periodico » inserisca guesta mia risposta, Certo il sig. Lazzerl non
81 OpporTa.
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Naturalmente, mi sono waffrettnto a chimmare alla mian presenza il
Prof, Lazzeri, gli ho comunicato Varticolo dell’Angeleri, e gli ho fatto un
pateficn discorso per dimostrargh che la sua condotta & state altamente
biagimevole, e per sentire se aveva gualche cosa da dire a sua giusti-
ficazione !

Ma egli ha ascoliata la mia predica senza scomporsi, ha mostrato di
non essere impeusierito gran che delle gravi accuse dell’ Angeleri: ed ha
avuto il coraggio, per non nsare hna parola pin grave, di dirmi: «aunche in
Corte d’'Assise Vultima parola spetia alla difesa. To non mi necnpavo pib
da un pezzo delln vecchia guistione; sono stato accusato, e mi son difeso;
U prof. Angeleri, pubblico ministero, e la parte civile, vogliono replicars
10 non mi oppoengo, purcheé mi sia concesso di rispondere alla replica.
~ Sono stato costretto a ricoroscere che il ragionamento era ginsto, e per
timirla, con quella imparzialitd che mi distingne, ho convenuto di pubbli-

.....
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care la risposta dell’Angeleri con la controreplica del Lazzeri, che 5 e
impegnato di esser breve e concettoso per non tediare i lettori.
Eeco la replica dell’Angeleri:

Ancora sulla fusione delle due Geomelrie.

T colleghi che mi conoscono sanno guanto io mi occup: delle scnole, e
il prof, Lazzeri, col sav « Periodico e sopratutto col « Supplemento» non
dovrebhe esserue ignaro. Il in conseguenza di questo mio amore, wiente
per aliro, indipendentemante da gualunque personz e da -gqualungue libro,
che io proposi di interrogare i colleghi riguardo alla ormal famosa fusione
della Planimetria colla Stereomeiria,

I1 prof. Lizzeri fa altrettanto? Quantunque nel suo articolo (V. « Pe-
riodico di Matematica, s Fasc. V, 1904), egli dichiari di parlare oggetti-
vamente, & gif la seconda volta che si ccenpa cells mia povera persona
e pon una certa acrimonia che, anche senza volerlo, fa pensare essere egli
a corto di argomenti. '

Che non sia proprio possibile fra insegnanti di Matematicn il trattarsi
con rispetto reciproco e mantenersi nella serenita clella discussione .

Ta prima volta mi sono acconteniato di serivere al sig. Lazzer: una
lottera gentilissima in mia difesa. e speravo che ne facesse almeno un
cenno nel numerv suceessive del sne « Periodico, » dove s era parlato di
me, ma m’ingannait Questa volta ticorro alla lealta del Direitore.

La quistione c¢he 10 sto facendo da anni, s1 riduce a guesto; Allo stafo
attuade delle cose (spero che il sig. Liazzeri capira), per ¢ giovani di 1* Li-
ceale € pitt facile la Planimetria o lo Stereometria? 11 prot. Lazzer: vera-
mente non ha ancora dato una risposta esplicita a gquesto, ma col saol
scritti viene ad asserire che luna e l'altra presentano egmnali difficolta.
To e moltissimi altri (informino il referendum e le warie adunanze, specie
Ialtima di Bologna)., c¢i permeitiamo di credere che la Stereometria sia
pin difficile. E il sig. Lazzeri (lo prego a non tenerm il broncio) a parole
& contrerio, ma mel fatto & di guesto parere. Percheé nfatfi nel suo « Sup-
plemento, » non mette mai a concorso quistioni di geometria solida?

Provi qualche volta a proporne, e staremo a vedere insieme quanti
sono 1 solntor.

To sperc clie il sig. Tazzeri non avrd pit ad occuparsi di me, ma se
mai lo prego. che citando i1 miel scritti non ometta 2 bella posta delle
parole. Nel periodo: « Ma come! L'aver procurato che le figure del mo-
stro libro fossero pin mitide e chiare che fosse (anche egli, una ripedi-
zione! Orrore!) possibile etc., = dopo la parola figure, aggiunga solide come
ho seritto io, e vedrd, caro sig. Lazzeri che tutio ecorre bemissimo. Da
bravo! di questi scherzi mon ne faccia pit. Vedi poi combinazione! Nel
mentre il sig. Lazzeri a’impancff a maestro di bello serivere, non pensando
alla grave responsabilith che si assume, proprio nello stesso periodo, anz
nella stessa Tiga, dove fa osservare a me un errore di ripetizione. (Quam
parva sapientia...!) egli scrive gueste parole, che 10 regalo al paziente
lettore come saggio di bello stile: =e qui due o tre irasl corbesi per la
modesta opera nostra, delle quali lo ringrazios. E cid fia suggel,

Fr. ANGELERI.
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Ed eceo le risposte del Lazzeri ridotte ai minimi termini,

@) 1l « Supplemento s entra assai indirettamente nella quistione, ma
se vogliamo tirarlo in ballo & da osservarsi che esso per vivere deve avere
1l favore dei fusionisti e dei non Insiomistl, ed & guindi naturale che
fra. le quistioni da risolvere siano pit numerose quelle di planimetria che -
quelle di stereometria. Pure, sfogliando la raccolta, & facile vedere che
venne proposto, a concorso o mo, anche un disereto numere di ¢mshioni
stereometriche. Qualche volta & accaduto che i giovani abbian fatto spon-
taneamente I'estensione allo spazio di nna guistione planimetrica (esempio-
la guistione 53 a COTCOTSD ). -

Il numero dei risolutori di quistioni sterecmetriche non & in generale
pitt scarso di quello dei risolutori di quistioni planimetriche.

b) Quando il prof. Angeleri afferma che il Tazzeri ha citato i snoi
serithl, omettendo a bella posta delle parole, dice una .., cosa non esatta
(il Lazzeri qui adoperd nn’altra parola che ho creduto conveniente sop-
primere). |

Nessuno he il diritto di contestare a chicchessia di pensarla come gh
pare non solo sulla fusione, ma anche su gualsiasi pilt grave argomento;
ma nessuno ha il diritto di far dire o far pensare ad altri quello ehe non
81 sonop mai sogmati di dire o di pensare.

L/Angeleri scrisse che gl stessi Lazzeri e Bassani « colla nitidezza
delle figure solide sembra che essi stessi ammettano una diffcolta mAag-
giore nella Stereometria che nella Planimetrig s ; e'le sue parole furono
testualmente riprodoite nell’articolo meriminato., Siccome perd nna eguale
\dentica cura era stata posta nel disegnare le figure di geometria piana
¢ solida annesge al trattato di geometria dei citati auntori, il Lazzeri
aveva 1l diritto di rispondere che trarre argomento dalla nitidezza delle
figure (piane o solide poco importa) per affermare che esiste contradizione
fra le parole ed il pensiero dei suddetti autorl e una cosa ... abbastanza
curiosa, per non dir peggio.

¢) I Lazzeri & rimasto assai addolorato nel sentirsi dire che s’ Crmpanca
o maesiro di bello serivere, e mi ha giurato che non ha mai avuto una
idea cosi immodesta: solfantc mi ha detto che quando s’ imbatle in wno
sproposito da pigliarsi eolle molle, non puc fare a weno di prendere le
sullodate molle ed esporlo all’ammirazione del colia pubblico,

Quanto alla frase che il prof. Angeleri regala allammirazione del
paziente lettore, il prof. Lazzeri ed io siamo corsi & farla leggere ad alcuni
amici professori cli letters; i quali, (poveretti! sono forse pii cinchi di noil)
non hanno sapufo trovarci spropogiti.

d) Circa I'accnsa di essere & corto di argomenti 1l Lazzeri, per non
tediare 1 letbori, si riferisce a quanto ha scritto nella prefazione dei suoi
Element? e ai numerosi articoli pubblicati in questo « Periodico » nel
corso di vari anni.

Volendo gualche cosa di pin fresco, il prof. Angeleri pud leggere il
risulteto dell’ inchiesta sull nso dei Nouwvedur eleménts de géométrie di
Meray mnelle scuole francesi, pubblicato recentements dal prof. Duport
nella « Revue Bourguignonne » (T, X1V - 1904),
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Dopo @i che il prof. Lazzeri ha preso in esame le reffifiche al suo ar- ;'J

ticolo fatte solennmemente dal prof. Bettazzi in nome del Comitato del-

I’ « Associazione Mathesis » (V. « Bollettino,» An. VIII. N. b), ed ha
osservato che esse non rettifican molto. Il N. 2 rignarda principalmente
il prof. De Amicis, che risponderd dove ¢ quando credera.

Al N, 2 d) il Bettazzi dice: « Non inconsultamente si esclusero dalla
Presidenza de! Congresso i professori universitari, ma dopo regolare discus-
sione in seno al Comitato direttivo ece. PN

Ed il Lazzeri non neea cid, ma osserva che egli disse nnicamente che
tale deliberazione sard magari stata eccellente, ma a lul parve cattiva e

percid la gualificd inconsulia.
Nei N. 4 e 5 il Bettazzi dice che il referendum fu rivolto solo ai
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professori di Liceo; e allora perché ha pubblicato 1l parere di persone ﬁ

che al Liceo noen hanne mai insegnato? "
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Infine il prof. Lazzer: desidera che sia pubblicata la seguente lettera 11

del prof. Andriani, che egli ringrazia per la forma cortese della sua rispo- 2B

sta, facendogli osservare solamente che nel libri del De Paolis e di Lazzer: '---.,fg*_E,!

e Bassani, non si pud dire che si sia fatto solo un’aliernazione delle | i’*

due geometrie, poiché spesso si fa uso di proprieta stereometriche per RRN

semplificare le dimostrazioni di altre proprietd planimetriche. :1;;
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Bari, 10 maggio, 1804, R

Distinto Professore, RN
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q Mi Pﬂrmatt—n almeno quest’umica volta che pubblichi nel sno * Periodico di h\::%
! Matematica , qualche cosa che mi riguarda in ordine alla dibattuta quistione della r,’{;
{f‘ fusione della geomestria pinna colla solida. Veramentsa dopo gquelio ch” Ella ha seritio ";i.;r:
Eﬂi in sna difesa & ozioso serivers altro intorno allo stesso argomento. Ma avendomi D
S Wlla accordate l'enore di nominarmi parecchie fiate, sente il bisogno di scagio- ";ﬁitj:
| narmi subito dall'acensa fattami, cio# che io pretenda che s’insegni nelle scuole *}}1

solamente la min gevmetvis. Se male mi espressi nel referendum alla Mathesis ,

chiegeo venia. 11 mio pensiero era ed e che la fusions non debba confondersi col-

I’aliornazione. Essa dev'essere intima, applieando gnanto pilt & possibile il prinei- :

pio di dualits. Non avende quindi finora veduto nessun libro che traiti la fusione i

col tonere presente il principio di dualith, mi permisi di additave il mio libro come By

quello che segna il primo tentativo, bene o male, per eccibare ] valorosi matema- 3

: tiei » ribstiers la via da me pegcorsa e raddrizzarla verso ]la meta cui la scienza *i
aspira, & che il compianto Cremona addito.

Se I'alternazions in geometria & un bene, io non trovo altro libro migliore del

suo che possa dnr buon fintto alla scuols, @ se non avessi il mio libro insegnerei L

il sao, come quello che mantiens viva 'agitazione in favore della fusione. Opino ;

perd che la scienza non deve arrestarsi all'alternazione, ma alla vera fusione. E

fo voto che i piit volenterosi studine con amore i doe metodi, o meglio, 1 due modi

d’interpretare la fusione; quello che propugna Lei e quello che propugno 0. Non




