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Se Py e P; =i muovono sugli assi z
nendo ad una tangente
quarlica

& y nispetlivamente, apparte-
mobile alla conica (13), il lnogo di P; & Ja

Aaaﬂ‘a“yf 'T' Aﬂzﬂ?ag ‘{_ A uyaﬂ — 2A na?}n-l"sg — Eﬂmi':yaﬂ + 21‘-{&1!3'33!3 =0 (19)
che ha un punto doppio nell’origine,

Se lu conica & ’elisse (137 la curva (19) si riduce, com’e noto, alla
Kreuzourva

Y — Pt — oyt =)
¢ se e l'iperbole (18”) alla kohlenspitzencurva
TaYs® — by’ + a’yss =(0;
€ se, come uliimo caso, Ia conica (I13) & il
(8 —7) 4 9° =»*
la (19) oltre alla retta x— 0 rappresenta la cubiea

cerchio

yas (.Tg w— 2?) — ?‘i.lf
deita da Newman curva tunnel.

3. Supponiamo che P
che, per semplicita, snu
allora le coordinste
relazioni

3 81& 18 proiezione di un punto fisso del piano,
pporremo l'origine, sulla retfs per P, e Py
di Py sono legate a quella di Py e P dalle due

5 [ (1 — 29)* 4 (3 — 92)%] — (o — o) (37— ga) = 0 20)
s [(.‘.1'1 e “'E.}E + l?i'.l = ?fﬂ]ﬂ] Pe= (-Tsy1 — 3;‘9551] [ﬂ'g e .1?1) i)

Suppongasi che P, P, appartengono all'elisse

¢ s1 prenda per la (2) la relazione

Lyle =— ylyﬂ 3
sulla lemmiscata iperbolica di Both (1)
(mﬂ + yﬂ)ﬂ _— }J.E.'.I?E — vﬂyﬂ,

allora P; si muove

avendo posto
2

(@ b
P':-lfbﬂ__ai v:]@::__ruﬂ'
La (21) si riduce allg coppia di rette
Yy=ux '. y==1=

ge 1n Inogo di un’ellisse si ha

un cerchio col centro nell’origine.
Se 1 punti P; e P; si muovo

no rispettivamente sugli assi @, % si ha

8 g L4 2
Ys" & 7 X

(‘] LoRnia, Spezieile aigebraische und frensscendente ebené curven, Lipsia, 1002,
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e se 1 dettl punti soddisfano alla condizione (2), il luogo di P: & la

curva 3 | 5%
q:(y""""""“,o. 0, ”"J“"?’)—o. (22)

X3 Ys

S1 osservi che la (22) e 1a podaria rispetto all’origine della curva
la cuoi equazione si ottiene eliminando z,, ., fra la (2), Ia

X , Y
- i — 1I
R
e Ia
g O g 2
Y.’F; I‘}II _'Xgﬂ i}y_q -—{]

S1 prenda in particolare per la (2) 1a (9); allora la (22) diviene

{9332 _|_ yf} (E‘,’a — :l«'a) — k:raya =)

equazione di una strofoide.
Se per la (2) si prende Ia (10), la (22) diviene

ke (5" + x5} — (’Ifﬂ + @) =10
1

equazione di un cerechio di raggio 57 ° cenfro nel punto di coor-

-1 1 . V2 .
dinate 5%° o7, € s1 prende invece la (6), la (22) diventa

(@ + 5" = Ky’

rami ('), la quale & podaria rispetto all’origine dell’asteroide
ot 4y =¥,
Se per la (2) s1 prende la (14), la (22) di

Agy (2" 1 95")" — 2 (Aesps + Asaws) (2° + ys') -+
+ ﬁaya“ *‘I‘ 23121‘3'313 —1— Ajyay =0

che o la podaria della conica (13) rispetto all’origine.
Se vuolsi che P, e Py formino come un punto fisso M (@, 3) un
triangolo di area costante £, la (22) diviene

('j‘jaE "l— ZFEEJE = (:I?EE —l— y;} (EF':I:{H '—I— {I:I:a) — Bkiﬂa‘ys = {)

e se 1l segmento P,P; & visto dallo slesso punto sotto angolo v co- La :
stante, la (22) diviene I'equazione della strofoide R

(%" 4 15") [ys (6 b 7 — ) - % (B b ¥ — @) + (6™ %) b8 ¥ - s = 0.
Bologna, gennaio, 1905.

FroiprPo SIBIRANL

(') Bmior el Boogrer, Glometrie analylique, 1878,

i




PERIODICO DI MATEMATICA. 209

TEORIA DEI NUMERI COMPLESSI AD ¥ UNITA 2

:":.1;.'#-
(vedi fascicoly 1I1-1V) 2
i
Corpi eommutativi di Wejerstrass. R
l. Sappiamo che se un corpo associativo a pit di due unita am mefte f
una moltiplicazione commuiativa, deve possedere divisori dello zero i
oltre lo zero (v. fase, 1V, n, 14).

In un corpo siffatto una equazione nlgebrica pud ammetiere infi-
nile vadici senza che sja identicamente nulla.

Infatti, se & & un divisore dello zer
1 quali si ha

0, esistono infiniti numer; 7 per
kil =

Se a e b sono due numeri del cor
Z€ro, per ognl numero ! esiste un

(1)

PO, € 4 mon & un divisore dello
80l numero x che verifica I'equazione

ﬂ—]—f:.t‘:—..l. (2)
a=qk, ' = bk, (3)

Posto allora

81 ha, moltiplicando 'equazione (2) per &, e ricordando la (1),

a-+br=10.

(4)
Questa equazione, avendo j coefficienti indipendenti da l, & sod-
disfatta dagl’ infiniti valo

11 di z, che corrispondono agl'infiniti valori
di 1,

B pin generalmente, se & possibile risoivere l'equazione

&+ bx+ ex® s het=],

per infiniti valori dj J per 1 quali & kl=—

f'."

0, I'equazione
e o o N + k™=
ove &
a = ak V=0bk, ® ¢ =oek,..., WN=rhk

| ammetierd infinite radiei.

Una equazione dunque, i cui coefficient; s deducono da uno stesso

divisore dello zéro, moltiplicando questo per numer arbitrari del si-
stema puo amniettere mnfinite radies,

2. Ipotesi di Weiersirass.
Weierstrass, osservando che guest

2 proprieta & analoga a quella
che una equazione algebrica ammett

¢ Infinite radiei, quando i suoj
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coefficienti sono tutti mguali a zero, nell'intento di fondare un’arit-
metica analoga all'ordinaria, pone l'ipolesi che 1l corpo ammetia una
moltiplicazione eommutativa e sia tale che ogni eqnazione algebrica
possa ammettere infinite radici solamente qnando 1 suol coefficients
si deducano da uno stesso divisore dello zero, molfiplicandole per
numeri arbifrari.

Un tale sistema lo chinmeremo nun eorpo commutativo di Weierstrass.

3. Le proprieth fondamentali di questi sistemi si deducono da
seguenti teoremi.

Tgorema 1. — Il rango di un corpo commutative di 1 eierstrass é
uguale all'ordie n.

Sia m il rango del sistema e

anmm __l_ f,’?lﬁm-l _I_' . - _!__ P — D

I'equazione fondamentale del sistema.
Sappinmo che g, @, ..., Pm sono funzioni razionali intere delle

coordinate £y, Es, ..., Em di z, e inollre %, non & identicamente nulla.
Possiamo quindi considerare 1 rapporti

) s P G

Oy =-——, = yraey B = ; (1) oimvieres

%o EP“ Po i S 2iEHE fetr
e supporre che, per le coordinate £:,%%,...,& del numero z del
sistema, prendano 1 valon B
_ _ Y, Yooy Ym (2) ot |
rispetiivamente. S

Noi dimostreremo che se fosse m <n, esisterebbero infiniti sistemi

di “valori per &, Es, .. .. Ey, nell'intorno del punto (E's, £,..., &)y P8I
quali i rapporti (1) assumerebbero i medesimi valori (2), e che quind

b i

¢i sarebbero infinite radicl dell’eguazione ;
a™ _I_ Tlmm_l _I" v “l‘ im— 0 y ;

a coefficienti venli (e percid appartenenti al sistema) e non deduci-
bili da uno stesso divisore dello zero mediante melliplicazione per . -
numeri arbitrari del sistema, (*) e ¢ib sarebbe contro I'ipotesi che il -0 4 ﬁ
sistema sgia un corpo commutativo di Weierstrass. R
Devesi dungue dimostrare che 1l sistema FU |
BT

Ve R

(0 (E: , Ea gr oo Eu) — Y2 ==10, f;:.‘i_ & U

Py (E1, &2yee vy Bu)—1e=0, (3) vl .

. ‘ u* ;ii’l‘

(I):m[‘gl: gH:'*-IE.u) Tw!:{}r

(13 1] primo coefficiente 1. per es.. non pnd dedursi ds un Givisoro ¥ dello zaro, in moildo ¢he sis

1= ak,

perch® moltiplicnndo ambo i membyi di quesia vguaglianza per un numery ! diverso da zerd, £ 7

tale che sia X1 =0, si dedarrebbe 1= 0.
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Per m <_n & goddisfatto da infiniti sistemi di valop (reali) per
R Gu. Si consideri Ia matrice jacobiana

oy, oD,
ﬂg: y DEE g ooy -E?_ﬁ:
0D b, DD,
ﬂ£1 . EE; g ow afu
o@D, 2P, 1418

e nel punto (7, €%y ...,8%) sia H=m la caratterislica d; questo
sistema; polremo, per €S., supporre che nel punto (& Cawe o B
sia diverso da zero il determinante jacobiano d'ordine p
0(Py, Dy,.,., @)
A Yo o o 4

Allora & noto (") ehe delle funzioni

@1-—‘]'1, q’fi_"TEl---*:tI’Iﬂ'_Tm

soltanfo le prime [t sono indipendenti e le alire M — 1 80100 funzioni
delle prime.
Allora il sistemag

'1’1‘—"{1:0, {I}ﬂ'—-['ﬂ‘:ﬂ,---,(I)_n_'_TLu:ﬂ, (5}

essendo soddisfatio dal sistemg di valori &, ., ... &', ed essendo
evidentemente continne le derivate parziali dei primi memby; rispetto
2 Gy 88,004,850 diverso da zero il determinante Jacobiano (4) pel
punto (', &,,... » &), & atto () a definire implicitamente e Varia-
bili &, &, ... y &« come funzioni continue delle rimanent; nell’inforno
del punto &9 Egynnay £'n), clod nell"intorno di questo punto esistong
infiniti sistemi dj valori di | a,...,&: che verificano il sistema (5).

Se & Mm=n, allora il teorema & dimostrato; ma se & << di-
mostreremo clhe ogm sistema di valor GGy &, ... » 5oy nell intorng
di (§,, Ey,.. s en)y che verifica il sistema (5) verifien anche le rimg.-
nentl equazioni

(p.”'l-l — Yes1=10), (1)."14 — Yus2=0,.,. y Dy, — Yo =0, (6)

Infatti per r > ogni funzione O, —v., come s 3 osservato, &

funzione delle prime iy clo@ si hg,
':I)r_"Tr:lFr((I}l__'Tlg q’ﬂ—'Tﬂ,---:(I’.u‘—T,u)
| (r==p~-1, u-1-2. . .. y )
e nel punto (&, £2,...,E0), nel quale tanto il sistama (5) che il si-
stema (6) soddisfatto, si ha
o, (0, 0,0..,0)=0,

("} Cesano, Eiementi i talcolo tifinilesinials, Pp. 186 n, P9,
() Cesdno, 0p. eit,, P 133, n, 28,

—

i
‘ 1
ey §
| . ¥ 2 |
M| ';_______ S PR Fet i ,.:,.- | o ThpE
Ll 2 = - "
- b g e = s
s e — S e
oy o X A
N - —

A e
gl T o TV <

4 - -
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e pero anche in un altro punto dell’intorno di (£, Es,...,E%), nel
quale & soddisfatto il sistema (D), si avra

D, — Yr— 0!‘ \
cioe & anche soddisfatto il sistema (6).

Cosl 1] teorema risulfa completamente dimostrato.

Derimizione. — Un numero ¢ del sistema, che soddisfa ad una
equazione di grado n, e non ad una equazione di grado inferiore lo
diremo un numero generanie 1l sistema, poiché potendosi allora pren-
dere come unita 1 numeri

g‘l -gﬂ! el b L | gll_ll

ognl numero a4 del sistema pud mettersi sempre sotbo ln forma

a4 =0+ g + eag® 4 ...+ 2aag .

Il polinomio A (E)=ap—-a:E+ ...+ anaE™Y, che s1 cambia in a
quande s1 mufi £ 1n g, lo chiameremo il polinomio eorrispondente ad a.

Teorema 1L — L'equazione enratlervisiica del sistema non pud am-
meitere (mel campo dei nuwmeri complessi ordinari) radici multiple.
Sfﬂ - _'. +r:.§‘I? : I-.
F {E) __En _l_ T ;u— _’_ _I_ ri‘i —_— (?J Jf;. 2
I'equazione cul soddisfa il numero g genevante il sistema. R g,}'{;ﬁ;- "

Se essa ammeltesse unn radice multipla d’ordine ), F (E) sﬂrebhey
divisibile per la potenza f*(x) di un {attore f(z) reale e di grado nomn .
superiore al secondo; si avrebbe quindi ¢

F@E=r*.Q(
Indicando allora con f; (E) una funzione intera a coefficient 1&all
arbitrari, di grado minore di quello di £+ (&), poniamo

P E)=rE) /() Q)
sara allora I'%(E) divisibile per F (E), ciod

Fi* @) =F (§). Qi (5).

Se ora mutiamo £ in g, e osserviamo che ¢ verifica la (7), deno-
tando con x 1l numero corrigpondente n Fy(¥), quest’nltima eguaglianza
s1 trasforma nell’albra

2t =0,

Per Tarbitravieth dei coefficienti di 7, (€), la funzione F, (§) & in-
delerminata, e quindi esisterebbero infiniti valori di z verificanti 1a '35
(8), ¢10 che & in contradizione coll’ipotesi che il sistema sia un corpo
commutabivo di Weierstrass, L'equazione caratteristica non pud -dun-
que avere radici multiple.

4. In base a questo teovema possiamo supporre la funzione F(E)
decomposta in fattori reali, del primo o del secondo grado, tutti di-
vers: tra loro

PE)=ful® ) .l Fu@ fek®) - Fa®, b 2h=n) U

. T
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dove il primo indice mostra se il fattore sin del

primo o del secondo
grado ’
: Consideriamo Ie funzioni
F(E) F(E) 5
st : : =18 :5.,%).
f:lr (g) (f 1! 21"' "!ﬁ.)! fﬂu {EJ (S ]'1' ) ¥ ‘}'f.r
e 8IfNo

s Mo

1 numeri del siskemn corvispondenti n queste funzioni. Sin poi A(§)
Il polinomio corrispondente a un nnmero a.

Decomponendo Iy funzione razionale frakta A()

T ey 0 somma di fup-
o . F (€)
Z10m1 semplici, si ottiene, com’ b noto,

Af‘EJ %‘; &ir + j'

) 18 ' .2 feeZ) 7
%25 € Qe SONO costanti realr,
Moliiplicando per F€) e poi mutande E in

k h
A= 2 dyr th: 4+ 3 (atae + &sy §) thgg .
a=1

=1

dove gy,

7, 51 ofbiene

I numeri delly forma Zir thr COITISpondenti & tubti | valop: reali
costitniscono un corpo Cyr ad una unijfa (s,

(25 4 &'ag ) 112 per tubli i valori reali d;
campo Cy a due unity (e, gutg,). Dungue.

TeoREMA. — Un numers qualunque a del sistoma
essere rappresenlato come somme di K nwneri

di III]'
), € 1 numeri dellq forma,
23, € &y costituiseono un

considerato pud

ﬂllf ﬂlﬂ]uI-Jn]Itg

appartenenti ai campi purzial; ad unu uniig

nu, Cm,...,g

) . 1k
e di h nineri

oy , Ooz, ... o Ty,
apparienent; ai campi parziali a due unily

CE’J*- TEEl'--:{:‘

- A . ‘8h
cosicelid s1 ha

:IZ(ﬂu—f—ﬂm'f'—---‘J—ﬂlh)+(ﬂ21‘]—ﬂﬂ+---+ﬂgh)

5. Dimostriamo i seguenti nnt&;nli te
Teorema 1. — [y prodotio di due nynie
2wl differenti & wullo. 1 prodotto di due
816580 campo ¢ un numero d
1% Siano a, e b, (=
ziali ad una unity Ci:,

oremi,
1’ apparienenti a CAMPi pay-

numert appartenent; ad une
! queslo canpo,

=5) due numeri appartenenti
U]H; Eﬂ]'ﬁ

a1 campi par-

ir = %4y e , E“m — ﬁln ST
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e le funzioni eorrispondenti saranno
F(€) F(g)
Eir 7 gy BIH T (Ch "
)‘lr tgj ﬂlﬂ (EJ
Il prodotio di gueste dne funzioni, poiche & » == s, & evidentemente

divisibile per F(E). Quindi si ha

FE) , FE _ oo s
EJTEE . f’lﬁ fﬂﬂ {E)'_”F{*-J v Q(-) .

Mutaudo £ in ¢ si ottiene subito

ﬂ“— E‘[q == 0 -
In modo analogo, per » L o,
) gy b = () 1
e pol, anche se & 1=—3g,
ﬂ]r E’ﬂ'_l. — D M

2", Siano ora ay e by, due numeri appartenenti a uno stesso cAmMpo

: . I IF(Z e o3
parziale a una unifi C,,, e siano Er.‘n-f_% v Bu fi—((E)J le funzioni cor-
IT Ve P\

rispondenti. - o
Dividiamo il prodotto di queste due funzioni per F(Z), e sia QE) i

il quoziente ed R(E) il resto; si avra

F(E) F (&)
1 FE - ﬁnﬁr @—F(E) - Q(E) + R(E).

Poiche tanto il primo membro che il primo termine del secondo

membro sono divisibili per EI(E% , anche R(§) & divisibile per f]'i()%; |
ma guesia funzione & di grado n —1 e R(E) non pud essere di grado i

superiore ad n— 1, donque R(E) & ngpale al prodotto di f(% per

una costante reanle vy, _
- F(g)
R =11 55

i

I] cambiamento di E 11 fornisce dun ne
- ¥
Zarlh: [-jlrfflr:'_—hf"[r"j-r r*.‘

ciod il prodotto di due numeri appartenenti ad un campo parziale Gy
ad una unith & un numero di questo campo.

Con dimostrazione analoga, il prodotto di due numeri appartenenti
ad un eampo Oy & due unith & un numero di questo campo.

In particolare, per r==g,

Wer o iy =0, (1), Her » Mg — ) (2)

e, anche per r=s,
Uy . Ugs = (), (3)
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appartenenti ad une slesso
e nullo unp dei fattor:,

prodotio di due numeri

Campo parzigle non pud esseye nitllo, se non

Infatti se &

FE) . F)
Q1r 7 5= ﬁlr

fid8) P RE=EE.QE+RE);

si deduce che R (E) si annul]

& quando al posto dj < sl pone g, ma
quest’annullamento non puod avvenire se non identicnmente, altriment;

g soddisferebbe ad upa equazione algebrica 1 coefficienti reali d;
grado inferiore ad s, Allora si g

F@ , P 1 ]
Hie®) " ) = F (). Q(3).

videndo per F (&) ¢ molliplicando per fis |

E_lp

D 5), si ottiene

e B (§) = £,,2 (€)Q (E).
Ma F (%),

fattore 7). (8) a quadrato, e

questegunaglinnza nop
non e nullo uno dej

Pud sussistere, se
fﬂttﬂl.i E]]_— 3 Blr ]

€106 0 & nullo Tix, 0 & nullo 3y, .

In modo analogo si dimostra the se & (Mzalgs =0, deve essere nullo & i
3z OVVEero -‘55“. —-?Mﬁ :a:i., -
6. 1 moduli della moltiplicazione nej campi parziali. R

Consideriamo "nnjty reale 1. Hssa, come 0gn1 numero del sistema,
PuO rappresentarsi sotto Ja forma S -Ih‘u"ﬂ;
V= Zpuettir 4 2 gy + pang) ara, (4) il ol

i

1k
Per oftenere Jquesta rappresent

. . 1 . .
zione dellu frazione F(—a 1mn somma di

decomposizione risnlta che nessonn delle eom
ciod che tntte e Par 8010 diverse da zero e

nulle contemporaneninente fes € oy, Cid pnd anche dimostrarsi cosi:
Se fosse =0, moltiplicando ambo i membri d |-:..iL']:|
mero arbitrario a,, del campo (;, si'btterrebbﬂ, per le formole(1),(2), (3), ' |

;7 (B ||I. '||
i '| il
. '-I.I"-: -|'| 1 I"_
Uy ==, S L
g

& = * - - » .‘I.- |!I: | |
€ pero tutti i numerj del eampo Uy, sarebbero nulli, eid che & asstirdo: ‘ ”' i
4 = = 1 g Ly .-'-?‘:? I. I'.|I.
¢ se fosse Hes = pas =0, moltiplicando ambo i memhii della (4) per S "I’I-;Ilji;-f-ﬂ
un numero arbitrario g, del campo Ug,, si otterrebbe v g3 /|f.',!i'
I';i

I!.Il

a_’_: o ;ill ii!flj{ ] |':i|i[

1ZIONE 81 ricoyrerd alla decomposi- e

funzioni semplici. Da- questa

Ponentl pud essere nulla,
che non possono essere

o I

_ h‘w;, Al
i (‘I') PBI‘ U1 nu- -{T‘?{I I

J
. ‘,|='|

'-'I-.:" . Il

e

-5ty
”EH — n,

il che & pure sssurdo.
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BN Poniamo _

i sl Uar == [larthse 2as == (Mao - ['ss) Mg ; (5 /

g la (4) diviene /

T x i .

b 1=+ 5 0. ©
TrorEMA. — Le componenti dell'unitq reale sono i moduli delia mol-
tiplicazione nei ecampi parziali,

" Difatti, moltiplicando ambo 1 membri di (6) per a.. si ottiene
; Oy = Pyrllyy (7)

‘ e moltiplicando ambo i membri di (6) per @, si ottiene
_ ) flgy, = Vg llos . fg)
_ In particolare

L3 e’ = Vr,  Ca’ = T 9

7. Poiché nella prima delle (5) & p, diverso da zero, pud ry, as- :
sumersi come unita del eampo Oy, in Juogo di 7. In base poi alle
proprieta di v, [formola (7) e la 1* delle formole (9)] si deduce snbito -

| che il campo Cy; non differisce dal campo dei numeri reali, tranne che

i per la rappresentazione dell'uniti, T

) Se s1 vuole assumere come unith del campo Cy, il NUMero fes, bi- il
sognera assumere come seconda uniti ogni altro numero #., del eampo, S
N purche le sue coordinate non siano proporzionali alle coordinate @i gas: ﬁf
¢id & sempre possibile perche le coordinate di v, non sono entrambe -~

nulle. Cid posto, ogni numero di Css potra esprimersi mediante rac @ ras,
€ pereid sara o
Vag — Gﬂﬂﬂss‘"l[‘ OasVas » (10)

i, poich&, eome & noto,

y 8 o — g
FEH:'I"ER; Vo = Taulow ,

la (I0) pnd seriversi anche cos

Donde

(T:"Hr._ JJ T on ﬂﬂh}e ——— (} -ﬂ_ﬂnﬂ _"‘ Cay ‘E'ﬂ_-;ﬂ ’

Il numero } gs,® 4 o4 dev'essere negativo. Infatti, se fosse nullo o
positivo, risulterebbe nullo il prodotto dei dne numerl, appartenenii
allo stesso ecampo O, ,

-

gy — (:} ;3.5 —-V% E;uﬂ—]— ﬂ:n;) T ;-';n — (‘b ;23 —I‘vl ;ﬂﬁﬂ_l_ "Jﬂa) Ugs 5

senza che lo sia uno almeno di essi (5, Teor. I1).
Posto dungue

. .
—Tin° =7 Gan’ — Cgas

la (11) diventa

(_-'ETHE '}r ﬂ_i:'a 'Fﬂn , — Tﬂﬂ.?ﬂﬂnﬂ, | (12)
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e= -}
;5;:_":_1.-'
@ percid, posto S
o = 1 -'I:."_- Tag - ;'1‘;!:
_ w Tag 2Ty 11:
Bl hﬂ. .-.'-,l!;L I
= .+ ,'!
¢ Pub evidentemente assumersl come uniia (el campo (Y il nu- LN
& ~ - " ® =R
{ mero wy, e allora OENI numero del CAlnpo puo esprimersi mediante .
] Tos € Ny, .
; La proprieta U3 ==y, @ Ja (13) permettono d; concludere che il g i
s campo Gy non differisce dal Corpo del numeri complessi ordinari, tranne £ 3 i|-r
: : S -.
i che per Ia rappresentuzione delle unjty. Potremmo per es. porre o
!- :
? ?I‘EH-__TE.E-I
con #=-—1_ uallora OgNl numero a Jel sistema pud metlersi sotto
la forma

3 h
k= E Z1r¥yy + E (,EI'.?:.- + F:EFE,--""'_) s .
| — |

=1

Posto poi

J b
= & Bty + X (30 - Besi) g
1

a=1

il prodotto 43 risultera dato da

k h
I Ej CILrB] e 4 N (5-‘!35 + 5‘:“233.) (:E'Es. + F"’ﬂ:.'i,] U9: §
r——

=]

ciod le componenti de] prodotto sono i prodott

delle componenti de;
fattori.

La moltiplicazione risulta evidentemente assoclaliva, commutativa
distributiva,

Il prodotio e & nulle S¢ sono nulle tutte le sye componenti e
percid, se nessuna delle Componenti di 4 & nulla, deye essere nulla q.

[nvece se gqualeuna delle componenti di 2 e nulla, devono essere

nulle tutte le components di ¢ ehe corrispondone aile aitre component
di b. T diviseri dello zero sono dunque tubti i numeri le eui compo-
nenti non sono tutte diverse da zero.

Se b non & np divisore dellp zero, si ha

dog —— iﬂ‘iﬁ
“1r + E £ - Vo, ,
=1 [Jﬂ'ﬂ i i-'lJ 10

ativo.
KEsso verifica inoltre all'ipotesi di Weierst;
algebrica a coefficient; apparfene;

1nfinite radiei se non quando i sy

ass che una equazione

Difathi, siano @ by ..., % numeri del
nare un numero z tale che sia

u+ém+c&:’—}—...~l—!¢“‘=(}.
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Se ¢on Xy, Au,..., L Indichinmo le componenti di z, a,...,1 nel
campo Cp (8 una o a doe dimensioni), allora I'espressione del primo
membro dell'equazione nel campo C, ha Ia eomponente

ﬂlﬂ + ?.JI.H' T_fl + & = o= _I_ Fllf Tlﬂm!
e perd l'equazione si decompone nelle seguenti k -+ &= » equazioni
(LT _[_ bg; & _]_ “e s +'£_u ;Tlum — D (!J. — }_, 2, a8 e ‘?').

Una equnzione di guestn forma, nella quale 1 coetficienti somo
numeri reali o complessi ordinari ha infinite radiei solo quando tutt

1 coefficientl siano nulli.
Quindi V'equazione (14) ammette infinite radied solo guando per un

valore almeno di p sia
= b‘ﬂ —— s s s E'u. 0.

Si supponga che ci0 avvenga per gli ultimi »—p valori di p, e
sia pereld

4 o e
“= E (Ilt.[!. b:—: E b.fr!l « =9 —_ l l"" -
= .n-_—l _HZ]
Prendasi ora un numero :
e
h— 3 k. ¢
=1

B ¥ B
= T g
. | s _,::i‘_.,-r. ?J "
SR L T g ."'-

dove /i, 8 un numero di C. diverso da zero; pofremo sempre deter-
minave numeri a, ¥,..., I tali che s1 abbia

a—=ha', b=hb, ..., 1=H.

Infatii sia a'» 1a componente di a’. in Cu, allora &

r
ha= X h.a'u
=1
. . s [ I'EJ” 9 . .
e gquindi dev'essere a'\u = = per p=1,32,...p, menkre a’y per p>>p
pud assumersi arbitrariamente.
In modo analogo si determinano &,...,1. Qnindi si ha che nel

caso che I equuazione (14) ammelia infinite radici, 1 coefficienti si
deducone da uno stesso divisore dello zero mediante moltiplicazione
per numeri del sistema.

Dunque il corpo commutativo consideralo verifica all’ipotesi di - "%
"Weilerstrass,

Se dunque I'esistenza dei divisori dello zero mon si vuole consi-
derare come una sostanziale differenza fra I'aritmetica delle guantita
complesse generali e guella delle guantita complesse ordinarie, e si
vuole che una equazione algebrica possa ammeltere infinite radiel
solo quando i suoi coefficienti si deducono da uno stesso divisore
dello zero mediante moltiplicazione per numeri del sistema, si per-
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viene ad un corpo le cui proprieta aritmetiche presentano molia
analogia eolle proprieta aritmetiche del corpo reale o del corpo dei
nameri complessi ordinari, pero la sna strubtura e I'algoritmo stesso
delle operazioni dimostra manifestamente I'inntilita delln sun intro-
duzione. L’aritmetica di un iql torpo non puo condurre ad alcun risul-
tato ehe nom si possa derivame senz'nlire dalla teoria dei nwmeri reali

0 dei nwmeri complessi oraimay,
Micnenr (ironLna.
Palermo, gennaio, 10053

—--I-'l —

SOPRA LA RAPPRESENTAZIONE DELLE PROIETTIVITA

nello spazio a tre dimensioni

E noto cle esistono oo® proietlivita tra due forme dj prima specie
sovrapposfe, Hsse formano una varieti lineare, la quale pud essere
quindi posta in relazione eollo spazio ordinario. Mi propongo di stu-
diare qui questa rappresentazione, notando poi in special modo le
- varietd ad wna od a due dimensioni (linee o superfici) che COTTISpON-

dono all’insieme delle proiettivita aventi date particolariti.

I. Siano », »' due forme di prima specie sovrapposte, & si stabi-
lisca sul loro comune sostegno un sistema di coordinate proiettive
di eni siano A;, A, gli elementi fondamentali, T 1'elemento uniba.

L'equazione della piti generale proiettivith tra » ed » guando
siano z, @' le coordinate di due punfi omologhi, sara;

1.8

ST 'Tlr + “12-':"-'11:"9 "f‘ HE-‘I-TE"-!:JI + Uﬂ:.{-rg.*f:,g — Ei‘f”;.l'r.l‘]; —— ﬂ,
V4

Ogni proiettivity tra le due forme viene quindi a dipendere da
quattro parameiri omogenei ik, 1 quali possono evidentemente ser-
vire a stabilive Ia corrispondenza tra le proietbivith e i punti dello
spazio ordinario,
Basta per questo stabilire wn sistema d; coordinate proietiive nello
spazio ordinario, e far corrispondere alla proiettivita:
1,8
E ﬂ]]r.l?j;f],; — U
ik

i] pl]l]tﬂ (ﬂ'u, (T1a, oy, l‘.'?gg).

2. Alla retta ed al piano dello spazio 8, corrispondono due va-
rielia lineari che potremo chiamare rispettivamente sistemi lineari di
prowettivita di prima e di seconda speécie, 0 piu brevemente faseio e rete
di proiettivita.

P '\‘ A i
i -'_\T.:ﬁ]‘ 114kl

T -_—a.-\‘ L -I
. K
e “

| -

e iy
-

i oty ®

wr
=
i
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Della prima di queste vaviety si pud dare unn proprietd assai
semphce.

Se w1 = (aw), we= (by) sono due proiettivita del faseio, un’altra
proietiivith generica del fascio ha la forma:

W= (lﬂﬂi -+ F-Z’IT-:):
ed B rappresentata dall’equazione
lEﬂﬂ.,—ffjffj; —I—' pﬂbik:‘a]ﬂ:’k = 0,

la quale & sempre soddisfatta dalle coppie ay, a'; ¢he annullano con-
temporaneamente le guantitia 2apxit, Bbara's, ciog che corrispon-
dono alle coppie comuni alle proiettivita w,, we. Queste coppie sono
generalmente due, sicché si conelude:

In generale, un fascio di proiettiviti ¢ formato da tuite le proiettiviia
che mutano due delerminati elementi della forma v in due elementi pure
determinati dulla forma v

Evidentemente poi, nei casi di eccezione si pud dire:

Formano pure un fuscio di proietlivita tulle le protetlvita aventi a
comune una data coppic di elementi, ¢ quella sola.

Simili deduzioni si possono fare uei casi in cui tutte le proiefti- © &
vita del fascio sono degeneri, i f

3. C'interessa ora indicare quali sono le proiettivith fondamentali . gendss s
nel nosiro sistema di coordinate projetiive. L

Le T'=(1,0,0,0), T, = (0,0, 0,1) sono involuzioni degeneri di cui
i punfi singolari sono rispettivamente A, e Ag; eid si vede du]]e"fj_' 3 &J

loro equazioni
' Tx1=0, @xh=0.

Le Te=(0,1,0,0), Ta= (0,0, 1,0) di equazioni;
2ya's = 0, &1 =)

sono degeneri, non involutorie, e le loro coppie di elementi singo-
lari sono (A,, Az), (As, A,).
La Z=(1,1,1,1) i equazione:

-

2% + %y + oty - ek = (z) +-7.) (ri4-2h) =0 |

g T e

e degenere involuloria e il sno elemento singulare @ il punto (1, —1)
comingato armonico di B rispebto ad Ay A,

o1 nofi & questo proposito la proiettivitd I=(0, 1, —1,0) 0 (0, —1,1,0J.
La sua equazione:

s
e,

o DE'y — IO |
Cloe
<5 -'E'Jl

oL £ g

mostra che la 1 muta in se stessi tutii ; punt: della forma cioé & Ia
protetiivita identien. o
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e M & un punto qualunque dello
mente il lnogo delle proiettiv

Anche il piano unita:

221
spazio, la retta IM o evidente-
ita aventi per elementi uniti quelli di M,

T — T =

Fedts |
APt |
HIJ“,_HJE_I— ﬂm+ﬂsg=ﬂ
Puo avere una semplice caratterizzazione, in quanto, quando le g
soddisfino a tale condizione, il punto E=(1,1) & punto unito per Ia
proiethiviti:

e

2 ﬂikxjm'k — 0;
Lk
B vieeversa; sicchs tal piano & il luogo delle proletfivita cle am-
mettono E come punto unito. In particolare 1 vi appartiene.
4. I problemi che ors andremo risoly
dersi sotto I'enunciato seguente:

endo possono tutti compren-
Determinare il tuogo delle proiettivite tra v ed o
assoluto (birapporto

A ({, g)_
1 A
B evidente che 1"essare & 0 Ll

oA
pende che dall'ordine in eni si

Si supponga che in
(51':1, .1'5), (3"'1:

i eni invariante
der punti uniti con due puntt omologhi) ¢ dato da

il valore del birapporto non di-

considerano i punti uniti.

una tale proiettivitda siano (1, 21), (Mg, n),
Z'z) 1 punii uniti e una coppia di punti omologhi,
L'equazione della proiettiviia SAra;

(ﬂll Ny Tl) A
g ! MNa 3 o
che, ridotta alla forma-

s ' Tq & '
E aik*rixk w— 01- Ly 1‘11-", ]': Ilﬂ
- ik R I
. -:E;‘- i
0 = (X — ) moitg, g = Nty , — D, . r
far == Pty — Jinsmy, (m = () — 1) miyy. Rt
Eliminando tra queste CQUAZIONT iy, Mg, 11y, 415, 81 AVIA I'eqnazione ST ‘
del luogo cercato, S | il
S1 ottiene facilmente - A |
g T, "";':.-.ﬂ il
{1 —|— ]J.) 1Mo == [}fm “i— I.lﬂm] {lﬂm + Pﬂli) []) L 'li.l_: el 1
a ‘-1 L i
equazione di secondo grado, che rappresenta quindi una quadrieca, e .
o A T
che, come erg prevedibile, non muta se = g eambia in -
5. Prima di passare aj
alla (1) un’altra forma.

A
diversi easi particolari, sark bene dare
Si ba infatti sviluppando:

(A1) s = (- 1) ot 4 Ap. (0% - a%,)
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cloe:
(AT ) (r0u0m — anag) -+ At Bz — ag)* =1,

che, posto
(A p)=A, Ap=M,

prende Ia forma:
4 (ﬂmﬂﬂ — ”11”&3} _]— M (ﬂm == ﬂ's.l)ﬂ == (), (1')

: : - . =X :
S1 vede di qua che al variare di " le quadriche rappresentale

dalla (1) descrivono un faseio di quadriche. Inoltre poichd per A =0,
M =1 s ottiene Ia quadrica:

(a0 — a9y )* = (),

che & degenere in un piano doppio, si vede anche che il fascio (1)
e quello formato dalle quadariche fangenti alln

(yeflgy — (11y0ag — ()

nel punti della conica in cuj essa vien segata dal piano a2 — ay = (),
6. Ricerchiamo ora quali siano le quadriche del faseio che rap-
presentano aleune classi notevoli di proiettivita,

a) Involuzioni. — Per esse pud porsi A=1, p=—1 ¢ quimndi_ 7l

A=0, M=—1. Si otiiene cosl la quadrica:

O ®

che, come abbiameo osservato st scinde in due piani coincidenti, Bvi-
dentemente esso ® il piano I'I.3,
b) Proiettivita degeneri. — ). =0 p=1da cui A=1, M=0. S
ha la quadrica propria:
(ygitoy — ypirgg = (), (3.)

¢) Involuzioni degeneri. — Sono rappresenfate dai punti comuni
alla quadrica (3) col pinno doppio (2) cick dai punii di ona certa
comen K, contata dne volte, ehe non & altro che la curva base del
faseio.

Poiche tali proiettivity non kauno un deferminato invariante as-
soluto, & naturale che esse siano comuni a tofte le quadriche del
faseio.

&) Proiettivita paraboliche. — Si puo porre ). =1, p=1, e quindi
A =4, M==1, Si ottiene il cono quadrieo di equazione:

(Hm ‘.I— ﬂm]ﬂ — day,0.9 = (), (4)

Il suo vertice & il punto (0,1, —1, 0), che come vedemmo rappre-
senta l'identita 1. Cid mette in luce In proprieta di essa di avere come
punti aniti futti i punti della forma, che corrisponde a guella di ap-
partenere a tntte le generatrict del cono.
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T s : : : A 2k
¢) Proiettivita cicliche di ordine n. — Si pud porre sl AT
quindi;
kmi — ki
l: E__u_? Ii:ﬂ_:_

da eui:
To

1"1:‘1:(3053__, le
n

L'equazione dellg quadrien corrispondente prende la forma:

ki . .
4 ¢os ps (13010 — Gy5013) + (s —aa)*=0 5)
: 2k
od anche, con Ig trasformazione 4 cos = 2-%eps -
2k -
[aﬂlg _i_ HEEJ. === Eﬁll ﬂiﬂ} —I_ 2 Cos " [{leﬂ'ﬂl — ﬂ]_‘[ﬂ'ﬂﬂ] = U (FJ'J

Si ottengono cos, poichy se % + % =0(mod n) le quadriche cor-

: S i ; , : - :
rispondenti coincidono, 5 quadriche se % & pari, 5 86 k b dispari,
Volendo poi considerare le prolelitivita cicliche propriamente di ordi-

ne n, ciod tali che le loro prime # — 1 potenze siano distinte, e la nesina
sia ugnale alla prima, bisogna prendere solo 1 valori di & primi con n.

: n . :
Si avranno allora solo E‘%—] quadriche, se #» > 2, una sola quadrica

(il piano doppio (2)), se n =2
Si ha una sola quadrica anche se » — 3, 4; propriaments, per n=3:

per n-—=4;

7. Sia ® (A ) In quadrica luogo delle proiettivitd che hanno i
: A
birapporte —.

PP "

Se considerinmo tutie Je proiettivita di una medesima generatrice n
di @, per cid che abbiamo gia defto, esse avianno dye coppie co-
muni (M, M'), (N, N), Se pel X, Y sono i punti unitj di tale proietti-
viba, presi in ordine econveniente, Ei ha sempre
: A
(XYMM) = =,
o
ci0 che prova che Je coppie XY appartengono ad una proieflivita,
di cui sono M, M, gli elementi uniti. Poiché analogamente si dtmo-
strerebbe ehe le slesse coppie, in questo od in allro ordine appar-
lengono ad una proiettivita d; elementi uniti N, N, ne deriva eviden-
temente che la coppia (M, M) eoincide con Ja coppia {N, N'),
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Inolire 1a generatrice considerats incontri la conica X in ®; BATR ©
un’ involuzione parabolica, anzi la sola proiettivity paraboliea sulla «;
per cui la eoppia (M, M) si ridurra ad un unico punto unite. 8i con-
sideri poi I'olteriore generatrice di @ passante per w, & 518 r: anche
le proieitivita giacenti su » avranno questo medesimo pento unifo.
Si pud dunque ehunciare il teorema

quali hanno un deter-

minato elemento unito, & dato dalle due generabrie: della quadrica ®(), )
che §incontrano nel punto di K che ha quell’elemento come singolare,

1l tuogo delle proiettivity di mvariante %, le

8. Pii in generale, poiche al variare di 2 Je generatrici w, v di

D (%, 1) restano sempre nel piano tangente in w a tutte le quadriche
del fascio, ed inolire per ognl punto di questo piano tangente passa
una quadrics del fascio, si pud dire anche:

1t tuogo delle proisitivita aventi wn dato elemento unito & il piano
tangente alle guadriche del fascio nel punto della conica K arente come
singolare Uelemento daio,

J. Prima di terminare quesle osservazioni sulle generatrici e sui
piani tangenti di D (A, ),
drica ®(0,1) che contiene le prolettivita degeneri v che ha lequazigne;

thallay — (g — {).

Se © & un punto di
singolari X, Y, e si conduce in 8850
quadrica stessa nelle due generatrici u, », sarh p. es. u formata di
protettivith aventi Ielemento X come prime elemento singolare, v
formato invece dj protettivita di cui l'elemento Y & j secondo ele-
mento singolare. |

Sia T un di punto we diverso da w. Per esso si tiri una retia che
meontri # & v nei punti distinti o, . Si vede subito c¢he tanto .
quanto t, mutano X in Y & non hanno comaun; altre coppie di elementi
omologhi; per eni questa coppia e quesia sola sard comune a tutte
le proiettivity allineate con Tt € To; quindi anche a 1. Poiche inolire
ad ogni piano tangente corrisponde in tal manera nna eoppia di
elementi della forma in un determinato ordine, si puo enunciare il
teorema :

1L Luogo delle proiettivites che muiano un determinato elemento X in un
altro elemento Y & in piano tangente alla guadrica D (0, 1) nel punte w
che rappresenia ln prowettivita di eui X, Y song gli elementi singolari.

Questo resmltato comprende evidentemenle quello enunciato nel S
precedente,

10. Terminiamo questa breve esposizione coll'necennare a due casi
di omografia nello spazio che hanno speciale significato riguardati come
trasformazieni di proiettivita,

consideriamo 1l caso paréicolare della qu’n-_"‘,; S

i s, U 25 M
S et - [Ty Ty y |
o B L P i g i, n, - L | - I
e A > o i o Sl ot 2
-..l-_._lr_:,q:l' i, v _ ] . 5 ML L Y -
! i g I-;‘-v." e AL b e rt e r

B & K
-
- ; e N Sy TV I
- - S PR » ~ gt B a

L

-.'-|.|..'-;'|_| |

oo
e

L7y o B L. =t
e e e i

e
e WL

-I_ Sp— - _--

2y el L 5 T

CanliS

- " = T
riy ._-_,'..-.;...'_._.- :

questa quadrica, aventi due certi elementi K
il piano tangente, che taglia la-

=
J-""'L.Il"q_':.-j
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Il primo caso si La quando si applichi allo spazio una omologia
armomica di cui sia [ (I"identits) il centro, e il piano delle involuzioni
il piano di omologia,

B evidente anzitutto che, poiche T & polo del piano dj omologia
rispetto a tutte e quadriche ® (}, p), questa omologia muta tra loro
della stessa quadriea allineati con I, ciod muts una proiet-
tivita in un’altrs di uguale invariante e cogli stessi elementi uniti.
Due proiettivity omologhe non essendo generalmente tdentiche, do-
vranno essere I'ina inverss dell’albra,

E naturale quindi che in tale omologia debbano essere unjti solo
Videntita e le involuzioni. Si ha anche di qua il metodo p1u semplice
per ottenere da una pro1etiivity ln sug inversa, e che skimo superfluo
enunciare.

[1. 11 secondo easo risnlta quando, essendo w una proiettivits non
degenere, si fa corrispondere = il suo prodotto tw eolla w, Dimo-
striamo anzitutto che tale corrispondenza & una proiettivity, HEssa é
biunivoea: mutg punti, rette e piani in punti, rette e piani: lascia
malterate le relazioni di appartenenza,

Infatti, se Ia t descrive una retta, essa muta sempre (in generals)
due certi element; A, Bin due determinat; elementi A, B La w muti
poi- A’, B' in A", B"; la tw muterd allora A,Bin A", B", & quindi de-
scriverd anche essa ung refita.

Si abbiano poi due rette a. b che s’incontring e quindi determinino
un certo piano a. Le proiettivita di @ abbiano in comune dpe cop-
pie A, A’; B, B'; quella di & duoe coppie ¢,¢'; D, D". Percha la due retie
st imeontrino bisogna che sin ABCD A A'BCD. Nella nostra eorri-
spondenza, ad a. corrisponderanno due rette 1,6, che s’incontre-
vammo ¢ determineranno un PIAN0 oy.

Un punto situato sy %, cioé situato su di ung retta appoggiantesi
ad @ e 4, verri mutato i un punto sitnato sn dr una retta incidente
ad @, b ciod sitnata SIL 2.

Senza insistere gj pil1, & ora evidente che sono verificate tutie le
eondizioni perché la nostra corrispondenza sia proietbiva.

I punti uniti di essa non polranno corrispondere ehe g proletti-
vita degeneri. Se X, Y sono punti singolari di una tal proiettivifa, Ia ¢
muta X in ogni punto della forma; la © mantiene tale corrispondenza.
Inoltre la + muta ogni elemento delfa forma in Y; questo vien dalla W
mutato p. es. in Y,: sicchd percheé « sia unitn bisogna che Y, sia ele-
mento unito di w. Cib basta: sicchi generalmente I punti uniti saranno
distribuiti su due refte sghembe, generatrici deolla quadrica @ (1, 0)
delle proiettivity degener:. L'omografia sara biassiale.

12. Termino qui questo breve saggio, notando solo che lo sfessp
metodo pud condurre alle rappresentazioni delle omograhfie e delle
correlazioni tra forme dj 20 o 3% specie, ed anche 1n generale di »3
Specie, sovrapposte mediante glt elementi di uno spazio lineare a &,
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15, n(n--2) dimensiom rispetiivamente; come puore, osservamdo eho
la nostra rappresentazione delle invoeluzioni su di un piano e1 riperta
a quella notissima delle coppie di punti, sul piano stesso; mentre
nelle forme di 2 specie, la geometria delle polarita piane, che verreb-
bero rappresentate nello spazio a 9 dimensioni 1n una varieta hpeare
a b dimensioni, c¢i ricondurrebbe alla geometria delle coniche di un
piano, svolta specialmente dal Segre e dal Veronese. Ed alla comea K
Juogo delle involuzioni degeneri, corrisponderebbero qui, a seeonda del
grado di degenerazione, due varietd, una delle quali & la Vi* deita

superficie di Veronese.
(xuipo AscoLL

L

METCDO INDIRETTD PER LA RICERCA DEI MASSIMI E MINIMI

di una funziome di variabile reale {*)

Trorena. — Data une funzione vy della variabile reale X, se la fun- “*
zione inverse X della variabile y non ¢ reale in un intorno (y1—e1, Y1)
a sinisira di yi e reale in un intorno (yi, y1—+es) a destra e inollre, /%5
posto Vi =y (X1), la y 2 conlinue nel punto X, allora y, & un mi- - '[
nimo di y.

Infatti, poich® % & continua in a4, se o & un numero reale posi-
tivo minore di g e di &, esiste un intorno di x, per tutti 1 punll #
del quale & |y—u | <o e quindi 4 —& <y <<%+ &2, segue allora
che questi stessi valori di y sono anche maggiorl di ¥, perché se
fossero minori, per I'ipotesi fatia, ad essi non corrisponderebbero

valor: di x: & 8 percid un minimo,

Osservazione 17, — T ovvio il teorema analogo che si riferisce
al massimo.
Osservazione 2. — L'enunciato del teorema precedente suppone

evidentemente che Ia funzione y sia univalente, ovvero che s1 con-
siderl un ramo univalente della funzione che passa per (z, y.); cosi
che, quando si voglia far la ricerea dei massimi e minori di una fon-
zione col metodo indieato dal teorema stesso, converra anzitutto de-
comporre la funziene in rami umvalenti.

OsseErvazioNE 8¢ — Se la funzione z di ¥ & plurivalente ed @
per es. oy =y () ed y=—7y () allora bisogneri distinguere I'uno
dall’altro i valori »: che provengono dai due valori o, ed a2V, potendo
I'ano e non l'aliro essere massimo o minimo.

o — i e I Y 3 -‘-_‘-.._._-;___ et

(1) Quando diremo massimi o minimi intenderemo parlare di massimi e minimi relativi.
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ConroLLarto. — Se le funzione inversa x di y € conlinua, a meno
di poli, negli intervalli (y, y,), (Yo, ¥'2) 5o oy (¥ny ¥'n) mentre in ogmi allro
wntervallo non & veale, e inolive, posio y, =y{x), yi=y(x4),..., la ¥
¢ continua nei punti X, X'y ,..., allora gli estremi inferiori di detti in-
tervalls sono winimi della v, ¢ i superior: massimi, e non vi sono aliri
MaAssimi né minini, ;

La prima parte & consegnenza del teorema dimostrato.

Per cid che riguarda la secondn osserviamo ehe:

1°% I punti nei quali 2 non & veale non sono 1 massimi ne minimi,
perche non souno valori assunti da ¥.

2°. 1 punti nei quali « & infinita non sono nd massimi 1d minimi
perché sono i limy, e ai quali non & applicabile la definizione di mas-

2=
SIMOo 0 minimo.

3% I punti nei quali la z & continua non POSSONO essere néd mas-
simi né minimi. Infatti sin z continua in ¥, posto zy=a (i), se y
fosse p. es. massima in ; esisterebbe un intorno di Zyt (@ —e, 2} gq)
per tutti 1 punit = del quale sarebbe ¥ <%, e quindi a valori di y
maggiori di g non corrisponderebbero valori di = nel detto intervallo;
ma poiche e continua in ¥, esiste un intorno di % (e guindi valori
maggior: di z) per tutti i punti y del quale risulti |z — a2, | <<, in-
dicando con y un numero reale positivo minore di & o dj gg, Cl0® 2
valori di y maggiori di y; corrispondono valori di 2 dell’ intervallo
(1 — &1, 1+ e2); V'ipotesi & adungue assurda.

APPLICAZIONE. — La funzione y definita da un’equazione del tipo

P: () & -+ s (y) 2 + s (y) =0, (1)

nella quale g4, o, s sono funzioni univalenti e reali e

S=m (4" — 4w (¥) 9s ()

¢ una funzione razionale intera, (*) pud avere massimi e minimi dati
dalla seguente:
Recons. — Posto

S = (ay* + by +¢c) (e + by +-¢1) .. .
(@xy” By 4 o) (y — 300 (y — )2 . . . {y — gy )P,

dove le 93, %, ...,y si suppong®no distinte e disposte in ordine cre-
scente, se p. & dispari © prg + pra—t-... I~ Pm © dispari (pari) . &
massimo o minimo (minimo o massimo) secondo che «.ay ... a =0, (")
ben inteso per quei rami univalenti, dei guall si compone %, ai quali
appartiene ¥, e che sono continui in .

(4 E quindi pud imaginarsi decomposia in fpttori reali di secondp grade a diseriminante ne.
gativo e in fattori reali di primo grade.

(*) Il segne di vn trinomio a diseriminnntoe negative ¢ sempre quello del coefMeiente dei ter-
mine di 20 grado,

LA LWL .
Te o, |r"_|-_,'.‘.|_|. F
¥ I‘r‘- pd
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Infatti s p. 6s. p. @ Prii—FPris—-- - P SODO entrambi dispar

: : — @IS . i
ed a.ay...0. >0 la funzione Inversa x= %2%‘ e reale In un

intorno ‘a sinistra di - e non reale intorno a destra; perché z & reale
gnando S>>0, complessa quando 3 <T0.

Ossgrvazione 18, — Le radici reali di S, eoé ,7:,...Ym SONO
sufficienti a determinare gli intervalli di realia per Ia r, e quindi
se in guesti intervalli 2 & continua (i} che succede se somo continue
1, @3, P3, & meno di poli dati dalle radiei della ¢;=20); la % non ha
altri massimi o minimi relativi oltre quelli dati dalla regola prece-
dente.

Inoltre il massimo dei valori che soddisfanno I'inequazione S =0
sarh il massimo assoluto di y, il minimo de1 detti valori sara 1l mi-
nimo assoluto,

OssgrvazioNE 28 — Non si possono avere dne massimi consecubivi
perchs, supposto @ .t . @a... Ax > 0, S€ Pr € Pro1— Priz— .+ . .= Pm SONO
entrambi dispari, & quindi ¥ massimo, e inoltre p._, & dispari:
Proa—... & pari e quindi ¥, & minimo, se inveee p, , & pari: Deoa=t ...
o dispari, @ quindi se pr.a & dispari: Proz— ... 8 pari e percid Yris
& minimo, € cOosl Via.

Annlogamente, non si possono avere due minimi conseeutivi,

OsSERVAZIONE 3% — Se %= (7;) & un massimo (minimo) di un
ramo univalente della funzione defininita dalla (1), e 3l ramo siesso
5 continuo in un intervallo (@, ) al quale appartiene w, allora y: ®
il massimo (minimo) assoluto di quel ramo nell’intervallo (a, ).

Infatti poiche gy & un mAassimo esiste un intorno di z;, pomamo
(2, z%) per tutli i punti = del quale compresi gli esbremm & 2 << ¥%:;
siano ¥ ed " 1 valorl di ¥ corrispondenti agli estremi, e suppo-
niamo %Y =™ (il che & lecito per la comtbinuila della ). Ancora per
la continuita della , vi sono due punti 'y, 2"y, uno a sinistra e I'altro
a destra di z,, (*) nei quali la ¥ assume uno stesso valore y, cOmMpreso
tra ¢V ed ¥ |

(id posto se mnell'intervallo {a, b} si suppons I'esistenza di un
punto z, a destra di z: e tale che, posto s=y(x:), sta Ys 2 Yr, €85~
sendo la » continua in (g, b) e quindi nell'intervallo (2, =), (*) in questo
intervallo vi & un punio %" nel goale Ia y assume il valore . Ma
allora la y assumerebbe lo stesso valore y; per tre valori zi, 2’1, B ¥
di «x, ciod l'equazione (1) avrebbe tre radiel, mentre » di secondo
grado in z. Analogamente s1 prova che non pud esistere un punto
dome z. alla sinistra di x, e nell'intervallo (e, b).

Nello stesso modo si dimostra il teorema relativo al minimo.

(Y E nell’intervallo (2%, 211,
(%) Supponiame, come & lecito. che x!?) sis a sinistru di o,

e T S

:. r
;

e b
¥ - o . T .= L, -
r ”| e - P 41... '-rl."'-_ -\.'-‘.'- . 1 = - - .'_"" -
- 1 Ls :-I'|'_. ¥ L T I-'|‘ - ¥ = - K b, r v
ot - h"'l—'_ il e e i~ T v s B 5 oL . P, b ]
= = i = ¥ - v = - = - = " - g i
i
i B e R L i = et e = -
31 P s T i oY 1 = & ) - i) ’ - — == L e L ——
= s I S C - = 4 e
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Cororrario. — Dallosservazione precedente si trae facilmente, che,
non st possono avere due valori di X PVuno di massimo e Ualiro di mi-
nwmo col minimo maggiore del massimo e senza che tra i valori stessi
di X vi siac un punito di discontinuiid per la y.

OsservazionE 4%, — 1 valori di massime o di minimo si otten-

®Ca (y)

gono sostituendo il massimo o minimo nella espressione :
2¢1 ()

Dott. AnTonio Bmwpoxr.

PICCOLE WOTE

I. — Sugli integrali definiti @i nuna fonzione Aniin.
E noto che

Je L2 bt g
se ¢ € una costante finita. Sia ora p(z) wpe funzione determinata finita e inte-
grabile nell'intervallo e<Czx <P (a<B; «, B costanti); indicheremc econ M il
limite superiore dei suoi valori assolnti. Divideremo 1’intervallo dato in n inter-
valli parziali 8 (i=12,..n); e sia &9 il pii grande di gquesti intervalli. Sup.

porremo
2

n=1,2,3... s tO {% ossia neW << H ossia n[n‘.fll]’{:? (2)

dove H & una costante finita indipendente da n. Indichereme com 1™ una gnan-
Lith compresa tra il limite inferiore e il limite superiore (oppure anche ngunle a
uno di questi due limiti) di p in 2. 1o dico che
: 5
Iiﬂ] 11 [1 —]— h;"ﬂ I_I.I{“]] = ‘igs‘j-rl'"ill'm-I [S)
e —1
ossin che (si ricord: che, se i1l numero n & abbastanza grande, log (1 4 B;t=) e
& reale)
B n
f H{x)de =lim Z log (1 4 &' p,iny, (4)
fi n—a —1
La (4) si polvebbe asswmere come una niora definizione dell'integrale di una
funzionie n{X); o (8) & una ampie generalizzazione ai (1); infatti, ponendo in essa

p= ” i =4 g;im — E— m, essa si riduce precisamente alla (1), (1)

L L4

() Un easo particolare di gqueata formula fo da me lrovalo o proposgito di alenns mie nicerche
sulle equazioni differenziali (Circolo Matematico di Palermo 1903}, La (4} 81 polrebbe generalizzare,
ponendo

-.ft:# Hiz} der = lim E ‘F(l - &)

na—ei—]

dove ¢(x) & una funzione tale ¢he Mm 71
r—0 £

— | ere. eoe,
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Disosteazion:. ~ Dalla (1) si ha

Edgn)‘,tgn}= 1 4 2™ pt= 4= Ag® 5)
dove &
_ ' 1 (0 gy im0
A — {gim} pitﬂ]}i(l.—z + 1.2.3 +.. .)
e quindi

| A | < | 3yt oyl |2 oM, (6}
Dalla (5) si ha

;;j ghal gt.[n']

=1 APRE T ﬂ (1 4 2,i0) g (o)) L Brod (7)
=1

dove & par 1a (6)

MUY LS
I_'Btn:l | — | & A ge=1

< n (B2 M MO MO
=1

E yper e (2) avremo dumqne

Nt e
| Bt | < HﬂM pHH donde lim B = ). (8)
Ma -
Lim Ll‘: B = | plx)d=e.
n—m i—=1 L]

Quindi dalla (7), passande al limite per n =oc, oifeniamo appunto [in virth

della (8)] la formola (3), che ¢i eravamo proposti di dimostrare.

Gommo Fosimi.

1. — Peterminazione delle gundriseeanti di wna (uaterns di rette (ne/ me- .

K

todo delfe proiezioni centralr),

il prof. Lovia in un suo articolo pubblicate in questo giornale (serie II, wo- ".:: ipfi
lume 1V, pag, 289) da mna notevole soluzione del problema della ricerca dells - - ,»‘&7% H
quadrisecanti di una quaterna di rette. Poiche fra le soluzioni piti comuni non vedo 7
citata l& solnzione chre qui esporrd e che d’altra parte nom ho trovata esplicitaments

in aloon festo di Deseritbiva, mi permetto di esporla in poche parole, quantungue
per Ia semplicita del principio sa cumi si fonds essmn =i presenfi sponianeamente.
Le duse rette che si appoggiano a certe quattro rette date (A:, As), (B1, Bs),
(Cy, C2), (D1, Dg) sono le intersezioni delle due rigate;
d;® determinata dalle rette (Ay, As), (Bi, Be), (Ci, C2) come direlirici
fiz\* . » s (A1, As), (By, Bg), (Dy, Dy) ’
1 punti Ay, B, € sono intanto traceie di tre rette di 4,'%; di pin se gonduco

p. es. per Bi, Oy rispettivamente le parallele alle AgH., A.C: fino ad inconirarst -

in Ay, @ ner Ay, C; rispettivamente le parallele alle A3Bz, Bsls fino ad incon-
trarsi in B, ho nei punti Ay, By le traccie di altre due rette di d,'®, e precl
samente di quelle vette che hanns rispettivamente A. e By per punti fuga.

Anslogamente si possouo determinare le iraccie A"y, B”; delle due rette 4
4\ aventi ancors rispettivamente A: e By per punti fuga; di alire fre retis
dl ds' si conoscono gia le fraceie Ay, By, Dy,

Allora 1o ulteriori imtersezioni delle due coniche determinate, l'nna dai pnnll
Ay, By, C, Ay, By, Valtra dai punti A;, By, D1, A", B sono le trpecie
delle quadrisecanti richieste, @ mon @ difficile trovare 1 relativi pnnti di fags.

Se gia si conoscesse uns quadrisecante (5:3:) il punlo B; s1 pud gostitnire
tanto & Bt quanto a B”; nelln determinazione delle due coniche prima nominate.

Gouipo ToowolLi.
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RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 666, 682, 084, 685, 686 5 b81

©060. Fisendo dati due circoli ¢ e ¢ si consideri la parabola = di para-
metro costante p il cui vertice & situaio su ¢ e Uasse & tangente a ¢, ela parabola =
di parameire costante p' il cui vertice & situato su ¢ e asse & tangenie a ¢

Dimostrare che, se gli assi di & e @ sono perpendicolari, il fuogo del ceniro
del cireolo che passa per i guattro punti comuni alle due parabole ™ ¢ % $i com-

pone di otto conchiglie di Pascal.
E.-N. Bamsiex,

Risoluzione del sig. Gandini, R. U. di Pavia.

Devmzioni; 1% Con E intenderemo che la direzione positive stabilita sulla
retta AB @ quella diretta da A verso B; per senso positivo di rolazione di ana
rotta di an piano intorno s un punte della retia stessa intenderemo quello con-
trario al movimento dells lancette d'un orologio.

24, L’angolo AOB mara guello descritto dalla semiretta 04 quando ruota interno
ad O nel senso positivo per venire a sovrapporsi alla semiretia OB.

3s. Se ¢ & la tangente a nn esrchio di centro O in un suo punto A stabiliremo
che 1a direzione positiva sulla ¢ & quella che viene a coincidere col senso posi-

p —
tivo OA della vetta OA quando la tangente ¢ rmoiando intorno ad A diun angolo

retto o nel semso positivo vieme a sovrapporsi alla vetia 0A.

I. — Sieno C & O i centri di ¢ e ¢; V un punio variabile die; Ve Ve gli
estremi del diamsire di ¢ perpendivolare alla reifa CV; ¢, t'y, ¢g rispettivamente
le tangenti 8 ¢ in V ed a ¢ in Vi e V3. Cio posto & evidente che esistono sei
parabole w, n'y, s, — @, — =, — %2 tali che le prime tre hanno rispettivamente
per vertiei i punti V, V', V2 per parameiri p, p, p' per assi le relte ¢, #1, ¢ ®
gono dirette secondo le direziomi positive di queste ire rette (v. Def. 3%), mentre
Je ultime tre parabole hanuvo rispettivamente gli stessi veriici, parametri ed assi
dolle precedenti ma sono dirstte in senso contrario. Si devono dunque distinguere

i seguenti otbo ecasi

(=, 74); {7, we); (,—®1); (7, —7'e) ; (— =, 543); [(— o)) (—r,—71); (— &, —Tz)

che si oitengono combinande una parabola di vertice V con una di vertice V30 V.
Nel 8§ seguente considereremo perd solo il primo caso (m, my) dal gnale dedur-
remo poi gli altri selte.

11, — Beegliamo la f(_}r per asse delle X e la perpendicolare a CC' mnel sno
punto di mezzo O per asse delle Y, sml quale sceglieremo per direzione positiva
quella che ecoincide col senso positivo dell'asse delle X quando questo viene i
sovrapporsi all'asse delle Y ruotande intorno ad O mel senso positivo e di un
angolo retto. Questo sistema di nssi Jo indicheremo con (I).

SBia C=i—a,0), ¢=(a,0); per C e U conduciamo due semiretie parallele
alla direzione positiva dell’asse delle Y; esse inconireranno 1 cerchi ¢ e ¢ rigpet-

tivamente in H od H.
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Indichiamo poi con (7} la coppia di assi cartesSani oriogumali che si otiseme
assumendo Ia rebfa ¢ con la sna direzione posiiive (v, Def &) per asse delle z

0 la CV per guello delle y.
L'equazione di =, riferita al sistema di assi (7). &€ evidemismente

y? — 2pxr =03 (1)

inoltre, essendo # il raggio di ¢ e posto VOH = a, le coordinate di O rispetzo al
sistema di assi (y) sono

&£ = 1 COS% Yy = asenz —r;
quindi passando dal sistema (y) al sistema (I") le formule di trasformazione sarsnno

{I_=E.Eﬂ5ﬂ—1rsﬂﬂﬂ+ﬂﬂﬂi'l,
y = Xsenz 4 Y cosz + a senz — r;

percio la (1) diveuta

¢ = (X sena 4~ ¥ cosa | asenz— 2)* — 2p (X cosz — Y senx + o cosz) = 0. (2)

Analogamente, essendo 2 il raggio di ¢ ed osservande che ViOH = 900 + o,

_a i =L - 5 2
=l i A Rl L} I8 N ol e i WY 'l::' o W T

dalla (2) si deduce 'equazione di « riferita al sistema (T) cambiando in essa a -,"-.'-"-.‘-'__'-E,-
in —a, pinp, vins ed « in 90° 4+ a, Hsza & e
EE LG
b= [X cose — Y senxz — a cosx — +)% - 2p" (X senz + Yeosx — a gena) = 0. (3) pal ¢

Le parabole (2), (3) determinano il fascio di eoniche

¢+ Ap=0

nel quale a A =1 corrisponde un cerchio. Indicando con X, Y le coordinate del- .;..3_1;*:55!‘;; ' 'é,i
centro di detko cerchio, avremo ;:Ef‘ff‘:q f
{ X =acos 2z + (rr — p')senz + (3 + p) cos=z, - hrljf%f r .1

Y = —asen 2z - [y — p') cosz — (' + p)senz, regd .]

donde si ricava e
[ {E + () senx + Y cosg = r — p‘ 3 = - :.‘;.;'; . f

| — Ysanx 4 (X —a) cosza =14+ p, ‘*.1' »

dalle qnali, eliminando =, risnlta I'equazione del lnogo | ;frq: ' }
R UL 3

[(r—2) (X—a) — ') Y]+ [/ +p) (X+a) + (r—p) ¥ P= (X2} Y206 (4) 77 W
che rappresenta evidentemente wna guwrvica bicircolure. La (4) si pup trasformare -
nella seguente - | L
[E:’ _{_ Yi — {TE} l’E‘ﬂ _|_ ‘i"E _ ﬂE _ ”. — p']ﬂ S {.J.' ,_jr_p]'.l] —— ' ‘
=2a (0" +p)* — (r—pVIX 4200 — 22 + D) Y + [(r —p)* + o + )] a}, i

a ponendo v | ?
r—p =disendy, (5 ¥+ p=docose, (6 . s

essa divenla 1
(X* + Y2 —a?)(X* 4+ V! —a* — d,?) = 2ad,* (X cosgy + Y songp; +a).  (T) |

La retia - = i

X cosyp + Y sentpy -+ a= (0 (8)

¢ tangente al cerchio ¢’ di diametro UC' & d'equazione . |

X' Y g =) |
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nel punto Oy = (— n cosz,y, — @ 3601} ; avremo dungue per le (5). {6)

d; = -+ '{lr—p‘]“ + (#' + p)3, P Uﬁﬂ1= P1==2arcsen r:_l‘;_ /. 9arc cos ;- g (1
1
ot
Assumiamo la 0,0 per nuovo asse delle £ e Ia retia rappresentats dalla (8),
cx0& la tangenie in Oy a ¢” con la sua direzione positiva stabilita mediante la
Def. 3%, per asse delle . Allora Is formale di trasformazione saranno

X = £ eosp; — 7 sengy — g cosy, ,
Y = {sony; + 7y CosQ; — aseng, .
e quind) la (7) diventa

(6 +7® — 2ak)* = ds® (82 + 7).

Coxcruvsione. — La curva Inogo che indicheremo con 21 & la ehiorciola di
Faseal concoide di ¢ rispetto al poio O; ed al segmento addizionale d.
11, — Essende 0g, 04, O punii di ¢, poniamo

s =+ V(r+p 7| (p—#)%, CO0. — ¢; = 2aresen :]; L= 2arccos

ds= 4 Yir+p)*+(r —+ )%, CO0, — 3 = 2are sen - + 7 — 2are cos P

'} dy

i "——-,’ — ..

#y = +]‘1[3'—P.JE+{P—J"J', CU0, = o, — 2arcsen . = I = 2areccos & fﬂ :
i iy

e chiamiamo I, (i=1, 2, 8, 4} la chiocciola @i Fasgeal concoide dj rispefto al
polo O; ed al segmento addizienale d;, ¢ I quella simmetrica di ~; Yispetto alla
vetta CU. Cio posto esaminiamo gli altri sette casi del nosiro problema,

2% — (m, =%, 8i ha: T';E"H'=2'?D"+ z; 1"eqnazione di «', rispetto alla
coppia di assi (T) si pud dedunrla dalla (2) cambisndo in €S88 @ in —a, p in P,
7 7 ed « in 270° 4 «, Tale eguazione é

(X cos — Y senz — g cosx + 1')* — 2»' (X sen« + Y cos2 — ¢ sent) = ()

Iz quale diffesisce dalla (3) per i segmi di » e di . Per ottenere I'equazione del

lzego bisognera guindi cambiar segno a p ed 2 mei risultati del 1° caso (§ 11). i
trova chie 1l luogo & la X,.

8% — (m, — @), Bisogna cambiar segno a p" nei risnltati de] 10 caso (§ 11).
Il Juogo & 1n =,

4%, — (m, — 7'y). Bisogne tambiar segno a 2 nei risultati del 2¢ pagg 11 laogo
5! ]E E;.

5'1- GD1 TE:I 81]_ s [_ I, ﬂ‘ljr [_ Ty T:,EJJ [ [LF =.LJIJ-] & l:_j:l_-?:jﬂli Biﬂﬂgﬂﬂ.

cambiar segno a p rispettivamente nei risultat; ottenuti nel 19, 2¢ 3¢ o 40 o0
I luoghi sono rispettivamente le chiocciole di Pascal 2 iy Iha ™

1
IV, — BTsaminmamo aleuni casi particolari notevoli.
»—=p', ¥ =p, — Ey e Ty degenerand nel cerchio ¢'. Gli altri Jaoghi riman.
gono sempre conchiglie di Pascal.
@=0. — 1 eerchic e ¢ hauno il sentro in O; Zie Z; degenerano pel cerchio
di centro O e raggio d; e nel punio O (doppin).

(*1 85I considernano solo archi pogitivi (v. Def. 2v): inolire & evilente che guents egnaglianze.
come anche le nltre analoghe che stobilireme in sepuito, formiseonc un sole ralore P#r 71 (e sAra

quello che noi acegiteremo) tnle che sin (0= ¥1<3db® Tl punto Oy di £ resis dunque univpes-
mente determinalo,

- — [ - - e - o
e = e iy - S S s - = b T ' eyl — b — -
& £ = = - i - — - — = = - - - < =
— ' . . Y — - = —— = =
T ; e = —=TT10 =TI = T = e = ot = 3 ==
- - : T S ic S— ST = - -
e —— E ‘e im - § - - 1 A = == e e = = - i -
S Ty W gy T : e, = -
iy L= m""_n._':' s s T - L e . = =
BT & T — —  —— r e = — = = E - - - . s
= =3 + = - e = L=y - k! SR = =i . =
= —F e Wy e et e — —- = law = =
— r L - a
5 - o i -

.I !:11
Ry
H ':.‘I

f“!;: E_FJL_\!"'-I'.'I“ .. _r i -'__,_-_-_ :'"'-.'_ [

. . - _..i'hﬁ‘:-{ A T,

——— e —— -
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pr=r"=40. — 1 luoghi 21, 24 I3, Z g coincidono in un'unica conchiglia di
Pascal; quindi coincideranno anchs Xy, T, ¥s, Z2 in una conchiglia simmeirica
della precedente rispetip a 0C: quando si ha

p'+pt—4a*=0
le dne conehiglie diventano due eardioidi.

p=p"=0. — 1 lnoghi 2, 2, 2's, T2 e gli aliri £, %, Zi, Iz coincidono
vispettivamentie in doe conchiglie ungusli e simmetriche rispeito a UU. Questo
caso & notissimo; esso oltreché essere una specializzazione del nosiro problema
lo & anche deal segnenie

Trorewa. — La _curva deseritta dal vertice di un angolo coslante che 8i muore
con continuild in un piano manienendo sempre ¢ suoi ladi tangenti rigpetiivamente

a due circanfgrenze date ¢ uno chiocciols di Pasecal. {7)
p=p' =r=0. — 1 lnoghi vengono tutii a coincidere con la podaria di ¢

rispetto 8l polo C, o altrimenti, con la concoide di ¢ rispetio al polo C e al
segmento addizionale +.

p=p"=3"=0. — Caso analogo al precedente.

p=p =vr=9"=0. — I luoghi degenerano tutti mel cerchio ¢. Da queste
caso si dednce il neto

Trormma. — Il luogo dev vertici degli angoli relii ¢ cui lali passana per due
punti fissi C e C ¢ il circolo di diametro CU',

GS2. Calcolare Vinlegrale
I:Lf‘”zkn -+ a — (2 — «) . dr.

E.-N. Bazrisies,
Risoluzione del sig. Gandini R. U. di Pavia.

Si ha | -'
v '_- I.'lf |I d !
Viz + o — (22— a) =4 [3a +1— (Viz + a — 1)) s
dx =3 Viz + a.d (Yiz + 0 — 1), et .
e ponendo I:
¥3a + 1= g, Viz fa==+1, onds A
SRR s
2V21= ((z + WY —F dz = [2V¥a'—23dz + [Va'— 2% d-. SOl |
=1 ha . i

er']”u""—z"’ dz = —1}J"1"m.€ (2% — 2%) = — } (a® —2) Ve —2* + o1,
3 3 |

t_r}' e?—zg?dz zj{zdz}]/%ﬂ—]-—— ¥ 27 ;E— 1

o

+~}~1E dz -—1}5}{;;?-_3*-[— .}usarcﬂani+ﬂn:
quindi

2Y2 l=[42—1% [u’—z’}]]jm"'—z’-l—%a.’ BY'C EEBE—]—L‘;,

¢ definilivamente,

I=— 5 [YizFa—42r—a)+ 8] Ve F u— (22 —a) +
3n -+ 1 V—‘Lr-l-fl'—'l_*_m

—— RIC SEN
4 V2 ¥8a+1

(1) V. p. es. E, Pascar, Repertorio, I1, pag. 763.
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GS4. 1 luogo dei centri delle coniche che passano per i fuochi @i un’ellisze

¢ sono tomgenii ad esse i un punto dato, & un'iperbole.
E..-N. Bagrisizy.
Risoluzione del slg. Gandini, R. U. di Pavia.

Lemua. — I Tuogo dei centri delle coniche di un fascio
?+Ad=10 (1)

& unG conica.

Infatti le eguazioni

Px+Ap=0, g+ A;=0
rappresentano done diametri della {1); eliminando tra esse il parameiro A si ottiene
l'equaziong del luogo il quale & la coniea
P2y — a9’y = 0.

Con facili considerazioni geometxiche si vede che tale conica passa per i punti
dingonali e per | punti medi dei laii del quadrangolo base del fascio.

Ora se I, F’ sono i fnochi dall’ellisse data o ¢ & In tangento in on suo punto P,
totte le coniche tamgenti all'ellisse in P e passanti per I', I formano evidente-
mente un fascio; il lnogo richiesto & quindi V' iperbole che passa per P, por i
punti medi dei lali del triangolo PFF’ e per il punto (2, 'F).

OMS. 5 considerine due cerchi fissi ¢ ¢ ¢ di centri O ed O, ¢ un diametro AB
di ¢. Eszendo P la proiezione di un punto M di ¢ sul diametro AB, si descrive il
eircolo ¥ che ha per ceniro M e per raggio la media geomelrica tra ¥l raggio del
circolo ¢ ¢ la lunghezza OP (0 MP). Dimostrare che Vasse radicale diy e ¢ invi-
luppa una conica.

K.-N. Bamisizn.
Risoluzione del sig. Gandini, R. U. di Pavia.

Scegliamo OA per asss delle z ® lo mormale ad OA in O per asse delle y.
Sia M= (, y); r il raggio di ¢; Vrz quello di v o
C+Y'+aX Y +y=0
I'equazione di ¢’, Quella di y sara

(X — 2V (Y —g)?—rz=0,
Tenendo conto che
z' 4+ y* =%, (1)

I'equazione (in X, Y) dell'asse radicale di v e o &
ZXF+raz4+2Yy+aX+5Y +y—=rt=90,
Az + By-+C=0 (2)

08818

essendo
A=27N 3+ 7r, B=2%. C=aX+ 8Y 4 v —»?,

Dalle (1), (2) derivando rispetto ad z ¢ y risnlta vispettivamente
xdr +ydy=0, ®Adxr+ Bdy=0;
dalle quali eliminando dx o dy risulia
Bxr— Ay =0, (3)

Eliminando iz e y tra le (1), (2), (8), si ottiene l'equazione dell'inviluppo della (2),

che & la conica
C*— 2 (A2 L By =0,

Nel caso che il raggio di vy sin f;:-; la dimostrazione & analoga.
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O8O Zssendo O il vertice, a Passe e & Passintoto di una “versiera di Agnesi,
e T il punio di contatto di una delle tangenti condoite da O alla eurra, dimosirare
che la parallela ad & condotta per T divide Parea compresa tra la curva e le vette
a ¢ d in due parti equivalenti. Si cerchi anche di dividere in due parti equivalents

Varea suddelia per mezzo di una vetia parallela a d.
E.-N. Bazmsiey.

Risoluzione del sig. Gandini, R. U. di Pavia.
S81a O il centro ed + il raggio del circolo gﬂﬁeraturﬂ della versiera: A=(d, a).

—r —
Sceglieremo rispettivamente la CA per asse delle z e 1a perpendicolars a CA in C
per quello delle ». Allora Vequazione della versiera sari

=y (r—z)—r*(r42)=0. (1)
1.° Calcoliamo 1'integrale indefinito 1= _f ydz. Si ha

d’ =
o rV:-’—:r’+rEarcﬂeni+U;
T

quindi I'area compresa fra la curva e le retie 0 e d & data da

= [——- »Yr*— x* + +* arc sen ;]r = %,
2%, La tangenie condotia nel punto generico (2, ») alla (}) ha per equazione
— a2
I 0z
~ P+ X —2) 2 r—z) (Y —y) =0.
Questa retéa passa per O'=(— 7, 0) quando
y* (32 — )+ 1 (r 42} =0. (2)

Dzlle (1), tB) s) ricava (X a=—7r, $,2=10), (234=0, y5,4= =+ #»); quindi i
punti di contatto delle tangenti condotte da O alla curva sone

OZ[_ L D}] TZ[OI r]; = (UI — 7).

0P
x Y—y)—=10,
( + ( ﬂ]ay

cloé

Dungue ' mren compresa tra la enrva, la yette o e @ e la parallela per T

ad ¢ sari

([ i = D " [
I_; + 7% = [— r Yot — % - 1® arc sen ._-] + 12 = 1 mp? ¢, d. d.
=¥

1
3% Volendo dividere in due parli equivalenii I'srea compresa ira In curva e
le rette @ e d@ con una retta paraliels s d si dovra determinare una 2 tale.che sia
R B
vale a dire ' ’
' x

— 9 V¥ — 2% 4+ »¥ arc sen ?=D,

T? x*°
cna}/I“F=l/1——F.

Si traita quindi di risolvere 'equazione

donde

Chs e = <.,

el ey S i

ok
[= = T P S ™ =
'_--l‘-—-"'-.'-‘l-"-l-.-n-h.-...|.—

win -, = cragi

—_—

e W

i s — g E BT
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OSS. Dimostrare che ia ratia avente per egnazione

A2 ) (22— 03 2hp 4 aYy — o (AT — p? — 2 Ap) =0, (1)
essendo & parametri ) e p legati dalle relazione
A% f p? = s (2)

mviluppa una conica. Quando & warin guesta conica inviluppa wna quartice, e
quando b varia questa quartica inviluppa tre retle, una delle gquali 2 doppia ed

¢ nssintotica alla quartica.
E.-N. Bariszer.

Risoluzione del sig. Gandini, R. U. di Pavia.
La (1) la possiamo scrivere cos)

(Z+y—a} (M —pH 42zt y+a)ip+ 24 pYa Faly=0. (3)
La (2) equivale alle seguanti posizioni:
A=heosh, w= psend,

tenendo conto delle quali, la (8) diventa

b*{z+ y— a) cos 20 4 b2 (2 +y+a)sen20 4- x4 a¥y=0; (4)

la (4) derivata rispetio a ¢ diventa
(z+y-Fo)lews20 —({z4+y—a)sen20=10, (5)
Eliminando 0 tra le (4), (5) si ottiens Uinviluppo della (1). Esso & la conica
(B + a*)? — 254 [(z 4+ 9)* + 0% = 0. (6)

L'inviluppo della (6), guando @ varia, & la quartica
b —20%y + 29 (2 +y)?* =10,

la gunale, variando 3, inviluppa le tre rette (una doppia)
=0, V2l@+y+ax=0.

QUISTIONI PROPOSTE

695. Determinare il luogo geometrico dei punti del piano di un
triangolo tali che le rette che congiungono le loro proiezioni sui lati
con 1 vertici opposti siano concorrenti, & determinare anche il Inogo
der punti d’incontro di guest ultime.

696. Trovare la condizione n#cessaria e sufficiente percha le con-
giungenti 1 vertici d’un tetraedro con i punti di contatto delle facce
opposte colle rispettive sfere ex-inscritte passino per un medesimo

punto. E. Picoion.

697. Trovare una eurva piana tale che il circolo circoseritto al
trizangolo formato da una retta data, dalla tangente e dalla normale
in un punto variabile della curva, sia tangente alla retta che unisce
questo punfo con un punto fisso della retta data.
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698. Trovare una curva piana tale che due rette fisse del piano ,

tra loro perpendicolari stacchino rispettivamente sulla normale o
sulla tangente in un suo punto variabile due segmenti che stiano tra

loro in un rapporto costante K.
A. GArDINI

BIBLLIOGRAFIA

M. D’Ocaene. — Le Caleul simplifié; 1905, pag. vi-228. — Ganthier-
Villars, Hd.

I nyoneri governano il mondo, disse Platone, mn senza dicertivlo, ha aggiunto
qualcunc; e siccome la sentenza del grande allievo di Socrate si avvera sempre
pin col crescere della civilta e ln necessiti dei caleoli non si presenta pia ai
cultori delle scienze esatte solianto, ma ancle, ¢ piih largamente, a1 naviganti,
agli ariiglieri, agli eletiricisti, agli ingegneri, agli strateghi,... & natarale che

cresen sempre pia il desiderio, anzi il bisogno, di semplificare, di abbrevixre o,-:

magari, di sopprimere addirittura ogni specie di c¢aleolo grafico o numerico. ()

Né si deve pensare che questo bisoguo sia meuno sentilo da ¢hi abbia wna
estesa cultura matematica, perché & una vern eresin il cvedere che la disposizione °°

alle matematiche sin accompagnata da una potevole abiiita &l caleolo nnmerico.
Nella storia dei matematici illustri due soli, che io sappia, ebbero veramente
questa abilita: Enlero e Wallis, quest’ nltimo specialimente che giunse a calcolare
@ mente la radice quadrata di un nomero gualangue di cinquanta ciire. Come
eresia, senza dabbio maggiore, & quella di credere che una grande abilith al eal-
colo numerico sin indizio di disposizions alle matematicke; ¢ ben se ne accorsero
guelli che teniavono di edncare i Mondenx, i Mangiamelli, gli Inaudi... tat
sterili prodizi, clie il Lueas, a ragione, chiama * mnclines aritmétiques a grosse
idte .. (%) -

Per ragginngere lo scopo necennato, fin dalla piit remota nntichita si comineid
ad immaginare dei mezzi pitt ¢ meno adaiti: nessuno perd, fine a pochi anni fa,
aveva pensato a raccogliere e a classificare tuthi gnesti vari, pnmerosissimi, modi
di semplificazions, Fu solo vel 1894 che il prof. d'Ocagne, nome gir noto ai cul-
ltori delle Matematiche Pure, pubblico in un fascicolo di nn centinaio di pagine (*)

(1) L'illustre generale Menabrea, che fu snehe un fine uomo @i stato e un matematico agregio,
“ aggiongeva: ® Quoante cgmervazioni rimangone inutili al progresse delie smenze solo pershée non
“si b avuts Ja forza sufficiente per caleolnrne i risnltati! Drvanti a un longo e arido enlcolo, dn
“ quanio scoraggiamento si sente preso I'nowo di genio, il quale nen domandn ehe del tempo per
“meditaro ¢ se lo veda rubato dalla materinlitia delle opernaioni. Ma & sclo per Ia labowiosn vid
* dell'anabisi che sgli deve arrivare alla veriti, ed & non Ia pub seguire sanza essers gulialo dni
“nnmeri, pereh® senze i numeri non & possibile sollevare, neppure in parte, il valo ¢he nasconde
* i misteri della natora ., :

() Anehe a me capith, gnalehe anno fu, di sssisiere agli espevimanti i une di gnasti prodign.
Era un cerio Pierini di Pomarancia (del quale hio perduto ogni traecin), anch'esso guardiano di pe-
core oome i lre citali. Ebbene, in una éwfervista che ebbi een lui, dopo | suvi esperimentd, non mi
fu possibile fargli capire che, invece di moltiplicars per 20, per 145, .. . conveniva meglio ﬂ:iﬂ'ﬂﬂi:ﬂ
per 4, per & ,,., o moltiplienre poi il quoziente per 100, pey 1000, .., o, meglio aneora, woliipli-
gare per &, des, fre., ., volie di segulle.

(3} Le Calenl Simplifid, — Ed. Gauthier--Villors, Parigi, 1004,
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tre sue dollissime conferenze (teunte in forma elementare, al Comnservatorio Nazio-
nale d"Arli e Mestieri), nelle quali a grandi linee & tracciato tutto gquanto d¢i note-
vole si & fatto in proposito. Quel fascicolo, com’ era dn mspebtarsi, ebbe fortuna
¢ I'A. ha dovuto ora pubblicarne una secondsa edizione; perd le aggiunte e la
maggiori spiegazioni son tante che il fascicolo s & trasformato in un volume di
pin di duecento pagine, e lo ha pnbblicato la Diits Gzouthier-Villars, nella sua
splendida Bibliothégue général des Sciences.

E noi erediamo far cosa utile accennando brevemente sl contennto di quasto
pregevolissimo volume, perché speriamo che cost nascera in meolti il desiderio d;
conoscerlo; e ci angurinmo che anche in Italia sorga qualche forte cultore di
questo importante ramo delle Matematiche Applicaie, al quale I'illustre fondatore
della Nomogrofia hu dedicata, da tanti anni, la sna feconda operosita.

LA, comincia col classificare nei Beguentl sei gruppi i mezzi in discorsoe:

1% Gl 4strumenti aritmedici;

2% Le wmacrhine aritmetiche;

3% Gli dstrumenti e s macchine logaritmiche;

4°. Le favole mumeriche;

o's 1l ealeolo grafleo ;

6". Le tavole grefiche :

Degli istraumenti aritmetici ben poeo ¢’ & da dive; I'unico notevole, dopo i fa-
mosi bastoni di Nepero, & quello, reecentissimo, costituito dalle réplettes dell'inge-
gnere (ienaille, che permette di semplificare molto sensibilmente le ordinarie
moltiplicazioni.

Delle macchine aritmetiche invece ¢ & da dire moltissimo e I'A. ne fa une
studiv assai esteso e, crediamo, quasi complete. Cominein colle acchine pet
addizionare, da quella di Pascal (primo esempio che si possa citare di nna mae-
chinn da caleolare) finoe alle macchine s tastt ameoricane, o, principalmente, a
quelle ingegnose casse registratrici, proprie ad assienrave meceanicamente il fun-
zionamento di una azienda commereiale.

It capitolo delle maccline per moltiplicare & senza dubbio, uno dei pitt inte-
ressanti del libro. Comincia con qualche indicazione sulls macchina di Leibniz, (1)
molto notevele dal punto di vista teorieo, ma che é rimasta allo stato di envio-
sith seientifica. Poi, dopo avere passalo in rivista i tentativa fatti sulla stesan via
da Hnhu, da Miiller, da Mahon e da Stern, arriva all’ aritmometre di Thomas, il
quale ha costituita la prima scinzione, pienamente soddisfacente, dsl problems
della moltiplicazione e di cui I'A. da una qieserizione melto dettagliata a inte-
ressantissima, L' organo essenzinle di quesla macehina, commne con guella di
Letbuiz, € il tambure a nove denti d Ineguale lunghezza, che si trove auche
nelle macchine di Maure!l, di Edmondson e (i T'chebichef, Anche di guest’nltima.
che offre la particolarith di essers a movimento continuo, 1I'A. di una deserizione
completa e dettaglinta, dedncendola da notizie attinte dalla boeca stessa di Tele-
bichef. Passa in seguito alle macchine, il cni organo essenziale nom & pia il fam-
buro a denti di varia grandezza, ma uns roota con un mumero di dent] variabile,
Una ruota di quesio genere si trova per la prima volta nella macchina per addi-
zionare di Poleni; (?) si ritrova poi f8lla macchina cireolare di Roth, ma pssa
non ha presa una forma veramente soddisfacente che nella macchina di Odhner,
guella che & chiamata la Brunswiga in Germanis e 13 Rapide in Francia, e che,
molto perfezionata dal punto di vista meecanico, (°) si cosbraisce dai fratell] Cha-

('} Leibniz, per costruire Jn sus maeehing, spese venfo mila lire: o quesato nell'amno 1673,

19} 11 nemue i gueste nobile venezinng, che visse dua sacoli fn, & il solo nome Haliano che
figuri nelia storin deile macahine aritmetiche ¢ logaritmiche. Potrebbero pert, in guest’ nltima,
Bigurare anche quello del Cas tigliano. e speciaimenta dal Porro, inveniori di due notevoli aritmogradl,

(*) Dollo stesso tipo ci sembrano le reeentissime Monopol; esse, fra aléri vanlagel, pressntano
anche quelio di essere messs in movimento dalla mans sinisira del ealeolatore, il quale ba cos)

la dedtra libera per traserivere d; mane in mano 1 risultati.
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tean sotto il nome di Dactyle, (*) Infine, fra gquesio gruppo di macchine per moltbi-
plicare con ripetute addizioni, 'A. mette anche quelle a contatto intermittente, i
tipi principali delle quali si hanno nells macchine di Dietzschold, di Grant, o di
Selling, Ma la prima macching per moltiplicare direttamente fu esposta solo
nel 1889 da un giovane di 18 anni, Leone Bollée; () essa & on capolavore di
meccanica. Il principio sul guale & basata & pol stato applicato, sotio una forma
differente, anche da Slerger.

Per la costrnzione delle tavole numeriche, I'A. aceenna alle macchine a dif-
farenze, che furono ideate per la prima volta dal Miller, e che furone poi rea-
lizzate, per lo differenze seconde, ds Babbage e, per le differenze quarte, da Scheulz
o da Wiberg. Quesie ultime serveno, oltre che n caleolare, anche a stampare, e
con esse si sono gii stampate dells tavole logaritmiche.

I’A, termina il suo importavtissimo stndio aceenmando al grande progetio,
- disgraziatamente non realizzatoe, della macchina analitiea di Babbage, colla quale
si sarebbe potuta effettnare qualungue serie di operazioni su wumeri gualingue.

Nel capitolo segnente (gli istrumenti e le maocchine logaritmiche), dopo una
dizressione molto semplice, na molto interessante, sulla storin e sulla teoria dei
logaritmi, I'A, enumera e descrive totti gli istrumenti {regeli, circoly, eliche ,..,)
fondati sul loro use, per terminare colla notevolissima maochina di Torres, per
risolvere le equazion],

(31i aliri due eapitoli, snlle tavole numeriche e sui calcoli grafici, non conten-
zono che rapide, ma interessanli, indicazioni.

Neil'nltimo capitolo finnlmenie, sulle tarsle graficke, I’A. comincia collo sta-
bilire la perfetia anionomin del calcolo nomografico; poscia con rapidi e magistrali
cenni, da nna esafts iden della genesi della Nomografia. Passa qunindi ad esporre,
sempre in forma semplicissima o servendosi del lingmaggio ordinario, i principd
piit usuali di questa dottrina: metodo cartesiano di Ponchet; anamorfismo semplice
di Lalanne; anamorfismo generale di Massau; sbbachi esagonali di Lallemand;
e, finalmente, punti allineati & nna e a due quote, la cui geniale idea fu forse
guella che spinze I'A, a fondare la Nomografia.

Ginoto perd alla fine del suo lavoro (pieno anche di preziose citazioni biblio-
erafiche), 'A. si chiede se lanta ricchezza di procedimentl per eviltare i calcoli
numerici corrisponda realmente R una necessita pralica e se era necessario mol-
tiplicare cosi le soluzioni di un problema, in apparenza sempre lo stezso, B In
breve risposis che Egli si da, dinostra appunto che questa ricchezza corrisponde
alla diversa speeis di calcoli che si presentano nelle diverse applicazioni, e, ag-

ginngiamo noi, anche alle diverse condizioni materiali in cui si possono frovare

i diversi saleolatori.

li ¢onelnderemo dicendo che solo chi nen si & mai trovato nella nseessita di
dover fare lunghi caleoli numerici di nno stesso tipo o di dover freguentements
sevrvirsi di una stessa formula, variandone i dati, pud non apprezzare |'ntilith delle
macchine da caleclave e degli abbachi; e pud trovar giusio guanto asseriva un
nostro illustre professore, il quale, reduce da una delle prime esposizioni di Pa-
rigi, parlandoci delle macchine aribmebiche che egli vi aveva viste, argutaments
concludeva: * perd la miglior macching per ealcolare & sempre quella costitnita

da un pezzo di eartan o da um lapis ,.
(x. PEsor

(1) Per nostrs esperienza personale possizmo asserite sle |n macching Thomas ci pare prefo-
rihile alla Dactyle, pereht affatica molto meno il braccio & perche i sne prezzo v sengibilmente
Minore.

() Qussto nome b poi diventato eelebre, mon perb come guoello di nn merpvigliosy & precots
inventore, sibbene 2ome quells di un foriunato & ardito antomobilista.

(F1urio T.azzerl — Dhretéore-responsabile

Finito 41 stampare U 5 aprile 1905
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LE DEFINIZIONI GENERALI IN MATEMATICA

(Continuazione ¢ fine 1 fasc. precedente)

Aritmetica,

12. Non si deve definire il nemero infero; invece si definiscono
generalmente le operazioni sui numeri interi; eredo che gli allievi
imparino queste definizioni a mente o non vi annettano senso aleuno.
Cio dipende da due ragioni: prima di tutto vengono insegnate loro
troppo presto, mentre I’ intelletio loro non ne prova ancora bisogno
aleuno; in seeondo luogo tali definizioni non sono soddiefacenti dal
punto di vista logico. Quanto all'addizione non se ne potrebbe tro-
vare una boona, semplicissimamente perché occorre fermarsi ed a
impossibile definir tutto. Non definir I'addizione dire che consiste
I agginngere. L'unica cosa fattibile consiste nel partire da un eerto
numero d'esempi concreti e dire - loperazione che abbiamo fatta si
chiama addizione,

Quanto alla sottrazione & un'altia cosa: si puo definivla logica-
mente come 'operazione inversa deil’addizione; ma ocecorre Comin-
clare di 1a? Anche N bisogna principiare con esempi, mostrare sopra
esempl la reciprocita delle dye operazioni; la definizione sara cos) pre-
parata e giustificata,

E lo stesso anche per la moltiplicazione; si prenders un problema
speciale; si mostrera che si pud riselverlo addizionando fra loro molki
numeri egueli; si dimostreri poi che si arriva pin facilmente al
risuliato con una moltiplicazione, operazione che gli allievi sanno
gia fare per pratica, e la definizione logiea ne consegniri matural-
mente.

S1 definira la divisione come operazione inversa della moltiplica-
zione; ma si prineipiera con un esempio tolto dalla nozione familiare
dello spartire, e si dimostrer con quest’esempio che la moltiplicazions
riproduce il dividendo,
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13. Ho gia parlato delle frazioni; ho detto che si comncia colla

torta, e si fa bene; & proprio di )i che si deve prineipiare. Poco dopo
gi spingerd I'astrazione piu oltre, o si introdurra la grandezza continua

che ha per prototipo la lunghezza; occorre mosirare (dico mosirare,
mostrare agli occhi e, beninteso, non dimostrare) che & divisibile
all’infinito, ed il resto andra da sd. Quanto alle definizioni piu sottili,
a quelle puramente aritmetiche, bisogna abbandonarle all’insegna-
mento superiore, se si vuole occuparsene,

Rimangono le operazioni sulle frazioni. Non vi & difficoltd che
per la moltiplicazione. E meglio esporre prima la teoria delle pro-
porzioni; & solo da essa che potrd nascere una definizione logica; ma
per fare accettare le definmizioni che si incontrano al principio di
questa teoria, bisogna prepararle con frequenti esempi, tolti a1 pro-
blemi classici della regola del tre, in eni si avra cura d’ introdurre
alcani dafi frazionari. Non si temera neppure di familiarizzare gh
studenti colla nozione delle proporzioni mediante le immagini geo-
metriche, sia rivolgendosi alle loro rimembranze, se hanno gia faito
studi geometrici, sia ricorrendo all’ intnizione direita, se non ne hanno

fatti, cosa d’altronde ehe ve li preparera. Aggiungerd, finalmente, che .

dopo definiia la mnlt.lplmamnnﬂ delle frazioni, bisogna gmahﬁcalﬂ
tale definizione dimostrando com’essa sia commutativa, associafiva e

distributiva, e facendo bene osservare all’uditorio che si fa questa .-
constatazione per giustificare la defimzione.

14. Per definire il numero incommensurabile, bisogna nuovamente
prender le mosse dalla nozione di grandezza continua, e, tra -queste -
grandezze, scegliere un esempio, che pud essere solo la lunghezza.
Proveremo che certe lunghezze possono esprimersi mediante numerl

commensurabili; che altre nol possono, ma sono legate alle prime -

da relazioni d"inegnaglianza. Sapete come tali ineguaglianze permet-
tono di definive 1 rapporti ineommensurabili di modo che 51 SArd
con tutts naturalezza condotti alla definizione del numero incoim-
mensurabile, Sari bene scegliere un esempio, in cui I'impossibilita di
aceghexe una comune misura possa’ dimosirarsi facilmente, tale I'e-
sempio classico di V2.

Per le operazioni sui numeri incommensurabili bisogna giustihi-
carne in dne modi le definizioni; prima dal punto di vista lngmu,
dimostrando che soddisfapno le stesse regnle di quelle de’ numerl
interi; eppoi con imagini conerete, che si potranno prendere dalla
geometria. Non sono difficili a trovarsi. Nel libro di Hilbert s1 trova
un intero eapifolo che & una vera aritmetica illusirata. Ho fatto
dianzi le mie riserve su detto libro, ma vi & da prendervi molto.
Del resto, poiché il numero incommensurabile non dev esser deﬂm:tﬂ
che a studenti gih progrediti negli studi, essi comprenderanno subito
queste 1magini.
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15. Passiamo ai numeri negativi; occorrono qui maggiori precan-
zionj. Si moltiplicheranno prima gli esempi di grandezze suscettibil
di cambiamenti di segno, come 1 segmenti, gli angoli, il tempo, la
temperatura, e si faranno su talj esempl gl esercizi di addizione e
sottrazione. 1 termometro & a 4 gradi sotto zero, aumenta o calp di
6 gradi, che diviene la temperatura? ece. Cosl preparata, la definizione
dei numeri negativi, quella della loro addizione e sottrazione sara
facilmente accettata. Quella della moltiplicazione si riduce in ultima
anahsi alln regola dei segni; lale regola sara compresa, se la
giustificate in due modj: 1¢ logicamente, dimostrando che soddisfa
alla legge commutativa e disiributiva; 2¢ con esempi concretl; e di
simili esempi ne vorrei due specie: prima esempi geometrici presi
nella teoria delle proporzioni e della similitudine, e che saranno il
seguito di quelli gia visti a proposito degli incommensurabili; eppoi
esempi tolti a1 movimenti uniformi: sono ; pil atti & dare una ragione
concreta della regola dei segni.

Si vede quale parte fanno in tutto questo le imagini geometriche ;
e qnesta parte & giustifieata dalla filosofia e dalla storia della scienza.
Se I'aritmetica fosse rimasta pura da ogni mescolanza eolla geomeiria,
non avrebbe conosciuto che il numero intero;  stato per adattarsi
ai bisogni della geometria che ha inventato altre cose.

Geometria.

I6. In geometria si incontra prima di tutto la nozione di linea
retta. E possibile definire la linea retta? La definizione conoscinta,
1l eammino piit corto da un punto all’altro non mi soddisfa affatio.
Partirel puramente dallg riga, e mostrerei prima all’allievo come 81
possa verificare una riga col Yovesciamento; questa verificazione b Ig
vera definizione della lines retta; la linea retta & un asse di rota-
zione. Gli si insegnersbhe Poi a verificare Ja riga con uno SCOTI']~
mento, e si otterrebbe una delle pit importanti proprieta della linea
retta. Quanto a quell’ altra proprieti d’essere il eammino piu corto
da un punto all’aliro, & un teorema che pud venir dimostrato apo-
ditbicamente, ma la dimostrazion® ¢ troppo delicata per poter trovare
posio nell'insegnamento secondario. E meglio imsegnare che una riga
precedentemente verificata si applica sopra un filo teso. Non oceorre
temere, in presenza di analoghe difficolts, di moltiplicare gli assiomi,
giustificandoli con esperienze grossolane,

Di guesti assiomi, bisogna pure ammetterne, e se ne ammettiamo
un po’ pin di quanto sia siretbamente necessario, il male non & iroppo
grande; l'essenziale & di imparare a ragionare giustamente sugli
assiomi una volta ammessi. Lo zio Sarcey, cmi piaceva ripetersi,
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944 PERIODICO DI MATEMATICA.

diceva spesso che al teatro lo spettatore aeeetta volentieri tubti i
postulati che gli vengono imposti sul priseipio, ma che una volia
alzato 1l sipario, diviene infransigente quanto alla logica. Ebbene, &
lo siesso per le matematicle.

Per il cireolo, si pud partiv dal compasse; gli allievi rieonosce-
ranno immediatamente la curva tracciata; si fara poi osservar loro
che la distanza tra i due punti dello strumento rimsane costante, che
una di queste punte & fissa e I'altra mobile, e s1 sarh cosl natoral-
menfe condofti alla defimzione logiea. |

La definizione del piano implica un assioma, e non bisogna dissi-
mularlo. Si prenda una tavola da disegno e si faccia osservare che
una riga mobile s1 applica costantemente sa detta tavola, e cid con-
servando due gradi di liberta. Si potrebbe comparare col cilindro e
il cono, superficie sulle queli non si potrebbe applicare una retia altro
che lasciandole un solo grado di liberta; poi si prenderebbero tre
tavole da disegno; si mostrerebbe prima ehe possono scorrere rima-
nendo applicate Funa sull’altra, e cib con tre gradi di liberta; e final-

mente per distinguere il piano dalla sfera, che due di queste tavole, |

appheabili sopra una terza, sono applicabili 'una sull’altra.

V1 meraviglierete forse di questo continuo uso di strumenti mobili; - = %n

non & questo un volgare artificio, ed & molto pin filosofico di quanto 574

sulle prime si crederebbe. Cos’ & la geometria pel filosofo? B lo studio piGS
di un gruppo, e di qual gruppe? di guello de’ movimenti dei corpi- L
solidi. Come allora definire questo gruppoe senza far muovere alcuni’ Rt

corpi solidi ?

I7. Dobbiamo conservare la definizione classica delle parallele e

dire che si chiamano cosi due rette che, poste sul medesimo piano, non - ‘:-;,';'.;"' e
sl incontrano per guanto si prolunghino ? No, perché tale definizione -

& negativa, perché non pud esser verificate coll’esperienza e non po-
trebbe guindi venir considerais. come un dato. immediato dell intui-
zione. No, specialmente perchd & fotalmente estranea alla nozione
di gruppo, alla considerazione del movimento de’ corpi solidi, che

e, come ho detto, Ia vera fonte della geometria, Non sarebbe meglio

definir prima la traslazione rettilinea di una figura invariabile, eome

un movimento in cui tubbi i punti di quella figura hanno traiettorie 13";,'-".

rettilinee; mostrare che una traslazione simile & possibile, facendo
scorrere una squadra sopra una riga? Da fal constatazione speri-
mentale, elevata ad assioma, savebbe facile fare uscire la nozione di
parallele e lo stesso postulato d’Euoelide.

Quanto al libro terzo, non esiterei nel dare all’'ometetia la pre-
cedenza sulla similitudine, e nel considerare quasi sul principio la
trasformazione omotetica in tutta la sua generalita. Nell’esposizione
delle teorie geometriche, hizsogna evitare che i teoremi sembrino eome
isolati gli uni dagli altri e mostrar bene il filo che li unisce. Ora,
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%

ogii libro della geometria & 1o studio di un grappo di trasformazioni;
I teoremi non si sueeedono & €aso; sl susseguono in ordine sempre
eguale; se mi permetiote di usare un linguaggio i::an differente da
quel che occorrerebbe nell’ Insegnamento, bisogna sempre determi-
nare la strotlura del grappo ed 1 suoi invarianti. 1 quindi questo
gruppo il legame apparente o nascosto di tutki i teoremi di un me-
desimo libro: senza pronunziare la grande parola gruppo, @ facile
lasciarla intravedere, Nei libri precedenti, considerammeo solo il gruppo
degli spostamenti di un corpo solido. Nel terzo si considera il gruppo
delle omotetie o quello delle similitudini; & meglio principiar dal
primo che & il piu semplice. I'uso del pantografo daria un esempio
conereto di trasformazione omotetica, che penetrera facilments nello
spirito dei giovani e vi restorh. |

Ho detto che 1a massima parie delle definizioni matematiche 50N0
vere cosbruzioni. Quindi nop & meglio far prima la costruzione, ese-
guirla davanti agli allievi, o meglio ancora farls loroe costruire in
modo da preparare la definizione?

18. Si deve ora parlare dei volumi e delle superfici ? B troppo
presto, poiche per comprendere la definizione logica, bisogna sapere
il ealeolo integrale; non & pero troppo presto poiche guungiamo al
quarto libro.

Che fare allora? bisogna fare come ahbiamo sempre fatto fin qui:
bisogna astenersi da ogni definizione del volume o della superficie:
1 ragazzi eredona SApers cos'®, e non chiedono nulla. Cj si contentera
d’ennnciare sotto forma d’assiomi queste due proposizioni che sono
In realti una vern definizione: che due aree, eomposte di parti uguali
ciaseuna a ciaseuna, hanno ugual snperficie; che la snperficie di una
parte di un’area & pin piccola della superficie dell’ares totale. ® 1o
stesso & dei volumi.

Caleolo differenziale,,

19. Vi sono due modi d; iniziade lo studio del ealcolo differenziale,
quelio di Lagrange, che & in fondo quello dj Newton, e guello di
Leibniz. Qceorre, beninteso, conoscer I'uno e Faltro, ma da quale
bisogna principiare, e quando convien parlare per la prima volta del-
I'uno o deli’altro? &g questo punto si & molto variato: ai miei tempi
I'msegnamento secondario conosceva solo le derivate, e non s par-
lava di differenziali che alla Scuola Politeeniea, Dopo, seguendo le
fluttuazioni dei programmi della Secuola Politecnica, la notazione
differenziale ha invaso Je elassi speciali; ne @& stata pol bandita, e
finalmente ne ha, or non & molbo, ripreso possesso. Bisognn senza
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246 PERIODICO DI MATEMATICA.

dubbio aspettarsi nuovi finsx e riflussi. Ma quali che siano gueste
variazioni, vi sono aleani prineipi ai quali dobbiamo serbarei fedeli.

Si & spesso sedotti dall’alto senso filosofico della notazione difie-
renziale, ehe ricorda conlinmamente la definizione, il significato pro-
fondo dei simboli che si devono adoperare. Ahimé! li ricorda troppo,
e meglio sarebbe ricordarli meno che rammentarli imperfetiamente,
ed esporci quindi all’errore. Tali errori non g1 eviteranno che cer-
cando di dimenticare il primitivo significato dei simboli. Cosi quando
ho una funzione z di z e di ¥, z ed y essendo esse stesse funzioni di
e di », scrivo:

iz dz dz iz
Jz=ﬁ dx —‘:—d—y dy =~ du —]—Edu
e, in questa formula, ha cinque volte il simbolo dz ed ogni volta con
un significato diverso. So bene che si possono adoperare & rotondi,
ma che palliativo insufficiente! non occorrerebbero due forme di d;
ce ne vorrebbero cinque, ece ne vorrebbero dieci.

I sarebbe ben peggio facendo intervenire i differenziali e le deri-
vate d'ordine superiore,

83, certamente, ci =i abitoa a tali agguati e =1 gunge ad evitarl,
ma perche? A condizione di dimenticare I'origine di questa notazione,

2
di non pin ricordarsi che ﬁ—; 5 i1 quoziente di un certo 4’z per un
certo dz®; ma di considerare questa frazione come un blocco, come
la seconda derivata di z rapporto ad x, alla condizione 1nsomma d!
nensare in derivaie,

Chi pensa in derivate pub adoperare la notazione di Leibniz senza
pericolo; se trova in due termini di una medesima formula lo siesso
simbolo d°z con due significati differenti, c10 non ha maggiori incon-
venienti che il trovare npa medesima lettera e in due parole dellg
stessa frase senza rapporto aleuno tra loro, poichd d°z non & per lui
un individno, ma una porzione dindividuo.

Bisogna cerio conoscere la notazione differenziale; bisogna sapere
adoperare quel linguagkio ch’ & di tufti, cosi come si deve sapers 1l
tedesco, sebbene questa lingua abbia regole di costruzione ridicole et!
un alfabeto senza senso eomune, perche & parlata da 60,000,000 di
nomim tra’ quali molti dotti.

Ma guesta scienza @ pericolosa e non bisogna adoperaria, fineh®
non sl € imparato & pensare in derivate; senza di eid non si saprebbe
mal fare senza errori il piii semplice cambiamento di variabili. _

Per abituarvi gli allievi bisogna sul principio adoperare esclusl_-
vamente Ja notazione di Lagrange e non parlav loro di differenziall,
finehd non faranno imperturbabilmente i cambiamenti di variabil.
Si definira quindi prima di tutto la derivata; vorrei che questa defi
nizione fosse preparata da esempi coneretl. Ve ne sono due, quello
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delle tangenti e guello della velocith; e non sono da disdegnarsi, poiché
il primo & stato il punto di partenza di Fermat e di Roberval ed 1l
secondo gquello di Newton.

Si ricondurranno questi due esempi I'uno all’altro tracciando la
curva degli spazi in funzione del tempo. Credo che la definizione clas-
sica sembreri pii1 chiarg, se arriva solo dopo quest1 esempi.

Vi & perd un caso in cui la notazione differenziale riprende tutii
i suoi vantaggi, in cuni i suoi inconvenienti scompaiono e non si
pud negarle un alio valore filosofico ed educative. ¥ quello in cul
non =i considerano che differenziali di prim’ ordine, a patto di non
farne che uso giudizioso. Si imparera cosi a ragionare corretfamente
sugl’ infinitamente piceoli, ci si famigliarizzerh eolla teovia dei piecoh
errori, tanto imporlanti in fisiea, intenderemo come piccole variazionl
di dati possano influire sul risultato; e di questo anche i fisiei non s1
lagneranno.

Avendo cosi apprese le derivate, partendo dall’esempio concreteo
della velocitd, sapendole gia caleolare ed adoperare, I'allievo inizierd
lo studio dei differenziali del prim‘ordine ed imparerd a servirsene,
ma ad on’espressa condizioue.

Il professore non serivera mai: ‘

d d
df-——d—id:c—l—ﬁ-gd?,

ma semproe

df =f'x dz [y dy.

Ci si asterra sempre dal parlave dei differenziali secondi nei liced,
He detlo assolutamente; ahimé, se sono nel programmi, bisognera
rassegnarcisi, ma si relegheranno alla fine del corso, allorquando Ia
formazione dello studente sari compiuta, e d'altronde s1 definiranno
servendoel unicamente dello sviluppo di Taylor.

Caleolo integrale.

20. Dopo quanto precede, & guasi ’s.uperﬂuu dire come va definito
I’integrale; & ben evidenie che va definito come superficie.

I nostri padri inscrivevano in un’area pians una serie di rettan-
goli ed ottenevano come limite della somma d1 questi rettangoll un
integrale rappresentante quest’area piana. Infatti, dicevano, la diffe-
renza tra la soperficie cercata e o somma tende verso zero: poichs
si pud renderla pia piceolx di ogm quantitys data, Facevano questo
ragionamento senza scrupolo, perché eredevano sapere cosa fosse una
superficie. Noi, invece, non restiamo pii soddisfatti da questo ragio-
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248 PERIODICO DI MATEMATICA,

namento, perché sappiamo che simili cose non si sanno naseendo, ¢he
non si puo sapere cosa sia una superficie altro che conoscendo il eal-
colo integrale.

Ed allora per definire un integrale, prendiamo ogmi precauzione:
distingniamo le funzioni continue e discontinue, quelle che hanmo de-
rivate, e quelle che non ne hanno. Tutto quesio & a posto nell’inse-
gnamenio delle Facolid; tutto ¢guesto sarebbe detestabile nei licei.
L’allievo, qualsiasi definizione gli diafe, non sapri mai cosa sia un
integrale, se non gli & stato precedentemente insegnato. Tutte le sot-
tighezze lo lasceranno indifferente. Crede sapere che cosa sia una
superficie ¢ non comprendera d ignorarlo che quando avra bemne
appreso 1l calcolo integrale; non & quindi interessante dirglielo nel
momento In cul comincia lo studio di questo caleolo.

E allora semplicissimo cid che rimane a fare; definire 1’integrale
come area compresa fra 'asse delle &, due ordinate e la curva, mo-
strave che quando una delle ordinate s1 sposta, la derivata di que-
st area & precisamente 'ordinata stessa. B il ragionamento di Newton,
cosl & nato 1l caleolo integrale, e, volenti o nolenti, bisogna ripassare
per dove sono passati 1 padri nostri,

Si daranno aleuni esempi, scegliendo le aree che la geometria ole~
mentare permetie di ealcolare. Quanto ai volumi, i eentri di gravita,
le superficie curve, sara facile ed utile mostrare come il calcolo dé
medesimi si colleghi ad aleuni integrali, e costruire la eurva Ja cui

area varia come il volume o la superficie curva data. s O
. , . SIS

Fatto questo, sarh stato fatto tutfo quanto 2 utile nell’insegna- s
mento secondario, S |
Meceaniea. B

2 4

2l. Non lo bisogno .di tornare sulla definizione del moto, o del-
Paccelerazione, o delle altre nozioni cinematiche: si riattaceheranno
utilmente a quelln delle derivate.

Insisterd invece sulle funzioui dinamiche di forza e di massa.

Una cosa mi colpisce: e¢iod quanto i giovani che hanno ricevutfo
I'insegnamento secondario siano lontani dall’applicare al moudo reale
le leggi meccaniche state loro insegnate. Non solo ne sono ineapaci; -
ma non vi pensano neppure. Per essi il mondo scientifico e quello
reale sono separati da una paratia stagna. Non di rado si vede un
signore ben messo, probabiimente baccelliere, seduto in una earrozzs,
imaginandosi di aintarla a procedere spingendo sul davanti a dispetto
del principio di azione e reazione.

Se cercassimo di analizzare lo stato @ animo dei nostri scolari, |
cid c¢i stupirebbe meno; qual’d per essi la vera definizione della -
forza? Non quella che recitano, ma quella, che appiaitata in un can-
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PERIODICO DI MATEMATICA. 249

tuceio del loro cervello, lo dirige tutto quanto di h. Eeco guesta
defimzione: le forze sono freccie colle quali si formano parallelo-
grammi. Tali freccie sono esseri immaginari che non hanno rapporto
aleuno con quanto esiste in natura. Cid non accadrebbe, se si fossero
mostrate loro forze reali prima di rappresentarle con freccie.

Come definire la forza? Buone definizioni logiche, non ne esistono;
credo averlo sufficientemente dimostrato altrove. Vi & la definizione
antropomorfica, la sensazione dell’effetto muscolare; guella & vera-
mente troppo grossolana e non se ne pub ricavare niente d’utile.

Fceo la via da seguirsi: occorre prima di tubfo per far conoscere
11 genere forza, mostrare una dopo I'altra tutie le specie di tal genere;
sono ben numerose e varie; vi & la pressione dei flnidi sulle pareti
de1 vasi che li racchiudono; la teusione dei fili, I'elasticitd di una
molla; il peso che influisce sn tuite le molecole d’un corpo; 'atirito
la respettiva reazione normale di due solidi a contatto.

Questa non & che definizione qualitativa; oecorre imparare a mi-
surare la forza., Percid mostreremo prima che & possibile rimpiaz-
zare una forza eon un’altra senza turbare l'equilibrio; froveremo il
primo esempio di questa sostiluzione nella bilancia e nella doppia
pesata di Borda. Mesireremo poi che un peso pud venir rimpiaz-
zato, non solo da un altro peso, ma da forze di nature differenti; il
freno di Prony per esempio ci permette di rimpiazzare un peso con
un attrito.

Da tutto qnesto si ricava la nozione dell’equivalenza di due forze.

Oceorre definire la direzione d'una forza. Se una forza F & equi-
valente ad un’altra forza ', applicata al corpo considerato per mezzo
di un filo teso, in modo che F possa venir rimpiazzata da T’ senza
turbare I'equilibrio, allora il punto di attacco del filo sarad per defi-
nizione il punto d'applicazione della forza F’, e quello della equiva-
lente forza I'; la direzione del filo sara la direzione della forza I’ e
guelln della forza equivalents F.

Da cio, passeremo al eonfronto della grandezza delle forze. Se una
forza pud rimpiazzarne altre due di ugval direzione, cib dipende dal-
I'essere uguale alla loro somma; dimostreremo per esempio che un
peso di 20 grammi pud rimpiazzarne due di 10 grammi.

Basta? Non ancora. Sappiamo ora comparare I’ intensith di due
forze, che hanno ugual direzione e punto d’applicazione; bisogna impa-
rare a farlo quando le direzioni sono diverse. A tal wopo, immagi-
niamo un filo tenuto feso da un peso e passante sopra una puleggia;
diremo che la tensione de’ due pezzi di filo & la stessa e uguale al
peso tensore.

Heco Ja nostra definizione: essa ei permette di comparare duoe
forze qualsiansi aventi la direzione stessa di questi due fili. Bisogna
ginstificarlo dimostrando come la tensione dell’ultimo tratto rimanga
la stessa per un medesimo peso tensore, quali che siano il numero e
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250 PERIODICO DI MATEMATICA.

Ia disposizione delle puleggie di rinvio. Bisegna poi completarla mo-
strando che c¢id ® vero solianto se le puleggie non hanno attrito.

Quando ci si 3 resi padroni di tali definizioni, occorre. far vedere
come il punto d’applicazione, la direzione a I'intensith bastino a de-
terminare una forza; come due forze, per le quali questi tre elementi
sono gli stessi, siano sempre equivalenti e possano sempre venir rim-
piazzate 'una dall’altra, sia mell’equilibrio, sia mel movimento, e cid
gualungoe siano le altre forze messe in nso.

Bisogna iar vedere che due forze concorrenti possono esser sempre
rimpiazzate da una risultante unica; e che tale risultante rimane la
stessa, sia 1l eorpo in riposo o in movimento e quali che siano le altre
torze che le vengono applicate,

Bisogna finalmente far vedere che le forze definite nel modo sud-
detto soddisfano il principio dell’uguaglianza dell’azione e della rea-
zione.

L'esperienza, la sola esperienza, pubd insegnare tutto guesto.

Dastera citare alcune volgari esperienze, che gli allievi fanno ogni
glorno senz accorgersene, ed eseguire dinanzi a loro una piccola quan-
tita d'esperienze semplici e bene scelte.

Quando avremo percorse tutte queste diverse vie, potremo rap- - 0 Ry

presentar le forze con freccie, e vorrei ancora che, nello sviluppo dei
ragionamenti, si tornasse quando a guando dal simbolo alla realts.

Non sarebbe per esempio difficile illustrare il parallelogramma delle =
forze mediante un apparecchio formato di tre fili, passant: su puleggie, - 24 2 s

tenuti tesi da pesi e vimanenti in equilibrio, essendo riuniti in un me-
desimo punto.

Conoscendo Ia forza & facile definire la massa; questa volta oceorre
prendere la definizione in prestito alla dinamica: non vi ® modo di
fare altrimenti, poichd lo scopo da raggiungere, & di far conoscere
la differenza tra ln massa ed il peso. Qui pure s definizions dev’essere
preparaba da esperienze; esiste infatti uns macchina che sembra fatta
proprio apposta per dimostrare che cosa sia la massa, lit macehina di
Atwood; si rammentera del resto la legge dellan eaduta de’ eorpi, si
rammenterd che I'accelerazione del peso & la slessa pe’ corpi pesant
& per quelli leggieri, e che varia colla latitudine, ecc.

22. Orn e mi dite che tutti i metodi che preconizzo sono da molto
tempo applicati nel licei, me ne rallegrerd piu che meravigliarmene;
so che nell'insieme il nostro insegnamento matematico & bnono; non
desidero che sia buttato all’aria, anzi ne sarei desolato; desidero solo
miglioramenti lentamente progressivi, Non bisogna che quest’inse-
gnamento subisea brusche oscillazioni al softio capriceioso di mode
effimere. In simili tempeste soccomberebbe presto il suo alto valore
educative. Una bnona e solida logica deve continuare a formarne la
base. La definizione mediante I'esempio & sempre necessarin, ma deve

- " - = 1IN # P gt = . 2 = o
T s e [ - ey ] NSy kK T
i 5 = = i o St v 4 PR
e — A ] g e S ~iaee S R TN - i ':L-"-'-. o e

|

sl g By

T

Lr—r——r—

-r‘ = e — 1 -;..-.-.HI-'. il i



PERIODICO DI MATEMATICA. 201

preparars la definizione logica, non gih sostituirla; deve almeno farla
desiderare nel easi in cui Ja vera definizione logica non pud essere
data utiimente che nell’ insegnamento superiore. |

Avete ben compreso che guanto ho detto oggi non implica affatto
I'abbandono di quauto ho seritto altrove. Ho spesso avuto oceasione
di criticarve certe definizioni che oggi preconizzo. Quelle eritiche sus-
sistonio intatte, Tali definizioni non possono essere che provvisorie.
Ma per quelle bisogna passare.

PoiNCgARE.

IL CONCETTO DI ANGOLO IN * GONIOMETRIA ..

Nella * Geometria () elementare del piano , =1 dice angolo, (?) una
parvie del fascio Limitala da due raggi (come 7l segmenio & una parte
della retta limitaia da due punti); altrl invece, seguendo il Bertrand,
(“ Developpement nouvean de la partie élémentaires des mathéma-
tiques , ., Geneve, 1778, 1, pag. 6) dicono: un piano (°) ¢ diviso da
due rette intersecantesi e giacenti in esso, in 4 porzioni o regioni che si
chiamano angoli (Ywvia); questa definizione ci conduce (*) ad attribuire
all'angolo il carattere di ente a due dimensioni, mentre in matematica
lo s1 rignarda come ente ad mma dimensione; quello che il Bertrand
chiama angolo, si pud dire (ecol Veronese) seftore angolare.

in Gowiemetria ed in Geemetria Ananliliea &' imagina 'angolo come
generato da un raggio ructante in un dato senso intorno alla sua
origine mantenendosi sopra un piano (piano sostegno o piono dell’an-
golo); le posizioni, iniziale e finale del raggio mobile, sono i lati ori-
gine ed estremo dell’angolo, intendendo che guesto sia costituito dal-
I'insieme delle posizioni occupate gal raggiv generatore, o da tntti i
raggl del faseio coi quali il raggio mobile va a coincidere nel suo
movimento. Il raggio generatore lo si pud rignardare anche eome

(1) Ulr. M. SceomrEs, Inhall wad methode des Flanimetrischen wmterrichis. Lipsin, vol. I, pag. ¥4,
Cap. 11,

(2} G. Venonwgs= [collaborntore P, Gazzanroa), Elementi di Geomelrin. T4 Drucker, Padova, 1001,
FParte I, Ed. 11+, pay, 88.

(*) Bavrzer (tindozione 4 L. Cremona), Elemienti di Matematics. Parte VI. — Planimetria —
Geoova, Tip, dod Sordo-Muti, 1884, pag, 14, n, 5,

) U, AMarm, Sud concetdti di vetia e di piane, Questioni rignardanti 1a Geometrin Elementare.
Raceolte o ordiuate da Federigo Enrigues. Edit. N, Zanichelli, Bologns, 1000, pag. 55.
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245 PA PERIODICO DI MATEMATICA,

projettante un punto mobile, nel verso seelto, sopra una circonferenza
sul piano deli’angolo, avente per centro 1l vertice. II punto mobile
puo percorrere 1a circonferenza quante volte si vuole, e se il eammino
percorso lo diciamo areo, questo () pud essere minore, uguale od anche
maggiore di una circonferenza; quindi anche I'angolo al centro, cor-
rispondente all'arco, puo essere minore, uguale od anche maggiore (°)
di un fascio di raggi.

Veniamo cosi a riguardare I'angolo non pilr come parte di un fascio
d1 raggi, come si fz in * Geometria elementarve ,, e leghiamo il con-
cetto di angolo al eoncetio di movimento, rendendoci, in tal modo,
impossibile ogni qualsiasi studio dell'angole dal punto di vista atfuale,

Non eredo quindi ozioso accennare con forma puramente intuitiva
ad un modo secondo eui si possa imaginare I'angolo, indipendente-
mente dal movimento, come parte di un Lutto, per modo da poterlo
stndiare anche dal punto di vista attuals.

Indichiamo con (Z) la falda di elicoide retto, generata da un raggio
la cui origine scorra sull’asse (a) di una superficie cilindiica di rota-

zione (1), mantenendosi ad esso perpendicolare ed appoggiandosi ad :

un‘elica (g) disegnata su (A); I'insieme delle posizioni de) raggio mo=
bile, per analogia col piano, lo chiamevemo fascio elicoidale di raggs
[forma clhe indicheremo con ()] del quale (Z) diviene la superficie
sostegno.

Due raggi f e ¢ di (¥) determinano sull’elica (¢) due punti F e G
la porzione finita di elics Imitate dai punti I' e @ dicesi, com’® noto
arco dz eliea: I'insieme dei ragge del faseio compresi tra f e g (eppog-
giantisi ciod all'aveo F@) lo diremo angolo elicoidale avente per lati £
e g. () La porzione o regione di (X) luogo dei punti de raggl del-
Iangolo £y, 1o chinmeremo settore angolare (sostegno dell’angolo).

Dato il senso positivo delle rotazioni dello spazio attorno all’asse
(#), possiamo considerare angoli elicoidali pesilivi e negativi ed in
corrispondenza archi di elica positivi e negativi: mmoltre, siccome un

(*) Cfr, U, Beriana Nozieni di Tyigonomsetria. Buce. Le Monuies, Firenzs, 1896, pag. 2, IL
L'arco eost definito non coincide coll’'areo di eirconferanza dells Ciclomeiria,

(¥} Anche in Geometria Elementare dalla somma di pit angoli sl & eondotti a considerare
angoli maggiori dsl faseio o del piane (seguende Berirand),

F. Enriques e T. AMALDI, Elewmenti i Geomatrio, ad use dells scuole secondarie stperiori
-Hologna, N. Zanichalli, 1903, pag. 32, n. 01, pag. 37, ni 108, 104,

M, Guzarant, Blementi di Geometsia, Vel, I. Firenze, R, Bemporad ¢ Fo 1806, pag, 12, IX,

(1 II Chome prof, T, Amaldi nel lavoro ecitnto (pag. 58) dopo avere detto (i asettore angolare
(piano) nggiunge: =, ., 8i pud definire ¢ome angolo ab o ba Uinsieme dei raggi wscenti da O 2
appnvidnent al astiops augolare che Ao per Tati o g b, All’angolo s possono aggiungere, volendo,
iiali a e b,

Sarebbe bems, a1 mio avviso. non aggimmgere all'angolo | sooi Inti potendo eesl estendara
Al angale muile il soncetio dntuitivo di grandezza nuila; 'angelp nullo 3 per lati dne ragei conse-
cotivi (in sense infinitesimale) del Insvio di raggi,
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PERIODICO DI MATEMATICA, 263

arco di eliea (cilindriea di rotazione) puo scorrere sulla linea stessa
con perfetta sovrapposizione (proprieta che tale linea ha in comune
colla circonferenza e la retta), si puod, servendoei per esempio del
concelto di sovrapponibilita, definire egunaglianza e somma di arehi
di elica, per cui possiamo dire che questi costitniseono una classe di
grandezze. In consegnenza anche gli angoli elicoidali si possono ri-
guardare eome costituenti un’altra classe di grandezze: e, se diciamo
corrispondenti un angolo elicoidale e 'areo di slica (¢) che ha per
origine 1l punto ove si appoggia il lato origine dell'angolo, e per estre-
mo 1l punto d’appoggio del Jato estremo, si puo dire che le grandezze
corrispondenti delle classi “ angoli elicoidali » ed “arehi di elica ., sono
direttamente proporzionali.

Consideriamo i] fascio (a) di semipiani avente per asse (a), uno
qualunque dei semipiani & in comune col fascio elicoidale (?) infiniti
raggi paralleli ed eguiversi, (*) e tali che due qualunque consecutivi
distano di un segmento uguale al passe dell’elica (g). I’angolo elicoi-
dale che & per lati due di tali raggi conseeutivi lo diremo Ex:uguh:- giro,
I’arco eorrispondente arco giro; 81 pud vedere facilmente che se i lati
di un angolo elicoidale sono paralleli ed equiversi, I'angolo & ngoale
ad un numero intero (positivo o negativo ma non nullo) di angoli giro
e reciprocamente; e teoremi analoghi per gli arehi di elica.

Se poi diciamo angoli (arcki) congrui, due angoll (archi) che dif-
feriscono di un numerc intero (positivo o negativo) di angoli (archi)
giro, possiamo dire che: portato con un movimento rotaiorio dello spazio
atiorno all’asse (8) a sovrapporre il lato (punto) origine di uno di due
angolt (arcki) congrui col lato (punio) origine dell’'altro, 4 lati estremi
sono paraileli ed equiversi [i punti estremi sono Soproe un emipiano
dz (@)): e reciprocamente,

31 potrebbero molte facilmente estendere agh angoli (archi) elicoi-
dali congrui tubti i teoremi relativi alls congruenza. (%)

Si & gia detto che gli archi’ di elica e 1 corrispondenti angoli
elicoidali formano due classi di grandezze direttamente proporzio-
nali; quindi, assunto un arco di elica come uniti di misura per gli
archi, e preso come uniti di misura degli angoli guello corrispon-

(') Dati due raggi paralleli, la retin delle origini divide il loro piano in due semipiani: se 1
doe raggi sonc in uno li direi equiversi, nel caso diverao, antiversi; ragioni etimologiche ginstifi-
eamo pionaments tali diciture,

(%) V. per esempio C. BourLET, Fegons de Trigononséirie rectiligne, (Cours complat de Mathéma-
tignes élémentaires pullié sn= 1a direstion de M. Darboux). Parigi A, Colin et C.ie 1898, pag. 19 ¢ apz.




254 PERIODICO DI MATEMATICA.

dente all'arco unitario, archi ed angoli corrispondenti Anmo misure
ugnali,

La misura di un arco di elica rispetto ad un altro areo (non nullo)
assunto come unita di misura, la diremo ampiezza di quell’arco, mentre
con lunghezza dello stesso arco s'intende la misura del segmento
uguale all’arco reftificato; quindi 'nmpiezza di un arco & la sua misura
se riguardato come elemento Ai una classe di grandezze.

Anche per la misurazione di angoli elicoidali, e corrispondenti
archi di elica, potremo scegliere, come suol farsi in prafica per tutte
le classi di grandezze, piti unita di misura procedendo cosi a misn-
razioni complesse ed ottenendo valori complessi; (per esempio: l'an-
golo giro di 4 quadranti, di 60 gradi, di 60 minuti primi, di 60 minuti
secondi),

Conveniamo ora di chiamare distanza i un punto da un piano
il segmento di perpendicolare condotta dal punto al piano, compreso
tra 1l punto (estremo del segmento) ed il piano. Dato un angolo eli-

coidale fg-consideriamo la distanza di un punto P del lato estremo g

dal piano del fasecio (x) contenente il Jato origine f, (positiva se P
¢ da gquella parte del piano ove sono i raggl, a partire da f, degli

angoli positivi minori di un semigiro, negativa se P & dalla parte
opposta); i rapporto di questa distanza al segmento (sempre positivo)
di g interceito tra U'asse (a) ed il punto P (esivemo) lo divemmo seno del-

Vangolo fg.

Si pud dimostrare facilmente che il seno di un angolo elicoidale
non dipende dalla scelta del punto P sul lato estremo (escludendo
naturalmente V'origine di questo Iato); ed inolire ehe & una funzione
monodroma dell’angolo.

Usserviamo poi che due angoli congrut anno uguali i geni; infatii
supposte che per un movimento rotalorio dello spazio attorno al-
I'asse (a) si siano portati i due angoli ad avere in comune il lato
origine, quindi i due lati estremi o coineidono o sono paralleli ed
equiversi, e percid le distanze degli estremi degli arehi corrispondenti
di una stessa elica (¢) dal piano del fascio () econtenente il lato ori-
gine (comune) sono uguali in valore assoluto e segno, e quindi anche
uguali i loro rapporti al raggio dell’elica considerata.

Ne segue che per la ricerca del valore del seno di un angolo pos-
siamo sempre sostituire s questo un angolo congruo, in particolare
un angolo positivo minere di un giro (riduzione al primo giro).

Per determinare poi il valore del seno di un angolo positivo mi-
nore di un giro, possiamo proiettare sopra un piano normale all’asse (a)
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PERIODICO DI MATEMATICA. 295

I'angolo stesso; questo si proietta in un angolo piano [parte del fascio
piano di raggi, avente per centro il punto O d’incontre del piano
iconico coll’asse (a)], I'arco di elica («) si proietta in un arco di cir-
conferenza (come lo definisce la “ Geometlria elementare piana ,) eol
centro in O e di raggio ngoale a quello della superficie cilindriea ());
Il seno dell'angolo elicoidale risnlta uguale al seno dell’angolo piano
proiezione,

Qnindi stodiando la funzione angolare seno per angoli piani minori
del fascio, possiamo conosecere tutti i valori della funzione stessa per
ogn angolo elicoidale.

Cio che si & fatto per la funzione angolare seno, si pud ripetere
per ogul altra funzione angolare,

Imaginiamo che il passo dell’elicoide retto (Z) vada decrescendo:
le considerazioni fatte valgono in ogni suo stadio, anzi si pud notarve
che il valore di ogni funzione angolare, per un dato angolo elicoidale
non dipende dal passe dell’elicoide, ma solo dall’angole diedro dei due
semipiani del fascio (x) eontenenti i Jati dell’angolo: se dunque sup-
pomiamo che il passo dell’elicoide retto si renda evanescente, guesto
tendera ad una superficie composta di infiniti piani sovrapposti nor-
mal: all’asse («), aventi in comune il punto O d'incontro coll’asse e
tali che si possa passare dall’'unc all’altro con continuila; il fascio
elicoidale (p) tende ad un faseio di raggi composto di infiniti fasci
piani omocentriei (centro il punto 0) e tali che anche in essi si possa
passare dall’'uno all’altro con contimuita.

e a e b sono due raggi di questo fascio, I'insieme dei raggi com-
pres: tra essi (lati) costituisce I'angolo @b o b, e si pud dire che i
raggl che lo compongono anno le origini sovrapposte.

Definito cosi l'angolo, non potremmo estendere ad esso le defini-
zionl della * Geometria elementare ., di angoli concavi, convessi, viatti
poiche essa 11 riguarda sempre come parte di un fascio piano di
raggl; potremo perd dirve angolo piaito, I'angolo di un numero intero
(non mullo) di semigiri; concavo quallg maggiore di umaumero dispari
di semigiri e minore del numero successivo di sepweiri; convesso
I'angolo non concavo.

Lie eliche poi determinate da (X) sulle superficie cilindriche coas-
siall, di asse (a), tendono per Pevanescenza del passo a cireonferenze
concentriche (di ecentro 0); queste circonferenze si dovrebbero riguar-
dare non gia come lines chiuse, bensi come linee aperie, per modo
che l'arco di circonferenza come lo considera Ja “ Goniometria , ® un
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arco della linea limite di una elica cilindrica di rotazione di pPAsso
evanescente, |

Se in “ Goniometria , si vuol manienere all'angolo il significato
datogli dalla “ Geomstria elementare - dovremmo limitarei atlo studio

delle funzioni angolari per angoli appartenenti e non superanti il fascio E;-:l:f:_ __
plano, come projezioni di quelli di un elicoide retto minori di un ;:
giro, ed estendere poi i risnliati oftennti, come si & détto, ad angoli ””J.F, & |
qualsiansi: se invece si vuol considerare I'angolo in generale, allora 4“‘%%' *
lo si pud concepire come parte di un fascio-limite elicoidale di raggi, 1?:%?;- ;
potendo cosi non fosse altro liberarci dal concetto di moto e per- *Zq f
mettendoci uno stndio dell’angolo dal punto di vista atfuale. iﬁj }
Se in fine invece di considerare una falda dell’elicoide retto pren- *i; § |
diamo in esame tuito I'elicoide & gquindi anche il fascio elicoidale di ﬂh |
refte, e se In ciaseuna di queste assumiamo come verso positivo quello 1{“‘ |
che va dal punto di appoggio sull’asse (@) al punto di appoggie sul- ;#i ; :
I'elica (g), possiamo in modo analogo acquisire il concetto che si & _: t* &
di angolo di due refte in “ Gieometria Analitica del piano .. }f«"l |
Anzi & questo riguardo noto che, date due rette £, ¢ di un piano - ?a-,“'ﬁ;’ -

|
sulle quali sia fissato il verso positivo, assegnato inolire il senso positivo i i
del piano, il loro angolo & indeterminato poichd se con &" indichiamo ;
1l valore dell’angolo positive congruo all’angolo fg e minore di un REA .

b

ove £ & un numero intero positivo o negativoe (non escluso lo zero),
quindi & indeferminato, il che nen dovrebbe essere, dato il concelto . ozl
che ci siamo ora fatto di angolo di duoe rette; possiamo dire perd
che & determinata 1'inclinazione delle dine rvekte, intendendo con tale
parola (in senso reciproco) I'angolo positive minimo congruo all’angolo
delle due rette; o per inclinazione (in senso relativo) di f su ¢ 'angolo |
positivo minimo congruo all'angolo gf.
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PRINCIPI DI GEOMETRIA EUCLIDEA

PREFAZIONE,

| In questo lavoro ho esposto 1 prineipi della geometria elementare, col
rgore maggiore che ho potuto conciliare con le esigenze didattiche.
| 'LH; trattazione ¢ in massima parte originale. Per la retta mi sono
IBpIrato a1 Prineipi di Geomelria logicamente esposti (*) del prof. Peano,
Ifmlr.re segnendo il prof. Veronese (*) ho definito le parallele prima del
piano, & }’egua_glianza tra figure, come una certa corrispondenza biuniveca,
P.em a differenza del prof. Veronese, io ho definito le rette parallele in-
dipendentemente dal concetto di segmentl eguali; come anche la SOPY&-
detta definizione d'eguaglianza & modificata un poco, |
Questi miei princips, sono seritti in modo che illustrat conveniente-
mente con osservazioni empiriche, si possono dare in mano agli studenti
delle scuole secondarie superiori. Poscia si puo contmnuare, con legeiere
modifiche, con qualsivoglia buon trattato di geometria elementare, neh mé-

glio, in particolare, col citato libro del prof Versnese.
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. P&%@MTG L. — Esistono punti distinti
I punti si indicane con lettere maluscole; per indieare che i punti A
e B nen sons distinti, cioé che le lettere A o

b
B fad
|
R0
]fg

t _ B rappresentano uno stesso
punto, seriveremo A = B, e leggeremo: « il punto A coincide col punto B,

AE c]lmm chese ¢ A=R, ¢ pure B=A; eche se A=B e B=0
e A=0C, N -

2 pEI.F'INIZIGNE. — Dicesi figura una classe di punti, ciascuno dei
qun!l 81 dice che appartiene ad essa, Se due fignre ' ed I son tali che
ogul punte di F appartiene ad F*, s# dice che F & contenute in F¥, ed
anche che T appartiene ad F'. Se T & contennta in ¥, e qoesta & :mn-
tennta in F, diremo che F ed F coineidono, e seriveremo F==T". K chiaro
che - e F=T, é pure F=F;es ¢t FP=F¢ F=F, & F=1"

Se F -é contenuta in F', ma non & F = F', diremo che F' & parte di T,

Lia scienza che tratta delle hgnre, si chiama Geometrica.

(1} Torino, Fratelli Bocen, 1889,
() Elermsenti di (reomeiria, Ediz, TIT, 1004, Verona,
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8. PosturaTo II. — Dati due punti distinti, esiste una figura, che

chiameremo segmento, individuata da essi, indipendernie dail’ ordine secondo
cut ess? sono daii, e alla quale essi appartengono.

Il segmento individuato (Post. 1I) da due punti distinti A e B, si
indica con AB o con BA: dungque AB=BA. Ogni punto che appartiene
ad AB, ed & distinto da A e da B, si chiama #nterno al segmento AB,
Diremo, alle volte, che AB congiunge i punti A e B, 1 quali diconsi
estremi del segmento ADB.

4. PosruraTo IT1. — Se un punto C é interno al segmenio AB, tufli
i punti di AC appartiengono ad AB, ¢ B non appartiens ad AC,

TEOREMA. — Se wn punio C € interno al segmento AB, tulti i puntz
di BC appartengono ad AB, e A non appariiene a BC.

DivosTRaZIONE. — Si dimostra applieando il Post, 111 a BA, e pol
osservando (§ 3) che é AB= BA.

B. Postunaro 1V. — Se due punt? distinii C e D sono interni ad ﬁB
sara vera una delle due sequenti pi'ﬂpt}s'eznmz D appartiene ad AC; D ap-

partiene a B,
TeorEMa 1. — Se due punti distinti C e D sono interni ad AB, sard

vera wnd sola delle due seguenti proposizioni: D appartiene ad AC; D ap-
partiene a BU.

DimosTRAZIONE. — Infatti poniamo, p. es. che D appartenga (Post. IV) .
a BC. 1] punte C deve appartenere (Post. IV) ad nno (almeno) dei seg-

menti AD, BD. Ma C a BD non appartiene (Post. IIT), quindi appar- !

terrd ad AD, onde (Post. III) D non appartiene ad AC, ¢ v. d.

COROLLARIO. — Se C ¢ un punto énterno ad AB, ¢ segmenti AC e BC
non hanne eleun pundo comune distinto da C.

PosturaTo V. — Se il punto B, distinto da A, appartiene ad entramli
i segmenti AC e AD, sara vera una delle due sequenti proposizioni:
C appartiene ad AD; D appartiene ad AC,

TeorREMA 11, — Se i punto B, distinto da A, appartiene ad entrambi
t segmenii AU e AD, sard vera wna sola delle due sequenti proposizioni:
U appartiene ad AD; D appartiene ad AC,

DimosTrazIONE. — Segue dalla seconda parte del post. TIT.

PostuL.AT0 VI. — Se il punio B @ inierno ad AC, e C appariiene
@ BD, allora C appartiene ad AD,

6. PostuLaTo VII. — Dati due punti distinti A e B, esistono punti,
ciascuno P dei quali é tale che il punio B é interno al segmento AP,

DEFINIZIONE. — La figura costituita dal segmento AB, e (Post. VII)
dai punti, ciascuno P dei guali & tale che B & interno ad AP, si chiama
raggio o semiretta, e 81 indica con (A)B. Il punto A dicesi origine
di (A)B.

TrEOREMA. — Un raggio ¢ individuato dalla sua origine e da un suo
punto qualungue (distinto da quesia).

DrmosrrazIONE, — Sia C un punto di (A) B, dico ehe é (A) B=(A)C.
Infatti dalla Def, risulta che o C appartiene ad AB, o B appartiene ad AC.
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Consideriamo quest'nltima ipotesi, e sia P un punto di [A)C. Possiamo
(Def.) distingnere due casi: P appartiene ad AC; C appartiene ad AP.
Se C appartiene ad AP, tutti i punti di AC appartengono (Post. I1T)
ad AP, e in particolare B, onde P apparfiene (Def.) ad (A) B, Se poi P
appartiene ad AC, esso (Post. IV) o apparfiene ad AB, e guindi (Def))
ad {A) B, ovvero appartiene a BC. Ma allora (Teor. § 4) B non appar-
tiene a PC, e per counsegnenza (Pest. TV) B appartiene ad AP, cioe P
appartiene ad (A) B. Dungue finora abbiamo dimostrato che nell’ipotes)
di B appartenente ad AC, ogni punte P di (A)C appartiene ad (A) B.
Sempre nella medesima ipotesi, sia ora Q nn punto di (A)B. Se Q ap-
partiene ad AB, esso appartiene (Post. 1IT) ad AC, e quindi (Def’) ad (A)C.
Se invece & B in AQ, o (Post. V) C appartiene ad AQ, o Q appartiene
ad AU, onde in entrambi i casi il punto Q appartiene ad (A) (.

Nell’ipotesi che C appartenga ad AB, si ripete la fatta dimostrazione,
scambiando B con C. Concludiamo (§ 2): (A)B=(A)C, c. v. d.

7. DeFmN1zioNE. — Chiameremao refta la figara costitnita da due raggi,
ciascuno dei quali contiene Forigine dell’altro, cioé come (A)B e (B) A,
con A e B pnnti distinti: la indicheremo con (ADB). Alie volte con nna
sola lettera latina minuscola, indicheremo una retta. Lo stesso faremo per
mdicars un segmento, quando non vi & Inmogo ad equivoei. Si suol dire
pure che (AB) congiunge A e B; ecc.

TroREMA. — Una refta ¢ individuata da due suoi puniz (distinii)
gualungue.

DIMOSTRAZIONE. — Sia la retta (AB), ¢ C un suc punto gualunque
cistinto da A e da B; dico, in primo lnogo, (AB)==(B(C). Infatti dalla
data Def. segne che € giace in wmmo (almeno) dei raggi (A) B, (B) A,
p. es. 1n (A) B, Allora o C appartiene ad AB. o B appartiene ad AC;
consideriamo la prima ipotesi. Per il teor. del § 6 ¢ (B) A= (B)C,
onde per il mostro scopo basterd dimostrare che, se P appartiene ad
(A) B, P apparterrd a (BC); e se Q appartiene a (C) B, Q apparterra
ad (AB).

Appartenga, primieramente, P ad (A)B: allora 0o P & in AB, 0 B &
mn AP, Se P 6 in AB, o esso appartiene (Post. IV) a BC, e quindi a (BC),
ovvero P appartiene ad AC, e quindi (Post. TII e IV) C appartiene
a BP, cio¢ P a (B)C, e guindi P & (BO). Se invecs B appartiene ad AP,
allora & (Post. IIT) C in AP, onde giacche (Post. TIT) B non & in AC,
¢ (Post. IV) B in CP, e quindi P in (C) B, e P in (BC).

Sia ora Q un punto di (U)B: o Q & in CB, e quindi (8 4) & in AB,
& per conseguenza in (AB). Ovvero & B in CQ, per cui (Post. VI) B ap-
partiene ad AQ, e quindi Q ad (A) B, ed anche Q ad (AB).

Sin ora abbiamo considerata 1 ipotesi che O appartenga ad AB, e
semnpre in questa ipotesi, si dimostra analogamente, che & (AB)=(AC). Be
mvece ¢ B in AC, si ha, per la fatta dimostrazione: (AC)=(AB), e
(AC)=(BC). Onde (AB)= (BO).

S1a, infine, D mn altro punto di (AB), distinto da A, da B, e da (-
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esso, per quanto si & dimostrato, appartiene a (BC), per cui (BC) = (CD);
e concludendo: (AB)=(CD), c. v. d.

COROLLARIO. — Per due punti distinti passa una retta ed una sola.

8. TEOREMA. — La retta pud considerarsi come composin di due raggi
distinti, avenii la stessa origine in un punto quaelungue della reita me-
desima,

Ovvero, con altre parole: La refia ¢ dévisa da ogni suo punio in due
parti distinte.

Infatti scelto un punto qualunque O di una data retta », siano (Po-
stulato VII) A e B due punti distinti di guesta, tali che O sia interno
ad AB. Osserviamo intanto che (Teor. § 7) & »r=(AB). 5z ora P un
punto gualongue di #, appartenente, p. es., ad (A)B (Del. § 7): se esso
é inferno ad AB, apparterrd (Post. IV) 0o ad OA, o ad OB, in ogni caso
apparterra ad uno dei due raggi (0) A, (O) B. Se invece ¢ Bin AP, anche
(Post. III) O apparierra ad AP, e allora giacché B (Post. ILI) non ap-
partiene ad AQO, B apparterra (Post. IV) ad OP, onde P appartiene
ad (O) B. Dunque ogni punto P di » appartiene ad uno (almeno) dei due
raggi (O)A, (O)B. Viceversa se Q ¢ un punto di (O) A, p. es., esso
appartiene alla (OA)=» (Teor. § 7).

1 due raggi (0) A e (0) B, poi, sono distinti, giacche se coincidessero,
o il punto B sarebbe interno ad AO, o A sarebbe inferno ad OB, cose
entrambe assurde (§ 4}, c. v. d.

OSSERVAZIONE. — I due raggi (0) A e (O) B, non hanmo alenn punto
comune distinto da O, giacché in contrario essi (Teor. § 6) coincidereb-
bero, contro guanto abbiamo dimostrato. Questa osservazione si suole enun-
ciare dicendo che la retta & aperia.

DErIN1ZIONE, — Due raggi distinti di una stessa retta, aventi l'ori-
gine comune, diconsi opposti.

CoROLLARIO. — Essendo (0) A e (0)B raggi opposti, il punio O 2
interno ad AB. |

DimosTRAZIONE. — Infatti, se O non fosse interno ad AB, esso do-
vendo appartenere alla (AB), e quindi 0 ad (A)B o a (B) A, sarebbe tale
che o B appartiene ad AO, ovvero A ad OB. In entrambi i casi sarebbe
(0) A= (0)B (Teor. § 6), & cid non &, c. v. d.

11, — L’angolo.

9. PostuLaTo VIII. — Data una retta esiste un punio che non appar-
liene ad essa,

COROLLARIO. — Esistono coppie di raggi distinti, aventi la stessa ori-
gine. P. es., un raggio (0) A, e il raggio {0O) B, dove B (Post. VIII) non
appartiene a (OA),

Dermvizions, — Dati due raggi (distinti o coincidenti) non opposti,
(O)A e (0) B, aventi la stessa origine O, chiameremo loro angolo con-
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vesso, e I'indicheremo con A (O)B o con B (0) A, la figure dei punti che
appartengono & segmenti aventi gli estremi sui raggi dati, I dati ragei
s1 chiameranno lat dell'angolo, e il punto O se mne dird il wertice, Se é BRaas
(O)A=(0)B, A(O)B si chiamerid angolo nullo. e

CoROLLARIO. — L’angolo nullo coincide coi suoi lati (corncidenti).

10, PosruraTo IX. — Se un raggio avente Uorigine nel vertice di un an-
golo convesso, tncomtra in wn punto distinto da questo, un segmento avente
glt estremi sui laii dellangolo, esso inconfrera tubti i seqmenti siffatli.

DEFINIZIONE. — Un raggio che ha Vorigine nel vertice di un angolo,
che incontra (Post. IX) tutti i segmenti aventi gli estremi sui lati di
questo, e che ¢ distinto dai lati dell'angolo, si dice interno al detto
angolo.

TeorEMA 1. — 8¢ un raggio (O) C ¢ interno allangolo convesso A (0)B,
tudtr 1 ragge interni ad A(OYC o a B(0)C, apparterranno ad A(O)B, e
inolére (O) B non appartiene ad A (0)C, ¢ (0) A non appartiene o B (O0)C.

DiyosTrRAZIONE, — Infatti scelto un segmento qualunque avente gl
estremi (distinti da O) M in (O)A e N in (O)B, esso sara (Post. IX)
incontrato da (O)C in un punto P interno ad esso. Sia ora (O} D o
raggio interno ad A (0)C, p. es.: esso (Post. IX) incontra MP in un
punto interno Q, che (§ 4) & interno ad MN, onde (O)D appartiene
ad A (0)B, ecc., e. v. d.

TeoreMs II. — Se due raggi distinty (0)C ¢ (O)D appartengono
ad A (O} B, sara vera una ed una sola delle due seguents Proposiziont:
(0) D appartiene ad A (0) C; (0)D appartiene @ B (0) C. Oyvero eon
altre parole: Un raggio interne ad un angolo eonvesso, divide questo in
due parti che hanno quel solo raggio comune.

DivmosTrRAZIONE. — Segue dai Post, IX e IV, e dal Teor. I del $ b,

|l. DerFiN1zioNs. — Siano (0) A e (0) B due raggi opposti, ed (0)C
un altro raggio avente l'origine in comune con essi, e da questi distinto.
La figura composta degli angoli convessi A (0)C e B (O) C, 81 chiamers
angolo piatlo, e gi indicherd con (0)A.C o con (0)B.C. I raggi (0)A
e (0O) B se ne dicono lai, e O vertéce.

USSERVAZIONE. — Un raggio (0) D di (0) A.C distinto da (0) C, ap-
partiene (Def.) ad uno (almeno) dei due angoli A (0) C, B (0)C, poniamo,
p. es, ad A (O) C.

PostuLato X. — Dalo Pangolo piatio (0) A.C, se (QO)D 2 interno
ad A (0} C, allora (0) C apparterra a B (0) D; e wiceversa.

COROLLARIO. — Dato Pangolo pimtto (0) A . C, ogni suo raggio distinto
da (O) C, appartiene ad uno e ad uno solo degli angoli convessi A (0)C
e B(O)C.

DmosTrAzIONE. — Che un raggio (0) D di (0) A . C distinto da (0) C
appartenga ad uno, p. es., ad A (0)C dei due angoli A (0)C, B(0) C,
segue dalla data definizione di angolo piatto. Che, poi, (0) D non appar-
tiene a B (0) C. segue dal Post. X e dal Teor. I del § 10.
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|12. TEOREMA. — Un angolo piatto é individuato dai lati ¢ da un suo
raggio qualunque (distinlo da questi), avente Uorigine nel vertice del-
Fangolo.

DIMOSTRAZIONE, — Sia (0)D un raggio di (0)A.C: dico che &
(0)A.C=(0} A.D. Infatti supponiamo (Coroll. § 11) che (0) D (distinte
da (0)C) appartenga ad A (0)C, e che sia (O) P un altro raggio di (Q)A .C,
Se (O) P ¢ interno a B (0)C, esso (Post. X e Teor. I, §10) appartiene
a B(O)D e guindi ad (0O) A.D. Se invece (O)P appartiene ad A (0)C,
allora {(Teor. 11, § 10) o appartiene & C (0O)D e quindi (Post. X e Teo-
rema I, § 10) a B(O)D, ed anche ad (O)A . D, ovvero appartiene ad A(0)D,
e per conseguenza ad (U) A.D. Analogamente si dimostra che viceversa
ogni raggio che appartiene ad (O) A . D, apparterra pure ad (O) A .C.
Concludiamo: (O) A . D=(0)A.C, c. v, d.

CoroLLARIO. — Due angoli piatti coincidono, se hanno in comune i
lati e un raggio déstinio da questi avente Uorigine nel vertice comune.

DIMOSTRAZIONE. — Infatti in tale ipotesi, ciascuno di essi & formato
dal medegimi due angoli convessi.

13. TrorEMA. — Dato un angolo piatto (O) A .M cui apparienga una
retta v, se U & un punto di quesia, wno dei due raggi di v azenii C per

origine, apparterra allangolo A (O)C, ¢ Valiro raggio apparierra all’an- .

golo B (0) C.

DimosTRAZIONE. — Siano infatti D ed E due punti di », ano per cia- it

scuno dei due raggi di r aventi C per origine, onde (Coroll.,, § 8) C ap-
partiene a DE, Se entrambi i raggi (O) D e (O) E appartenessero ad uno,
p. es. B(0)C, dei due angeli B(0)C e A (0} C, (0)D, p. es. apparter-

rebbe (Teor. 11, § 10) a B(O)E, e ¢id & assurdo, giacché (O) C appartiene-

a D(0)E (Teor. I, § 10), ¢. v. d.

14. TeorEMA 1. — Date due retie distinte aventi un punto in comune,
non esiste elcun angolo piutto col wvertice in. questo punto, coi lati su una
delle duve rette duate, e che contenga tutti i punti dellalira reita.

DIMoSTRAZIONE, — Siano le due rette distinte (OA) e (OC); dico che
non esiste alenn angolo piatto (O) A . M, p. es., clie contenga tutti i punti
di (OC). Infatti dovrebbe essere (§ 12) (O)A . M=(0)A.C, e se D &
un punto distinto da O, appartenente al raggio opposto di (O) C, tale
che O sia interno a CD, il raggio {O) D dovrebbe appartenere o ail’an-
golo A (O) C, o all'altro B (C) C. Poniamo che (0)D appartenga ad A (0) C,
per cul conterra un punto K interne ad AC, e le rette (AC) e (CD) avendo
in comune i due punti distinti C ed B coinciderebbero. E allora sarebbe
anche (AB) = (CD) per avere comuni i due punti distinti O ed A, e cid
e contro I'ipotesi che le due date rette siano distinte, ¢. v. d,

TeorEMA II. — Se un raggio ha Uorigine in un lato di un angolo
puatto, e meontra un raggio di questo avente la sua origine nel wvertice
dell’angolo, esso appartiene al detio angolo piaito. _

DryosTrazioNE, — Sia dato (0) A . B; dico che (A) B appartiene ad
esso. Per il segmento AB la cosa & evidente; onde sia C un punto tale,
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che B & interno ad AC. Allora siccome (0) B appartiene a C(0) A, cosi
(Post. X, 22 parte), (0) C appartiene ad A’ (0) B, ossia ad (0) A . B, indi-
cando eon A’ nn punto tale che sia O interno ad AA’. Se ne conclude che
ogni punto C di (A) B appartiene ad (O} A. B, e v. d.

TroreMA 111 — Due angoli piatti avenii i lati sopra una stessa retia,
e un punto fuori di guesta comune, coincidono. .

DryosTRAZIONE. — Sizno gli angoli piatti (0) 0,.P e (0,) 0. P; dico
che essi coincidono. Infatti ogni raggio di (0) Oy .P interno ad O, (0)P,
incontra (Post. 1X) O,P, e quindi (Teor. L) appartiene ad (0,) 0.P, Un
raggio, poi, di (0} 0;.P interno ad M (0) P, dove M & tale che O & in-
terno ad MO,, incontri MP in N. Ma (Teor., § 12) & (0,)0.P=(0,) 0. N,
oncde (Teor. IT) il detto raggio appartiene pure ad (0,) O.P. Analoga-
mente si dimostra che ogni raggio di quesio, appartiene ad (0)0,.P.
Dungue (0)0, . P=(0,)0.P, c. v. d.

COROLLARIO. — Date due refte che s incontrano, qualunque angolo
piaito avente 1 lali su una di esse, ¢ contenente uno dei due raggi del-
Fatira, che hanno Uorigine nel punto comune alle due rette, non contiene
Valiro del due raggi ora detts.

DIMOSTRAZIONE, — H conseguenza del teorema precedente, e del Teo-
rema I di guesto §.

15, TEorREMA 1. — Un segmento avente un (solo) suo punto interno
tn comune con un lato di un angolo convesso, possiede punti non appar-
tenenti all’angolo.

DiMoSTRAZIONE. — Infatti, se un segmento @ avente un suo punto

interno A comune col lato (0)A di A (0)B, avesse tutti i suol punti
appartenenti a guest’angolo, I’angolo piatto (O) A.B conterrebbe (§ 8,
§ 14, Teor. IT) entrambi i raggi in cui A divide la retta che contiene
il segmento a. E ¢id & assurdo (Coroll, § 14), c¢. v. d.

Trorema IL. — Due angoli convessi coincidents, hanno § medesémi lati.

DimostrAZIONE. — Infatti, essendo A (0) B=A’(0) B, sia (0') A’
nen coincidente con (O) A, ndé con (O)B. Si indichi cori M’ un punto
di (O) A, p. es., non posto sui lati di A (0)B. Allora M’ sari interno
al un segmento PQ avente gli estremi P in (UJA e Q 1 (O) B, Inoltre
essendo A (O) B=A'(0') B', futto 1l segmento PQ apparterra ad A’ (0) B.

Ma PQ ha solamente M’ in comune con (0') A’, giacché nel caso contrario,

ad A (O)B apparterrebbero dei punti di (0') A’, solamente (Post. IX,
Corell,, § 7) quelli di PQ, dunque veniamo ad un assurdo (Teor. I),
6. v. d. »

DEFINIZIONE. — Dati due raggi non opposti distinti (0) A e (0) B,
se me considerine gli opposti (0) A’ e (O) B’ rispettivamente. La figura
composta degh angoli convessi A (0) B, B'(0) A’, A’(0) B, si chiamerh
angolo concavo. 1 raggi (O)A e (0O) B se ne diranno laté, e il punto O
81 chiamera verfice; s'indicherd con [A (0) B].
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III. — Rette parallele.

I6. TeorEMA 1. — Date due rette T ed s, se esiste un angolo piaito
avente ¢ lati su r, e che contiene tuiti @ punti di s, allora scello un punto
gualungue di 8, esisterda un angolo piatto avente quel punto per vertice, 1
latt su 8, e che contiene tutti i punti di r.

DIMOSTRAZIONE. — Hasendo A, O, B tre punti distinti di r, esista un
angolo piatte (O) A.M che contenga tutti i punti di 5. Siano A’, O, B’
tre punti distinti gualungue di 3, e tali che O' appartenga ad A'B’: dico
che (O') A’. O contiene tutti i punti di ». A tal fine basta dimostrare
che se P appartiene ad #, (O) P appartiene o ad O (0") B, 0 ad 0 (0"} A".
Infatti giacche tutti i punti di s appartengono ad (0) A . M, ed & (Teor.,
§ 12) (0)A.M=(0)A .0, possiamo (§ 13) scegliere nn punto Q' di s,
in modo che (0) Q' appartenga all’angolo B (0) O, ge P & in (0)B. Ma
allora (O) Q' avra in comune con OP un punto N, ciod (0) P incontra OQ’
in N, e quindi (0') P appartiene ad 0 (0) @', ed anche ad (07 A" O, c. v.d.

TeoreMA II. — Date due reite r ed s, se esiste un angolo piatto avente
¢t datl su T, ¢ che contiene tulti 1 punti @¢ 8, allora scelto un punto qua-
lunque della stessa r, esisterd un angolo piatto avente quel punto per ver-
tice, © latt su v, e che contiene tutii ¢ punti di s.

DrMosTRAZIONE. — Infatti essendo (0) A .M =(0)A .0, si ha (Teo-
rema IIL, § 14): (O)A.M=(P)A. (. E giacché (0) A.M per ipotesi
contiene tutti i punti di s, anche (P) A . (' conterrd tutti i punti di s, e. v. d.

I7. DeFiN1zione. — Dnue retie tali che per gqualungque punto di una
qualsivoglia di esse, esiste un angolo piatto eol vertice in quel punto, i
lati sn quelln retta, e a cui appartengono tutti i punti dell’altra retta,
si chiameranno parailele.

TEOREMA. — Due retie parallele non hanno alcun punto comune.

Infatti date dus rette che s'incontrino, non esiste (§ 14) alcan angolo
piatto col vertice nel loro punto comune, p. es., coi lati su una gualungue
di esse, ¢ che contenga tutti i punti dell’altra retta, c. v. d.

Posruraro XT. — Per un punto che non appartenga ad wuna data
retia, passa una retle ed una sola parallela a questa,

IV. — 11 piano.

I18. Dermvizione, — La figura dei punti di tutte le rette che con-
giungono i punti di una retta r con un punto O non appartenente ad
essa, e della parallela (Post. XI) a questa passante per 0, chiamasi péano,
e 81 indica con O, .

Postunato XIT. — Una refta avente due puntl distintf in comune
col piano, appartiene a questo.
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TeorEMA. — La parallela ad una retta del piano passanie per un
punio di esso, appartiene « questo piano.

DimosTrAZIONE. — Siano P ed r un punto ed una retta del piano.
I'ano non appartenente allaltra, ed s la (Post. XI) parallela ad r con-
dotta da P: dico che anche s appartiene al piano. Infatti se A ¢ B son
doe punti distinti di 7, le (PA), (PB) appartengono (Post. XII) al piano.
Se (P) B appartiene (Def., § 17 e Teor., § 12) all’angolo convesso M (P) A,
p- es,, essendo M un punto qualunque di s distinto da P, (P) B avra in
comune con AM un punto N. Ed ora, siccome M appartiene alla (AN),
Ia quale (Post. XII) appartiene al piano, M appartiene pure a questo, e
di consegnenza tutta la retta s apparterrd (Post. XII) al piano, e. v. d.

19. TrorEMA. — Un piano é individuato da una retta € da un suo
punio qualungue non appartenente alla reita.
DiMOSTRAZIONE., — @) Sia il piano Or, ed O/ un suG punto gualongne

chstinto da O, e che non appartiene ad »: dico che & Or == Q'r. Infatti
81 cominel ad osservare che la (00') appartiene (Def., § 18) ad entrambi
1 piani Or e O'r. Ne segue che ogni retta conginngente O con un punto
di r, appartiene (Post. XIT) ad O'r, e ogni retta che congiuange O’ ¢on
un punto di r, appartiene ad Or. Per il teorema del § precedente, poi,
la parallela ad r passante per O appartiene ad O'r, e la parallela ad »
per (). appartiene ad Or. Dungue & Or = O'r.

b) Se r & una retta di Or distinta da » e non passante per O, dico
che & Or= Or". Giacché ' appartiene ad Or, conginngendo O con un
punto qualungue di ', si ottiene una retta la qnale appartmne (Post, XT1T)
al piano Or; cosi dmasl (Teor., § 18) per la paraliela ad »' passante per 0.
Dunque ogpi punto di O appartiene ad Or. Viceversa due rette gua-
lnngue conginngenti O con due punti di #, e distinte dalla parallela ad »
passante per O, incontreranno r in dne punti distinti, onde » appartiene
(Post. XIT) ad Or. Ne segue c¢he sia le rette che congiungono O con
punti di r, sia la parallela ad r passante per O, apparterranno (Post. X1,
e Teor.,, § 18) ad Oy, Dungue: Or = Or".

¢j Se O ed +" sono un puuto ed wna retta di Or, ed O non appartiene
ad 7, 81 ha: Or=0r=0'7, c. v. d,

CoroLLaRIO L. — 11 piano & individuato da ire punti qualungue non
appartenents ad una stessa retia,

CoroLLArI0 XI. — Due rette parallele o che s'incontrano, individuano
un piano.

COROLLARTO III. — Due veite del piano o sono parallele, 0 hanno un
punto comune.

CoroLLARIO IV. — KEssendo r, v, v" tre rette del piano, ser ed v’ sono
parallele, ed r" incontra v,r” incontrera pure v'.

DivosTrRAZIONE. — Infatti se non I’ incontrasse, »"' ed ' sarebbero
(Coroll. ITT) parallele, e per il punto comune ad 7 e »”, passerebbero
queste due rette entrambe parallele alla ¢, e ¢id & (Post. XI) assurdo.
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20. TroreMA 1. — Data una qualungue retta del piano, questo pud
essere considerato come composio di due angoli piatti distinti, aventi il
vertice 2n un punto qualunque della retia, e © lati su guesta medegima.

D1soSTRAZIONE. — Sia (OB) una retta del piano: si conduca in questo
per O un’altra retta qualungue (OC), Siano inoltre A e D due punti tali
che O sia interno ad AB, ed anche a CD. Ogni panto appartenente
ad (0)A..C, ovvero ad (0)A.D, appartiene (Teor., § 12, Def, § 9 ¢
Post. XTI) al piano. Viceversa se P & un punfo di guesto. la parallela
ad (AB) per essu, seca (Coroll. IV, § 19) il rageio (0)C, p. es. (Teor. § 8),
onde essa appartiene (Def., § 17 e Teor., § 12) all’angolo (0) A.C,

Che, infine, (0)A.C e (0) A.D non hanno alenn punto comune faori
di (0A), segue dal coroll. del § 12, e dal Teor. 1, del § 14, ¢. v. d.

TEOREMA 1I. — Date wuna retla del piano, questo si pud considerare
come composto di due parti distinte, tali che due punti di una siessa parte
endividuano un segmenlo mon avente alcun pumio comume colla retta ;

mentre due punti appartenenti a parti diverse, sono congiunti da un seg- -

mento che inconira la data retia.

DimosTrAZIONE. — Sia » una dats retta del piano: queste pud con-
siderarsi (Teor. I) come composto di dne parti, ciascuna delle guali &€ un
angolo piatto col vertice in un punto arbifrario di », e i lati su gquesta
medesima retta. Siano ora A ¢ B due punti del piano fuori di r: se
ad AB appartiens un punto M di 7, 1 punti A e B non appartengono
ad uno stesso dei due detti angoli platti (Teor. I e Teor. I, § 14). Onde

86 A e B appartengono ad uno stesso di questi, il segmento AB non in-

contra 7. Viceversa se AB non contiene alcun punto di r, A e B ap-
partengono ad uno stesso dei sopradetti due angoli piatti. Infatti (Corol-
lario IIT, § 19) o la (AB) & parallela ad r, e allora (Def., § 17) I'as-
sunto ¢ dimostrato. Ovvero (AB) seca » in N, e allora deve essere
(N) A= (N) B, giacché se cosi non fosse, i raggi (N)A e (N)B sareb-

bero opposti, ed N sarebbe interno (Coroll., § 8) ad AB, contro I ipo- °

tesl. Onde A & B appartengono od uno stesso dei due angoll piatti pil
volte menzionati.

DerFin1zioNE. -— (liascuna delle due parti distinte in cui il piano resta
divise da una sua retta gualungue, dices semipianc. Un semipiano, dunque,
non € altro che uno degl infiniti angoli piatti coincidenti, aventi 1 lati
sopra una data retta, e passanti per uno stesgo punto fuori di guesta. La
data retta si chiama asse del semipiano.

V. — Segmenti eguali.

2l. Postoraro XIII. — Dazo un segmento a, resta individuata una
classe di segmenti, che seddisfa ai postulati sequenti.

DErintzioNe. — Ciascuno b di questi, 51 dira eguale ad a, e si scri-
vera a = b,

§
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Posturaro XTIV, — # a —a.

PosrrraTo XV, —— Se ¢ a—, é pure b= a.,

PosruraTo XVI. .— Seéa—b e b=¢, ¢ a=c.

PosturaTo XVII. — Se ¢ AB=A'B, e C ¢ un punto di AB. esi-
sterd un punto C" di A'B, tale che ¢ AC = A'C’, ¢ BC — B'C.

TEOREMA. — Se é AB=AB', ¢ C ¢ un punto di AB, esistera un
punto Uy di AB, tale che ¢ AC=B'C, ¢e BC=A'C,.

DiMosTRAZIONE. — Basta applicare il postulato precedente, ai due
segmenti eguali AB e B'A’ (§ 3).

PosToLaTo XVIIT. — 8 & AB =ﬁiB', AC = A'C’, BC =BFG', com U
tnterno ad AB, sara C' interno ad A'B.

22. TEOREMA. — T'n segmento AB non é equale ad wun segmento MN
sua parte.

DIMoSTRAZIONE. — In primo lnogo sia, p. es.,, M =A; allora se fosse
AB=MN, siccome si ha pure (Post. XV) AN =MB, e (Posi. XIV )
BN =NB, con N interno ad AB, doyrebbe (Post. XVIIT) essere B in-
terno ad MN, e ¢io non & (Post. ITI). '

Se poi messuno dei punti M ed N coineide con A o con B, s1 osservi
che se fosse AB — MN, dovrebhe (Post. XVII) esistere un panto C di MN
tale che sia BM — MC (e AM =NC). Ma per il caso gid dimostrato BM
non 6 eguale ad MC, dungne AB non & eguale ad MN, ¢. v. d.

OssErRvVaAzZIONE, — Dato un segmento AB, e un suo qualungue punto C,
per 1 Post, XTV ¢ XV, esiste un punto C’ di AB, unico per il tecrema
precedente, tale che ¢ AC = B('. Questa proprieta del segmento si in-
dica dicende che il segmento & invertibile. |

23. PostuLato XIX. — Dato un raggio (0) P e un segmento MN,
esiste un punto A di (0)P, tale che ¢ OA — MN.

Osserviamo che il punto A é umico in virt: del teorema del § 22,

24. TEOREMA. — Dati due seqments a e b, se per un raggio (O)P si
verifica che essendo N ed M punti di questo, é N #aterno ad OM, essendo
ON=a ¢ OM =0, allora per qualsivoglics altro raggio (') P, sara N’
enterno ad OW, qualera sin, ON'=2 ¢ OM' —b con N’ ed M', punti
di (0P,

DmosTRAZIONE. — Infatii fissato M’ in modo che sia OM = OM =1,
per il Post. XVII esisterd un punto N; di O'M’, tale che é O'N, = ON,
cioé O'N'y=a, Ma (§ 28) & N'=N/,, dunque... ¢, v. d.

DEFINIZIONE, — Dati due segmentl ¢ & b, o scelto un raggio qua-
lungue (O) P, siano M ed N quei due’punti di ()P, pei quali si ha ON—aq,
OM=25. I punti M ed N son tali (Teor. e Def., § 6) che o N appartiene
ad OM, o M ad ON. Se p. es. N appartiene ad OM, ed N non coincide
con M, diremo che « & minore di b, e che b & maggiore di a, e serive-
remo a<b ed anche b > a Se pol fosse N =M, sarebbe (Post, XVI
e XIV) a =b. Queste definizioni sono guustificate dal teorema precedente.

25. TEOREMA. — Dati due segmenti AB ¢ A'B', se un punto C i AB
¢ un altro U' di A'B', son tali che 8 AC=A(C’ ¢ BC=RB'C", sara AB—A'R".
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DimosTrRAZIONE, — TInfatti sia (§ 23) B’y quel punto di (A" B’ tale
che ¢ AB=A'B',: sard (Post. X V11 ¢ § 23) BC = B',(, per cui (Post. X'VI)
anche B'C' =B',(", e infine ( § 23) BB=B,, ¢. v. d.

DEFINIZIONE, — Dati due segmenti a e b, e scelti i punt1 A,Ce B
S0pra una stessa retta qualungue, in modo che sia AC=a, BC=b, e
C interno ad AB, chiameremo questo segmento AB somma di a e b, e
seriveremo AB — ¢ -},

Si osservi che da guesta definizione e dal teorema precedente, segue
che ¢ @ +-h="0-4a, cios, come diremo, la somma gode della proprieti
commutativ.

26. TmorEMA. — Sic AB— A'B, AC=A'C, C #nterno ad AB ¢ C
interno ad A'B': allora sarée BC = B'(,

Dmvosrrazionm. — Sia infatti B, quel (§ 23) punto di (C") B, per
cut ¢ UB=C'B/,. Allora sard (Teor., § 256) AB = A'B', ed anche (Postu-
lato XVI) A'B'= A'B',, onde (§ 23) B=3B,, c. v. d.

DurmNizioNE. — Dati due segmenti ¢ e b con a < b, e scelti 1 punti
4, Ue B sopra uno stesso raggio (A)B in modo che sia AC — a, AB=»
(e quindi (§ 24) C interno ad AB) chiameremo B( differenza i b e a,
e scriveremo BO =) —q.

VI. — Figure eguali.

27. DurmnizionE. — Due fignre F ed ¥ si dicono eguali, e s serive
F=1", se i loro punti si corrispondono blunivocamente, in medo che il
segmento che unisce due punti qualunque di F, & eguale a quello che
congiunge i due punti corrispondenti di F'. Una siffatta corrispondenza
si dird corrispondenza di equaglionza.

OsSERVAZIONY. — E chiaro che 6 F=—F (Post. XIV). Se ¢ F=1,
e pure F'=F (Post. XV); se ¢ F=F, F'—TF", sara (Post. XVT) F=%",

Date due fignre eguali F ¢ ¥, a punti di F interni al segmento che
congiunge due punti qualungne di essa, corrispondono (Post, XVIII) in
B punti internj al segmento che unisce i pontl corrispondenti (omeloghi)
di guesta.

Dalla data definizionc segue pure che sono eguali due figure corrispon-
denti (omologhe) in fignre egnali. Si osservi inoltre, come nell’ 1potesi
che F e F' siano segimenti, se sono eguali secondo la data definizione, essi
soddisferanno ai postulati del capitolo precedente; e (Post. XVII ¢ Teor.,
S 26) viceversa.

28. TEOREMA. — Due rette qualunque somo figure eguali, e la corri-
spondenza d’eguaglionza ¢ individuatae qualora sian date due coppie di
puntc omologhi (¥n modo che siano eguali 7 due segmenti corrispondenti
cost determinals).

DIMOSTRAZIONE. — Siano le rette (AB) e (A'B"), con AB= A'B": dico
che fra i punti delle due rette si puo stabilire una ed una sola COITISpon-
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denza d'eguaglianza, in modo che slano omologhi A, A’ e B, B'. Infatti
dato un punto qualungue P di (AB), p- e8. in (B) A, si assuma come sno
omologo il punto P’ di (b)) A', iale che sia BP'— BP (§ 23). Analoga-
mente si determini il punto Q' dj (A’B’), omologo di nn altro punto Q
di (AB). Ed ora si ha PQ— P’ s per il teorema del § 26 ss P’ e O
appartengono entrambi a (B") A, o per 1l teorema del § 25 se uno di essi
appartiene a (B') A’, mentre 'altro appartiene al raggio opposto a questo,
e. ¥. {.

COROLLARIO, — Die ragge qualungue sono figure equali.
DrvoSTRAZIONE. — Si dimostra come BOPra.
28. TroREMA., — Ogni figura equale ad una retta, ¢ una retia.

DruosTRAZIONE, —— Sia P — I, essendo ¥ ==(AB): dico che pure F
¢ una retta. Infatti ai ponti A o B saranno omologhl due pnnti A'e B’
di F', tali che 8 AB=A'B". Se ora P’ & un altre punto qualungue di B,
e P & il suo omologo in F, giacché A, B & P sono in una stegsa rebta,
P" appartienc (§ 27) ad (AB’). Viceversa se Q) ¢ mn punto gualungne
di questa, e Q & il punto di (AB) che ad esso corrisponde nella relazione
di eguaglianza fra la stessa (AB) e la (AB'), con A, A’ omologhi, ¢ B, B’
omologhi (Teor.. § 28), sarda @, = Q (§27), ove Q' & I'omologo di Q in F,
Concludiamo che ¢ F' = (A'B), c. v. d.

COROLLARTO, — Ogni figura eguale ad un ragqio, é un raggio, e nella
corrispondenza dequaglianza sonc omologhi le loro origini.

Infatti se A e A’ sono omologhi nella corrispondenza d’eguaglianza
che intercede fra (0) A o (0y) AY, ai ponti interni ad OA, corrisponde-
ranno (§ 27) i punti interni ad O'A’, detto O Pomologo di 0. Ai pmnti Q
tali che & A interno ad 0Q, corrisponderanno (§ 27) punti Q' tali che
¢ A’ inferno ad 0'Q", Ne segue 0, =0, giacché se cosi non fosse, i
punti di OO; non avrebbero i loro omologhi in (0) A, e cid & assurdo,
e.v. d,

30. TrEOREMA. — Se due angoli convessi sono eguali, nella corrispon-
denza di eguaglianza saranne omologhi i vertici, e ai lats dell’uno COTT-
sponderanno (in un certo ordine), i lati dell’altro.

DInosTRAZIONE. — Infatti sin A (0)B=A, (0,) B,, e indichiamo con
(0) A"e (0B gli cmologhi di (0)A e (0)B rispettivamente. Allora nella
data corrispondenza d’eguaglianza, ad A{0)B sarj omologo A'(O)B’ (§ 27).
Onde, per Iipotesi, si deve avere AONB'=A,(0,)B,, da cui si de
duce (§ 15, Teor. IT) quanto si voleva dimostrare,

31. Postoraro XX. _ & dudPangoli convessi A (0)B e A’ (0") B sono
equali, e sono omologhi (Teor., § 30) (0) A ¢ (07 A’ e quindi anche (0B
e (O) B esistera un’altra corrispondenza d'equaglianza fra gli stessi an-
goli, nella quale sono omologht (0) A e (0Y B’ e quindi (O)B e (01 A’

TrEorEMA, — 8¢ ¢ A (Q)B=A"(0)B, 0A=0'A"' OB — OB, sara
AB=A"R,

DimosTRAZIONE, — Infatti possiamo (Post, XX) sempre supporre che
nella corrispondenza d’eguaglianza che intercede fra § due dati angoh,
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siano omologhi (0) A e (0") A, (0)B e (0)B". Ne segue, per I'ipotesi
fatta, che sono pure omologhi A, A’ e B, B, onde ¢ AB— AR, ¢. v. d.

32. PostuLaTo XXI, — Se ¢ AC= AU, e BC=BC, con C ¢ (¥
postt entrambi in uno stesso semipiano avente (AB) per asse sard C = (",

TeorEMA., — 8¢ (0)B e (0) P appartengono ad uno stesso seTnipiano
avente (QA) per asse, e se ¢ A(DOYB=A (O) P, sara (O) B=(0)P.

DmvosTRAZIONE. — Infatti, supponiamo che nella relazione di egua-
glianza che intercede fra A (0)B e A (0)P, sia (0) A tantologo (Post. XX,
e sia OP = OB. Per il teorema precedente sari AB — AP, onde (Postu-
lato XXI} ¢ B=P, e quindi (0)B=(0)P, c. v. d.

33. TeorEMA. — Se O (B) appartiene ad A (0)C e (") B’ ad A’ (09,
se inolire ¢ A(O)B=A"((V)B', A(0)C=A"(0"(", allora sara B{0O)C=B'(0')C".

DrvosTrRAZIONE. — Infatti possiamo (Post. XX) snpporre che nella
corrispondenza di egnaghianza che intercede fra A (0} C e A’ (0) (', siano
omologhi (0) A e (0') A”. Ma allora ad (0) B sara omologo un certo raggio
che dovendo formare con (0) A" e nell’angolo piatio ( 0)A’.C' un angolo
eguale ad A (0) B, coincidera (Teor., § 32) con (0) B. Per cui sard
B(0)C=DB'(0) (", come figure corrispondenti in figure eguali.

34. Posrunato XXTII. — Dato wn raggio (O) A, in ogni angolo piatto
avente (0) A per un lato, esiste un raggio formante con (0) A un angolo
convesso equale ad un angolo convesso dato. '

OSSERVAZIONE. — Questo raggio & unico in virth del teorema del § 32.

35. TEOREMA. — Due angoli piatti somo figure eguali, e precisamenie
esistono due diverse corrispondenze d’eguaglianza fra i lore punti, tali che
tn esse siano omologhi i lati dei due angoli.

DIMOSTRAZIONE. — Siano gli angoli piatti (O)A.Be (0YA'. B, e P
un punto qualunqne del primo di essi. Sia inoltre (0’) M’ quel raggio (§ 34)
di (O) A’ B, tale chs & A’ (0)M'—= A (O) P, inoltre sig (§ 23) P’ quel
punto di (0} M, per eni & OP’ = OP. Assumeremo P’ come omologo di P,
ottenendo eosi, al variare di P, una corrispondenza biunivoca fra i punii
dei dne angoli piatti dati, nella quale somo omologhi (O)A e (04, e 1
raggl a questi opposti. Vogliamo dimostrare che guesta corrispondensza
e d'eguaglianga.

Infatti se Q e Q' sono altri due punti omologhi, giacché (Teor., § 33)
e P(O)Q=P'(0)Q, si ha (Teor., § 81) PQ = PQ).

In virth poi del Post. XXI, la corrispondenza d’eguaglianza & unica,
una volta che siano omologhi (0) A e (0) A

Che, infine, si possa stabilire un’altra relazione d’egnaglianza diversa
da questa, segue dall’osservare che ad (0) A si pnd far corrigpondere in-
vece di (07 A', il raggio a questo opposto, c. v. d.

COROLLARIO. — Due semipioni sone in infiniti modi figure equali.

36. DEFINIZIONE, — Due angoli convessi diconsi opposti al vertice,
quando i lati dell’'nno, sono raggi opposti ai lati dell’aliro.

TEOREMA. — G1i angoli convessi opposti al vertice sono egquali fra loro.
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DIMOSTRAZIONE, — Siano oppostl 1 raggi (0)A, (0)B, e (0)B, (D) A’:
dico che & A (0) B=A’(0") B". Infatti, stabilita la corrispondenza di egua-
ghanza (Teor., § 36) fra gli angoli piatti (O)B.A e (0) B'. A’, in modo
che siano omologhi (0)B e (0) B, (6 quindi (0) A’ e (0)A), ad () A
di (O) B. A eorrisponda il raggio (0) A/, di (0) B'. A’. Ne segue che deve
essere A (O) A'= A" (0) A, e gnindi (Teor., §32) (0)A’=(0) A, e di
conseguenza A (0)B=A"(0)B' come hgure corrispondenti in figure
egunali, ¢. v, d.

37. OSSERVAZIONE. — Si osservi che dato ug segmento AB, per ogni
suo punto M, esiste (§ 22) un aliro punto M’ tale che ¢ AM — BM’.

Postoraro XXII1. — Za ogui segmento AB esiste un punto O, tale
che ¢ AO=0B. Cioé con altre parole: In ogni segmento esiste un punto
che lo divide in due parti equali.

Insomma si ammette che esista (almeno) una posizione di M, per cui
sie. M= M. Un siffatto punto dicesi punto medio del dato segmento.

38. TrROREMA. — Ogni segmento ammette un sol punto medio.

IIMOSTRAZIONE. — Infatti se M ed M; fossero due punti medi di AB.
¢ se M, p. es.. appartiene (Post. IV) ad AM,, essendo AM, = BM,. esi-
sterebbe (Post. XVII) un punto N di BM,, tale che & AM — BN, per
cai anche (Post. XVI) BM — BN. B ois & (Post. IIT ¢ Teor., § 22)
aggurdo, ¢. v. d,

39. DarmN1zioNE. — Due punti diconsi oppostt rispetto al punto medio
del segmento che i congiunge., Due figure si chiamano opposte Tispetto
ad un punto O, se i Joro punti sono riferiti biunivocamente, e se due
qualungue pnnti omologhi, sono opposti rispetto ad O,

TEOREMA. — Se¢ A, A’ e B, B’ sono due coppie di punti opposti rispetto
ad uno stesso punto 0, ¢ AB—= AR,

DimosTRAZIONE. — Infatti oltre di essere, per ipotesi, OA =0A’ ¢
OB=0B, & pure (Teor., § 36) A (0O) B=A'(0) B’, onde (Teor., § 31) si
ha: AB=A'B, ¢c. v. d.

COROLLARIO. — Due figure opposie Tispetto ad uno stesse punto, sono
equiali.

40, TEoREMA, — Per il wertice di un angolo econvesso, passa una se-
miretle ed une sola, che lo divide in due parii eguali,

DmvosTrAZIONE., —— Sia A (0) B Yangolo dato, e siano M ed M’ due
punt: dei suoi lati, in modo che sis OM = OM'; sia inoitre N il punto
medio di MM'". Dico che &é A (O)N = B{O)N. Infatti nella corrispondenza
d’egnaglianze (Teor., § 35) fra g]i angoli piatti (O)N.A e (O)N . B,
avente come tautologhi i punti di (0) N, al punto M corrisponda un certo
punto M,. Siccome intanto & ON — ON, OM = OM,, ¢ NM — NM, sari
pure OM'—=0M, e NM'=NM,, onde (Post. XXT) é M'==M,. Ne segue che
nelle sopradetta corrispondenza d’egmaglianza, sono omologhi (0) A e (0) B,
per eui gi ha A (O)N=B(O)N, come figure omologhe in figure egnali. Che,
poi, solamente (0) N divide A () B in due parti eguali, segue dall’ogservare
che un raggio (0) N, siffatto, contiene il punio medio di ogni segmenta
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come MM, e ¢i6 sia per la corrispondenza ’eguaglianza che intercede-
rebbe fra A (O) N, e B (0) N,, sia, pure, in virta del teorema del § 31.

DEFmNIZIONE. — La semiretta che divide un dato angolo convesso in
due parti eguali, dicesi biseftrice di questo.

41. TEOREMA. — Le bisefivici di due angoli convessi opposti al ver
lice, sono opposte. :

DIMOSTRAZIONE. — A tal fine basterd dimostrare ehe se (O)M ¢ la
bigettrice di A (0) B, la semiretta (O) M’ opposta ad (O) M, ¢ Ia bisettrice
di A'(0)B. E infatii &1 ha: A(0)M =B (O)M, A(O)M= A’(0) M,
BO)M=B'(0) M, onde ¢ A'(O)M' — B’ (O) M, e. v. d.

42. DrriNizioNs. — Dali tre punti A, B, C non situati in una stessa
retta, chiameremo triangolo la figura costitnita dai punt: dei segmenti AB,
BO. CA, e dai punti dei segmenti aventi gi1 estremi sn due di questi tre
segmentl. I punti A, B e C g chiamano vertic del triangoio ABC; AB,
BC, CA xe sono i latZ. Gli angoli convessi B (A4)C, A{C)B. e C(B) A,
st dicono angoli del friangolo. Diconsi opposti A e BC, Be AC, Ce ARB.
La figura costituita dai lati di un triangolo si chiama contorno di questo.

TEOREMA. — Se due triangoli hanno due lati equali a due lati, e yli
angoli fra questi compresi equali, sono equali, e hanno 7 rimanenti lati
egual. :
DiMoSTRAZIONE., — Infatti i dati triangoli sono fignre corrispondenti
negh angeli egnali per ipotesi.

43. TeorREMA, — Se due triangoli hanno @ lati rispettivamente eguali,
esst hanno equali gli angoli opposti a lati equali, ed ess: stessi (Teor., § 42)
sono equalt. :

DrMoSTRAZIONE. — Sia AB= AR, BC = B'C’, CA =C'A’, dico che
¢ A(C)B=A'(C")B'", Infatij sia (C)A; quel raggio (§ 34) di (C)B. A,
per cui ¢ B (U} A, = B (C') A/, e sia, inoltre, CA; =C'A". 8i deduce (Teo-
rema, § 42) A,B— AR, e quindi (Post. XXT)A=A,, percouiA (0)B—
= A'(U) B'. Analogamente si dimostra essere B A)C=DB(A)C, e
ABIC=A"(BC, e v. d.

44. DeFINIZIONE. — Dato un triangolo ABC, ; punti che ad esso ap-
partengonoe, senza giacere in aleuno dei lati, diconsi inierni ad ABC.

TEOREMA. — Ogni punto interno ad un iriangolo, é interno ad un
segmento avente un esiremo in uno qualungue dei verlici e Ualiro estremo
nel lato opposto.

DraosTrAZIONE. — Per la data definizione di triangole (§ 42), se P
6 mn punto interno ad un dato triangolo AB(C, esso ¢ interno ad un
segmento MN, avente gli estremi su due lati di ABOC. Vogliamo dimo-
strare che P & interno ad un segmento avente un estremo in A, p. es.,
e 'altro sul lato opposto BC, Infatti consideriamo prima il caso ches sssendo
mterno M ad AC, N 1o sia ad AB. Allora (A) P incontra (Post, IX) BC
in un punto interno D, Siccome poi entrambi i punti M ed N apparten-
gono a quella delle due parti in ecui il piano é diviso (Teor. II, § 20)
da (BC), la guale contiene A, MN non incontra (BC), onde A ¢ P Bono
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o una stessa parte di p1ano rispetto a (BC). Se ne deduce che D non &
in AP, e quindi (Def,, § 6) & Pin AD,

Consideriamo ora il caso in cui mentre M & ip AC, N sia in BC.
Intanto (A) N & interno a B (4) C, onde (Teor, I, § 10) auche (A) P ap-
parbiene a B(A)C, e guindi esso incontrerd BC in un certo punto D,
Siceome, inoltre, AM non mcontra (BC), i punti A ed M appartengono
(Teor. I1, § 20) ad una stessa delle due parti in cui (BC) divide il piano,
Ma anche P appartiene a questn stessa parte, onde AP nop lncontra ( BO),
per cmi P & in AD,

Analogamente si dimostra che P & internc ad on segmento avente up
estremo in B e l'altro ip AC, e ad un altro Segmento avente un estremo
in ' & lalfro in AB. '

OSSERVAZIONE. — T triangolo dunque & Ja figura dei punti che appar-
tengono ai segmenti aventi un estremo figso comune, e Paltro appartenente
ad un segmento dato; la retta di questo non passante per il puuto fisgp,

COROLLARIO. — Due punt interni ad un srrangolo, sonp congiunti da
in segmento tutto interno ol triangelo.

45. OssErvazioysm. — Se 4,B,Ce A, B, C'"sono dua terne di punti
cmologhi in ana corrispondenza d'eguaglianza, e i punti 4, B e C (e quindi
A% B, ') non sono allineati, ai punti interni al triangolo A B( COTTISpon-
deranno i punti interni ad A'BCY,

TeorREMA 1. — Se due iriangoli coinetdono, hanno Gli stess? lats,

DimosTrAZIONE, — Sig ABC=A'BC; S€, P. 88., A'B’ non fosse un
lato di ABC, esisterebbe un punto M inferno ad AB’ e ad ABRC. Allora
M deve (Def., § 42) essere interno ad un segmento PQ avente gli estremi
sul contorno di AB(. Ma PEr essere ABC = A'B'(Y, tutti i punti di PQ
apparterrebbero ad AB'(”, ¢ quindi (Teor., § 44) all’angolo B’ (A)) O e
10 (Teor. I, § 15) & asgsurdo, c. v. d,

TEOREMA 11, — Se due wiangoli sono equali, ai vertici dellPuno saranno
omologhi nella, corrispondenza dequaglianza, i vertics detl’alivo.

DRMosTRAZIONE, — Siana ABC e AB'C due triangoli eguali, e (j-
cansi 4, , B, & €, 1 punti del secondo {riangolo cmologhi ai vertici A B C
del primo, nells corrispondenza, d'egnaglianza,

Si ha: A’B’G’EHIEC” per cui (Teor, I) aj vertici di ABC somo
omologhi nella corrispondenza d’eguaglianza, i vertici A Be( ¢ v d

46. TeorEMA. — & que triangoli sono eguaiz, essi hanno 7 lati -
Spettivamente equali,

DIMosTRAZIONE. — Tufatt aj vl tici delP’uno corrispondono (Teor., § 45)
1 vertici dell'altro, per cul ai lati dell’uno i lati dell’altro, ¢. v, d.

COROLLARIO, — Se e triangoli sono equali, essi hanno equali gli
angoli aventi vertics omologht.

DniosTrAzZIGNE, — Segne dal feorema precedente e dal Teor, de] § 43.

GIUSEPPER MARUETTA,
Catanin, dicembre 1904,
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SOLLA CONGRUENZA E SIMMETRIA DELLE FIGURE:

§ 1. — Tignre simmetriehe rispetto ad un punto.

Dermvizione I. — Due punti st dicono simmefrici rispetto al
punto di mezzo del segmento da essi determinato; questo punto
dicesi centro di simmetria.

Drrmviziove 11, — Due figure si dicono simmetriche rispetio ad
un punto, se 1 punti dell’una sono simmetrici ai punti dell’altra
rispetto a questo punto.

I'eoreMA 1. — La figura simmelrica ad un segmento rispetio ad
un punto ¢ un segmenio eguule e parallelo ad esso.

Infattli se AB & il segmenio dato ed A', B sono 1 punfi sim-
metrict ad A, B mspetto al centro di simmetna O, dall’egnaghanza
del due triangoli OAB, OA'B’ si ricava appunto che il segmento A'B
e eguale e parallello ad AB.

Prorema II. — Duwe figure simmetriche rispetto ad un punto sono
equats fra loro.

Infatti ad ogni punto dell’una corrisponde uno ed nn solo punto
dell’altra; 1noltre, per il Teor. precedente, 1 segmenti dell'una sono
eguali al segmenti del punti corrispondenti dell’altra. (%)

§ 2. — Segmenti congrnenti e simmetrici sulla retta.

Dermvizione 1. — Due segmentl eguali d'una stessa retta si
dicono congruenti se hanno lo stesso verso; si dicono simmetrici se

sono di verso opposto.
Da guesta definizione si deducono immediatamente i seguenti

corollar: :

CoronLario I. — Due segmenti congruenti o simmebrici ad uno
Stesso segmenio Somo congruenti fra loro.
Comorvario II. — Due segmenii 'uno congruente e Vallro simme-

iico ad uno stesso .s-egmenfa sono ssmmetrici fra loro.

(3) Negli Elementi di Geometrio di Giveepps Vzaoyese ¢ contenuia una breve * Nois solle
figure congruenti ¢ simmetriche .. Slecome perd tale argomento von fa parte del programma per
le nosirs scuole secondurie, asso non & trattate comunemente nei ¥ibri di testo. Presentando guindi
ai lettori del Perdodico ynesto breve siundic, speve di non iare cosa del tuite priva d'intaresse.
Nel compilario sono partito appunto dalle definiziomi che si trovonoe neila Nola ricordnts, ¢ Dm
sono servito in parte anche di guanto lo sbtesso Autore espone sul medssimo argomento ne’ suoi
Fondamenti di Geometiia,

[¥) Vedi Vewowesy, Elementi di Geomatria, parte 1, ediz, III, pag. 22,

Come Il lettore riconoseerk familmente, in guesta dimostrazione si considerano solkanto le figure
rotiilinee; perd se lo due figure fossero non rettilines, esse sarebbero pure eguali, poichd si cor-
rispenderebbere nelle due figure reitilines eguali determinate dai medesimi punii.
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Derixizione I1. — Dato un punto X del segmento AB, se X’
¢ 1l punto del segmento ad esso congruente o simmetrico A'B tale
che AX — A'X’ (e quindi anche tale che BX — B'X’), i dne punti
X, X' si dicono corrispondenti nella congruenza o simmelria dei segmenti
dati.

E cosi pure dati due segment; congruenti o simmetrici, i seg-
menti determinati da punti corrispondenti si dicono corrispondenti
nella congruenza o simmetria dei segmenti dati.

TeorEMa 1. — Dhue segmenti corrispondenti in due segmenti con-
gruent: o simmetrici sono rispettivamente congruentt o simmetrici.

Se AB, A'B’ sono due segmenti congruentl o simmetrici, e se
i Y, Y sono due coppie dj punti corrispondenti, essendo

(Def. 1I): AX = AKX’ ed AY — AT & ha pure:
AY —AX — AV _ AX’
XY =X'Y".

Ma siccome in segmenti congruentl 1 punti corrispondenti si
succedone nello stesso verso, mentre in segment] simmetrici si sne-
eedono in verso opposto, nel primo caso XY ed XY’ saranno con-
gruenti, nel secondo simmetrici.

Dermvizioss 111, — Se due segmenti eguali hanno dne panti
eorrispondenti ehe coineidono in un punto, questo si dice punto unito
dei due segmenti.

Trorema I1. — Se due segmentt congruenti hanno un punto unito,
eotncidono,

Infatti se X, X’ sono due punti corrispondenti in dne segmenti
congruenti AB, A'B' e coincidono, stabilita la corrispondenza fra 1
due segmenti, si ha che AX ed A'X’ Bono congruentl (Teor. I):
ma affinché cid avvenga ¢ necessario che anche A coincida con A’
Cosi pure B coincidera con B’

Trorena ITT. — Se due segmentt simmetrici AB, A'B' hanno una
parte in comune BB, il punto medio di BB’ ¢ un punto unito per i
slue seymenti.

Indicando con X questo punto medio ed essendo BX = BX,
al punte X cousiderato come apparienente ad AB corrisponde il
punto X stesso considerato come appartenente ad A'B". In parti-
colare se nel due segmenti gh estremi B s B coincidono in un
punto, questo € un punto unito.

Trorema TV. — Se due Sqgmenti simmetrici hanno un punto unzto,
due punti corrispondenti qualungue sono simmetrici rispetio ad esso.

Infatti se X & il punto unito di due segmentl simmetrici, e
Y, Y sono due puati corrispondenti qualunque, i due segmenti
XY, XY’ sono essi pure simmetriei (Teor. I); quindi i punti Y, Y’
S0n0 simmetrici rispetto ad X,

0ss1a,

JOBOLLARIO. — Due segmenti simmetrici non possono avere che
un puntc unito.
Trorema V. — Se due segmenti simmetrici AB, A'B’ non hanno

alcur punto unito, due punti corrispondenti qualunque sono simmetric
vispetto al punto medio del segmento BB,

L] i -
v Ton i §
LA -
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Se X & questo punto medio si ha intanto XB—XB'; inoltre
se Y, Y sono due punti corrispondenti in AB ed in A'B, si ha:
BY = B'Y". Da c¢id si ricava:

XB + BY = XB L BY

0ssla
XY —=XY"

Ma Y e Y sono da parti opposte rispeito ad X; quindi sono
simmetriel rispetto ad esso.

OsservAZIONE, — Dal teoremi precedenti visulta che: Dati due
segmentl simmebrici su una retta, esiste sempre un punto di essa,
rispetto al quale due punti corrispondenti gualunque sono sim-
metricl.

§ 3. — Figure simmetriche rispetto ad una retta.

DeriNizione I. — Due punti distinti aventi la medesima di-
stanza da una refta e situati sunila stessa perpendicolare a guesta
retfa sl dicono simmetrici rispetto alla retia e questa si chiama asse
di simmetria.

OsservazioN® 1. — I punti dell’asse sono simmetrici di se stessi.

Osservazione II. — Due punli simmetrici rispetto ad un asse
sono simmetrici rispetto al punto comune all’asse ed alla retta alla
quale appartengono.

DeFmuzioNe 1. — Due figure si dicono simmetriche rispetto ad
un asse quando i punti dell’una sono simmetrici ai punti dell’altra
rispetto a quesi’asse.

Dalle precedenti definizioni si ricava il seguente:
~ Uorounar10. — Le due parti del piano in cui esso é diviso da
una sua retta somo stmmetriche rispetio ad essa.

Trorema 1. — La figura simmetrica ad un segmento, rispetto ad
un asse, ¢ un seqmnento eguale ad esso. Le rette dei due segmenti s in-
conirano in un punto dell'asse e formano con esso angoli eguali.

Uonsideriamo prima il caso di wn segmento AB avente un estre-
mo, per es. B, sull’asse di simmetfria s. Allora il punto B’ simme-
trico di B, coincide eon esso: se P & il punto d’ incontro della
retta AA’ con l'msse, 1 due triangoli ABP, AB'P avendo BP in
comune, PA = PA’ e gli angoli ;m P retti, sono eguali; quindi

si ha anche: AB=AB'¢ ABP = A'BP.

Sia dato ora un segmento AC tale che non abbia un estremo
sull'asse, ma che la retta alla quale appartiene incontri I'asse, nel
punto B, coincidente con B'. Condota per C la perpendicolare
all’asse e indicando con C', P’ i punti d’incontro con la AP e
con l'asse, dall’egnaglianza dei triangoli B, O'BT” si ricava in-
tanto: CP'= CU'P’, ossia C' & il simmetrico di C; inolire, essendo
pure CB = ('B’, risnlta AC = A'(C,

Infine se il segmento dato & perpendicolare all’asse di simmetria,
lo & pure il segmento simmetrico & i due segmenti appartengono
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ad una stessa retta; se esso & parallelo all’asse, lo & pure il seg-
mento simmetrico e le rette dei due segmentl incontrano asse nel
sno punto all’ infinito.

TeorEMA II. — Due figure simmeiriche respetto ad wna retta somo
equali,

La dimostrazione & identica = quelia del teor. II, § 1.

TrorenMa III. — Due figure situate in un medesimo piano (1) e
simmetriche rispetio ad wna retta di esso somo di werso opposto,

Consideriamo prima due triangoli, e per maggiore semplicita
suppomiamo che essi abbiano un lato BC in comune e appartenente
all’asse di simmetria, mentre i vertiei A, A" sono due punti sim-

metrici rispetto ad esso. Evidentemente gl angoli AEC, A"BC
aventi il lato BC in comnne ed i due lati BA, BA'da parti opposte
rispetto ad esso, sono di verso opposto; quindi, poiché 1 versi di
un triangolo sono quelli d’uno dei suoi angoll, anche i triangoli
ABC, A'BC sono di verso opposto.

Ricordando ora che gli angoli corrispondenti di due figure eguali,
In uno stesso piano, sono diretti mel medesimo verso o in verso
opposto se lo sono due gualunque di essi, %) 1l teorema si potra
estendere a dne figure qualunque.

TeoreMA IV. — Due segmenti simmetrici ad uno stesso segmento rispetto
a due assi paralleli sono parallel; fra loro.

Se il segmento dato & parallelo ai due assi la cosa ¢ evidente. Negli altri
casi basta osservare che la retta del segmento dato forma con le rette dei
due segmenti ad esso simmetrici due angoli altermi interni oppure due angoli
corrispondenti egmali, secondoché i due assi sono da parti opposte rispetto
al segmento dato oppure dalla stessa parte (Teor. I).

TeorBMA V. — Due punti A', A” simmetrici ad uno stesso punto A rispetto
@ due assi perpendicolar: s, 8" sono sEmmetric rispetto al punto @ incontre 0
degle asst.

eglndinandn ¢on S, B i punti d'ineontro di AA’ con ¢ & dj AA” con g8, dal-
leguaglianza dei due trmangoli A'SD, A”RO risulta imtante OA’ —= QA" Inoltre,
i tue angoli A’OS, A”OR essendo complementari, I'angolo A70A’ & piatto.

COROLLARIO 1. — Due segment: stmmetrici ad wno stesso segmento rispetio
a due assi perpendicolari sono paraileti fra lovo.

CoronLAarIo TI, — Dye figure siminetriche ad wuna stessa figure rispetto a
due assi perpendicolars sone simmetriche respetto al punto o meontio degli assi.

§ 4. — TFigure congruenti e simmetriche sal piano.

Drermviziose I. — Due figure eguali nel piano aventi due angoli
dello stesso verso (e quindi smche tutt; gh altrd) (* si dicono com-
gruenti.

Dermvizione II. — Due fignre eguali nel piano aventi due angoli
dr verso opposto (e quindi anche tutti gl altri) si dicono simmetriche.

Da queste definizioni segue che:

CoroLrario I. — Dye figure congruenti o simmetriche ad una
terza figura sono congruenti fra lorvo.

(}) 1| teor. precedente, come il teor. T1 § 1. vale anche per flgure non pinne.
(W) VEroNese, Fondamenti i zeometzrin, pag. 354,
(") Vedi dimostrazione del Teor, III, § 3.

2 £
.u.i-'."".‘_. A

> :_,'.'E"'--":"""'—r B
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Cororrarto TI. — Plye figure Uuna congruente e Ualtra simmetrica
aa una terza figura sono simmetriche fra loro.

TeoreMA 1. — Due figure situate in un medesimo piano ¢ sim-
metriche rispetio ad un asse somo simmetriche fra loro.

Infatti due fignre simmetriche rispetto ad un asse sono eguali
(Teor. II, § 3) e di verso opposto (Teor. , § 3).

Trorema II. — Due figure congruenti aventi due punti unitt coin-
cadono.

Se A, B sono i punti della prima figura che coincidono con i
punti corrispondenti A', B’ della figara congruente, ¢ se C & un
altro punto della prima, il punto corrispondente C' nell’altra & tale
che il triangolo A'B'C’' & congruente al triangolo ABC. Quindi C'
dovra necessariamente essere dalla stessa parte di1 C rispetto alla
retia AB, e se ci0 avviene esso coincide con C. Lia stessa cosa si
verifica per ogni altra coppia di punti corrispondenti.

lzonema 1. — Due figure simmetriche aventi due punty unili
sono summetriche rispetto allu retta da essi determinata.

Siano ABC..., ABC... dne figure simmetriche aventi due
copple AA’ BB’ di punti corrispondenti che coineidono. T due trian-
goli ABC, ABC determinati da punti corrispondenti, sono eguali;
quindi gli angoli CAB, B'A'CY sono eguall ma di verso opposto.
Congiungendo C con ¢, s P & il punto d’ incontro di tale con-
glungente con la retta AB, dall’eguaglianza dei due triangoli CPA,

UPA', risulta CP=CP e CPA = A"P(!, ossia i punti C e (' sono
sifuati sopra nna perpendicolare alla reita AB ed alla medesima
distanza da essa. Lo stesso accadendo per ogni altra coppia di punti

corrispondenti, si concludera che le due higure considerate hanno
la retta AB per asse di simmetria.

3 6. — Fignre simmetriche rispetto ad un piano,

Derintziose I. — Due puntl distinti aventi la medesima di-
stanza da un plano e gituati sulla stessa perpendicolare a guesto
pitano si dicono simmetrici rispetto al piano, e questo dicesi piano di
simmetria.

OsservazioNe 1. — T punti del plano di simmetria sono sim-
meiricl dl se stessi.
OssErvazioNe 1I. — Duye punti simmetriei rispetto ad un piano

Sono simmetrici rispetto al punto d’incontro della retta alla quale
appartengono col piano.

Derinizione II. — Due figure si dicono simmetriche rispetio ad
un piano quando i punti dell'una sono simmetrici ai punti dell’altra
rispetio ad esso.

UonoLLaRiO. — Le parti dello spazio in cui esso wiene diviso da
un prano sono summetricke rvispetio a questo piano,
TrorEMa 1. — La figura simmetrica ad un segmento rispetto ad

un piano & un segmento eguale ad esso. Le rette dei due segmenti si
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incontrano i un punto del piano di simmetria e formano con esso
angoli eguali,

Indicando con = il piano di simmetria, se A e A’, Be B sono
due coppie di punti simmetrici, si riconosce facilmente che i dus
segmentl AB, A’'B’ sono sitwati in un piano z perpendicolare g 7,
@ sono simmetriel rispetto alla retta s comune ai due plani. Quindi
(Teor. I, § 3) essi sono egunali e le loro rette 8 incontrano in un
punto della retta s, formando con essa, e quindi con %, angoli egnali.

Trorema I1. — La figura simmetrica ad un prano rispetto ad un
piano é un altro piano; essi s incontrano in una retta del piano di
stmmetria e formano con esso angoli diedri equali.

Infatti consideriamo il piano dato come determinato da una sua
retta 7 e da un swo punto P fuori di essa. Se ¢ e P’ sono la retta
ed 1l punto simmetrici ad » o P rispetto al plano di simmefria =,
ogni punto del fascio (Pr) ha per simmetrico un altro punto del
fasero (FP'7); quindi il piano P'7 & simmetrico al piano Pr rispetto a .

Le rette simmetriche dei due piani & incontrano nei punti della
retta d’intersezione dei piani stessi, la qmale sara quinci sul piano .

Infine considerando un piano perpendicolave alla retta d inter-
sezione dei due piani, & evidente che le sezioni normali da esso
deferminate nei diedri che i piani formano con 7 sono egnali (Teor, I,
quindi anche i diedri sono eguali.

Trorema 1L — Due figure simmetriche rispetio ad un piano sono
equali.

T.a dimostrazione & identica a quella del teorema i, 8 i,

TrorEma 1V. — Due iriedri (e quindi anche due tetraedri) sim-
metrict rispetto ad wun piano somo di verso opposto.

Sia, per maggiore semplicitd, BCD un trinngolo del piano di
simreetria, & siano A, A’ due punti simmetriei rispetto allo stesso
piano; 1 due triedri A (BCD), A (BCD) sono egnali e di verso op-
posto. Infatti basta ricordare che i versi di un triedro sono quells
di uno dei suol diedri; ora i doe triedri C (ABD), C(A'BD) sono
di verso opposto; lo stesso accade per i diedri di spigoli CA, CA’
e quindi per 1 diedri stessi con gli spigoli in direzigne opposta,
cioe AC, A'C e per conseguenza anche per 1 triedri dati.

TeoREMA V. — Due segmenti simmetrivi ad wuno stesso segmento rispetto
« due prant peratleli sono paralleli fro loro.

Osservando che il segmento dato e i due segmenti adl esso simmetrici
sono situati in uno stesso piano perpendienlare ai piani paralleli di simmoetria,
la dimostrazione si riconduce a quella del Teor. 1V, § 3.

Teorema VI — Due punti sgnmetrici ad uno stesso punio rspetio a due
prani perpendicolari sono simrnetrec rispetto alla retta ' intersezione der due
pran: di stmmetria.

Con un'osservazione analoga a quella fatta per il teoremsa precedente,
Ia dimostrazione si riconduce a quella del Teor. %, § 3.

COROLLARIO. — Due figure simmetriche ad una stessa fiqura rispetio a due
preani perpendicolari sono stmmetriche raspetto alla rella d'intersezione ded P
iy stmmetria.
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S 6. — Figure congruenti e simmetriche nello spazio.

Dermizione 1. — Due figure eguali nello spazio aventi due ()
triedri dello stesso verso si dicono congruenti.
Derivizione II. — Due figure eguall nello spazio aventi due

triedri di verso opposto si dicono simmetriche.

Da queste definizioni si ricava guanto segtie :

Corortario I. — Due figure congruenti o simmetriche ad wna
stessa figura sono congruenti fra loro,

Cororvario I, — Due flgure ¥ una congruente ¢ U altra simme-
trica ad una stessa figura sono simmetriche /ra loro.
 Teorema I. — Due figure simmetriche rispetto ad un piano sono
stmmetriche fra loro.

Infatti due figure simmetriche rispetto ad un piano sono eguali
e di verso opposio (Teor. I1l e IV, § B).

Irmorena 11, — Se due figure congruent: hanno due punti wniti,
esse hanno per punti uniti tutti i punty della retta da essi determinata.

Siano A e B i punti della prima figura, che eoincidono con i
punti corrispondenti A’ ¢ B’ delia figura congruente. Nella corri-
spondenza di eguaglianza determinata dalle dya figure, la refta AB
corrisponde a sé stessa; quindi, seelto ad arbitrio wn punto X di AB,
il punto X' corrispondente & situato sulla stessa, retita, a distanze
da A e B eguali a quelle di X: ossia X ed X’ eoineidono.

TrorEma ITI1. — Se due figure congruenti hanno tre punts uniti,
non situali sopra una medesima retta, coincidono.

Siano A, B, C i tre punti della prima figura che coincidono con
1 corrispondenti A, B, 7’ della fignra congruente. Se D & un altro
punto qualungue della prima e D" & il sno corrispondente nell’altra,
1 due tetraedri DABC, D'A'B'C’ saranno congruenti. Percio D e I
devono essere situati dalla stessa parte rispetto al piano ABC: cid
€ possibile solamente se D o I coineidono.

Lo stesso avviene per ogni alfra coppia di punti eorrispondenti.

TrorEMa TV, — Se due Jgure simmeiriche hanno ire punte unite,
non situati sopra una medesima retin, esse hanno per punti uniti tuiti
2 punti del piano da essi determinato e song semmetriche rispetto
questo piano.

Stano F ed F due figure simmetriche o siano A, B, C i punti
della prima che coincidono con i punti corrispondenti A’, B, " della
seconda. Le parti delle due figure situate nel piano ABC, avendo
tre punti umiti, coincidono; infatti la corrispondenza di eguaglianza
fra due figure piane & determinata dg due triangoli egmali, dati
come corrispondenti; ora se questi coincidono anche le due figure
coinecidono,

(1) 8i dimpstra infatt i seguente teorems: 1 triadri orrispondenti di due fgure egusil sonp

dalle stesso verse 0 di verse opposto sa lo sono dne quidungue f ess, | VERONESE, Fondamenti di
Geomeiria, pag. 414,
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La seconda parte del teorems si puo dimostrare in modo ana-

logo a quello del Teor. TIT 3] § 4; oppure pitt brevemente s potrebbe
dimostrare come segue:

Sia F” la figara simmetrica ad J rispetto al piano ABC. Fssa
é congruente alla fignra F', ed avendo tre punti nniti con essa,
comcide con essa (Teor. 11,

A. Borrizro.

SU D'UN' APPLICAZIONE DELLE FUNZIONI U Vs DI LUCAS

l. Indicando con = e 3 (z==8) le radiei di un’e nazione quadra-
tica, eon p la loro somma e U loro prodotto. il lucas (V. Theor.
des nombres, pag. 30 e segp.) ﬂ'& studiato le due funzioni

- F n 1h— i }
ﬂ:n+ﬁn: a= n____pn—-i‘g_[_ TS j‘_}n—l!.'?,'i!_|_““_!_ (_IJII-F =:—é—1Pn ?hg'i_jj__.”

=, =p+ _ Clogp™?g- ... 4 (— 1 Crygp® =Yg 4.

colle condizioni inizial;

Cid premesso, consideriamo il polinomio intero razionale di grado »

@) =a" - A=t L A o3 +...+ A, (1]
ed il trinomio di secondo grado
' — pa 0=(x—a)(z+p). [I]

Affinché il polinomio [1] sia divisibile per il trinomio [1I] & peces-

sario e sufficiente che si abbig
fla) = 27 |- A o - Aga?S L == Ay =0
A—B8)=(—Bp + A(— 1. .. Ay =10

e da queste deduciamo

@ | f(_-;i L (— ) (— f)n—2 A
= pi—d__ ¢ n— Eu—‘.'_____ y— A

3 m_(__g; — - A, a=—p ++P

ffa) — f{— ) o't —(— pm s (— ﬁ)n T
| oy A T A,

ossia, servendoci delle funzioni Un e V. di Lneas,

Un—:l “l‘ AlUn—E + " e "!_ -A-I!I—-?Uﬂ + ATl-—EUI |I i;n — ”] {U)
Uit AUt ...+ AasU+ AT |

Le (U) sono le condizioni necessarie e sufficienti affinche 4 poli-
nomio [1] sia divisibile per il trinomio [1T].

i ;
B |.: "l-\*.'f “b -
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.. Infatti le (V) sono verificate se il polinomio [T] & divisibile per
il trinomio [II], ed inversamente si osserva che, se le () sono veri-

ficate, si ha
fla)=0 ed fl—B)=0,

e la cosa & dimostrata.
Nora, — 11 teorema precedente & dimostrato in modo affaito

L

diverso e con minore semplicita dai sige. G. De Longchamps e
Ch. Pravaz rispettivamente nei vol, ¢° (pag. 70) e 3° (pag. 347) del
Jour, de Math.we g Longchamps.

2. Le (U) imcludono la sola funzione U, costruendo le condizioni

o) +~p=0, D=8,

che si equivalgono colle (T7), si hanno le condizioni
vn —,— .é_lv-u._i +A31rn_g'{— . " e *‘i_ﬂ_n_l?l‘_f_‘an Tq:D -l (W)
Un "" AIUB—-I J[‘ A’}LsTu—z —]‘ . v Au—ﬂUE + Ap 4y = UJ

che contengono tutte e due le funzioni di Luecas.
3. Crediamo qui utilissimo indicare un’altra forma che pud pren-
dere la seconda delle (W).

. Riteniamo il coefficiente »p come un parametro variabile, allora
81 ha
2nll, =1V,

mm cui V4 & la derivata di V., rispetio a 2 (V. “ Sulle funzioni di T,
e Vy, di Lueas ,, Canvino, Period, ¢ Matem., anno 1902, pag. 320), e le
condizioni (W) divengomno

-Vn _l" —A-l Vn—l N i Aivn—‘a + .« o o. _I"-A-n—lvl —I‘ a‘g.liru —— O I
1 3 n— ’ An— : ‘
AI A V'n—!_,_..."i—é'gj o : - jzt}l(w')

g1 — 2 1

4. Consegue da quanto abbiamo stabilito ehe-

Le condizioni affinché il polinomio [1] sia divibile ver (x* —px — q),
con n =2k, sono le 2k condizioni, analogbe alle ({{’) od alle (W), od
atle (W’) costruite rispetto o polinomi

fl@). (), {(),..., 5.
o. Consideriamo oltre gl pelinomio [I] un altro polinonne [I'] com-
posto di fattori gsemplicl
¢(T) ={(x — o) (x — xg) . .. (2 — ),

[ binomi x — ¢, possono combinarsi a due a due in } [A(-—1)] modi,
ossia si ha 4 [Kk—1)] gruppi di trinomi di secondo grado e stabilite
le condiziom di divigibilita di f(2) per uno di quest: gruppi riman-
gono stabilite le condizieni di divisibilita dells () stessa per ().

. UssErvazioNe. — Tatte le condizioni testd accennate si possono
ridurre a % solamente, ossia alle seguenfi

flog) — H{z2) = 0
f(ﬂ‘.’l) = f(ﬁtg) =={)
[(2s) + flag) = 0 (L)
f(ik:—ﬂ)- + ﬁ-ﬁk—; ) = 0 |
flax—a) + flan) =0
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Infatti queste non Possono sussistere senza che si abbia contem-

poraneamente
New) = flaw) = . ... flax) =0,

0881a senza che la /() sia divisibile ber @lx), ed inversamento se
queste sussistono, cioé se snssiste la divisibilita, sussistera anche il

gruppo (L). _ _ _ . .
S infende bene che in_cambio della relazione Mon) —flee) = 0 si
puo associare g tutto il rimanente gruppo un’altra qualunque relg-

zione
Max) — flay =0,

6. La cosa si estende alla divisibilita di 7(x) per ¢%z) e per
9*(«) §(z). Ne lasciamo lo studio a] lettore.

Applieazioni.

Merita considerazione i1 easo di n =2k (§ 4) perche o poria ad
una relazione notevole esistente fya’ coefficientt Ay. .. A, quando i
polinomio (I) & |g jm= potenza del trinomio (II), (i lmiteremo g
studiare Ia cosa per il polinomio di 4 grado: eip non togilie nulla
alla generalita del Processo.

Se il polinomio

z* —I— Alﬂ'g—]— AQJL'H + Aa.‘lf + A.;

6 il quadrato del trinomio ¥ —pr—g, si deve avere
Ui+ AUs+ AT - AU, —
Us+ AT+ (4, + %—*) Ui =0
4Us+3 A, Uy +2U,A, =0
4T, (SAI—[-%H)UI =

ed eliminando fra queste equazioni-le U si ha |a risnltante

[ 1 A, A A, |

U 1 A, Aﬂ"f—f;j o

0 4 3A, DA, =%

0 0 4 5 A; - é—ﬂ

. q
da cul

1 ", ﬂg+§;
4 S Ay 2 Ag

0 1 3&1+%3

e sviluppando e riducendo < ha, tenendo conto che & ¢ = A,,
A8 A — 3 AN = (A, A, — 16 A))f
che & la relazione domandata.
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La ricerca della relazione analoga a quella trovata esistente fra’
coefficrenti A, (i=1, 2,...n) del polinomio (1), con # — 2k. se qnesto
¢ la potenza k™ del trinomio (II), non presenta alcuna difficolti. RV

Divisori di x* 41 della forma x*—px 1. &

Riteniamo la V, ed U, funzioni di p: si ha allora la proposizione; B
La condizione necessaria e sufficiente, perche il trinomio 2
" — pr-+1 . .
sia un divisore del binomio x*—-1 2 che Uequazione
Ya4-2=0 (1)

ammeita une radice doppia p. ' _=
Infatt: Ie (W) si riducono alle altre |

Vo t-28=0, U,=
d’altra parte questo sistema & equivalente all’altro
Vot-2=0, V,=0.

. Feriodico, loc, ¢it.) e Ia cosa & dimostrata.
a ¢l & noto che in questo easo (V. Gioraale del DBattaglini
Vol. 89, pag. 1038) per n=2k-—1 si hanno &k —1 radici doppie ed

una eguale 8 — 2;
5 _Ek{k———ﬂh, st hanno & radici doppie,
PR RS k=2k—1, si hanno & —2 radici doppie e due nulle,

eppero la questione si pud considerare svolia.
Osserviamo che dalle funzioni numeriche si ricava facilmenie

Vaa=V*—2,

Vﬁ—l—2=vk“=0,

¢10 che e g}:::}rta a concludere che:
be n—

zx+1=(r"—pz -+ 1) (3° — py -1 1)...(06° —pz41),

dove p...pe sono le radici dell'equazione Vi = 0. il 3
Se n=2k con k=2k — 1 si ha

s —[- ] = f.l”ﬂ —f— 11 f;TE— i = ]} '-:-'rE — Px—aT "“ 1) J

dove p...pcq sono le radici non nulle della equazione Vi —a=0. - ;!
Ksewrio 1°, — Sia il trinomio ' +1, la Vo4+2=0 &

pd__‘ipa { 4"‘0:

epperd la (1) diviene

08sia

: (p*—2)* =0, |
epperd

. A=12, p=12, p=—12, p=—13,
e quindi

(#+-1) =@"—2V2+ 1) (" +2 V24 1).
Esemrio 2. — Sia il trinomio 1, ]a Vil 2=0 &

PP—5p-hp-2=1.
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Le radici di questa equazione sono pr=—2 che non essendo
doppia non pud essere adoperata e le altre

pr=—(0'+u"), pr=-- (0™ %), p= — (o), pr=— (w*F)
dove, com’e noto (V. Battaglini, loc. eit.) w & una radice quinta propria
dell'unita, e tenendo conto che si ha (—1)*4-1=0, & pure

2+ 1=(a+1) (-t o)z + v’ (@ - v°) (€4 v?).

Questo metodo ci porta alla conclusione generale, certamente non
nuova, ma che serve, per cosi dire, di controllo:

.. Indicando eon w una radice (24 —+ 1)=» propria dell’unita si ha
identicamente

st l=(241) (z+0) (=4 w)... (z + w*),
Esempio 3°. — Sia il binomio 2°41, la Vo+2=0 &
pﬂ__ﬁpl__}_gpﬂzﬂ,

da cui
=0, p=0, =13, p.=18, p=—13, p——13.
eppero _

'+ 1=0"+1) (@ + 23 1) (@*— 213 - 1).

G. CAanpino.

PICCOLE NOTE

Sopra certi limiti dipendenti dal coneeiio di integrale deflnito.

Poiché l'osservazione che forma 1'oggetto della breve nota del prof. Tnbini,
lnserita nel fascicolo marzo-aprile 1905 di questo Periodico, sotto la rubrica * Pig-
cole note ,, pud venive utilizzaks pel calcolo di taluni limiti non semplici, come
& anche faito in quel caso particolare, eredo sia o porfuno dare ad essa quella
maggiore estensivue la cui possibilita fu gid ﬂvverlzitﬂ dall’A.; tento pin che la
dimostrazione che qui indicheremo della proprieta da utilizzarsi @ delle piii sem-
plici, pure trattandosi de! caso generale.

Comineiamo eol richiamave 1z nozione di integrale definito. Si abbia pereid
uun fauzione f(x) definits in un intervallo a & (von a < b), & nel guale essa ha
finiti i limiti inferiore & superiore. Diviso queste intervalle in n parti arbiirarie,
per mezzo dei valori @i, 25 ,... 2.4 di «, disposti in ordine crescents, sj pongs

i = a, :rnzb] ﬂr:ﬂ'r'_:rr—l (T=-1.1 EI"'JH}'

Siano I ed L, i limiti inferjore e guperiore di f(z) nell'intervallo parziale

¥r—1 Zr, © Ay un namero qualunque compreso fra I, L:: non escluso perd che
posss coineidere coll'uno o 1'altrp di questi doe numeri. 8i consideri un sistema

normale di divisioni dell’ intervallo & b: ciod una snceessione infinita di differenti

decomposizioni di a b, scelte arbitrariamente, ma tali che la massima delle am-
piezze della varie parti che le formano vada lendendo a zero (e guindi il numero
di queste parli, pure essendo sempre finito, crescerd olire ogni limite). Per Ia i®
decomposizione (che consti @i ny parti), potremo considerare la somma
=
— ¥ §,.(m) lrlm}
—l1
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: ' ds &0 a 1o A" hanno un signifieato del tutle analngo a quello accennato
?;P"'-'H.rrmenta. E noto che, se per la funziene f{xz) rtmane soddisfaita la econds-
T Ml integrabilitd, avyemn

lim S, =|f?'{:r} dx ;

o=

‘| 7 . e ; 1 L . L ==
}{} "Wafne sia il sistema normale di decomposizioni che si sceglie in a b, e qua-
P*i”y”. Ain 1l valore UhE. nelle Eil‘lg"le IH’H'H di Lale inter\'ﬂ“n, s 1nlends di fisspre
/
i _ ) ] . i
a _IL”‘ ora I (z) una funzione gualunque infinitesima del 1° ordine nel punlo zero:
"0 1Al che s abbia

i D g
e | | o

Ay - X ’ . . . ‘ .
5 & nwmero finito non nualle (e chie & detto il enlore principnle dell’infinitesimao).

’ s
P mpanidentements ad ogni funzione f(z) integrabile nell'intervallo 4 b, e ad

'"‘I . ; i . = ~ i ® = -

flhjr Mnlkivoglia sistema normale di (ecomposizioni scelto in « b, potremo consi-

Hﬂ J':‘fh “_““ ﬁu“uesﬁiuna inﬁ”it-“ ﬂi E.ﬂ]'l;]]_nﬂ, |-{J I_:lli .I.“ J'”h “-:ﬂ'“ it ﬂhhﬂstﬁﬂﬁﬂ grﬂlli]l!,
l#} Tvsse definita solianto in prossimita dello zero) sin

r=|:|m
Sp=— X {0, (™), essendo Xpl™) = Z I ) ()

r=—1
.1 posto, 1a proprieia a coi allndevame al principio & guella espressa dal-
g linnzea

lim §'p, = LJ”? () dz, (1)

£ el

I”Hrn passeremo a dimosirare.

rllMi, per ogni vaiove di x che non sia nulle, ponendo

F ()
7

k=g (x),

Mo linvera

i F (%) = kx + z9 (z).
" Niindi

r:um

S = S+ Z z,™ @ (™),

r=1]

Ny, corvispondentemente a qunalle infinite decom osizioni dell'intervallo a b,
p q P

-’l}.fj - & e " # [l = - - a
"”.::;"‘”"1 una successione di gruppi di wumeri, I'n® dei quali contiene gli g ele-
m.l‘m.l.l Eerm)' a o=y I“,." ‘ml.

:]”] I.I’l Fronima del wvalorl assoluti '19:5_.:'1] clement: dl gruppo {.}_”“l-ﬁifﬂgliﬂ O

i : ; : s 5 ; Sigphiz :
hlna‘gi; WMt 1in deferminato nomero fisse, positive e ftoe; giacehe si ha eviden-
i1 AT

'Bﬂmj A L) ! - | Bq (M) 2 o fm) | o . J anmrm; 1“m¢m} t = (b — ﬂ.) M’ [2}

LI“""'\ = - ® - - b ¥ i & a4 ¥
W indies il maggiore dei due valori assoluti che hanno i limiti inferiore e sus

[ | s

Ll’:’:‘“\.u e £ () in a b Di piu, gli elementi di bubti quei gruppi_tendono unifor-

n *Y* 1 zero (ciod lende a zero il massimo dei valori asseluti dei numeri dei

Wy Iﬁi-ﬂhpl; perche tende a zero la massima delle 50, ¢ le A™ pon SUperano
"t valore assoluto). A causa di quest'ullima proprieias, e poiche si ha

Imeg (2) =0,

Py . ‘ _ )
" “11'“‘ Yoncludere che, fissato un numero positivo o del tutto arhitrario, esiste

i e sufficientemente grande, a partire dal quale visultera sempre

g
b— )M

“':11 21-'-|ﬂm]-

I ¥ {ﬂ?r':m}J | {{
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Ma allora, per Ia (2), ne seguira

1'=:1m

e :-rl'm} ¥ [:Erllnj:] .{": a.

Cive, sebbene col crescere indefinito di m, il numero n, tends all' infinito, si
aAvra

P
Ilim X 2 g ()= (.

m=e ==1

k dopo ¢id, sezne subito

lim 8 =% lim &, = k|1 l&)de;

W= = ==

come appunte volevamo dimosirare,
La proprieta espressa dalla formula (1) potri poi ennnciarsi nel modo seguente,

—

Data una funzione fix) imiegrabie in wun interrally o h, ¢ inrece di fare Ia
Sopme di guei prodotii dnfinilesimd mediante i guali, col passaggio nl (imite, si
oitervebbe i1l valore del suo integrale definito, si fa le somma dei valord ehe ana
Funzione ¥(x). infinitesima del 1° ordine nel punto zero, acqrasla nei punti indi-
riduali de tali prodotti, i1 limite della nuosc sommm non differiva dall’ integrale
definito di £(x) che perr un fuitore costantz; 4l quale & wappresentato dal valore
principale, wel punto zerop, dell’infinitesimo F(x).

Ora quesia propriets, che del resto appare pressoché intaitiva, pud essere avi-
dentements utilizzala per il caleolo del ‘imite d'uns somma di m-valori che wna
funzione infinitesima del 1° ordine, nel punto zere, acquigta in un intorno dello
zero; menire s tende all'infinito, e gli s punti deli’intorno vanne #pprossiman-

dosi &l puvio zero. Volendo poi una formula di pratica applicazions, sapperremo

b—n h—un
fim = M, ) e Go!™ = , A — EBE{IM — i l:r':mﬂ:' — f(” + ¥ )-
m 7
Ed avremo cosi

. T—1in b

hm I F (o)=L f}" () da, (3)
m=% r=I i

€55endo
b— b—a
2\ = f(rl - 7 ) ;
1 "

Ed ora non restera ehe specializzare le funzioni T (@) e f(x), per ottenere
altretlunti limiti partieclari, Cos, potremo prendere (& questo il case considerato
dal prof. Fubini)

Flz)=log(l + ) & quindi p==1
Insciande del resto arbitravia [ (&), Uppure
I (x) = sen =, e quindi =1
F[Ij_l—ﬂns:r. o b=y
z
Flay=""F%, , , k=p

E se la funzione f(xz) & integrabila #ell' intervalle U 1, in luogy della for-
mula (3) potremo considerare 1'altra pin semplice

lim ‘E"F[]_ f(i;-)]—.ﬂ:tf}{:c}&;c. (4)

n—® r—| T !

Per esempio, supposto f(z) = 2, otlerremo

tim 1B () + ()4 47 (B = 42




gnaﬁ avverrh ndesso eol nnove ordinamento, per il quale la maggior parle degl
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o _ AR I e RO
Ed in ]gartmulare, Sara v h b{”hﬂil
: | ]- 2 n 1 e I A "I:'T: 2=
im — — ...} se b A AR
35 l:m (EEH s Tee s e v AR 1;’)?7 g ""ngii%g-'i“fw.:f s S0 f"’ﬁﬁ#}
]. 2 ' sk ey r '!-"-.-- 1",_'-':'_.'?-_'_"""
l—¢os— 1—cos— 1 —cod —:ﬂ;,j S e
im n? ® 4+ B = e oz S | T
N 1 2 o on |

i ovvio infine avvertire che le formule (1), (8). {4) sarannoipure valide per
:gju funzione che sia infuilesima del 1° ordine in un punto qualsiveglia ay, pur-

¢hé allora, in laoge di F(x), si scriva F (a0 + x).
Minso CHINL

+ o —
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~ F. Klein & gia favorevolmente noto a1 letlori di guesto Periodico per la sna
pubblicazione: Vortrdge diber ausgewdhite Frogen der Elementargeometrie. (*)

Nei due volumi suaccennali seno raceolts le conferenze, sopra varie queslioni
di matemalica, di fisica e di astronomia, tennte a Goltinga, durante la vacanze
pasquali del 1904, dai proff. Klein, Riecke, Schilling ece. Essi hanno ecerosto di
mostrare che le scuole superiori per essere rispondenti ai bisogui delia vita moderna
devono essere praliche nei progranumi, nei mezzi, nelle finalita.

11 Kleiu, mette in evidenza, con esempi presi daile matematiche, che ogni
disciplina deve svolgersi in relazione alla coltura generale che si vuoole raggiun-

re nella scuola e combatie ) opinione di coloro che soslengono essere troppo

ﬁnvatn I'insegnamenty della matematica nel licei per queili ehe diventeranno
mé‘d»g:, avvocall, economisti eoce,
8. Da noi quest/insegnamento ers gia abbastanza limilato ed @ facile prevedere

PRt T
= llldl -

i cessa di occuparsene dopo il primo anno. _ _
¥ Riecke nella sua conferenza tralta prima iella teorin unitaria di Franklin,

:Lphi di 2quella dualistica di Symmer e quindi di quelle di Weber e di Mnxwell-

Hertz; si oeecupa de!l*esistenza di particelle elettriche (juni) negl olettroliti, nel-
I’aria’ e nelle fiamme; sbudin Pazione der raggl catodiel o Beequersl e parla nhine
del’Frdio e dalla sua trasformaziove in elio.

Lo Schilling nelia sus prima lezious si-oceupa delle relazioni della geometria
descrittiva con le altre discipline geometriche; nella seconda esaminn le appliea-
zioni di essa alla cimemalica, meccanica, geodesin, astronomia, architetturgs, statica
grafien, fisiologia o psicologia: e nella terza, espostii procedimenti fotogramme-
trici per una prospettiva unics, ne fa applicnzione a due e pil proepettive e poi

alla pitinrs, architettura, geodesia, ed astronomin e termina colla deserizione.dei L H?:!d

relativi apparecchi. In un’appendice & poi dimostrata I utilith dell’ Bppn.l'i:llﬂqhin’_;ﬂi |

proiezione per inseégnamento delle matematiche. R 0

Come si vede, 1'argomento di gueste lezioni & sommameante istrotbivo, eiles
numerose figure che illustrano il libro delle Schilling le readano attraenti @ e,
. g . 1:.."._.‘_,‘ -L 2

J

facilitano Pespusizione. x R
1 1‘ | -
A: Neper Monowa.
(1) V. Periodico di Matematice, anno X 1895, pag. 18T7. _ _'1;"_} e }
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