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' La prinm successione, u cni si riferiscono tntte le altre sia d'or-
d;tm minorve che maggiore, & Ia successione (2) d’'on numero infinito
dl_ternuni; essa ed 1 valori @,,...,a., seelti pit o meno ad arbitrio,
dei termini A (xy),..., A~ () delle suecessioni d’ordine minove,
es.ﬂem!n Tiy.- -y del valovl qualsivogliano di 2, formano la deter-
minazione. La delinizione & quella stessa delle altre due leoei, le
qlnuh sono eomprese in quesla che si pud applicare in generale a QI;HI-
sivoglia snceessione (2) ed in particolare a qualsivoglin 1-elassae [x].

Cosl esteso, il simbolo Y (x) rappresenta:

| 1* per » costante ed y costinte, la differenza dordine y del ter-
mine (i)

2" per x varviabile ed ¥ costante, Ja successione delle differenze
d'ordine » della successione ();

3" per x costante ed y variabile, la successione delle difierenze
del termine (2), eiog la diagonale discendente del termine (x), @
per z=10 la primn dingonale o dingonale principale;

_4" per x variabile ed # variabile, ln 2-classe aritmetica clie si
ottrene, nel easo pit genevale, dall’applicazione ulla successione ()
del ealcolo diretto ed inverso delle differenze finite. ne perd la somma
1y & costante, si ha la diagonale ascendente del termine (z).

E oppurtnno osservare che se della 2-classe si conoses soltanto
la_ successione delle differenze d’ordine y, risultano appieno deter-
m:f:mi;e le infinite suceessioni ('ordine magglore e del tutto indeter-
mlnﬂt-.t.a le infinite suceessioni d'ordine minove: se si conosce soltanto
ung diagonale discendente, [a 2-classe & appieno determinata a de-
sira e del tubto indeterminata a sinisira; e se si conosce soltanto
ma diagonale ascendente, la 2-classe & appieno determinata a sini-
sbra. e del tubfo indeterminata a destra. ,

DI gneste linee di nome diverso (suceessione, diagonale diseen-
lente, dingonale ascendente) tre qualsivogliano s’ inecontrano a due
t due, ¢ se il fermine comune alle due diagonali ® dordine maggiore
1i qufs-l[a degli altri due che sono dello stesso ordine. esse lim;;ﬂnn
m triangoto delle differenze d'ordine uweuale alia differenza degli
rdini indicati. h )

52. Le ire uguaglianze

| AV (z) = A (24~ 1) — A¥ (=) ]
A @+ 1) = A1 (z) -+ A¥ (i) (80)
At (g) = Ay (R 1) — AY () l

mpl:iuite nella definizione comune delle tre leggi, e che qui oceorre
onsiderare per y =0, ecoincidono per ¥ =0 eon le tre uguaglianze
z), (B) e {Y) vedule in prineipio, e vineolano i tre termini del trian-
olo d'ordine uno delle differenze di A+ (r):

A ), AT (z-1)
AY () .
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Le stesse tre ugnaglianze eoincidonp con quelle implicite nella
‘definizione della legge (27) delle combinazioni semplici:

C;_:}- — i+l ysy] — CI,;I.'-,—:I ] .
G;+1,_\'-|—1 —~ Uxssl + UI..}' [SUMH}
C:ﬂ:.:.‘—j—] = Uy ~1.54+1 — GI.}' J

che si riferiscono al Lriangolo

CI,.‘;’-H ' GI-:-LF*-I

CI.}' 4

e con quelle implicite nella definizione della legge (37) del sim-

bolo (T)

(‘r)%(fﬂ{—l‘ [ )
ety T HE Tt |

I

(yilj (;j—_ll)-(?:) |

L

che si riferiscono al briangolo

) A )
yr1/" \y+1

(4)

Ma per questi duc briangoli occorre ossarvare ele 1l termine d'or-

dine maggiore s0n ¢ CEpTesso per mezzo del segno d'operazione A,
ma e nguagliato ad un termine di aitra successione; percit si deve
scrivere AC, .., per Cev € A (yi ]) per (:), e sl pud guindi affer-
mare |'ussoluta coincidenza dslle definizioni delle leggi (27), (87) e {79).

Si pud facilmente veders che e 2-classi (27) e (37) sono comprese
nella (79), Invero, se nella (79) 81 pene

6 81 03serva che gssendo

&7 (@)=0, per y>o

8! POSSONo tralasciare questi valori e restringere la limitazione della

variabile ¥, & chiaro che per z =10, la 2-classe & quella delle com-
binazionj semplici, essendo

B=Co e Av)=¢

¥ 1

"
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6 per z=0, la 2-classe a quella del simbolo (?), essendo

R )

Ma la maggiore. comprensione della legge (79) essendo soltanto
nella limitazione e nella determiuazione e non nella definizione, non
esclude Ig combinatorieta del ealeolo delle differenze finite.

HEsseido la 2-classe (37) un easo particolare della (79), si pud
dare un'interpretazione diversa dello specchio di numeri (44), consi-
derandolo come la sovrapposizione di due 2-classi (37), in modo che

. ..« {24 . =
coineidano 1 termiui (:) formando un asse di stmmetrin, m valore

€ segno, ed in modo che I'naa sia orientata a destra e 'albra a
sinistra.
53. Si consideri il triangolo d'ordine z delle differenze del ter-
mine A¥ (z):
AY (@), —, Ar (x4 2)

S (81)
ATTE () ,

Dalle tre ugnaglianze (80) si deducono le formule che danno le
espressioui d'un vertice in funzione del lato epposto, e si ha

i £} (&

v

).d-"(:z:—f—a]—...—]—(—-J)‘(j).d"’[ﬂ:} ]
ﬂl'"(’:r—i~zj=(;).A-"(m]%-...—]—(z).ﬁ’”f'"(a:j (82)
A¥ (m)=f3).df" Et-2)=..,L{— 1) ('z).m'“(;t] l

Infatti, esse sono vere per z=1{), perché si riducono ad identita:
' Per z=1, perchd coincidono copn Je (80) ponendo in quests y+1
er y. Consentendo che siano vere per z — 1, siccome dalle stesse (80)
- AT () = A¥+a1 (2 o 1) — Avte (z)
AT (z +3]=Af(m—!—z——l)—[—siﬁl(m—i—z—l)
AV (E} =4 (24 1) — A+ (g)

sostituiscano nei second membri¥ valori consentiti e ridueendo
ottengono le (82). B non & inutilo osservare che tale rrduzione e
clusivamente poggiata sulla relazione (B) dei coefficienti binomiali,
18 non & altro che la secondn delle (30'%); cosicehd pud dirsi che
formule fondamental; (82) si deducono direttamente ed esclusiva-
ente dalla legge (79).

Data una qualsivoglia successione di differenze AY (z) (y costante),
- qualsivoglia termine di essa Av (t-~2) (¥ e  costanti e z =)
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puo considerarsi come vertice d'un triangolo delle differenze di egi
I'altro vertice dello stesso ordine & jl termine AY (z); ed un qualsi-
voglia termine d'una delle snecessioni d’ordine MA Zglore $1 P gom-
prendere in un triangolo delle differenze che ha ;i termine N (z)
nel lato disposto Inngo la successione d'ordine mingre. In generale,
diue o quanti si vogliano termini dells 2-clnsse, 1 numero finito, si
nossono comprendere in un triangolo delle differenze d'un termine
d'ordine non maggiore del minimo ordine del termini compresi.

Un triangolo delle differenze & nn tutto s ed & aprieno defer-
minate da uno dei suoi lati: esso varia di pesizione #l variare del
termine cui si riferisce, e che & sempre quello per eni tanto x

quanto g hanne il pin piceolo valore, e varia di grundezza al va-

viare della differenza degli ordini delle successioni fira cni & com-
preso; esso & orientato sempre nello stesso modo e le formule fon-
damentali che ne vincolano i termini non sono altro clie I'estensione
combinatoria delle tre uguaglianze fra le tre qualsivoglianoe quan-
th a, 4 e c.

Queste formule (82) esistono tuli’e tre se ne esiste una. e si pos-
sono senzalbro serivere nom appena si conosea lordine del triangelo
e sia pracisaio uno dei suoi vertici. Esse comprendono le formule (4),
(5) e (6). (')

Osservando lo schems

A (z),— , A (2} 2)

N
A fr —2), — , A¥(z), — , A (z 4 2) (83)
NN
A7 (x—2) AS= ()

si vede bene che AY(2) & vertice diversn di fre suceessioni di trian-
goli delle differenze, e quindi, essendo sepaiaiamente 2= 002 e
s1 pud serivere

A (x) = (S) , AT [;1:—1.—3}:—...4—(‘ 1)“'("?:] AR

Z

= (o) ¥e—a+... | ) CE (821%)

]

IJ

(g) A (m4-2)—. . 4 (— 1; (E) AN (g)

—
r
e

94. Cousiderando lo stesso triangolo (81), si supponga

7% 8 .Z2210,

r 8=z,

(M} V. Periedics @i Matamatica, anne XIX, pag. 224 La tro formule sono nots da bonipo, ma
noem sembra che altri abbin copsiderate il triangole delle difforenze.
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e sara chiaro elie i termini Av (24 1) e A (z L 5) sono, simmetrica-
mente, ad ngual distanza dai vertici A¥ (x) e AF (x+2), & cos) pure
1 termini A¥*T (g) ¢ Av+s (#) dai vertici A¥ {z) e A" (2}, & cost pure
1 fermini A% (x4 5) o Aver (@ 4+ #) dai vertici Av+e (2) e A7 (24- 2);
ed & pur chiaro che variando » od §, ognt Jato si pud percorrere
nel due sensi. _
Serivendo le tre formule pel triangolo d'ordine s delle differenze
del termine A7 (2), si hn
9

ASH () = (DJ AT (e g, | A [ 1) (;) AV ()

g\

Bl ko) = (o) 8@+ () s (821

G

A+ () = (gj'ﬂ"'ﬂ (@+8) — ...+ (— 1) (j) Av+3 ()

¢ serivendo le tre formule pel triangolo d'ordine » delle differenze
del termine A" (2), si ha

(@)= (g ) 4+ ok ). 1y ) oo

eetn=(g) 8@+ (D) At (82
AT (7) = (B) A (2 o) — L (—1)F (: ) AT (1)

Varviando 7 da 0 a 2 si possono distinguere sefte casi,
Sia z un multiplo di 6.

iy

1" caso. — Se 0 < # f:—_;— , te due diagonali

A (e ~=r), ..., A¥ts {4 7)
QX ey ... A’ (x + s)

s 1ncontrano nel termine A¥ T (x 1 ¢) ad icontrano la snecessione
delle differenze d'ordine Y-+ nei termini A¥— (1) e AYF (24-5—1)
questi fre terinini sono i vertici del friangoio d’ordine s— 2 delle
differenze del fermine Av+r (x + r), per cui le tre formule s0no

§—2

: 0.
1-7'_*""[::-3-?'}:( 0 Jﬁ’*r(m+3—3'}—...+[—1]""“‘(Su_ﬂ)_:1:7+r[m+.,-)
>

s—2r,
9 s
\ 2L g—p)- (3—‘:]..1') AV (), (::;:) AV Ty (82 iuanies)

g—2

3—2
o N
:r—ﬂr) JAY (z+2)

)= ( 0 -r) AT (s ). (1) (

Z 5 i . el .
2° caso. — Se #=-g, 1 tre termini precedenti si riuniscono nel
termine AYH (x 4- r);
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2 g : : s

3’ caso. — Se g <7< 5 » 81 ottengono gli stessi tre termini
del 1° caso, ma non piir disposti a triangolo delle differenze:

1" caso. — Se »r = *23—, il termine A¥ (¥ + ) coincide col termine

AY (x s}, & cosl pure AY1T(z) con A+ (z), e cosi pure A+ (z-L )
con AT (x—+ s):
5 P

i A - - » -
9’ 0as0.— Se 5 <r<< -, =i oltengono 1 tre termini AY+*%(z--s),

o L

AY# (z+4-r—3) e A" (z—3) non disposti a triangolo delle differenze

3
HE - - - - " - &
6" caso. — Se r=-3, 1 btre fermim precedenti si riuniscono nel
termine AY*S (2 -} 5) ;
23 M " - - L] - L
7° caso. — Se g <7 <=z,1 ire termini precedenti sono i vertici

del triangolo d’ordine » — 25 delle differenze del termine AY7# (2--35),
per eul le tre formule sono

£ 5}
AT 3z 5)= ( g D‘S)ar+ﬂ(m+r—sy...+(—1 )r—'ﬂ'ﬂ(:,_;;j)aw(m )
. r—2s8 r—28 - .
L\-’*"‘“(:Hr—s):( 0 )AF+S($+HJ+"'+(?—ES)M+I z+3) (B2sexien)
— 0
Jl""**(;]:—ks]:(? [,25):-*+ﬂ(m+;-—s)—...+(—1 )Hﬂ(:._‘g‘_j)aﬁr—ﬂ(m

Se z & muitiplo di 3 e non di 2, manca il 4° caso,

Se z & multiplo di 2 e non di 3, mancano il 2° ed 1l 6" easo.

Se z non & multiple di 2 né dj 3, manecano 11 2° il 4° ¢ il 6° caso.
S'inlemde bene che si potrebbero pur fare le supposizioni

»+85+74=—3; r1-s+ttu=z;:...

e considerare i varvi friangoli ed i vari easi.
9b. Dalle formule (82) si possono ricavare le espressioni d’un lato
m funzione di eiascuno degh altri due,

S1 ha
df'“{:c)z(g)ﬂ?[m—l—z)—(f).51"[:::[z 1) ...+[-1}E(i)ﬁ*’[a:)

(33-1) AY (z4z—1)—.. .4 (—1 ]HC:}) M. (m?

AT "_1[:1') ==

Mr): ...(g.)&m,

e sommando, dopo di aver cambiato il segno d'ogni seconda relazione,

AV} —. . 1]’&5'(:1:]=(3_D[h1)1}.-‘[m 3}—...—]—[——1)“(2:1—])55(:1:]; (34)
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s1 ha

A () = ( § )35zl —. A 1)%( ):T'[z,l] ( 1)( )ﬁ"—’(:ﬂ)
gty = (7 ]a{x 2)— 0 (1 (3_1).&. (z-1)

a L] - = o ¢ o &K ‘& W A =W § wu

e sommando

@) A8 )= T a1 ()4 @) (85)

s1 ha

yetad=(g)a@+ (3)ar@+...+ (2) s
A g g —1) = (3;1) s#(z) 4. (3—1) A¥+(2)

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

e sommando

Ytk 8050 = T v @+ o+ (T @ (o0

s1 ha

¥et+a=(g)a@t...+ (2 )A*+—1('r)+( ) a7+ (a)

|"'
AMrtz—1)= 0

e sommando

ix(ﬂ;+3)+___+_v(¢,=(ﬁ1) 8@+t (DL 4@ 6

si ha »
Y= )3 ta—( § )4 ate— b H-1p (2 Ao
AF () = (70 )& et e—t)— . A1y (] Jaria)

---------------------------
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€ sommando, dopo di aver eambialo il segno d’ogni seconda velazione,

Pt 1y =(* a1 (P e e e

81 ha

Vo= etk 1 et (  Jareg

St =( 58t -1 ] e

I)
;‘;-T(I—J—a,lz(ﬂ)ﬂ-f(:s—i- z),
e sommando

=1

As (:I:H—...+AF[:+3J=(ETI)A-"[m—!—z) o l)z(ill).d-"ﬂ(.r]. (89)

Dal eonfronto delle formule (87) e (89) si ricava

(1) & @+ () ema= (T arteta—.

1 2~
R M TS

e dal econfronto delle formule (34) e (88)
PR L N T )@=
= [Tt a— e () )],

F

e dal confronto delle formule (85) & (86)

(1) o eta— e (1) v @

=)y o+ (T e @

-

E sommando le formule (84) e (85), (86) e (87), (88) e (89), st banno

le relazioni fra due lati ed il terzo:

%i (—IJ Ay 1= () |- "%I Axta—i [3'+” — F;Jj (_'-UI (;::f) AY (22— i), (93)

:."I' o p - . - E__':?.i g
DA e+ 5 4% o) =3, -—;r) A+ (2), (94)

D= 1P AT @) 4 %, A (i) = 5, (—1) (fi?) A far-z—i) (Y, (95)

(*} Le quattre formule date dnllo Studnicka (V. T, Pascan, Caleolo delle differensa finite) Bono
comprase come easo particolare: due nelle prime e delie (32ter) o palle prime dae delle (I2austar),
e due nalla (87).
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8b. Dalle tre ugu

linee di nome divers

S1 ha

aglianze (80) =i ricavano le espressioni delle tre
0 che s'ineontrano nel termine AT ().

AT (r) = &7 (2 4 1) — A7 (2)
A (2 +1) =" 2 -2 — A (p 4 1)

Av-a+2 (.r-——. 2) '=-f‘.";-"’-“‘ if —I— 2 I 1]‘ —-.l"'_: (z+2),
& sommando e ridueendo

ATt A () = AT t2z-+1)—A"(2); (96)
s1 ha
A (r}=Ar (1 1) — AF (x)
A — 1) = A¥H () — pv+ (—1)
.’l-""‘-'”" {:;“ = z_i — 11-;*3 .(.T —- E—‘— lj = A;" “‘.[.r-—' z),

€ sommando e ridueendo

A () 4-... 4 Ar (2—2) = 4> (2 + 1) — Asrest (e —2);

(97)
s1 Lia
AT i L 1) = Av— (2) 4 A¥ ()
A 4 2) = A (4 1) A7 (- 1)
T | T TN P +32),
e sommando e viducendo
¥ (@) ...+ AY (1 - 2) = Ar— (¢ +2+41)— A (1) ; (98)
sl ha
A+ 1)= A () + AY (x)
A 2) = A (g — I)+ A% (2 —1)
Mz — 2 1) = pt (o —2) LA (e—2).
e sommando e riducendo :
A () ...+ As (& — z) = A (x +1) — A Y — 2); (99)

31 hiat

A —1)=4a7 () L At (z 1)
A —1) = A" (2) — AY (z —1)

A:;_LP{;F '__ 1 ] : :ﬁ.‘T_.' (‘;,} ;_ é}'—'ﬂ‘r; (:{'.—-.IJ ‘

sommando e ridoeendo, dopo di
onda relazione,

A% (1) —

aver canbiato il segno d'ogni se-

e T DA () = A (1) - (1) A (e—1); (100)
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a1 ha
A (r—1)=A"(2) — A (z—1)
Atz —1)=A'{x) — A2 (xz—1)

A (r—1) = AT+ (2)— AV (g — 1)

¢ sommando e riducendo, dopo di aver cambiato il segno d’ogni se-
conda relazione,

& (&) — .. (—1)2 A5 (1) = A (2—1) + (—1)° A+ {z—1). (101)

Si vede facilmente che le formule (96) e (97) comprendono come
caso particolare la formula (7), le formule (98) e (99) quella del-
'infegrale alle differenze e le formule (100) e (101) la formula (8).

(Coniinun) Vito MeLr1 Mok,

UNA PROPRIETA DELLE RETI DI SFERL

Dati in un piano due civeoli Ty, I's, se si segnano le polari di
un punto qualunque P del piano rvispetto ad essi (ed a tutii 1 eir-
coli del fascio che essi determinano), esse 8’ incontrano in un punto P;
fra ' e P passa allora una notissima corrispondenza quadratica;
ora se sl considera anche 1l punfio medio del segmento P'P”, si trova
che esso sta sempre sopra l'asse radicale ¢ dei due dati cerchi (e
del fasein che essi deferminanoe).

Questa osservazione — che io appresi dal prof. Aupo Fixzi del-
I Istituto Teenieo di Bari () — suggerises naturalmente la questione
se un fatto analogo abbia lnogo nello spazio ordinario (anzi in uno
spazio lineare qualunque).

Uhe realmente c¢ib suceeda si riconosce agevolmente come segne:

SIADo

(#—2)+(y —B)f+—1)f—r’=0 (i=1,2,38)
le equazioni di tre sfere I, qualisivogliano. Due puouti

Pl,y,7z) e P&y &)

(') La givstezza della riferila osservazione si riconoses agovolmente cosi : Par costroire P basia
detarminare if punto comaons nlie polari di P' rispetio a due guolungue eirecli dal date Thetio;
come uno di essi glova considerare quello costiluito dalla retba all'infinito del plano & dall'asss @3
ord la pulare di P’ rispetto a tale enrve non & eche (1 lvoge dei punti simmetriei di P’ rispatte
n iotti 3 ponti di 2; sopra guesia retta sta P, onde il centro del segmento P'P" si trova iD &
gqualungue sia la posizions di P,

i, =

m iy

S ——

e . ey g b
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sono coniugati rispetto a tali sfere (nonche a tutte quelle della rete
che esse individuano) ove sussistano le tre seguenti relazioni;

(' — ) (2" — ) 4 (' — B) (2" — B) -+ (&' — 1) (2" — 1) — 2 =0
(i=1, 2, 3).

Dette ova », . 2 le coordinate del punto medio M del segmento P'P”
si avranno le equazioni:

' =20—x, Y'=2W—y, =%

E]imiﬂﬂ.ﬂdﬁ ED] IDTU Mezz0 ;T-'” 7 .E” dﬂ.”ﬂ I'E]“Eiﬂni l'ECEdEnti Ei
| )
otiengono queste altve:

(@' o) (27— —a) + (y'—B,) (2y—y' B+ (1) (Re—7—y)) =0
08314,

(@ —au )+ 2yly'— i)+ 22(z'— 1) — (2" -y 2% (o2 1 —re)=0
0 ancora

2ar —+2yy 222" —(x" Ly -2 =2ue+ 28+ 2z —(a B )L

Du queste equazioni risulia che il punto M si trosa sopra la retta
vappresentaia nel modo seguente

2@ 2By - 2v12 — (@ + B - 1u%) - 2 = 2 - 9Byy L vy —
— {2 41" Yo' )+ 1" = 2u5 +2%y—-2ys2— (s™ B2 Y3 )73 .

Ma queste possono anche seriversi sotto Ia seguente forma

(2 =)+ (y—B) + (e — 11 — 1% = (2 — ow)® (y —Bs)* -
(2 — ) — 1 = (2— )+ (y—Ba)* + (2 — 75)* — #%.

Dungue tale retta altro non & che Uasse radicale delle ire sfere date
(e della rete che esse deferminanc). B cosi resta dimosirato che il
teovema viferito in principio & generalizzabile al nostro spazio (e cosi
farehbesi per uno spazio lineare qualungue),

Queste osservazioni fanmo vedere che, almeno limitandosi agli
elementi reali dello spazio, il complesso nerente (per usare 'espres-
siva locuzione introdotta dal prof. ["1eR1) alla trasformazione bira-
zionale (cubiea) stabilita fra i punli P’ e P", 8 un comnplesso lineare
speciale. Per riconoscere se quesho esaurisca futle le congiungenti
delle coppie di punti corrispondenti P, P, notiamo che ja ecorrispon-
denza fra questi rientra nel Lipo pit generale di quella che si ottiene
assoclando ad un punto qualunque P’ il punto eomune al piani che
gli corrispondono in tre correlazioni dello spazio. La specializzazione
che ha luvogo nel easo che studiamo & duplice. Anzitutto queste cor-
relazioni sono polarita rispetio a fre quadriche (ctod le sfere =, , 33, 3,)
il che ha per consegnenza clie la corrispondenza fra P’ e P” & invo-
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lntoria; in secondo luogo tali quadriche hanno comune una conica T
(il cerchio immaginario all’ infinito). _

Ora & facile dimostrare che in generale il complesso nerente ad
una trasformazione hirazionale (4, v) & del grado it —~ v, ma discende
al grado v allorquando la corrispondenza sia involutoria del grado y.
Percid il complesso costituito dalle vette P/, P” 0, In generale, del
terzo grado. Ma quando, come nel caso considerato, le tre (quadriche
divettrici hanno in comune una conien T' (e gquindi passino auche per
alirt due punti fissi M, N) ogni punto P’ di T coincide col suo cor-
rispondente e la retta P'P” risulia indeterminata. Cib porta & con-
cludere che dal complesso cubico inerente alla trasformazione di cui
i occupiamo si stacca il complesso qeadratico formato dalie rette
incontranti I'; toltolo, rimane un complesso linewre come formako
-dalle rette che wniscono ciuscona due panti corrispondenti distinti. (V)

Per mostrarve diretlamente che questo & speciale ed ha per asse

la. retta MN, osserviamo che per determinare il punto P” che cor-
risponde ad un punto qualsivoglia P’ si pud operare come segue: sl
considerino tre qualunque delle quadriche apparkenenti alla data rete
(c108 passanti per la conica ed i punki M, N); i piani pelari rispetto
ad esse del punfo P'si tagliano in P”. Orbene come una di tali qua-

driche scegliamo quella formata dal piano MNP =g e dal piano t-

ove sta I': rispetfo ad essa il piano polare del ponto P’ & o stesso; i
piani polari di P'rispetio a quelle altre due quadricle scelle tagheranno
il piano in dae rekte la cui intersezione & appunto P”. Le due rette MN
e P'P”, che stanno entrambe nel piano o, si tagliano; in altri termini
la retta P'P” incontra sempre la retta MN e. d. d.

. Lonia.

[L CONCETTO GEOMETRICO DI LINEA

{Cantinmanione — Vedi fascigoli £IT o V),

Spartizione dei punti interni a una linea chiusa per mezzo di una linea.

48. Mostreremo come la regione interna a una linea chiusa venga
divisa, da una linea che la a#traversi, in due regioni, che conservano
i earatteri della regione primitiva.

(1} In genarale se la trasformaziona [z, ») possieds una eurve puenteggiita unita dell’ordive r_=
Ii grado del complesso costituito dalle reite che mniseono due punti eorrispondenti gualungue di=
sfinti @ in generele u+ » — n, ma seenda & » — n 58 5 trattn di una irasformazione invelvtoria
di grado ». Pud aceadere che questo numero si ridues a zero: se, per os. 8l tonaldera Ia trasfor-
mazione analogn a quella studista nel testo. ma ralativa a tre quadriche passanti per nna gnbica
gobba %, il complesso nd essz inerente & rostituito dalie secanti di tale corva: ma ogni cordd
della stesss eontiene infinike coppie di punti corrispondenti distintl, onds la cengruenza delle
eorde d! & fa infinite volte parts del sompleage inerenis alla trasformazlone in discorse, seou.
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XVIL. Se due punti M,N di una linea L, chiusa ¢ priva di nodi,
sono congiunt: da wna linen ' priva di nodi, che ha tulti i suoi punti
interni ad L (eccettuati gli estremi), i punti della regione interna ad L,
esclusi quelli appartenenti ad V', si dividono in due regioni, che sono le
regeont interne alle due linee chiuse 1I' ed 1'l” formate da ' e dui due
tratii 1 ed 1" nel quali M ed N disidono L.

Costruiamo le striscie 2, e zy, come per Ja dimostrazione del
teorema XVI [44]; gli estremi M ed N di [’ possono trovarsi uno
siull'mo e unoe sull’altro dei due tratti nei quali A’ e B’ dividono L,
0 su uno stesso tratio: esaminiamo il primo ease.

De1 due tratti A'B" di L, uno &, vispelto all’altro, dalla parle
di P[44]; so questo sia M, sull’altro N.

Consideriamo le linee
+=AA'MB'B, .’ =AA'MNBB, »'=AA'NBB,
e le regioni R,, Ry, R’ contenenti P, e Rz, R, R"s contenentt Q,

determinate nella sbriscin zy da ciascuna di esse.
L'aver supposte che il tratto A'MB’ sia quello che si trova, ri-
spetto all’altro, dalla parte di P, porta che si abbia:

Ry < R,” o
I(L)=R".—R; — A'MB". [45]

Ora osserviamo che ogni linea che parte da P, & interna a xy
@ non incontra A non pud incontrare neanche I’ che ha i suoi panti
mberni & L e quindi in R";, e nou incontra percid 4’ ; guindt s1 ba:

K, < R\,

Per avere Ie espressione della regione interna alla linea ehiusa II',
basta considerare quesla linex come formata dai due tratti MB’
e B'NM, e assegnave ai tratti AA'M ¢ BB la stessa funzione dei
trattr AA" ¢ B'B nelln dimostrazione del teorema XVI.

Tale espressione si trova essere:

I{)=(R:R1\)=R;— R, — MB.
Con analoghe considerazioni rispetfo al punto Q froviamo:
er -c:: ul - ~ B
I1(I")=(R2R") = W —R,— AMN.

E evidente che le regioni I (') e I (#1") non hanno punti comuni,
perche l'ona & tutta in R’ e l'alira tnbta in R’;. Riunendo avremo:
102)+ 1(10) = (R" — Ry —AMN) + (R', — R, — HB) =
=R"—R —A'M—MN—MB' =

=R"— l—AMB' — MN=
=I(L)—MN=I(L)—/.
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Rasulta dunque la regione interna ad L meno i punii di essa che
appartengono ad [

Analoghe considerazioni valgono nel caso mel guale i punti M
ed N si trovano su uno stesso dei due tratt; AR di L.

43. Un punto X del tratio 2 di L non & inferno alla linea /7,
glacehe, se cost fosse, sarebbe anche interne alla linea L. Si ha
dnngne che: Nelle ipotesi del teorema XVIL & punti del traito ' di L
(esclusi gli estremi) somo esterni raspetto alla linea chinsa 11, e i punts
del tratio 1 (eselusi gli estremi) sono esterni rispetio alla linea 11"

80. A completamento del teorema XVI possiamo ora dimostrare
1l seguente:

XVIY, Due punti della reqiome interna rispetto a wna linea piana L,
chiuse e priva di nodi, si POSSORD congiungere con una linea del piano
che non meontri L.

Consideriamo un punto W di I(L) e eonduciamo per esso una
rebta »; siano %' @ §' i primi punti nei qualii due raggi deberminati
da W su # incontrano L. 1| tratio 23 di » surd tutto in I

Possono darsi due cusi: che W si possa congiungere ad ogni
allro punto di T con una spezzala di un nuwmero finito di lati che
non incontri L, o che cid non avvenga. Nel primo caso si verifiche-
rebbe gquanto vogliamo dimosfrare; supponiame guindi che esista nn
punto U di T non congiungibile con W nel modo detto. |

Ogni punto interno ad L e non appartenente al segmento I'=4§’
¢ necessariamente interno all'una ed esterno all'altra delle dne linee
chiuse formate da I' e dai dye trattl I e I” nei quali L & divisa dai
ponti " e ' [48). Sia, per esempio, U interno alla linea chiusa II' ed
esterno alla 71", Considerando la regione I dei punti che si possono
congiungere con U mediante linee spezzale che non Incontrano L,
st ha non solo I' < 1(L) ma anche I"<<I{ll'), giacehd se una di tali
spezzale inconfrasse il segmento % avremmo che anche W sarebbe
di T, contro I"ipotesi.

Prendiamo un punto =73 del tratto I, diverso da 2’ e &, e ri-
guardiamo L come una linea limitata az'I33 con gli estremi 2 e B
coincidenti. Ciascun punto dei tratti oz e 5 @ esterno alla linea
chiinsa 7' [49], onde si pub considerare un tntorno cireolare di esso nel
gquale non stano contennut punti di 1. E allora noi vediamo che per
la linea L si pud ripetere il vagionamento fatio al n. 42 relativa-
mente alla linea I=AAB'B per la dimostrazione dell’ultima parte
del feorema XTV. I tratti xz e BB d1 L terranno il poslo dei tratti AA'
e BB di /, Ia regione I' terra il posto della regione R™; del n. 42.

L'assurdo ol quale si giunge prova I'inammissibilita dell”ipotesi
di due punti W e U di I non congiungibili con una linea (spezzata
di un numero finito dj lati) che non incontri L ().

() La regione 1I) & flunque un campo connesse secondo WEISRSTRASS {v. nota al n. 35),
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1. Nella dimostrazione del teorema XIV [38-42] ponemmo la li-
mitazione che due tratti della linea [ ivi considerata, adiacenti agli
estremi A e B, fossero rettilinei; perd tale limitazione occorre solo
per stabilive che due punti della regione Ry si possono congiungere
con una linea contenuta in Ry, Tornando ora a guel leorema, con-
sideriamo la regione inferna a un rettangolo togliato dalla striscia 2y
e che contenga o' e y'; essa & divisa da Z in due regioni, interne a
due linee chiuse e prive di nodi [48]. Per il teorema XVI" [50] due
punfi di una di tali vegioni si possono congiungere fra loro con una
linea inferna alla striscia 2y e che non incontra I. Tale proprieta si
mantiene estendendo le due regioni suddette in tutta la striscia 23,
nel qual caso si ottengono appunto le regioni Ry e Rs.

Dungue la proprieta accennata & indipendente dall’esistenza dei
due fratti rettilinei AA’ e B'B.

Posizione relativa di tre linee limitate con gli estremi in eomune.

52. Le tre Luee 1,1, 1" del teorema XVII [48] si trovano in questa
condizione: una di esse & interna alla linea chiusa formata dalle
altre due, e ciascuna di queste due & esterna alla linea chiusa for-
mata daille altre.

Ora vedremo in generale che:

XVII. Se ire linee 1,1, 1", prive di nodi. hanno gl estremi M, N in
comune, ¢ due qualunque di esse non hanno, oltre gli estremi, altri punti
comuni, una determinata delle tre linee ha tulti i suoi punti, eceettuati
gli estremi, interni alla linen chiusa formata dalle alire due, e ciascuna
di queste ha tulti i suoi punéi, eccettuati gli estremi, esterni alla lineg
chiusa formain dalle altre due.

Considerando due parvallele z,, 5, che shorino il sistema delle tre
linee 1, I, I, in modo che queste siano voulenute nella striscia T/, [19],
facetamo una costruzione analoga a quella fatta al n. 44,

I due punti di sfivvamento A’ e B' (I'uno su z,, I'altro su 7o) POS=-
sono trovarsl sn dne diverse linee 7,7, I”, o su una stessa; possono
anche coincidere, uno o ambedue, coi punti M ed N.

Esaminiamo il primo caso; sia per esempio A’ su I” ¢ B’ su L
Delle linee

+=AA'MBB, 1"=AANBB,

che deferminano nella striscia xy e regioni Ry, Ry; R'”:II1RH'31 suppo-
mamo che la prima sia quella che si trova, rispeito all’altra, dalla
parte di P [44]; di modo che si abbia:

R, <R/, 1(l")=(R:R").

Il punto N & nella regione Re, e guindi tatti i punti di ¢ sono
i Re; cosi M & in R", e quindi tutli i punti? sono in R, Ne segue
che [, essendo in Ky e in R, & interna alla linea chiusa 0",
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Nel secondo caso, siano A’ e B' ambedue su I; essi limitano un kratto
di /" che indicheremo senz’altro con A’B’. Consideriamo le tre linee:

A=AAMINBB, ) =AA'MINBB, \"=AABB.

Le linee ! e I, che non incontrano 1" (ecceftuati gl estremi co-
muni M, N), non incontrano neppure 1.”, e quindi si trovano inte-
ramente in una delle due regioni determinate da )”; siano, per
esempio, in R”;. Di pii, delle linee A e A’ sia A quella che sI frova,
rispetio all'altra, dalla parte di P. Allora avremo che i puntidi ' sono
in R, rispetto a A, in R, rispetfo & 1”; sono dunque nelia regiong
(ReR":). Cosl, anche in questo caso, I' & interna alla linea chiusa 1”.

Negli altri casi, nei quali A’ o B" od ambedue eoincidono con M
od N, si possono fare considerazioni analoghe; del resto perd questi
casi possono anche evitarsi, scegliendo opportunamente la striseia 2.y, .

Quanto poi al fatto che se /' & interna alla linea chinsa II", | ed I”
sono esierne alle linee chiuse Il e I')” rispettivamente, cib risulta dal-
l'osservazione falta al n. 49,

B83. Dal teorema dimostrato segue: Un insieme di linee limitate e
prive di nodi e¢he hanno gli estremi in comune e non hanno poi, prese
due a due, altri punti in comune, si pud ordinare in modo che una qua-
lunque di esse linee sia interna rispetto alla linea chiusa formata du
una Linea precedente ¢ da una sequente a quella.

534. Combinando i teovemi XVII e XVIII, si pub enunciare il se-
guente: Neile ipotesi del teorema X VIII, considerando le regioni interne
alle tre Linee chiuse che si ottengono dalle tinee 1, 1, 1" prendendole due
G due, si ha che una determinata di queste regioni contiene le alire due,
le quali non hanno fra lore aleun punto in comune.
~ La proprieta contenuta in questo teorema caratierizza quella delle
tre linee che & interna rispetto alla linea chiusa formata dalle aitre due.

Superficie limitata da una linea chiusa. Composizione delle superfici.
03, Se alla regione interna rispetto a una linea L chiusa e pLiva
di nodi si ageiungono i punti della linea L stessa, s1 ottiene unm 1n-

sieme di punki
S({L)=1(L)+L,

che sard detto superficie limitata dalla linea L (‘). La linea L & il eon-
torno della superficie S.

(Y) L'ingieme 8 & tals ehe ogni ane pamto & punto limile @sll'insieme, e ogni panto lEmits
deli*insisme & nell insisme stesso ; & dungune un insiemoe perfetre nel mensp di Camnronr La deno-
minazione di superfioie data nll'insiema S [I) risponde alla norma di ehiamare swperficie semplice
ogni Insieme d! panii costituite di un campo connesso & dei suoi punki limiti (ScUoENFLIZS, ap-
cit., 11, pag. 108). Per eampo connesso si deve intendere, con WEiggsTRASS, Un insieme di pﬂﬂh_
nel goale ogni punto & eentro di un iotorne cireolare lulte appartenents all’insisme, e dne punti
sonu congiangibili con non spezzata di on nomerp finito di )ati contennta nell’insieme (&es
Werke, 2, pag, 71), L'insieme § \L; & anebe connssso nel sensp di CanTon. ed essendo connosso
& parfetta & an continus, La regione [ (L) & un continuo non chiuse per SciornrLies (ep. cit., 11,
Pag. 117) od un semicontinuo per CaNToOR [Mufh Ann., 21 (1883, pag. 590),
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56. Prima di porre il concetto di superficie composta di due alire,
dimostreremo il teorema:

X1X. L'insieme dei punti di due stiperfici lomilate da linee chiuse e
prive di nodi, che hanno wi tratto di contorito in comune ¢ 1om hanno
poi altri punti comuni, ¢ ancore una superficie limitata da una linea
chitusa e priva di nodi,

Sia " 1] tratto di eontorno comune, [ ed I" 1 due tratti che non
sOno comuni; eosicché 1 contorni delle due superficl siano ' ed I'1",
S1 hanno ie rvelazion:

1(@y=8@)—w, 1er=8ur)—ir,

e poichd abbiamo supposto che le S (II') ed S ({7") non abbiano altyi
punti comuni che quelii di ¥, abbiamo che 1{{')e I{I1") non hanno
punti eamuni.

Applicando alle tre linee I, ', I" il teorema XVIII [52], completato
dall’'osservazione fatta al n. 54, si ha che I & quella delle tre linee
che & nterna alla linea chiusa formata dalle altre due, e quindi:

I@)y=1(W)+1(01)4+7.

Da questa, agginngendo ad ambedue i membyi i puntl della linea
cliiusa /1", si ottiene:

—

LU+~ W =111+ 7147 =
= [L{@) -1+ (I 0)+177,

e quindi:
SAY=8U)+[Sun)—1).

Poiche il tratto !, che deve essere sottraito da S{17), si trova
gia in S(II'), abbiamo che i punti appartenenii alle due superfiei
date costituiscono la superficie limitata della Jinea chiusa i,

57. Diremo superficic composta di dune supertici che hanno un tratto
del contorno in comune, senza avere allrl punti comuni, la superficie
costituita dei pnnti appartenenti alle due superfici.

Applicando successivamenie il processo di composizione si potri
avere una superlicie composta di pin altre, le quall 81 diranno parii
di qnella.

1l teorema XVII [48] si pud enfheiare nel modo seguente: Unn
Linea che congiunge due punit del econtorno di una superficie ed 2 del
resto wmlerna rispetlo a questo contorno, divide lo superficie in due
parii (*).

(1} Cid mostrn come ie superficie y4ui eonsiderate siano semplicenignies connesge, ngl senso di
HiEwraxs.
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Posizione relativa di due linee chiuse.

98. I due casi piti importanti che possono presentarsi nella po-
sizione relativa di due linee chinse e prive di nodi apparienenti a
uno stesso piano sono contenuti nel segnente teorema:

XX. Se i contorni L ed L' di due superfici hanno un insieme qua-
lungue di punii (o nessun punto) in comune, e giv altri punti di cia-
scuno (i essi sono esterni rispetto all'altio, le due superfice S (L) ed S(L))
non hanno allri punti comuni che quelli del contorne.

Se & contorni L ed L' di due superfici hanno un insieme qualungue
di punti (o nessun punto) in comune, e gl altri punti di L' sono interm
rispetto ad L, ogni punio della superficie S(L') appartiene aila 8 (L):
mentre esistono punii della seconda che non appartengono alla prima.

Per la dimostrazione della prima parte notiamo che, se L ed L
non coineidono, non pud neppure supporsi, trattandosi di linee chinse
@ prive di nodi, che ogni punte di L sia in L'[26); & lecito dunque
considerare un punto A di L che non appartenga ad L' e che quind:
sia esterno ad L',

Con cenfro in M deseriviamo una circonferenza di Ao

p<3&(M, L),

e prendiamo un punto N inlerno ad essa ed anche interno ad L. T
panto N sara internc ad L ed esterno a L. Un punto qualunque X
di T(L) pud congiungersi ad N eon una linea interna ad L; questa
linea mon pud incontrarve L, e percid appartiene, come N, ad E(L). Si
bha dunque che ogni punto X di I{L) & in L (L), e che quindi ogni
punto di S (L) o non appartiene ad S(L’) o appartiene al sno eontorno.

Poiché la stessa considerazione pud ripetersi per 1 rispetto ad L,
la prima parte del teorema @ dimostrata.

Passiamo ora alla seconda parte. Sia M un punto esterno tanto
vispefto ad L che ad 1, ed X un punto interno rispetto ad L'; una
linea [ qualungue che conginnga M con X incontra necessariamente L’
in un punto N. Ora, o N & anche di L (ossia & comune ad L e L’)_,
oppure N & interno ad L, e allora il tratto MN di / incontra L. In ogni
caso dunque la linea [ incontra L, e quindi il punto X & anche in 1(L).

Cosi & dimostrato che ogni punto di S(L') & in S(L). Ora consi-
deriamo, se L ed L' non colncidono, un punto H di 1. ehe non ap-
partenga a L', 1l punto H & esterno ad L', perché se fosse interno
a L sarebbe anche interno ad L; e i punti di S(I.) contennti in un
inforno eircolare di H di raggio < & (H, L) sono ancora esterni ad Lf-

Esistono dungue punti di S(L) che non sono in S(L): fra questi,
quei punti di L eche non sono su L' ’

8J. Per guanio abbiamo veduto si ha che quando una linea ls
appaitiene alla superficie limitata ad wn'alira Binea L, ¢ punti di L che
non sono anche di L' sono esterni vispelto ad 1.,

il
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60. Per completare 'esame di tubti i casi che pOSSONO presen-
tarsi nella posizione relativa di due linee aggiungiamo che se i con-
tornt L e I di due superfici sono tali che due punti di uno di essi
siano in regioni diverse rispetto all’altro, lo stesso fatlo avviene per
1l secondo rispetto al primo; le due superfici hanno in comnne dei
punti anche non appartenenti ai conborni, ma non si pud dire che
I'insieme dei punti comuni alle due superfici sia ancora una superficie.

Posizione relativa di una linea con una retta.

61. Considerando una linea piana chiusa L, priva di nodi. e una
revia » del suo piano, possono presentarsi tre casi:

1° ehe L ed v non abbiano punti comuni. La linea I e la super-
fiele S (L) hanno tutti i loro punti da una stessa parte rispetto aila
reita », e 1 punti di r sono esterni ad L; la retta » dicesi esterna
rispetto alla linea L.

2°, che L ed v abbiano punti comunz, M non esistano su L due punti
che siano da parie opposte rispetto ad r. La linea L, e la superficie S (L),
giacciono interamente in ono dei due semipiani determinati da r, ©
quel punti di » che non sono su L sono esterni ad L; la retta &
sfiorante per la linea 1, [19]

3y ¢he L ed v abbiano punti comuni, ed esistano su L due puniz M, N
che siano da parte opposta rispetto ad r; Ia prima condizione & mani-
festamente consezuenza della seconda.

Considerando due punti M', N’ interni ad L ‘e in un intorno cir-
colare di M, N sufficientemente piccolo affinch®d anche M’ e N’ siano
da pavte opposta rispetto ad », M’ ed N' possono congiungersi con
una hinea interna ad L, che inconfra » almeno in un punto: su »
esistono dunque dei punii interni ad L. Tn questo terzo caso la
retia r s1 dice segante per la linea L.

Inversamente si ha:

Una retta v che ha punti comuni con la linea L & sfiorante o se-
ganie secondo che esistono o no su r punti della regione I{L).

(Continua) P. BeNeperTI.

SOl MASSIMI F MINIMI DELLE FUNZIONI DI PIU VARIABILI
&=

I. Si tratta qui di indicare un nuovo metodo per la distinzione
del massimi & dei minimi delle funzioni di pia variabili.

Ricordiamo dagh elementi qualche osservazionse.

Nella matematica elementare si risolvono questioni di massimo
e di minimo con considerazioni che sembrano, e furono anche dette
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indivette, ben inteso rispetto alla natura delle quistion proposte. Per
chiarive vediamo un elementarissimo esempio,
Dividers un numero positivo 2a in due parti positive il eni prodotto

sict massinio,
Se # & una delle parti, I'altra sard 2a — ». Se s pone

x)=p (1)

si tratia di trovare il massimo di p. La (1) pud seriversi

x (20

z'— 2o -+ p=10
da cui

r=qax Yo" —p.
S1 osserva quindi che se deve essere @ renle, deve essere

a—p=0
e di qui

p<a’
la guale e¢i dice che p pnd raggiungere a! massimo il valore @,
valore che esso assume effetbivamente premiendo

=g e 2a—ux=—aqa:

e cosl il massimo prodotto si ha quando le due parti sono ngnali.

L quesiione proposta & dunque risoluta con procedimento nel
quale, quasi direi, 81 abbandona la considerazione diretta del fine
che si ha di mira: discende la determinazione de! massimo dalla con-
dizione che le parti debbano essere reali.

Uon procedimenti simili in molte altre questioni si & condotli a
stabilire delle disnguaglianze dalle quali scaturisee 1a determinazione
del massimo e del minimo di certe quanliti.

Il melodo che & detto slementare. non si presenta eosi in forma
naturale per il fine desideralo, e appare indiretto.

Ma ¢id non & come & ben noto e come & stafo esposto anche 1n
libri di elementi,

Nel trattato di Algebra del prof. Arzela, sin dalla prima edizione
del 1880 e anche nelle successive, e nei Complamenti. & messo in
luce clhie un tal metodo indiretfo rientra in ¢uello clhie ¢ detto della
funzione inversa e che appartiene in origine a Fermat.

E del prof. Arzela & anche uno studio swi massimi e 3ui minimi
per le funzioni di una variabile, pubblicato nel 1878 negli Atii della
socielir delle Scienze Naturali ed Economiche di Palermo, e che si fonda
sulla considerazione della funzione inversa. |

Ma V'estensione di un tal metodo a pia variabili non &, el io sappia,
mai stata fatta.

LI prof. Amodeo in un articolo pubblicato nel Periodico di Mate-
matica, anno XXIV, ricorda che Fermat applico il metodo snaccens

| - g
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nate anche a funzioni di piir vaviabili in mods astruso e con ripteght
difficili a seguirsi in generale.

Ma io non ho potuto trovar quj, per ora, e leggere l'opera di
Fermat.

Altri tentativi recenti di estensione non cito, perche eid che
1IN Appresso esporrd, ne metteri in luce "erroneildy ¢ I'insofficienza.
Per esempio. se si ha una funzione z=f{x, y) di dse variahbili,
qualche autore rignarde come fissa Ja = e applica il metodo della
funzione inversa alla fonzione £ (. y) della sola y: pol riguarda in-
vece comne fissa la y_, e apphea il metodo della funzione inversa alla
funzione delle sole @ f(, y); i valori (=, y,) trovati per « e y sa-
rebbero il massimo o il minimo. Ma & preste vednto, che cost fa-
cendo si & solamente sicuri di avere un massimo o on minimeo relativo
al valori che la funzione ha lnngo le reife =&, & Yy=1,, € non
s1 pud asserire alcunche di sicoro nspetto alia tolalith dei.valori
che la z pud avere nell"intorno del punto (%,, y,) almeno, sino a che
non 81 aggiungano altre condiziout.

B se il metodo, applicato a particolari esempl, da un resuliato
giusto, cid non prova mnlla; savebbe facile trovare il percha di questo
fatto. Ma il procedimento non & affutto rigoroso,

Il metodo che daremo & assai semplice e si pud con qualche ap-
parenza di somiglanza rignardare come l'estensione di quello sopra-
detto della funzione inversa.

2. Sia

z=T1 (xy)

una funzione di due variabili, che riferita a tre assi coordinati, rap-
presenta una superficie.

In un punto #y, In funzione assums un valore 2, MASSIMO 0 mi-
nimo; un piano parallelo al plano wy condotto alla distanza

Zo— D, 0 Z-+43,

rispetfivamente da quest’ultime, tagliera la superficie secondo una
linen che si proietteri nel piaue secondo un‘alira, ehinsa, nel cui in-
terno giace il punto @, y; per ogm punio wy preso sulla eurva
Sara:

fle)=2—5 o fla)=2is

rispettivamente, ma, detta ¢ la mynima distanza, certamente mag-
giore di zero, dei punti della carva proiettata, dal punto xyy,, esi-
stera un cerchio di centro @y, e raggio p determinato, che diviene
zero solo per 3=0, tale che per i punti Co—~h, y,~ k& presi nel
suo interno, si verifica

F2+hy yo—-k) —f (wy) < 0
OVVvero
=0

F@o—thy 04 E) —f (@)
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e lo studio del segno di queste differenze uell’ intorno del punto xyy,,
Ove, per essere un massimo o un minimo, sono nulle le derivate
prime z; e 2’y, si fa come & ben noto, studiando il segno della fun-
zione quadrafica in % e % che & il secondo termine dello sviluppo
di Taylor di quella differenza.

Ora noi osserviamo che dal verificarsi dells dizugnaglianza, segue
che sopra ogni retfa passante per zy,, vi & in guesto pntto un mas-
simo © un minimo rispetto alla refta stessa.

E sofficiente questa condizione? vale a dire: se sopra ogni refta
che passa pel punto (#oy0) st ha f (@) = 2o, massima o minima, si
puo concludere che esiste un cerehio di centro Ty, 41 raggio asse-
gnabile maggiore di zero, nei punti interni del quale si abbia

floth, Yo k) I @oye) < 0
f(mﬂ+hr yﬂ'i_!'-,]_f[?'n}}'n)}[}

e quindi s1 abbia in (2,y,) un massimio o un minimo secondo la de-
fimzione data sopra?

Si pud dimostrave con esempi che non & sufficiente.

Il primo esempio fu dato dal prof. Peano (Calcolo diff. di (fe-
‘nocehi, pag. xx1x) nella fanzione |

2= (y" — 2px) (4 — 2¢=)

dove &8 2 >g>0 e si considera il panto (00),

Le v*=32pz ¢ y* =2 sono due parabole che si toceano nel
punto (00) e hanno per asse la parte posiliva dell'asse 5. Nella re-
gione interna alla parabola interna, e nella regione esterna alla
parabola esterna ln = & positiva; nelln regione compresa tra esse e
negativa; per =0, y=0 & 2= 0, Ogni retta diversn dall'asse
e dall’asse y, passante per I'origine, Porta quivi un minimo delia z
rispetto alla retta stessa; sopra ciaseuna retta vi & unr intorno di (00)
in ogni punto del quale si ha

f[mu“l_h- Yo 1 k] f{muyu}'?"{“

ma questl intorni vanno impicciolendo indefinitamente.

St possono cosirnive quanti esempi simili si vogliono (vedi Scheeffer,
“ Theor. der Max. und Min. » ecc., Math, Ann., xxxv Band.).

L prof. Vivanti in una nota sui massimi e sui minemi delle fan-
ziont di pin variabili, nei rendiconti dei Lineei (anno 1898) mostrd
che per avere un massimo o un minimo era necessario e sufficienfe
ehe un massimo o un minimo in quel punfo si avesse sopra qualsiasi
curva continua passante per esso. Ma I'arbitravieta grande di fale
condizione rende ben difficile e forse impossibile il verificarla. _

Y1 e dunque luogo a ricercare quale o rispetto al faseio di raggl
passante pel punto ww, la condizione necessaria e sufficiente.

OVvero
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Se vi & nn cerchio di centro (%) @ raggio p siffatto che in ogni
punto (2, %, vt k) di esso sia

Fl@+h, vt k)—Flxag) <0
@b, yod-b)—Fflzy)=0.

st ha che su ogni retia Je disnguaglianze rispettive sono verificate
n tubto in un tratto di lunghezza p e da ambo le parti di (z,y,). B
Se su ogni retta passante per (,/0) esiste un tratto 20 col centroin
(=), lungo il quale & verificata l'una o Taitva di quelle disugna-
glianze, vi & siearamente un cerchio di eentro (z,7,) e rageio o nel
quale & verificata 1'una o I'altra delle dette disuguaglianze e quindi
s1 ha un massimo o un minime della 2= £ (xy).

La condizione necessavia e sufficiente & dunque guesta:

che valga uno stesso mtorno, maggiore di zero, d; (x,¥,) per ogni
retia, dove ¢ verificata luna o Valtra di quelle disequaglianze,

Da questa considerazione nasce un metodo per riconoscere o di-
stinguere se in un punto ei sia un massimo od un minimo.

Innanzi tulto ricordiamo che Je coordinate di nn punto (zy,) di
massimo o di minimo, devono costituire nna soluzione del sistema

3“1 (;'I’.: ;1'{] —_— U
{ 2’ (z, y}=10 (1)

OvVvero

2z e 2% indieando le devivate parziali di z (zy) rispetto ad = ed .

Risolvendo ii sistema (1) si avranno le soluzioni (e¥)y (Ta2n). ..
che qui supponiamo in numero finito, o almeno consideriamo una d;
queste 1solata, ciod tale che in un intorno di essa non vi siano altri
MASSimi o minimi. Corrisponderanno i valoyi -

2= (muyn) ) &1 = f{ﬂlylj ">

che possono essere massimi o minimi. Si tratta di riconoscere ehe
sono tali e distinguerli.

Cid pnd farsi nel seguente modo.

S eonsideri per es. il valore 2, e un valore z, -3, 3 essendo un
namero assegnabile che puo essere piccolo. Per mn momento si as-
suma nell"intervallo 2z, e (2,--8) come variabile indipendente i
valore della z; se per ogni valore z, compreso fra 2, e 3, +- 5 esisie
in corrispondenza sopra ogni rettd passante per (#,,) un tratto di
lunghezza p, maggiore sempre di un certo numero assegnabile sinche
6 assegnabile e diversa da zero, la differenza z,— 2, e che diviene
zero, solo se diviene tule %%, € 52 preso su ogni retta di coeffi-
clente angolare ¥ per p compreso tra 0 e 2%, un tratto o o parbire
da (z.,), essendo 2 il valore della funzione iy un punto generico di
€380, s1 abbia sempre

z2—z,<0
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allora si riconoscera che z, 2 un minim:: se invece I’esistenza del
tratto ¢ s1 verifica per ogni z fra 2, e 2,—32. 2, sarh un massimo.

Se in corrispondenza o certi valori di = o a qualehe gruppo di
valori di ¢ non esiste 1] detto valore di « reale e positivoe, o se, con-
siderati tutti i g corvispondenti a tutti i valori di ?, per un z diverso
da 2 il imite inferiore dei p non & mageivre di un numero maggiore
di zero, vorra dire che il valore z, non & ne Massimo, né minimo.

Nell'esempio del prof. Peano & appunts cib, quello ehe succede:
per ogni p esiste un p, ma non esisie un determinato p maggiore
d1 zero, che valga per tutti i » a darei sn ogni retta I'inkorno nel
quale sia z— 2, << () ovvero z— z, > 0.

[l procedimento atto a far riconoscere Uesistenza di quesio va-
lore di p pud indicarsi cosi: si ponga nella

z=f(xy) (1)

£=p cosp, Y=poseng se s1 fratia di riconoscere se vi & un mas-
simo od un minimo nel punto (00).
Si avra
floecose, sett z)—z=10 (2)

nella quale z indica un valore fisso, comungue ecompreso fra z, e
2 —0 0 2,4+ 06 e si ricuarderd nella equazione scritia come inco-
gnito 1l ¢.

Se sl riconosee che la (2) ammette in o una radice positiva, mag-
giore {qualunque sia ¢ fra 0 e 27) di un numero assegnabile mag-
giore di zere per ogni 2z compreso fra 2, & 2,— 3, che s1 riduce a
zero, solo se diviene zero la differenza = — 2,, allora s1 concludera
che 2, & un massimo. Se invece il 2z & da prendersi fra 2, 0 2, 5,
per obienere 11 p anzidetto, cid significhera che Z, € un minmo. Je
per avere il o di che s tratta, oeecorre per certi valori di p pren-
dere il z fra 2z, e 2,--5, e per altei valori di » prendere il z, fra 2z,
& @,~—>5, non Vi sard per la funzione, née massimo, n¢ minimo.

Se si trabta, anziche del punto (00), del punto (@, 1,), si porra
neila (1)

==, 1pcos e y=1y,-| D 88N P
¢ sl avra da risolvere in o l'equazione
f{x, 4 pcosp, Yo +osenw) —z==0,

Il metodo & generale e il snccesso di esso € interamente fondato
sulio stndio dell'equazione in p, € se la forma di questa & algebriea,
il problema dei massimi e dei minimi & ridobto & una quesiione di
ajigebra,

S e defto che i valori z,, 2,,... da provarsi sono dipendenti
dalle soluzioni del sistema

— L —
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cid & opportuno se si vogliono sottoporre alla prova solo i valori
che siano massimi o minimi, altrimenti si pofrebbero provare dei
valori che a priori si pud riconoscere che non pussono essere tali;
ma il procedimento per la prova & bene notarlo, serve a deciders

se un valore z della f(zy) & massimo o minimo auche se 6sso Ton
€ scelto fra i detti 2,, 2 .. ..

3. Qualehe esem pio.
1° EseMP1O:
S1a la funzione

z=A2"-|-Bey 4 Cy* Dz - By +F=10. (1)

Risolvendo le

zx=2Az+By+4+ D=0

2 1
gy =Bx 420y |+ E=0 @)
s1 otterrd la soluzione () in corrispondenzi alla quale si ha j
o — Amgn + Byuyu "!_ Czﬁu + Diﬂ’& + Eyu + F ;
e deve ricerearsi se questo sin un massimo o un minuno. o
Pousto pertanto B
ar=wu—]—pﬂus:p, ¥ =1%o —]-gusen:p ' 'I:
sostituendo nella (1) e ordinando, si ha |
o°{Acos®*p -+ Beosgpseng + ( sen® w) - .‘-'r:'! i
+ ¢ (cos ¢ (282, +- By + D]+ sen 3 [Ba, - 20y, - 2]) - |.-ifﬁﬁ:-';-:|".13
T (A% + Bayy, 1 Cy'y +Da, + By, + F) —2 =10 it j{'}_‘ 4
b L
che per Ia (2) e (3) si riduce a _ i ’-’;ijpff: L;-
:I ;E-l_l'.r'l £
" (A cos®p -} B cos gsen p) 4- (2, — 2) =0. - H‘t;},s
o1 g i :1.'E
! ig?{lwl
p= -+ Y22 — '-\'u‘-:ﬁ-*l%‘.ﬁ;:-
VA eos*p - B cos p sen » - Csen’y I JL'l :
e g
Distinguiamo parecchi casi e sia da prima b

B*—4A(C < 0.
Allora

A cos® v+ B cos o sen o U sen” :_;-'*:
= ;1% [(2C sen g - B cos ¢)* +-cos® ¢ (4AC — BY]

la quale non si annulla per nessun valors di 2.

Se m ed M indicano rispettivamente il minimo ed il massimo as-
soluto di

(2Csen p + B cos v)* 4 cos® y (4AC — B?)
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SATrH
"
rﬁ}_{'&EDSHP-I_B“[’E‘PEE‘“?—Gsf:-;n“cp-::'_%;

pertanto p ﬂvz‘h: valore reale positivo mazziore di una guantila de-
terminata positiva, quando si scelga il sezno -+ nell’espressione di p
& H) prm.]da la differenza che & al numeratore di segio uguale a
quello di C. 5i avra infatti, per qualsias: =

f =
b5 El (2 —Mzi.ll_
guindi il va]f:1'e Zy 8ara un massimo se ' & negativo, un minimo nel
CHS0 conirario,
s p diviene zero solo con I'andare a zero della differenza Z2— 2,.
3 1 i - - . .
Dungue se B*— 4A0 <0 si ha un mMasstmo o un minimo per I1a 2,

nel _r_mni_;ﬂ (zoys) secoudo che A e € sono positivi o negativi.
Sia, in secondo luogo

B*—4AC> 0.

Allora si ha
A {:I'JBI_":;}-I—REDECFSEIICF—{— Ceos® » —

i
= 15 [(2C sen - B cos 9) — (B* — 440} cos? o] —

g B\* B*—14A
== €08 @D[(tg:p+2f) i =

e 1| trinomio
g_ [*
A cos®p-}-Beosgsen v - Cseno

ha quindi segno uguale a quello di € se fzg o & maggiore o minore
delie radici dell’espressione |

B¢ B?— 4A(Q
(t8 9 —5¢) i
— B+ ¥YB*—4A(C
20 -

- o conirarto a quello di € ge tg ¢ & compreso tra esse
] - - & -
I’er consegnenza affiche sia sempre positiva l'espressione

g— 2 —
A cos'o+B vCsenfg 57
Cos gr-beospsen ¢--Csen’ o

0 [[tgot 2] EAAC
cos” ¢ ( l(tg ¢—]—20 — T AP

Egl'i cul o l11'1*.:“1uli;:ﬁ|. reale, bisogna prendere z — z, & seconda del valore
{F » - i L .

: ]'n PIE :el segno di C. Se tg ® & esterna alle due radici anzidekte
s1 ha che 'espressione stessa & dello stesso segno di C, quindi deve

e ad

= . z-—2, .
easere z—z; scelto di tale segno cle G * sia dello stesso segno
s

di C; se tge & interna alle duo radici, 1'espressione stessa risulla

qt
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di segno contrario a quello di C quindi deve essere z— 2z, scelto di

” . AP e R
le segno per cui pure ——G——E sia di segno contrario a quello di C,

Per ton — —B+ VB —4AC .

el tg:pj T s1 ha per p un valore infinito.
t tt}_Iqll mtm_'nn_ del punto (%) si otterra pertanto nn p reale per
pum:eld*:ralnn t{'h :;:Icumpresi fra 0 e 2z se in corrispondenza a una
i | questl valori di @ si prende z — ‘altra par
g ey ¥ sl prende z—2,>0 e ad un’altra parte

Ne risulta che - R® :
per B —4AC >0 in {z,) | & nd :
e _ olfp) NOM V1 € né massim
& mintmo per la funzione. 02

Infine se
‘ B*—4AC=0
e
A cos® ¢ -+ B ¢os p sen p - U sen® 9 =rcos" ¢ ( (tECF',—E%—JE
qmindi H
e
0= =+ V e 8 B R
eos’ o (t.g ¢+ E_.(-]_J
prendendo ~— 20

0 Positivo s1 otlerra il valore di p reale e positivo,
se 81 esclude dinanzi al rad; '
radicale il segno —: tal 1Vi
e valor
zero solo per z — 2, — 0. ! i

Si noti che per cos =0 si ha

zZ—z,

P = T

l p & sempre maggoi :
aggiore di una determinata quantit: : *
Ak 2 ita mapgo
ero, sinché e tale 2 — z, . . ggrore di

2" EsEMPID -
Sia la funzione

z=ax’+ by 4 ¢
Il punto (00) costituisce una solugione di

{z’z=0

L
2y=10

indi pud essere punto di massimo o di minimo ed & 2, —e,
Si pouga dunque ﬂ

ﬂzr—p[:DHrp
¥y =pseng

"
L O S

il i bt b
!-'a_#ﬁ'%‘ ':"Er_:'n.
= ‘.- (3 - --—"-"
—-=|=_._

- E
el i
=

g

by W s ¥ e
e e e

- l:_._'-
™

=%

Lok i-.."' : LA g -'l-.r'- 1l 1 i a -w
" IR N S i, -]
e L —
X e =i & = —is =
I Bl T -l " i =

g L N

ey o T Iy e ) N Ty T L

S . s
& 3

= :

'-E_- B ™

e

e

AT Tt W brrL s =t
. i i R
¥
1]

T g
e e T B A z
e T T e o s

" omE Ll & ¥

e, - o il -

i (]
vl = L
e _:':...‘_rt T

= — = o in
N
P

e
s
"

e s S
= -\!ﬂ_'.' E; "\—'l-lr-l.. % ol
e g T LS :
Sy T b - iy
£ By v_ H - 1 L] T b
T _?__ — = - &K

i

RT

g

P e hen BT
- Fungeg W o 1k




948 PERIODICO DI NATEMATICA.

e st deve rigsolvere in p I'equazione

| ap® cos® pt-bpfsenp e — 2 =)
da cui

2—¢
@ COE p +-hsen'y’

{;:

Ora si osservi che a cos® o -+ b sop? 7=-cos’ ¢ (abtg®v) e quindi
1} divisore dell’espressione di > ha segmi opposti pei valori di P
nel 1° e 3" quadrante e nel 2° ¢ 4° Peay CONSeLUEnza

. I COS

sara positivo se si muba il segno dj 2—¢ a seconda di quello di
¢ cos’p-+bsen® ¢. Non vi & dungue né massimo ué minimo. Dei tre

valori di o uno solo & certamente reale e diviene zere se z-—e di-
viene fale.
3" Esgmpro:
Sia la funzione
z=a"—ay I f,

€ 18 ricava
2'x=3" 4 2y

risolule per 2 =0 e y =0. Si ha Z,=/[ e eerchiamo se esso sia un
massimo o un minimo per la funzione data.
Ponendo
F=peCOSyp, y=psengy

81 & condotti a risolvere 1'equazione in P

6" c0s” p - p° cos® g sen P+ 2, —2z=0

da ecui
>

=V 2 —2z,
P cos® ¢ (cus g =sen 9}

Il valore di ¢ che se ne ricava diviene zero s80lo se z — 2, va a zero
e sara positivo se 2 —z, e COS @ —{-sen» avranno lo sktesso segnmo.
Ma sieecome non pud essere c¢he per tuttl 1 valori di ¢ compresi
tra 0 o 25 Cos o {-senp sia sempre di un segno, cosl avviene che
per 2—z, 81 ha cambiamento (j segno a seconda de! valore di «.

Il valore 2, non & dungue né massimo né minimo.

- 4. 11 metodo pud dar luogo a ecaleoli e a discussioni meno sem-
plici, solo che il grado dellu egunzione si elevi e non oso dire che
2530 possa sestituirsi con vantaggio ai metodi dell'ordinaria teoria
dei massimi e minimi.

B O Gt A ™™ om oea o
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Uerto, se l'equazione in ¢ & poco semplice, la disenssione puod es-
sere faticosa.

Abbiame sole voluto mostrare come sia possibile I"estensione a pil
variabili del metodo della funzione inversa, la quale non era stata
fatta sin qui In modo spfficients.

b. Al risultato precedente troviamo opportuno aggiungere le se-
guenti osservazioni sui massimi e minimi isolati delle funzioni di
piin variabili.

Condizione necessarin e sufficiente per Vesistenza di un massimo o
(i un minimo in un punto x, per una funzione f(x) di wna variabile x,
¢ che i rapporti incrementali destro ¢ sinistro, per gli incrementi h, ub-
hastanza piceoli, della variabile, per quali non sono nlli, siuno ogriuno
sempre (i un segno, opposto a quello dell altro.

Questa regola, in certe condizioni si riconduce ad un'aléra piin
facilmente applicabile: Sin y=7(z) funzione continua nell inter-
vallo @... %, Se in un punto z, interno vi & un INASSIMo, o un mi-
nmo, ed ivi esiste la f(x), essa deve essere Zero, € clo sara suffi-
ciente, se, presa la derivata nei punti a destra e a sinistra di un
certo intorno di =, le une risultano sempre di un segno, contrario
2 quello delle altre; precisamente vi sara un massimo se nei punti
a destra la derivata & negativa o nulla, a sinistra positiva o nulla,
un minimo se avviene il contracio.

Un massimo, o un minimo, riconosciuto in base a questo eriferto
e igolato cioe in vieinanza di esso non vi @ altro MAassimo, o0 minimo:
ciog, ¢ assegnabile un intorno @, — ¢, &, + 86 tale che da 2, —cax,
la funzione cresce e da w, n & + 5 decresce, o viceversa. I se
esiste /7 (z) in tutto I'intorno @, —e, @, -3 ¢ in xr, & continua e
diversa da zero, dal suo segno si distingue il massimo, o il minimo,
e 8l fratta certamente di un massimo, o minimo. isolato.

Tutto eid & ben noto.

6. Il concetto di massimo, o di minimo. isolaio siuesposto pod
trasportarsi alle funzioni di pin variabili. Ed ecco in che modo.

Sia in un punbo (2z,%,) un massimo, o minimo, isolaio, s1 possa cioe
wssegnare un intorno determinato entro il quale non eade altro mas-
imo, o minimo. Cid significhera che se si considera il faseio di raggi
rassanti per quel punto, sopra ciasenn raggio, relativamente a questo,
juel massimo, o quel minimo, & isolato. E ancora: sopra ogni raggio,
lalle due parti di (zy,) esister un tratto assegnabile; da eiascuno
legh esiremi fino al punto (22,5,) la funzione [(ary) andra non de-
rescendo sempre, o sempre non crescendo, secondo che si trutli di
In massimo o di un minimo. Ma cib solo non basta; gh infiniti tratt
@ cousiderarsi sopra il faseio di raggi, anche se nessuno di essi
iviene mai nullo, potrebbero avere per limite inferiore lo zero. Se
10 fosse, potrebbe ancora aversi un IMassimo, 0 un minimo, isolato,
opra elaseun raggio, relativamente ad esso, ma pobtrebbe non esi-
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stere il massimo, e minimo, isolate nel punto (Tayo). secondo Ia de-
finizione suesposta.

Oceorre che il tratto esistente su ciascun raggio e nel guale Ia
funzione non deeresee, 0 non cresce, a partire dall’estremo versp EXTN
sl mantenga maggiore, su tutti i ragei, di un segmento assegnabile,
maggiore di zero.

Vediamo come eid si possa riconoscere,

Ricordiamo dal caleolo il concetto di derivata in una direzione
qualungue. Essa 3 definita come

Fiuis [ h y+ &) —f(xn)
o= vhﬂ—‘—kn
% e k incrementi arbitrari dj Z,y e p=VYi* + 7. Se esistono le
derivate parziali rapporto a z e ad U :(@y) Fel@y) e una di esse

esisfendo anche nei punti dell'intorno di (xy) e in (ry) stesso & as-
solufamente continua, dall’'uguaglianza

Af I k. . h k
o T 0 ?al (:Iy)‘_,— 0 frlml!')“l_ o ﬂ:‘!‘ 0 =2
facendo avvicinare il punto (€4, y-+%) al punto (xy) longo il
segmento che | congiunge, si ofterra qitel limite nella forma
. i3
lim <L — o £ (o) 4B, (22)

o=0 P

« @ 3 essendo i coseni degli angoli che quel segmento fa con la di-
rezione positiva degli assi 2y, Un tal limite

poo @Ry g+ B)— F (a)
o=l V}]H—I——}Cj

s1 chiama, come si sa, derivata nella direzione («0).

A riconoseere che la z — 7 (xy) non decresce, ovvero non cresce,
lungo un raggio, occorre che si nbbia permanenza di segno nella
derivata presa in quella direzione, non escluso che sia nulla; se-
condo che tale dervivata & positiva o negativa, la f (zy) andra non
creseendo, o non decrescendo, dall’estremo al punio (2.).

Se un punto qualinque (x, 4 Jy, Yo + #1) & sopra un raggio, e un
punto (@~ by, 3,4+ k) & sullo stesso raggio uscente da (z,y,) con

Vf-’a’ + & < Vflﬂﬂ + ks’

=al=@nN+pr;(zy)

s1 ha:

f(mu‘[“ﬁ:l,__%‘[‘kﬂ‘]'—-ffmu‘;_ hy Yo 1 Ay)
V(}JE — hl)i —+ (kﬂ — ?171)5 -
=a f; (=, + hy = 04 [y — Ay ], Yo 1 Fr 1 By (g — k1 ]) +
+ﬁ f:; (ﬂ?a_f‘ hy '4‘ by (/g — fh]g Fu_“ *‘Tﬁ‘l" Oa [ g — kl]) '
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essendo « e f 1 coseni direttori del raggio, e se deve essere sempre
f(‘rﬂ+ﬁ5'-yu+1f=) "_f(ﬂ:u_"'hli Yo _]_ETI){:U

sinché &

V'hj_ﬂ —{— klﬂ < Vlflg:' —[— klg
dovra l'espressione o f' (zy) - Bfs (ey) avere sempre il segno nega-
tive per ogni punto (xy) in un tratto, Inngo 1l raggio che si eonsidera.
Ben s”intende che si considerano qui come distinte tutte le dire-

zioni fra 0 e 2%, due raggi opposti avendo la direzione ¢ 6 @+
La condizione anzidetta, ciod la permanenza di segno nella

afx(@y)+ 815 (zy)

deve verificarsi in tutti i punti (2y) di uno stesso iratto sopra ogni
raggio uscente da (uyy,).

Allora si avrd qui un massimo, o un minimo isolato, secondo che
1l segno costanfe & negativo o positivo.

7. Ma si pud anche osservare quanto segne:

Si fissi per es. che si tratti di un massimo isolato in (2.7,). Allora

[ (zo 1 A, Yo 1 %) _f(:ruyul

sara sempre negalivo per (2, A, ¥, k) preso sul tratto di raggio
gla detfo, non solo, ma sara sempre crescente verso zero, mentre
tende a zevo YA* k% Vale a dive che deve essere tale In

}’f’:ﬁ(ﬂ-’u Hh: yn+ﬂkJ—I—3tfy[ﬂfu—|—Hh: ffﬂ*_i_'ﬂk)i

e mentre il punto (z,-F 4, y,+ %) percorve il raggio verso il punto
(Zolfy) 81 pud, senza nuocere alla generality, pensare h e k arbitrari,
ma fissi rispetto ai punti del raggio stesso; epperd si potra consi-
derare anche l'espressione '

h k
— ' - 0h) - —
wﬁ_r_kgfxfi“u‘rﬂfh yn_]_ﬂ ]' ] },hg_]__kg

la quale cosi dovra essere negativa e sempre creseente a zero,
mentre YA*+ * tende ad annullarsi.

In Inogo di quello si consideri con k e % fissi arbitrariamente
I'espressione generale

sl x40k, 7, -+ BL)

h I8
' _ i
v;h2+k3 f’x (:I-'If) l#}‘_;_l_kﬂffcly)
dove (xy) & un punto qualsiasi sul tratto del raggio che si consi-
dera, ovvero la
a [z (zy) -+ By (zy).

L'essere essn negativa e sempre crescente verso zero, mentre (2y)
percorre 1l fraito del raggio, sara sufficientie a che in (%,,) sta un
massimo isolato. i veramente poiche si ha che le f; ([Zovto)y Ty (2,)
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essendo nulle e le # (zy). /v (€y) sempre continue, cosi basta veri-

ficare che Ia
s (xy) - 57« (xy)

che in (xy,) si aunulla, & sempre creseente, lungo il tratto di raggio
che va al punto (2,%,).

A riconoscere cio basta che, fenuti fissi ¢ e 5, si prenda di quella
espressione la derivata lungo la direzione stessa e vedere se tale
derivata & sempre negativa mentre ¢

R= PT}: -ru}g =k == yﬂ)g

¢=AR=1V(=,— gz, + iy Y=+ E =V L&
sempre positivo.
.La derivata nella direzione zo della
A af'x (my)“‘?*f'r ()

elef = (2 4 B s (x9)) + Ba s (BB (ay)) =
=@ 75 @y + 228175y (2y) + B (2y).

Se guesta & negativa in ogni punto (xy) del tratto di raggio (of)
anzidetto, sary la f (¥} lungo quel raggio, sempre crescente verso
). B se tale permanenza di segno si verifiea per uno sfesso
tratto lungo ogni rageio uscente da {zg,) il valore f (#5y,) sard un
massimo isolato; se il segno sara positivo si fratterh di un minimo.

Si vitrova cosi in sostanza Ia nota condizione del calcolo per la
distinzione del massimo o mimmo, nelle funzioni di dye variabili,

E da notarsi perd che eol procedimento qui esposto, rimane
moltre ancora provato che la condizione ora detta & per il massimo,

0 mimmo, igolato.
CArRoLINA Ravajori

I' NUMERI REALI CONSIDERATI COMP SUCGESSIONT DI NUMERI DECIMALL

§ 1. — Preliminari.

I. Le seguenti consideruzioni suj segmenti sono fatte eol solo
scopo dr giustificare |a definizione che daremo di nwmeri reali o mon
per trattare la teovia dj questi numeri; c¢io verra fatto indipenden-
dentemente dal conceito di grandezza e da quello di misura.

Quante diremo relativamente ad un segmento gual ungque OA con-
frontato con un dato segmento OU (unmita di miswra), pud intendersi
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ripetuto per una quanfiid qualunque di una grandezza, confrontata
¢on una quantita data della grandezza stessa. Considereremo i nu-
meri soltanbo in valorve assoluto ed i segmenti indipendentemente
dal verso, salve che non s avveria che si vuol tener conto del SEZN0
o del verso.

2. Dividere (nel senso di determinare la parte intera del quo-
ziente} un segmento (od un pnmero intero) per an altro segmento
(mumero iniero), o trovare quante rolie il primo segmento (numero)
contiene 11 secondo, avra per noi il significato di trovar il maggior
multiplo del secondo segmento (numero) che sia minore del primo;

con e10 1l resto della divisione & minore od ugnale ai divisore e non
e mai nulle,

aian : 0 i i
Dividiamo il segmento OA, non nullo, per ]UEE‘ con s infero (ciod

numero intero non eseluso lo zero); per ogni valore di ¢ esisterh un
altro intero g, pel quale sussisteranno le relazioni

0 or
5 e<oasll g (1)

E facile vedere che variando g, il quoziente g, varia per l'agginnta

0 per la soppressione di tante cifre alla sua destra quante sono le
unithy di cui & aumentato o diminuito s

Se infatti dividiamo QA per lggt avremo

OU _ 01U
IOF——[ . ‘j’s—H":-:OA = 10Ds+t ° (!?-BH —f- ]-JI

e poiche le (1) possono seriversi

o )
13—55.%.10t<:oag %.(gﬁu.m*,

risulta subito che deve esgare
QE'IDr%gE-I-T.: ?a—;—t_':—EQE-IDI—’_[lDt_l]-

Dunque il numero e € uno dei numeri compresi fra i due che si
ottengono scrivendo ¢ zeri o ¢ nove a destra di g,; ma tali numeri
Sono appunto guelli ehe risultano dallo serivere ¢ cifre a destra di g..

B dato pol asserire, a causa della uniciia del guoziente, che si
passa da ¢, a ¢s sopprimendo ¢ c‘ifre a desfra del numero s

3. Indichiamo con q, (non escluso ay = 0) I'intero che rappresenta
il quoziente (che prima abbiamo chiamato ¢) di OA per OU, con a..,
la cifra che si deve serivere a destra d 7s PEU avere ¢..; e con
(ofhdy. .. as I'Intevo che ha per cifre quelle di «, e le altre Oyy Qayesey .
Le (1) si potranno rappresentare con

OU 00

I-U_H - Halhylle « . . O < 05 é -_Uh_ - (ﬂﬂﬂlﬂﬂ <. o {15 + 1}
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0, pil convenientemente, con
{]U.ag,mﬂg...HH{UAEQU.H;.,ﬂxﬂz.--(ﬂtfl]s (I)

dove @y, ads.,. (s~ 1) indica il numero decimale che s1 deduce dul-
Falivo a0, thta . .. 6. aumentando di uno l'ultima cifrs. %)

4. Volendo considerare anche il caso in eui il segmento OA sia
nullo, ritorniamo alle relazioni (1) e, introducendo per 1l momento 1
numerl con segno, seriviamo

oU
10#

(—1)<0A=0U.0,

0O {ancora

)
OU.(—W){OJ-!L.:DU.D*

Ma sappiamo che

108 —1

— =14 1-1-0,99...9

con 0,99...9 avente s cifre dopo la virgola tutte eznali 2 nove. Se
conveniamo di rappresentare con 1,99...9 la somma — 1 +0,99...9,
le relazioni precedenti, relative al quozienfe, prenderanno la forma

0U.1,99...9<0A=00.1,99...(94-1)

nella guale i numeri decimali hanno ancora s cifre nellx parie ehe
segue la virgola.

Dunque possiamo ritenere valevoli le relazioni (I) e le conside-
razioni svolte nel n.® 2 anche quando il segmento OA & nallo.

9. Risnlta da quanto & stato esposto fin qui ehe ogni segmento OA,
connensurabile o no con OU, ed ogni segmento wguaie ad QOA, deferming
unwniica swccessione (uniea a causa della unicita del (uoziente di OA

0U )

HD; {5 ’ ﬂl; fﬂ], ﬂlﬂﬂ; it y ﬂlﬂ'_iﬂ.ﬂ; S {H)

di numeri razionali, che si diranno fermini della successione, e che
st ottengono dalle (I) facendo ordinatamente prendere ad s 1 va-
lori 0, 1, 2, 3.. ..

Diamo due proprietd del segmento OA in relazione alla succes-
sione precedente: .

18 Moltiplicando ordinatamente OT per i lermini della (11) 3¢ ol-
tengono Seqmenti i quali, a partive da wn certo punto, differiscono du ﬂﬂi:
meno di qualunque seqmento assegnato (s1 ottengono cioé i segmenti
approssimat: ad OA quanto si vaole).

(*) Nom &1 esclude ehe sla e — 9, nel qual easo s’ intende facilments eomn restins modifiente
le eifre d=1 date numero.

-

S =N T~
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Dalle (I) apparisce che ln differenza fra OA ed OU. ay, 414 . . .

non ¢ maggiore di 10+ ¢ ™a questo segmento si pud rendere, per il

postulato di Archimede, minore di qualonque segmento assegnato,
scegliendo convenientemente il valore d1 s.

L ragionamento ora tenuto vale rer 'insieme dei segmenti che
diremo approssimati ad OA per difetto; si pud estenderio facilmente
all'insieme dei segmenti approssimati per eccesso, considerando |Ia
differenza (che pud anche esser nulla). fra 0T . u,, g, .. (a,— 1)
ed OA.

2% Due seqgmenti differenti OA ed OB non possono soddisfare alle
siesse relazioni (1); e quindi non possono day tuogo alla stessa sucees-
sione (II).

Sia, se & possibile, OB > 0A e, nello stesso tempo, soddisfino en-
trambi i1 segmenti alle (I); e quindi si ottenga da entrambi Ja (II).
Posto OB — 0A = AB, si prenda un intero s per il quale risolfi

(postulato di AI'E]]EI]IEdE)%{: AB. Si avra dalle ()

OU.ﬂn,ﬂ;ﬂﬂ...ﬂg{DA{DB5DU.-.ﬂn'ﬂlﬂg...-(ﬂg—!—l),

)gsia, facendo la differenza fra i termini estremi e fra i termini medi

li queste disuguaglianze, ?{E = AB, il che & assurdo.

Dungue la successione (1) oltre a determinare segmentii che dif-
eriscono da OA meno di un segmento precedentemente assegnato,
ippartiene ad un solo segmento OA - epperd si pud dire che la suc-
essione (II) determina il segmento QA

6. Data una suceessione come la (II}, tale ciod che i suoi termini
on siano ftutti wguali da ano in poL, (') e nella quale ogni termine
ia dedotto dal precedente serivendo sempre a destra una nuova
lira che sapporremo conoseiuta quando ne & conosciuto il posto, di-
10streremo ora ehe esiste il segmonto O A dal quale la successione (11)
eriva secondo le considerazioni fatte nei numer: precedenti.

Escludiamo, pel momento, il caso in cui le eifie Ay, @y Mz, . 0olly,. ..
ivengano tutte eguali & nove da nuna i poi. Allora i numeri della
wceessione (1) saranno sempre seguili da altri maggiori: e se si
imenta di uno Vultima cifra di ognl termine della successione (L)
+ ne otterra un’alfra i cui termini siranno sempre seguiti da altri
inovi. Ogni termine di guesta successione supera, evidentemente,
tbr 1 termini delia (1)

St pensino costruiti sopra una retta Z, o partire da un punto O,
segmenkbi 0Ao, 0A,, OA.,... le eui misnre sono ordinatamente i
rmint (II), e i segmenti OA%, OA%, OA%,... le cui misure sono

(') Reata quindi eselnso ehe 1o sifeo W1y My, Oyy - - fla una in poi siano tolie sero.
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ordinatamente i numeri che si deducono dai termini della (1) an-
mentando di uno Fultima cifra. Per la osservazione fatia preceden-
temente sulle misure di tall segmenti si pud concludere che esiste
(postulato della continuita) wn segmento OA maggiore di gualunque
segmenio QOA, e minore di qualunque segmento QA’,; =zoddisfacente
1n conseguenza alle relazioni (1).

Consideriamo il easo che abbiamo lascinto in disparte. La cifra a,
sig diversa da nove e le suceessive siano tutte eguali a nove.(?) Co-
struendo, come or ora, 1 segmeunti OA,, OA,, UA...... e gli alri
DA, QA, OA%L, ..., & facile osservare che 1 primi vanno ancora
anmentando mentre 1 secondi, che st mantengono maggicri dei primi,
vanno diminnendo fino a raggiungere il segmento OA';; e poi risultano
tntit eguali a quest’ultimo; ciogé OA,=0A’..,=0A', :=.... Dungue
anche quando 1 termini della suceessione (II) sone eostitnibi dal nu-
mero da, dalle cifre ay, @, as,...,0,<<9, e dalle segnenti tntte egnali
a nove, essa determina un segmento, e precisamente il segmento

OA=0U.ay,mas...(a.+1);

e se a questo si appliea il procedimento sviluppato nei primi numeri
g1 rifrova appunto Ia daba suecessione.

§ 2. — Numeri reali.

7. Rappresenteremo la successione (II) del paragrafu precedente,
con 1'unica espressione
oy 1B . . . (LLT)

che, arrestata alla virgola, oppure alla prima, alla seconda, ecc.,
cifra dopo la virgola, si rvidierd rispetiivamente al primo, al secondo,
al terzo, ece., termine della sucecessione (I7). '

Daremo il nome di numero reale alla espressione (I11), nella quale
sl supporrd conosciute il numero intero a. (parie intera) e la cifra as
(della parte decimale) corvispondente ad ogni valore intero di s. Per
quanto grande sia s supporremo che fra le eifire che seguono a,. ve
ne siano sempre di quelle diverse da zero.

I termini della successione (IT) si diranno i valori approssimaii
per difetto del numero reale (e, spesso, semplicemente talori appros-
sumnti), ovdinatamente ¢ meno di wn’unitd, a meno di un dezimo, ece.;
e 1 numeri che risultano dai termini stessi aumentando di uno 'ul-
tima cifra a destra, si diranno valori npprossimati per eccesso e, cor-
rispondentemente a quelli per difetto, a meno di una unitk, a meno
di un decimo, ece.

(") LA eifra ¢s pub apparteners nd ag; ed in tnl caso perchd sia applicabile il ragionamento
che faremo, basts riguardare m, acomposko nelle sne eifre: {farcmo precedere u, da une zZero so

1o sue pifre sopo tutte eguali & nove), Non & asclusn Ia successione 1; 1,9: 1.90;.,..
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Le cifre del numero a, e le altre a;, as,a:,... sono le cifre del
numero reale. Il numero a, ha, come abbiamo detto, valore intero
positivo o valore zero, e pad avere il valore — 1; in questo easo le
cifre a;, ag, ag, ... si riguardano tubtke eguali a nove, ed il numero
reale si scrive 1,999... od anche 1.J9), come si usa nell’aritmetica
per ognl numero decimale periodico; ¢ si intende di dover prendere
come valor: approssimati 1 nnmern — 1 109, —1+099:....

Un numero veale & conoscinto quando si sappia costroirne i suc-
cessivi valor approssimati, ciod guando s conosca g, e la cifra a,
corrispondente ad ogni valore di s.

8. Perché un segmento OA sia commensurabile eon Punita OU ¢
necessavio e sufficiente che le cifre del corvispondente numero reale for-
mine periodo.

1°. Supposto OA eommensnrabile con OU, avremo OA=0U.aq,
dove ¢ rappresenfa un numero razionale oy, 4ymaa ... ehe, come sap-
piamo, & periodico. (*) Questo numero coincide d'altronde con quello
resile ehe si olliene dalla considerazione del segmento OA, perche
essendo questo segmenfo eguale ad OU.a, & maggiore di tuth 1

segmentl

OU.ﬂu; OU.ﬂu,ﬂl; DU.ﬂu,ﬂ],ﬂg;...

ed & minore di tutti i segmenti
OU.(ap+1); OU.an.{ay+1); OU.ap, a(a=+1);...

(Nel caso considerato nella nota precedente, OA sarebbe eguale a
uno di questi segmenti e a tubtti 1 suceessivi),

2°. Se 1l numero reale ay, aymeas. .. corrvispondente ad OA e pe-
ripdico esiste un numero razionale g che, come sappiamo, € maggiore

di tntki 1 numeri
(lpy o,y @p,&(Ma5...

ed & minore di tuthi 1 numer
ao+1; ao (a+1); ao,(as—4+1);...

(Il numero a# & eguale a uno di questi numeri e a tutli 1 snecessiv,
se le eifre a,, s, ... diventano da un certo punto in po1 tutte eguali
a nove). KEpperd i1l segmento OT . a sara, come il segmento OA, mag-
giore deil segmenti che hanno per misura 1 nuomeri deila prima fra
le dne precedenti successioni e mbnore (od uguale da uno in poi) der
gsegmenti che hanno per misora 1 numeri della seconda. Dunque

OA=0U.a.

(') Se a & un numerp decimale finilo, per esempio
B ==y, @40 - » - x, porreman a=dty,, 00y..,(a.—1)[0].

Yuesto sviloppo in decimali si oltiene essguendo le divisioni nel mode Indieale nel n” 2,

£
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9. 1 numeri reali periodiei sono dunque in corrispondenza biuni-
voca con le proprie generafrici e derivano da segment! ecommensp-
rabili con Funita, e che hanno per misura lo generatrviel shesse. B
percid ai numeri reali periodici daremo il nome di numeri reali razio-
nali; ed un numero reale razionnle e la sua generairies si diranno ugrali.

Poieh# sappinmo che esistono segmenti incommensurabili con OC
possiamo dire che esistono numeri reali le cui cifre non formane pe-
riodo. A quesia conclusione si giunge anche, evidentemente, con
Vosservazione divetta dei numeri reali. Ai numeri reali non periodiei
daremo il nome di numeri reali irrazionali.. Kssi corrispondono a
segmenli incommensurabili con 'unita.

Due uumeri veali si diranno eguali se le cifre che occupano lo siesso
poste, relativamente alle virgola, souo eguali,

Il numero reale corrispondente ad 0A, e che indicheremo per
brevily con «, si dira anche méswra o rapporto di OA rispetto ad OU;
e porremo le solite eguaglianze

OA=0U.2, O0A:0U=2%«

la prime delle quali leggeremo QA ¢ eguale ad OU motliplicato «,
la seconda il rapporio fra QA ed OU 2 eqitale ad o.
S¢ « & un numero reale razionale ed & « la sya generafrice, ossia

w

88 6 w=—=u, pofremo scrivere
OU.xa=0TU.aqa,

10. Fra i sequnenti riferiti ad una unita 0T secondo 1l procedi-
meuto del ni 2 e 3, ¢ i numeri reali esiste dungue una corrispondenza
biunivoca, per la quale ad ogni segmenio corrisponde vn numero
reale ed uno solo, e reciprocamente.

Al numeri rveall disnguali (non eguali) corvrispendono segmentl
disuguali, e reciprocammente. Se si fanuo corrispondere ordinatamente
le eifre di due numeri reali disuguali procedendo da sinistra a destra ()
SL pud asserive che il numero reale nel quale s: nconira per prina la
cifra maggiove, deferming il Seqinento maggiore,

Siane OA ed OB i segmenti corrispondenti ai numeri rveali

0= 0lo,Uslla. . . Oqyfl;...3 B=a0, 0. .. Ueyby. ..

nel quali a. e b, rappresentino le prime cifre disuguali che si incon-
trano quando si fauno corvispondere ordinatamente le cifre doj due
nomeri; s1 supponga @, > b,: sark

OA = OU. a0, mte. .. a.ya. = O1J . Uoy ity ... 0s—y (s +1) =08,

e quindi
OA > 0B.

E‘_}' Lo porti intera dei due numeri reali s intenderanno seritte con lo slesso numers di cifre.
S€ 0io mon avviene faremo vreceders da cifre zero il numere intero ehe ha minor quantiti di cifre.
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Peveid di dwe numeri veali disuguali chiameremo maggiore quello
nel quale s"ineontva per prima la cifra maggiore, quando si procede
al confronto delle loro cifre nel modo convenuto.

Naturalmente se « e § sono dne numeri reali razionali aventi le
rispetlive generatrici o e b, si avrd insieme eon =5 anche ¢ = 5. (%)

Un niumero rvenle si dird maggiore (o minore) di une razionale,
jrando & maggiore (minore) del muomners reale eguale al secondo.

Le cose mrecedentemente slabilite permetiono di dire che di due
segmenti & maggiore quello al gquale eorrisponde il numero maggiore:
y reciprocamentae.

Valendoci delle definizioni date si possono estendere ai numeri
ealt le proprieth della ngnaglianza e della disugnaglianza dei numeri
azionali; e cid indipendentemente da ogni considerazione di segmenti.
Jati dei numeri reali (tubtti o in parte irrazionali o anche tutti
nzionali) si possono stabilire le consnete relazioni. Ad esempio :
2 Dax=3ed=v risnlta a =v7i228eba>Bel=yvsmac>y
“Dax=8, y=>75 ed 2> v consegue 5> 5; ece.

I1. Nel segnito parlando di numeri intenderemo di riferivei a ni-
wert reali (razionali o irrazionali), a meno che per 1l senso della
sposizione, o perchd sia esplicitamente avvertito, non si debba in-
sndere diversamente.

Diamo cera alecune proprietia sui valori approssimagi:

1%, Ogni nwinero é compreso (°) fra i suni velori approssimuti per

I
105

Dato il numero a=ay,@ay...0.0.-1..., esso soddisiz alle re-

zioni

tfetto e per eccesso, a nreno di

Ao, (alle . .. Oafls—1 .. . 2> Oy, 0z ... (a: — 1) [9] =01, 102 . . @t

oy talla. o Qslecy oo = O, Mg, .. 0[] =0y, auata . . . (0 1)
quindi alle alfre
gy Mg .o lls < 00 = 1y, thatp. . . (0, - 1). (1V)
28, Un numero che soddisfa alle reluzioni (IV) ha per valore appros-

W
neto, & meno @i — . il nuiero a,, 8. ... 8,.

1037
-
M Siane iufntdi wp, e ... Ma—qtly Bty Ajita , ., teyly | primti valori approasimati diso-
Mt i o« e df B, Sed w> g st avel
i -::"' R, Mg oo o 1y 147y E 3. NS o e Mg “..I _l_ 13 :g &

|pindi n =&,

S8 B u— 4 SRR o = & non potendo nno slessn numera rerviodien ammetiere dus generatriel
Wueuat: reultnfi si inverlone facilmes be mgionando per asgnrdo @ tanendo eonts deiln univo-
+ della corrispondenza fra | numeri reali razionali e le lors goneratyied,

(?) Dicendo che un numero b campreso fra due numeri rnzionali, veglinmoe Intendere ohe o
grande dsl minoru & pih niceole od uguale al magglors,
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Se dal confronto delle eilre di & con quelle di a,, a0s...a. risul-
tasse che una delle e¢ifre del primo numero fosse minore o maggiove
della corrispondente del secondo si dovrebbe conciudere che le rela-
zioni (IV) non sono soddisfulte; nel primo caso sarebbe = minove, o
al pin egoale, ad a,, qyas...a.. € nel secondo ecaso sarebbe z mag-
giore di a,, mas. .. (a, -+ 1).

E gni giova fare le seguentl osservazioni:

a) Se nelle (IV) figura 11 segno eguale, questo segno sussistera
anche per tutti 1 valori piu grandi di s, ed il secondo membre della
seconda fra esse. si manterra costante. Risulta infath

1=~:‘Iu, ”_[ﬂg " = = (ﬁﬁ. + ]-): ”ﬂ'! HLHE - & @ ﬂlﬁ [g].

b) Se 1l secondo membro delle (1V), per 5 e per tuftl 1 valori
maggiori, si mantiene costante, allora nelle (1V) deve figurare il
segno eguale. Iufatti perche per ogni valore di 7 risult

(o, M0g ... (A + 1) =g, @yt . . . (05— 1)

bisngna che sia

e = lprg— e o e — ﬂ3+[.=g 3

8 cloe
— @, Mg ...6s[T).

Dunque rmsuléa in tal caso che z @ razionale ed egunale ad
(o, ity - .. (ay—+ 1).

OssSERVAZIONE. — Se due nuwmert hanno lo stesso valore approssimato
questo ¢ anche valore approssimato per qualungue numnero compreso fra
¢ primei duee. (%)

Siano p, e v. 1 numeri aventi in comune il valore approssimato

(s'intende, come gia abbiamo avvertito, per difetto) a,, aiae. .. as;

dvremno
r;u- ﬂl”;“;‘ I ”.H. f:':.'!fl E I\ru, {r]_r'rﬂ' 4 & [ITH; —IE ]]

Uyy Millg o o o Wy < U = @y, Milg ... (05— 1)

A

€ Supposto
He < 0= Yy, onpure e == 2 < Vy

rigulteri
Moy O1fls . o O < P < 2= ¥y = tly, Mg .. (0,4 1),

oppure

IA

ﬂﬂ1ﬂ1H2+--ﬂ5q:ph£;E{-:vE Hﬂ.ﬂlﬂﬂ..;[{fn_l_].J‘.

8, In conseguenza

oy Qalls . .. (s < 2% = {1y, Oylly . .. (s 1).

(") Civk uguale o minore del pibh grande o maggiore del pilt pictole, oppure minora del piit
grande e uguale o moggiore del piti piecolo.
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CoroLrLArio 1. — Se due successioni, delle quali una sia composta

CON i mumert py, fg, Mg, ... € Lalira con © numert vi, Yo, ¥3,..., SONO

tali che . e v. abbiano eguali @ valovi approssimati o meno di Tis3 € %€
Ps1 € Yaiq SONG compresi [ra p. e vy le due sueeessioni individiano un

1

numere o ol cwr velore approssimaio, a meno di 105 e guello commne

ai NUMErE |y e v, .

CoroLLARIO 1L — Le due sticcessioni p,, Moy -« € Vayy Ves, - . - 6stratte
comungue dalle precedenti, ma con %, za,... numeri interi crescenti,
mdividuano wicore il numero o.

Naturalmente con queste ultime successioni si determinano le
cifre di z a gruppi, mentre con quelle del Coroll. I si determinavans
ad una ad una.

12. Per la genesi dei numeri reali dai segmenti, si potrebbe con
tutta facilith estenderve ad essi le definizioni e le proprieta dei seg-
menti (e dei numeri razionali); basterebbe tener conto della corvi-
spondenza che abbiamo dimosirato esistere fra gli nni e glhi alki.
Yolendo noi frattare gni parallelamente, ma indipendentemente, la
teovin del numeri reali e gnella delli misara ei fonderemo invece,
come abbiamo gih fatto nelle dimostrazioni precedenti, sopra le de-
finizioni stahilile.

Dimostriamo intanto il seguente

TeorEMA. — Se due successioni uy, Na, Us,. .0 € Vi, Vi, ¥3, ..., CON-
poste di numert razionali, hanno le sequenti proprieti:

a) La prima successione 2 formala di numeri non decrescenti, fra i
guali non ne esiste uno maggiore i tuiti,

b) La seconda suecessione & formaia di nuineri non crescenle, fra @
quali pud esisterne uno minore i tutti. '

c) I termini della seconda successione sono maggiori dei corrispon-
denti delle prima, e in conseguenza di tutti; ¢ le differenze vy —uy,
Ve — Wg, Vz— llg,... divengono minori di gualungrue numero assegpato.

fisse, od altre due esiratle da esse, individuano un nwumero reale,
compreso fra i termini della prima snccessione e quelli della seconda. (')

Endichiamo con u,, e con z,, i primi termini delle date snccessioni,
che soddisfano alla eondizione

1
Ve ~— Uy, *:i‘: {01

zhe egnivale all'altra

1
2y, < Nz IOV

(1) In seguito. dopo definita la differanza dei nomeri resli. 1o due snecessiond potranns rite-
nerst anvhe composte di nomeri veali. E allora fra i numeri delln prima snecessione petry esi
starne une maggiore di tuttl, contrariamente ad una parte dellan proprieth o), purebd §ra yueil
della secondn non ne esista wno minors di tutkii,

e A
i ] et e B
s gt

DE AT T

AT
s =

T "
[ - iy ™ it
| . =

- T ——
ol - =T T o

P T

-

T

e — e
1 - i,
1
A e o Ll L
i
-




262 PERIODICO DI MATEMATICA.
1

Riducendo ., in decimali, a meno di 10557 s1 abbia

Ay, talla . . . Qullezs < Hs, <= Gy, G18a ... Ga(@eia = 1), (1)
Da queste relazioni, per la precedente disuguaglianza, si obtiene
Qyy Byl . . . Uallyy < Vs, <o (g, e, .., A@s 1 2). (2)
E, se & .1 <9, e quindi a,,:+ 2= 10, dalle (1) e (2) risalla
Moy Urlly - .. @y < Uy, < Oy < Uy, Gy ... [(a;+1).

Ora se, qualunque sia s, la s-}-1"ma gifra della parte decimale del
numeroe corrispondente ad %, non fosse mai nove, c¢i troversmmo
nelle condizioni del Coroll. I del . 11, ed il teorema resterebbe di-
mosirato.

Se la eifra g} 1#sima delln parte decimale del numero corrispon-
dente ad u., & nove, ma esistouo guanti si vogliono valori di ¢ per
I quali M'ultima cifra dello sviluppo in decimali di u,_,, non & nove,
allora ¢1 troviamo in condizioni analoghe a quelle del Coroll, II del
n." 11; e il teorema rimane ancora provato.

E se infine ridueendo a.,, .. ,, #s.0,- .. in decimali e rispettiva-

1 s | | :
{GsT ¢+ B Weno di = ¢+ & meno di {582 =+ S
trova sempre nore come ultima cifra, allora esaminando le relazioni

(1) e (2), che possono, in tal caso, scriversi

mente, & meno di

Hﬂ! ﬂ_‘l_{-fg ¥ B @ f"ﬂ ID-'E':: HIE.‘I { Fﬂﬂ. '{: ﬂ:u’ alﬂj i @ i ﬂﬂ (g_i_ 2)’

e le analoghe per w,, ,,u, .,..., si rileva che possono presentarsi
1 seguenfl casi:

d} Tutti gli sviluppi in decimali dei numeri razionali s, 1s,.,,
Uz.9, ... hanno la parte comune a,, mas...a,: e allora terminano ri-
_spﬂttwnmente con una, con due, con ire,... cifre eguali a nove. E
in bal caso & facile convincersi c¢he le successioni definiscono il nu-
mero reale (')

My, Aalz ... 0 [Y]=a,, 03, .. (e + 1),

ancora wneeo, come nei casi precedent,

i1) Esiste infaiti i) numero By 1172 - <« [Ty ['fl] niinore dei pumeri vy . re, 4. .. pd nguale

ad mo dl essi ed ai consgentivi, ¢ cla & cowpreso. quatungue sin I velore di r fra lo svi-
e

lappo oy, ayay . ..o 90.. .9 apparienente ad 1, e lo slesso sviluppo aumentato di e

E 13::. numere diverso da guello nototo pon piin asser comprsso Ok | doe precedenid pummeri

ﬂﬂﬂ‘m_ﬂli: Fra gli sviluppi a5, aqe0...a,90._.9, prendendo ¢ convenienfemente. ¢o ne sono dai

maggiorl @i qualinque numero che sia pitl piccolo di 0y . sy ... a, [9] 7 Gli stessi sviluppi, anche
1]

anmentati di finlrarmo, per on conveuienle valere di f, per resiare minori di gualunque

1t
numaro che supori ag, wag ...« [2], per esemplo de! numery @y s Bpize.-(0s = 1) By - Sapreey

eon g, 0.

o I T |

fi

v Pl
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¢) Uno degli sviluppi in decimali dei numeri razionali sopra in-
dieafi, per esempio quello di .., ha la s®ms cifra della parte
decimale eguaie ad a.-1-1. Allora si verifiea la rolazione

@y MAg. .. (a+1)0...09<<u,, ,  <v, . . <@, ;ds...(a+1)0...0(942)
dalla quale si deduce I'altra, con s+ ¢ cifre di parte decimale
Oy, Mtz .. (a+1)0...00<<u,,_, <, . <a,, ¢t....(a41)0...0L

Se ora continniamo & costruire i soliti sviluppi in decimali dei nu-
Meri Wz, %y, 5, ... pud darsi che dopo essersi presentati, alter-
nativamente, alcune volte il easo d) ed altre il easo ¢), si cada defi-
mbivamente nel primo; e allora le snccessioni individuano un numero
reale razionale. Oppure si ripete continnamente il caso ), ed allora,
per il Coroll. IT del n.” 11, si conclude che le suceessioni individuano
un numero reale.

OsservazioNe, — Per la determinazione effettiva del valore ap-
- ¥ ] & ® -
prossimalo a meno di s del nomero o« definito dalle smecessioni

del precedente teorema, dobbiame ricorrere alle relazioni
(g G110 . ., Hallz -1 = “I, << ﬂaﬁ << ﬂnj (1l . . . 04 {ﬂa—H + 2)

le quali non ci lasciano dubbie sul valore da scegliere, guando sia
fs:1 << B Se inveee abbiamo «@.,;=29 le relazioni precedenti si tra-
sformano nelle altre

ﬂn,mﬂg...HEQ"{HH‘CT;,{ﬂmﬂlﬂi---(ﬂa_’_])l:

le quali ci lasciano nel dubbio se il valore approssimato richiesto sia
anche questa volia @gy A1y ... Oy, OPPUre a,, Astty. .. (us -+ 1).

Nell'ultimo ecaso la sesma cifra della parte decimale di & dovrebbe
imeere seguita da uno o pia zeri. Indichiamo eon ¢ il numero di quesii
‘er1 consecutivi, cosiceh la cifra che segue la s fesims giq diversa
la zero; £, come SRppPINIno, & ﬂnitn.fﬂunaider&ndn 1 termimu,_, 08, ,
LVI'emo

Tos Bl . oo Mappllssgyg < Vg ta1 << Vppuray << O, O1ls . o o Gy it ("u+t+l -+ 9) )

1

elazione che c¢i assegna il valore approssimato di @, 4 meno di 10571 ?
+ quindi anche quello a meno dil—é—a*‘: Il valore approssimato di o, a

- 1 -
neno di et © dato da @, @ifte... 044, anche se & @ep=29. In-

rtt1, pereche avvenisse diversamente, ciod perchd il valore Approssi-
12to fosse a,, ma,. .. (as11 -+ 1), bisognerebbe ehe la eifra s - fesima
ella parte decimale fosse seguita da una eguale a zero. K c16 rimane
scinso dail’ipotesi fatta relativamente al valore di £

ek
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In prafica, naiyralmente, s1 pud presentare qualche difficolti do-
vula alla grandezza rvelativa di ¢, quando si vogliano determinarve i
valorl approssimaii di o. Ed € perd opporbuno notare che, pel easo
in cul si fratéi di segmenii, dalle relazioni

OU.ap,mas...0.<<O0A< OU. up, sz, . . (0. 2)
si rileva che Ia differenza fra i segmenti che comprendono QA & data

da UU.ﬁ. E quindi ben conosciuia Papprossimazione sulla quale
sl puod contare quando si prende OU.a,, aqas...a, invece di 0A; e
¢id auche essendo incerti se si debba scegliere come valore appros-

1

simato di z, a meno di {0 ? 1] numero a,, mas...a. oppure l'ulire

(ty, @y . . as 1), (1)

13. Se due numeri 2 e B sono disuguali ed & o> B, si possono of-
tenere vabori approssimate per difetio di « che superino quelli appros-
semati per eccesso (a fortiori quelli per difelto) di §.

Siano come nel n.’ 10, «, e &, le prime cifre disuguali che si in-
conbrano in « e in B quando si fanno corrispondere ordinatameate
le loro cifre; si avra a, > by, & percid

o, (123 .\, (U 1y = Oy, Mfs . .. By (bs 1+ 1);

6 poiché fra le cifre che seguono e, ne debbono esistere delie diffe-
rentl da zere, si conclude che sara

Uy 18z . o Qsit = @y ity oo (Boer + 1)

per valori arbitrari di £ e di », purchd una almeno delle cifre che
nel primo numero seguono @. non sia zero.

§ 3. — Somma e differenza,

I4. Conveniamo di chiamare approssimatli i egual grado i valori
approssimati che hanno egual guantitia di cifre dopo la virgola. Po-
iremo enunciare il

TrOREMA. — Le somme dei valori approssimati, in egual grado, per
difetto e per eccesso di due o pi numeri B, ¥, ... definiscono un nu-
mero o,

S1ano

L=, MAz...;3 B3=0by,bibe...; Y=04,608...3 ...

p numeri reali, Indichiamo con #, ¢ con », le somme dei loro valori
' - - - ] 1
approssimati rispettivamente per difetto e per eecesso a meno di 108"

{*) Dopo la deiiniziona di diffsrenza di numeri reali, si potri intsndare trattain ona guistions
analoga rispstto zlia aosktituzione del numere razionnio S~ Gy « o - Gs 8] NumMore reale w,
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1 numeri w, vanno anmentando col crescere di s perche le ciire
ei numeri dati non sono tatte eguali a zero da uno in poi. Abblamo

molire, evidentemenie, 1-'3-::;5—[—1—3;; e se si tien conto delle re-

lazioni

P 9
II"‘lTl —_ I‘,‘I‘- 1 [ ]ﬂﬁ'l'l '”,,-__1 é ?‘5 —!_ ]_U'!' =1 ® IJ’
31 oltiene
. 4
Peqg = U, + 1) — Py
Dungue i numeri raziouall wuy, %y, ... vauno anmentando; 1 numerl

razionnli 2, %, ... non vanno aumenlando e seno maggior: del pre-
sedenfi; infine le differenze » — 4, ra — tz, ... divengono minori di

. . . p ]
jralungue numero assegnaio (51 tengn conto infait: che v.—1 =705 ) *
I

Per il teorema del n.° 12 le due successioni individuano un numero o.
Se OA, OB, OC,... sono segmenti aventi per misura rispettiva-
nmente %, 5,7,-.., ed O3 & la loro somma, s1 ha

OU. <03 =0U. vs;

y la misura di 08, dovendo esser sempre compresa fra u. e vs, coin-
idera con o.

E pereid chiameremo somma di due o pint numeri 2. 3., . .. (ler=
wing) il numero o individuato dalle somme dei valori approssimaly in
rgieel grado dei singoli ternind,

Ponendo

a=FprY-p-=-=o

jobremo serivere l'eguaglianza
OU.2a+0U0.34+0U.v+...=0U0. . (@+32+71+ )y

a quale ci permette di dire che la somma di pin segments ha per

nisura o somma delle loro misure.
I6. Osservaziose. — Adottando le notazioni precedenil s1 sup-
ronga p << 10%, e si considerino le somme %, 41 € v y—1; AVERMO

Mysrsy < O == Tt
3 ancory
=
Uysts1 <. 0 = TR = G < UBgope1 7 105t ts—1-1 7] T

[nfine, se sL pone
-Iiu.‘_tT] _— :I:Dn' :El;rﬂ & -I:u_|_5_|_1 =

risulta subito

. - L] L] i L '} -
ﬂ::u. Fiill'g o o u ol ilsry ‘5':: o :::: Ly Lidg . - - [tt—:‘ 11 —I_‘ _I-] *

x5 = | . -
o — — —— ———

=
N 1. | = i
e on er———

- - - s
o ! Ty -+ = . . r - e AL
= == L = T Res i
= Se s e T o e, 1 s e = =
=TT — . o === 5 e L e
= . mm e H ] - - = 2 =
B - - - §
— - =T R e ] - T ~
= e o e = . v e 1 -5 = -t =8 .
- gt =] - a =" = S £
I -
i —L__ T S e e TR Tl .
) r % - 8 W
.

—— e R ey PR m— = E
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€ s & Ty << 9 e quindi 2,,, +2 <10, si ricava
mu.,m;;rg-.-m,g{uémﬂ}mlmﬂ-il(mﬂ-l—l)

e s1 pud concludere che x,, 2,2:. . . 2. 2 il valore approssimato, & meno

-1
di 108 ! della somma 5.

3¢ poi & ze, =09, la osservazione del n.' 12 ¢l Insegna che la
SOMMA stessa ey, 0 ana delle suecessive, da il richiesto valore
approssimato di o.

B3I pud quindi stabilive che le somme dei valori approssimati in
equal grado, e pey difetio, dei termini di una somma donno i valori
approssimats per difetto della somma siessa. B si put agglungere che

. generale la somma dei valovi approssimati a meno di Toeriot s dei sin-

golz termind, dg il valore approssimato. @ meno di _.-[% , della somma.

Pud darsi che si debba ricorrere alla SOMMA Wgyg.x,y PEr accer-
tarsi del valore approssimato di o; cidb avviene quando questo nu-
mere abbia k cifre consecutive egnalt a zero dopo la s-J- fesima pifeq
della parte decimale.

(6. TrorEMA, — La somma ¢ di p numeri ¢ equale a quella che si
ottiene addizionando lu somma o dei prim: p—1 termini con Uunltimo
termine p,

Dalla somma

HLHH e :Ir'ﬂ, :B'jm'a S $'n+r+1:

dei valori approssimati, & meno di jgerrex » del primi p—1 termini,

risulli 'y, 247y ... 2., come valore approsstmato (*) di o', e dalls
SOmIma

irP ¥ [ r #
% 53t =T, 1T g .. 4 —f-‘."{., 1. o P\ — 3. 013 . . . ! P

si deduca z,, 2. . . 2z, come valore approssimato di o' -}~ . Vogliamo
dimosirare ehe guest'ultimo & valore approssimato anche di o.
Usando le solite notazioni AVIemo

Wy Ll = Hfd-l—l'.-l-li —‘— 70, 1'1¥9 4 o« Tu—l—t-.l—k y
ma, essendo

-’F'u, 33’1:.[-"2 i 1'1'-,5_|_-,|-_ < ”Ig..[_’r-p].; < JI-'F[h -r’l-}:,ﬂ R (Ifﬂ-l-t + 1)
ed anche, purch si prenda % abba sfanza grande,

Toy 172 0 o Pyt < 7%, 1179 . . . Vottipk << Py "172. . (‘-“H-f—t + 1);

(1) Dicendo eha a7, ry=zy.. -%ss & valore approssimnio 41 o intendiamo di voler dire

ene tutie la sue eifrs appartengono a ¢ ; e ehe pereiv ne rapprasenia il valore approssimate
1

ll:.l"*" =

a moenoe di

(e 14

PE

Or
)

(F
£34

di

of
el

30
ley



PERIODICO DI MATEMATICA, 267
ricava da queste, tenendo conto delle precedenti,
U it == By TiDs - o« Todit T Btk < Ty s o« (Tods T+ 2)=9"ss.

Dungue 1l numero ... che, come sappiamo, definisce |a somma g,
sempre compreso fra 1 numerl che definiscono la somma o' 4-p; @
sweld abblamo '+ p—=o.

CoroLLARID. — La somma di pite numeri, considerati in un cerio
dine, ¢ equale a quella che si otliene addizionando il primo termine
[ seeondo, la sommma col ferzo, la nuova sommae col quarto, ece.

17. Dalla definizione di somma conseguono le propriela seguenii:

10, Somine di termint equali, e nello stesse ordine sono eguali. (')

28, La somma di due o pin numert ¢ indipendente dal loro ordine.
roprieta commutative della somma).

3%, La somma di due numeri, maggiori di zero, ¢ muaggiore di
18cun termine.

Siano « e B i due numeri e supponiamo che la prima eifra di §
versa da zero sia la ##5m2 dopo Ja virgola. Il valore approssimato

meno di i—é—a , della somma z -+ B sard dato da a,,ma.. .. (a. 4 b))

pure da ao, Gide. .. (as- b4~ 1); e siccome quesli numeri sono
trambi maggiort di a,, ha=...a, resta provato che e a4+ >a.
42, Se a numeri eguali si aggiungono nuniert disuguali 8¢ oliengono
mme disuguoli; delle due somme & maggiove quella che contiene il
mine pite grande, (*)
Se & 8>y sard « -+ 8> a-} v. Si ha infatti, da un cerio valore
g in pol, per il n.” 13, |

bﬂ‘! Eiltl.]g o fﬂa - Coy C1f8 + « « [f:ﬁ + 1): {3]
quindi posto

d,, Tl ... ff5—|—a§3u,blbg. = .IJH, — Ty k1024 - . Ty

i ¥ a
Uy Q1. . . Oy~ Coy Cilr s . Ce =Ty X1 Ty... L5,

snlta
T I r [} '
I R N W G SN TS (g o

1 il primo membro di questa disuguaglianza o & 1l valore appros-

® ]- - a -

nato, a meno di 105 della somma «-§, o ne 8 minore, mentre il
; : o

condo membro o & il vulore approssimalo, a meno dl—IUE’ della

»
mma o}, 0 ne & maggiore. B sara percid o+ 3> a1+ v.

(') 1l numero razionale m somma dei numeri razionall o, 5, 7. ... & Ia generatrive della somma o
nomeri a, 5,7, .. che hanno per generatriei . b, e, ... Infatti, risulin subito che m, come o,
omplrago sempre fra le domme s 8 e,

% Si polrebbe enunciare eosl: Tna somma gemenle 3¢ i awnerto uno dei suci feriini.

(*) E ovvie il signifiento da aiftribuire gni e nel seguile ai numeri by, dyby .. bs5 Tpu 30« 635
Bye e, &} BOC

i i
¢
|

7 =
i [ o — -
= I B = i
. -".=.El-.:" s ] e h
| e & -
-
g A L =
a

- '1— - - .

T AR,

W i U
e
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Poiche per il Corell. del numero precedente & per la proprieta 22
ora esposka, si pnd assevire che la somna del niomeri reali gode dellu
propriela associativa, resta provato quanto appresso:

5% Per la sommu dei numeri reali sussistono i solifi teoremi che
consequono dalle propristad commutativa e associativa e dalle precedenti.

68, ddiezionando ¢ valori approssimali per difetio di aleuni termini
dune somma con & valori approssimali per eccesso degli altri tevimini,
8t oltengono somme che contengono i valort approssimeti della somma o
dei dati termini.

Esaminiamo il ecaso di due termini. La somma

(o, thilg . .. A~ bo, Dibe . .. (b 1) =y

& compresa fra le dne che abbiamo indicato con u; e con v, ; e queste
avranno in comune, coms & gia stato detbo, un certo valore nppros-

. _ 1 .
simato, per esempio quello a meno di 0s ! chie appartiene anche alla

somma z-+B==0. Orn, per l'osservazione del n.” 11, il detto valore,

a meno di =, apparterra anche ad oy,

10#
Da qui deduciamo 1 seguenki esempi: a) La somma di o« con

1,[8]1=0 & eguale ad «; #) La somma di un numero reale con uno
decimale finito si pud oftenere addizionnundo 1 valori approssimati
del primo namero col secondo numero. B inversamente; ¢) Un nu-
mero reale pnd porsi, in pilt modi, sotto forma di somma di un numero
decimale finifo e di uno reale: cost si pud serivere

15,6487033 . .. = 15,6 - 0,0487053 . ..

18, Teorema. — Dati due numeri disuguali « e B, e supposto o> p,
esiste nn unmero o che addizionate con 3 di per sonnna x.

E_‘:’.semlﬂ al soliko L=y, e . € B=10,, by ... potremo, per 1l
n.* 13, cosbruire le differenze

Mo, illy ...y — by, Byby . .. (b 1) =1,

purehe si prenda s sufficientemente grande. A maggior ragione si
possono costruire le differenze

oy als . . a1 —b, bybe... b, =1..

Hvidentemente con 'numentare di & le . non diminuiscono e le 7.

non anmentano. Inolire +, supera u,; e la differenza », — u. & data
)

da 0% - Dungue 1 wwmeri i, tg, ¥z, ... (dal punto in eni si possono

cosbruire) e gli altel »,, 14, v, ... soddisfano alle condizioni del Teo-
rema del n." 12 ¢ percio individuano un numero 5.

Dimostriamo ora clie B4 8 =2%. Posto ., == Tp, L1Ta « o « Tuily
avreno

By Oyl sy — by brba. .. (bya+1)=u,, c100 ... Tria = tata
My, @bz . o (Ty +2)—bp, biby .o . (by.y F D=, 2229 . .. (5sy T+ 2)=0sr1;

Wik i ol
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3 gqueste provano, n." 15, che & ha per valore approssimato, & meno

1i —, il numero a,, LiTs . . « T, 5€ B Ta=1 < % In caso diverso 1l valore

108
ipprossimato o & ancora il precedente oppure I'altro x,, ®ixs... (@ 1+ 1)

[n ogni modo, dalle eguaglianze precedenil si ricava

(s @102 o v v Tt =gy Babs o« - (Ds—1 1)+ x,, o122 . . Zusa
e (da guesta facilmente rvisulta la relazione
by Diba . oo b 2y, 21Fa e o e < By, (A2 . (s
come pure 1nltrn
U, @illgs o o Qs 3<< bgy Bebg .o o (b1 1) -2, 2i%s- .- (T 1)
E, quando sia x,., =9, sussiste anche la disuguaglianza
b“, le)g I b:. —l— Lys L1lg oo (.{'5 + 1:1 = Moy Mz oo Uit

Le ullime tre disugnaghnnze dimostraie provano appunto che, in
ogni cusp, % & la somma di 3 con 9.

Al nwmere 5 che agginnto a 3 (sottraendo) dit per sommd o (mi-
nnendo) daremo il nome di differenza fra « e 3. 1 porremo al soltio
% — 32— 1.

JOROLLARIO. — Per ottenere la differenza o — 3 si tolgono i@ valort
approssintalé per eccesso del soliraendo dai valort approssimati per difetto,
e in equal grado, del minuendo. Se I'nliima cifra di tale differenza non
& nove, le precadenti appurtengono alla diffevenza &; se 'nltima cifra e
invece nove, o le precedenti apparfengono, anche guesta volla, & 5,
oppure I'nltima di esse deve essere sumentaba di uno.

Per l'esame di quest'ultimo caso si possono ripetere le conside-
razioni svolte alla fine del n." 15, per I'nddizione.

19. Fondandoei sulla sola definizione di differenza si possono pro-
vare alenne delle segnenti proprieti, e le altre si possuno provare
fondandosi e sulla definizione di differenza e sui feoremi e sulle
proprieta sviluppate relativamente all’addizione,

12, Differenze di mumeri eguali sono eguali. Si confronti quanto & detto
nella nota alla propriefa 1* del n." 17 in rignardo ai pumeri razionall.

s T teoremi ¢ le propriet sulle differenze dei numeri razionali
sussistono anche per i numeri reali; e pure le dimostraziony, fatte nella
ipotesi dei mumeri razionall, soito valeroli per 2 numeri peali.

35, La differenza di due numert f;qucrli ¢ data da 1,[9]=0.

4n, La differenza di due segments ha per misure la differenza delle
lo1e misure, cloe ‘

OU.e—O0U.p=0T.(z—8B.

Si potrebbe dimostrare anche una proprieta analoga alla 6° del
n° 17: ed slire che conseguono immedintamente du quelle poste fin
qui. Ci limitiamo, completando Ja nota al teorema del n.” 12, a porve
qui lu seguente |
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OsservazioNE, — Il Teorema del n.” 12 sussisle, evidentemente,
anche quando le successioni u, W2, M3y ... € ¥y,¥2,%3, ... che si sono
sipposte composte di numeri razionali, vengano sostituite con altre
due py, fe, pia, ... € v, Yay¥3,... composte di numeri reali. In questo
Cas0 non e necessario escludere che fra 1 termini dells prima sue-
Cessione ve ne sia uno maggiore di butii; ma allora, natoralmente,
non puo esservene uno minore di tutti fra quelli della seconda suc-

cessione,
CarLo SoscHING.
(Continua)

.

ERRATA-CORRIGE. — Neil'articolo del prof. Usay, a pag, 165 del Fasc. IV, inveca di:

Ny=ceyt  f A'y—eizy

J A=yt 4 A, =y
B.=—ery B, =— z,x%

deve lescersi:
\ Bo=—gay B, =—— £y <

S — el
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F. Grones TrIXEIRA. — Obras sobre Mathematica, publicadas por ordem
do Governo Portuguez. Volume segundo terceiro.

[ volumi 1T o 111 delle opere di Matematica dell’ illustrs Diratiore dell’ A cea-
demia Politecnica di Porto, diffusi soltanto ora fra il pabblico quantunque portine la
data 1906, saranno senza dubbio accolti con entosiasmo nel mondo degli studiosi.
Hssi sono di quei libri che onorane tanto il sommo geometra che li ha pensati
e seritli, quanto quel Governo che ne ha assunto la pubblicazione.

L’ importanza delia puova opera dell'illnstre Autore si rilevadnll’esams del conte-
nuto di ciascuno dei due volumi. Nel seeondo i trovano i seguenti gnaltordici studi:

L. Notey sur deux travanz @’ Abel relatifs a Uintégration des différences finies,
pubblicate nel 1904 nel giornale deta mathematica, in occasions della commemo-
razione del primo ecenbenario della nascita del sommo analista svedese.

Partendo da dus lavori di Amer, I'Autore fa unportanti applicazioni di analisi.

1L Sior la décampaosition des fractions rationnelles. — Qui viene esposto un nuovo
metodo per trovare (indipendentemente I'uno dall'al tro) 1 numeratori delle frazioni
semplici nelle quali =; decompone ana funzione razionsle. giungendoe a delle formols
che contengono quelle trovate da Heryire in un caso particolave.

UI. Farios artiges sobre diversas quesiogs de analyze. — Contiene dodiei pub-
blieazioni fatle in vari periodici scientifici, non che estratti di letteve, dove si
tratiano importanti questioni di analisi,

IV. Integracao das equiroes ag derivadas parciales dz zsegundo ordenms. — (nesto
lavore non & altre che Ja dissertazione di laurea che il prof. Teixrira presenta
nel 1875 all' Universith di Coimbra. E diviso in cingue capitol, e tratta con molia
dotérina della teorin degli integrali delle equazioni a derivate parziali, della tra-
sformuezione di talj equazionl, delle equazieni i Moxer e i Aypierg, di alecune
equazioni del secondo ordine -di grado soperiore al primo, esponendo per di pin
nlenne profonde riflessioni sull’integrrzione delle equazioni simultanee.
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V. Tres artigos sobre as equagees as derivadas parciales. — Nel primo di guesti
articoli I'Antore tratta del numero delle funzioni arbitrarie degli integralt delle
équazionl a derivate parziali, nel secondo si ovenpa dell’ integrazione d'un'equa-
zione a derivate parziali del secondo ordine, e nel terzo dell nfegrazione d'una
ciasse di equazioni & derivate parziali del secondo ordine.

VI. Sobre o emprego dos eixos coordenadas obliguos na mecanica analyticn. —
Ruesto interessante lavoro costituisce la dissertazione presentata alla Facolta di
Matematica dell' Universita di Coimbra nel 1878, in occasione di un councorso. B
divise in tre capitoli e iratla dell’equilibrie dei sistemi di furze, dell’equilibrie
dei solidi e dei principii generali della meccanica,

VI Sur les nombres de Bernonilli.

VIIL. Suz lo série de Lagrange ef ses applications. — La delia serie applicatn
all'inferessante guestione della sviluppo delle funzioni algebriche, trattando spe-
clalmente alecuni casi parlicolari notevoli. Somo oltremodo importanti i metodi
seguiti dall'Autore per la determinazions dei coefficienti degli sviluppi.

IX. Sur la théorie des cubigues cirewlnires et des guartigues bicircidaires, — B
uno studio geometrico Ji grandissima importanza, nel quale si tralta delln deter-
minazione dei ceutri dinversione delle pradette curve e di un elegants metodo
per cosixuire le quartiche bicireolari unicursali.

K. Suwr un probléme de Gauss el une classe particulidre de fonetions synétri-
ques. — Prendendo le mosse dalla celebre memorin di Gavss, Theoria interpoiu-
tionis methody noea tractasa, I'Autove giunge a costruive deile importants funzioni
simmefriche, delle quali si serve opportunamente ancle per lo sviluppo delle fun-
zioni razionali in serie,

X1 Sur guelques applications des séries ordonndes suivant les puissances dy
ginuz. — Qui 'illostre geomeatra applica con molta sagacie ed opporlunita le dette
serie al caleolo di numerosi integrali definiti, e riesee pure a trovars eollo stesso
mezzo delle importantissime relazioni fra i numeri di Besvotizu e di Rureno.

XL Alguns artigos sobre diversas guestors de (Geomelric analytica. — Conliens
sei pubblicazioni assai importauti, di caratters zeometrico, falle in diversi pariodici
selentifiel. _

XIIL Diversos artigos sobre Analyse mathemativa. — Contiens undici pubbli-
cazioni d'indole avpalitica, con estratti di alcune lettere, risolvendo in oguuna di
esse una porticolare questione d'interesse incontesiato.

ALV, Dots trabalhos sobre Geometria analytiea. — Nel primo di questi lavori
st daone dine costruzioni per realizzare le spiriche di Perszo, & nel secondo si
dimosira an'imporiantissima proprietia deila strofoide, e si traita infine delle cu-
biche che ceincidono colle loro cisspidali.

Il velume terwo coslibuisce la prima parte del Curse de Analyse infinitesimul,
the ha ormai raggiunio la quarta edizione, e comprende il Calcolo differenziale,
E vn lavore di singolare importanza scientifica, esposlo cui metodi vigorosi pin
moderni, tanto che esso ebbe la meritata d#stinzione d'un premio concessogli dalla
Reale Accademia delle Svienze i Lisbosna.

11 lavoro comincia con due Capitoli d'introduzione, dove si espone la teoria
dei numeri irrazionali, dei numeri negalivi o dei sumeri immaginari, e i principii
fella teoria delle funzioni, con considerazione particelare ad aicuns di queste,

L'esposizione idel Caleolo differenziale si fu in otto Capitoli, nei quali souo
mcvessivamente esposte le wozioni preliminari, la teoria delle derivate del primo
rdine delle funzioni, seguila da importanti applicazioni geometriche, la teorin
lelle derivate di ordine superiorve, la formols di Taviox con opportune e bene
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scelte applicazioni, In determinazione delle funzioni per mezzo (i serie, le singo-
Iarita delle funzioni, o infine la teorin delle funzioni di variahili immaginarie.
Questi cenni or dati sui due volumi or ora pubblicaii dal prof. Tmixema,
bencheé vapidi e condensati, danno un’idea abbasiauza esabin dalla slraordinaria
mmportanza di quest’opera scientifivn, la quale rviuscira sommamente utile a Coloro
che vogliono approfondirsi nello stndio di una quantita di argomenti scientifici
di alto interesse, tanto pin quando essi sono trattali con guella competenza o queal

rigore, actompagnate da pari chinrezza. che distingnonoe le opere dell'illustre
Autore, {i. PiroxDiNi.

W. W. Rouse Barr,, — Bicreazioni e piroblenii mutemeatiol der tewim
“ - - L] i jl p
antichi e moderni. Versione dall'inglese del dott. Dioxisio GaMBrOLL

Bologna, Zanichell.

In quast'opera somo raccolte disparate e interessanti notizie seientifiche e sto-
riche, che si estendono dai zinochi matematici pit eélementari e piir uoki. fino a
problemi di alta matematica, aleuni dei quali atlendono ancora la loro risoluzione.
Nella Parte 1 (Cap. 1-V1}, intitolaia Rierensioni maiematiche, vengons trattali molt
giuochi, cariosita, paradossi e problemi sia aritmetici (Cap. I) che geometriei (Cap. 11)
e meccaniei (Cap. 111): alcuni sone originali, gli altri sono aecompagnaki da in-
toressanii notizie storiche. Ricorderemo qui i cenni storici su certe questioni sui
numeri primi, alcune delle quali ancora insolule, come il cosiddetto nltimo teorema
di Fermat, e il risuliato di Mersenne sui numeri primi della forma 27 — 1 (p primo);
& quest'ultimo problema & poi dedicato, nella Parte 11, un apposito Capitola (il 1X),
dove si db ampia velazione storica dei vari metod ndoperati per tale ricerca
e del risuliati ottennti.

Nel Cap. IV si espongono vari giuochi, fra cui vicorderemo il noto problema
delle otto regine. Nel Cap, V I'A. tratta dei quadraii magici, dando assai notizie
storiche e indicande vari metodi per Iw loro costruzione; nel Cap. VI infins espone
1 teoremi di Eulero sulle curve n trascinto continno, facendone applicazions alla
teoria dei labirinti, & tratta dipoi 1 due casi finera studiati del probiema inverso
di quest'nliimn, cioé il giwoco di Hamillon ed il noto prohlemna del cammine del
cavaliere salla scacchiera.

Prevalentemente storica & Ja Parie IT (Capp. VII-XIV), intitolatn Miscellanea
di saggi e problemi. 11 Cap. VII conliene la storin, assai diffusa e deocumentata,
degli stodi e dell'esame di lanrea in matemativa nell' University di Cambridge.
Segne poi la storia dei tre celebri problami geometrici dell'antichita: a proposito
della rettificazione della circonferenza sarebbe forse piaciuto di trovare in que-
st'opera qualche acesnno a1 melodi meceanici di integrazione, e specialmente al-
Vintegrafo, ma probabilmente ¢ib non si accordava eol disegno piuttosto elementare
deil’opern. T Capp. X e XI contengono, con assai fatti ed aneddoti, cenni storici
notevell risp. snll*astrolozia e suj crittografi e cifravi. Negli ultimi tre Capp. che
seguono A tratta infine dello spazio, del tempo e della meteria, escludendo le
guestiom melafisiche, o limitandosi pin che mitro alla parie storics; nel Cap.-sullo
spazio inelire illustra il noto concetto clie esistenza di nno spazio a pin di tre
dimensioni e la renlis deile geometrie ovn enclidee non sono incompatibili con
la nosira esperienza, F. C.

GAULIO LAZZER!I — Diretloreres ponsainte

Finlto di stampare it 15 Mnagzlo 1911
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I NUMERT REALI CONSIDERATI COME SUCCESSIONI DI NUMERI DECIMALI

(Continuagione — Vedi Tuscreolo vracedente)

s 4. — Prodotto e (quoziente.

s

20. TeorEMA. — T prodotii dei valori approssimati in egual grado
ver difetto e per eccesso di due o pitt numert a, 3,9, . .. definiscono un .
NANEro T

Indichiamo con #%. & con vs 1 prodotii dei valori approssimati,

rispettivamente per difetto e DEr eccesso, & meno djiﬁ,;,dai numeri

0% By Yviaos
[ numeri %, vanne anmentando col erescere di 8 perche le cifre

dei numeri dati non sono tutte zero da una in poi. Inoltre poiché 1
fattori di », sono tanti quanti quelll di o, ed ogni faitore del secondo
prodotio & maggiore di uno corrispondente del primo, si pud dire
che & »,>u,. E ancora, poichs

Uy i@ . (0, +1) = a,, mae. . . a. (foey == 1)
bn ’ E’lbﬂ L (f).. N 1 1.] = E’us byba . . . b« [bsél 0l | 1)

-

si ottiene ». = oy

Infine, indieando per brevith con ¢, 39, . .. i valori approssimati,
A meno di 105 dei numeri g, By..., Ia ecul quantita supporremo rap-
presentata da 2, avremo

0y — Ug = (ﬂfﬁf —+ T[]TP') . (6""’ -} IJG;) coe—a\M Ho
Se & p=2, questa relazione ei di subito

| 1 @, + b, -} 2
u«j'mﬂ{ 10° (1)

vty = (a0 g -

» la differenza o, — w, diventa minore di qualongue numero asse-
mabo. 11 teorema resta dimostratao per due numeri, perche sono ve-
ficate tutte le condizionj richieste nel teorema del n.? 12. Ma rimane
a coosiderare il easo di p>2, ed 6 cid che ora faremo.

Fra i numeri dati ve ne sara uno, per esempio &, non Ininore
egli altri; allora a® non sara minore di nessuno dei nameri U e® ..
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e la relazione che da la differenza v, — u.. permette di stabilire

che &

w— p.{p—1) ORI 1
ﬂs*usgﬂ-{ﬂ{ ‘F l-ﬁu JF IP. ) -{ﬂ'{h:ip d-IUE.a } LR ll Iup.u

0 anche

1 poiché il secondo membro di questa disuguaglianza & divisibile

per la differenza, %5, delle basi, ed & g —f—ig}gg a, — 1, si otkiene
1
Vo — s = {{tp+ 1 (@ + 1P 0™ L (P 5,
ed infine 1
o
r,— 1, == P (a“_’_ D (2)

10# ’

ed il teorema rimane dimostrato in generale.

Chiameremo prodotio di due o piit numeri o, 8, Vs~ (fattori) il nu-
mere w individualo dai prodoiti dei valori upprossimati, in equal grado,
der singoli faitori. E porremo

ZeBeY.o . =T.
Poiché indicando con OF il segmenfo {[(OU.z).6).v)..:, si ha
OU.nu << OP < 0T. v,

s1 conclude che la misura di OP coincidera con =, e potremo porre
la eguaglianza

OU.a).Bloy)...=OU. (@.B.v...)

la qunale, se 8 OU.x= 0A, ci permeotte di dire che moltiplicando un
segmento QA suecessivamente per certi numeri, si ottiene un segmento la
cur misura e il prodotto della misura di OA & dei numeri per b qual:
ess0 & stato successivamente molteplicato.
2). Osservazione. — Adottando le solite notazioni si prenda 107 :
maggiore del numeratore del secondo membro della disn guaglianza (1)
0 (2), del n." 20, secondo che sin p—2 oppure p=>2, e si conside-
1100 1 prodofiti i1 € ¥siray. La (1), 0 la (2), diventera allora

1 : 1
Datt4r — gy < 105+ 05814 Vogrer < Wogpy=g 1051

@ sl avrd, in conseguenza,

1
Us i+ <7 ':_-3-; Py 411 < Watt iy } 10442
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e, considerando soltauto la parte intera o, e le prime s 1 cifre
Tryd'y, T3y . -0, Tay, della parte decimale del numero ..y (ecomposto
d1 (s~¢+1).p eifre dopo la virgela), si trova

Loy LiTY - o o Ty < B <_ Loy T1T5, « - (-1357: + E]-

Da questo punto si pud continuare conformemente alla esposizione

del n." 15 per gwungere a concludere che in generale il prodotio dei
1

valori approssimaiti, a meno di Tt dei singoli fattori, de il valore

: .1
approssinato, ¢ meno i 10> del prodotio.

22, Trorena. — Il prodotto n di p fattori é equale al prodotto che
8t oltiene moltiplicando quello =" dei primi p—1 faitori per Pultimo
fattore o,

Dal prodotto

Wact—k = e T 1T304 o0 5045k 0 » o F p=tife—t—1

1

del valori approssimati, & meno di {g=-r-£+ del primi p—1 fatbori,
risulti 2, ' ... 2., come valore approssimato di ='; e dal pro-
dotto

i !
'uh‘a-;-t — :I'.’I'.II' Tl g. .- .'1‘."571 . T{.l!' T170 e s 'J"B,Tt - ‘I:'ﬁ' Lol . .. mi{&%ﬂ

sl deduea z,,2:2s...2, come valore approssimato di ='.p. Vogliamo
dimostrare che quest’ultimo valore approssimato appartiene anche a =.
Con- le solite notazioni avremo

S Uasttle == Wsst oy + 9os P00 o Voot §
ma poichsé

By Z129s e e Toit == Wastrx < Loy @125 00 o (Bap+ 1)
ed anche, prendendo & abbastanza grande,
PorVtlge o o oy TV M9 w s Pupins << 29y 74020 o » (Pagr 1 1),
si ricava da queste, tenendo conto delle precedenti,

h i 1
Wosit < Uaotakk < ¥ zars l':}

Dungue 1l numero w,.,x che, come sappiamo, definisce il prodotto =
é sempre compreso {ra i numeri che definiscono il prodotto ='.p; e
percio e w .p=m. >

Cororrarvo. — Il prodotio di pile numeri, considerati in un certo
ordine, ¢ eguale a quello che si otiiene moltiplicando il primo per il

secondo, il prodotto per il terzo, il nuovo prodotio per il quarto, ecc.

(1) Con v';.4 abbimme indicaks 1l prodollo Aei walori approssimaet! per eceesso, a meno

=
&

-
“

CRET He
. re .-q.qlq_'r‘_
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Osservazione. — Dalla definizione di prodotto consegue che pro-
doiti di nwmeri equali considerati nello stesso ordine somo eguali. (*) T
dalla definizione di prodotto e dal corollario precedente deriva che
per 3 prodofti di numeri reali sussisiono le proprield comnutativa e
associativa e tulti ¢+ teoremi che sono con esse airettamente collegali.

23. Ripetendo per 1 produtii la dimostrazione svolta nel n.t 17
per la proprieta 6* della somma, si stabilisce che:

Moltiplicando i valori approssimati per ecessso di alcuni fattor: di
un prodotto per @ vaiori approssimati per difeto degli altri fattori, si
otfengono prodoiti che contengono ¢ valori approssimati del wrodotio w
aei dati fattor:.

Ad esempio;

Il prodotte ¢.1=5.0.[9] =2

11 prodotto 2. 0=« .1[9]=0.

24. TeorEMa. — I prodotio di una somma 'di wna differenza) per
un numero, ¢ eguale alla somma (ulla differenza . dei prodoiti dei singoli
termint per il numero.

Non dipendendo la dimostrazione dal numero dei termini della
somma, limitiamoli a due. Si vuol dimostrare che

(@+fl.y=a.y+B.7.
C1o risulta immediatamente dal fatto che le due espressioni eguali

(”nl flg... ﬂs"j_bﬁ,, blbs- - -b.!-} -Ep-flﬂa-- « Us

ﬂﬁ,ﬂ]ﬂﬂ-;.HE.EU1I‘:]_Eﬂ--|ﬂ!_i_b'n?bjbg-'.l&j-En,ﬂlcﬂ-..cﬁ

danno, con alcune delle loro cifre, i valori approssimati rispettiva-
mente dei due membri della eguaglianza che vogliamo dimostrare
esser vera. B percid esistono continuamente valori approssimati in
comune delle due quantita (@a+B).Tea.vy=58. .

Per la verita dell'altra eguaglianza

(x—B).y=a.vy—B.v

s1 osservi che, posto @ — B==3_ si ha 2 =<5, da cui

&.Y=8y-3.7 e quindi S5.7y=a.Y—B.y,

¢, infine
| (2—B).y=a.T—B.¥.

Il teorema dimostrato (che esprime la proprieia distributiva della

somma e della differenza rispetto al prodotto) permetie di spiluppare

Il prodotto di una somma, o di una differenza, per un numero, e di
raccogiiere un fattore comune. B si pud enunciare anche eosi: Au-
mentando un fattore, il prodotio aumenta.

(') St vedn per il prodotio di numeri razionali la nota poata nlla propristi 1+ 2el n.e= 17.

o Tl rimhier e 4o !
LA e S i I A AR

o A e R ey el i e El

L = iy
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CororrARIo. — II prodotto di due somme & equale alle somma dei
prodotti di tutti © terming della prime per ciaseun termine delia seconda.

Da questo corcllaro si deduce:

1°. Se due o pite numeri non sono minor: di alireitanii, ¢ uno almeno
¢ maggiore del corrispondente, il prodotto dei primi ¢ maggiove del pro-
dotto dei secondi (purché fra ¢ fattori uguali dei due prodotii non ci
sic lo zero).

20 1l prodotio di pite fattori tulti maggiori o tutti menori di uno, ¢
rispeitivamente maggiore o vinore di uno,

3°. Il modotlo di due fattori ¢ maggiore o minore di uno dei fattors
(che non sig zero) se U'altro & maggiore o minore del munero uno.

Essendo =« >0 =1 ha, insieme con 3 =1, anche = .p = .

25. Teorema. — Dati due numeri o € 3, e supposto § = 0, esiste un
numero Y che moltiplicato per 3 da per prodotio .

Costruiamo 1 quozienti

s hila. . . (s (ty, Axftg .. . (A1) - p
b bba.. 1) boybiba. .. by

o dimostriamo che u, e v, soddisfano alle condizioni del teorema
del n.” 12,
Poiche, per qualche valore di ¢, &

(yy Wby .\ o Asny = Oy, 12 ., . Us
ed e, sempre,

b{u E’I'?-’E ¢ e {'E"ﬁ+'l _l_ ]-} ‘::: bm é*"I'J:’E - e l:bﬁ"[" ]}

risulba ue > u.. Abbiamo poi

a,, iy . . . (1 a,, aits - . . [y 1) ‘
o D Bilye . B 1) = BoybiBneccly M
e guindi possiamo dire che », > u,. Ed ancora da
ﬂn.ﬂlﬁg...(ﬂ..'—[—']..}l:? ay, Oy¥s . .. (tey == 1) ;
S T By bibae. b = Gplihreeiber T

si deduce ¥, = va_s.

Considerando infine la differenza ». — u. e indicando con 4* 1l piil
piccolo valore approssimato, diverso du zero, del namero f (od anche
un numero minore, purché sempre diverso da zervo), potremo scrivere

Ra— Gy .. (a=1) @, by .0
" H by, bibs . . . b, by, bubg. .. (b+1)

1 1
B (ﬂglﬂlﬂﬂ---HH_I_FJﬂ,blbﬂ...bH“{—m).ﬁ{ 1 ﬂn+bﬂ7|—2
bﬂ'blb“---bh.bu|b’1bg...{_b,l—|—1} 1087 {&[rj]‘ﬂ t
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e concludere quindi che la differenza v.— u. pud rendersi piccola a

piacere. Con ¢id Ja prima parte del teorema rimane dimostrata; e
prendendo '

il quoziente Usyi:q i di, in generale. il palore approssimato, a meno

dif{%! di v. Nel easo in eni la s — 1=ima gifpa della purte decimale

del numero we.,., rvidotto in decimali. sia egnale a nove, si dovranno
ripetere le considerszioni 21a fatte pin di una volta (s1 veda n.” 15),

Passiamo ora a dimostrare la seconda, parte del feorema, e ciloé
che B.y=w. Ridotio ., , in decimali e supposto che la s 1esima
cifra dopo la virgola sia diversa da nove, avreno

.'T[”. :-I:_]_IE- . ¥ ‘T:H -""..: '15_1_—.-1 g I[—'1 mlrﬁ r o= {-Fb —[—- 1_:'
0ssia,
e, (gl a,_
{® | R . 8 AT =7
E-‘ j:_]'_trﬂ---l.r_;‘::: E;I-' m:rﬂ... -'I: ]_ -
L% bﬂ‘blbglilcbh—'thl_:_l)_ﬁ 01 : ( {L_[— )!

e da gueste risulta

;I:f:” J:II‘! & & 4.:1:',-.. - 501 blﬂﬂ - w oa I{'I;- '<: ﬂl‘:” HLHE e o HH—ILI
ed

HU'l ﬂ']frﬂ X al'a ﬂlii—l'—'.'—:l %:Ilu, IIIE - r.r_: _]_- l) . bﬂi &16'5 .o {b‘r + ]'}

le quali disuguaglianze provano la verita della sceconda parte del
teorema per >, < 9, ed ancle per .., =19 porché, in questo caso,
Y sia uguale ad un numero decimale finito.

Se & pol x:.y/=9, e il numero v non e decimale finito, si potrh
offenere che la eifra z._, sia diversa da nove, dando ad s valori
sulficientemente grandi: e si ricadra cosi nel caso precedente.

AL numere v che moltiplicato ver 3 (divisore) dd per prodotto o (di-
videndo) daremo il nome di quoztenle di o per . E porremo

o % ~
-I.J_' l,-._.n
"]

UoroLLARTO. — Por oitenere il quoziente «.: B si dividono i walori
approssunaty per difetto del dividendo per t culove approssimati per ec-
cesso, ed in egual grado, del divisore.

Dalla dimostrazione del teorsmn si rileva quale e l'approssima-
zione del gnoziente in relazione a quella dei termini,

e

26. Se OA ed OB sonv due segmentl aventi per misura « e 3,
sono soddisfatte le egnaglinnze

DA=DU.zzUU.[E.T)z(QU.ﬁ).T—- 0B .y
dalle quali consegue OA — OB .Y, € gquindi
OA:OB=2x:8

1_.. =I:.l-:-__,:,.._ it L =
\

Py

e i

(L T

. g Wl I
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e si pud dare I'enunciato: Il rapporto fra due scgmenti OA ed OB ¢
equale al guoziente delle misure dei due segmenti viferiti ad una séessq
unile di misura.

27. B fondandosi ancora, aleune volte, sulla sola definizione di
guoziente, ed altre volle, e sulla definizione di quoziente e sulle pro-
prietd e sui teoremi che abbiamo esposti nella molliplicazione, st
possono dimosirare le seguenii proprieti:

10, Quozienti di nuneri eguali sono eguali, (7)

20 | teoremi sui quozienti dei mwmeri razionali sussistono anche
per i numeri reali; e si possono ripetere anche le dimostrazioni,

In conseguenza, fenendo presente l'esempio dato nel n. 23, s1 pud
porre %:m % Chiamando inverse (o reciproco) di § 11 quoziente Lﬁ
sl puo dire:

3u. Il quozienie di due numeri & equale al prodotio del primo per
I inverso el secondo,

B di qui si trae subilo:

4o, Il quozienie di una semma {di una differenza) per un nwmnero,
& egquale alla sommna (alla differenza) dei quozienti dec singoli termini
per il awemero, (Propriete distribuiiva.) '

Si ha infatti

1
=g B . —— . —
(@ £ ) = ¥

Ir

(28 = 8):v

A questa proprietd si potrebbe dare anche la forma: Awmentando 1l
dividendo il gquoziente aumenta. B altrettanto facile dimostrare che

awnentandeo il divisore il quoziente diminuisce. (°)

a - E — m - - - — e e ]
Posto infatti —?)— =B e gro=mme quindiz=§.% ed m=B.*‘;1+T. 01,
o
deve essere 5, << 3; poiché, se fosse 2, = 3, risulterebbe .0, =0 .0=w

e quindl p.8,Y.0 > .
Ho, Se & termint di una divisione sono eguali, il quoziente ¢ uno; e

se il divisore ¢ uno, il quoziente ¢ eguale al dividendo.

Dervivane inmnedialamente dal primo esempio del n.” 23,

Dalle proprieta conseguenti dal corollario del n.” 24 si deduce
ANCOTA:

Ge. Secondo che il divisore di wna divisione sic magygiore ¢ Minore
di uno, i quoziente & minore o maggiorve del dividendo.

1l quoziente di due numeri Qisuguali ¢ maggiore ¢ minore di une,
secondo che il dividendo & maggiore o minore del divisore.

Infine notinmo che anche per la divisione, come per le precedenti
operazioni, vaie la proprieta:

('} Bi veda la nota alla proprietia 1= del n” 17.
() Considerazioni ataloghe potevano farsl, come consegnenza dei relativi teoremi, nella sob-
trazlense.

_—r

-ﬂ-—-.—-..u___- =
A LT

oL -

e

—
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73. Dividendo per i valori “pprossimate per eccesso del divisore quelli,
pure approssimaii per eccesso, del dividendo, si oltiene il quoziente.

28. Poiché pud benissimo supporsi che I'introduzione del coneetio
di numeri col segno e lo studio delle loro proprieta siano stati fatti
indipendentemente dalla considerazione se 1 valori assoluti erano
razionali o no, possiamo intendere estesi ai numeri reali i teoremi
e le convenzioni che trovammo durante lo studio der numeri razio-
nali relativi. Se non avviseremo esphicitamente del contrario, inlen-
deremo perd anche nel segniio, parlando di numeri, di riferirvei ai
loro valori assoluti. '

S 5. — Polenza ¢ radice.

29. La trattazione svolta per i prodotti e per i quozienti ei per-
mefte di riguardare estesi ai numeri reali, considerati in valore
assoluto, 1 coneetti di potenza ad eésponente inlero, positive o megative,
ed 1 refativi teoremi e proprieta,

Dai n!' 20 e 21 si rvieava che per offenere il walore approssimato,

.1 : :
@ meno di Toe di a? (con p>1) si pio eonsiderarve, in generale, la

potenza a,, fuhs ... A%y, con §, intero laie che rence 10> p.(a, 1)
Ed estendendo questa regola a definire i casidi p=0 e »=1 avremo
ancora o' =1 ed o' =g,

¥ dalle cose dimostrate nel capitolo che si riferisee ai prodotti
e quozienti conseguono le propriety delle potenze, che diamo qui
APPresso:

1%, Se la base 2 uno la potenza ¢ uno. E se lu base ¢ magqiors o
minore di uno la potenza » rispettizamente maggiore o minore (1niviore
0 maggiore) di uno, purche Uesponente siq positico (negativo),

22, Di due potenze aventi lo stesso esponenie ¢ maggiore (minore)
quella che ha base maggiore, se Fesponente ¢ positive (megative).

3% Di due potenze aventi la stessa base & maggeore (minore) guella
che ha esponente maggiore se ln base ¢ maggiore (mmore) di uno,

Se del due nomeri interi relativi ¢ e 5 & G > b, avremo

a.r!: ull — :I.a -3

con @ — b positivo; sari pereid o= 1 secondo che sia o= 1. Dunque
58 0 a>1 risulin 2" > 2" e g0 & 5 < 1 risulta 2" << "

42 La potenza o™, con m positive (negative) pud farsi diventare
maggiore o minore (ininors n maggiore) i qualungue nuinero asseqnato,
naturalmente positivo, secondo che lu base maggiore o minore di uno.
E pereid basta preindere m sufficientemente grande {in walore assoluto
se ¢ negativo..

Pud essere ripetuta la dimostrazione che si svolge quando la base
¢ un numero razionale; tale dimestrazione b fondata, per la base
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maggror d'uno e per 'esponenie positivo, sallo svilnppo della potenza
d'un binomio. Ora guesto sviluppo dipendendo soltanto dall’applica-
zione dei teoreml sui prodotii di somme vale anche per lo sviluppo
della potenza di un binomio composto di numeri reali,

30. TroreMa. — Dato un mumero reale positivo « ed uno intero e
positivo m esiste sempre un numere p I cui MM poienza sin .

Confrontando le potenze w#sime delle frazioni decimali di denomi-
natore 10%, eon i valeri approssimati di «. troveremo delle potenze
minori del valort approssimati, per difetio, di « e percid minori
di z; e troveremo anche deile potenze maggiori dei valori approssi-
matl, per eecesso, di & e quindi maggiori di z. Consegue da eid che
esiste un numero intero ¢. che soddisfa alle relazioni

2= \" qs—F‘l)m
(lD’*) =¥ (10* '

1A

le guali possono scriversi

q,-m)m (g_..-]ﬂ—]—lﬂ)m
(m*—1 SEE\T g ) -

E da qneste relazioni risulta I'esistenza di un mumero intero x....
composio di nna sola cifra, e pel quale si ha

(BLELE (g,..10+mm+ 1)'“
1052 ~ 0= 10°5 -

Se pomamo g, — x, rileviamo, dalle reluzioni precedenti, che esisie
un numero reale x,, rizerz ... tale che le pokenze meime dei suoi va-
lorl approssimati, in egual grado, comprendeno sempre il numero z;
e se mdichiamo con o il numero x,, myzars. .. sappiamo, dal n.* 29,
che anche ¢" & compreso fra le potenze m*ime dei precedenti valori
approgsimati. 8Si conelude che

.

ed 1l teorema rimane dimostrato. B dalle proprieth precedentemente
esposte, n." 29, risulta pure 'anicita del nomero p.

Al numero p che elevaio alla mesima pofenza di per risuliato a da-
remo i nome di vadice oritmetica me=™ di o, od anche di polenzw

J:. E porremo

(aretmetica) di o con esponente =

m 1
— o
]":ﬂ =t F‘ E{m —— P_

31. A guesto punto si potrebbero dimestrarve i teoremi sm radi-
cali, si pofrebbe introdurre il concetto di esponente frazionarvio (po-
sibtivo o negativo) e dimostrare 'applicabilith det teoremi ad espo-
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nente intero al easo delle potenze con esponente frazionario, E eib
supponiamo venga fatto nel modo consneto. Qui ¢ limiteremo a
dimostrare che le proprieta ennnciate alla fine de] 1" 29 sono vere
anche per gli esponenti frazionari. Ci oceuperemo degli esponenti
positavi risultando poi evidente in qual modo c¢i si debba contenere

per quelli negativi.
1

H
. d .. s
Dalla eguaglianza (m") —a risnlta che insieme con a=1 deve.

1 m ] \m
= g = =Y =
essere a” =1; In conseguenza, poiché mﬂh——(a“) , Insieme con o = 1

=
m
" =, = ‘:} - » >
. . o = - e . . - [ ¥
risultera « =1: e la prima proprietd rimane provata. Pe lla se-
I
conda proprieta si osservi che, se & o > B, dalle egua glianze (m“) =g
1\n ] ]
E(B“) =3 risulla che deve essere o B", e, In conseguenza,
1yvm RN E E
(1“) }(ﬂ") : 0SSl wl > B",

Le altre proprieta consegnono da queste:; I'nltima richtede, na-

: n . :
turalmente, che I'esponente 5 Possa prendere valori assoluti mag-

giori di qualungue numero intero dato.

32. TroREMA. — Le potenze (ritmetiche) di un numero positivo a,

che abbiano per esponenti v valori approssimaii per difetlo ¢ per eceesso,
m egueal grado, di un nwmero B, individuano un numers rd

1% 11 teorema risulta evidente per @=1 e per § positivo o ne-
gativo; sard y—1,

2°. Poniamo

L DL LI T Pk L LSRRt (VS § v (I’!l

& sin 2 >1 e B positivo,
I nameri i vanno anmentando con Faumentare di s perchd le
cifre by, b2, 43, . .. non sono tutle zeve da una in poi. Essendo

Bus bebs . - . (b + 1) = by, by . ... (Byiy - 1)

SAYR Vi = vy e quindi i numeri Ve NON atmenianoc col erescere di s.
K poi evidente ¢lie Vi > e
Considerando infine la differenza v.— p., per la quale risulta

—

1
- Tk
‘.fa N, — ﬂ.]‘lu.h'lh:r!"‘hu: . (xlu — 1)

e guindi
]

—

V. — PH -C: ml’u.l"lhf"'“’;"'r-' - (ﬂ.lm— 1) . [2)

t'fl E ormai noko i gignifiento de attribuire a1 numers by byba. .. b,
(*r 11 numerc by bybg. .. (bz-F 1) rappresanta un valore a piavere fra £li approssimafi per ac-
eesso di 4 (o anche un numero migglore h tali valori),

[
e

ll

2

il
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1

Dimostreremo ora che la quanlifa 2" — 1 pud farsi diventare
minore di gnalunque numero o arbitrariamente assegnato, purchd si
scelga convenientemente s; e allora restern provato che il secondo
membro della precedente disnguaglianza pud rendersi minore di un
numero t scello a piacere. Ne consegnira, a piu forte ragione,
Vs — e << T, & per l'osservazione del n.°19 le sueccession] considerate
individneranno, nel caso di «>1 o 3 posilive, un numero v, che sarh,
evidentemente maggiore di ano.
o — |

Prendiamo dunque 10% > usulia 2 <<1--10°.5 e, tanto

pi, tenendo conto dello sviluppo della potenza (6 -+ 1", st potra
!

sceivere a << (s - 1) od anche a™ < o1 ed infine " —1<a.
3". Supposto & < 1. & B ancora positivo, la dimoskrazione prece-
dente, con lievissime modifieazioni sussiste purche s1 seambino le p,
con le v; il numero v, la eni esistenza rimane ancora provata, sura
minore di uno. Diamo qui la parte della dimostrazione che richiede
maggiori cambiamenti, quella ciog clie serve a provare che la diffe-
Tenza p. —v; & minore di un numero t. Bastera far vedere che puo

J,_,-.

o

——

rendersi 1 —2'""<<o. Potendo supporre g < 1, s1 prenda s in modo

1
che sia (1.” 29, prop. 43 (1 — 6)" < z; visultera 1 — o< 2" @ quindi
1
1 — " < g,
4% Se pot § & negativo ed egnale a — 3, basterd ricordare che

1 3 .3."
con ef = o~ intendiamo di rappresentare la potenza (;) , per poter
ribenere dimostrata, anche in questo caso, I'esistenza del numero v il
quale sari minore o maggiore di o, secondo che il numero posi-
tivo z & maggiore o minore di uno.

Al numero v individualo dalle polenze del nwinero posiiive w, che
hanno per esponenti i valors approssumati @i §, daremo il nome di po-
tenza di base « e di esponente B. B porremo

n
o

'

v,
»
33. Le proprietd dimostrate vei nt! 29 e 31, e tutti i soliti teo-

emi snlle potenze sussistono anche quando I'esponente & un numero
eale. Le dimostrazioni sone, per Ia maggior parte, fondute sulle
onclusioni che gni brevemente ricordiamos

a) I visultati delle operazioni su wwmeri reali si trovano operundo
opre 1 valori approssimati dei numeri stessi.

by 1 wvalori approssimati delle potenze sono dati da polenze ad espy-
ente razionale.

T

e~ ——

%

— g = i
e e

1
i

I

i
3

-
—_—

= -
n =1
i

[ e =
i

F——— = -
S e e =
e e e ]
L ' B
it Ll

-

(] l—ﬂ.pl-—.l-'r'-—--“-:: - wm oW
= i
T
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¢) Per le potenze ad esponente vazionale valgono tutti i teoremi sulle
potenze ud esponente intero.

Notiamo aleuni esempi:

1° D4 due potenze aventi lo siesso esponente, positivo, ¢ aggiore
quella che ha base maggiore.

Supposto o > § si vuol dimostrare che ¢ o > B Una delle dimo-
sfrazionl potrehbe esser questa: Sara o't -t Bty g quindi
@'V rtar e G Blotite & 2 oon A > 1. Prendiamo un s tale che rends

1 :

:'j]l;lﬂ{ }n Avremo gfotifa---t i'_:juu.r;;-ﬂ...m#:, a E[llill[]i ar > 3
2°. 1l teorema contenuto nella eguaglianza

(. By =ar . fr

st pud dimostrare seguendo il ragionamento tenuto nel p.° 24 per il
prodotto di una somma per un numero; salvo a eambiare i voeaboli
che si viferivano a somme e a prodotti nei corrispondenti che sj ri-
feriscono a prodoiii ed a potenze. K supposto dimostrato il teorema
aftuale, 11 precedente pnd farsi devivare da esso nel seguente modo:
Ponendo z—5.2 sarha )\ > 1, e risulterd av =87, ) con \» >1:e
percid ar > Br.

soddisfa alla equazione o =Y nella quale sono conoseinti i numeri o e Y
entrammbi positivi; ed a 2 diverso da uno.

1% Qualungue sin 2, se & Y=1 basterad prendere 5 =0

2°. Supponiamo « e ¥ entrambi maggiori di uno. Si eonfrontino
tulte le potenze «, i euj esponenti sono le frazioni aventi i denomi-
natori nguali a 10° & 1 numerator; eguali a1 suceessivi numeri interi
positivi, ¢ol numero dato Y. Ricordando che «"=1 <+ o che lo po-
tenze considerate diventano maggiort di qualunque numero assegnato
parche si prenda l'esponente sufficientemente grande, si pub asserire
che esiste un numero intero positivo (o zero) tale che risalki

(= ijl—f—l
ﬂIE:"' -E"':: ..r. E o 10
da cul .
ga. l (¥ fa. (010
Jus' 4

ﬂ:]m ‘f-:?g':ﬂ

& con ragionamento identico a quello del n.” 30 si ginnge a dimo-
strare I'esistenza d’un namero B reale e positive soddisfacente alla
data equazione.

3°. Supposto ancora «>1, ma v <1, determineremo nel! modo

: 1
precedente, il numero & clhe soddisf alla equazione ﬂ:ﬂ"':?: ed

avremo subifo o~ —+v, Dunque esiste, anche in questo caso, nn
numero g, che & negativo, e che soddisfa alle poste condizioni.
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4. Infine se « e ¥ sono entrambi minori di uno, il numero 8 ehe

\A
goddisfa alla Erumzinne(i) = i soddisfa anche all'altra of =~

- I - " - L] #
Se nella equazione of =+ fosse incognito 1l valore di ¢ si po-
i

frebbe porre 2=v# e si ricadrebbe nel teorema del n." 32,
Procedendo coi soliti metodi si poirebbero ora far conseguire le
note proprietad dei logavitmi.

(. Soscuino.

=--|l.l—-h—

5L UNO SPECTALE DETERMINANTE DI FUNZIONI

l. Supposte le g, , ¢, f,, fe:...fu n+ 2 funzioni delle variahili
&y oo, dnay S1oconsideri il deferminante

o M 0o
[-J.f'l ﬂd'ﬂ__l
g s 00
f}uﬂ ﬂ.l‘u_;-]

H"[f?lv UER flr'--fnj: : Eif-_ of
fo gt 52

o ofy
. a.?’l T a-ru+l

e lo s1 sviluppi secondo gli elementi della prima linea.
Si trova:

o1
0611 95 Fireen )= 3 LDy (ge, £, ... £ 0
ove sia:
0 Os Ods s 0(/a
Oy " Dy 0Ty "' gy

f] _a_-fl__ f-}f; . 'jf: afl

i:JJ':I_ Y Oy H.F}_l o Eﬁ.'ru;l

f E’fﬂ E’fu *jfn l:}fn
- 0F, " dry Oy OFpa
Se si indica eon ¢ un’altra funziene di T1y...Tu31 S PUD SCrivere:
B(tg,, 1gs, tf,, ... tfn)=3( aﬁ#—m—ai)ll;{!sh tfyy - o).
i \ DT, DT el

Ma per una propriety di questi determinanti D (*) si ha:

Dilges fiseei fi)=(—1)

: 0.
=iy . +.§’9Dl(tr.ﬂ1---fﬁ:']

(') Oecnrpirers, *Su aleuni determinanti di funzioni , Period. i Matam, setlembre-otichre 1508,

\ )7, o
0gis tgu, tfy -t =P (12 g B gy 0 e
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Cl08:
— 1-1—3"4'-‘*‘?& '
B(iyl,tgg,t‘f”...ffn)——t’ r-:‘a'ri D!(gﬂlﬂﬁr--fll}_._
+1 W o o4 'E"[}-qi !
H g 5 DG, for PR SIADS L)+

of
'l‘!”ﬂ’lﬂ’ngFin”*f'!‘”f“)

da eni tenendo eonto della (1) e notando che

Ol :
fi‘;—'—Df(ﬁ, f“ t-jfll):et:tf Lf: 1---)‘;::':01

E}.l""i

81 AVIL:

0{tg, s tgay tfyy. .. tf) =1 (D (g, , 65, F.\-..Fo) -
' _I_giH(t-FR!ﬂ----fu}+§i‘8{9’:rf:f;:---fn)] (ﬂj

formula la guale esprime il determinante § delle funzioni composte

mediante tre determinanti della stessa natura ma con funzioni semplici.
2. Quest'ultima espressione la si pud generalizzare come segue:
Dato il determinante

a'-r:l o E}Iﬂ-i'ﬁ-—l

0 00 04
rll‘, S a-rn—s—l
oL of,

OF, ° Dil'n=ag

H@,ll E?'-—-'----?:-:f]:---fu]=

f,

a.l‘"l S a-rn_._ﬂ_l

[o

si dimosira che 6{lg,,...1q,, #f,... tfs) © esprimibile mediante
§ -1 determinanti 6 relativi a funzioni semplici, eloe:

0080, 5.3, o oon 5) =00, ye e G0y frgenfu) -
+_3¢i3@1!gﬂr--'g.i—lrt:gj*ls---.-.gﬂrfl-'-fnn- (1) [2’:'

J=1

(1) 8i noti i1 sigmificato di guesto B (g p 2y e s it sl Fig2 oo Wsy f130--[fn) e degli ana-
loghi ele sl adopreranno in seenito, La + nrende il posto della #; nella susesasions

f}llﬁl"-ﬂj—lgy‘]rﬂjﬁ-l!--*?l-
Quindi per j— 1 si ha
'H“!yil"'g!! f1yee=fn
por je= 2
Hf.‘h|f-.‘i".!:---§":|r11---fn'ﬂ
e finalmente per j=— s

ﬂ[.f.fl1---!&—1:1'1}"1“--1':1}-

Lz formmla in questione. poi ver s = 2 &l rilluee nlla (2) precedente & per 8 = 1 chiamando
con 7 l'omica funzione g in gnesto caso, divenin ja (2) dell'Qechipinti eitato.
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Infatti, ammessa questa si ha per il easo in eni vi sla ancora
un‘altra funzione (¢..1) e un'altra variahile < g R,

B(fgﬂfgﬂ!---t?hg%ﬂ U s ) =

— = it o Ly ; v 1
__i:II (.B.F1+g] ﬂfj)ﬂlLtgg!'.‘;gd'fgrﬂif}(;’.“iﬁd(}

mnta /
= 3 (0 g, 2 0 Gy et e o) o

5

0.4 i
S|

+q:32ﬂi ﬂi(‘{}":?., --.J?j-lgf: 9571,---§w—1yf1:---fu)]

a1 u‘;;‘I_E ':}ya
— (T ::Iﬁﬂiﬂﬂep--fh-nﬁs---fu}—[‘

- Of v g
+fu— 91'EEE}_E“i":!fﬂ:---gﬂ-lrﬁr---fn)"f‘
i n;ﬁrﬂt.a_gl’;:-‘t U : !
f ._Jl a.]"': -lhg] 5@51_?31 ---?j—lfﬁgjfh---gﬂ—hf;;-»-fﬂ}"l_

= 4 J==

uds atl n-1

L
+tn+ﬁ_lgl g~ 3 i Hi[g-‘h-“.ﬁi—-ltti gj-l:--*gﬂ—lrﬁ!---fﬂj-

Ora s1 osservi:

n+=2 aql

_l%IBEHi(gE:---gH—:—IrfI1-'-fﬂ)=B(g1igﬂr"'gﬁ-t-llfjl"'fﬂ)

na
& o

i:l Eil:i

% g t _
I(gﬁj-a-gj—-lj ,§j+1,-,-§9+1:ﬁ1---fn)——

-
1= a'rl
=ﬁ(_t?1,ﬁ'ﬂ,---9_;—1'5:9&11---!?5.;1: _1?"")‘11)
n‘-ﬁl.? ot
i S ﬂ:(gg,_...gj_t,t,gj+1,...gs+l.ﬁ....f.}=
=H(f,g'5'.--gj—l,tq §j+11---g&—1:f_]1*-'fﬂ}

e questo & zero perch ha dune linee ugnali,
Sicchd si ha:

B[ff?ﬂ tg;s -wy gg'!—:—lrif;r-*-gfn)___tn+5[ﬁ9(;'?11§51---g5—|‘—1:}F_Tg- --fu:]"i_
B1

[/ H(t'-'gﬂi"'gﬂ'rlr 11---fh} —I_J;ngﬁ(gzt-“ﬂi—llf-gjrlz-*-ﬁ:--'fﬂ)]

e finalmente

VUGss tgas o ctguias Oy ) =045040 (0, 9, ot foy o fo) -
:;El ;
_J"j:lg.iﬂ(g“---gj—-l! t: g:iﬂ'—l'“y!"fl?f;’ "'f”)]

e questa s1 accorda pienamente con la (&). Sicehe questa & generale.

Hffgfl.!'--gﬁ.—lnﬂl-"fﬂ)'___“'ﬂl‘;trgﬂ!---gﬁdrﬁi---fn)

(1} Con B3 indleo 11 prodotto di (—1} per il detsrmiinanie B delle funzioni in parantesi
rispetio o tubte le variabili eselusa 1a Ti ® poichd esso eontieme s fanzionl fy di n -5 — 1
variabili ai potrd sviluppare mediante la (2",
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3. Ritornando al easo di due sole funzion 7, s1 ricava dalla (1)
LY,
(93951 thhr o ) =3 L Dy(gu, tf,, ... tf.).

Ma dai determinanli D si ha-

I:’i {gﬂr ,{f. ] & s ff“]’:fn Dl (gr_; ' f: SENLE fllj [:]r'l
quindi |
ﬂ(.';{] rgﬂriﬂ ffn:':*!“ﬂlfr'; :gﬂ-if.l T e *f:'l::]*
Nel caso di tre funzioni ¢ (e guindi anche u 2 variabili indi-
}'JF:II{]HDtj:} s1 ha:

"2 Dy . .
E’rg::.‘?ﬂzgﬂnrf]:“'fﬁ' :;:Ll Eéﬁiwﬂsyﬂ*gf!"‘ f}"*jz'

o3
w 04,

— - tuﬂitlgﬂlgﬂrﬁ!"'fﬂ}

i=1 O

& Infine
t}{g:!!?.ﬂ:.'?ﬂitf:r'-'Efll):tnﬂfgilg‘:igﬂ!fl'"'ﬁﬂ}'

Nel caso piu generale si trova econ un semplice procedimente di
mduozione

e["?“gx'"'gbtﬁ.i"‘ifﬂ)=tnﬁfgz .-gﬂg-.-y.ﬂrf]r--.fn) (2”.)

¢ fuesta dice che mwoltiplicando tutte le funzioui f di b (funzionm del
%econdo gruppo) per una stessa funzione {, 11 determinante si ripro-
duce a meno del fattore o,

4. Vediamo ora il easo in cui si moltiplieano per ¢ tutte le fup-
zivni ¢ del primo gruppeo.

Quando si traiti di una sola g si ha nu determinante, dell’ Occhi-
pnti:

ve, & 20 0 : .
Do for-o =3 (324 0 ) Kulf,, ... £

1 eui:

o, o, of o,
}‘la—zﬁ IR ¥ Odizy 7 EEI
!:?)E!(ﬁ,...f,.:]-:{—]:’i O A R L LR
. a?‘n Dfu ‘}ﬁt t‘}fu

i = & & § . & @
fl tlt'l I S {?‘E']_j_l Od'y

¢ tenendo presente la relazione fra i determivanti D e K -

foy,.fl.---i‘h)r—m(m.ﬂ:---fuiﬂ+9JD(ﬁ,f],---ch-

i Artienlo Qechipinti. formula (33,
(%) Gnesti detorminanti ¥ fiarony lrovall da Incobi. il guale 1 trevs modiante jo trasfoyma-

;5
Zione yi = T]_ fatia su nn determinante funzionals {veli Crelle, vo.. A, 1B,

S -oecupurons assal di essi anche Il Caseratl (Istitule Lombards, 1874, ed il Torelli (Kendi-
canti, Paleving, 1803).
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Nel caso di due funzioun; g:

o . 20, 0t _
H(I‘gj!iyﬂaﬂe --+,f11.]—__— 151 ( E_I'T_,—'?l 5};) D[{f.?ﬂ!fg.-'--fn)
eseendo D, 1l prodotto di (— L)' per il determinante ] delle
tge . 7, R

rispetio alle

Bugl:‘fgﬂ!?(;!"'fliz
";':1 04, h1d .
= Z (5 0 ) Do b DT f)
':tia(g; IQ'E.-fz!'-'ﬁl)_f_yltH[:f!-t?Eﬂ'fl' f“)_‘_-
_f‘?ﬂzﬂ'[-ﬂ'”!:fu---fn}_‘.l‘gaf!.“ﬁ{fp#-ﬁ; -'-fn}
e poiché I'ultimo § & zerop si ha-
ﬂ{tglltgﬂiﬁl"'ﬁl.j:__'t[ﬁﬁ(y‘l*gﬂ'flt"*f;i}_]—

916(#.95,]('11 -—-f:':) _,"_?Eﬂfgzsf"lfl!l "'fﬂ}:ﬂl'
Pit in generale:

H(fs?”---fgnﬁw--ﬁJ:fE“[ﬁﬂ(ﬁa:---s?ss)‘]1-'-fﬁ-
_I—EI?JH{EH-*-ﬁl—llgsgj‘li“'g"ﬁ’"'f“)]

e la si dimostra con lo stesso procedimento usato per la (2.

9. Dalle formule precedenti posgiamo ricavarne albre specializ-
zando la funzione moltipiicatrice ¢ o considerando in particolare i
due casi in cui essa sia eguale ad una delle ¢ o ad una delle /.

Se si indica con g, una g qualunque per la (2) si ha:

¢ 90gy » oGy o« Gafss Gafy s« . - Gola) = g:ill_hﬂ_][gua(gn Tayeeullsy f] » In) -+

—[—- #E“ &5 ﬁ(_{?l-_.- . -Hj—lgylng!—rll- . 'giif; “ . ']‘H)]’
Mu s1 osservi

J:

Elyiﬂfy,,...5{1_1.9:;'gjn,---_l?ufl:---f;n:]
»

51 riduce ad un unico termine

g'lﬂt?l!"'gﬂif;!"‘fﬂ)

corrispondente al valore I=u.
Quindi

B (7.9, , LU P (R 7 7 S Gafu) =2gnﬂ+ﬂafﬂngir on By iy eie o[ s)e
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In modo analogo faocendo wso delln (2') in eni si ponga { = g,°

0(ga" 0, , 0" 92, ... ﬂnggﬂ il Ty i G [0) =
=§,“ﬂ{n—l-a—1] [ynﬂa (9, 2 voe sy fg g oo fu;’ _Jf"

.E'Ig.i H(F:1951---93—1:9'":'5?.11-1:-"fh!fj**--fll}]-

_'I:

Ma:

#

Egjﬂ{g””-ﬁi—l'gﬂglgj-li*--FH?(JHI---?“H):

J=1
=2§“_E1§j9(§“ ---ff]—‘l!g":g.iﬂ‘-l!"'g“’fl“"ﬁ‘):
:2.9"30(91 l"-g-'"i!jl|i"'fﬂ)-

Quindi sostituendo si ha-

D (yﬂﬂgi -_!}'nﬂ!?ﬂ Ve gn.ﬂﬂ.a...ﬂuﬂfl AP gfﬁJ:

" @ ___35""'5{“-*-”9 {?11?2,...9.“}0“--.fcr.j-(l)
Prl in generale

H(yﬁ == ¥ y“r_J gﬂ‘! 1R !?ur_l _i?:«- ] y:‘.r'_l ] yee gn.r_l fn) —
— fg'“[l'—]”ﬂ-é-ﬂl H [5-"'1 ) eee P fj R )*‘n) . (4)

Infatti ponendo nella (2) ¢ =g,

("7 90, 92" g, = yu‘;—‘ Gr @ s e G )=
= gDl [ 1 Gypooe@usliy oo fu) -4

F B 0000 011, 05 e s o ]
ed essendo:

Lga

yjﬂ(ﬂﬂ---ﬂjq,g:."_l..{;n_h---!L,f;,---fn)=

:(,-_1)5,“:-—25155@1 y von @it s Par Jiikd pooe Pua sy oo - fo)=
=(r—l)g,."_1[l(g,,...y,..f,,...fu}

con nna semplice sostitnzione si ha senz'altro la ().
Quindi questa & generale e dice che mol tiplieando la funzione di f

per la polenza (r —1)* di nna qualungue funzione del primo gruppo,
il determinante f si riproduce a meno del fattore & e L

Tman
I

——

(1} Sipus ﬂ.]'_l'i‘;al'ﬁ & quesla formala anghe mediante la (27), Basta porTE m lnogo di g ... O
rispettivamento g.% 0, ... g,? 4, & In lnoge di ¢ la g2 Allora si ha

ﬂ- (5]
Bl o 2y P s ) = 0 (e s Ba® Ty free TR
Ma per la (3) in oni in Iuogo di ¢ si matta g ° '
8 y .
n':ﬂ'i. i’I:'--ﬂnn.!?b:n.r--ffn]=gn=‘5_”[FH-E[§I-'--Falrl: "'Hn}-[_

+j§1y-l E#l y roefii=d s H"E"F.Hl! wes fas I ---fn]]

¢ da.questo momento in poi ln dimestrazione procede come prima.
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Per s=1 poi chiamando f Punica funzione ¢ in questo caso si ha
la formola (4) dell'Occhipinti.

b. Resia da considerarsi Faltro caso ennnciato in eni la funzipne
molfiplicatrice sia una qualungue delle 7 e la chiamiamo fo. Allora
la (2") dara:

Do ager oy Fu ) = F 0@y oo garfo e £
_Elﬁiﬁiﬂz Voo Ui, ?‘:n_f}',i-l, ..._!'?,c,ft,...f,,”.

J.:

Ma:
og, 29,
O D¥pis:

0 25—
ﬂf't T “J-I'n—-:-—‘t

-_ —
&= I = -
¥ =

g 2 Bk 4
ﬂ'.i‘", a‘rﬂ‘f—ﬂ—'l .;'if

1 0 D75 08 -1 "!quf '
Hl:gl.--g:jil,f“'gl-ri‘.-'9"7f1""fn:)= f}'rl s ﬂ-rﬂ-ﬂ—l 1:[3]"'

i
T T —
— e -
T _=l—|— L
¥ LR
[

O O
D == ... S
(}II a-rn_..:.]._l :‘.I ,oo
£ o of, gl
2 f}.rl i _f}-?nd__ =1 ':..I
L

| a-ffﬂl | ﬂ}"u ._

_ﬂ-«r-! T a-r|:|_:_.h__]

sviluppato per la prima eolonna da: “
: : : . J
_:--.n_l"}{g:!"'f{i_]'}‘?"g}‘!—l""Hh'ﬂi"'f“1"“—11"‘.;“) “L
('— 1) : f:n - = i
. a L.L' . a ‘ . . . » . . 3 LH_.]) -ir
. iy =¥ !‘}(? ---*ﬂ'j—l-!.'{j—'h-u,ﬁ'uef----fn) . ~|||]-‘
—0 A NEn—1. . LR o T | - | . d_ Mt
( -I-:] [: 1) ﬁl I:} {.I.'l G . ) ;'L"‘H_E_.__]} . }IE: |
Sicche: | [|"
il
: . i,
Ht.f?:t---i?j—ltfn-.‘?.l.-lf---g-rflr-.; fnJ_-—_ I-l”fg ;
.t r}{g“..._l','.!i_1.!?j_1.--+.ﬂ=-fl----ﬁ1} k
N | the
{ lj f:: 0 (.131 ® e & % & = 5 3 Wps --—l) !I:I,:'jl
. i
e chiamando I; quest'nltimo determinante lacobiano si ha: “ _,

E‘fﬁ-fh J f"-g" F o= ﬂ:{a".-u ) f-‘.llﬂ R ﬁlfllj —— rl:'il I
f“n—ﬁ [H Q?J ).’ '_ ¢ Pi o f] Boeee fn) + §1{— 1}' _‘?|I|] .
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Quando si pigli come funzione moltiplicatrice la foF da (2 da-
O guae e 12 9 s [ Fose s L2 F) =120 £20(0, 1.0 fro oo Fa)
*|—El§jfi(9u---§ti—1: Y S P S8 AR A
e poiche:
:__I:-lgjﬁ(g, v oy eoe Bias o s Tittgees Gun s oo o) =

zgﬁ*J§+gJ B{d?1 1'--.{}.i-—l+f;l-1gj-'~1:"-g-*-.-f]"-- fu}zi}f;-.: {_l}lyj I.I

E

Illld-

J

sostituendn si ha:

H{ﬁlﬂy]t"'fﬂggdrf;gf:: '"ﬂlﬂﬁljzﬁiﬂm_‘r” [H(yn-" !}-Jop ---ﬁ:: .I —-;"_' 1}}.?_] :Ij]-

4

In generale si ha seguendo il medesimo proeedimento:

H{fnrgi‘-""f“rgﬂlfnrﬁ!'-*ﬁhrﬁl)_: .
=W 0@ g fy e ) ,l_",]'l_ﬂ e Ll (3)

Questa formula dice che moltiplicando tutte le funzioni di 0 per
una poienza di una fnnzione qualungune de! secondo gruppo, il de-
terminante che ne risnlta si esprime per mezzo di un determinante
e di tanti lacobiani di funzioni sempliel, quante sono le funzioni del
primo gruppo. Per s =1 cio2 supposta una sola funzione g, che in-
dicheremo con f si dovra trovare la (5) dell’articolo ecitato. Si ha:

Do & fonen T fo) =30 [D Fsfyy oo o) —2f 11 (Y

ove i
I__ a{fl"'fﬂl"'fnj

_E}lejmir---i'uj.

7. Dalla formula (2") si deducono aleune relazioni fra Jacobiani.
D1 seriva:

E(Qf:---ﬂuﬁ!---fn)———ﬂ(gi,...g,‘,fl.l,flgi‘—,_”fl—;:‘?') =

:B(gli"'ghlfﬂ.}%rfﬁ-ltfﬂ%t--'fﬂg)="'

...:H(i,...gh,fﬂ%,-.-fn %,fn.l)

(') Nella formala (3) dell'Oechipinti eompare §l Segne + dinnnzi sll"lacobiave 1 gli ¢ perche
I'Autore mello sviluppo del determinante in prinsipio della pagina # ba considerato (| valore
assoluto dell’nnico termine g7 quale esso si riduee, ad & deits valore assolute che in sostanza
Imporka econsiderare per mostrare ohe {] dsterminante D delle funzioni composte 1o & esprime
madiante il I deila funzioni sampliei 8 1'lseabiane dallas fyasfo. Sviluppande il determinanbe
n guestione & tenendp eonto apche dal aegno, 8 lrova -

D[f Tl ---f}=[—.1}1a_[ﬁ"rl""'fi—l-fif—l:fn.l'
17 1 n f)[-’:]‘. .......... I".l

D fayear ) D1 «oe Td

= (—1)' (— 1}-? =
( a ﬁl‘"}{:| - + = » &nl 1'1')[2]...151

ciok il seguo — invese dal segno - .

-'l-"ll_- e} i A
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e da questa mediante la (27)

B{E?l!"'g“!ﬁl'"fnj:flnﬁ(gll--'ynlllT----T):
i

...zf,.“ﬂ(y,....g,;,—%....f;:,l).

Ma:

e - 4
’}‘ri o I'}J'ﬂ_..._],
agﬁ ﬂ{f..

o]
h|T%
S
I
b=
.
[

8,00 1,

e si trova analogamente

H(l"--ﬂns%,l,;{%....%) =(_1),+,a}(5’1'1--m.?ﬂ—, ﬁ"};

)] U J."_._.;_l\
ed in generule:
| E A
)‘1 f“—] 1 a(Il ga,fﬂ_.. fﬁl)

H ( 1,_,_5&.,}:,...?,1):{'——1}&—11— afi_.

sicehe:

fe ra
DL oo lli s F yoes on
H{ﬁ'""R"'fr!'--fn:}_f(;”(_‘l)sﬂ((r - rj h)

e -ﬂrn_-:zj_“-

(0o B B

) {'Tl ........ Ly -i-rs—l;' .

- fﬂn E__ 1}4.—'1

e or = [P (— 1} rﬁ)

Altre proprieta tra le funzioni § si deducono dalle (3).

- e
e T d

LR
- L
L t-_'T"""!ﬂ"ﬂ::l:. t_m—

-

._ Ay
TER T R ey T
VI AR LS AT e S
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Seriviamo :

B(gl'-“gﬁ’fi""ﬂ')zﬂ(gl'lrgi_;_E-_l--"ga‘;_l:! 11*--?(‘11):

—nf, & g2 g S P
-—-B(?gyﬂ,gg.l.gﬂgi,--qgiyﬂ,fl...¢fn)'——..-—ﬂ(g_u 1.---5'»4-1”*"1---](")

ora facendo uso della (3) si ricava:

gﬂ ﬂ':-'- y‘." gn W
1.1’ . _-_|.-r. § Jar = a i _ i:‘_I[ ]-F (I.H_int- lpgemm ‘Il)
B(!? Dg vty T, f) A L Lty TR Y B

4 ! L
\:iig(il fir . Gv G }
+J=’91 gl.“'gx 1.'9’“5;] I”lm'!!.“f":]

ma al secondo membro s ba:

H(}.E ..g“,ﬂ,...f[1)={j

g g,
e 1 termini del sommatorio sono tuttl nulli, tranne quello c¢he si ha
per il valore J=1 nel gqual caso %’ P g';__’ nen compalono e restn
] o |
Q’: gl-'l . i-:
H(g”‘”"_'?‘l!-"fu) ;
o g g, a
quindi: '-.'
A
: .gE _G'H .
ﬁ(l*lrf?[}:,...,gl91!)‘;.___‘)"“)—_— 8
s 7.

—0 g 2 2 ) _
!?1 l g; gt fl f“ '1
e colle analoghe si ha sostituendo nella primitiva: )
i i .
B(g]""g”!'f;1"'fEJ:gJH_IH(gHin-..J_n 11-.-f11)_——_ :
gl gl .
— .-.“'“IH(.& iﬂ. “_E_“'_ "___ W= . J:’
Ie Hs'gﬂ'yﬂ' Hn’fl' f) ]

—— ":-.—-ll'_'(érl_'iﬂ_j*'-gﬂ—i‘ L ")- = 1
g 'jy.ﬁyﬂ = Darilivii i (7)

8. Mediante le relazion (6) possiamu dimostrare il

TEoREMA. — Condizione necessaria suffeciente perehé tra n s fun- i
BONE Z,, G, ... 8.1, .. f delle variabili XivXo. 0. Xy Sussista una |
relazione deiln forma

3 g_lﬂl _I';v'au‘-’ e s ghu' 'Ir-zlui...ub-z | (Sj
ove Il sommatorio & da ritenersi esteso a tuti i termini per cui

ﬂl‘f—'ﬂg-i‘-.."f"ﬁa{;m(!}

e le W sono tntte funzioni omogenee dello stesso grado & nelle £, , fa,... fu
e che sia 1denticamente nullo 1l determinante 0.

() Le « sono numer Intexi positivi o mulli, m & intero positive e diverso da zare,
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Infatti se sussiste la (8) e supponiamo [+ 0 dividendo pexfi'le W

. . e . . 0
s1 riduconn a funzioni nen omogenee di grado % nelle ! ﬁ

s
i 150
L2 il sieoka 8] AVIA:

' T,

la (8) diventera una relazione fra le T | 8

L L
(0 f.)_o

i R S Thiitai)
e gquindi dalla (6) si ricava
0€a, o i gan oy e e o fu)=0. :
Viceversa se & 0 =0 allora si ha di conseguenza, i, i3
/o [ u X l
b(?l-”yﬂs-ﬁ""f) : ’
'+ 7 « Pyon—3

)—-0

e qundi si ha una velazione fia le .

I .
yl!gﬂ:“-gd--f,...;:—.i

e questa mediante molliplicazione per la piu alta potenza di f si
riduce subito alla forma (8) onde il teorema b dimostrato.

9. Come enso particolare di quesio si ha um noto teorema di
Casorati,

81 suppongano mancanti le funzioni g (s —10) e quindi si abbiano |
solamente le »n funzioni fife...f, delle n—1 variabili 2, . < RPN, S i |]
in questa ipotesi la (8) si riduirh ad nna funzione omogenea th =1 o
delle f e 1l determinante 6 degenerera in un determinante 7. N

Allora si ha che se il determinante % di # funzioni tra n—1 va-
riabili & identicamente nullo, fra la funzioni esiste una relazione omo- |
genea e reciprocamente, (V) oy

Quando poi ci fosse un'unica funzione g (s=1) che chiameremo f
¢ quindi in tulto n+ 1 funzioni 74 fe...fudella 2 75... 2, allora la (8) ‘ .
diverra della forma: |

fm 4’1 + fm—l L!-"E'_[_ boow +f'~1h;; _I_ '-!J'In-‘_-l —= 0 (8') | r |

ove le  sono omogenee dello stesso grado nelle fivfa,. .. fu. In questo
caso 1l determinante 0 si riduce o un D (fe7,s---fW) e si ha il leorema
dato dall’'Occhipinti per coi I'annunllarsi di D & condizione necessaria
e sufficiente perche fra le 7,7, ... 7, sussisty la reluzione (8).

10. Un'elegante dimostrazione diretia della proposizione data al
n. 3 e la seguente Ia quale si pud vicavare con aleane modificazioni
ed estensiomi da quella del Casorati per il suo teorema analogo (Isii-
tuto Lombardo, 1874, Sui determinanti di funzioni).

T =—— —u=

= ——

. o

e

("1 Questo Teorema analogo al pit importante Teorema sui determinanii funzinnali, & conog-
seinto eol noms di Teorems di Casorat, sobbene, prima di lui, se ne fosse aarvito rmnplicitnmente
i1 Clebach {Crelle. vol. LXIX, p. 336, 1808),

iF - &
]
"'-_"lq—-_—-l-'._ S b — —
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Tra le funzioni g ed f 81 eliminino tutte le # e sia Plg. =0
Pequazione risultante.

Allora si avranno le equazioni:

oF 2gy , 2P og. . oP af; , , 2P ')f"—(}

O da T T g day T My oy VT Dfn Oy

R I
aP agl | | P r"}g'u | o P h,ﬂ | P f)f”,

—

={).
! afﬂ d-rn-; a—1

St supponga ora P omogenes di grado h nelle fyfs.. . f, sark quindi
verificata anche la relazione di Eulero

oP aP o P
a;;ﬁ+_ﬁf2+--+m :1:*“‘]:':[] (IU)

001 MWugsr ' 777 T DGy 0wty ' Oy Orien

Dopo di cid si considerino le (9) e (10) come u s equazioni
ltneari omogenee tra le n -3 derivate parziali della P rispetto alle ¢
e alle f: si deduee che per la loro coesistenza dovra esser nullo il
determinante dei coefficienti e questo e appunto il 6 (gy,...4., 1 Py o

Per la dimosirazione del teorema reci proeo si consider: una fun-
zione I' delle g e delle 7 e si ponga

oI ol" :
Fﬁfi-l—----I-aufu—I‘?- (11)
Risolvendo il sistema di questa equazione e delle segnenti:
oPog, o alog. , oo, oTofy ol
Dy Dy ' Bg, DT | Of: oy U dfn dmy by
o' 2 | AT oge oD af;
001 0%axsa ' T T DG dzne 1 U O DR T

A of, ol

" ﬂfu EJ'TI".-}-H-—!. o ‘-}IIHH—I

relativamente alle derivate parziali della T' si ottiene:

D ------- [J ....... U f]. ------- f."
291 1] 9. o
. Dy T Dy D4 dry Tt D1, o
. : , ayi

O 04 07 ,:)f[ hfu

o *}TIH w—1 O3 o %= DIH—H—I ) Entw—1

lll T 1—1‘.1 ------- U fj ------- f'“

01 o o, o

. aﬂ'ﬁ ...... EJ.-T] ...... i:}..]l':l aﬂ'.-'i ..... i ﬂ-I-';

l'}g] l'] 11 {‘J'gu. ﬂf! hfu

ﬂ'mlj-h “—1 T ﬂ;I'III—F-Fh—I e arn_ﬂ._] l"}{f'“_r_h__l e nx“—!— A—1
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D ....... U f], C I R A ?‘:] ------- f:n
DG 0 dh oy Of
J= 1 2 0 D.T1 ...... E?:I‘l : a'I_[ ------ ﬂ';l‘l ..... ﬁ'r.’l?] a_]_] —
N S I ST I e~ B I E}fl
0 Y. of Of) QAT
ﬂl'u-:-:-—l i 0%y~ 51 (}Iu-l-.n;—:l P Ofnis ¢ OXti+~—3

0. unua. 0 - R P o nee £
O d9,  ofs or o
.- {)-Tl ...... ',u_l r'ﬁ..'ﬂl ...... ﬂ;.l"! ...... '11:1
?J_r:h hga af_'[ 0 1-1 hf]l
ﬂi'll-{-h-—l . “}-Tu—'-n—l ’}In-:'-.l-:—l - "}-I'n—a—:l T airu-lnﬁ—l

J1 faccia ora I'= (g, f) allora per le (9) saranno nulle le derivate
parziali di T' rispetio alle v e le precedenti daranno in valore as-
soluto:

P Gy - - D=y Fsd s s Gan Tiy o ved)
ﬁ(g;,...g”fl,___[nj' = P {:g F—1 iy aq f f

by Talmy .. ... ... ..., Lyta-)
Bur-Gurfineen fi) g = Py SeseBee i ficas fin .
ove Sia
%-ﬁ-}__.Zth,_PE. (12)

Se ora si suppone =0 ma non zero tatti i minori di ordine mas-
simo (') risnlta che dovid esser P.— D giobk P. uguale al prodotto
di P per un fattore » sicché:

OY of o
af—flfﬁ—---—f* Efu=5ﬂ:’=0

e dal computo dei gradi delle espressioni di questa nguaglinnza
risulta che « & costante e quindi P & omogenea nelle 7, /:...7 ed
1l teorema & dimostrato.

|} Questa ipotesi non costitnises Yimitarione
Infatkl =i ha:
a{!ir'l--“.'huﬂ~~--f_,"_1.f:i.|,...fn} nb

S

l'] I:.I] ............... IHTE—-iJ == -EE

& 88 quesle derivate fossers nulle, fi non conferrebbe nessunn funzions F [l ehe & assurdo,

GiuseprE Usarl.

o o
T

San

'E-r:' . ;-'

e T

PO T
R

YL e
=T _

g Sl =

LS e —  ———————= Tl |
- R
i ——aaw o
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DUE METOD] GENERALI PER LA SOMMA DELLE POTENZE SDMILI

dei termini d’una qualsivoglia pregressione aritmetica.
(Comntinuazions — 1"edi faseicofl I, IT, IIT » )

57. Un triangolo delle differenze & per se stesso inestendibile;
mvero, se st considera lo sehema:

rHJ
AV 73’
(102)

C
-

e chiaro che il triangolo delle differenze ABC & chiuso da ogni lato e
non influisce su aleun termine esterno ad esso, sebbene POSSA concor-
rere a cosbrnirlo; un qualsivoglin termine del lato A”B’, immediata-
mente parallelo ad AB, & necessario e snfficiente per determinare tutti e
solamente i termini di esso lato; nn qualsivoglia termine del lato C'B7,
immediatamente parallelo a CB, & necessario e sufficiente per determi-
nare tutti e solamente i termini di esso lato: ed un qualsiveogha ter-
mine del lato A'C”, immediatumenie parallelo ad AC, & necessario e
sufliciente per determinare tutti e solamente i terinini di esso lato.
Ed & pur chiaro che le formule (96) e (97) si POLs0N0 serivere

C4+...4+B=B"—-C,
e le formule (98) ¢ (99)
A+4+...+B=B —A"
¢ le tormule (100) e (101), rispettivamente,
C—ci £A=0C"x A’
aA—...+0=A4"+ (0"

58. Ciascuno dei due termini B” e ' & vertice. omologo ad A,
dun triangolo dordine u e si pubd esprimere in funzione del lato
opposto, parallelo a BC; e cosi pure ciascuno dei due termini B e A”,
e A e (', 1u modo analogo.

Percio, se u=10,1,2. . .. separatamente, si ha

A (@ 4-2) 4. . A (2) =3 (— Ui(?)i"‘“ﬁr bz 1+ u—i)

=3 (f) At w— (103)
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& 1)+ A& o+ 2) = (— 1) (‘;.‘);xﬁ--l—u (- 21 9 — g)—

— 5= {f)yr e —i; (104)
A (@) —. .o (= D@ =3, () v e —1—
= 1F Ea(?) A @ — 1 —w); 105)

e 81 vede bene che se A *(z) & costante, i secondi sommatori delle
formule (103) & (105) si annullano, € si vicavano le relazioni fra due
quilsivoghano diagonali parallele d'una progressione arifmetica.

59. Si & vedute che col segno d'operazione o un triangeolo ele-
mentare ha la forma data dalla (76):

S0y 2[:’11 + 01

Uu_E_jir

e sl scelse come definizione I'espressione diretta; ma per un quilsi-
voglia triangolo & pin semplice scegliere come definizione lo BPUZZA~
mento in addendi dei termini Jdella diagonale discendente.

Sia 1l trinngolo dordine z delle differenze del {ermine A () ¢ si
ponga, per definizione,

yi@)=(3). a0t ...+ ). a (106)

come 31 veds dallo schema:

& < b4
‘D EIEEEE ‘.).5,,,..., E).Gu
z__ i- L] = - -2:-._‘!-- ® 3
( 0 ).Uj,...,(e__i).ﬁi (IUI’J
da cui, sommando verticalmente, si ha

A2 oo oy A% (@) o oo AV ()

! chiare che

o, = 4" (z)., (108)
ont- o= A @), (109)
e sommando orizzonltalmente
2.0t +2. 0 =A%) }... }- A" (a), (110)
e sommando orizzontalmente ¢ ulternatamente
o = A" (@) —. .. 4 (— 1) A¥ (z) (111)

| =AY (2 —1) 4 (— 1 At (2 —1),
per la (101).

e
. ]
= =

T . S

BT Y e eype— e
i - .
i g

=

- -
T =
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Cosl definito, il simbolo g dipende da guaiiro indici: tuttavia
quando non e necessario distinguere, si conserva soltanto I"ultimo,

ponendo

0) = Qx, v ¢
60. In funzione delle & si csprime A (2 4 ) eon ln formuls
+ ¢ .
i}-{.ﬂ‘f—ij:(‘z.b'_ﬂ)_ﬁﬂ+..++(§)¢ﬂi. {[12}

Infatti, dalla seconda delle (S2) si la
AY (2 iJ=({i);‘r‘ (x) 4. .. Jr( i)i-"—f (x),
e sostituendo nel secondo membro i valori che si ricavano dalla (106)
veta=(3)[ (¢ )
Ha [t (57 a]+

HD() et 2ot ot 5

e sommando verticalmente

vttt [()(3)+ () ) e (D))
ton Q) (DY)

N S

ed & chiaro che i coefficienti delje 5 si possone considerare tuiti di
i+ 1 termini, percht si annullano i coefficienti binomiuli, e quindi

&"(.r—}—-i}:]—:ﬁf:n'.“;)(§J+--*--+ (:J(f)

—

| (iV(z—dy . i\je—d
+u"[(ﬂ)(—'£)T"'+('i)( 0 J]'
ed invertendo i secondi fattor;

wleti=da(§) TR+ (TN

»

e per la stessa seconda delle (B2)

_ i fz 41— A

AY (.:F‘—i_l‘]:-:-l‘h( _l__ h ] - Tl
i (z-Li—})

=§|l( ! z ) -Gh,

che & precisamente la (112).

-
I S
a e e e R

- I'-..-'.-.'-_.-._':.-l.-_-._ o il T e+ P
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D essa 81 ricava

& @=(3)-o
Av {m+1)_{3j1).su+(“].s,

_1~(I;La:);{_) g;+(- . 1.) 5++( )u

iy

L]

g sommando verticalinente

.lﬁ'[:r.*]—l—...—l—_\?"[;p—]~z]={igi—ll).sn—F...—|—c: Du {113)

che esprime la somma di z-}- 1 termini consecutivi della successione
delle differenze d'ordine y di qualsivoglia successione (z), in funzione
detle ¢ della diagonule discendente del primo termine.

61. In funzione delle o si esprime A ' (2 4+ 2 —7) con la formu)a

1?'*"(a?—|—z——'i}=(23_ ‘) oy . ("’”"') i, (114)

Z s —

Infatfi, dalla seconda delle (82) si ha

A (@42 i)—(a’gi).wf(rw...+(§:§).yﬂ(m),

& s1 possono sosfitnire nel secondo membro i valori che si vicavaue
daila (106); questa si pnd scrivere

Ar [_,;]:(:3:,) ,a,,+...+("_‘) oy

c— 1

e sicecome 1 coefficient] di o,.,....,3, si annullane, eosi

Sy z 0
quindi

e sommando verticalmente

rieka=tma (5 (2 )+ +() ()]

[t [ T

———=
—
» P = -

S

T e e —— ——— ——
- -
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€ per Ia stessa secondn delle (82)

22 —1 —
A7z + 2 1.)_(3 ‘3)..5“_{__“_]_(‘3 ,f)'ﬂﬂ

— 1 g =3

che & precisamente a (114).
Da essa si ricava
A (24 2)= (

22
2

).q,,+...+(j).u.,.

e 3 J ()
A=) = (UJ.GH T wes T ({})_ . O3,
€ sommando verticaimente

Ar—i(.rJJr...+m-(m+z)=(5"zjj),un+...+(3j]).gz. (115)

62. Con le formule (106), (112) e (114) s1 possuno esprimere i
funzione delle 5 futi'; termini dei tre lali del triangolo d'urdine »
delle differenze del termine A (), ed & facile costrnire tutl; gli altri
termini applicando Ie (B0); ma per rendere pill ehiztra e sensibile la
coslituzione dei singoli Lermini, giova considerave i tre estremi trign-
goli elementar;:

o i (116%)
(f—ll) % T +C—i) % l

Dot (o (Tt (o)
(E) .En“l—...—}—(g}-ﬂ'z; I

disposti secondo i triangolo ABC dello seliems (102); e siccome i
coefficienti hinomiali manecarnti sono milli, cosy «i possHne considerare
tetd’ i termini come polinomi di 2+ | termini, e si ha 1o achema:

(;:).gﬂ+:..'+(§).-aﬂ=...;(2).ut,+._.._+(g)_ﬂﬂ;

Z

« im @ & = = S (117)
2 0

([J)'”“+"'+(ﬂ) et

¢ da questo schema risultano chiaramente le formule (108) a (111) e

la (113) e la (115). E non & difficile serivere le espressioni che si
ottengono, applicando a ta] briangolo le formule (82), o 16 (84), ... (95);

i T iy o
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come non & difficile vedere che non si possono applicare le formule
(96),...,(101), n&dle (103), ... .(103), perche contengono termini esterni
al triangolo e quindi inesprimibili con le stesse o: e eid conferma an-
cora uni volta ebe un triangolo delle differenze & un tatto a sé.
chiuso e limituto dai lafi, e per sé stesso inestendibile.

63. Ponendo come prima » -+ s=2z, si pub dare nna doppia forma
simmetrica alle formule (112), (106) e (114), ¢ si ha

Yiat+n) =T et 4+ ()0
AT () =(f;].nn+ ...... —,L(U)::r (118)
A*—r1m+51=(3j‘“).:n+ +[:)»—l

E AY (o4 g =(3j5).5u—f—.. +(‘:]r-|
AF* () 2(::).%—[— ...... +(a)a (119)
v @t =77 () ml

64. In funzione dei termini delia diagonale discendente si esprime o;
con la formula

o=+1F(, 2 ) @+ +

Infutti, essa & vera per i =0, perche coineide con Ia (108), ed &
vera per t= 1, perchd 'espressione che si ricava

Oy == — (E_i l)i-" (x) 1+ A" (x)

colncide con Vespressione di 5, che si ottiene dalla (106) per i=1,
sostituendo il valore di o,; si consenta quindi che la {120) sia vera
per O, 1,...,i—1, e che pereid si abbia

TTHare. a0

& — b

i—1 z—h

s =2 (=) F T ) ),

ed 1 valori che si ricavano da questa, ponendo successivamente in-

veee di 1 — 1
i——l,,..,k,...,ﬁ,

81 sostituiscano nell’espressione di o; che si ottiene dalla (106), eiog in

[ Y ot (Bt ()

== fi

e sara facile vedere che il coefficiente di AT*!(x) &

b ) F S S TR T

AR

- 4 — —rr’—L-—- e ey

]

S et Y B

F=1

=
i
R i
"
i

e Sy m—y - Y -
5
Ll
4
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ciog, per la relazione (C),
2—h i —h o fE— R\
2GR e (7).

(""’*}‘) [— (— 1)1,

o — 3

ClLo®

e quindj
z—

o= 2a)— 2, (T 4 (). 1y

—

= &7+ (z)+ 3y (— 1) ( - ) AT ()
=3, (— 1)- [ _) AT (2),

che & precisamente la (120).
Si pud osservare che o, & indipendente daj valori

AT (), . .. A2 (7)),
e perecid anche dai tra]nri
@+ it 1)y, & (e 3),
come si vedra clnammente dalla prossima (121).
65. In funzione dei termini della snecessione A (7) si esprime ¢,

con la formula
e ) R NS ) B
Infatfi, Ia prima delle (82) si puo serivere, invertendo,
@)=t () o @+ 1 (P et o

ed 1 valori che si ricavano da questa pev
2=0):ciyMya. iy,

81 sostituiseano nella (120) che si puo scrivere

Sl P R Ll PR

o e 4 M ETY

e Bl aAvri

o=+, 2 )+ 1(g) o+
4 +

-—r—lr-'h(zﬂ)[ﬂq)*-( )rm+ =01} )8 @+ 0] +

—.—{—-iJ“( ' )[+(~1}( ):r @)+t 'n**’-( artat B+
A1 () A ).

P
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DEZD -+ (62N

e siccome se nella (68) si sostituisce & ad x, 1 —hady e z—7az,

81 ha per somma (fii

e sommando verticalimente

=S (— 13 47 (2 1 1) 1

] , CO8l

| 211 ,
=3 (=10 ({1 ) ar ),
che & precisamente la (121).

66. Dalla (120) si ottiene

(s |

Gu:_-(;) AY ()

S T

2z —1

(= We=(g ) 8@ — (5 Y) At @) ...+ (— 1y ()4 (@),
e sommando
G — oot (— 1o =2 AT (1) — . (— 1. 2. AT+ (), (122)

che fa riscontro alla (110),
Ii se st pone » 4 s=2, le formule (120) e (121) s1 possono serivere

-:rr=(i)a+~'+r(.r}—-...+[—1)r(::)a-f(-:c) ]
=) vt ey () ar |

7

(123)

G0 = (:J.}.T () —. . .4 (— 1)"(j) A* (z)

(Eji—l)ﬂsffa*-i—s)—...-l—(—*nﬁ (ﬁjl) e

costcehé si conserva anele per le s la simmetria in » ed s,

67. Dalla (114) e dallo schema (117) risulta che tutt’i termini
della diagonale ascendente confengono tatte le o, perche nessun
coefficiente & nullo. Si pud conchindere da ecip che Tespressione di g
m funzione dei termini di essa, conterra tufii questi termini e guindi,
in generale, non avra wuna forma semplice,

S1 pud perd dare tale espressione sotto forma di determinante.
Il sisterna delle z—- 1 equazioni di primo grado nelle g:

(ﬂz

3)-'304‘*--—!-(i)-*:;:ri?[:r—l—z}

(124)

——
—

(2) ot () o,




206 PERIODICO DT MATEMATICA.

ha per determinante dei coefficienti

(2] 2)

z ()
(o) {0)
1l eui valore, sviluppando secondo la prima verlicale, &

()-(5) =+ = (). (2) =1,

per la terza delle (82); per COnseguenza

(23)1””-(ga_sﬂr-])'j_‘,[rﬂ]‘ (22_5-—1) (;)

A =
N D)

(D)5 v, (75 (8)

Viro MEnrr Mok,
(Continua)

SLLLA DETERMINAZIONE DEI PUNTI DI BROCARD

per mezzo del punto di Lemoine

Nora. — Esistono nel piano di un triangolo ABC due punti @, Q'
pel quali ha lnogo Iugnnglianza d'angoli QAC—=QCB—QBA —Q'B('—
=Q'CA =0AB = . Questi punti sono i punti di Brocarp, In ogni
triangolo le simmetriche delle mediane rispetto alle bisetirici interne
(simediane) sono eoncorrenti in un punto. Questo punto & il punto di
Lenoixe del triangolo.

ScHLOMILCH enuncid la proprieta Le retée che uniscono i punti medi
dei lati di un triangolo ai punti medi delle altezze corrispondenti con-
corrono nel punto di Lemoine K. Grepz indico la seguente costruzione
del punto K. Sui lati di ABC tutti internamente (o tutli esternamenle)
costruiamo i quadrati e siero AyBy, BuCa, CaAg i loro lati paralleli

- I:I!-‘"E-E!r :"._"_-q-_.r- - =
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rispettivamente ad AB, BO, CA. Le coppie direlte A,By, C;A,; A,B, ,
Bals; BaCo, C3A; s’incontrano rispett. in M;, Ms, M. Le rette AM,,
BMz, -CM; concorrono in K, Queste proprieta esposie ci saranno utili
pel seguito.

K
% ¥

Io ho generalizzato i punti di Brocarp (v. Rivista di at.. Fis., ¢
Seien. nat., vol, XXIIT, 1917, Pisa) ed ho dedotto per considernzioni
particolari la cosfruzione che. modificate, trovasi a pag. 173 della
Greomeliia del triangolo del prof. Arasia, nel quale libro, & pag. 175,
Lid, 175, sono esposte altre formme costruftive relative ai punti in
discorso e dove il leitore pud risconfrare noiizie storiehe ad essi
relativi.

Qul esporremo un’alira costrnzione dei punti di Broeard che mi
sembra degna di nota, non tanto rel problema in se stesso. ma per
le varie considerazioni cui & suseetliva.

A tal fine sieno ¢, 3, v le distuanze che il punte i Lemoine K ha
dai lati BC=u, CA =14, AB =, rspettivamente, risaputo ehe

&% b ¥ 21

—_—
—

0 P ¢ @8

Orn dobbiamo osservare che si ha (v. Arvasia, loe, cit. pag. 163)

: ot pr L =
|n|- b Em— #
colg w 13
Ne dedurremo
D E; ha g
lane w — = == —
= I 5 "

ed anche

2lz4+-34v)

— 3

a1+ b—+¢ P

tang o=

dove, evidentemente, v & ln somma della distanza ehe N ha da i, b. e
¢ p &1l semiperimetro del trinngolo. Percip Ia

ProrosizioNne 1. — Costruendo un triangolo reftungolo che ha wun
cateto uguale ad uno dei lati defytrinngolo fondamentale ABC e Valtro
cateto wuguale ol doppio del segmento, ehe nel iriangolo fondameniale
rappresentt la distanza dal punto di Lemoine du guel lato, angolo o
questo briwangolo retlangolo che & adiacente « tnle lato del fondwmentale
rappresenta Fangolo di Brocard w di quest'ultimo. B pil generalmente,
costruendo un triangolo reitangolo che ha un cateto uguale wl semiperi-
metro di ABC e Ualtro cateto uguale alla sommua delle distanze che il
punto dr Lemoine K di ABC ha dai lati di quest wltimo, Iangolo di
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quesio iriangolo reitangolo che & adiacente al lato che rappresenta il
semipersmeiro ¢ Uangolo di Brocard w di ABC.

La determinazione d’w implica dunguoe la preventiva determina-
zione del punto di Lemoine K, e perd la complessita costruttiva
riferentesi alla determinazione d'w & subordinats i procedimenti
costruttivi che si riferiseono ulla determinazione di K. Ma non sta-
remo qui certamente a dilungarei in siffatte inotili disguisizioni e
ammettendo addiritbura che il punto K sia stato, per esempio, deter-
minato per la proposizione di Schlémileh, proponiamoeeci di determi-
nare indi, la coppia Q, Q' di Broecard.

Risultano chiave, per tale scopo, le seguenti diehiarazioni.

Il triangolo che cimentinmo alla costruzione sia ABC, Costruiamo,
tutti internamente, i tre retiangoli che, avendo per basi i suoi lali,
abbiano gli altri lati ugoali rispettivamente al doppio delln distanza
del punto di Lemoine corrispondente a quel lato.

I ire rettangoli sieno BCDD,, CAD:D., ABD;D, dove & come
s1 e detto, CD, = BD', = 24, AD, = CD%=2f, BDy= AD's=2v. Ora
st ha che le refte AD,, BD,, CDs sono concorrentl in un punto e le
vette AD’s, BD;, CD', sono concorrenti in un aliro punto. Sono guoesti
1 due punfi &, ' del triangolo.

Prorosizione 1. — F caratteristica per Dindividuazione dei punti
dv Brocard per mezzo del punto di Lemoine, la costruzione di Grebe
per la preventiva deierminazione del punto di Lemoine,

Se teniamo preseuti i procedimenti costrutiivi or ora esposti e se
teniamo anche presente Ia costruzione d1 Grebe citata nella nota, ei
accorgeremo della convenienza pratica e teoriea della costruzions
di Grebe pel problema riferito e vedremo una certa analogia di pro-
cedimento.

Provosizione I11. — E possibile determinare graficamente le distanze

che il punto di Lemoine ha dai tre lati di un irtangolo, cui apparitiene;

senza che in queste delerminazione sia necessario conoscere la posizione
del punto stesso.

4 Infatti determiniamo i punti di Broeard Q, Q" del triangolo cui
et riferiamo, con uno dei procedimenti, che non richiedono affatto
la preveutiva eonoscenza del punto di Lemoine K, e che si leggono, ad
esempio, in (ALasia, loc. cif, pag, 173 e seg.). Cid fatto. la costro-
zione sopra esposta, riguardante Ja determinazione di Q, Q' per mezzo
di K, ci mette molto chiaramente in vista quanto si contiene nell'ul-
{1Ima proposizione.

V. G. CavaLrago.
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SULLE CATACAUSTICHE DELLA PARABOLA PER RAGGI PARALLELI

(Estratto di una lettera del sig. . WODETZKY al prof. G. LOR1A)

Budapest, 25 Aprile 1911.

L-argomento sal gnale oso domandare la vostra sapiente opinione,
concerne le catacaustiche della parabola per raggi paralleli sotto un
angolo arbitrario d incidenza.

In una ricerca astronomica ho avuto bisogno di queste curve.
Dopo aver cercato invano, anchie in Hears, io trovai le indieazioni
piu preziose e complete nel vostro trattato Spezielle algebraische und
irascendente ebene Kurven. In esso ho trovato questo emunciato: se i
raggi “sono perpendiecolari all’asse della parabola, la catacanstica
un * orfogonide, specie di spirale sinusoide, di eni I'equazione a

oA py =2 (2x — 9p)° ..

Ma io cercavo le catacaustiche per un angolo d incidenza qua-
lunque, Disgraziatamente squazioni da voi date per la ricerca cene-
rale di quneste curve sebbene eccellenti per stabilire certe proprieté
genevall, si presianoe male in questo caso specirle; 1'eliminazione
delle due coordinate di un punfo deila curva primifiva fra tre equa-

zioni & stata impossibile. Percib imaginai un altro procedimento.
Eceolo:

Sia
« l'angolo della tangente alla curva data con I'asse delle z:
3 I'angolo d’incidenza dei raggi paralleli con 'asse delle z:
a1, % le coordinate di un punio della carva data;
@, y le coordinate di nn punto del rageio riflesso.
L'equazione del raggio riflesso & evidentemente

y—n=1tg(Za—37) (x—m). (1)

La curva daia sia la parabola y,*=2pz,. Si avra

dify _ p i
tgﬂ:‘— dlr] o " o 2.131

h=pecoiga; @=

— | — —— ==j i




310 PERIODICO DI MATEMATICA,
donde (per le (1), (2))

2eobga —tgBeotg®a -+ tgB
cotg'z— 11 26gf cotgx

y —peotga = (:r — —‘?—,— cobg® -z) . (3)

Poniame cotgu =2z; tgf = w; si avra per la (3)
W'+ B —wE—n) P+ 2(—14+E —wr)z+ (WE-F1)=0, (4)

: 2 21f :t
dove abbiamo posto £ = 2’ T - |

E evidente che la variazione del parametro 2 ¢t fornisce tutte le
tangenti della parabola e per conseguenza anche tutti i raggi riflessi,
di cui noi troveremo !'inviluppe eliminando 2 dalle (4) e dalla sua
derivata parziale rispetto a 2, ciod

-

202"+ (B — 0f —7) 24 (— 1+ & — wy) =0, (5)

Poniamo
A=uwE+1—3 w;

B=—=% 4 wyt+1;
C = wf+7;

moltiplicando 1a (4) per (—2), Ja (5) per (-=z), e sommando, si avra

A2*+3Bz=2(,

da cum :
| —3B+19B*}-8AC_ _'

* = 2 A = }

sostifuendo nella (5), dopo aleune trasformazioni ovvie si ha 'equa-
zione cercata

MmB”“——[C—-Bm][C“—-*iEmC—I—QmE]i (C+ 3w (6)

Rimpiazzando B, C, g, 7, @ eo1 loro valori rispettivi, s1 ha dungue
dalla (6) secondo il segno + davanti I'nltimo termine

e

1° (22 —p)*+47°=0;
clog
*11=%, =0,

Il fuoco della parabola & dunque sempre un punto isolato

2 p

2

213

Benﬁ(munsﬁ*ysanB—%cnﬂﬁ)-= ¢

= (rsenfi+ycos i) (-r sen i+ y cos i — gfﬂﬂ" ﬁ)',

e g

equazione delle catacaustiche cercate,

oo PR
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Effettmiame la trasformazione

=& sen -1 cosf
¥ = Gy cos § — n, cos B,

cio¢ giriamo l'asse delle x di un angolo (él—ﬁ), e I'asse delle y di
un angolo (27w —3) (contato a partire dall’asse delle 2); sl avra
12 9 ; :
3. S:;J sen f5 (7,1—_ %cuaﬁ): g, (El — ?'Hseu{ﬁ) . (7)

Trasportando l'origine sull’asse del segmento -E cos 5 (proiezione
del semiparametro sull'zsse delle ») si ha

| r -
"r” Ti £} I! El G|
i

e l'equazione diventa

) . o g 99 N
3. E?j.HE]]rJ.T]ﬂ=' (;——-?EEH,}), (3)
9 p
od anche, posto - sen =a,
3an’=E (£ —a), (9)
0SS164
5 i_) 1 g
( _ﬂi(n: 1 Q a° (10)

La formula data a p. 405 della 1* edizione del vostro bel trattato
puo evidentemente seriversi sotlo la forma (8)

9 p 9 p\*
3.?3;5‘———:[-“(2‘*— _.:;,_)

e

Il nostro risulfate dimostra che tutte le catacanstiche della pa-

rabola rienfrano soito la stessa formula. Basta porre (ELF SEmn ﬁ) al

. 9
posto di (-f). Dungue:

T'uite le catacaustiche delle parabola sono delle orlogonoidi vinoie-
liche; Le loro dimensioni varianodroporzionalmente a sen 8. L'asse delle
ordinaie passa per il vertice della parabola e [orina Uangaelo § col pro-
lungamento dei raggi incidenti; Uasse delle ascisse passa per il fuoco
della parabola che & sempre un puniv isolato per la catucaustica.

=.--.-|--_—

]
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RISOLUZIONT DELLE QUISTION! 76, 782 & 78;

TY6, tnogo dei punti iali che la somma delle seste potenze delle distanze
dai guatire vertici di Uk quadrato sie costante, si compone ai tre eiveoli, due dei
guali sons sempre imaginari, Trovare la condizione perché i terzo circolo sin yenls.

E.-N. Barisizn.
Risoluzione del prof. A. L Csada di Méramarossziget {Ungheria),

Sieno (g, 0}, (0, —a), (—a, e), (o, a) i quatiro vertici del quadrato dalo
ed (z, y) un punto qualongue. Indicands con dy, d:, dy, dy le distunze rispet-
tive di questo punto dei vartjei del quadrato, si L -

8= (x—a) 2,
o= = p* + (- a)*,
f!;’“—-{:-f—::}“-[—gf,
;2}:;1;1_!.{5;__.,1]1,
& (aindi

S =42+ y - 0% [(2* + y* + 42 1 Ga? (z*+y*]=C.

L'equazione de) luogo dei punti dati a (indicando 2 + y* con =),

flz) =23 L 9,422 +9'z 4 af — _ —¢. (1)

¢
4

Hssendo 2, 23, 23 lo tre radici di quest’equazione, |l luogo domandato si
Compone di fre circolj

35-1—3;“—-2'1—-—-”,
-’FE+!.I"—-22'-‘—*G,

-‘IE + yi — 3 — 0 .
L'equrzione (1) Puo avere soltants una radice positiva, poiche

f(2)= 322 + 1842 -+ B,

& sempre positiva per z positiva.

Si ha

Supposto che z,, 2 siane ¢omplesse coningate o uegative, il prodotte zyz; &
positivo, o perein la terzn radice zy sard positiva quando

-E;_::- :
4 = 22
DSsla (pnst-o I=qV2 ),

T w'ﬁ i
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82 1 semidiametri a, B deil'ellisse di Steiner di un triangolo (ellisse cis-

coscritto al triangolo ed avente per centvo il baricentro di guesto) verificano le
condizeoni

45
Eﬁ _ ——
3¥3
- z 2‘ . 2 %
a- -+ f§ ='.:T[ﬂ -+ 5 27),
dove n, b, o, S sono le miswre dei lati 2 dellarea del freangelo.
' E.-N. Bagrizsigs,
Risoluzione del prof. Galli, R. S. Comm. di Fellre.

Comineiamo coll’osservare che nna mediana CQ = m, relativa al laio AB = a,
e la parallela condotia dal bariceniro O a tale lato AR, enatitniscono nna coppia
di diametri coniugati dell'ellisse di Steiner dal triangolo ABC.

Riferendo percio la sna equazione m siffatia coppis, essa sara delda forma:

La determinazione di 2" & 3’ non offre alenns difficolta:

EHI " it
8= =, p=—.
3 V3
Si ha dunque:
2 ? s | e Em® @ 2 . B
rvi—ﬁ::z--]-,,.ﬂ-_—g— 3—9(2m'+§ﬂ*).
. ﬂﬂ
E noto intanto che 2® — 0* + r:”—?; dunque:
. 2 |
2* E==?[u“—|—b"'+ e*).

Sia ora @ uno degli nngoli che lan mediana U0 fa col lato . Si ha:

: L . 25
S=—-senyp, d"onde: B P=——

Pertanto -

3
zd = «'d sen @ = _4

3Y3

CSD. Per tniti i triangoli d'area massime inscritti nell’ellisse di assi 2a
¢ 2b, Uarea del triangolo pedale del punto di Lemoine & costante ed eguale a

< 3.‘15313?%-
4 (a®* -} b¥)2 7 E.-N. Barmsiex,

I* Risoluzione de! prof, Gatti, R. S. Comm. di Feltre.
sia O il centro dell’ellisse, Si deseriva il cerchio di centiro O e di raggio a,
Ad ogni punto M del cerchio si faccin corrisponders suli’ellisse il punto

r= (€ tos P
¥ =2>5sen iy,
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essendo @ l'angolo di cai s'inclina OM sall’asse maggiove. E noto che coss jl
cerchio e 'ellisse s corrisponderanne in nn'affinitd, e pertanto il rapporto fra
'area di an trisngolo inscritto nel eerchio e quella del corrispondente, inscritto
neil'ellisse, & costante.

Si deduce, percio, osservande che fra i triengoli insciitli in un cerchio gli
equilaieri hanmo area massima, che a guesti corrisponderanno i triangoli di area
massima inseritti nell'ellisse o che le mediane di un siffatio lriangolo passano

Si ha guindi (quistione 782)
Sab )3

S = 3

= 2 -
M° 4 @ -+ gy = Y (* 4= 5%,

indicando con ay » 02, @3, S le misore dej jati e dell'area del triangolo d'area

MAssima, -
Il noto intanto c¢he lé distanze del punto di Lemnive di un iriangolo dni
lati @, a2y, ay dslio stesso, sono rispettivamentes

= fts S my =
ﬂl".'__'_ ni'.! -'_i" ﬂ'ﬂu' ﬂ:t:..*_i_ ﬂ.z‘."_i_ nz'.l" ﬂl'ﬂ_i_ I'.I'i:;. + ﬂJEF

mdicando con & I'ares del triangolo, e che, indieando cou ' l'area del trinngolo
pedale rispaito a tale punte, st ha quindi:

12 R*
P et agtE”

g

Nel nostro case, Dercid, avremo:

3athd Yz

‘I[ﬂ’! + b2’

2* Risaluzione del prof. Gatti, R. 8. Comm. di Felire,

Sia O il centre dellsllisse. Si deseriva il cerchio di centro O e di raggio q.
Ad ogni punts M del cerchio 8i facein corrispondere sull’ellisse punto

=1t COS @
7= hseng,

essendo @ Mangolo di ey s'inclina OM sall'asse maggiore. £ noto eje cosi il
cerchio o 'ellisse s eomisponderanno in uv'affinita; e pertanio il rapporto fra
lavea di an triangelo tuseritto nel cerchio e quello del vorvispondente ipseriito
nell’ellisse & costante.

Se ne conclude, osservando che [ra | triangoli inscritti in un cerchio gli
equilateri havno ares massima, che a quest; coimisponderanno i triangoli di area
massima inscritti nell’ellisge.

L L]
Usservando ora che Ja costante d'affinitd & — | si deduce subito che 'area
[ 4

dei triangoli d’aren massima inscritti pell'sllisse & data dan

. _3dbys
B =2t
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Siano ora =, 8, v 1 valori di ¢ relativi ai vertici di un siffatio triangolo.

Avremo:
B=o 4+ 1207, v = o 4 240°;

e quindi:
sen*3i(f—ea)=sen*i{y — @) =sen®*(y—a)=3
sen* ¥ (& | B) = (sen = cos 60" | cos = sen B0")* = | (sen @ } V3 cos =)?
081 (o -+ B) = (cos % cos 60" - sen e sen 0% = 1 (cos « + V3 sen %)?
sen“ 3 (B4 v)=sen" =«
eos* } (B -+ v)=cos* 2
sen® ! (& 4 =) = (sen z ¢os 60" — cos a sen 60%)° = } (sen o« — V3 zen a)?

cos®} (@ - ) = (eos « cos 60° — sen = sen 60°) = § {cos &« — V3 sena)?;
d'onde

sen®} (&4 B) + sen® } (3 4+ v) + sen® 3 (¥ + &)=
—costlla-f )+ cos* 1 (f4-7)FensPlly +al=3.

E noto intanto ehe le disianze del panto di Lemeine di nn triangolo dai
Inti a;, a:, az dello stesso, sono rispeiiivamenie.

i S -z S s S
5 - ¥
ay® 4 na® 4 az?’ a4 a4 o’ a* + a2 4 as*®

indicando con 8 I'avea del tviangolo, e che, indicando eon S 1'area del triangolo
pedale rispetto a tale punio, si ha quindi:

12 8¢
et e ¥

g’

Riferendoci dunrnue ad un trisngelo d'area massimn, inscriflo nell'sllisse.
AVIEemo: B
34 3a%h* Y3
4 T4 m® 4 a4 @)

—

5

[ facile ora calcolare

a® 4= (T . ﬂaz-

Si ha:
ir? = 4zen® ! ja — B) (x¥sen®} (& + B) 4 b ecos® 3 (e 4 B))
ae® =4 sen® § [y — B) (0®sen® { (B + ) + hisen*§ (R + 1))
a3® =4sen® H{y —a}(e®sen 1 (y — )+ D% cos* (B —¥));
d'onde: > o
o ” + gt @t = :,2 («® + &%)
Perinnto:

& — 3 a** V3
S _4“'1_1__!,2]'!'
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QUISTIONI PROPOSTE

786. Sia ABC uno dei triangoli di area massima inscritti in una
ellisse. Le congiungenti dei punti A, B, C con uno dei fuochi F in-
contrano 1 lati opposti in tre punti A, B, €. Dimostrare che

1” le lunghezze AA’, BB, 0C’ sono eguali ai # dell'asse mageiore

2" 1 luogo dei punti A’ B’ ( & una quartica unicursale e binp-
dale, formata di due ovali eguali,

L’area di uno di gunesti ovali & eguale alla differenza fra l'ares
della ellisse e i 4 del suo circolo principale.

787. Il lnogo dei centri delle ellissi di data area tangenti ad una
stessa retia 1o nn punto ed aventi in esso lo stesso eircolo oscula-
tore, € una retta.

788. Da uwn punto M si condueano le normali MA, MB, MC, ad
una parabola e siano A,, By, (; i vertici del triangolo formato dalle
tangenti in A, B. (.

I°. Le reite AA,, BB,, CCy concorrono in un punto Q.

2°. Se M percorre una retta, Q descrive un’jperbole equilatera.

3% In generale se M percorre una curva di ordine n, Q percorre
una enrva di ordins 2.

789. Da nn punto qualungue M situato sopra una parabola P si
conducano le MA, MB normali in A, B alla parabola stessa. E sia »
l'asse radicale dei cirepli circoscritti al triangolo MAR e al #rian-
golo formato dalle tangenti alla parabela in M, A, B. Trovare l'in-
viluppo di ».

790. Le parabole che sono bitangenti ad una parabola data ed
hanno il fuoco sulla parabola stessa, sono anche tangenti alle diret-

trict di guesta. 1.-N. Barisien.

791. Essendo A, B le proiezioni ortogonali di un punto P sopra
due rette x, ¥ concorrenti in 0, trovare inviluppo della retta AB,
quando P descrive un circolo di centro O.

732. S8e P & un punto del circolo ¢ circoseritto ad un trian-
golo ABC, le proiezioni ortogonali di P sui tre lati del trianzolo
appurtengono ad una rebty i

Trovare I'invilnppo di » quando P percorre il cireolo c.

D. Gampiow:.
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FElementi di Geometria ad uso dei Ginnasi e Licel ed Istituli Tecnic
(1* biennio) del Prof. Giuvserre VErRonese, Senafore del Regno,
trattati eon la eollabovazione del Prof, Paoro Gazzaxica. (42 edi-
zione), 1909. Fratellt Drucker, librai-editori, Padova.

Volendo esaminare la struitura di guesti llementi in linea generale, sorvolerd
sulle semplificazioni d@i indole didattica che questa edizione presenia, in confronto
della precedente, sia nella prima che nella seconda parte. L'Autore, nell’ intento
di dere un indirizze moderno all'insegnamento geemetrico elementare, ha 1nfor-
mato il suo metodo principalmente ai seguenti eriteri:

¢} I.e proposizioni che scalurisceno da on oppertuno sistema di postulati,
devono essere logicamenta bene determinate aneche so si fa astrazione dal signi-
ficato geometrivo degli enti cul esse si riferiscono;

b) La defimzione dell’eguaglianza (e della simililudine) viene fissata una volia
per tuite le figure introducendo il concetto della corrispondenza; coneelto, che nella
sun pin ampia generalita, costituisce il fondamente di tatin Ja matematica superiore.

In tal guisa il prof. Veronese & rinscito & rendere, diro cosi, pii stretio il
contalio ira |’ insegnamento geometrico elementare ed il superiore, ed a conciliare
il rigore scientifieo con la semplicith e quindi eon le esigenze della scuola.

L'esperienzn di parecchi anni d'insegnamento impartito nell'Istiinto Tecnico
di Veneziz, mi consente di affermare, in piene accordo col giudizio di autoreveli
Colleghi, che il metodo del Veronese & ben longi dal presentare maggiori diffi-
eolta in confronto di altri metodi; e che anzi esso si presia molto efficacemente
a destare e sviluppare I'iniziativa individuale. Esso abitna 1'alunne, sia pure di
media intelligenza, » quello sguardo d insieme che tanio contribuisce a fissare
dorevolmente le idee fondamentali, pooendo di fratto in tratto in evidenza il nesso
esistente fra Ie vario partl della geometria. Cosi, ad esempio, la corrispendenza di
similitudine si presenta come un'estensione natorale della corrispondenzs di egua-
glianza: un principio analogo a gnello di dualifa in geometria proieftiva, mette
in Ince le proposizioni comuni aj piano, alla stella, alla superficie sferica, & pone
1 giovani in grado di passare dalle une alie altre senza difficolta, H futio cid6 eon
notevole risparmio di tempo per | insegnanle e non lieve ecomomia di sfoizo in-
tellettuale pei discenti.

Molte opportunamente poi 1'Anfore ha pubblicate, in forma piana ed acces-
sibile, le * Nozioni di geometria intuitiva , {(Fratelli Drucker, librai-editori, a-
dova), destinate &lla scuela media inferiore, le quali costifniscono un’ottima pre-
parazione allo studie delln geometria razionale seconde il metodo soaccennato.

(. A. Derr’ AGFoLA.

DARBOUX, — Lerons sur les sistémes orthogonaux ef les coordonnées curvi-
lignes. Deuxieme ddition, angmentée. Paris, Gauthier-Villars, 1910,

1l sig. Gastone Darboux presentando quest’opera all’Accademia delle Scienze
il 10 ottobre 1010, si espresse in guesti termini.
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La nuova edizione delln min opera sulle coordinate curvilines & compints in
un volume, lo ho tenmnto, lerminando questo tratiato, a manienere gl’impegni che
AVeVOo preso verso il pbblico dei geomelry. Le agsiunte per le quali guest'edizione
s1 distingue dalla precedents Sono numerose. Le indichers rapidamente.

Nella geometria mfinitesimale, come n altre feorie, 8" incontranp frequente-
mente dei sistems dj equazioni a derivate parziali del prim’ordine, o ridueibily &l
prini'ovdine, che possono esser risolute rispettv a tntte le derivate che vi fizurano
delle funzioni incoegnite. Questi sistemi's; riducono & tre tipi che io consilero
Successivameate. Impisgando, in lnogo delle serie dj Canchy, i metodi d'upprogsi-
zione &i cni il sig. Emilio Picard ha fatte un uso cosi briilante, stahilisco tre ten-
remi general] che fissano, per ciasenne dai tre tipi, le condizioni d'esistenza ed i
grado (i generalita delle soltizioni. Lo applieazioni tanto analitiche quanto weome-
triche di questi teoremi sono numerose. La principale applicazione gesmetrica
toncerne la ricerca Ji due sistom; di coordinata curvilines che siano parallele,
tiod siano tali cha nej punti di eguali coordinate carvilinee i piani tangenti alle
superfivie coordinate corrispomienti siano paralisle e, per conseguenza, ancle le
tengenii alle curve coordinate. Sj dimosira che allovs i sistem 80no 4 linee ep-
niugate, cioé che le curve toordinate debbone formare una rete su ginscnna su-
perficie soordinata. 2i determina ogrado di geveraliti di talj sistemi e se ne
sviluppa wn gran pwmero dj propriela geometriche.

La counsiderazione dei sistemi coningati riconduce ai sistemi triplt oriegonali,
the ne sono ¢asi particolan. lo torno snl metodo generale di vicerea di questi
sistemi e dimostro un teoremn che pud uvere delle applicazioni in fisica matema-
tica, stabilendo che un sistema triplo-oriogonale & determinato quando si danno
arbitrariamentas le fye superiicie ehe dava tomprendere e che passano per un punto
determinato dello spazio. Sindio pei i tesvemi di Combescure ¢ di Ribancony ed
espongo il metodo di ricorrenza she costituisee il pin potente mezzo di vicerea
0$gi conoscinto dei sislemi tripli ortegonali

Dopo gli antichi metodi dj ricerea, ne faceio conoseors uno nuovo clre si fonda
sull’impiego degl’imagingri e che fa dipendere la soluzione compinta del probiems
da ao'equazione a derivate parziali del terz'ordine che eontione tre soli termini.

L’opera termina collo studio approfondito dei sistemi tripli che ammeitono un
stuppo continuo di trasformazioni i Uombescure, e che, dall'auno 1868 in eui fu-
tono scoperti dall'antore, sono stai ogzetio di ricerehe d'un s gran numers d)
geomelrt, La considerazions di cert; sistemi incontrati in un caso particolare dal
8ig. Guichard permetie di estendera notevolmente i bei resuliati che, st quest’ar-
gomento, la scienza deve gl sig. Egarovy,

Le quatiro note aggiante al testo trattane vari argomenti. Nelin prima
si dimostra come Papplicazione del teorems d'Abel sugl’integral algebrici per-
mette d’otteners unp snceessions llimitala di sisteny ortogonal: algebrici. Le
due successive somo consacrate s quella bella superficie, troppo negletta dai
seometri, che & la ¢iclide d; Dupin, e ai siztemi tripli che comprendono una fami-
glia composta dj tal; superficie o, pi generalmente, di soperficie a lines di cur-
vatora piane nei due sistemi Infine 1'alkima nota contiene de leoremi nuovi sopra
una classe particolare di deformazioni dello spazio di eni la teoria si ricollega

diretfamente n quelie che sono state sviluppate nel testo.
k.

il e
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Il grorno I5 maggio si spegneva. nelln sna nativa Bologna

ROBERTO BONOLA.

Vi si era vecato sui primi di marzo, mentre du Pavia si trasferiva
n Roma per ocenparvi la cattedva di Matematica in quell’ Istituto
Superiore di Magistero tsmminile, da Lui allora per concorso otte-
nuta. Lo fermava, invece, per sempre a Bologna Vestremo attaceo
del mnle che da tempo ne minava Ja fibra! Destino singolarmente
crudele, e solo in questo benigno, che non gli vieto il supremo con-
forto di spegnersi, fra le braccia dei snoi cavi, fra il compianto degli
amic) e del maestri, nella sua natale eitta prediletia.

A Bologna, dove nucque nel novembre 1874, Egli percorse ghi
studi secondari e superiori, e vi rvimase per qnalehe annuo assistente
di Geometria projettiva e descrittiva all’ Universita; fu in sezuito
professore alla R. Scuola Novmale di Petralin Sottana (1900-901),
donde, dopo un anno, passo a queila di Pavia. Qai fu. insieme, valo-
roso coadiutore ulla eattedra di Calcolo infinitesimale dell Universita,
vi obitenne la libera docenzu in Geometria proiettiva e describtiva (ED08)
e tn anche per gualche anno (1904-07) inearieato del eorso di Ma-
temalica per gli studenti di Chimica e Scienze Naturali. La vitkorin
nel concorso per I'Istituto Superiore di Roma fu ultimo sueeesso
della sua bella carrera d’insegnante, |

Dulla Seuela di Bologna e sopratutto dalla consuetudine col suo
Maestro, |' Enriques, trasse il Bonola 'nmore per gnell indirizzo
storico-crifico degli studi matematici, che rispondeva d’altronde alle
paviicolari attitndini del suo ingegno, ed al guale si riattacea la
maggior parte dei suei lavori seientifici. Gl stndi moderni sui fon-
damenti della geometrin, sopraintto per quanto rifictte la storia,
Ia critica e la interprelazione delle Geometrie non Euclidee, ebbero
1 Lui un valoroso e costante e diligente enltore. L'articolo da Lui
pnbblicato nel 1900 nei * Oollectanen ., di F. Exrigres, () e la lar-
ghissima Bibliografie sui fondamenti della Geometria, (°) che pubblico
in quell’anno e nei successivi, furonn accompagnati e sezuiti da nu-
merost lavori suotl in guell’ indivizzo, non vasti generalmente, ma re-
cantl tntéi qualche nunovo confributo, spesso geniale, di storia, di
metodo, i cosiruzione, (°)

[*) Bulla tacria deils porallele e sulle Geonmglvie won Euclidee, — Art. VI delle Onestioni viguor-
duanti jn Geometria Elemsnipye per enra di F. Fariouss, Bolognn, Zanichelli, 1900, L atiicolo fn
poi dnl Beonola rifatto per Jn edizione tedescn dell'opera.

(=) Bubliografin sni fondamenti 4l Cromiatria an rsiazsonk alle Gaowetrin yon Euclidea, = Bol-
lettino dI Bibliografla e Starin delle Scienze Matzmatielie . Torine, Cliusen. 1399-901 - (3 note).
Le opere vi sono classifieats secondo § tre indiriszi: senant e mietrico, projeitire: visone alsneoate
onehé le pnbblieazioni nello indirvizze eettoriale o di Grasemnnn, guelle d'indole storico-filosofic,
gualle infing che si riferiBeono nd applicazioni nel campo delln Meccanies o delle Fisiea Muatema-
tiea. Un'nlira opara hihliug‘Tnﬁnn idal Bonnla o "Fadex apevian ad gaamEiriam aGEoisfan Speelaation
pubblieata nel 1902 sotto gli auspiei dell'Universiti di Kianseuburg per le onoranzs centanarie
G. Bouvar. E I'elenes dalle opere riferentisi alla Geonletria assoluta pubblicate dal 18537 al 1602; 1a
ragecitn segue Noridine eronelogice ed & divisn in duo parhl: serifti matematici o sevitti slovieosfilosofici,

("} T lavorl del Bonola eho appartengone a quests indirizzo sono. croncipgicamente. salvo
pPIISEioNe, 1 Senuentj

1. Stelles tntroduzione degli snté inprapit in Geomalria Projettica, " Biorn, di Matem. .. Napoii, 1900

———
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L’estesa coltura eosi acquistata, e le ricerche da Lui stesso con-,

dotte in quel campo, Gli permisero di apprestave nel 19086, in un’opera
di pia largo disegno, una compiuta esposizione storico-eritica dello
svolgimento della Geometria non Euclidea, (*) con larghi aceenni
alle teorie che con essa hanno rapporti pin stretti, quali la Statica
non Euclidea, e il parallelismo di Clifford nello spazio di Riemann:
operda questa ben nota agli studiosi, & che ebbe 'onore di piit d'una
traduzione straniera.

Escono invece dal campo degli studi Suoi predilettr qualehe lavore
d'indole efementare a Lui suggerito dallu pratica assidona dell in-
segnamento, ed un gruppo di Nole sui sistemi lineari di omogra-
fie, (%) che furon parie della Dissertazione da Lui presentata per 1l
conseguimento della libera docenza in Geometria projettiva e de-
serittiva.

- Né posso chiudere questo rapido eenno intorno all'opera Sua, senza
dire dell’iniziativa a Lui dovuta per la pubblieazione di una Enei-
clopedia di Matematiche elementari, che ln Malhesis ha intrapreso: al-
I'idea di quest’opera, che Bgli sostenne prima nella Sezione Lombarda,
poi nel Congresso di Mathesis in Padova, (°) Egli era singolarmente
affezionato e si proponeva di portarvi largo tribute di operosita:
poche settimane prima della Sua morte, Kgli mi seriveva serena-
mente del suo proposito di mettersi presto al lavoro! L'Opera 1i-
marra, pur troppo, priva del Suo contributo: ma alla memoria di
Lug, che la propose, non mauncheri la riconoscenza di quanti, Inge-
gnanti e studiosi, se ne potranno giovare.

2. Determinazions per pig geomelrica dei 3 lipi di spozio eliittioo, parabolico, iperboliry,
* Hendiconti dol Circole Matematics ,, PaleTmo. 1T ;

i. Le propriefi metriche delis quadriche in Geomelria non Buclides (2 nofe), “ Rendivonti Isti-
tute Lombardo ,, 1002 e 1003;

2. 4 propde d'un recent dzpasd de principes des la (céométrie von Euclydienne, (Barkarin - La
G. n, E, - Paris, Naud, 1509), * Enseignement Math, , Paris, 1908 -

0. Sulle propriela del guadvrilatero trivetiangoio nella metrica di Lobacefski- Bolyai, * Rendiconti
Istituto Lowmbardo ., 1004,

G. Analisi dell'opera: L. 1. Delaporie - Essai philosophigue aur Tex Glonéires nom Euclydienn ey, -
Paris, Nawd, 1903. " Riviste filosofien wr PRVia, 1004

¥. I leavemi del P, G. Saccheri sulla somma degii angoli di un timangoio & le ricorehe di M. Deahn,
* Rendiconti Istitoto Lombardo _, 1965 ;

% Un leorema @i Giordane Vitale du Bitonto sulle ystle fguidiztants, ® Bollettino di bibliografia
€ storia delle seienze matematislio - Toring, 1905

8. Lua trigonometric avsoluta seconido €. Bolyas, " Rendiconti Islitnte Lombarde we 1001

10, Intorne a una proprieta del paraliclograamo, * Bollettine di Matemaliosn n: Dologna. 1805;

11, Tt miadello di Belivami di muperficie a curvalwra costance négativa, = Bolletting di bibliografia
e stoma delle scienze maiematiche ,. Toring, 1606 ;

12, Oggervozioni sopra wna noto i Hattagiini (* Giornale di Matematica, 1863 o) telativa alla
eompoziziane dev suovimsenti, ® Pariodien di Matematica ,, Liverno, 24909,

(Y La Geometria non Fuclidea, Esposizione storico-eritica del suo sviluppo. Bolognn, Zani-
chelii, 1904,

\¥) Ricai'che gati sinterni limeari i omografiz neflo spmsie: & nute in * Rendiconti Jstitnto Lome
barde ,, 1008; 1 nota in * Periodico di Matematioa ., Livorno, 1908, — Sisiens di omografie piarne e
epaziali che formane arwppo, ® ALti della Societa del Naturnlisti e Mutematiei |, Modena, 1908,

(%) Per lu pubbilicasione di una FEneiclopedin di Matemintiche Elrmentori, " Boll. dl Mathesis ,, 1408,

Pavia, gingno 1911, K. VENERONL.

Giocio Lazzerl — Deretiore-responsabile

Finito dl stampare il 15 Luglio 1011
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