PERIODICO DT MATEMATICA. 201

8

_ iz
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poi sostituire questi valori nella (1) e cercare se e’ d mezzo di so-
disfare quest’equazione determinando convenientemente i coefficienti
A B0 D

Questa & la regola che Liouville ha trovato studiando an problema
pii generale (I'integrazione aleehriea dell"integrale fydz, dove % &
una funzione qualunque di =, implicifa o esplicita), senza perd dare
le formole di riduzione da me trovate generalizzando quelle di Abel.

Questa regola, secondo guanto dice il Liouville stesso, & assal
comoda e dovrebbe essere introdotta nei trattati elementari di eal-
colo integrale, dove si potrebbero forse introdurre anche le formole
date nella prima parte di questo lavoro.

(. BoNFANTINI.

DI ALCUNE [DENTITA ANALITICHE ED ARITMETICEE

l. Sia /() una fonzione, della quale esistano le derivate finite e
determinate di ordine qualunque; e si consideri in successione di
funzioni

| 9 L S N | (1)

definita dalle eondizioni
I'v=f (x) (2)
P:I-H =D (@ (.T) . Pu} (3)

dove D &1l solito simholo di derivazione rizpatto ad z e ¢ (z) & una fun-
zione finita e continua, della quale esistano pure le derivate finite e
determinate di ordine qualungue. Si trova allora con semplice calcolo:

To= f(x)

= '-‘5'_ f+eo.f

Ie={y" + 09"). f+ 350 . f 4 P .1

o= {+"+ 90"+ d99's") [+ (T92° +- 43°¢") . f + 65°0 . [+ . /"

E 1 generale sari

Pﬂ - GDH.I f "I‘ Gu+1.i f+ ve 4 “I‘ G’n—*rl,p Fp_“ + e _i‘ Gn—l—l.uH fhu (‘”

dove le funzioni Gpiyy... Gysyney S0M0 polinomi interi rispsbio alle
@ 9% ... 9™, soddisfacenti ad una relazione ricorrente che @ facile
trovave. Difatti, poiche
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e gundi in I‘,.=D{:_-:.I‘u_11 11 coefficiente d; /WY sary:
Gy, Hp=07%,, . P+ Oyp . ¢ Gupy P- (5)
Se dunque con j coefficient

delle f, . 7. .

sivamente nelle I'oy Ty, T ece. si costruisce i)

. the figurano succes-

quadro
Pn) Gu
) Gy @ ,
L (6)
Tu] GII-:—L[ GIITI.E I Gn +Lu-t1 J

sl trova, come

Mento e uguale

piicato
In

traduzione della (5) n questo quadro ogai ele-
alln derivata d; qi mmediatamente superiore molli-
per @, pue Uelemento sy eriore a sinistra moltiplicato pure pey 9,
particolare Gy =1, nudg:

G

—utld
be—-lns] = Gu,n =0 .

(7)
L'identiia () pup acquistare forme notevolj quando sia specia-
lizzata Ja natura della 7 e della % ().
2.5 supponga

?
2 {x) =2, cosicche Ia successione (1) diverra:

Pn — f

Dyv=f-| =f

Ps=f—+8af -+ o

P — s
L]

La=F4-Taf + 62%f"  o3p

ed in generale sary:

| 4% :fn—l.lf“,‘ Cniyg2f "f_ “u +fu'—:l,p 2 f[p—-l_j_‘_‘ e

cwf—l.l'l-T—l " ﬂml {BJ
duve | coeflicienti Chitd e,

 Cutrnay soddisfans alla relazione ricorrente

= Cu<1,p = Ply.» + Cup—1. m‘)
Ed inverp:

IR L L R I
olrde

ol Pll—l — 5.1 _'.ﬂf—’— S + 'E:Il.ll--l m]l-—-l }"['Il-—-r*'} + ELT,P mi?ﬁll—-lh _’_ e + L'"."Iu (’{u-—d;
¢ gnindi in T, =1 i I b coefliciente dj zr
P, €10 che dimostra ap punto Ia (9).

3€ si assumesse j nvege

1

f“’_“ Bib'i Cop-a =

?(*)=2-—a si troverebhe evidentemente

11'.- = cll 1,1 f+ {"H-F 14 (TF - l']) f’ + S + ':1I-i-l.ll-i-1 (:F T ﬂ)" }li,'h.'l

I vari coefficionti hanno lo siegso siguificato dei

precedent.

() Per quanto
telle sesie dqi

(Ballett, di M

rignorda il case jo eu; [ 8ia una serie dj polenze, efr. Una Semplice proprieln
potenze ed applicazioni (Bollett, di Matem., 1011, 1. 5:B-
otem., 1912 4. 1-4),

1-8) & Addizione alla Notg ece,
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3. Offre particolare interesse lo specchio formato dai coefficienti
delle £, =, /", ace. che entrann nelle suceessive T, . .. . T, ecc.
Tale speceliio () &:

') 1

) 1 1

1) 1 & 1

I's) 1 i b 1

r) 1 15 2 10 1 (10)
I'5) 1 al 90 65 15 1

I's) 1 63 301 350 140 21 1

TH] Cui1l Cnt12 Cus1d Coatd Cnrdd eve see oo oely—tn—1

IIIIIIII L] ® L3 ¥ - — L] ¥ [ - - ] - L] ] - - - - ] - - - - "

& s1 costruisce assai facilmenie gquando si osservi e¢he la relazione (9)
si traduce nella proprieti:

a) Ogni elemento delio specchio (10) é nguale a guello immediatammente
supertore molliplicato pey il numero della colonna che esso occipa, pint
Velemento superiore a sivistra.

S1 pad anche notave, in consegnenza di cin, che:

b) Gl elementi che occupano Uultimo posto di ciascuna linew sono
tutts nguali ad 1, e gii elementi del penuitic:o posto sono + numeri trian-
golari,

c) La sommea degli elementi di ciascuna linea & uguale alla sonima
degli elementi della linea precedente, moltiplicati rispettivamente per 2,
3, 4, ece.

Applicando snccessivamente la (9) agli elemenli e, 15 Copt,
O 1y a-... sninmmando membro & membro le 1dentita oltenule, e sop-
primendo 1 tevmini eomuni si olbiene

Cnstp— D, Cr.ps + {P . 1} Prn—1—1 _i_ [P m=—— 2) Cp—g—2 _5_ R (,]-1]

I guale esprime clie nel solito specchio (10)

1) elascun elemento & ugnale @ guello immedialamente superiore mol-
Liplicato per il yuwmero dellu eolonna in cwi st trova, piie lu somma deogls
elementi sifuati superiormente ¢ obliguemente o sinistre di quel primo,
moliiplicati pure rispettivamente per il yuunere delle colonna secupata.

4. Insieme con il guadro (10) si consideri il noto quadro () cou-
tenente le differenze di 07, il guale si presenta nella stessa forma del
primo. Dicinmo allora che

gl elements della 12,28 pa_ .| verticale del guadro delle diffevenze
di 0% sono wgunli ai corvispondenti elementi del guadro (10), mollipli-
ewlt yispatlivamente par 11, 21, ...p!t...

('} Cir. Mevrr Mok, Dur meiodi geuerali per Le somima deild polenze &imili dei termini d'unn
pralaivoglice progressione witmetica; ® Periodico di Matemaliea ,, Anno XXVI, Novemlre-Dicem-
hre 1910, pag. 156

(*) Casimo, dnafiai algebrica. p. 462,
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Difatti, indicando con ¢, Velemento che nel gquadro delle diffe-
renze di 0" oecupa lo skesso posto che ey Nl quadro (10), ciod po-
nendo ¢’y = AP0", e ricordando che

ﬂ'rnip — (f:lzz—l.p + "-':"Tl-l.ﬂ—-l}

siaved, supposio che la proprieta enunciata si verifichi nella co-
lonnu p* fino all'elemento di posto #:

"'-r":h—l-l' =10 (fﬂ Chy =+ (ﬁ == ])1 En.ll—l) —p! (:.'J.::,,_F. ——Cupi) = p! CrisLyre

Ma quella proprieta & certamente vera per 1 prim elementi deile
varie colonoe, che sono 11, 2! 3!... nel qunadro delle differenze di On,
mentre sono tubki nguali ad 1 nel quadro (10); e pereib la proprieta
stessa, che sl pud esprimere con

_ | AN ==l (12)
sara vers In generale,

Quindi anche: ogni relazione valida fra le differenze di 0 si tra-
duce in una rvelazione mtercedente fra elementi del quadro (10) spsti-
tuendo ple,, o A",

Cosi per esempio, la nota formula

W= —({)o—1r+ () o—ar— .o, 7 )

s1 traduce nella

ﬂ:-.u=;1_;{p“— (P)p—1r+ :‘g)[p—'ﬂ)“__..-i'(pil)} 1)

la quale esprime un elemento qualunque del quadre (10) mdipenden-
temente dagli albri. (Y

5. Per ottenere un'alira relazione alia quale soddisfano le ¢, si
sUpponga sempre ¢ (x)=ux, ed f(x)=2a", cosicchb si avra per la (8):

P'o= ey a0 &" 4 menra o - (1 —1) envaa+ .. 0! ey, g 2

Daltra parte, eseguendo direttamente per n volte su 2" l'opera-
zione di moltiplicare per z e di derivare rispetto ad =z, si ottiene

P" —— (’i + ]]u i
€ quindi ugnagliando i due risultati e dividendo per z% % 0,
(n -+ 1P Cn+11 —f~ HCp g0 -9 {‘“' —1) Curta 1. o0l ey amer. (14)

6. Si supponga ora p(z) = T, [ (x}=¢*; & chiaro che Ia (8) s1 con-
vertira nella seguente nguaghanza:

Pu — I!-‘n;:l.l EE + E:H:-I'-I.E - mﬁl _r_ EII—E—I,E ﬂTEﬂE + R + I:"::—--:I,‘n—l m"EHT

(') Per altre identity avenki relazione con le differenze di 1 e guindi sof nnmevi del (Jrin-
dro (10) veggasl . Cirvnia, Intorne plis aifferenze di 00 = alle {dentiti aritmetiche, * Periodico di
Matematica « luglio-agesto 1904,
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mentre che operando diretbamente su & per u volte la moltiplica-
zione per z e la derivazione rispetto ad z, si avra

To=% (p-1p0 2 - (15)
Se dunque si identificano i due risnltaii, si conclnde che: ()

X (P‘l‘ IFI_’T =g {ﬂ:1+1,1 —!—-rﬂu-f-m‘!‘iﬂﬂﬁn L1,8 = A —[‘-'1-"! fn—l.u+l:}- (15)

p=0

Per z=1 risulta di qui

Cney.1 1 Oy e .+ Crninsg ==

1 oia B 4 (p==1)"
- (1+3 To7 +.. ;:v!

la quale permette di esprimere la somua degli elementi di una linea
qualanque del quadro (10).

7. Dalla formula del binomio si oftiene per derivazione dei due
membri rispeito ad z:

m(l 4 a)r = (T) -+ 2 (g) A SIS (::) ==, (18)

4. ) (17)

e

E interessante cercare che cosa divenga la successione I'p, Iy, T, ..
quando si assuma f{z)=m (1 L z)" e o (%) ==, cioé quali identita

risnltino dalla (18) applicando ripetutamente 1'operazione di molti-

plicare per « e di derivare rispetto ad g
Per la formula (8) si avra:

To= v m (142" 4 copia@ . m (m— 1) (L&)
o T Caprupr @@ o (m—1) ... (m—n) (1 4- 2)=——2

erl invece operando direttamente sul secondo membro dells (18) =1
AVIa:

Pn:(#]?_a)—i— gnf—l (Zl)ﬂ’+ 3n~:—1 (g‘) xﬂ_]_”-_l_ﬂ,in+1 (:::] .'I.'m_l

cosicchd risulfera nguagliando le due espressioni di T, :

(:;l) — Gl (";) i _'_. e (;:) .rm—.l_:{:nﬂ,l m (14 2)=—2 4. ..
co o Cogaaha B (e —1) ... (m—n) (1 -+ g)™= (19)

nella quale si deve osservare che gli ultimi termini del sccondo
membro vengono & mancare gquando sia m < . (%)

Per i primi valori di n, e ciod per n=2 3,4, 5, 51 ottengono dalla
(19), con semplici riduzioni al secondo membro, le seguenti formnle:

('} Cfr. Cesimo, Analisi afgebrica, p. 466,
") £ precisamente, sp n—=m L %, si anmillsranno gli ultimi &+ ! termini.
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m

1
1 ) —}—EE ?;J xr - 3¢ (m) e SO B (m) 25— '
=m {1 + 2)™ linz - 1}.
(T)—f—E’ g’)£+3’ iy m Ry A PP (mJLr“’“‘=
—in(l—l—m)"‘ =% {mx® —{—(Sm—-l)ﬂ:—l—l}.
(1) +2( (5) s+ g E B () g1 — (20)
—m [1+::JT“ “{mPr® - (6ns® —4:::—}—1)1 +(Tm —4)z-11).

(T)—{—ﬂ (E).‘r—[—"ﬁ"( ) o R S ( I) i1

= (1 --z)mb i, B = (10m® — 10m2 ~om—1) a2 -+ ’
+ (25m° — 30m 4~ 11).f"~{—[hm~— 1)z 1)

® queste si possono riguardare come estensiont delia (18).
Mediante ]a (18) stessa, facendo =1, si riesce ad esprimere in

funzione dei coefficienti ¢, a’eJ quadro (10) Jr: sommaee degli element) di

nna linee qualungue del 4y angolo di TarRTAGLIA, moltiplicati yispettipy-

mente per gli elementi della progressione nﬂhﬂenm di ordine n—+1; b i
LR LSS precisamente:

m Ly {1 in
( )—[—2“1‘1( )+ +mu+1( )__zm_”"ﬂnivli‘]‘
H‘

n

=27 (m—1)ey.15-1-:. = ST g, (m—1).,

Cosi in particolare Per =1 dalle (18) e (20) si ottiene, ese-
guendo evidenti semplificazion;:

(’")Jr‘—’ (’") +3 (’;] TR (’”‘)zm -2 l

(m—n)eng o, (21)

—=] &
i f

(J) e -
" [ m . (m N (22)
(1)+2 (2) +3 (3) +-m u)“ ~

= m (" 4 6m® - 3y — 2) gm—+
(1;1) _I_zﬁ :;;) 438 (h;i) I m _
= n* (m + lUm + 15m — 10) gm-»

8. Moltiplicando i due memhn della
& derivando rispetto ad 2 si otfiene:

e - k) % (1 - e g
=R et 1) (1) a5 et () (@)

formula del binomie per ax
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se, analogamenie al caso precedente, s1 assnme

f@=m+Ba+B1+apta o sl@)=x

e si applica al primoe membro della (23) ln formula (8), mentre sul
secondo membro si eseguisce direttamente per n volie 'operazione
di moltiplicare per » e di derivare vispeito ad o, s1 oitiene, inver-
iendo 1 due membri:

i

gt 4 10 () 2 4 (- 2 ( R

) iIfk+m—'I=Cll_|_1.if‘_i_ Llll—l.E-Tf, + = _I_ Lot IJ_nf]nr [E__L}

0

o () (m

la quale per =1 diviene:

i

b= G 1 () 2y () 4 e et ) =
=t [ 4 oo L tusrnsa ™). (25)

La (25) permette di esprimere la somma deqli elemenii di una linea
qualungue ‘del iriangolo di Tawrracria, molliplicati vispettivamente per
gli elemenii della progressione aritmetica di ordine n—+1: k=%, (k—+1)"",
... (k- m)2ti,

Cosi, ad esempio, per n =0, 1,2 si hanno dalla (235) le formule:

in

bt 1 (7) 4 G2 (3) 4 et m () =

H

= [m -+ 2k} 2u—!
B G0 (7 )+ G2 () 4o G () =

m
= \m* - (44 - 1) m ~[_ 4% 9m—2

o 10 () b2 () ok e () =

= {m® - (Bk - 8) m* - (124° - 6k) an + 847} 223

(26)

.

o

| B

St noti che il valore & non & necessariwmente intero, ma pud
essere comunque,

J. Pin in generale, si moltiplichino i due membri dello sviluppo

oo (8] (5o (3]t (o

m

per &, essendo & e ¢ numeri qualungue, e 81 derivino pol 1 due membri
dell’identita ottenuta rispetto ad z: si avra cosi:

(1 4~ )=t g2 (amnz” -+ ca® {— e

M

) b=t L (e -F ma) (

M

Nl

=e(}) =+ eta ]

) et —Al—1

i = i
¥
+ F - . -
Syt SN A 8
T = "uE i -
e 3 "_._ n

i ~ ¥y 5 Lgim L]
e 3 .'.r i
o " CETHE g x -

=T ) o L ]

) L] » 3 1P T s a

p N

-
i
e ey

> 'Er%““l L
e e 3
i A J—"-'..J'—|_J Iﬂ"h""

A R

L) - -.:-._?.'i;t-;;.

P T
"'ﬁ“.'rr“' e

. -'—LE [ ,_j.I%l-:E-:
oot ﬁﬂé‘!f_

-
o’
-

Y

.:l.-r\-
3 A AT
s i H
,‘,._":'. '..-'—":'.—' J

)
Po=treiel
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B chiaro che operando per n volte sul secondo membro di questa
uguaglianza fa moltiplicazione per = e la successiva derivazione, ed
applicando invece al primo membro la formula (8) guando si assuma

= (142" 2= (g -+ o 1 o),

s1 ottersi una uguaglianza dalla quale per =1 verra:

m 1 , (in
e = (e - a)n (1 ) ~ (¢ + 2a)v? (:; ) “+ o (e 4 ma)™ (m] —
=11 [ (1) -+ Cu-2.2 F ).+ Cotansr [ (1), (27)
Dunque: mediante ¢ nuwmers dello specchio (10) 2 possibile deterini-
nare la somma degli elementi di una linea qualungue del triangolo di
TArTAGLIA, Mmoltiplicati rispettivemente per i termini di una progressione

aritinetica di ordine qualungue.
10. Se nella formula (19) si mutasse = in —z si avrebbe

(1;!) . Qn (’;) % _‘_ Jutl (;1) o .. = g (:;) glt—1

=Cugram (1—a)—— el 0 a™m (m—1)...(m—n) (] —z)m—2o—1 (28)

e di qui per r=1:

(?1”) . 211—;—1 (1’) + 311-‘;1 (’él) = .iﬁl“?—] (:::) {__. 1)1::-]—] == G ia M ! [_;39_]

e

formula ben nota (") quando si ricordi ehe A —=ple.,, e di cut il
secondo membro si trova esser zero per i = n--2, poiché allora tutti
1 termini del secondo membro della (28) contengono a fattore il bi-
nomio 1 — z.

. Unultima applicazione che si potrebbe fare della formula (8)
sarebbe quella di determinare la somma delle potenze simili di piin
numeri naturali eonseeutivi; basterebbe a tal fine partire dalla identita

pmepsl .‘171]
x—1

=gl ot - | | geim,

applicare al primo membro Ia formula (8), ed applicare al secondo
membro per n volte 1'operazione di moltiplicare per z e di derivare
rispeifo ad . Passando al limite per =1 ed usando la ragola d;
L Hoprrar, si otterrebbe appunfo la somma cereata.

. > L. GaLvawi

U} Cesiamo, dwalisi algedric, pag. 461,
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SVILUPPO DI UN' PARTICOLARE DETERMINANTE DI HANKEL

Oggetto di guesta nota & lo sviluppo di un particolare determi-
nante del tipo di Hankel, (*) semplice generalizzazione di determinanti
che si possono formare con coefficienti binomiali.

l. Indichiamo al solito con # l'operazione di soskituzione elemen-

tare:

bf(z)=fx+1)
e con A I'operazione di differenza finita:
Af@=f(=-1)—7 (2
cosicche s1 ha simbolicamente, come & noto,
A=0—1. (1}
Il determinante 1n questione &
D=]o¢ by Do ... Fp

bp 0% 69 ... .07

.HI"{P Elr-r].w BI‘:'—]—ETI ‘¥ Hﬂrfp
esgsendo » nn numero intero positivo. Quanto a ¢, esso soddisfi 'equa-
zione ricorrente del primo ordine, omogenea,

bp=—¢.9 (3)
essendo ¢ il rapporio di due binomi di i* grado:

i - b
?= cx+d )

2. Avremo dalla (3), applicando ripelutamente l'operazione b:
Fo=00.0p=0.¢.00,...,0p=2p.9.08... 67"
Piin in generale, essendo § > j:

Bp="0p. Py, 6. . 0.

(') Cir. E. Pasear, I Deterusinanti.. (Manuale Hospll).
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Sestitnendo nella (2):

D=] p . s 8, .. p.0.6L L
Bp Hz.BL g9, 0b.6%. . Bp.BD. 6% 6T

I

O Bp. 0% B pB7L6T ) .. By b prety, g

=3.0¢...0711 ¢ dob ... DBy L6
1 0 L1701 R PO 3 . b

1 HI‘rJ'J Hr,_?ﬂr; 1¢I 5 h!’-}’ B H'!JJ -y Ber._1

b
Ova sottraendo da eiascuna lines la precedente, tutti gli elementi
della prima colonna ad eceezione del primeo diventano zero, quindi

?
D=| A2 A(D.60) ... A(D.BY...0v') 9.6y...4%
A0 QB.6 ... ABY.6% ... )

AO) A OO ... A (B BEr—5)
ed essendo le operazioni § e A commufabilj;

D=%.0p...00q| Ab  A(16Y) ... A (.Y ... 61)
03(H) BACH.B5) ... 0A (4.6 ... 61 "

O 1Ad 6" (6 L. B'A (.80, Bty

B mentre D & di ordine *+ 1, il determinante ora ottenuto & di
ordine r,

3. Poniamo h=az+b k=cv 4 & l—ad-— 3 Dot la (4):

- . 5 Fq o T . b T, T
....5.:____1_‘_‘;: S o P v 1-1-:-4 Ry
o] :

)

Avremo:

h kAR — WAL

WA ="
8 con facile ealeolo:
-

T

Inoltre: \
- {

AP .BN)=00 . A0Y) +0p. Ap=00 ¢, Ok

Ok Ok . 0% ' 6k k. 0k =
[.6h ) - 6P
o iH',:.)H ft.‘-' - [igk g
Ora I: essendo un binomio di primo grado, A% = 0 cjod per la (1):
(5—1)3!':-:[!, Bk — 20k =0, k4 0*=2. bk,
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Segue:
A (3 B0) A/ ;_‘
-89 =55 % +

Cosl s1 stabihsce facilmente in generale:
G-+ h.6Ch...0h

A(.00...069)= k. bk, . H% '
Sostituendo nella (3)
D=¢.6p...0 / 26k . LoOh. . 6
k. BE& fbkb e k. bR, bA
{ 2% r. 1.6, .. b

Ok . b%  OAB*kR&TR T BAOK .. .ETE

! 2l h r. L. 6h
kb 0" kB kg T T BTRGL B

e goindl anche; .
D ?-ﬂ?...ﬁr?g.g-..i',zr 1 E HhBE}I...BT_Ih f

— k(Ok)Y. .. (0R) Pk Fk "' GhPk...HE

) heh . . .6k

: 6k 7 KOk .07%

1 ) 0h 6%, .. 6F %
SR T e SRR -

ed anche ponendo:
I‘.]J H'}l h]
YUTRR T by

dove /iy e k sono binomi di 17 grado:
D ‘-'P.H‘F...f‘JTfF.E.S...?'.Er 1 ¢'1 4’1&4’1 S 4’18'-!"1 _“Hr—ﬂq_,l
T R(BEP.L(TTOE |1 By by ... O0,0°%dy .. BT,

[

‘ 1 6~ 14’1 br_llp[[']rqﬂ'; e Hr_lq"]Brih .o BETY

e gquesto determinante & dello stesso tipo di quello del § 2°, ma di

ordine r.
4. Poniamo allora:
¢ H'hr jiﬂ I Hhi—l hl
H_Hfﬂ'r]-_-kg‘.—. ﬁai_-ﬁﬂfﬂl_l_fﬂ.'-‘
Sara:

Iy =0k = a (z -} ©) + b= az -+ (a5 -+ 8) (6)
i — Hﬂik —C (:]I —I— 23.) =1 d = G¥ T (Eﬂi + in'
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Poniamo ancora:

L=a (2ﬂ£—f——dj—~(ﬂ£+ﬁ}c=ﬂﬂi—]— aid — be
b=Il+%.ac=1_,-} ac
onde 1 nomeri 4 formano una progressione aritmetiea
e primo termine /.
Allora di passo in passo si pno avere per D lo sviluppo:
D=

di ragicne ae

009 0% U L (e 1 2
[k[ﬁk}“...{ﬁr_lﬂ:ﬁﬂrﬂ'] [As(6F ). ) 6" 'ﬂ',]”ﬂf—‘};ﬂ___[,!;r_z_(ﬁjfr__g i he—21[k,—10 Try]

ed anche, sostituendo a L. Ly,

- le loro espressioni in 7 date dalle (6):

- _ ?.Bﬁc...H“F.Fe.’f"...Zr_lj‘_ZE...Jf _
- I (E-'J{']ﬂ (HEA')E o [HT_IJ?\'JT [BrkJr (Br+lkJ:—1 E— [Hﬂra—ﬂkjﬂ [Hﬂr—lATj (f}
5. Per semplicita il determinante considerato si rappresentera

con D(¥). Se poniamo in primo luogo ?P=|z onde $ =z} 1 si ha
facilmente dalla (7) essendo i h=...=1e k=1:

Dim)=lr'r+1...lz4r.12.13.

| K

£ = EE

St trae facilmente:-

1 (1) ) @42) L ) ) =2
1 (a2) (z+1) (z4+3) ... (r=-2)... (x4r41)
L @) (@r1) (r422). . (brd 1) (o2 |

¢ cambiando x in z—1: ()
)T e
() )

]

ReyNaras W

}

In secondo luogo poniamo ¢=T::-. | DR = —il— I =h=.,,=—]1:
k=r-1-1. Onde: » N
1 1 1 1)
D(i)_ el et 2B
s L3

h{:r:-k]} [£+2) . () (z—-r—-1) @ 2r — 1P (4 2p)

" Confr, 7 Determinaunti, eilatl, pag, 170
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e con facile caleolo:

Se 8l pone 9 = (T) &
1H

x—+ 1

'"p:.r—i‘l_l—m): =0, h=1l—m, L=2—m,..;
k=g —m-+1:

ra

onde:

p((2) =

( T-I—l D)
n )(—:U ot (m—1) " (m—r+1) 2 3, ol

n
(:tr—?it+lJ(3:~?il+} . .I‘i—i —m) (@+r—m+1)..(x+2r—m—1 ¥z +2r—m)

_I]Dnﬂlldﬂ gL == I —]‘ ‘”' == 5.-,] I']EHTH: s,

(")) =

-
—

A el

-\ (ii-n-+1\  a-L-2m nlm¥;
(", )( = ]( ot ){——]) 2 omm(m—-1y. {m—r-4-1) 2 2 3. |m i
(n4-1) (n4-2)°. . (nf-m) (-tm-1)m . L (0-F2m—1)F (n=-2m) ﬁg
e con facile ealeolo: :fi“&
2
o

D ((¢)) s )

Ne sl pong @ = (HJJ &
T

.|" b i .-
:_ - .'"l-'-'"q &
L] s kL
T L Ry W

T
"‘.‘"l_;_:,_ali_bl'l

il 2
i
_',;F"""'

WL '-I i
o e
B

.?_:'U
o
T

" — &~ i
= zF71 b= —{m 1),

—
I
i
=
+
I
=
|
53
+
—

%
=3

ot s

onde :
p{(7)) =
T i
(-ﬁi) ( o ) (;r—}—,.) (—1) &« (?11-1'—1}?_,_r,,;+2)r—1___(?}?+?.3',g

11 a |i'

(@+1} (e 20, (o) (@Lr 1) (a2 —1)% (24 20)

('} Comir, I Lieterminanti, eituli pag, 173,

T, RigrTI.
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PERIODICDO DI MATEMATICA.

11; CALCOLO DEI MOMENTI

in relazione alje Operazioni formali dellanalisi vettoriale

La teoria astratty dei vettori, ossin I"esposizione degli algoritmi
vettoriali che medjante simboli e convenzion; Opportune acquistano
fa forma stessa de]le Operazioni sealari di algebra e di caleolo dif.
ferenziale e integrale, quando non & presentata come sistema indi-
I'endente dj caleolo, (") si fa generalmente precedere allq trattazione
dei fenomeni elettrostatic, magnatostatici ed elettromagnetici: tal;
esposizioni introdutijve dei campi vettorial; s1 trovano, oltre che
nei pi estesi tratiat; generali e teenici, nelle classiche opere dj
Galileo Feryaris. (*) Sulle orme dj egse 1l prof. Roiti (%) La felicemente
volgarizzato i) metodo e, abbassandone convenientemente il livello
della esposizione, |'ha Imtrodotto nelle postre scuole.

Opino ehe una simile iutroduzione elementare g, dirn cosl, auto-
noma dej veilori, condoita eni metodi formali accennaty, savebbe non
meno utite ed opportuna se faita precedere ally studio degli elementi
dr Meecaniea teorica. I 'uso di up metodo veitoriale intruﬂuttivn, nor
essendo per tal puiga ristretio ulla sola parte elettrica, i verrebhbe
 rageiungere una maggiore uniformita dij metodo nella esposizione
degh elementi di Fisica: essa costibuirebbe inoltre yuna preparazione
meno brusca all'ulteriore etudio dei cnmpi vetioriali, e dj queslo pin
facile perche non complicata dall'impiego dej concetli di massa e da
quella inevitabile d; quantita variabili e gi tunzioni. Cip, per vero,
e stato fatto in trattati di istrnzione Superiore (‘) ma con intendi
nment) e metodi al tntto diversi dg quells cui ho aceennato.

In una tale introduzione entrerebbe intanto necessariamente o
svolgimento dei eoncetti fondamentali e npq esposizione pii larga,
della: somma de; vetlori e dei prodott; interno (scalare) vot-
toriale.

Si passerebbe da qul naturalmente glla esposizione delle feorie
dei momenti, delje coppie, dei vettori paralleli e dei sistemni, entrando

2

-_—_\—____

("' € Besarr-Fogpm e R, Marconoxno, Elemont; @i Calvole vettoriale, Hologna, 1600, Gino-
grafie pattorinli. Torino, 1004,

Lezioni i Eiettrotacnicg detinte mel 1. Musac ind, dj Teorine, a ecira ielln Inmiglia e dell’ a, k. 1,
Val, f: Fondopieippi scientifici AetrBlettrateen e, Torine, 180,

() KI. 2 Figica, 4% o4, volo I1, 1005

() IPare ATPELL, Trallé ide Mecanigue ralionelle de I Ecole rolpler. Poris, 1002 Ukay. 1: Theore
(=g Frelewrs, |, 1.
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-

in fine nel eampo vero e proprio della Meccanica con I'applicare le
cose esposte allo studio delle forze, dei movimenti, delle rotaziom ecc.

Ma & nmecessario a tale passaggio un legame metodico atio a
concatenare le teorie ultimamente accennate a quelle formali sulle
operazioni dei vettori, prima esposte. Il legame s1 presenia spon-
taneo riflettendo che @ facile esporre al completo le coppie, 1 vet-
fori pavalleli e la composizione dei sisiemi usando soltanio della
nozione di momento: ed & subito realizzato se tale nozione si ricon-
pette in un modo qualungue a qualcuna delle sopradette operazionl
formali.

Tale fine ho creduto raggiungere in questa breve nofa, defi-
nendo il momenfo rispetio a un punlo ceme un vettore-prodotio,
mediante I introduzione di un veitore ausiliario che, nella teorin
formale, presenta la fisonomia di nna distanza. A prescindere dai
concetti su esposti, la presente nota, in ultima analisi, mette 1 re-
lnzione il caleolo formale dei vettori con la teoria dei momenti che
ha applicazioni continue in Meceanica e mediante cul tuite la Sta-
tica pud essere svolta. Le notazioni e i simboli nsali in essa sono
quelli adoperati nelle citate opere dei ch.™ proff. Burali-Fort1 e
Marcolongo.

. Dati nello spazio un vebtore

a—A—0

vappresentato dal segmento OA in grandezza, direzione e senso
(ig. 1) e un punto qualungque P, purchs non giacente sulla retia in-

0 —>; P

A

Fig, 1.

definita OA, divd distanze vettoriale del vettore dato a dal punto
dato P, o pii semplicemente vetior-distanza di a da P, 1l vetbore

defintto dalla relazione:
d=P—0. (1)

e
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Un tal vettore & quindi rappresentato in tutti i suei elementi dal
segmento OP, distanza fra il punto di applicazione del vettore dato
8 1l punto dato: ed avra il punto (i applicazions in 0, il modulo ()
uguale alla lunghezza OP, 1a direzione della retta OP o il verso da O
a P. Porrdo sempre, ad esempio,

modd =«

ossia Indicherd i vettori a carattere grasselto e 1 moduli di essi eon
le medesime lettere in caratteri ordinari. {*)

2. Cid posto, dati nello spazio a e P, e condolto il vettore d. ¢hia-
merd uomento del veitore a rispetio al punto P, il vettore m defi-
mto dalla relazione:

m == a\d (2)
e dird che il momento di un vettore rispetfo ad wn punto & il prodoito vet-
torwale (%) del vettore dato per la distwiza vettoriale i 330 dal punto dato.

Un tal vettore resta quindi determinato in ogui suo elemento
mediante la definizione (2) di vettor-prodotio:

17 il suo modulo riman definito dalla reluzione

mod m=mod &. modd .sen (a,d)
0 pila semplicemente, ponendo

ang (n,d)=10
essp sara dalo da:
m=qd sen f) (3)

2" 1l suo punto di applicazione pud essers arbitrario: generalmente
si prende lo stessv punto P;

3 la direzione & quelln perpendicolare al plano dei due vet-
tori @, d;

4% 1] senso sara quello che prende il pollice della mane sinistra
quando si dispone I'indice nel senso del primo fatkore a e il medio
nel senso del secondo fattore d.

Per quel che avremo dn dire, risulta piit conveniente osservare
che il senso su detko & quello che va daj piedi alli testa di un os-
servatore che sta diritto sul piano di aed, ed & disposto su quella
pagina del piano guavdando sulln quale, vede [a rotazione che con-
duce il primo fattore a n coincidere col secondo fattore d per [a via
dell'ang {(a, d), compiersi nel seuso dells lancette dell’'orologio ossia

dalla sua sinistra alla sun destra. Nel enso per esempio dellu figura 1,
>

() Comunementa : inkensits, grandezzn, Inoghezza, o altrimenti detio tensore (Hamilion, ¥er-
raris, ape.).

() £ conveniente non eom plicarsa inutilments Jo relazioni scalari con In nolpzions * mod e 20
intuifive adoperaye il metedo adottsto che si trova nella cit. op. del Ferraris, Hamiiton nella
teorin dei guaternioni nota col simbolo funzionnle Td (tonsore di i),

(" O prodotto esterno (Bumant-Four) e MancovonGo, Blsm, cit., pag. 28) ailriment] detto vei-
borpradotio (Ferraris) o varinmeonle indicate dni diversi antori: |(ml) in Grassmann, Peano eee, ;
Vad in Hamiltan, Ferraris, Heaviside eec.; [nd] del Lorentz; uxd 41 J. W. Gibbs (prodatto Eobbo
OE8Ia akeee produet),
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il vetiore m sara diretio dal lettore verso il foglio (Y) come risulta
evidente (fig. 2).

Dal punto P abbasso la perpendicolare PQ =5 sul segmento OA,
ossia conduco il draceio del vettore & rispetto al punte P. Dal trian-
golo rettangolo OPQ s1 ha:

5=d senf (4)
e sostituendo nella (3) si otiiene:
m= qai. (5)

Osservando poi che la rotazione che il vettore & fende a produrre
con hraceio 3 intorno al punto P & concordante con quelia ehe con-

0 - P

e . — RS e S

m

Y
Fig. 2.
duee n a coincidere con d per la via dell’angolo 6, posso definive 1l
momento di & rispetto a P come nn vettore m avente: il punto d'ap-
plicazione nel dato punto P, il modulo nguale al prodotte dell inten-
sita del vettore dato per il sno braceio, lu direzione perpendicolare
al piano delerminate dal punio dato e dal veltore dato, € per senso

Iy Gonformi a questa sone 13 convenzion! adoperate da Hamillon, Tait, ece. Questo sistems,
come osservane anche Breari-Fosrmr e Marcouowso, Elsm. cit, nota 8 pag. 16+, ¢ contrario a
guello detto dells * vite destrorsn, adoperato dal MaxweLL, Treative of Elecfricity one Hagnediam.
e secuito dal Gaiszss, Elemients of sector Anaipsis. da 0. Heavisipg. dal Firrs, dal FERRARIS, O]
cit. ece, In esso, il senso del veliorprodotio cuincide ¢ol senso d'avarzamenio di unm vite de-
strorss ortdinaria, 1l senso di m sarebbe quello nel quale bispgna gnapdare (intendendo il senso
vivolto dagli oochi lel'osservatore al davantl di esso) percheé Ja terna di veltori m, a o risuli
destrorsa in guest’erdine @i serithma {o negll ordini di serittura che si ottengono da quesio con
permutnzioni cicliche) ; ossin il senss nel pnale bispgna gunrdare perche In rotazione che condoee
i] prime fattore n 8 eoingiders col seconde fattore d per Ia via dell’avgolo #, apparisea destrorsa
vssia nel senso delle lancells dell'oralogio. Cos), nal caso della figumre 1 11 sengo 4l m risolia in-
vertito & sarebbe rivolto dal foglio verso il lettore, in alto. Risultr avidente chie nelle due opposte
<onvenzjoni resterebbero pure invertiti: la disposiziono di une terna destrorsa, il senso del vel-
tore rappresentative di vna retazione meceanien, 3] senso dell’asse momento @i una coppla, il senso
di won rot (eur) o giro) in rapporte » gquelle della cicenitazione intorno a un elemento superd-
eiale, ecc. Ln seslia di una convenzione pinttosio che un'altra non altern in generalita det misol-
tatl; taleh® per esempio dne vellor riswiternnno sempre ngonli ed opposli nefle die convenzioni,
se¢ la pntora delia quistions ¢ lele da generare gunesto risnitato.

Ak

e

I __
)
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quello che va dai piedi alla testa di un osservatore diribio sn esso
piano e disposto su quella pagina di esso guardando alla guale vede
la rotazione che il vetiore duto tende g produrre col suo braceio
inforno al punto dato, compiersi nel senso delle lancette dell’oro-
logio. Tale & T'ordinuria definizione di momento. (*)

La formola vettoriale (2) e la scalare (3) presentano stretta ans-
logia formale: la prima da il vetiors m mediante il prodotlo (vet-
toriale) del vettore dato per la distanza (vettoriale) relativamente
al punto P; la seconda da pure il suo modulo mediante il prodotio
del modulo del vettore dato per Ia distanza (%) di questo dal punto P.
Tale analogia suggerisce spontanea la denomiuazione proposta per
1l vettore . |

Viceversa dalla definizione () st pud passare alla (2), ottenendo
dalla (4) 1o (3), e da quesia passando alla {2) eol notare al salito la
concordanza di senso delle due rotazioni. Risulla pol evidente che &:

0= 2a, = g

essendo a, I'aven del triangolo OAP ed ae quelia del parallelogrammo
costrutio sui doe vetlori a e d presi come lati.

3. Della (5) si pud dare una semplice dimostrazione analitiea,
partendo al solito dalla (2). Dato un sistema cartesiano ortogonale
mdichiamo con x, YoZy ovvero con 1, ), K (fig. 3) i vettori fondamen-
tali di esso (versori degli nssi), con xyz le coordinate di O, con XYZ
 moduli delle componenti XYZ di a, con X'Y'Z' i moduli delle com-
ponenli di d, e con z'y'z" le cordinate del punto P. Siano poi U, ¥V, W
Ie ecomponenti di m sugh assi ed U, V, W i loro moduli.

Avremo allora eome si sa: (*)

X Yo %y
ald=|X Y Z|=
X XY %
YZ'— ZY') x, -+ (ZXN — XZ) yo+ (XY — YX') gy =

|l

formola clie, come si sa, sl traduce in notazioni scalari nella se-

guente :
m* =T Vo4 W=
=X (Y24 2% 4 Y*(Z° - X 29 (X2 + ¥ —
=2 (XYX'Y' + YZY'Z } ZXZ'X') =
— \'¢ {YE + Z.!J _|_ Yy'® {zs i ‘-E:El'} + VAL [XE _‘_ YE] —
—2(X'YXY + YZYZ 4 ZX'ZX).

e

i) Tssa esineids perfeitrmente, anelic nel senso, son quella data dail'Appel:, ie eni ennven-
2toni (op, eit., 3 2: senx poxilif des votutions atitour @i are. BONO pure gonirarie a quelle della
Vite restroysn.

(%) Kel sense ordinario di perpendicolare condolia da nn panio ad una reita.

) Femrams, pp. cit.; Burari-Forn ¢ MarcoronGo, Elem. rit., pag. 42.

/|

UXo-+Vyo+- Wz, =U V- W (6)
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Abbiamo intanto per le componenti di d:

X=g'—ur '
Y =4—y F
5l =z —z

| Prendiamo ora (fig. 3) il punto dato P come origine del nostro
sistema cartesiano, Allora:

TR o .I

|
i
|
|
|
|
|
|
:

e 8

. - .
Y \\ "5

Fig. 3.
onde:
N=—g, Y=—y, ZL——2

e sostituendo nella (6) si ha:

aM = (Zy — Y2) Xo + (X — Z2) yo -+ (Yo — X¥) 20 (7)

L’L_quable dimostra la (5) poiché effettivamente (Apper, op. eit.) 1 coef-
ficient: dei vettori fondamentali,

y oz

Y Z

2 b Z 1

Z X X Y

somo i moduli delle componenti del momento di a, rispetto all’ori-
gine P degli assi, ossia rispettivamente i momenti del vettore a rispetto
wgli ussi X, y, z: e si avra analogamente per essi:

m—1L-}MIEN
m'— L*-- M®* - N*%,

L— . M= . N=
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Viceversa dalla (7) si passa alla (6) osservando che &, Y, Z sono
le ecomponenti col segno cambiato del vettore d sui tre gss| earte-

siIani,
4. Daii reciprocamente ; due vettori concorrenti (fig. 4)
A=A -0
b=R8B—0

e un'espressione della forma-
p=aAb

possiamo dire che prodotio rvettoriale di due vettori gualungue si pud

considerare come i momento del pramo fattore rispetto ol punto secondo
estremo del secondo fatiore,

/3

Fig, 4.

Uost p sard il momento dj a rispetto al punto B, mentre
P =Dhia

sara 1l momento del vettore b rispetto al punto A,
B si avrd intanto, come facilmente si vede:

_ mod p= mod p’ (8)
08814 ;
P=p.

» -
Ma poiche a intorno a B tende a predurre una rotazione con-

traria a quella che b tende a produrre intorno ad A, i due vettori P

6 P in base alla definizione (5) risultano di sensi oppostl, onde da
€id e dalla (8) si deduce

P+ p=0.
aAb--bAa=0, aAb = — bhAn.

08S1 :
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Si tr 5 PP .
tatjvﬂt:]DTﬂ cosl la. caratteristica inversione della proprieta comnii-
il el prodotto ?ettnrmla, () parlendo viceversa dalla quale &
f«:n'mﬂ.nfﬁmmﬂrE ﬂh? ].duﬁ_m”m'&"“ P e P hanno risultanie nulla e
. und coppia il cui braccio & precisamente Ia distanza AR

5[:13';_1313110 @ perpendicolare 2l piano OAB,

o v;‘;‘]lT}ERtE; fftc:emi_u uso della proprieta distributiva del nro-
Varien | D]lllﬂlﬁ (*) & facile dimostrare un'estensione de] teorema di

1Enon che comunemente si di 1COrEr .
tiche mostra ricorrendo a formole anali-

I teor i 3 :

ovema di Varignun esprime che se » vettor: a; escono da un

punto ) e gifeciono | A0 I 0 -
n an pi '
to (%) p m, Il momento m, delia loro 1isul

r=>3, a,
i, 4 (9)
2__ % ; -
r=mn*+aq, "l;...—!—Enj—l—'gﬂlﬂgﬂﬂﬂfﬂ.:,ﬂz]*;—
~+ 2005 cos (i, a,) + ...+ 2a, 4 a, cos (o1, 8,) (9)

rispefto a un > i 7T, ¢
punto I qualunque dj 7, & In somma algebrica dei mo-

) Vel Il com !JDHE : : F’
o |

[l]_:-_w':II . —'—T"‘
=iy M, m=3; m. (10}

1

nel S:ﬁ?i{:ﬁ::n sorece cue i vettori uscenti da O non gincoiano tutti
ma (9) e (9) ﬂﬁ_]_& + 8l angoli (a,, a.) saranno in plani distintj,
spazio diciam nfm sempre. ]E_’resu un punbo qualungue P dello

O ancora m ed m; i momenti dj r ed a, rispetto g P.

Tutti i vettori de] sj
el sistema :
vettor-distanza svranto evidentemente da P In medesima

d=P__0Q,

menire oo ; :
5 Al ?E?:EE;?{;U(:-E-I' momenli sary normale al piano individuato da P
o Sk & vml{fﬁundenteh e quindi futti i momenti formeranno.
M0 Piare, & b ol uscenti da P, e non giacenli tutti nel mede
- 91 Ba mtanto per la definizione data di momento:
m—=rAd )
m=aAd (i=1,2,.. .0 (11}

Ma per Ia proprieta distributiva del vettore-prodotto:

PAd=(m +a;, .., a,) Ad =aAdJ-a,Ad .., a.Ad

0ssia per Je (11):
- m=m, - mg}, 4+ m, (12)

{]3 F‘HRRA.IIIH o cil
. A1 =  BiL.: B - i
¢it., § 5, form. [;_] P i DUBALI-I'oRT1 8 MarconoNso, Elem. eik, pag. 29, form. (4}: Borm op

(%) FERRARIS. 0p. o '
» 0D eit.; Bunat-Forir & &
(%} S7n . 2 & MarcoLoxgo, Elem. cit., pag. @
TRy Cm, Corse 4 Meccanica, trad. Vite Eugenio, Nnpoli, P;;%-I-f:i'ﬂlfla}} :E;Igﬂllgpl ik 85
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PERIODICO Dj MATEMATION, Py
la quale & analoga allg pyj

visto dj vettori che on ngiscono lingo la stessa relta,
56 I'altra:

" = my® + Wig® —i— ‘e #I,,E-—f— 2iing ¢os (m, y ) -
=+ 2myng cos ( n, m,) 4., 2m,_,

a loro

utti i piani individuali daj
plano =, quindi fntti j mo-

T, agirAIG ciod lungo la
ta a = da P, o quindi |g (12 si vidurra alla

velfori a, ¢ da i coineidong nell'unico

mentl avranno direzione Perpendicolare
Pérpendicolare congpy

seconda delle (] 0).

SALYATORE Aveusro Toscano.

-

L2-LIRD D1 * DURRiN o NELLO SPAZID LiNgsR

con n — 1 dimensionij

l. Dato un tetraedro AJAA

¢ Sufficiente perohp esista una sferq tangente
i sei spigoli & ol St @bbie ;

A,'[An + Aa:’:\; — AgAa + AIA.J, —_ A.IA
O, 1 alkp Lerninj -
Condizione necessarin
et spigoli di un telraedr
& due tangent;,

Ogni tetraed,
4 Durran de,

Nel presente arkicolo ei
cedents all'n-edro dello 8P

Prendendo le mosse dy)
3ussigte f] seguente

Teorpma, La ¢

H+ Aﬂﬂir {1)

¢ sufficiente peyohs ésista

una sfera che tocehi i
0 & che i cerehi WNSerités

elle facce signg due
o di qaeste specie lo diremo brevemente telraedyo

Propomamo dj estendere ]
azio ueare S,

Pentaedro dell’S, noj

teorema pre-

faremo vedere cle

' vertici quathro g
quatiro sia Un tetraedro d; Duwrrande.
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La condizione & necessaria. Sia A,AzA:AA; il pentaedro in di-
scorso e supponiamo che esista un’ipersfera I tangente ai 10 spigoli.
31 prenda a considerave nno qualungne degli spigoli, per es. A;A.,
e sl conducano gli S determinati dalle terne A AgA,, A, A A, essi
segheranno I'ipersfera ¥ secondo due eirconferenze Cyes, Cias inseritie
rispettivamente uai triangoli A, A A;, A ALA,. Queste due cireonfe-
renze debbono toeceare lo spigolo A;Aq nel medesimo punto, gincche
se 1 punti di contatto fossero distinti, la retta A,A. avrebbe due
punii — almeno — in comune con I'ipersfern I e guindi non sa-
rebhe ad essa tangente secondo il supposto.

Segue da questo che se prendiamo & considerare uno qualungue
del cingue tetraedri di cui nell'enunciato, poiché i cerchi inseritti
" nelle sue facee due a due si toccano, esso ammettera una sfera tan-
gente & suol spigoli e quindi sard un tefraedro di Duorvande.

USSERVAZIONE. — SI poteva raggiungere ngnalmente lo Scopo 1n
modo piit breve, cosi:

Diciamo in generale Py il punto di contatto dell’ipersfera collo
spigolo A;Ax: dalle nguaglinnze:

Ale === A:P_w — J‘LPH
A:ng — AiPm — AHP 81
AaPm= ﬂsp:s::AaPm
AJPH — ﬁd.Pg! == Ad.Pm
AﬁPﬁ S AEPE::I — AEPEB

segue manifestamenie, pel tetraedro A AA-AL,

A].Pl." + PJHAE ‘i“ AaPm —i-' Pa;ﬂ.; = AP + PIB-AI —]— J‘:"LEPM _f" Pﬂﬁ;
= AIPEB —]‘ PsaAa + ﬁlPld ‘|“ Puﬂ;
ossia Ia (1).

La condizione & sufficiente. Supponiamo che ciascuno dei cinque
tetraedri suddefti sia di Durrande e chinmiamo ¥, la sfera che tocea
gl spigoli A;A,, A A3, AjA;, AgA;, A AL, AZA,, e I, quella che tocea
gl spigoli AjA., AjAq, AA,, AsAg, AsAL, AGA,. La prima sfera con-
tiene le eirconferenze Cyg, Ciu, Ciss, Cuss @ la seconda contiene le eir-
conferenze Cies, Ciss, Cosm, Cise. Le due sfere hanno dungue a comune
la circonferenza Cus e tanto basta perchd esse appartengano ad una
varieta sferica a 3 dimensioni di S,: indicheremo questn varietd
con Js. Faremo vedere che X, & precisamente I ipersfera che tocea
tutil 1 diect spigoli. Intanto osserviamo che di essa fanno parte le

circonferenze :
Clﬂﬂ Giﬂ:} Glﬂ.ﬁ GE:{E- U]Biln UH‘-& Glﬂir
"t‘l

Prendiamo ora a considerare la sfera s due dimensioni N che
tocea gh spigoli del tetraedro A;AsALAs, sfera chie contiene le eircon-

ferenze _
011“4 G]Eﬁ Cllﬁ L*E-i-_.l'l
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& chiamiamo T la varied sferica g 3 dimensioni che contiene X,
e 2, (ehe hauno mantfestamente ip comune la Ch:). Questn Zae COD-
tiene le n::irem:ferenze:

C]iﬂ CIE. CIIE UE:E Cﬂu CHE U.HE-

Confrontando e Ty e X, iconosciamo subifo che esse hanno iy
¢omune le circonferenye -

Clﬂi] Glﬁ CL':EI ?EEE Glﬂl

0ssla Ia B, (cid che opn Prevedibile) e Jg circonferenzy Cros. B sie-
Come quest'ultima & individuata daj tre punti P.P.,P,, i primo dej
Guali fa gia parte d; Ziy potremo anche dire che 3, ¢ 2 hanno ip
comune, oltre a X, j ranti Py e Py, tuori di essa, ¢iod in tutto 6 punti,
Mo piit del necessario ber colncidere, La s coincide dunque eon
Ia 3. _

Se ora consideriamo Je varietk sferiche g 3 dimension; -

coineidono Zuite i ununica variety slerica a 3 dimensigp; 3 1a qnale
tocea tutti e 10 gh spigoli. 1) teorema & cos) dimostrato.

Rimane anche dimostrato che:

Se in 8§, si prendong 5 ipersfere che due o due gi toceano, i lprg
punte di contatto “ppartengono « una medesimg persfera.

Dermvizions, — Chiameremo “ pentaedyrog o3 Durrande » 09N1 pen-
taedro di S, lo pui facee siano tetraedr: di Durrande.

2. Andiamo org ad estendere i teorema precedento allo spazio
Su—1. Faremo uso del metodo dj induzione dimostrando che esso vaje
per I'm-edro dj Si—1 quando si ammetta ¢che valga per I'(s — 1)-edro
di S ;. Dimostreremo che:

La condizione necessaria e sufficients perche un n-edrp d; Bh_q ane-

_ regps Lol —=1) . . :
era un’ipersterq langente o suo; ( 5 Spgoli é che ciaseuno degls

.0 —1).(n —9) — 3] ; : . .
D.{n - Ii g‘ 3 _1) (n ! tetraedri che s otiengono combinand, gli n

verticl a quattro quativo sia di Duyyrands.

Ammesso dunque che un (7 — 1)-edro di Si_s sia di Durrande
— che esista cips un’ipersfora ngente a’ syoi spigoli — guando e
solamente quando ognune dei tetraedri ehe hanno per vertic; quatiro
vertiei di esso sja d; Durrande, prendiamo g considerare un n-edro
di 8, . e andiamo a dimostyrgpe il teorems enunciato sopra,

La condizione € nécessaria. Infatti, dato che gli spigoli di' tale
l-edro siane tangenti a ung Ipersfera, consideripmo #—1 dei ver-
tici & I'S, . da essl determinato. Quesio seghers Fipersfera secondo
Un'ipersfera di S, ; alla quale dovranno €8sere tangenti gl spigoli
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dell’(n—1)-edro che ha per vertici i1 punti considerati, Tale (n—1)-edro
sara dungue di Durrande e quindi anche i tetraedri che fanno purte
di esso saranno di Durrande.

Segue da questo che tudii | tetraedrl chie hanno per vertici quatiroe
vertici dell’n-edro sono di Durrande e questo prova la prima parte.

La condizione & sufficiente. Infatli, detby A;A; — A, 1 veriia del-
I'n-edro in discorso, se supponiamo che tutht 1 tetraedri facenti parte
di esso sinno di Durrande, tali saranno anche gh (u— 1)-cdr che
hanno per vertici n— 1 vertici dell'w-edro. Esisteranno in partico-
lare le sfere a #—3 dimensioni tangent) agli spigoli degli (n—1)-edri:.

A—.‘I.AS .y An-—-!-&u—ﬂﬂ-nl = AIAE . % Au—:EAu

che diremo rispettivamente X, e Z. 4. E subifo visto che gueste due
variela sferiche hanno 1n comune la varieta sfeviea ad n—4 dimen-
sioni Cia...( —2) determinata dai punti di contatto degli spigoli
dell’ (i — 2)-edro AyAq... Ay e questo c1 basta per dire che esse
apparterranno ad una ipersfera Z..,.1 di Sy,

Analogamente, presa a considerare uv'alira sfera ad » —3 di- )
mensionl X, s1 dimosbrerebhbe che essa e la X, , appartengono a b
una ipersfera B, s d1S, ;. Queste due ipersfere, la 2. s ela I, 1.2
debbono colncidere giacehd, olitre la 5, hanno in comune la va-
rieta sferica a n —4 dimensionl Ci.p...io2m-n € guindi un punfo
almeno in comune fuori di ;.

Mostrato cosi che due varieti ipersferiche Iy, Xy aventi un in-
dice comune coincidono, & facile far vedere cle esiste un'ipersfera €

tangente agl L (“‘}_ 1) spigoli.
e g sy e oy Mn—1) & . : ,
Distribuiamo percio le 5 —nk e —1 gruppl GiG. — Gua

conformne al guadro seguenfe:

GI‘HPPD G [Bs5 2ne o @ = o o e 3111]
- GE [EEE Eﬂ- " - - - - EH‘“]
] G]I E'|Il |_|--+! ETI-]'&-—E - E]n [[.I
v G'ﬂ—] [EIL—I-H]-

S1 riconosce subito:

1° che due I del medesimu gruppo (eceetio 1'ultime) hanno un
indice in comune;

2" eche Ia prima X di un gruppe ha un 1ndice comune colla prima X
del gruppo suceessivo (eccetio 1'aliimo),

Basta questo per concludere, in base ull'osservazione precedente,
w{in—1)

P

-

gli spiguvll. Il feorema & cosi dimusirale,

= LR

Tt St

che tubie le Sk coincidono in nn'unien I tangente a tuldl

#
ol
e e B

-
ey
-
=

=
vyl g

= IJI;'E:_'::‘.:.:-'-_"!F:' =g
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L

Possitamo dangue dure la -

Derixizioxe. — Un N-edro di S, ¢ di Durrande s tutti | tefraedri
ehe fuuno parte di esso sono i Durrancde.

O anche:

Un n-edro di 8., 2 di Durrande ge puti gl (n— 1)-edvi ehe fanno
parte oi esso sono di Durrande,

Risaltuno unche dimostrali i dne tepremi seguent

Se in Sy si prendono ipevsfere tangenti due q e, ¢ loro punti
(e eontutto appariengono a un'ipersferq.

Condizione necessarin sufficiente perehé le verpendivolari alle fueee
di un n-edro of; Su_i nei punti di contaito dell’ipersfera inseritte pres=-
SENO peit un punto ¢ che I’ n-edre sia (i Duwrrande.

Ii. PiceloLr

il —n

SULLA DEFINIZIONE D] POLIEDRO REGOLARE

I. L'acgomento che mi propongo di trattare fi aneora oggetto di
stidio (UranBERLINI, Bollettine di Matematica, anno VIII, pag. 243);
hon credo tuttavia inutile ritornare silla complessa ed interessante
questicne.

A tale scopo osservo anzituilo che una definizione, avendo I'nf-
ficio Togico assegnare il nome od un predicato ad un ente che
gode determinate proprieta, non & mai per se stessa insnfficiente,
ma pud esserlo rispetto ad un ente gia noto.

Una definizione Puo essere esnberante. ma c10, menire renderebbe
imperfetto lenunciato di beorema e pitt camplicata la sua dimo-
strazione, non nnoece uffy Lo all'esattezzy di una definizione, che, es-
sendo aprioritica, Puo per questo non andare mmune da tale difetto.
Potrd quindi avvenire che teoremi successivi ne mettano 1n chiara
luce eventuali esuberanze.

Cid ehe solo deve evitarsi i Finclusione di condizioni fra Toro in
apposizione; ed a prevenire fale.inconveniente i opportano premet-
tere alla definizione 'acecertamento dell’esistenza dell’ente definito,

2. 1l enbo ha gl angoloidi regolari ed nguali. B quindi ovvio
porre Ia &

Derimvizione. — Si dice regolare un poliedro arente 1 facee regolar
et wuguali, v gl angoloids regolari ed ugnali (LAZZeR] o Bassaxi, Ri-
BONI),

Volendo. poj indagare se in essa esistann condizioni esnberanti,
s1 pobri fure eapo sl noto criterio i nguaglianza dei poliedyi:

Liue poliedii dello stesso oriine, se hawio le fueee rispeitivamente
ngunli e disposte allo stesso maodo, sono nguali,

s
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Da questo intanto deriva che se un poliedro ha le facce nguali
alle facce di un esistente poliedro regolare del medesimo erdine, e
pur esso regolare, B siccome poi in qualungque poliedre si pud sempre
fave asirazione da upa, almeno, delle sue facce, rimanendo con ¢io
invariaio 11 numero e la posizione dei vertiel, si ha il

Teorema. — Se put esistere un poliedro vegolare di emmesimo or-
dine « facce di n laii, allora wn qualungue poliedro di emnesino ordine
avente m — 1 facce di n lati regolori ed uguali & regolare.

3. 1| teorema che precede appalesa a priori I'insufficienza, rispelto
ai poliedrt di Pratuxe, delin defimzione seguente:

U'n poliedro avente le fuece vegolari ed uguali & regolare (BorToLoTTy,
Grupice)
la quale, del resto, & notoritamente dimostrata msuffieenle a poste-
riori dell’esistenza delle due doppie piramidl triangolar e pentago-
nali aventl per facce dei triangoli equilaierr ugnali

Né vale a sostegno dellu tesi contravia la segmente proposizione
di Caceny:

Dans un polyédre convexre, dont toules les fuces sont invariables, les
comns compris entre les faces, on, ce qut revient au wmiéme, les melinaigons
sur les differentes urétes somt aussi invariables: en sorte qu'avec les
mémes faces, on ne peut construire qu'un second polyédre convexe symé-
trigue du premier
la quale manifestamente si riferisce ad un poliedro esisiente e quindi
determinato dalle sue facce; mentre pei in generale con n poligoni
dati non si puo costruire un poliedro.

4, Ad eliminare l'insufficienza di cui sopra, vale la definizione
seguente:

L'n poliedro & regolare se ha le facee regolar: ed uguali, e gl ango-
loide della stessa specie. (TESTI).

Ma, per dedurne |'uguaglinnza dei diedri, si deve ricorreve al eri-
terio i nguagzhanzn dei pohedri.

Altrettanto pud dirsi della defiuizione segnente:

Un poliedro & regolare se ha le facce regolari ed uguali e gli ango-
loidi uguali (VERONESE).

Le due precedenti definizioni Jifferiscono solo quando si cunside-
rino poliedri con angoloidi pentaedrd; poiche per angoloidi triedi e
tefraedri la condizione ehe siano della stessa specie si traduce nel-
I'uguaglianza degli angoloidi. La secondu definizione pero appare piu
giustificata ed esplicita.

5. Indipendentemente dal criterio di uguaglianza dei poliedr e
dal conseguente feorema sui poliedri regolari, premessa la sola de-
finizione (2), si possono dimostrare divettamente come proposizioni le
note definizion1 seguenti:

a) Un poliedro & regolare se ha le faecee regolari ed uguali, ed 2
diedr: pure ugnali (Saxyia e D'Ovipio, FAIFOFER).
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Infatii gli angoloidi, avendo le facce nguali ed i diedri uguali,
sono regoiari. Per concludere poi che sono anche ugnali & sufficienie
osservare che angoloidi regolari con ftacce nguali e diedri ngual
50n0 necessariamente della stessa specie.

b) Un poliedro & regolare se ha le faece e gli angoloidi vegolnri
(Baurzer, Reeeio).

Infatti, per la vegolarita deeli angoloidi, sono ugnali i diedri di
ciaseuno; ma ogni diedro & comune & due angoloidi, e quindi tutti
| diedri sono uguali. Inolfre, per la regolaviii dei poligoni e degli
angoloidi, tntti gli angoli piani sono ngunli; e per conclndere che 1
poligoni sono uguali & sufficiente osservare ehe poligoni regolar: con
nngoli ngnali sono necessuriamente delln stessa gpecie. Ed allora,
per la proposizione precedente, gli angoloidi seno uguali ed 11 po-

liedro @ regolave. |
D. FevLiiNe.

. Dimostrare che

34197 : 517 0
1.204+17)@4147) " 2.3+ V7)) B+17 "
i T
3.4(8--47) Q-L17) " "7 14+0Ya
Dimustrare che
1 ' i : 1 r | i
2@=1) "S@E* -1 A=) T T =D
n—Dn+2
 duin—4-1)
e dedurne
1 | ] - X
2P TIF—p ti@—pnt-=1

2. L'area compresu {ra la cubica

; 1/r— A
y=4rlr— H) ]a {T———I

ed 1l suo asintoto &

mA (OP—A) (A —4B + 20)
4 .
Spiegare perché U= 0 per 43 = A -+ 30.

Ul I massima won pubblicheremo g rigolnzioni di guesti problemi favoritiei dal Coman-

danta Earisien, wa acsetteremo vaiantierl le gsservaziont e ceneralizznzioni ehe § nostel letlori
VOrrumg inviarel.
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3. Risolvere un triangolo conoscendo nn lalo a, Farea S e la lun-
ghezza [ del lato del pin precoio triangoelo equilatero inscrilto.
4. Dimuslrare ehe I'equazions

i

] 1 o i
Vo241V —2= 19+ 4r—19—dz

ba per radice » =15, e che per queste valore cinsenno dei membri
dell’eguaziune & 15. Calculare le nlire radic.

9. Siano P e P due punti fissi situnti sull’asse maggiore di una
ellisse equidistanti dal cenlro O, e M un punto vanabile sulla ellisse.
Ciascuno dei punti di Brocard dal Lriangolo MPP’ descerive una curva
anicursnle di 8° vidine.

6. In un briangolo ABC si considerino tre ceviane AA,, BB,, CC,,
che s'incontrine in D. Siano-Az, Be, Ce 1 punii medi di DA,, DB;, DC,
e Az, Be, C; i punti medi di AA,, BB, CC;. 1° Le uree dei due frinn-
goli AsByCs ¢ AsB,y(s sono equivalen bi; 2°. Se z, %, z sono le coordi-
hate normali del punto T, j] rapporto dell'area AyBaCy all'area ABC &

Sa abexyz
S 2 (ax -+ dby) (ax - ez) (b +¢z) "

7. Siano AB una cords fissa d’un circolo O, M un punto del piano,
T uno det panti di contaito delle tangenti a O condotte da M. I] luogo
dei punti M tali che -IETE-:MA.MB, s1 compone della retta AB e

T ad

d'un eirveolo passante per A ¢ B e di rageio E&’ , essendo C il punto

medio di AR,

8. La normale e Ia tangente in un punto M d'una ellisse Ineon-
trano 1'asse maggiore in N e T rispettivamente. Steno P e Q i sim-
metriel di M rispetto o N e T,

1% Tl Tnogo di P & un'ellisse;

2% 11 Juogo di Q & una quartica, tale che |'area compresa fra essa
ed 1 suoi asintoti & equivalente al triplo di quella dell’ellisse,

3% II-luogo del punlo medio S di PQ & una quarbica tale che 'area

. . . 2 MWD
compresa fra essa ed { suoj asintotl e T{H{:‘*—E}”}.
¢

9. Si consideri una cissolde retia ¢ o Ia parallela d all’asintoto
condotta per il punto dj regresso (. La tangenie e la normale in M
alla cissoide incontrano d in T ed N. Siano P e Q i simmetrici di M
vispetio a T ed N, Se M s1 sposta sulla cissoide il lnogo di ciascuno
del punfi P e Q & una guintica.

10. BL consideri una ellisse B ed una jperbole equilatera H avente

d_E]]'BIJiBEE B relativa alle normali ad K condotte dai diversi punti
di H, ha il suo asse maggiore costante,
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281
. Sia M il punto d"incontro delle tangenti ed N i punto d'in-
contro delle normal; neg ]

t punti A, B di un’ellisse data; M’ il punto
("incontro delle rotie condotte per A, B simmetricamente ad AM e
BM rispetfo alle direzioni degli age;

e B simmetrien
reziomi degli assi.

Dimostrare che fra

le coordinate dej punti M, N, M’, N’ rispetto
aght assi dell’ellisse esistono le relazioni

f-rr T In') |:._'£h: T ?f:“'j

— ¢ustante
T . ¥y

T — ) (Y — 1.0

(@ 2L *‘f“;——custuﬂte.
:I'.H" .lf!m"

nitro dei eiresl; che song }
€ che passano pep j| suo vertice. Luogo del

“angenti a nna paraboia
altre die tangenti conmpi al circolo e alla

punto d'incontro delle

parabola,
(Continua)

E.-N. BArisigx.

DIMOSTRAZIONE DRI TROREMA DI WILSON GENERALIZZATD

Nella maggior par
meri, il Teorema d1

ed in gy aleuno,
Bachma

1 sulla Teoria dei no-
Wilson generalizzato & laseiato un po’in omhbra

Per’ €s. megli * Elemente dey Zallentheorie . del

nn, viene anche omesso; ed in tutti, fattn eccezione del Serret,
non mi sembra al syo posto naturale,

La dimostrazione che di questp mportante Teorema s1 legge nel-
I"* Algabre Supérienre , dal

Serret (Tomo 1I, 88 292 e 296) benchea
indipendente dg] Teorema di

Fermat e daj conecebio di radice pri-
mitiva, si basa sy numero delle coppie di

adiel coningate dj

20— ] = () mod
Ia cui del‘.erminﬂziﬂne rlesce

piutfosto laboriosa,
In questu 1oterel)

& mi propongo dj mostr
Ia generalizzazione (

4re come, sabito dopo
el Teoremm ¢

usando di una formola

Vilson, che si potra poi
che ammettono radiei

Supponiamo g1 dimostrato ¢he indieando eop

" ?'rp‘ jl.]
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I @ln) residni primi con n, a1 ha

Per =4, 2% 2p7 che costituisce, per modo di dire. Ia parte posi-
biva. dell’enanciato e che s ottiene econ le stesse identiche conside-
razioni che servono pel caso n—=p,

Ricordiamo inoltre che dal Teorema di Fermat discende che, es-
sendo a, b, ¢, .. numeri primi Era loro due a due il eu prodotto sia =,
ed &, By, Ye numeri rispettivamente inferiori ad , b, e... e prim con
essl, I'espressione

i | Ela) il il s, = \(c)
'Fj]"k"' ::(_‘E) -'Il—i-' (_EJ_ BI]“["(T 4

i'——-I,E...:p[ﬂ}; h=1,2...9(b); E=1,2...=()...

da il sistema de;
?l) . #(B) p(c) . . .= ofx)
numeri congrni mod w wui resjdni di = primi eon esso,
(id prémesso, passiamo a dimostrare che esclusi per a1 | [re casi
precedentemente considerati si ha :

L. =1 mod .

In primo lnogo sin 5 — o4 (A>>2) e per breviih sj ponga (22
€ supposio che per un certo X > 2 sia

=1 maod 22

facciamo vedere che cip ha luogo pure per 241
Se infatii

v’

My P25
Sono 1 residui dispari mod 2 » quelli vispetto a 2"+ savanne -
LS T & TP L ff'l -+ 27 ), ('?'ﬂ -+ 2}') v (“*"v ‘{‘ 2"'] . (1]

Se ora facciamo il prodotto dei numeri (1) omettendo quei ter-
mini che risultano esplieitamente multipli di 2441 otteninmeo -

P=(.re...1r). (rara...9).28 8 mod 271 (2)

indicandu con S 1a somme del prodotti a v —1 g v — 1 dei v fattori ».
Ma 1 fatbori » sonp dispari ed 8 rome somma di v =2+ pumeri
dispari, & manifestamente pari per cui la (2) diventa

P=(rrs... 0 mod 24+, (3)

Ammesso ora che

_ Ir=1 mofl 27
s1 ha:
Mr=1-+4f, 2

P=1+ 72414 j2 om

e sostituendo in (3

i
bl
i
]
¥
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t"
LIS
Ml

ed infine -
mod 2741,

18 divisibile per dite o pin fattor priny di-
gia considerato nm=2.p": sia quindi

& formeola

Az?'l "F“ AEJ'E _,‘ . . A:J'i = Ah-"h . H}

_&.'__(."_"_)

ed 2 indica uno qualunque de; PO2%) residui Primi con pi. fornisce
un sistema (; p(n) residui Primi eon g

S'immaginine ora SCrifl | 2(1) numeri (4) I'uno sotto all'alfro o
sI moltiplichino iree loro, S SCOrge immediata
Parziali contenent; due o
multipli di z e e

Congruenzy

dove si & posto

nente che i prodott;

PIT fattori presi (|a colonne diverse, sono

Ségue che i prodotio (e nuameri (4) soddista alla

h Al .
P=3} Aje™ f:rt?';J P (;}I,] niod n
1

da cuj Segue che P diviso PEL D%, Do™, pyov diy per resto 1, cipe

che P13 divisibile pe; clascun po e quindi pel forg prodoito 4.
Resta cosy provato ehe

P2=1 niod #

U. Scarpis,

RISILLTIONT DELLE QUSTIONT 791 4 799

———

T4, Eesendo A, D1y
“Oncorrenti in 0, gy
4t centro ).

Prozezioni ortogonali @i un

punto I sopre die rejie XY
orare Uinviluppo della rettn AB, g

wndo P deserive HN eircoip

D, (FasBIOLT.
Risoluzigne del

prof. Giuseppe Usaj d; Bobbio (Pavia),

Presi come gssi Unrtesinni. la duedetle » o ¥ tome

di un certy angoio 2, 'equazione del eerchip (] 'REZiv » p deseritto dn Elry) a:
'+ v® + 2ry cos o — 3, 11}
A, B sonp le proiezion| ortezonali Jjj p

8) brova-

Se rispettivamenie Sheey

AR Bp= + PA° T 2BP.PA vosa
8 poigha

Af":y&eﬂﬁ PB = ¢ spp3 %
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sostituendo nella precedente e tenendo presenie la (1) si ha: AR = s sen %, C1O8:
la lunghezza AB & indipendente dnl punto P.

Onde la proposia questione si riduee a guest’altra:

Trovare I'inviluppo di un scgmento di lunghezza costante che si muove te-
uendo un estremo sull’asse . e l'ullro estremo sull’asse .

Cib da luogo alla tetracuspide (2:+90) il eui studio fu proposto da Merlienx
nel 1842 {Nouv. Ann., 1842, pag. 09, quest. 12) o I'equazione in forma simme-
trica ira le coovdinate fu dnin Jdal Joachmisthal. (1)

Tali risultati si applicano facilmente al easo nostro in cal ia lunghezza del
segmento inscritto nell'angelo o ¢ r sen «.

Si ponga:

a— DA b= 0B i = »sen

& 51 ha come equazione della retta mobile:
= W o
0 . & 1 (2)

ove 2 & y sono le coordinnte deil punit; a e & sono | parametri varinbili legati

daila ;
n* -+ b* — 2ab cos u = 1% (3)

Si seriva ora l'equazious :

K% Y

(@? b* = () (4)
da— 20 cos 2hb — 2a vos &

rappresentante il deferminanie funziensle delle (2) e (3) rispetto alle a e .
Come & noto, per avere 1'inviluppo riclhiesto bisognera eliminare a e » dalle
{2), (8), (4).

A tal wope, chiamando » un fattore di proporzionulila, dalla (4) st hanno
le due:

:_:=?.[n—!:rnsﬂ:] f;:lfb—r:uusi]
dalle goeli con faciii calesli e tenendo presenti Je (Z) e (3) si ha Jl.=i:l—= siccheé:
#l*=n|a—lcos2) Yl = 1* (b — acos a)
81 fucuia:
n+4=s3s ab=p
allorn risulta :
' =12+ 4peros?ia (&) I*(xr <+ ) =gs(l®*—2psen®iax) [6)
Furi=p'sen®* 2 — I* p* cos a, (7)
Sieievi al qonadrato la 2 tenendo conto della (5} & s1 avia:
a4y’ ="+ dp sos* | 2] [7* — 2p sen® x]°, (3

Bastera ora eliminare daife (7) ed (8) la » e si avra un‘squazione evidente-
mente simmetrica fra le coordinate z e .

('] Note sur Venveloppe @se :=2ize ile Tonguer cosstaunde, tnserite dung wn argie retifigns guei-
congue, par le Docteur loacax-stza: aerege A 'Universitd de Berlln (Noue., Awn, 1847, pa-
gine 260-202,

b T L L ERpe
e

[
o TH.
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ove

A = senix B= — Pcosa C=10

B'zﬂ*aenﬁﬂz[éaeu’{.:hﬂ C'=4 cose
ercio mettiamo le suddetie equazioni sotto la forma :

AP+ B+ Cp+ D=0
AP+ Bt 4 Co+4+ D=1

A'=4 sentegant 12

]J

_T} — R | Ly
D=1~ (z 441,

L'eliminazione ¢l metodo di Bezout (1) vonduce all'equazione :
ALY AC AD
AC BC 4+ AD BLy
AD' BIY CD'
Ovvero sviluppando -

[AB.BC — ac* 4 ap ADTCD — [AB . BD' — AQ . AT'|BD' +

[AC.BD' — AD® — oAD" Be) Ay = g (9)

venza AB — BA' ¢ similmente per BC gee....

ggiors & evideniemente dato dal binomio [AD — DA
ste zrade.

trovy -

ove AN rappresenta la diffe
Il termine dj grado ma
sicché Finviluppe & del se
Eseguendo i caleol] 8l

AB = — 312 4ot o AU =4 sen? o gos o AD = M sen® o
B[:rz—éﬂﬂ 0S5 o BD' —= — ;¢ cos @ — 379

LI =48 iy pos 2 ove M =

Se si rappresentano com P, Q, R
gouo l'equazione (9) di ;

Ty $en* o
P 2®— 2 dry cos a.

vspettivamente i tre

prodotti che compon.
wodo che si ha: P (Q

FR=0), si ottione:
*Y COS & sen® a (477 cos* 2 |- $M san? @)
= — M ganto [M cos « 4 Sy sen? x] [—
R= —Alittgene . (2 2 2y cos 2z M2

P=— _ 414

M cos & - 9y sep’ @]
2 da gui:

Sente | — M3 L 2ix%y  sente] — 2Py cos o [81® ¢os? « +OMsen®a] — M%2cogte — )
nel caso nostro i 1 —

— M3+ 272% % 25an

OY i M =—

.-_' HSen &

% — 2%y 008 2 sen® 187% cos®e + OM] — M 2,2
risenta 4T

vos*z =0 (10)

y* — 20y cos a,

Quazione di sesto grado e la
ette la curva nota sotto il np
Lome caso particolar

curva inviluppo & del sesto or-
me di tetracuspide, (2)

dine ed ¢ Precisam

8, se lg relie x o

v
¥ sono orlugonsli, cioe se & ::::E.
la (10) divents - 2
: ——;"-I"—l-E?'.I.'PyE]'E:D
O8S1p
Oy g
...III—-:;"E—-;!;!__FE
pary alla
»io= r§ 4 i (12)

\') Paycar, delerminanti, 1507, pag, 275,
() Molts proprieth aj questa eurva sgp

Studs sone devnti & Ballavitis e Mauymbeim (Ao

enunainte da Skeiner (Ao, Anr,,
thesis,, 1493, png. 199,

1258} ulterier
MY, Aun., I8

") e la rettiflenzione si trova in “ Ma-
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giacché come si poo verificave, in (11) & identicamente soddisfatta quando in lnogo

di »i e di »* si mebtano i valori ricavati dalla (12).
La eurva (11) o (12) poi, come & note, rappresenta un'asteroide o ipocicloide
a quatiro cuspidi, curva di grande imporianza nella Meceanica.

Ltivseree Usal,

Altra risoluzione del sig. E.-N. Barisien di Parigi.

Prendiamo per assi @ e g le biseblrici degli angoli formati dalle due retle
date, Fangolo acuto delle quali indicheremo con 2w. Se «, B sono le coordinate
del punto P, R ls sua distanza dall'origine, 9 I"angolo che fa coll'asse delle

si ha
2= R cus v, i — N sen . (1)

Una delle rette date ha per eguazione
v = a.tan w, OVVETn rsenm — yeosm = 0. (2)
La perpendicolare ad essa condotia da P ha per equazione
(z —a)ecosw 4 (y — b) sen w = 0, (3)

Risolvendo il sistemn formato dalle (2], (3) si trovano le coordinate di A, che

3000
T =cosw(zcosn 4 fszenw), y=senw(zcosw + §senw),

In simil guisa &i tyova che le coordinate di B sono
= ¢08 W (% cos m — K sen w], ¥ = — sen w (& cos w — B sen w).

Pereio 'equazione della retia AL &

x if 1
(= cos W + 3 sem w) cos w (zeosw - Isenw)senw 1 — 0,
[ccosw — dsenmwjeosw -— (zxepsw —Fsenow)senw 1
oOvvarD
%z — By = ncos?w — ¥ seu’ t, (4}

e, tenendo conto dells (1),
r o3y — ysen 3 = R (cos® @ cos® ® — sen® p sen®w), (D)

L'equazione devivata rispetto a » &
reseny 4 ycosy = 2 R sen p cos g, {6)

ed & indipendente dall’angole w,
Iusuvlvendo le (B), (8) si trovane i valort di =, y i [unzione di ¢

= R cos (2 — sen* o — gos® g, (7)
y=Rsenyp(2—coa®w —sen? o). (8)
La curva inviluppo di AB @ dupque una sestica unicorszle. Formando

1] e dy yrf.r ,

g iy

gl trova facilmente pev I'ares di guesta curva chinsa

n H* (8 sen® o cos®*ow + 1} =R*(2sen*2m +1)
- H '

U__

VT Vel Ay, o
[




e T ]

FERIODICO DI MATEMATICA,
Se le velte date some ortogonali (0 = 43", si ha
__ 3m R?
= s

D'sitronde si sa ¢he in questo casp AB
un’ ipocicloide & quatirn TeErass).

1

=R e che la retia AB inviluppa

TI2e 8 P i un punte del eiveolo € cireoscritio nd un Iriangelo ABC, le

Proiczioni ortogonali @i P sui tre Inti 2ol tricmyolo appariengone ad una retta .
Lrovare Uinviluppo di r quando P pereorve il civeolo c.

D. Gawmsrorr.

Risoluzione del prof. Giuseppe Usai di Bobbip [Pavia).
Si assuma il vertice A del triangelo ABC come origine @i un sistema di assi

2 8 i) quali eoincidano rispettivamente colle rette AB o AC,

Se 2 & l'angolo dei due assi. ¢ se s pone AB = b, AC=¢ si trova come
equazione del ¢ireolo gircoseritto -

;I'E-|—_?fE+E.IyEDE'I—ry——FLr——=ﬂ. (1}

Preso ora nn punto P [2y) sulla circonferenza si chinmine X;¥;, X. Y2, X571,

le vonrdinate deile proiezioni ortogonali di P rispettivamente sni lati BC, CA, AB.
Per le XaYs, Xs¥: si trova facilmente :

Xe= 0 Si=a +ycosa
Ye=y -+ zxcosn Y3 =10

Per avere le coordinate X:Y; seriviamo 'squazione della reita BC o della
perpendicolare a guesta condotia da P.

Troviamo rispettivamente le due -
X + Y —be =0

(X — z) (0 —eceoosz)— (Y —yllc —beosza) = ()
ove X e Y indicano le cordinate correnti,
Rizolvendo quesie ultime si trovano le coordinate X,Y;: cercate cioé -

K:Z‘b

pr [ — ) [c—b:u&l]—i—.r(b-—-ﬂ'l:uﬂm}]

Y= —5;[{5—- Z) (b —ccosce) + v (e — beos e .
assendo
%= b® 4 o® — B} donm e CBE.

Occorre ora dimostrare che i tre punti X,Y,, XuY,,
Percio si consideri 1'sspressione :

X1Y; sono in linen retta:

f‘-; [(u—g;][c—-bcus:]—]-;r[ﬁ—ccus::}] E;,—[b—:t:l[ﬁ-—ﬂﬂﬂﬁf‘]-l-‘z!fﬂ—ﬁﬁﬁ“]] 1

0 Y-+ xcosm 1

7+ ycosu . 0 1

© sl trova sviluppando secondo gli elementi della
dells (1) a del- valori di a® che
allineati,

prima colonua, e ienendo conto
questo determinante ¢ nullo, sicehd i punti sono

Seriviamo ora 'equazione dij
correnti si ha:
= COS @
L, [ (2)  ove: p=wty
P g 7 =y + xcos e,

quests vetta. Chinmando € ed % le coordinate

(3) ¥
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Mediants le (3) facilments si trova che la (1) a1 trasforma nella:

PP+ a*—2pgeosa+ plevosr—b) + g (b eos & — e} = 0. (4)
Bliminiamo la p tra le {2) 6 (4).
La (2) d& subiio p= = qﬁn e sostituendo neila (4) troviamo -
g—
9"+ g* (r— 2L) 4 q (M + 83 — 29r) — %8s 4 7% =0 ()

essendnsi posto :
bEna e —e —= ¢ (5] 1+ = EDSE_,__ [,
cLosS L —}) =g s+ + 235 cosa = M.
Della (5) faceiamo In derivata rispetto a g ed nguagliamola a zero.
3g‘3-1—29{1'—+EL]—|—}1+3§—21]'P-——'0 (7)

allora, come & noto, per aver la curva inviluppo basta eliminare la ¢ tra la (5
g la (7).
Indichiamo ls due equazioni in questione con:
Ae* +B*+Cp+D=10
Eégf—l—ﬂﬁg-%'ﬂ:ﬂ

ove
A=1 B=»r—2L C=M+4s:—2% D=—1yis+n% (8)
L'eliminazione col metodo di Silvester porta al determinante :

1 1 B C D 0
( 1 B C D
3 2B C 0 0 |=0
0 3 2B C U
0 0 3 2B C

che sviluppato e ridotto di -
1SBCD 4+ B*C* — 4(0° — 2TD® —4B*D = 10)

& guesta s8I poirik considerars come Pequazione dell'inviluppoe cereato, quando in
lnogo delle B, C, D si mettano i valori dati dalle (8) tenendo presenti le (B).
Con un semplice esame, si veda poi eche i termini di grado massimo nells

coordinate § ed % sono del sesto grado, o si put quindi aflermare che la curva
cercata & del sesto ordine.

Giusepre Usal,

BIBLIOGRATIA

Havsten. — Gléométrie rationelle. Traité €lémentaire de ]a science
de I'espace. Tradnction Francaise par Pavw BarBARIN, avec une
preface de C. A. Laisant. Paris, Gauthier-Villars, 1911,

(1 Laisant nella prafazions cosi riassume 1o scopo e lo spivile informatore del
libro: “ 1l sig. Hilbert si & accinto g questa impresa. di metteve in evidenza gli
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" assiomi necessar] e sutlicienti per edificare la Geometria sopra una golida base.
" il sig. Halsted si & dedicato A propagare le idee del sig., Hilbert in guisa da
* renderle facilmente necessibili, e dare lorn una forma pev cost dire elementare,
" Non ha avato la pretespy di fnr entrare nelln sua opera tutta la scienza del-
* I'estensione: si & limitato alle proposizioni fondamentali, lasciande libero wn
" vasto campo, allg iniziativa dei professori e degli stndenti .

L’opera si fonda sopra vt grappi di assiomi che antors designn coi sagnant|
nomi ;

1% gruppo — assiomi di as3ocinzione,

40 . . dell’ordine,

39 . il congruenza,
n b=

40 . = delle parallele,

2°? . . di Archimede.

In appendice viens daia mia dimosirazione | Jel sig. B L. Moore® di due pro-
posizioni dell’ordine ammesse nel tasto con postilati.

La teoria della proporzioni & esposta sepnza impiegare aleun assioma di con-
tnuth, & b permette all'autore di irattare la teorig di equivalenza nel piano
ndipeadentemente dal postulato di Avchimede,

Un eapitolo (il XVI1) & destinato alla geomelria sferica para. In esso vengono
dedotle lo proprieti delle figure sulla sfera, dei tre gruppi i assiomi * @ nsso-
ciazione, d’ordine, i eongruenzn . (esclnge le paraileie e Jo figure simili] costi-
tuendo cosl una geometria non euclidea n due dimensioni di enj i risultati fanno
sempre parte della geometrin anclidea g ire dimensioni,

Queste poche notizie sono sullicientt & far vomprendere che questopera ha
un’alta tmportanza suientifica, avendo per iscopo di porre i fondament; della geo-
mefria sn basi assolutamente Tigorose; non avra forse eguale importanza pratica,
80 continueranno a prevalers tendenza constatata iy quasi buiti i paesi a yen-
dere |"inseznamento duila geometria prevalentemente pralica e intuitiva,

K.

Dorr. @G, Maruerra, Trattalo d; geonmetria elementare ad nso dells
scnole superiori. — Catania, Giannoita editore, 1912, L. 4.50.

Il prof. Martetta, ben noto negh studii di geometria siupeviore, ha con falige
lisione rinnite iy quesio bvattato i pregi ¢he si trovauo negli altri del \eronese,
di Enriques & Amaldi o del Do Franchis, senza esazerare nel ngore, senza dare
dimostrazioni inecomplets o affrettats, e inoltre ha seritto un libro di piceola mole
che perd & assai ricen apelie nelle parti che gli ordinari testi i geomeiria ele-
mentare trascurane o tratbano brevementse,

Vogiiamo esaminare questo trattato nelle sne lines principali, in maniern assaj
rapidu, perché g Para utile che sia conoseinto I"ottime servizin reso dall'A. alin
scienza o alla gcuota.

11 Marietta lia avitbo la cura, che aleuni potranno gimdicare eceessiva in nn
testo por e scuole, di non conceder nulja ail" intuizione per non tarbare il si-
Stema ipotetico-dedutiive e dj dimostrare tutto cih che sugl 238€1 solfinteso o
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lasciafo allo studioso, anehe quando, pur essendo talvolta intaitivamente evidente,
avrebbe bisogno di una dimosirazione pinttnsto laboriosa.

Igli ha nssunto 1 punti guali enti primitivi; ba definito per postulati i seg-
menti insieme con le varie relazioni di appartenenza del punti di essi; della retta
ha dato una definizione mediante 1 prolungamenti del sezmento. Cio & ispirato at
* Principii di geometria logicaments esposti , del Peano.

La definizione delle parallele, dala prima del piane, @ diversa di quells del
Veronese ed & indipendenfe dall'sguaglianza dei segmenti: mfatti, secondo il
nostio A, dne reile si dicono parallele se esiste un semipiano avenie una di
esse pel’ origine, e contenents tuthti 1 punti dell'altra. Quanto poi alla esistenza
dr una (e di una seln) paralleln ad niea rveita date vn postulate e posto nel trat-
tato per affermarla,

Nel fakto di avere assnonto Veguaglianza dei ssgmenti come primitiva e di
aver definito 'eguaglinnza di due figuve, in generale, come mna speciale corri-
spoundenza biuniveca, I'A, non si & discostato dal Veronese, ma con 1'intervento
di opportuni postulati egli & rivscite a semplificare la definizione generale di
eguaglianza che si trova nel trattato di guesto illastre geometra.

Neila teoria della proporzionalita fra grandezze, svolta prima della defimizions
dal rapporto mediaute gli equimuliipli di equisummultipli, I'A. ba semplificato la
solita trattazione omeftendo i postulati che accompagnano ordinaviaments 1’ in-
troduzione delle grandezze geometriche, perche per grandezza egli intende un
segmenfo, o un angelo, o un arco di cerchio, o un poligono, Pin tardi tra le
grandezze saranno anche incluse le superficie, iniendendo per superficie (piana
finita}) Ja figura contenuts in un poligono, a tale, inolire, ehe ogni suo punto
appartenga ad un poligono contenuto nella fignra stessa.

Nou vogliamo continuare 'esame delle varie parti del libro, ma osserviamo
chne nalla teoria della misura il Marletia si serve., come il Veronese, delle classi

contigne e varamente 1n un trattato cosl serupolosaments compilato & con tania |

modernith di vedute queste classi sono un po’ fuor di posto, perd I'A. non usa
tali classi per la definizione del numero irrazionale, ma per eseguire operazioni
an numerl reali. |

Lo studio delle superficie equiestese, fondato su due postulati, rimands Ia
conoscenze del rapporto di due superficie 8 e S; & quello di due poligoni 8 & 8,
tali che 3 8 8" e cost 8, e 8 siano superficie equiestese. Ora, dala una super-
ficie (piana finita), dovrebhe esser sempre possibils di trovare un poligono di su-
perficie equiestesa; civ pub farsi derivare dalle premesse, ma I'A. avrebbe dovate
notarlo. La stessa osservazione si puo fare in geometria solida, nella quale il
Marletta adotta ana definizione analogs, sostifuendo ls parole  solido , e * pri-
sma , alle parvole * snperfivie , @ “poligono ,, ma 81 noti cbe 1n ambedns 1 casi
questa lacuna non toglie affatto 'esabiezza delle altrs deduzioni.

Nofiamo infine che nel lratlato abbondane gli esercizi e che vi & lucidissima
la costrnzions grafica delle espressioni algebriche.

E da augurarsi che i libri come questo del Marlettr trowino nei colleghi vo-
lenterosi e non misoneisti buona accoglienza e che siano largamente adotiati nelle
nostre seuole medie.

Vixcerzo Amamo.

Giunio LAzZzZERL — Diretiore-responsabile

Finito di stmmpare 11 15 Haggio 1912




ALCUNE CONSIDERAZIONT 10 CISEMATICA NEGLI IPERSPAZI LINEARI

l. Siano 4, 2/ (f, j=1.2.. .0 le coordinate (non omogenee) dei
punil di un sistema in uno spazio lineave ad 2 dimensioni e in due
confignrazioni diverse (atburle ed imiziale): in tale ipotesi le espres-
SUNIE

W ()
=0 == 2 Qi &
(1)

=12 ... n

Ove ie a;, ay rappresentino funzioni del tempo formanti un deter-
minante A non nnllo, earaticrizzano un movimenio il quale ¢ per
la natura delle equazioni e per le conseguenze che se ne ritraggono
s1 presenta perfettamente analogo al movimento a deformate affini
vello spazio ordinario.

Cosi s1 pud veder subito che ai punti di un iperpiano S, , cor-
rispondono punti di un iperpiano ed in generale ad un S, . inter-
sezione di K iperpiani, corrisponde uno spazio ad ugual numero di
dimensioni 8, _,: due iperpiani paralleli hanno i loro corrispondent;
paralleli e pit in generale a due spazi lineart 8, S, y, aventi fra
loro un parallelismo di ordine p corrispendono due spazi lineari
Su—x 991, paralleli dello stesso ordine.

Di piit mediante le formule (1) s1 possono stabilire i segnenti
Teoremi i quali si presentano come estensioni di proposizioni note
nella Meecanica ordinaria.

TrorEMA 1. — I movimento dovuto alle equazioni (1) é determinato
f¢ 31 conoscono n-+1 coppie, di punti corvispondenti in due diverse con-
flgurazioni, purche i punty considerati di una di queste (¢ quindz anche
dell ultra) non giaceiano s um So—1 0 I UN0 spazio a dimensioni minori.

Slanv &ux e 2u® le coordinate dei punti in guestione nelle due
configurazioni; I"indice £ indichi %1 numero d'ordine dei punti

th=1.2...241)

¢ & Fordine delle coordinate di ciascun punto (A=1.2.,.x), Allora
per le (1) saranno soddisfatte le n.{n --1) equazioni Iineari nelle a

Tk == @ = 1 210" 4 @ 20 - . . - aye T ()
r=1,2. o113 k=1.%,..n -
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Questo sistema si pnd scindere evidentemente in »n gruppi di
7+ 1 equazioni ciascuno con altrettante incognite: cosi per avere
le ay, au, @, ... @, basta nelle (2) tener fisso k e far variare A
Il determinante dei coefficienti & per qualunque grappo si consideri

’ 0 - ¥
1 J:jlrm ;riﬂ{} C B ] lE'III']:_'.rj

| -".".-'n_;_:[_l':wj mn-i-l_'sll:u] (o

a = = I]]_:']“_n

e questo sara diverso da zero per le ipotesi fatte sui punti dati,
sieche le (2) danno un'uniea soluzione per le funzioni ¢, ed il mo-

vimento & deierminato.

Teorena I, — Se nel movimento precedente wi sono n-{1 punt:
frssi, non giacenti in un Sy (1=1) allora il sistema non si muove.

Questo Teorema si pud ritenere un’ immediata conseguenza del
primo, perd pud esser dimostrato anche direttamente.
Infatti se m: sonmo le coordinate di questi punti fissi, le (2) di-

Verranno:

ilflm=fl]:+ﬂk1 ‘-'!-"m‘f—ﬂhz-rhs—l—- u"’—ﬂ;m Lun
a=1.2...n-}+1 k=1.2...m

(s _I_'-Thl (ﬂn—l)‘f—i’mﬂm—l' ---_]_Thnﬂln:n

“n_l_whl ﬂlul+Thﬂﬂas+- ..“l—‘i?}m (ﬂ,m 1}-——”
h=1.2...n-+1. -

Con un ragionamento analogo a quello del Teorema precedente,
decomponendo il sistema in gruppi di n--1 equazionl lineari (in
questo caso anche omogenee) nelle incognite

Mey, Gy, xey v lze—1, ., iy

si trova per ogni gruppo lo stesso delerminante dei coefficientis, o
poiché questo non & nulle, si hanno le soluzioni

o =) g —0...0=1... dt, =0,
Pereidp le (1) si riducono alle

e 1l sistema in ogni istante ha i punti fiesi.

Teorexa IT1. — 1l rapporto dei due determinants formati eolie coor-
dinate (non omogenec) di n -1 punti indipendenti, ovrerosia non appar-
tenent: ad un S, 1 o ad uno spazio « minor nwmnero di dimensione, 2
ecoll’unita in die configurazioni corrisnondenii ¢ costante.

= ]
‘-I'II‘ I.'_U' ]

d F'ﬂ'.r_ .;_._' e

' -I_ I. ‘-' i .
o E e | £ ™ b M ..-xn.l.l"' -:'l-—-. 4 5
R -':g?:-m‘.""'. ¥ |-l' ; - : '..r I::._-.'Ir: = | ; 3
- g ok ...-I A
7]

;,_* i
T Bl

=R
mrdah o,

e
n

Ty
= .i.!l'_:"
ey

L R

Ly _E- 5
St et Sy

g G L
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Rappresentando come prima con Zue € o le coordinate dei punti
nelle due configurazioni si consideri il determinaute

1 -c]_'l I]ﬂ = & m 11!‘]]]

1 Eu#].l mu-.'—:l,ﬂ' - % % In—; l.o

Ksso per le formule (2) pud seriversi:

i | [ ¢
1 {§) ‘f— st iy J']k'n} {fe —}— L (i} .T]],—Im ves My == E (7 .'L”lk"m
k=] k=1 K
1 ty + 5 a5 o™ e~ B ag 7M™ iy + 3 gy 2ot
k ¢ k
i i R [F) L 0
1 @11 &0k Tpog il 021 S g By 14 . ., g, - Aok Tyiq
4 4 k

ed & nguale al prodotio (pev orizzontali) dei dye

(fy Ly fha . .. (i, 1 .I'ﬂ{m i’gg‘gj v ﬁnu{m
iy Iny Mg ... @ 1 1'n+l,lmj -’-\‘:’h—.'—]."::llr‘:l'ﬁ .- - 37n—j—1.n[u]

s1 ha guindi
1 Ly AT wa's w1t

[

= L] L L3 w L] L] L &

1 'I'.ll —Iil. :'ITD—IFE e A ] :I:n"_l'ln

T | g ... Qyyg 1 J‘?u[m 'J-']:tlu} -'-"f'lnm:I

I

J ﬂ'ﬂl ﬁ"E - ﬂl:m 1 -Tn;l,l{u] T’]‘] -!—l,ﬂ{u} ﬂl?-l’!l.r.*—ll-.lll'll:':‘|I

© poiche il determinante delle 4 non dipende dalle coordinate dei
punti nelle dpe configurazioni, si ha che Ia relazione nltima dimostra
1l Teorema in questione.

Notando poi che il determinante (3) da in Geometria Euelides,
1l volume & meno di un fattore costante, di un (n—+ 1)-gono dello
Spazio S, quando si consideri I'uniti come coordinata omogenes
1) det vertici, potremo enuneciare 1l Teorema sotie la forma -
Il vapporto @i due (n - 1)-goni corrispondenti in un movimento af-
iine & sempre lo stesso per un medesimo istante, qualunque siano
le coppie di (n L}-goni che si considerino.

2, Consideriamo ora del movimento precedente il easo piu inte-
ressante che st ha quando i deferminante A & ortogonale: allora
le inverse delle (1) saranno Je-

n

by __ W ;
Ejl — - (.L'[ e H,'_j r
1)

71=1.2.,  .n.

(3)

Ty Vi ey

[
e e e e -'u.
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In tale ipotesi il sistema & rigido inguantoehs le % e d distanze
di due punti nelle posizioni iniziali 2™, yi” e attwali 2; e % non
variano,

Infatti essendo 2 e 2, ¥ e 7 due coppie di punti corrispon- |

denti dovranuo per le (1) esser verificate le

=]

C n
— ; | — ;
=0 -+ X ay &y" = X ay 9"
j=1

=1

_ =12... 2
& quindi

¥
— i 0
Yi — X = 2 oy (9" — (™)
L

le quali danno subito:

L F] i |
2y —a)= El(yj'"' — ") Cl0& (4 = q"* c. d. d.
i=1 Y=
Volende ora studiare la natura di questo movimento estendiamo
agl iperspazi il concetto di velocith, A tal nopo si1 osservi che nella
Meccaniea ordinaria, sia per il movimente di un punfo in un 8, in
, : . . (s : :
un Sy o In un Sy, si perviene alla V= essende ds la distanza di
due posizioni infinitamente vicine del mobile corrispondenti a due
valori consecutivi ¢ e £ - df de] tempo e poiché guesta formula la
sl ricava con cousiderazioni completamentie indipendenti dalle dimen-
sioni dello spazio in eni si opera, si pud logicamenie rifener valida
per gl spazi ad un numero qualungue # di dimensioni. (%)
In questo caso per la nota formula dells distanza di due punti

&y, & -+ dr;

81 AVIA:
- dx;\ =
ds =13 dx;® 1.'=V3(——')
3 elf
= - Wy dzx, . . -
pereio considereremo le i -+ g Auali espressioni atte a determi-

nare la veloeita di un punto in un S, .

Deriviamo quindi le (1) osservando che Je eircostanze iniziali 2
sono indipendenti dal tempo. Si ha allora tenendo conto delle (1)
ed indicando con a' le derivate delle

r}ml . P — 5
27 =ity % (n (21— @) o'y D (@&—a)+-... t'1n 2 ay (2 —a;)
i—1

Az, , & O T T -
—r =y 3 a, (@i—a) 4 'na 2 atse (207 —a;) - ... 0o D U (0 —a;)
: -

i—1

('} Cie & anche d'aceordo gol coocottt i velpeita dato da Heste, Gesnmmelie werke, Bund ITI,
= Principitn der Mechanik -

- . '.||. -
, '.'._’3':_:"-'. Bt
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ed ordinando rigpetto alle o — g,

lfi?l . ’ ’ j o
'RE=H1—,—(E-‘1—-!I]:’(EI11 11— Qe IE_I—---_F_Hl"ﬂ“':i_IL"'

.ss + [.T-'" ——— ﬂ'") Ifﬂ-'m i"l*u + (hhs @ 4o _f‘ TR _.I_ @iin HFlu)

- L] o q - - -

”F-L'u

—,F =0 ”f“ + (331 — ﬂ']) (ﬂ'll ﬂrul _f‘ Mg HJ“:: —l— T —l— 1 ”r“"T] _;" .
e oo (@0 — @) (a, U 1 o 2 TR T By )
Si ponga ora
Pie =0y '3+ tlia (1) = e ot iy W 4 k=1.3. %)

e s1 nofi che per Fortogonalita di A si La P =0 per i=~% e negli
altri casi p; — — P,
Aliora le formule caratterizzanti la velocita del punio sono:

e ,
T#’.TI =@ 5 Pa (13— @)~} pa (5 — )~ .« T P (@ — (i)

i, , _ _ |
_-I,‘i_;" — Ly, '_F" Hin {TJ S ﬂl‘j _'J_ Pan (Te — fla) + Y ain '_I— Pv—1a My — ﬂ'u—l)

e colle nlteriori posizioni:

M=da 4 sy - Prala— ... p o,

}m — H’" + Mg 1l “r" Pua (1o “,— - 5 + Pu.n—y ity
diventano:

o
}'%I': :‘1-] ‘f_‘ D=y -?9“,—}?31 A _,— R “!" g 1y,
(4)
dx,

E__ __—}Ln _!_-pl" L1 _iLPE” Tz _lL s —I—pu-—i.l Ln—y .

Queste espressioni dinmo Una generalizzazione delle celebri for-
mule di Eulero (% relative alla Cinematica de corpi rgidi: in esse
dx.

la ﬂ,—; S0n0 espresse medinnte le coordinate attoall dei punfi e dells

e p tunzioni de) fempo: queste ultime in unmero ¥ispettivamente di »

win—1) . ) .
ed 5 St presentano in modo analogo alle tre traslazioni e

alle tre rotazioni cle comp®iono nelle formule per un S,
Le formule di Bulero generalizzate, ma per gli spazi a curvatura
negativa si frovano in una nota del Beltrami: (%) quesie a differenza

——

I"1 Theoriy Wdtus corporum solide ruim sen rigidoren,
%) Formules Fondtvnentules gls Cingmatinie dous Zes FYDUCES e courblire coustanle, ¥ Brlletin
e Sciences dathématigues af Astronomigaes . 1876,
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delle (4) non sono lineari ma contengono anche termini di 2° grado-

la dimostrazione semplice & geniale di questo autore la si pud ap-
plicare facilmente agli spazi lineari ed offre un'alira via per per-
venire alle (4) medesime.

Si consideri percid la nota, espressione

I'.IISE — vf ff.ﬂjg

e 81 caleoli la sus variazione

. dr, .
ds8ds — X dy Bda; OVVEro Gds =5, F_I {5
e per 'invariabilita del sistema
2 dfﬂi "fﬁif‘] = (. .
: i {
Si ponga ora i
X1= 0z, =1,2...m [
e poiche
2.8
PP |
(y = < dr.
81 aAVra: %
» v 2% . ) ¢
& 5 dz; dz, — () Lwr=1.2...n b2
i r ﬂ.T;
sicehd le funzioni (1incognile) ¥; devono soddisfare alle
ax! | a.xr__ﬂ (5)
Oy | O

per tutti 1 valori u

guall od inuguali degli indici ¢ ed ». Da quesia
st ha considerando

un Lerzo indice gualunque ¢

as}'.l I ’jgxr

. d (¥ D [ﬂ)'r) '
=) — | 4 = =
0, dy I DX Oy . H10e O+ (aml) ! 0X; 0, ¢

€ poiché si ha
"y t=(1.2,...n)

D (gﬁ) D (c‘i:{t) 0
DI 0 ] 0T 0T, o

81 pud scrivere

e finaimente

siceho le Sz, saraano funzioni lineari delle coordinate e si avrd la

0T — &y } Chy &y _,— - - _‘]_ Cui +£n |:6)

ove le ¢ non dipendono dal
po1L che per le (%) si ha Cir
medesimo tipy delle ().

le coordinaie ma dal tempo: osservando
+ i =0 avremo che le (6) risultano del
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3. In quanto all’analisi delle equazioni (4) si osservi che se in un
movimento elementare, vi sono punti fissi, le loro coordinate soddi-

As +'P1! Iy ‘f‘E?i'j g4~ ... _{_‘p:’——l.i Li—3 ‘“,_pl—; Li i1 .., ‘]“'F‘nl Ty =10 (7)
t=1.3...n
per 1'istante consideratp,

Il determinante de; coefficienti di queste equazioni a eImisinime-
trico sieche nnllo Per z dispari, e diverso da zéro (Phaffiano) per
" pari,

In quiest’ultimo ease le (7) ammmettone un‘unica soluzione, onde
in ogni istante vi & Un punto fisso il quale g; Presenta in modo pey-
fettamente analogo al ecentro 1stantanep dj rotazione nel movimento
piano. (*) Se' poi il sistema ha per tutto i) movimento un punto fissp,
assnmendole come vertice della piramide fondamentale (1 coordi-
nate omogenee N=Lp=,, . =z, —() Twer=1) le (T) danno Ar=10
€ sl rducono ajle

pliﬂ'l_'?r_---‘"]_pui;ru:ﬂ (8)

€ poiche queste nonp hanoo nessun‘altra soluzione fuorj delje 2 tutle
nulle si ha che i movimento & (i rotazione attorno A,..: e lo si
PIO considerare, osservando le (8) ecome risultante dj i rotazioni

[ =3)

effettuate intorno agli 5, » reftangolari
-'-F1 — :rﬂ — [] *r g :Eg'n_l —_— a-ﬂ_ﬂ — U

passanti per 4, . . )

Per » dispari in generale fe (7) non hanno soluzioni; fa egee-
zione il easo in eui riselvendo con Cramer si annulline anche i ny-
meratori delle frazioni esprimenti Je incognite: allora essendo il
determinante delle p di caratteristica »—1 si ha in ognt istanle
un‘imfinith di punti figsi glacenti su una refty Intersezione dj nm— 1
iperpiani; tale risuliato per p—3 g; iccorda colla Cinematics 01'-
dinaria,

Ma se il sistema ba un puuto fissg durante tutto il movimento
81 ha che e (7) con lo stesso ragionamento dj prima si ridecono
alle (8) e in quesio caso (» dispari) vi & iy ogni istante un’infinifa
di soluzioni alle quali corrispomde un asse 1stantaneo dj rotaziong

—

() L'esistenza del ceniro istantaneo (; rolazione nel movimento piane g stgperia par il primo
da Bervovrny, Zue CERITD SRONLay;en Fatationiy, Opern, §, [V, DRg. 265, 1742,
(=} La Meposizione par ey 0gni rotazionns altorno ad un punte divn sistemn 1N uno apazio S,

S . : . : : —
(n pari) sia risullante i 5 rotazioni intomo g degll §,—» rettangolari costituisve un teorema

nel Jourdan e dimosirate da lnj eon tonsilierazioni fondale Uzl invarianti dells (1). 8i veda
Eusti sur o Gevmetrie & n dimensions " Ballatin de la speicis Mathémalique de France_ 1875,
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passante per A, : si ha guindi un risultato analogo a quello del
Poinsot (*) coi suol famosi coni per il movimento sferico in un S, . (*)

4. Sulle circostanze che determinano il movimento di un sistema
rigido in an S, s1 possono considerars aleuni teoremi i qusli danno
come casi particolari proposizioni note di Geometria Cinematica nello

spazio ordinario.
Teorema 1. — Un sistema rigido in un S, 2on pud muoversi se

ha v punti fissi non giacenti in un S._s od in uno spazio ad wi nu-
mero minorve di dimensioni.

Siano af (i=1.2...n, j=1.2...%) le coordinate degli » punti
fissi, essendo j il numero d'ovdine dei vari punti ed ¢ il numero

d’ordine delle coordinate di eciascun punto.
Se x; ({=1.2...n) & ua altro punto gualungue del sistema, do-

vranno esser verifiente le

N —ad)=¢7 J=1.2...n

i=1

essendo le e costanti rispetto al tempo. Da queste dervivando si
hanno le
d.fi

2 (2 —af)) 2! =0 (9)

le quali si posson considerare come lineari ed omozenee nelle -

per conoscere Ia natura delle soluzioni si osservi il determinante

ﬂr'!._'l'ﬂ:t“l'h mﬂ*ﬂk{”---mu_ﬂu{l}
(10)

B — @' Zp—ad™ ... 2y —a

Fra 1 vari determinanti ad elementi monomi che lo COmpongono
vl & quello formato colle « che non si elide coi precedenti e non @
nullo perché altrimenti i punti ¢ determinerebbero un S, (k= 2)

contrariamente all'ipotesi. Sieche la (10) & diversa da zero e per

_ l’ﬂ?i : s .
le (9) non restano che le soluzioni r 7 =1 e 1 punti del sistema sono

fissi, . d. d.
Un’altra dimostrazione di questo Teorema si pud avere ricor-
rendo alle formule (4). Siano /" i punti fissi allora le (1) daranno:
ﬂ___ll + DUay e + U 2y) _l— . _’_ 4t 2

. J=—1.2...n

[J — :"-11 _I_ Pm -Tlu‘} + pﬂu ﬂ:ﬂm _l_ e —I—pll—l.u mn—lmI

(). Theorie nouvelle de la rolution des Corps.

(*) Pure mediauts sensiderazionl sugll invananti dells {1). lo Schiifii arrivh ad affermare clhe
negli pazi o numere dispari di dimensioni, ogni rotazione attornoe ad un punto fras di conse-
guelza una rotazione attorno =8 una retta, 8i veda: Uebes inparianiive Elemante eingsr Ortovo-
nale substitation see. ® Jonrual s Cralle , L. 65,

e T URET

AT lr.:"'_l. Ji*i

S A .'._-J...:-:-ﬁW.ﬁlf_;:‘r-'-i
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dalle guali woltiplicando rispettivamente per 2,9 r 2.5 ¢ som-
mando st hanno in eovrispondenza agli # valori di J le n equazioni

— :!.1 .TI"“ = A4 -TS”I _’_ - . + }"‘II. ;1,“[1)
0)— A 2z - he 24P _:_ o _]__ l“ _T“t.-.!i

U=Jq " D a0 | |, == Xy 2™
e queste, essendo diverso da zero il determinante delle x, danno le
soluzioni A, =72y=...=},=0 sicchd osservando le (4) si ha che
resta sempre fisso il vertice A,., della piramide fondamentale, ma
questo & un punto arbitrario, sicche il sistema ha Eotii i punti
figs1, e, d. d.

Geometricamente si puo considerando # ipersfere estenders il ra-
gionamento che nello spazio ordinario si fa su tre sfere.

Se Ay As... A, souwo punti fissi, un punto qualunque M mobile
del sistema, dovriy stare allo stesso tempo su n ipersfere di centri
Av As. L A, e raggi AM, AN, .. AL rispetlivamentle. Ova u iper-
stere coi centri indipendenti (come si & nel easo in questione) si 1n-
tersecano tutio al piit in dne punti, (') quindi il punto M non po-
trebbe assumere piu di dne posizioni e cib & eontrario ad ogni 1dea
di movimento.

Teorema 1. — Souno determinati i mocimenti di tutti i punti i wun
sistema rigido in un S, quando sono dati i movimenti di n puati.

Siano date infatti le traiettorie di A: As... A.. In sagnito ad uno
spostamento che porta detti punti rispettivamente nelle posizioni A
A .. A’y un punto qualungue M del sistema, dovra trovarsi in una
posizione M’ situata simultaneamente su n ipersfere di centri A
Ae... A% eraggi A\M, AM ... A M. Delle due intersezioni s prende
poi quella che succede immediatamente ad M per la legge di conti-
nuith, Cosi le nuove posizioni di qualungue punfo M sone pienamente
determinate, I movimenti che si possono dare agli » punti A; A.... A,
non sona pot del tutto arbitrari, mn devono soddisfare a delle con-
dizioni imposte dalle rigidita del sistema ed i limiti che stabiliscono
tale arbitrarietd possono esser date colle due proposizioni suc-
cessive.

TeoreMA I11. — Sono determinati i movimenti i tutti i punti de un
sistema quando sono assegnate le traiettorie di n— 1 di essi ed 1 — 2
ipersuperficie sulle quali debim muoversi un n punto, purché gli n punti
siano indipendenti,

(Y} Cbe » ipevalere a cenlri indipendenti sbbianc in un S, al massimo dne intersezioni (escli-
dendo | punti eieliei) sl vode faciimente per assurdo. Se | puntl commni fossero Ire, essi non
potende stare in una relta, starnnne in un Sy il quale iaglierh vinacumn sfera in on eireolo pas-
sante per | lrs punti: in tal vasu la Jpersfore avrebbero z pomnune un modesino trrcolo g § cenkrd
non sarehbere pin indipendenti, il che & contro I" ipalesi,
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A tal uvopo ogni traietioria essendo determinata eome interse-
zione di 22— 1 ipersuperficie, avremo per le traiettorie di n — 1 punti,
(n—1)" equazioni e queste unite con le n — 2 equazione delle iper-
superficie diverranno in tutto 2®—wn — 1,

S1 serivano ora altre # equazioni stabilenli che le distanze dei
punfi rimangano inalterate; edse saranno dislinle se, come si & sup-
posto, 1 punti sono indipendenti. Cosi si hanno in tatto #*— 1 equa-
zioni dalle quali eliminando le coordinaie dei primi # —1 punti
restano # — 1 equazioni fra le cnurdmnta dell’n punto e quindi &
determinata Ia sua traieltoria.

Prendiamo ora un altro punto M diverso dai precedenti. Espri-
miamo analiticamente che la distanza di M dai dati & invariabile,
avremo alire n equazioni che insieme alle precedenti formano wn
sistema di »* 42 —1 equazioni: da gueste eliminando le »° eoor-
dinate degli » punti dati restano n — 1 equazioni fra le coordinate
i M e sara quindi determinata ln sun traiettoria,

Caso parlicolare: per n=3 sono deferminati i movimenti di un
sistema rigido pello spazio ordinario quando si conoscono le traiet-
torie di due punti ed una superficie su cui debba muoversi un terzo
punto.

Teorema IV. — E determinato il movimento di ogni punto di un
sistema rigido in un S, quandp siano date n° —2n -+ 1 ipersuperficie,
sopra le quali si muorano rispeltivamente n°— 20—+ 1 punti del sistenn
ed altye n — 2 ipersuperficie sulle quali si muova un altro punto del
sisteme (i moelo perd che di tali punti 0 non siano in un Sy, 1 = 2).

Per i dati del Teorema abbiamo #*—n —1 equazioni rappresen-
tanti le superficie date. Per le equazioni relative all’ invariabilita
incominciamo a seriverne #, giaccheé per ipotesi n punti sono indi-
pendenti: per gli altri #* — 8n -} 2 punti dati seriviamo che le di-
stanze degli » precedenti restano immutate col tempo onde altre
n' — 3,° -+ 2n equazioni.

micchd complessivamentie si hanno equazioni in numero di

n' — Zn® 4 2p—1.

Eliminiamo le coordinate di »®*—2n -} 1 fra gli #* — 2n +2 punti
daii, coordinate clie saranuno in tutto #»* — 2u® - . Restano in tutto
n—1 equazioni che determinano la traietforia del pimto rimanente.
Il ragionamento analogo si fa per qualunque altro dei punii dati.

Preso ora un'altre prnte M agginngiamo alle precedenti altre
n equazioni relative alla distanza di M da n punti (scelti indipen-
denti) fra i dati.

Abblamo cosi n* — 2n* + 8n — 1 equazioni dalle quali eliminando
le 97 —2n®-}2n coordinate dei punti dati avremo n — 1 equaszioni

T
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fra le coordinate di M e cosi & determinata la tratetiovia di questo
punto. |

Caso particolare nello spazio ordinario: son determinati i movi-
menti di un sistema rigido quando si comoseano 5 stuperficie sulle
qualt debbano muoversi 5 punti del sistema, di eni 3 non in linea
rotia. (%)

Del Teovemn dato & utile a considerarsi il easo in cui degli
n® — 2n -+ 1 punti muoventisi rispettivamente su »®—2n -1 iper-
superiicie, ve ne siano aleuni coincidenti in uno solo,

A tal wopo si noti che se & di egsi (1< A<Tn) coincidono in un
sol punto, allora questo dovendo muovers; simultaneamente su % iper-
superficie si muoveri sulla loro intersezione ¢iod sn unsa varieta V,
ad n — & dumensioni.

Avremo allora il

CoroLLARIO. — Il movimento di ogni punto di un sistema rigido
¢ determinato quande siano date una varietda V.. in cui si muove
un punto dato, »* —2n»-+ 1 —k ipersuperficie sn cui & muovono ri-
spettivamenle allretianti punti, ed alire # — 2 ipersuparficie su cui
sl muova un altro punto. (%) -

Se A=mn —1 essendo la varieta ad una dimensione una iines,
avremo che basterd dare la traiettoria di un punto, #* — 3n 1 2
ipersuperficie su cui si muovono altrettanti puntl ed altre n — 2
ipersuperficie su cui si muove un altro prinko.

Nello spazie ovdinario n—=3 £—=2 &i ha: B determinato il mo-
vimento se ¢ data la traiettosia di un puoto e tre superficie su cui
s1 muovono tre punti del sistema.

e k== () allora essendo | intersezione di n ipersuperficie in S,
composta di un numero finito di punti (varieth a zero dimensioni)
avremo che 11 punto mon potri avere una traiettoria, onde non si
muovera sicche il movimento in questione & determinato se & dato
un punfo fisso, n*—3n -+ 1 ipersuperficie su cui si muovono rispet-
tivamente allreltanti punti ed altre n— 2 ipersuperficie su eui si
muove un altre ponto.

Nello spazio ordinario A= n =3 basta dare un punio fisso e due
superlicie per altri due punti.

Piit in generale se &, punli coineidono in un solo Ay, ke punti
I As.. o kp in AP (K, <0 =19, . ) avremo che basta dare p
varieta di dimensioni n—Aiy, n—=~ks,...n—k, in eui si muoveono

() ScuoNeNANns. Monatsber der Berliner. Acad, 1855, — Mansuzia, Etude sir le deplacemant
dune figura de furme invarvinble, * Jowranl de VEcole Politecnigue , Cahier 43, pag. 1.

(%) Invece di dire “x — @ ipersuperiicie in eul si muova simullancamente un alire panto
g1 pud dire con lingnaggio iperspazisle ® una vavield a due dimensions (ntersezione di n—2 ipor-
superficie) In eni si muova un aléro punto _.

() 1 ecaso poi @i &= u non hin io generalo pignificoto perchi in iale ipotesi, & ipersuperficis
I un Sy salvo cas speciali, non si inborsecans,
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2 punti del sistema, n*— 2n-1-1— Srk, (9 ipersuperficie sopra le

a=1

qualt si muoveno altretianii punti del sistema ed altre 54— 2 Iper-
superficie su cni si muove un altro punto. Cosi per

?123 k[:*z ;l'*-g—:g

basta dare le traieftorie di due punti ed uva superficie sn cni si
deve muovere un terzo punto.

Nel caso di p=n—1 e Je & uguwali ad n—1 si avrebbero
#n— 1 traietforie per n— 1 punti ed n — 2 ipersuperficie sp cui si
muove un altro punto e ¢id & d’accordo col Teorema II.

Quando poi fosse p=—n A =2 si avrebbero u punti fissi del si-
stema e in corrispondenza il numero precedente

" —2m+1 — N0k

3= L

diventa negativo il che & assurde. Ne viene di conseguenza che il
sistema non puét muoversi e ¢ib @ d'accordo eol I Teorems,

(x. Usar.

= A -

SUPRA UN SISTEMA X DI SUPRRFICIE P Dl S,

I. Le equazioni: z =H) @) (i=1...2 4 1), essendo la T
coordinate proiettive omogenee di un punto, rappresentano in Sn Una
superficie che ha le stesse proprieth delle superficie P dello Spazio
ordinario, vule a dive: [e sviluppabili ad essa circoseritic lungo le linee
coordinate sono coni. La diremo ancora superficie P.

2. Consideriamo le equazioni

T = fi(u)+ p(v) 2, (1)

ove le 7i(u), @ilz) sono date tunzioni monodrome finite e continue in-
sieme alle lovo derivate sino ad un certo ordine, in un dato CANMpO
di variabilita per » e », con la condizione che ad un gruppo di va-
lori dei rapporti delle r, corrisponda in generale in quel eampo una
sola coppia di valori w, ».

Fissato nn gruppo di valori per 2, le (1) rappresentanc una su-
perficie P deseritta dal punto z mentre variano 1 e ».

Pevr ogni grmappo di valori attribuiti alle 4, si ha una delerminata
superficie P.

Variando dunque le % & ottenes un sistema X di superficie P, fia
le quali risnlte una corrispondenza binnivoea, se consideriamo cino-
loght i punti di esse che cormspondono agli slessi valori di # e ».

(') 1 casi in cuj qusslo numern diventasse negative sono da escludersi.
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3. 7 piani Langenti alle superficie del sisiema X nei punti omologhi

0, V) passano per una refin della congruenza che ha per falde forali
due linee rappresentate parametricamente do -

x; == f"{(u), 7= gi(v). (2)

Infatti, il piano tangente in un punto a; ad una superficie, con-
glange i punti dj coordinate r;, £(u), Pil?), e questi due ultimi I'man-
gono iissi per punti omologht delle superficie (el sistema, mentre
deserivono le lipee rappresentate dalle (2) n] variare di u e 7,

4, Siano: '

= filu) - £i(») -+ @,
Y= filu) + filr) - B

lue superticie del sislemsa. Se 2 € iy sono due punti omologhi, si ha:

¢ .
2L Hi s

Ti‘_y;

di qui si vede che congrungenti due punti omologhi passano per un
medesime punto vertice d une Vo cono sie cui stanno le due superficie, le
gitale 3010 PROSPETTIVE.

Vieeversa: se da un punto si proietia una superficie di =, ogni raggio
protettante contiene i punti omologhi i mfinite superficie prospetiive nlla
Prim.

Infatti, se » sono Je coordinate del eeniro di proiezione P, e
T = filu) 4 £i(e) + X; sono le equazioni della snperficie che sj Consi-
dera, tutte Je superficie del sistema chie stanno COn essa su una mede-
sima V3 song rappresentate da:

2 = fi(u) 4- Pilr) 4+ pp,
ove p @ funzione di due parametr;.
5. La superficie del sistema ™ Sy s0n0 ™, purehé non siano piani
o cilindri. ()
Infutti, assonte le Z; come coordinate cartesiane non omogenee di
un punto m un S,_,. Je equazioni

&y = filu) + filr) 1 2

tappresentano in questo spazio un sistema di superficie di trasla-
zione, le quali si Posgono oltenere da una qualunque di esse apph-
cando le o™ traslazioni di Sc-1, quindi le superficie del sisfema ga-
ranmo «o " se nessuna di esse ammette mfinite traslazioni in 8e, come
L piani ed i cilindr.

In 8, consideriamo come protezione di un punto dj Su_1, avente
Per eoorvdinate a;, gnel punto lg cui coordinate proietiive omogenece
8010 le stesse Zi, 1ndi proiettiamo sn On, dall'origine delie coordinate,
le superficie di 8, .- oiterremo in S cp»+l superficie P costituenlti i)

——

(') Questa dimostrazione ¢ andoga a quella fattn dal pref, SE6RE nel caso di un sigtems =i
lines rapnressntate Un == filu} 4+ 21. V. Ia nota sulla generazione dalle auperficie che ammettonn
Un doppin sigtema eenivgato di coni eireoseritti, B, A, delle Selenze (Anna 1907.08 Torino),
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sistema I, poichd ogni snperficie di S,-; verrh proiettata medianie
un cono a tre dimensioni che non potra contenerne altre.

6. S;, 82 siano due superficie del sistema X, B sia il vertice della Vs
cono su cuil esse stauno: siccome ogni altra superficie S di ¥ sara
prospetitva ad S, rispetto ad un punto B.. e ad S rispetto ad un
punto B., ne viene che i punti B, B, Be, dovendo stare in tutti i
piani determinati dalle terne di punti omologhi sulle tre superfieie,
saranno allineati,

+ S1 ha quindi un modo semplice per costruire geometricamente il
sistema X: si prendano due punti By, By allineati con B. si considerino
L raggl BiAa, BeAs ove A, e A, sono due puntz omologhi su S,, Sa, e
8t determini Uintersezione x di tali raggr ; variande It coppia AjAs, X
deserivera una superficie del sistema 5, la quale esawrir@ i sistema coni-
biando la coppia BB, in tuiti 1 modi possibili,

R T, PSR

Le V. che contengono tre sistemi =! i superficie P, | J

7. Entro al sistema ¥ consideriamo ! superficie P: basia pren-
dere le ); eguali a certe funzioni d'un parametre w, per le quali
8 intendono soddisfatte le condizioni poste al paragrafo (2).

Il lnogo di tali superficie & una V., rappresentata paramefricamente

dalle egquazioni :
s = fifu) - qu(v) - ds(em). (3)

Per costrnire oo superficie P, basta far prendere ' posiziont
alla coppia dei punti B,B, allineati con B. I due punti deseriveranno
allora due curve s, s; sopra un cono di vertice B.

St scorge subito un mode di generazione della Vi

Fissaie due superficie S,, S, prospettive rispetio a B, si considerino
BOpra wi cono ordinario di vertice B due eurne Si, Sa; Ay, Ao sio una
coppea quatungue di punti omoioghi @i Sy, Se, ¢ By, By una coppia qia-
lungue di punti omologhi di sy, sq; il punto x, intersezione det ragy:
BiA., BoAg, descriverda wna V, rappresentabile con la (3).

Ponendo eguale a cosiante successivamente ciascuno dei tre pa-
rametri, si oftengono sulla V, tre sistemi <! di superficie P appar-
tenenti rispettivamente ai tre sistemi 3.

[ 2= fi(w) -+ mlv) -+ 2y,
= filu) + q:-‘[fi-*} —I— iy,
l = filn) - :(v) v

Diremo rispettivamente: sist. 0 = ¢ost,, »==rcost., w = cost., qnei
tre sislemi co! di superficie della Vz, ed indicheremo con P,, P,, P,
le superficie che ad essi appartengono,

8. Due superficie d'wno stesso sistema non hanno an generale punti
comune,
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Infatti siano Pw,, Pw, due snperficie del sistema »—=rpst. per
un lore punto comune deve aversi:

filu) - pi(v) - difaey) = pifile’) + @ue) + difaes))

31 ha un sistema di n 1-1 equazioni che in generale non & sod-

disfatto.
Due superficie di sistema diverso hanno « comune wua linea sulla

quale varie uno solo dei parametri. — Infatti pei punti comuni ad
una Py, e ad una Pw,, si ha:

fil) + qule) - ifan) = pifi(w’) + i(v') - bifeey)).

Il sistema & soddisfatto Per v = = p,; w=w=uw, p=1 ed
“=u, ma arbitrario. I ponti comuni alle dire superficie costitui-
seono la linea rappresentata parametricaments da -

2 =filu) + %.(v:) + (o),

OvVe varia # e sono costanti », e 1w, .

Per un puntoe (u, », 1) della Y., passa in generale una superficie P
di ciascun sistema; quindi tre superficie Pu, Pr, Pw, le quali s'inter-
secano secondo le tre linee uscenti da quel punto.

Le linge paremetriche le chiameremo per brevita linee (us), (vwo),
(wu), indicando con le lettere tra parentesi i parametii che non va-
riane lungo la linea considerata,

I tre sistemiw?! di superficie P della Va li possiamo chiamare si-

stemi ecaraiieristicd.
9. Diremo diretiriei della Va le linee dei tre sistemi Y-

Ay __“fi["] Tl }'11
Ty == gi(¥) +p;,
&y = dfw)—1-v;,

ai quali apparfengono i tre sistem semplicemente infiniti delle linoe
coordinate sulla V stessa, e chinmeremo associcde Lre direttrici appay-
tenenti cinscuna ad uno dei tre sistemi Z:, quando A=y, =0,

Da guesta corrispoudenza risulta -

L. 4 due dirvettrici di un sistemn e a due di un allvo sistema sono
sempre associate due divetivici di un lerzo sistema tali che le tre coppie
stanno su tre coni aventi i vertics ailineats,

Infatti tre coppie di direttrici associate sono:

iy = )‘:ifu) + X,

Ly = fin) + It

,‘ ) zi{e) + A7,

| 7 = gile) 41

| o'i= '.!Ji[iﬂj — ;'\, — l’l,
]. V= () — p; — T

[
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Dalle due prime si ha:

dalle seconde: , ' j ’
Zi—Yi=Ai—nl,
dalle nltime: e &
2i—yi=p— i+ pi— 20
quindi le coordinate del vertice d'uno dei eoni sono combinazioni
lineari delle coordinate dei verlici degli altri due.

IL. 1l piano che conginnge i punti u, v, w di ire diretlrici associate
pussa per i punio (a, v, w) delle V,.

ot ha nfatti &+ o' =+ 2", = fi(u) + «.(v) ~+ iy [2¢).

Quindi, se consideriamo due linee 14, 8 nel primo sistema, due
linee ra, 5 nel secondo e le Joro associate nel terzo, il piano per ire
punti di 7, rz, 7z ed il piano che congiunge gli omologhi su s, 5., %
determinano un punto della Vi. Variando i tre punti in tnkti 1 pos-
gibili modi si ottiene tutta la V.

10. 4d una V; rappreseniata dalin (3) sono legale tre superficie F
luoghti dei centri di prospetlivitq delle superficie P di uno slesso sistema
prese a due a due,

Cosi al sistema w = costante, corvisponde la superficie F rappre-
sentata da:

iy = Ui(20y) — dyawy).

Analogamente agli altri due sistemi corrispondone le altre due
superiicie:

I = r.pifi.’j) — il va),
&= fi{) — fi{us).

Queste ire superficie sono anche i Iuoghi dei vertici dei coni ehe con-
giungone 4 punii omologhi (punti corrispondenti allo stesso valoye del
parametro variabile) di due linee coordinate di uno stesso sistema, giacenti

S una medestma superficie caratieristica.
Infalli sopra una Pw,, due linee (vw,) sono rappresentate da:

&y == fi(1e) + qi(va) 4 i)
i = [i(u) -+ @ilva) 4 Lifoy)

T — = iln) — 'i-:'t[i?&z]-

da cui:

Ancora: se diciamo omologhe due linee coordinate apparienenti a due
diverse superficie d’un medesimo sisiema caratieristico, guando coryispon-
dono ad uno stesso walorve duno dei parametri variabili sulle due super-
ficie, le F, di eui sopra, sono i luoghi dei vertici dei coui sui quali stanno,
@ due a due, linee coordinate omologhe.

Infatti, per due linee (1), (91100) sopra due superficie earatte-
ristiche P2y, Pw,, sl ha:

T = fl["] + @ulen) + bif 20y ),
yi = filt) + @i(1) - du[10g),
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& quindi:
Ty — 1 ==y ) — i)

Le tre superficie ¥ con tengono rispettivamente le linee rappresentate
dalle eqguazioni
a=9%w); n=9g\(r); = Iilu);
essendo le W\(w) le derivate rispetto a w delle funzioni Ui w), analoga-

mente per g'iv), £in).
Consideriamo infatti la superficie F' rappresentata da

Ty =0y y) — i_!*i(ﬁ‘i) :

. . . '-L' ) — 1 -r:r
essn contiene il punto dj coordinate ale) — dife ]; tale punto, va-

e — Ty
riando . e tendendo g w, diventa il punto di coordinate if2). Mn-
tando w0 esso deserive la lines

Ty = 'i(w),

Queste tre linge prese a dne & due costituiscono le linee focali
delle tre congruenze di refte, per ogunna delle quall escono = * piani
tangenti nei punti omologhi alle superficie caratteristiche d'uno stesso
sistema. (Cfr. pr. 3).

Se si considerano due lines coordinate qualunque, ma appartenent;
ad un medesimo sistema, per es. due (vw0) :

T == fi(#) =+ zi(va) 4+ by(20p),
% = filt) 4= () 4= by(ew),

si ha, per punti omologhi -
T = ¥ = pi{va) -~ dulrog) — pife,) — b fary), (4)

Le due linee stanno su d; uno stesso cono di eni il vertice de-
scrive, al loro variare, una V,.

D1 tali V, se ne hanno quatiro corrispondentemente aj tre si-
stemi oo? di linee coordinpte sulla V,,

Ognuna contiene quattro sistemi semplicemente infiniti d; Vi ansa-
loghe a qguella considerata, Per ogni punto ne eseono quattro che
si intersecano a due & due secondo sei superficie P ed a tre a tre
secondo gquattro linee fungo cui varia uno solo dej parametri. Fsse
costifniseono il sistema quadruplo «® dalle ligee coordinate delia V,.

Le (4) si posseno scrivere ;

%= [pe(va) — oo, )14 [ifwp) — dyawa)].

© queste ei dicono che se consideriamo le w* yeite che si appogyiano
@ due delle superficie F, ¢ su ogne retia il punto x guente pér coordi-
nate le somme delle coordinate omomime der punti @ incontro con le K,

% luogo di x 2 la Vi rappresentata dalle (4). Analogamente per le altre
[ILI.H V.;. |
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Diciamo corde omologhe di due superficie caratferistiche d’nno
stesso sistema le congiungenti coppie di punti omologhi.

Allora la V., le cui equazioni sono le (4), si pud eonsiderare come il
luogo dei punti comuni delle corde omologhe delle o' superficie Pu. Ana-
logamente per le altre dne.

[l. Consideriamo una linea coordinata della Va (8), per esempio
una (2w0); per ogni sno punto escono una (208) ed una (wz). In un
punio z; della (rw) consideruta condueiamo ln tangente alla (vu) pas-
sante per esso; sara la congiungente i punti di coordinate = e

O] OE;

dz; =%% du-t B0 dy -+ S0 dw .

Nel nostro caso &:
da, = f'\(u)du |- ¢'{r)de 4 &'\(w0)dw = (),

essendo pei punti della (vw): o'i(p) =7(1) = 0.

Variando 2 sulla (vw), non varia il paramefro w», ne viene che la
tangente variabile passa sempre per 1l punto di coordinate di{w); eco-
stituisce quindi un cono di vertice guel punto.

Analogamente formano un cono di vertice I punto di coordi-
nate ¢'i(v), le tangenti alle (uw) lungo i punti della stessa (200),

Variando questa linea si ottengono due sizstemi oo? di coni tan-
genti alla V, di eui i vertici stanno sulle dye linee, gia considerate,
di equazioni:

;= d'y(w), 2 = 'i(v). (5)

Ripetendo ragionamenti analoghi per le (vu) e (ww), 81 conelnde che
la Vi di cui si traita gode della proprieta che lungo ciaseuna lineg pa-
rametrica le si possono condurre due coni ordinari tangenii, ¢ vertici dei
quali stanno sulle linee (5) e sull'altrg z— f (1),

Si hanno sei sistemi «® di tali coni ; ber un punto di ciascuna
delle tre linee snddette ne escono una semplice infinita appartenenti
ad uno ed una semplice infinita appartenenti ad un altro dei sei si-
stemi.

Ogni linea paramstrica della V, & pure linea parametrica delle
due superfieie caratieristiche da eui essa proviene come intersezione;
st deduce che guei sei sistemi di coni sono composti dei coni che si pos-
sono circoscrivere lungo le linee coordinate ai tre sistoni oot di super-
ﬁﬂiﬂ P dﬁ’—ﬂﬂ -VE-

Usserviamo che, date le egnazioni parametriche di tre linee di S,:
x; = (), = cPt[v)-.- L :f'lfu]:

integrando le funzioni dei gecondi membri 8 sommando le fanzioni
mitegrali con gli stessi indiei, si ottengono le rappresentazioni pa-
rametriche di infinile V; legate a quelle tre linee nel modo ehe si
& visto,
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12. Consideriamo una (v2), In un sno punto x generico vi sono on?
piam tangenti alla V,. i quali stanno nell’S, tangente in quel punto,
Touy Tove Ty SIANO | pigni tangenti- vispettivamente alle Fai Bey P
uscenti dal punlo di coordinnte x3. Variando il punte tango la (ew), 7,
wmviluppa il cono, Z14 cousiderato, delle tangenti alle {wu) pei punti
della {viz), e «, inviluppa il cono delle tangenti alle (eu) ne punti
della stessa linea,

Cid dipende dal futto ehe quel due piani variano. restando sempre
tangenti lungo una linea coovdinata, I'nno alla Py, laltro alla P, alle
guali i due coni sono circoscritti 1] lerzo plano =, invece, varia in-
sieme alla P, a eni » tangente e descrive nna semplice infinith di
plint passanti per nna retta.

Infatlhi ognuno di essj & determinato dai punii di coordinate :
Tiy @il2), Yilw) e, variando zi lungo la (vw), restano fissi @ iv), Vifee),

Allrimenti: ciaseuno dj quei doe piani contbiene Je tangenti alle
(re20), {uv) uscenti dal punto i eontatto ed intersezioni della Pu va-
rinbile colle P, Po fisse; quindi contiene j due punti fissi 'i(2), &)
(efr. pr. 11). .

Coneluidiamo che Lungo ogni linea pavametrica si possono condurre
due sistemi o' di pign; tangenti che inviluppano due coni ed un -
stema ot di piani tangenti ¢ gual: passano ver una retta che contiene
v vertici dei due coni,

I coni costituiseono i sei sistemi ® eonsiderati al pr. 11,

I prani per una retta costituiscono tre sistemi o?: song 1 piani
tangenti in punti omologhi aile superficie d'uno stesso sistema, (cfr.
pr. 3 e 10).

13. L'S; tangente alla V3 in un punto di ecoordinate zi(e, v, w) & de-
terminato dai punti di coordinate @, £(u), 2’ i{v), (o).

Se il punts varia lungo nna (o), restano fissi 2i(2), &ifw); quindi
st ottiene projettando dalla retta fissa ehe eongiunge i punti di coor-
dinate o'(v), L) una retta variabile la quale, congiungendo i punti
d1 coordinate xi, fau), & la tangente alla (v10), Quindi :

(it Sy tangenti alle V, lungo una linea coordinata hanno a comune
una retta, e si oitengono proiettando da questa retia le tangent: alla sud-
detta linea,

Tali S; costituiscono, eome sopra i piani, tre sistemi co®

Gli S, tangenti alla V, nej punti d'una stessa superficie P hanno a
conmune un punio perchs uno solo dej parametr: resia fisso. Tale punto

varia sulla linea BB o g P
ﬂii=fpji[‘1’) n o PT}
Il___'ibflrw} L P‘F‘l’*
Je consideriamo gli oo? triangoli aventi i vertici sulle tre linee

suddette, abbiamo che per ognumno di essi passa uno ed uno solo Sy
tangente alla Vs,
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Vi sono @’ Iriangoli aventi & comune un lato, percio per ogni
lato passano @' 83 tungenti ulla V,,

Vi sono «0® triangoli aventi a comune un vertice, percio per ogni
vertice passano co® S; tangenli alla V.

(4. 11 piano osculatore in un punto di coordinate 2 ad una curva
della V; & determinato dai punti

xy = filw) + @ilv) - dilew)
dirs = [i{w)du - '{v)dv + L' \(aw)dhe.
x=f"i(u) (u)*2"{v) (fv)*H b e} (dw P=H ()P a0} e (w)d e,

Se fissiamo la tangente, ossin du, dv, di, vesta fisso oltre dz; il
punte di coordinate |

yi=1"i{n) (du)® 4 £"\(#) (dv)* - D" (2) (dw)®,
allora d*z; varia nell'S; dei punti:

Yy s &L 4 JF{["): fF'rlf?-‘L F-IJ'i['”!)!
guindi:

I piani osculatori alle curve per x,, aventi la stessa tan gente, 3i otten-
gono protettando da questa @ punti di un S, col guale essa ha il punto dx;
@ comune, sono pereio w® ¢ yiempiono 'S, deierminato dai punti:

F1 ¥iy filwe), @'i(v), i) ;

ossia 'Sy delerminato dall’'Sy tangente in x; alle Vs e dal punto ¥i.
Al variare della tangente, % varia nel piano dei punti:

lu),  9"e), 4"(w);

si deduce che fre gli w™* S, tangenti alla Vs in x:, ve ne sono wo®i
quali coniengono gli S; osculutori alle curve per x;.
Questi «0® S, riempiono I'S; determinato dai punti:

iy filuy o 9d), di(w), i), 9"@), ).

Gli Sa osculatori alle cwve di una V. ds S., rappresentabile con
le (3), guando & n > 5 riempiono un Ss.

Se & n=>7, gli 8, che contengono gli S, osculatori alle curve per @,
sono futti gh S, tangenti, i quali costituiscono un faseio.

Ognuno di essi sega la V, secondo una superficie avente in 2 un
cono guadrico tangents di cui 'equazione &:

(& ()] (du)*—+ L™ i(2)] (dv)* —+ [Ed"(w)] (dw)* =0 (6)

essendo le § (i =1, 2,...6) le coordinate omogenee proietiive dell’S,
che si considera e (& (u)] = ZEfi(u).

Je 1 coefficienti della (6) sono tutti positivi il cono & lmmaginario.

I differenziali du, dv, dw sono le coordinate del punto da; nel
piano affi(u), oi(v), d5(w)], quindi la (6) rappresenta in questo piano la
conica sezione del cono suddeito.
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I quadrati (du)’, (dv)®, (dw) sono le coordinate del punto ¥: nel
prano B (u), w"(v), &hi(re)], (Clr. pag. 260), percid la {6), interpretata
in B, rappresenta la retty intersezivne di questo piano con I’ iper-
ptano E.,

Gl 8, tangenti alla V, in x; costituiscono un faseio

L(E x) ~ THIT A ES 0,

quindi formano un faseio -
AALES ()] (edue)® - (%" ()] {113 e S w2 ) (efu)® . =10 (7)

1 econi quadriei tangenti alle co? superficie dn essi segati sulla Vs.
Abbiamo pereid nel piano e« un fascio di coniche rappresentaio dalle (7)
e, cm-rispundentemuute, nel plano 3 un fascio di rette rappresentato
ancora dale (7).

Il centro del fascio dj refte & il punto comuue al piano 3 e al x, tan-
gente, base del fascio di S, .

Vi sono tre 8, che segano la V; seconde tre superficie con un punto
doppio biplanare, |

Si hanno, per determinare le coordinate dei ire S, e le coordinate
delle tre rsite doppie dei coni degeneri. le sette equazioni

[ i) +-¢ilw)+ difw)]=0, (2 (W]=0, [Z'(6)]=0, (£} J=0,
&7 {(u)] {ilu)* =10, [Eiz"ie)] (dv) = 0, [Zi"i0w)] (dic)" =0, (8)

Le prime quattro esprimono che 1'iperpianc & € tangente in 7,
alla Vs: le ultime tre sonp Je semidevivate dell’equazione (6) ed espri-
mono che il cono che essy rappresenia si spezza.

Supponiamo che il eentro T del fascio di rette nel piano B non
coincida eon nessuno dei bre punti /"i(u). ¢”\(0), L%ee); dalle (8) si ha:

(& (n)] =0, e =), e =),

oppure
(i (r)] =0, (=, div = (),

oppnre
()] =0 e = (), o = ().

1 tre iperpiani che si cereano sono guelli che segano si B le vette
TA, TB, TC, essendo A, B, C i puni;i corrispondenti alle eoordinate
rilued, (o), ).

Le tre rette doppie dei coni degeneri, sono quelle corrispondenti
alle direzioni per euj o

&
u arbitrario, v — coshante, W= gostante.
OVveéero
U =costanle, ¥ arbiirario, w = gosbante,
0VvVero -
it = costante, # = ecostante, @ arbitraric:

S0mo c1oé le direzioni delle tre lmee parametriche uscenti da >, .
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Gli iperpiani tangenti ad unu V, j quali la segano secondo superticie
avente un punto doppio biplanare si dicono iperpiant tangenti stazionari.

Per ln V; di 8; rappresentata dalle (3) possinmo dive che le linee
parainetriche costituiscono ire sisteini doppiamente infiniti di linee, in ogni
punio delle quali esiste un iperpiano tungente stazionario allu V3 stessa,

Annullando nella (6) uno dei coefficienti nei tre modi diversi, si
ottengono le equuzioni delle coppie di plant del fascio di coni di
vertice x,, o meglio, le equuzioni dei fasei di ragel in cul degenerano
fre com del fuseio. |

Potrebbe darsy chie per qualehe punio della V; il centro T del
fascio di rette in 3 cudesse in uno dej tre pnntl A, B, C. Supponiamo
che T comeida col pimto A di coordinate [ (e} allora, tutti ghi S,
passando per fale punto, Fequazione del fascio diventa :

MIEL ()] (o)’ 4 [20"(20)) (dro)®] +- w ([E'9"(0)] (dw) + (&7 ()] (dw)') =0

da cni si vede ehe il fascio di coni degenera in un fascio di piani
corftato due volte; I'nsse del fascio & la tangente 1 x, alla Jinea (vw)
che vi passa.

Chiamando omologhi due piani quando provengono da uno stesso S,
abbiamo nel fascio un’involuzione di enj ; piani doppi corrispondono
ai due S, che segano 3 nelle due retite AB, AC. |

Le equuzioni di questi due piani come soslegni di due fasei di
raggi sonoe:

(&5 (w)] (dw)* =0,
(557(0)] (de)* =0,

Dalla prima si ha: w costante ed #, v urbifrari; dalla seconda:
v costanle ed u, » arbitrari, Si deduee che j piani doppr dell’involi-
zione suddetta sono i piani tangenh In 2, rispettivamente alle Puw, Pu.

Quindi ge il 7= langente in X; afla NV contiene il punto di coordinate
"), tutti gli S tangenti segano la Vi secondo superficie avente in x.
un punio doppio biplunare. Vi sono due Sy che Pintersecanc secondo due
superficie aventi un punto doppio uniplanare.

I5. Affinche guesto falto si verifichi per ogm punto z, della Vs,
deve il punto 7 (») nppartenere sempre al m; tangente. Cib avviene
se &

Pl ==af"(w) + B () -+ v, () + ELfi(w) + o,(0) -+ @ (),

quindi: f=v=3=0, a arbitrario e & pud prendere eguale ad 1.

Si ha allora:
f i(“) . fyi(ﬂ)l
}rri{"] = (",
[{u) = e
Se anche le ¢(») sono di questn forma, ossia-
g {r)=le",
anche il punto ¢"(v) appartiene sempre al =y tangente, segue che
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2380 ha eomune con 8 upa relta, percid emtrambi stanno in un Se
che contiene tutt gli Se oseulatori alle curve della Vi. Se poi & an-
che g,(20) = cev, il piano dei punti [ (n), £ (), b".(w)] appartiene al T
tangente; Ia V, si 1y duce, come vedremo, ad un piano.

[6. Consideriamo i primo easo.

Ponendop ¢ — 4, la Vi & rappresentata da;

&, = &t + o (v) < b ac), (9)

Tutti gli S, tangenti passano per 1l punto o, che appartiene alla V,.
Quindi: se la V, i cui ¢ tratia & sempye Segata dagli S, tangenti secondo
superficie avente un punto doppio biplanare, essa & un cono di vertice
N punto.

Le linee (22) sono le relle per il punto @, sono cioé le genera-
triel del cono,

Le P. e le P, sono eoni ordinari di vertice a;; le P, sono super-
ficie P generiche.

I due coni tangenti alla V, (9) Jungo una (v10) si riducono a due
fasel di rage;.

Dei due econj langenti lingo nua (vw), uno coineide con la P,,, cosi
del due coni tangenti lungo una (w2), uno coincide con la

Il eonp inviluppo dei plani tangenti ad una P\ generica ed i1 cono
mviluppo dei planj tangenti ad una P, lungo la (vw) loro iniersezione,
st riducono ai piani sostegm dei due fase; suddetti, mentre costitui-
SCONO ancora una semplice infinita per una vetis, che ha con eia-
scuno di guelli un punto a comune, i piani tangenti lungo la (ow)
suddetta alle oo! P, uscente daj suot punti.

Lungo ogni (uw) i piani tangenti alla P. inviluppano la P, mede-
sima, i piani tangenti alla Py inviluppano un cono, ed i piani tan-
gentl alle ! P costifuiscono una semplice infinita per una vetta
passanle per il vertice della V, ed i punto ¢'(z).

Analogamente per le (uar),

Quindi se dal vertice della V; (9) si proiettano le due linee:

oy == m!i(t’): £y = '-Fi[w)z

81 oftengono due coni tali che per ogni loro generatrice passano oo?!
plani tangente alla Vs.

Gli o0 8, tangenti alla Valungo una (va) coincidono, percheé ognuno
[a toeon lango tutta la (v22) che & ung generatrice,

Gli 0?8y tangenti Inngo %ma (up) od unn (220) hanno & comune
Wnu retta [u, @'(»)] o [a,, ¥"(w)], sicchi per ognr generatrice di eine
Stuno dei due coni suddett passano «'§; tangenti alla V, longo una
lineg courdinata,

Ancora hanno a tomune una retta (o, ¢ ()] gl 8; tangenti nej
pPunti @’una P,,. Pereid per ogm generatiice di guei dne coni pag-
Sano w' S, tangenti alla V, nei puntl d'una superficic caratteristica,




L]
e

LY i s

264 PERIODICO DI MATEMATICA.

i -

Gli Sy tangenti nei punii di una Py sono «® ed hanno a comune )
solo il vertice della V. o2
I7. Nel secondo easo 1a V; & rappresentata da '%?;_}_-.
{2e
x, = au -} b 4+ ¢(w) (10) i
Per ogni valore di w le (10) ¢i danno le coordinate di un punto i
variabile nel piano determinato dai puuii di coordinate a;, b;, g;(10).
Varinndo w0, varia il piano; quindi le P sono piani per la retin s
(., b)) 1
Le P, sono coni di vertiei b,; infath, se ponmamo: =
Y, = an -+ b{w), (11) B!
essendo # costanie, le (1) rappresentano una linea; varviando % si 2
ottengono w* linee che stanno su uno siesso cono di vertice ¢.. Quindi }
le P, s1 possouno rappresentars con: ?
¥,
£ — biﬂ —I— . r,;ﬁ%
" " " ¥ : ;-‘j.-n
essendo 7, 1 punti di una linea qualunque delle =' rappresentate S

dalle (11); ossia le Py si ottengono proiettando da «; le o' Jinee sud-
dette.

Analogamente le P; sono coni di vertice «,. (%)

Dungue: se la Vi di eui 81 trafta ha in egni suo puitto un Sy oscu-
latore (nel senso cl’essv conlenga gli Sy osculator: «lle curve per quel
punto) essa contiene una semplice infinita di piani per una retta ¢ due
sistemi oo (i coni.

I coni di ciascun sistema hanno a comune il vertice che sta sulla
retfa comune ai piani,

Ogni piano confiene nna generabrice di ciascun cono.

Due cont d’uno stesso sistema non hanno altri punti a comune al-
Pinfuori del vertice, perché le linee (11) non hanno in generale punti
& COmuneE.

Dae eont di sistema diverso s' intersecano secondo nna linea.

Una tale V; si pub otienere nel seguente modo:

Si consideri in un S; un cono ordinario di vertice Py il quuie contenga
una semplice infinila di ewrve:

z, = fi(1e) -+ X, + &P, (12)
(le ). sono costanti fisse) appartenenti al sistema:
& =fl{r'”] = |41 - (*) {13)

Da una velta passanle per P;, la gquale non giaceia pero neil’ Sy, si
proieitano le generatrici del cono, si olterrd uia semplice infinitd o
piani per quella relta. Da due puntt prest ad @rbifrio su essu, §i prowet-

(') Al sistema delle Pr apppartisne il cono yi= ain 4 (1w} corvispondenti a V =1,
(*) Ad ogni groppe di valorl g torrisponde una linea del sistema.
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tino le curve del cono (12): si olferranno due sisliemi = di coni tali che
guelli d'uno stesso sistema hanno solo il vertice @ comune; un cono d'un
sistemis incontra i coui dell’altvo sistema in curve del sistema (13), ed
ogni pianoe conliene una generdirice di ciaScun eono,

18. Nel terzo ease la V; b rappresentata da:

xr,=a,n+ by e.

Nou st ha pit una vera Vi, ma un piano pei punti @, b,, ¢,.
Le Imee coordinate sonn le relte dei fasei di centri @, b, e,.
Quind: la N7° che si considera non pud avere in ogni punto un S

osculatore senza yvidursi ml un pinio.

(Continna), Dorr. Fana Carro.

PER L0 STODID D0 ALCCSE QUMM INDETERMINATE

Il primo ad oecuparsi della equazioue x® - axy - by*=z", per
quanto mi sappia, & stato Laaranee nelle * Addizioni dell’Algebra
di Eulero , e precisamente neil'nitime § di queste, ed ba indieato un
metodo, quello stesso esposto dal sig. ¥. Ferrart in questo Periodico
(anno 1909-10, pag. 59 e seg.) per la ricerca di infinite soluzioni della
predetta equazione. In segnifo la cosn & stata ripigliata da LEeENDRE
(Theorie des Nombres, ediz. 1830, tom. 2° pag. 134 ¢ seg.) seguendo
le stesse orme del sommo matemativo italiano e le formole che Beli
dette sono state ultimamente riprodotte dal sig. BE. B. Escorr nel-
UInt. des Math., vol. 15°. anno 1908, pag. 133. Lo stesso ordine di
idee ha ispirato al sig. DeErsovEs la sua bella memoria sulla risolu-
zione delle equazioni axr®™ 4 by® =c2" (Nouwv. Ann., pag. 265 e seg,
anno 1879). Nel 1904 mi occupai della equazione o* — ay* = 2™ (G ior-
nale di Battagling) ed nllors mostrai che si potevano adoperare anche
nella rvisoluziene di questa questione le funzioni U, e V, di Lucas
(V. Théor. des Nombres del Lucas, pag. 508 e see.. oppure Periadico
di Matemnatica, anno 1902, pag. 320, dove {rovasi un’altra applicazione
da me fatfa di queste stesse lunzioni) sin per la facilith sia per la
rapidita dell impiego.

Ora ritorno snlla stessa quesiione, e ripigliando guelln idea che
allora mi guidd mostro anche I'uso che di quelle funzioni pud farsi
per la ricerea di infinite soluzioni di alfre equazioni. Porta questo
processo alla risoluzione genervale, cioé danno queste funzioni futte

(') Comunicazione a} Congresso regiopnle della * Mathesis » Bezione pngliesa,

e i s aa B e T e R e o g R e e e
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le soluzioni delle equazioni nelle quali possono ndopravsi? A ¢id non {;I

rispondo Per ora, solo posso dire che i risultati che gui otiengo sonp &1

generali guanto quelli ehe hanno ottenuto signori che si sono oee Ly

cupati della cosa. )
|. TEOREMA. — Indice

2" ovdine di Lucas

U @ g, 27+ apd -0, Vi (20 + ap, 224 a1 iyt

dove a, b, X, Rt Sono nwmer: arbitrarii, le posizioni

1 : ]
r= _E._’_ [Vk — H[.I.Uk]. Y= [J.UJ; y Z==)F I ﬂp‘.l + bp",
aanno infinite soluzioni della equazione

ar""-{—n;ry—[—b;rfzz“....

Infatti, fra le T, (»;q), Viip. g) sussiste la relazione

5 oo

e cosbruendo la (I) eolle posizioui indicate si ha precisamente

T‘” 3 2.8 )
10 ehe dimosira la cosa.
EsgMrnr. — 4) La equazione

&+ axy -+ byt = 2%

riceve, dalle nostre posizioni, le infinite soluzioni:

=L —bp® y=%u-lap? »— e + alp - byt
6) La equazione
T*+ axy + by’ =2,
riceve, dalle nostre posizioni, le 1ufinite soluziont:
r—=)3

¢) La equazione
e - axy - by® = 2,
riceve, dalle nosire posizioni, le infinite solnzioni:
&= 2" —dabdp® — 66272 — b (a® — )t

Y =4 + 4" — ) W+ 6% + a (4 — 2,
T =2"+ ain + b)2

2. CoroLLARIL. — 1° La equazione

IE_]'_ E’y‘ﬂz 2T

tndo con Uy e Vi le funzioni nwmeriche del

302p° — b’ y= SN Bk pt - (0 — b, 2=)32}- A = bp?,

(3)

(1) i

(1)
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¢ soddisfatie da

z =5 Vo (2, 2+ By U=pUn (2 0+ ), 2= 30 e
2% La equazione

27— agy = v
¢ soddisfutia g

L= —} [V (2% + ap, 221 W) — apl, (2) - ap, 25wy,
Y=pUCu (2% + an, 72+ airp), 2=)2 (AL
3% La equazione

Tty = "
¢ soddisfatia
F= *i— Va2 + ap, A* -1 ain),

Y= —%— Rl (A + ap, 221 aip), z=7 -+ ap, .

4. La equazione

T — qy = 2" _ ][Ii
¢ soddisfatta de
[
'7"':%' Va, Yy=75pln,z2=)

dove le 1]

n € Vi 301ie quelle del corollario 5°,
3. Per

oftevere infinite soluzioni della equazione
T axy - by = o

possiamo procedere dalia risolnzione delje due equazioni

()

L azy + by =2zr g A% QAL ~ B2 = 2*.
La cosa si voda subito
Hea alla forma dej primio membro del

Per chiarive In cosa m varro di un esempio. Supponiamo che
stu-da risolvere g equazione

quando si osservi che lg form L

la eguazione dg risolvere,

mlﬂ_l_bjflgzgln mﬂﬂ_i__ I{‘ysl__ 3
mediante Jeo formole:

M }.13'-— b}llal

Y1720 (1) Ye = 3152;13 = bpg“ (2)
& =" - by, I
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~ Se ora in Inogo di 2 e p del grnppo (1) si sostitniscons i valori
di z; ed y. del groppo (2), si ha

e el e 7

i
2a? - Bt = (h? )8,
eppero o o)
' = bt = (hs® - bps®)®,
. con
= [;t.gi = 36’13{155? — b (3};23}19 - — &lpga}g,
I = 2 [lgn — 3&?.5:_!.52J {3.].33!13 — Efp.g:].
Oppure

2= (W — b’ 35 (1 — ) (20 ),
l y=3{(h" — b“‘ijg' 2hapy — b (22301, ),
z = (M- b - b (2am)®,

S'intende bene che quesii due sistemi di soluzioni sono identici
ed enframbi risultanc eguali all’'unico proveniente dalle nostre for-
mule

1 ~
2= Vo (20,00 Bp®), y=pUs(2), 124+ dnY), 2= b,

. Queslo (che ha importanza in se stesso) merita pure che venga
rilevato, perche in corrispondenza anche le funzioni U e V si POSs010
adoperare in modo che nonm ¢i si debba assolutamente servire del-
I'indice rs, ma separatamente degli indici » ed 5. Osserviamo infatti
_ﬂhe dulle V. (p,¢) e U, (p, q) i forma la V. (p, g) sostituendo nella V,
in Inogo di p, V. (p, g) ed in Inogo di ¢, ¢°; si forma Iz T, con questa

stesse sostituzione meltiplieando il risultato per TU.. D'altra parte

s1 dimostra facilmente clhe &

VI 8 PE y VI'H 4 'pE LI’H 2

%) = (F oo =(5) - (-9 (%)
_ 'I"utt{} ¢10 ¢i porta a econcludere che: se si cercano infinite solu-
zionl delln equazione di cui in questo 8§, si costruiscano ie due fan-

zloni
Vo CAFap, 2° 4 aip +be?), T (2) ap, 7.° — a4 bp),
¢ mediante queste e I'nliro elemento 0% - adp - bp®), s1 otterranno

lF:z Ues, Voo In conclusione le infinite soluzioni dells predetta equa-
zione saranno date dalle formnle

1
= E[V;{V.., (A7 a2p - bp®y) - - ap U U, (V., 024« A o)),
y=pU U (V,, (2.2 akp 4 bp))
z=N akp+ by’

4. Sia il polingmio
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e supponiamo che possa mettersi sotto una delle dne forme

(@2 - axs) fy (w4, 26, ...) oppure (2% Braty +y22°) fa (24, 20 . . ),

con a, 3,7, No od N;, dico che esistono infinite soluzioni della inde-
terminata

f[.rl,:rg, . --):-&3“-

Infatia, per ipotesi &

(71 - aza) 7 (21, . . J=f(21, 20,...).
Poniamo
iTade=2" A=—g¢lr, 2., ),
allorn st avra (corollario 3" e 49

1 1
=5 Va, s =5 pUy,

eppero
1 1
}'(‘.-;. Yy o w0y, 2544 -)*—=.3“:;:,

—

e In ecosa & dimostrata. Dimosbrazione perfeltamente analoga per Ia

secondit ipotesi,
E importante osservare I'avbitrarietsa che lascia il teorema alla

scelta delle altre iucognite zs, a4, . ..
Evidentemente se la (a1, ze,...) pud mebiersi sotto la forma

(.I'l "— ﬁ!-;.'['g)r [.'.I-'| “r—‘ ﬂi-'ri)u . (;FHE —I— 2Ty - Ekmlg}t “ .-

s1 hanno diverse infinita di soluzioni.
In particolare consegue che le equazioni

T 4 Rl = A, M gm— A an A% -y = Agn

sono susceftibili di infinite soluzioni,
Espongo ora una applieazione, scelta fra le ricerche da me fatte,

sulla

BQuazioNe cuBioa: * 4 Ay - Agey® + A = A% (TID)
9. Supponiamo che il sno primo membro possa metlersi sofbo

la forma )
(% + ay) (2* -+ Bay 4 v,

dove g, 3,y sono numeri interi e razionali come si @ detto innanzi.
Da quanto precede resultg che si pub prendere

A=z +tay ="+ Bzy-tyvy’
e corrispondentemente si avid
) ([P 1
=5 [Va— fulUs),y =pUs, A =5 [Va~p (22— ) Ua]
2= 0"~ Bap -+ yp?,
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- dove le Us e V; sono quelle del Teor. § 1, ossia si ha
(&= —3yAp" — Byp’,
[?f —— SlBP- + 331}12 ’—’_‘ (EE h_ T) l—'-ar o ’
< g

(ﬂ) ] P LI Blll + .”-bﬂi
A= 28 +-820% + 8 (a3 — )M (af® — 3y — 2y)

St pud inoltre prendere
A=a"+Bzy+ v, =2+ ay,

e corrispondentemente =i avrda

1 1 1
$=_‘5T3' i’;=§ [lITs. EﬁE[Vﬂ‘i‘PU&]:
1

A= 7 [Ve+ 5aUsVa b Tt

dove le T: e 1, sono quelle del corollario 3° § 2, e sila

t=(A-} ap)*1t 2 Yy=A +oap)®—131% z=2r4 ae,
A =20 + ap)®* - 23)° BA - ap)® — A% 4 vl ap } — 277,

Ponendo o=y =1, f=-—1, la (III) diviene

&yt = Az (I11) .3:;--:
e corrispondentemente si ha la duplice infinita di soluzioni di questa: g |
e
je=0 HJ“+1“=F=(1+:~0‘—1=,z=1+u=} (A)
\ A=2[RA+pn)+3551% o
[F=p =320, y=3p1"— 2, v B S
A = p® — 6ip* 30 + 22 ey
Le (A) possono mettersi sotto la forma pii semplice | ":
=102 y=v'—2, 2=, A—=2[f}39 L

A
e

dalle quali si pud dedurre Valtra
T=v'43p°% y=v"—3p®, z=y, A =2[v* 4 27p"%,

Ora si tenga presente che

Wl L S
-
"-"".9"" -:.[‘_.I-.:_-:;'.-r_r ‘E'-
- g™ 5
TR R
vt H - b

BE | o

kel B
-,

== .-.‘_.jl-

. s
|:i -.-"I-ﬂi ;

v 1 20p% = (v* 4 8p%) (v* — 3w -+ 3p%) (v* - 3vp -+ 35%);
ed allora ponendo 3}

v —3pv+8p=0; V4 3up 30" =1, fli "
si ha identicamente ol o )
(V30 4 (V' —3p" P =01 (1 4 6) V.

La forma di A trovata mediante le (A), e ehe ora ritroveremo in
alfro modo, fu stabilita da Lucas come condizione necessaria o suffi-
ciente, perche la (ITT) abbia soluzioni (Nouv. ann., anno 1878, pag. 425).
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Scambiando nelie (B) A econ — A s1
mndicato dallo stesso Lueas (loc. cit.).
6. Le (A) stesse ci portano alla i1dentith

ha un altro groppo di formole

(= v)" + (0 — ) =20 (4% - B9 (IIT)”

Risolviamo ora la equazione

2“ [Hg —!—- 3!}5} T Aza; {H'I)m

€id che possiamo fare in due modl, o ponendo

A=2n 2= n° -1 3y° (D1
0 ponendo

A=u"-13v°, 2*=y (P3).
Per le posizioni (p,) si ha dal Teor. § 1 (esempio b))

W=2"—00’, »=3% —3u% z=) "4 3%, A =20 18%,
e quindi

[A% 3% ~— Np’ — P48 — SAT — 9hp® - BpfP =
=2ZA (A 1 3p) (. — Bp) [A* - T,
€ 8¢ qul poniamo 3). in Inogo di X e dividiamo per 27, si ha la
identita
(94" - 3% — Pp® — p®)P® L (93 — DA% — 9w - It ==
=20 (A +p) (A —p) [3 (3R + P,

6 finalmente trasformando questa identiti colle posizioni

%1 3 a—8
}\._'—_-' 5] ;I—L'_ 2'!

)

‘trasformazione indicata dal sig. DeTHOVES, loc. eit.),
identita indicata da Lueas (loe. eit.)
[0® — B+ 828 2+ B+ [5° — o + 328 (23 L )P =
= af (2 §) [3(z* + af + B2 T".

Questa permetie (come osserve lo stesso Lucas) di risolvers in
numeri interi la equazione

st perviens alla

g‘.a+ya=ﬁza’
Ponendo z=1, B=2, e da
173 - 37% = 6.21°

contrariamente a ¢id che credeva LeerNore (loc. cit., tom. I, pag. 11)

Servendosi delle posizioni (ps) ed applicando il corollario 3° § 1
s perviene a formole g1i trovate. |
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Ponendo nells (4) a=—], F=y=1 si ovtliene il gruppo
T= 1" — 3t — o,
Y =3 -+ 32,
= :lﬂ—f—- ll‘].'—[- [.LE,
=2 —8i% — Bip?—

che danno infinite soluzioni delly equazicne

57 e y”z.ﬂﬂg. S

7. K nota la impossibilita di risolvare le equuzioni [
i1 -

ﬂ?a a2 yﬂ——ZEE. L’

Indicando ora con A, 1) tutti i polinomi A trovali mnanzi sj i -

deduce che: Le equUazion;
AQd, 1) =58
8ono impossibili.
Fra queste vi b | equazione

M) = At (L)

Lo studio della Impossibilita della (L) non si arresta qui, giacchsé
1l Lueas ha stubilito altri casi in eni eip si verifica. Un teorema del
Lucas (Noup. Aann., 1878, pag. 513) dice:

La equazione
A (A py = A5®

¢ impossibile in numers razionali, eccello i valpyi equalc o nulli delle
wmdeterminate, nei casi sequenti :

A= 1, 2, 5, 4, 18, 36, p, 2p (QP}Ef 2 297, 4,

dove D indica un ninero primo delle formag 18y +5 e q un numero
vrine della forma 180 - 11, (4
Tutti 1 valori di A g cul in questo teor. | indichiamo con g (2 q).
La (L) & soddisfatta (Coroll. 8° B 2) 4a

¥ =30 4 6hp” - 4p°
2=X--2p,
A (000 + 600 4% 35+ b1 44

Ruestq espressione di A Ia imdichiamo con A2, ). Ailora POS-
siamo dire :

La equazione
% 2 S A(]-IP-.‘J — (i lfilht?_] v®
€ impossibile.

Si possono per questa via stabilive infiyite proposizioni di questo
genere, cosgl per es, :

(*) Questo Leor, ¥ siato Te40 oncora pill generale dn S¥lvester o inl Peplp,
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Le equazion;
e e 2'ay(p, )
S0N0 impossibili ece,

cast di questy o

Furero (V. Algebra,
Lione, 1774).

Impossibi}; S0n0 pitre Jo seguent; equazioni, nalle condizion| jndj.
eate da] tegp. di Lueas:
Rj,ﬂ____;gﬂ_______g?zﬂ i

quazione g, (p, 7)=1, 2 sono stat;

stndiati dg
vol. II, Pag. 184, 186,

995 @ seg. della Bdjz. di

"=272¢ Ma® — y’) = 2%, N2r® — S°) = 26
dallg imposs;ibjlita delle equazion;

< (24 27p9)
Oltre g citato teoy
dt Sylvester o del Pepin, sullo stess

mettono (j enunciare gliye Proposizioni gy) Lipo ¢
Cosi per gs.- ' '

. del Lueas ve n’

dove p— 1,2, 8, 4 5.
b nalmente,
primo dejlp

PRO BLEMT ()

(Comtinyagione — Fedi fasge "}

nella parabolg una
che formano un faseig armonico
Dimostrarg che esiste anche nnpa ellisse che 2ode della stessp
Dropriety
14, 13

due tangenti
& 1pocicloide g 4 Fegressi, ¢ una lemniseaty d;
60 Ordine, l'apea delia quale & = di quella de]la 1poeicloide,
‘\_\_\-_-__h
() In mrssima nop puhbliche
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I5. Essendo data un ipoeicloide triangolare, non esistono altri punti
tali che I'una delle tangenti condotte da essi sia la bisettrice dell'an-
golo delle altre due, oltre quelli sitnati sulle tre tangzenti di regresso.,

(Gerﬂandn il lnogo di questi punti si trova una linea di 3° ordine che ai
spezza nelle tre tangenti di regrnasn) -

16. La podaria del centro di una ipocicloide triangolare & un #ri-
folium regolare, I'avea del quale & 1 di quella del cireolo bitangente
all’ipocieloide.

17. La podaria dell’ipocicloide a 4 regressi @ una sestica di cui
larea & % di quella dell'ipocicloide.

18. Esistendo nell'ipocicloide a 4 regressi 4 corde che sono ad un
tempo normali e tangenti alla curva. Se I'ipocicloide ha per equazione
:g% -|-y§' ~_—,-_1“§"

la lunghezza di queste corde h;'é:—g.:D,BQ?ﬂ.

19. Si consideri una ellisse o due circoli ad essa bitangenti che
hanno per corde di eountatto le corde focali prineipali PFP ¢ QFQ'.
Sia M un punto situato sp o degli archi di ellisse PQePQ.eN
un punto situato su uno dei rimanenti archi.

Dimostrare ehe -

1° la somma dei segmenti tangenti condotti da M ai due ecircoli
suddetti & costante

2" la differenza dei segmenti tangenti condotti da N ai eircoli
stessi a costante;

3" la costanfe suddeita & la medesima net due casi ed eguale

2¢®
%

20. 11 Inogo dei punti tali che le tre tangenti condotte ad un
ipocicloide triangolare formino un fascio armonico con la parallela
ad una tangente di regresse & una enbica tale che U'area ¢compresa
fra essa e [asintoto & equivalente a quella del circolo che passa
per 1 tre punti di regresso.

21. Se F & il fuoeo di una parabela, 8 MP, MQ le normali in P
e Q alla medesima condotia Per un punto M di essa, dimostrare che

FM — P — FQ = costante.

22. Eliminando m fra le due equazioni

oy all —a®) [1 - m ‘V’S] * mx
o m*—m? 1 ’ =1
81 frova I'equazione di un cireolo,
(Si trova 9y VB — o — U). _
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23. Essendo FF P M ; fuoehi, ] ceniro
di una elisse, dimostrare eo)g le distanze di yp punto qualunque de]

Prano deile due rette MF & M~ Sano fuu:«:iunf razionali delle eoor--

dinate di M. Trovare In relazione fra [e distanze di 0 da MF ¢ MF”
quando il punto M g Sposta sull'e])isse.
24, 1'ares della enprva

ad un punte qualunque

‘ LR VLRSS o R T
e

T

‘f—_.—_;d

U=

6" — b
25. Din;ustrare la relazione

-

o 7 de 8 3 3
g0 e o 2 e P (e 2 g 8 .
ah ‘A_ [Fren'y 1 Costp)® = ﬂ_ 3 (@°sen?yp -1~ 3 nos ®)

26. Se Ny, Ns, N, sone | punti delle tre normal
condotta da gy punto M e T, v ; punti di eontat
alla parabola condotta dalio stessq punto M, si ha

MN;, . MN, . MN,
MT,T-EITE = (0§ EEHLB.

(Se P2 € il parametro della parabala s ha

MN, - MNs , MN, ;u)

iad una parabola
to delle fangent;

bt nel eirenlo e circoseritto
all’ellisse. Peoy claseuno dej Punti di eontattn P,Q. R del triangolo

con l'ellisse d; irnceia le rette stmmetriche delle normal; in P, Q R
rispetio alle direzionj degli nssi.

E.-N. Barisres.

PICCOLE NOTE

&
La eurioso esempio (fj eliminnzipne,

Siovoglia trovare I’in?ihippﬂ deila retia
* LO8 @ 4 ¢ sen P=u ]"'r:u.s Zip. (1)

T equazinpi diverse, dje di questi procedimantj
Paltime sl conducendo al resnliate divetto,
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1% La derivata della (1) rispeiio a @ &
i gen 2 e
TIENP— L0 P = . (2) L
Yeoa 29 : il
, . *.Gﬁ
Bisogna eliminare ¢ tra la (1) o 1a (2). _;ﬂ
Elevando a quadrato la (1) e I (2) & sommando, si ha :u"&
2 s .af 2, sen® 2y = a &
B Ty =9" 008 9 } cos 2 ¢o8 23
da eni :
at ) z? + yn + o * + % — at
COBZ2p = ———, co8%gp= y  sento = : :
TE T y T e + 47) ST Y= v*) (5]
Questi valori, sostituiii nella (1) danpo
zVx® + v + at i Vat + y:—a’ s .
V2 (2* + o¥) Ve (z* + 37 Va? + )% e g
OvVvero W
2V2¥ g  +a® fy Vol ) —af = a?}2,

7
Facendo spavive i radicali si ha 'eguazione di 8° gradp

HIE 'I'HE]E _I_ > [1.2_ y!] — 2“4]:'___: 4:1‘2545 [[1.2 _I_ yij‘: s ﬂ‘j-

(4)
Si troverebbe la slessa equaziene introducendo i valori (3) nella (2).
2% Conserviamo la prima delle equazioni 13)
ﬂi
cos 2 ¢ = T (5)
Moltiplicando membro 8 membro le (1) e (2) si ha
(*—y") sen ¢ cos @ — 2y cos 29 — a® sen 29.
Da eni
dzy
tan 29 = (6)
cos 2p = F—y —tu :

I_ % 9,32 g 3 ()
(x y 2a%)° + 4z%y

Confrontande le (5) e (7), si ha come equazions dell'inviluppo

z*— y? — 2% a

Vix% — y*— 2a%)* 4 4z%° (= Ul ,
ossia la curva di 8° ordine

at “.’.‘-l'.'-':—— l!,1’: - Eﬂ’): _I_ 41-"_!{&} — {:!:" _|_ y:!]?. I:."cl — yz == -E“'i]i

(10)

’ (8)
3% Risolvendo la (1) o (2) rispetto a2 » ed y si ha
o B00SQ = asenyp (9)
Yecos 29 Ycos 29 _.
L/ eliminazione & immediata o si ha I"iperbole equilatera i‘;
7% — y = g, f.‘

1
T g—

i X i ’
= or, 1' -llnl_ e - g
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4 quanto abbiamo detto risulia
Aneo di 6° grade. Bi riescs n

CoxcLusions, — D

tenare un faltore esty
vamente

che l'equaziona (4) deve coxn-
trovarlo serivendo successi-

[(22 4 o)t — 4 + af (z? — Yt — 6% — 4y [(2® 4- y2)® — a'] = 0.
2* 4 9%)7 — a4j2 1 9,2 (2% — y® — a®) (2% 1 ¥t — at) -

+ ni{mi___yz__néjﬂ___i_m

Y =t + g%t — at
[;EE_J_!’E]E [-T'H—"y!.]:“i‘ EHE[IE_‘Ly:}E

(7% —y?) — 84% [.r’—!—y!}t— 40° (x:—yM) L 438 = .
(25 4 ¢)2 [(2® — ¥ + 2a% (2* — ¥} —3a%] — 4a® (2 — ¥y — a®) = .
(2° /Il L o ') — a’] [{x — 1) + 8a

J—dat (2 —yr 0y — ¢,
-|—y2}= [Iu——-yt -} 3!]1] — 4!‘15} = (),
La soluzione esivanea & dungus

[-I'E __3.1.: s I'I;E} [[I!

(2% + g% (a% — y2 4 3a%) —4daS =

(11)
Un ealcolo analogo mostra che l'equazione (8) s pun serivaye
(% — y? — a2 ((2* -+ y® (2? — ¥*— 3a%) L 4a% = (),
La soluzione estranga ¢ allora la sestica
[:B2+y’j=[12—1;=—~3n'} + dn® = (). (12)
Osservazions, — I confronto delle (4) o (11) e quello delle (8) e (12) con-
duce alle due identity roguenti

HI -} yE'JH 4+ a? {{1“:2‘—— yﬂj e 2{:'}"" = 4-’!72_1!2 HEI + y!]I == E"_] =
= {IE——_:;!-— u’) “.,1:' 4 szi [::r:!——y‘ ix 3112] —-4t:ll].
(2t 207 4 g

= @~y —a%) (2t 4 49 (@ —»* — 3a%) 3 449,

(2% + 9?2 (23 — 2 __ 2a*)®

Semmandole gj ha I'altra

“.TH __|_ y'E}ﬂ + ﬂa [‘1.2 — 3!’!,] e gﬂIJE + [Iﬂ + y’}l’ [ﬂ:g = yﬂ mass EIIE]E =

-—4#'23)’: [..'.IEE _!_!i!]ﬂ___ at |:-T=—J= s 23212
= 2 (=2 o el 7¥) (2? — Yy — ab),

E.-N. Barises.

RISOLUZION DELLE QuiSTIoN (95, T4, 10 & T0f

“93. Data un’ellisse o PEr un punto arbitrarvip P s possono condwrre guattro
corde della o upenti 74 lunghezza 2).

4 punti medi i queste corde apprritengono ad un cireolo, il centyo def quale
¢ indipendents de .

Dimiostrars Poi che se P

descrive 1wn’ellisge o, omoletica g

concentrica ad e, il
“Cniro suddetto deseripe une ellisse.
E.-N. Barisien,
Risoluzione de) sig. ing. Adriano Gandini di Varese,
1* Paxrg, — Posto P = (=, B), siens tispettivameants -
x ¥t _
W oy =1 ol

Yy—P=m{zr— a (2)
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"'equazione dell'ellisse e, 8 quella di una retia di parametro s passante per P,
81 pouga;

H — ﬁ —_— LY [3}
D =34 a*m (4)
Dalla (2) avremo :
[y = H + mz {5}
: 1

Sostituendo suceessivamente con la () & la (6) nella (1) otteniameo rispettiva-
mente le seguenti due equazioni:

f Da* + 2a*m Hx + n? H* — a%2 < 0
| Dy? — 2P Hy + 0*H* — a%*m®* =0,

Siene z, =", 4, ' le soluzioni di jueste equazioni, ¢ chiamiamo (X, Y) Js
coordinate del punto medio della corda intercetia datla (1) sulla (2).

Avremo:
[I=%{m+:c"1— "ggH (7)
| Y=t 44" == (8)
j i n*H’E a%® 9)
Lyy = PR it (10)

Per lo (8), (4) si ha-
| a®*m® = }*D — p*
| H? = BH — wunH

(quindi :
B V175 Y b 2.0
m*m*'_l_y'yl-':{ﬂ + ?j’ .Ifr:H EH‘I.E][:;] EI D +Ei i1 IJJ' {111
31 ha poi
. (@ — ") - (y — g2 = 4%,
cioé
| s 1, i ; o oo Vg 19
‘If-T‘f'-‘FJ"'i*I[y—I-yJ-:J-I—:I + ¥’y (12)

e per le (7), (8), (9), (10) si ha:
(b* + atm?) H® = J¢pe +(a” + 35 H*D — a®2 (1 4+ mH) D (13)
la quale pud essere trasformaia nella seguente -
@*b* (1 + m?) (D — H?) = 12D,

Sostituendo & D ed a H i Toro valori dopo alcune trasformazioni si ottiene
I'equaz. di 4° grado in m -

a’(a*h* — ah® — g2z} 0 + Z2Buthim? L %32 T 0% — at — B — 21t 4
| T 223a%hn - b (2%t piat %) = () {14)

la quale dimostra quindi 'esistenza delle 4 corde d; lunghezza eguale a 27 Cib
potevasi anche vedere a priori dalla (13) & dulle posiziom (3), (4).

2* Parre. — Sieno my . ms » Wiy, g le radigi dell’equazione (14) ¢ indjehiamo
con H;, Dy; z"s; vais Xo. Yy valori che assumous lo funzioni (3), (4), (9),
(10), (7), (8) allorche m assume il valore ;.
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Allora i punti med; delle guattro corde in

Dimostreramg qundi ch'esso & npjle.
Lo operazioni che eSeguiremo sn essp i

IE‘-‘—]—Y‘ X ¥ i

oitiene :
( rz'+yy" X ¥y 1 !
Sostituiamo ¢op la (71, l:Bj_. (11) & molg

linea per Iy, Ds, D, » Dy, dividiamo la 2=
lora risulia -

plichiamo poi tispettiv. Ja 13, 22 s 4e
col. par — o2 g 1g 3o col. per B2 Al

{(a® + 5% (BH — aniH} — p7D L b“h—- a’b® aH D { ;

Si &Zgiuyga Successivamente allg s col. Ja 9= moltiplicata Per (8% + p%g: g 3n
moliiplicats Per — (a® L 3B . |a 4o moltiplicata per B%

Allora la 1* nuoya col. risulters formata di termini tutti egnali g (0 — a%py),
Supposto 3+ 4 possiamo dividerla Per (8%-— a%*) o troveremo :

' I mH H D r;
& per le (8), (4);

1 Bm— qe p— o b* - a’m? '

Sottragghiamo dalla 5% gol. la 12
Dlicata per j2. Dividiame poi
Otterremo :

moltiplicata Per § e dalla 4= gpl. Ia 1* ‘moelti-
le nuove ¢olonne risultanti rispettiy. pPer —a ¢ poar g2,

} 1  Bg— gyt o ap? I -

Infing aggiungendo alla 92» col. 1a 3

molliplicata per —8 o |a 4* moltipli-
cata per o troviamg -

] 0 m g2

Quaat'ultimu determinante avendo tutti

i termini dalla O col. egnali a 0 gari
nullo e qaindj j quatire puntj jn questi '
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' : per coordinate variabili € e v, I'squaz; .
colo che passa per i suddetti quatiro punti sari dats da-n PEASAEES e i

[ &4+%* B 9 1
I*4Y* X, Y, 1
Xe? + Y, Xo Y, I 0. (15)
Xy + Y;® X, Y; 1

Poniame :
X Y, 1
A = | X, Yo 1]=]2 g4 l[.
X Yy 1

e annlogaments -

A= X4+ Y Y ]

b
[

X*4+ Y X 1 .

&’

Il

X7+ ¥ X Y

Avremo dalla (15);
BE*+ %) — A+ 4" — 4" — .

!

e indi I
indicando con £,, 7, le coordinate del centro & con p il vaggio, risulta :

17) ot AT AT 48"

¥

e =——; (IEJ Ne =

oq ! '
24 28 ITE LR
I, 8i ha-
i:‘l{ - ]‘z’_a“mH b*H 1)__ aht -
D D ~ DD, |™H H DI;
e posio: |
8i ha: Piball=p
ron G- hE

a'mH H I}’—-

a*h*
3 ' B — o B— amn b + acn* ’ .

Alla 1* ¢ol aggiungiame la 20 moliiplicata per L e la 3*
4

moltiplicata per — .
allora | ‘ : P o
& nuova I* ¢ol. risulfers formata da termini tuiti egunl) o

n:
e L ab?  alpl L 42 M
quind] ; e e - "
252
g - 0™ Tht
— I B—am b33 g2, ——ﬂerl m m* |-
Poniamo : °
. I miy oy 2
— § '
Jl m o 1 g me? | = (e — #irg) {1y — ma) {mz — miy) ;
I wry ips® e

abbiame :

A — a*b*MV
: -

II, A'= | X2 £ g
'E y p S 1‘=)E"—l—::::: +yy' Y 1)={::'.r"—|—y'y" Y 1):
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per le (11), (8) si ha:

2

4 —= —%— f (a® + 5% (BH — mH) — 52D L pe

Aggiungiamo ajla 1=

plicata per p2

—a"b* 7 D{-

col, g 92

moltiplicata per — (a®
e oileniamo :

T 6% e la 3* molii-

ﬂ.‘-_—_—-—i__]_. («*+ b%) mH 4 5% . 32 H D/;
CIO8
! 5=
A = 2| T (af 8% a4 (0% + b2) aipe 4 e _ a’%* B x e + atin? |
Aggiungiamo alla 1" col, Ja On moltiplicata Pl —{a® + 4%3 o 1a 3» moltipli-
(7 4 b¥)a® -
cala per — . - 1 termini dej)y Nuovy s

col. saranno allopa butti egnali a-
2L2) 3 L
b — aphr __ £* (a? 4 pYy — = r:a re }=
__[u"’-{-bfi (%2 B*a?) + ﬂ“ﬁ“{'ﬂ’-—ﬁ“] M (20)
a® T
Guindi :

nl

ar
'L |-__- _—— ——

: ({uﬂ-;- b*) (FH — aomR)

Aggiungiamo alla 1s
cata per p2.

B T D!;

col. la 2+ moltiplicaia per (42

T #)z 8 g 82 moltipli.
otteniamo :

'-"i"-:—--r—;-.’fa”-i—&ﬂj BH L ¢ __ Lupe mH D=
7.

2

___r_'—._'-—_.

@509 5 — (a® £ b9 a3y, 1 g

— g e

Agginngiamo allz 9n col,

4 = __

a*
3

2
(n® 4+ pY) PP~ [a* 4 &%) x3m + b — a2t ?E:_!_ 2 |- B b ﬂ?m”
Agginngiamo alla 1

tol, la 24 moltiplicats ber (6° + b%u. Ailora tafti i tey-
mini della nuova [ ol

. risalteranne eguaii a -

22 - s |
(8% 4 0% 32 4 gt _ e, 2% g‘ﬂ"‘“ =

i
= (a7 B%) (2%% 4 o) — e e 0 21
- - a3 e e
quindaj ;
: M" bt | 1" 2N
A e i“ﬂ_' . ';JE“ T P f?E'!-"“m!' =—-j—;—u"',ﬂ‘1 " m", = __E[:_;LV_
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IV 4 = | N* < Y* X Y‘ = |+ rr L+ y'y" X Y | =
ul!‘lt.I!!:i | E
= —u PD 4 (a®+ %) (3H —omH)— "D+ ' —a%* wmH H T

Aggiungiamo alla I* col. la 2* moliiplicata per (a® 4 2%z e la 39 moltiplicala
per-— (a® + &%)3. Risulta:

" a<h*| .
A = — ?— [I' — b!}D—I— b.‘— ﬂ'b: ?HH Hl=
[I.Ebi 9 o o 0 . w0 B i
=== (1F — a7) b 4 (1" — 1% «®*m Bis — mm 5 — ik |-
Aggiungiamo alla 2* col. la 8" moltiplicata per = risulta:
4
v BPlge  mael gi_gmas BB
3= > I[I'-——ﬂ]b+“—bjﬂm' = B— iz |;
({* — 6% )a®

aggiungiamo poi alla 1* col. la 2* molliplicata per I termini dells

o
nuova 1% col. risultanfe saranno allora tults eguali a:

B (P —b%a® _ J%(at 4 %% — et fet 4 B M

2 o129 | P el
(1% — %t~ = - (22
Quindi :
e AT 3 28y
A 2—%-? 1 %-—mm‘ P—am = aball il m mi:
a=b= M| o | a*hEMTY
5 ‘l m ome | = 5
Y. Por IE_ (16), (17) si trova: L
M M
— . 9 (42
Ee S & (23) e = Sy B (24)

e siccome |2 espressioni di M, M, M” sono mdipendent) da ! (vezzansi le (19),
(20), (21)), anche il ceniro (§;, 7 sardk pur esso indipendante da 1.
4" Parre. — Supposte che il punto I'= [z, p) descriva nn'ellisse omotetica
@ concentrica alla ¢, indicando con S il rapporte costants d'omotetia, sarh:
e ﬂ‘!

——

(Sa)* (8"

= 1, cioé: a®b® + E20% = %)%R2, (23)

Quindi M, M, M" sone quantita costant] rispetto alle variabili &, 8; epperd per
le (23) & (24):

e =0C1%; Me= 28

dove ¢y e e sono due cestanti rigpetio ad a e . Eliminando « & B tra queste dus
altime equazioni e la (25) si frova -

(ezB)% Ec* + (ecre)? e = (adS)* (e102)7. (26)

I1 luogo del centro (5., %) & quindi V'ellisse (26) odd.
Infine per ia (18) abbiame poi:
o TN BM - dut MM
? 1a'b'M*

. . -
i, T

by "
@ . W
P-E FF‘E“.E" 1“‘-?1. -

- 11—*

Ir

a
By

L " |- ‘i:;_ I;‘__,:'!'.;..I;E-;ir—?- -::.I = "

.\-I—'-
et
=

.il.ﬂh"- o

il o
et

" :‘-‘“-5'.-"5.
g :'.."-?E“T‘

T
s
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T4 Siauo A ¢ B i punti di coniatto delie tangenti condotte ad wna parea-
bola da un punto M delln sua Wirettrice; siane, inoltre, A; ¢ B, ¢ punti d'incontrp
s fali lungenti von la tangenle nel vertice; sia infine, ¥ 11 fuoco. Trovare Uinvi-
lieppe dsll’asse radicale r dei civeoli circoscritii ai triangoli MADL, FAB,.

R. Gazn.
Risoluzione del sig. ing. Adriano Gandini di Varese.

Sieno A, B, H le proiezioni di A, B, F sulla direitrice. Per notl teoremi
sulla parnbola 1 punti @ incontro A, ¢ B, dalle FA', TB con Ia tangente nel ver-
tice saranno rispettivamente | puntt di mezzo dei segmenti FA KB, & le tan-
genti MA e MB sarannoo gli assi i detti segmenti. Yuindi :

_ ) MB = MF = ¥[a":
cloe |'angolo ATFB @ retto; il quadrilatero A;MB,F sara un vetiangolo del quale
indicheremo con C il cantro. Sicecoms poi :

MFA = MAA—=190°: MFB= MPB— 90° .

la corda AB passera per F. Se M & il punto medio di AB sark MM purallela

e

ad AA e a E ed essendo l'anguin AEEB relte sara;

MA=MM=VMB.

Poniamo »

HIM = FMM = FH = p;

¢ AsSmwniamo come Bssi eartesiani HF od HE',

Il eirconcerchio di A;FBy ba il ventro in U e raggio eguale a Ld MF; e sic-

2
come le coordinate di C sono (i ’ el tan qi) ed & L MF = 2 la sua
' g gF 2 2 s p'
equRZione é
1 K4 1 ; PE
= — ot o
(I EP)+[ g ¥ Em;p) 4 cos® g
gloe
x4+ y* — px — py tan ¢ = 0. (1)
Il circoncerchio di AMB ha i} eentro jin M e raggio eguale a MM ; e sic-
comeé le coordinate di M’ sono ( 'ﬂ: , ptan :p) ed & MM = L , la sua
\wos® o Cos® @
equaziona é
(.1' g )E+ (/ byt as —P
- - - — 1§ = ?
COs* § b$—1 . coat
0ssin
z px i :
z* + i S0 9 2py tan @ + p*tantyp =0, (2)
Softraendo la (1) dalla (2) otteniameo l'equazione dell’asse radicale de due
tiveoli:
2 —cos®yp
oty T Ty —plante=0; (8)
ed essendo
- 1
cos® g =

1 -+ tan?gp 3
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la (3) diventa:
(14 2fan*g)z + ylang —pinnts=0: 14)
od anche :
(2z — p)tan®@ + ylang + 2= 0
che & un'equazione di 2° grads in tan 7. E noto che egnagliando il discriminante
¢l quest’eqoazions a ) si otiiene I'eguazione dell’inviluppo dalla retta (4) sllorché ¢
varie tra {(— 907 e (4- 90%. Esso & dato dall”" iperhole:

¥y — 4z (2 — p) =10,

la qonale ha il sno assze focale coincidente con l'asse della parabola ed & tau-
gente in H alla direttrice, ¢ nsl vertice alla parabola data.

Allva risolnzione del siz. E.-M. Barisien.

TOD. Siens A ¢ B due punti sopra yna paraboln, A' e B le lovo proiezioni
sull’asse, C il punto d’incontro delia normale nel pisnto A coll’asse dellu parnlbola.
Dimostrave che AC, BC ed A'B' sono § lati @'un triangolo retiangolo.

[. L. Csapa.
Risoluzione del sig. Merlonghi di Roma.

Siano {x1, w1); (2., Ya) rispettivamente le coordinate dei punti A ¢ B della
parabola d'equazione y* = Ypr.
Le cooxdinate del punto € somo (a + 2,0) o qualle del punto B (a2, V2pzs) ;

onde .
BC = (o — z; — )+ 2px: = (vs — 3:1)* 4 p Ip + 27y)
AC=(ay — my — 2P + 2pxi = p (p + 2m).

Essendo poi

AP = (23— )",
risulta

ACT 4+ AR =B

Altre risoluzioni dei sigg. E.-N. Barisien, inz. A. Gandini di Varese, prof. R. Gatli
R. G. di Givia del Colle e Fornari.

TO6. 11 cubo delia Wistanza di um punto dal faoco di une parabols & eguale
ad ‘[s del prodoito dei tre raggi di cirvatura eorréispondenti ai piadi delle normali

condoite dallo stesso punto.
K.-N, BDagrisien,

Risoluzione del sig. prof. R. Gafti, R. Ginnasio di Gipia del Colle.

K facile vedere che il raggio o; di curvatuora, nel punto z;, v; della parabola
y* = 2px, si esprima con la formola :
(p*+u%)*

»

i—

& che, gquindi, il prodoito dei Faggl g1, pa, ps, relativi a tre punti delin corva, le
cul ordinate sono rispettivamente Y1, %2, y3, 8 dato da

sazy — LT TP 2+ et 0% 4 0 (10 %® + v s + %)+ o et ] (1)
1 P2 oy -

&

P
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B nofo, intanlo, che Is ordinate dei punti della curva pel quali le normali
passano pel punto z', o', sono fornite dalla seguente eguazione:
A+ 2p(p — )y — 2%y =,
Se quindi y,, Ye, ¥s 8000 appunto tali ordinats, avremo :
< == 0,
~yiys =2p(p — )

nyey: = 2p%, :
dalle quali si rvicavane le altre:

=gt = —A4p (p — 2
Dty = 4ptp — &),

Utilizzando tali relazioni, la (1) diventa:

faek =5 10" — 407 (0 — &) + 4p* (p — 2')2  4ptynd

=2 —2(p—a)) + 47 < {2 — p)r 4 4ynd

E snpponendo, infine, =, ¥ situato solla CUTVR, AVI2mMO :

_ 3
Preefs = ({25 — p)® + Bpa'} ¥ = (22" 4 p)3 =§ (:c' i {;) ’

formula ehe esprime la proprieta ennnciats.

— *

QUISTIONI PROPOSTE

798. Se il minore complementare di uno degii elementi dells dia-
gonale principale di un deferminante simmetrico & nullo, il deter-
minante stesso cambiato di Segno e un quadrato perfetto.

G. L.

—
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3. VeronNpsy (collah. P. GAzzANTGA). — Elementi di Geometric ad nuso
delle Seuole Normali. Padova 1911, F.# Dracker.

[l testo che il prof. Veronese, in’cnliabﬂmzinnﬂ col prol. Gazzeniga, ha pre-
parato per Ia Scuola normale risponde ad una necessith che s era imposta sin
dall'apparire dells lorp Nozioni di geometria intuitiva per la Scuola complemen-
tare. L'aulorita scientificy e didattica dell'autors e de] collaboratore dispenserebbe
veramente dal parlare di quest’opera, che &, per il eriterio informatore e 1'ordi-
lamento, una continuazione del testo gia eitato, o per il contennto ed ii metodo
€ un riflesso, u' riassunto di quelle per Gionasio superiore, Liceo e 1° biennio
dell’ Istituto te nico. Tuttavia, siccoms il testo recente pud non esser stato am-
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cora largamente ssperimentalo nella sewoln, si permetin & me, che 1o ho sdot
tato, di affermare qui che essn puo venire utilmente adoperato nella Scuola nor-
male e che lo seguono senza grande difficolta anche aluonne che nom abbiano
soguilo un testo dello stesso autore nella senola media inferiore,
 L'insegnamente di ogni materia nella Scuola normale ha daplice scopo: men-
tale e professionale: cost, in particolare, 1'insegnamento della (ieometria deve
dare all’allieva-maestra la sjcurezza ragionata delle proprieta delle figure gia
riconoseinte coll'osservazione e coll” intuiziene, deve eol metodo dedailivo allar-
gare il campo delle proprieth note. deve abitysre ait analizzare ogni questions
per guanto & possibile in modo ecomplein, deve. in ordine allo scopo professiongle,
Per mezzo di discussioni e di ecritiche avviare alla scelta degli arzomenti da
accennare 6 del metodo di presentarli nells Scuola elementare. Gli Elenenti di
(renmeiria raggiungono il primo scopo ¢ danno oceasions all'insegnante ed al-
Valunno di lavorare per il secondo nel modo ora sccennato.

Pad sembrarve che debbane riuscire difficili agli alunni il 1° libyo o i primi
pavagrafi del 2° ma inveece anche le alumme affatto nuove al linguaggio, alla
minuziosita delle considerazioni vi si adattano presto e conlraggouo I’abitudine
mentale dell’analisi viflessa tanto necessaria, specie & chi si dedica all'ingegna-
mento. B 88 mai difficolth vi fosse D. e, nel formarsi il concetio di sistema lineure,
sistema lineare omogenee gli esempl recati lo rendono accessibile a qualinque
mente. Un altro scoglio apparente & I"introduzione delle vatie parailele coma fignre
opposte I'mna all’altra rispetto al prate di mezzo di wn segmento qualungue che
abbia i suni estremi sopra di esse: la difficolta contro eni si urla & puramenta
dovuta all'inerzia mentale per cul si stenta & seguire un criterio Aiverso da quello
altre volte segnito in un dato drgomento: e ci aceorgiamo subito che difficolta
non deve esservi qualorn si pensi che il concetto di simmetria sn el riposa la
citata definizione ci & familiare, & anzi innato in nol, si che spesso ineonsape-
volmente, spesso volontariamente, per riflessione, obbedismo ad esso come ad nn
bisogno, & guindi pessiamo approfittarne e tyovarne la soa applicazione ancha
In considerazioni geomstriche. Bazionalmente poi semhrami preferibile guesto
nuovo metodo di considerare il pavallelismo di due retis perché indipendente dalla
nozione di piano e dal concettn ii retta illimitata, Anche scientificamente questa
definizione delle parallele d prefervibile alle altre, nerché con essa st pud dimo-
strare Iz proposizione fondamentaje del piano, e viod che una rvette arente comune
col piano due punti gince nel piano, proposizione che nel testo & datn come umo
di guer postulati che si dxnno perché sono proposizioni evidenti, mn che si pos-

sono dimosirare. E a questo Proposito & da osservare ¢lje uesto libro, come.

guelle per il Ginnasio supertore ¢ per il Liceo, hanno la stexsn base scientificn:
I fomdamenii di Geometri dello stesso autore, come le Nozioni di Geometria in-
tuitiva hanno principalmente per base Vesperienza.

Nou ho trovato che presentine dificolth aleuna i concetti di Fascio di retle o
di raggi e di stella & quindi la npzione di piano e i spazio, i angolo, di fascio
d1 piani, di diedro che si deduces dn quelli,

Ho parlato soltanto di guanto riguarda le nozioni prime, poiché son gueste
le fondamentali o quelle clie siabiliscono la differenza essenziale fra questo e gli
altri testi che si adoperano nelle Scuoie uermali; ed & qni appunte ove il rom-

perla con la tradizione diventata parte del nostro sangne di scolavi e... d'inse-

gnanki pud gssumere barvenza di difficolta o diventare tale in futto.
In tatto il resto Ja seella dei teoremi dimoestyrali e la sempliciia delle dimo-

strazioni — per molie delle quali essa & dovuta al coneetto di fignre opposte.

o

R

-

L
.._“-.-'-.E'i T
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Alira innovazions — g quanto €0 10, e in ogni casn secondo me lodevolis-
sima — & il parlare in un testo di Geometria per la scuola nermale dj superficie
conica completa a di superficie cilindrica 8 l'accennare alle sezioni eeaiche, per
ognuna delle quali sarebbe foise opportune dare 1n nomenciatara da; punti e delle
velte o segmenti fondamental; o I'enanciato delle proprieta essenziali: le alunne
semtono parlare in Fisica o in Geografia astronomica d| Gueste curve, vostruiscono.
nelle tavole gi Disegne geomstrico almens Pellisse, perche quindi non nominarle
neppare in Geometria, 1a ove possiamo vederle nascere 9

E cosi pure trovo assai opportune dare ennneiati & dimostrazioni dei teoremi
che conducono alla regola per il caleolo dellaren della saperficie sferica, coms,
per complemento logico de] capitolo, mi pare si polrebhero dare puehe quellf per
il volume, cihe non presentan certo maggiori difficolta dej primi. B vero, veris-
simo — e lo lamento semprée aoch'io — che nella senola normele 'orario per Ia
matematica & assai ristretto, 81 che tutt nol, se hen intendiamo la necessita dalla
nostra scuols, e1 froviamo molig a disagio rignardo il programma da svaolgere, o
siamo costretti a Iimitarei nello svolgimento di pin d'ona parte di esao; ma &
altresi vero che siamo liber: di restringere quella parte che pin crediamo conve-
niente, e sopratatte che ii libre di testo dovrebbe continuare il sno ainlo, dovrebbe
sciogliere i dubbi, vicordare g chiarire le nozioni non bene apprese anche dopo
compiute il corse di studi indisponsabile pet consegaire 1| diplomn, p quindi essp
devae, pur restando ns| campo ristretto del programma della seuola normale, con-
tenere quanto & sufficiente per completare il poco ghe sj puo frre dorante 'anne
scolastico.

Gli esereizi, quasi sempre opporiunamente seelti, proposti alla fine dj ogni
paragrafo, o argomento svolto, danno modo di mvogliare ¢ di guidare "alunno
allo stodio di proprield non trattate. Fanno eerezione, n mio parere, alcune gue-
stioni di massimo 2 minimo che seguono alla teoria dell’equivalenza delle figure
piane: sono questioni pinttosto diffieiij Per se slesse, rispetto al livello delle
nostre scuvle, & sono messe li senzq c¢he le preceda alenn accenno a questioni del
=enere. se s1 eccettui il valor minimo della distanza di un panto dai punti di uynpa
vetta o di un pirne non passante per essa, ed alire questioni simili elementayi.

Altre appunto che qualcnno pudp muovers af libro & di non couteners 1o ((ue-
stioni di metodo per l'insegnamento nella scuola elementare: ad esso risponde
' prof., Veronese siesso nelln prefazione. Ed & yna lacuna, del resktn, che pel
campo delle mie conoscenze ko ciscontrato in molti fasii di geometria per le
senole normali: laeuna non grave, perché tntto sj ridirrebbe, secondo me, a dire
€ a nostrare come nella senole elementari si dave far vonoscere le fignre per
Mezzo di modelli, eon cui ghi aluani devono prendere grapde familiarita, e pure
Per mezzo dt figure o di esperienza far constntare lovo alenne proprista elemen-
tart, che presentino qualche interesse, perché proprieta di figure comunissime, o
Perehé sy di esse san basate le piil'sampliui regois di ordinaria applicaziope; o
questo concetto didattico deve darle il docente e pud darlo o Ualunno ricovderio e
farlo proprio senza bisogno di alira Buida che il proprio bron sonso e la fiducia
nell'esperienza o nael eriterio di chi msegna: e la lacnna pud, in questo seuso,
giovare, anziche nuocere alla vita della seusla.

Questi Elementi i Genmetrin per le senole normali e le Nozioni d; Feomelria
niwitiva per le senole complementari costituiscono con gli altri libri per i Ginnasi
@ Licei, Scnele becnicke e Istituti teenic N opers originale e veramente italiana,




