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tascio, che ha per origine 0,(0,) giacciono da parti opposte delln
retta 0,0y; contraversi se essi giacciono da una stessa parte della
stessa retta. Se i due fasci avessero lo stesso centro, li diremo equi=
vers: se 1dentici, contraversi se distinti.

31. Dall'nltima definizione risulta evidente la proprieta rifles-
siva (A).

32. Per dimostrare I proprietd (B) occorre dimostrare il lenima:

In un triangolo ABC gli angoli (convessi) A:EC, BCA determinano
[asci equiversi, .

Bastn osservare che se H e K sono due punti posti sui prolun-
gamenti di BC dalla parte di B e di € rispettivamente, il verso di ABC
e quello dell'angolo piatto HBU che contiene A, o dell’angolo piatto
CBH che non contiene A; menire il verso di BCA & quello dell’'an-
golo piatto BCK che contiene A, Per la definizione del n. 30 gli an-
goli piatti considerati e quindi gli angoll Aﬁc, BCA determinano
fasei egmiversi. _

33. Cid posto, siano O (wy), Oz (we), Os(ws) tre fasci ordinati di T,
e 1 primi doe sinno equiversi al terzo. Se 0,,0; e Oy non sono alli-
neati, si consideri il triangolo 0,0:0; & i suoi angoli convessi; uno
degli angoli contraversi 016:03, 02050, apparterrd ad Oy (ws); sia
quesio 1l primo. Allora per il lemma precedente, 0,0,0, apparterra
ad un lascio equiverso ad Ou(ws) quindi a Oyfw,), e cosi pure 0:0.0,
apparterra ad Ou(w:). Ma, sempre per lo stesso lemma, 0:0,0: e 0:0.0,
determinano fasei equiversi, dunque O (w,) e (s (wa) sono equiversi.

Se poi Oy, O3 e Oy sono allineati, consideriamo un punto Oy fnor
della retta 0,040, e il fascio O4(w,) equiverso a O(ws); per il easo
precedente, O,(ws) sara equiverso a Oy(w,) e a Oz{ws), e quindi questi
due fasel saranno equiversi tra loro. B cosi dimostrata in agni Ccaso
la proprietd trausitiva (B).

34. Possiamo assumere come coniugato di nn fascio ordinato Oa ()
1l suo fascio opposto O(w's) col medesimo aostegno. Infabii ritornando
alla definizione del n. 30, e osservando che i due angoli plathi d
origine (0:((,) e appartenenti rispettivamente a Os(ws) 8 & Dufw’)
giacciono da parti opposte di 0,0., & ehiaro che un fascio Oy (wy)
contraverso & Oy{ws) risulterh equiverso a Ou(w's). B cosi dimostrata
la proprieta (C).

35. Risulta dai n. precedenti la possibilita di definire un verso del
piano, come proprietd comune a futti i fasei ordinati equiversl; in
verso del piano & definito da un fascio ordinato, e guesto da un an-
golo ovdinafo. La classe di tutti i fasei ordinati o di tntti gli angoll
ordinati di un piano = aventi un date verso © si dirk piano ordi-
nato w(£2). Un piano © & sostegno di due planmi ordinall opposti.

__36. E stato gia dimostralo che in um triangolo ABC gli angoli
CBA, BAC, ACB sono equiversi (ciod app artengono & fasci equiversi);
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questa proprieta ei pud estendere ad ogni poligono convesso e eol-
legare con un’alira che ora dimosireremo,

S1a AtAsA;... A, un poligono convesso: & facile dedurre dalla
definizione del n. 30 che due angoli consecutivi AAGA,, AA A sono
equiversi. In ultro modo, si consideri un punte O interuo al poligono;
avreno facilmente:

VEerso Agﬁ.ﬁu: YEeIrsop (Jrfélﬁuég = Y50 A{E;Aﬂ

verso A:aﬁ;, — VeTso EHEEO — YErso Anggﬂl

e nello-stesso modo seguitando ol teninnio:

verso A 0As; = verso AuOA: — . . . — verso A, OA, . =verso ALDA, —
= verso Ay A A, = verso A;AA, — .

« « s — VEI'S0 ﬁI;E;L_lﬂ n—os — VEI'S0D ﬁ:ﬁgnﬁn_l.

Coneludendo, qualungue sia il punto O nterno al poligono, gli
angoll di ciascuna delle congiungenti DA,, OAg, ... DA, con la se-
guente sono equiversi, ed equiversi agli angoli che ciascun lato del
pobigono forma col precedente. Questo verso costante pud dirsi verso
del poligono A;A,...A,, cosi ordinato: un peligono convesso ordi- -
nato defermina dunque un verso nel piano.

37. Dulla definizione precedente segue il corollario:

Due poligoni convessi ordineti aventi a comune un latc sono equi-
zerse o contraversi secondo che eadono da una stessa parie o da part:
opposte del lato comune. |

§ 6. — Versi nella stella.

38. Dovendo considerare nella stella di centro O nn fasecio orien-
tato » (p, w) & ehiaro che all’ indicazione del verso ¢ yud sostituirs
ha sceltu sullu costola del ruggio ' di » che ha Vovigine in O e il
verso ¢. Pereiv diremo in seguito per indieare un tale fascio orien-
tuto fascio »" (), e »" sarit considerato come asse del fuscio.

Cib posto, essendo 2’y (wy), 775 (we) due fusei ordinati delln stella,
essi si diranno eguiversi se il diedro piatto del primo fascio che ba
per origine il semipiano »',(»%) e il diedro pialto del secondo fascio
che ha per origine il semipiano »p (+',) eadeno da parti opposte del
plano %y »'s, contraversi se essi eadono da una stessa parte di questt_r
piano. Questa definizione eade in difeito se 2 e »'s sono coincidentl
od opposti; nel primo easo i fasei saranmo equiversi se coincident,
contraversi se dishinti; nel secondo caso equiversi se appartengono 2
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fasel ordinati distinti, contrarersi se a fasel ordinati coinecidenti. In
altre parole uno stesso fascio ordinato eambia verso cambiando |’or-
dinamento dell'asse. |

39. Dalla identita di definizione segue I'identity di proprieta tra
x| caso della stella e il caso del piane (§ 5); vesta solo da ¢onsl-
derare qui il caso dei fasei di asse opposto, che nel paragrafo pre-
cedenle non aveva luogo di sussistere. Pey questo caso dobbiamo di-
mostrare la proprieta (B) e (C); limitandoei per la prima ai casi non
evidenti, dovremo dimostrare che se "1 @ 'y sono raggi opposti e
Wy wg SONO versl opposti intorno alia retta 2%, un faseio orientato
$'1a) equiverso a 71 (w;) surdh equiverse a g ().

Infatti se il diedro pialto 5" 59" appartencnte o un certo semi-
spazio X fa parte del fascio s'(s), & chiaro per la definizione che al
fascio equiverso 1 () appartiene il diedyo piatto (di 5) 8" 8, es-
sendo s” il raggio opposto di §'; ad »'s {ws) apparterra quindi il diedro
(i X). 8’ 7% 8" Ora confrontando s'7'ss” con "y 8" 1’ 8i vede che 688]
definiscono fasel equiversi; dunque s'(5) e e (te) SONO equiversi,

Per I (C) la verifiea & 1mimediatba,

40. Abbiamo cosi i risultati necessar: per definire il »erso di un
fasein orientate in una stella; e possiamo poi definire come nel
n. 36 il werso di un triedro a'b'¢’ e poi di un angoloide convesso
qualungue a4 a's. ... ay, in modo perfelfamente analogo a quello ehe
s1 & futbo per le analoghe figure del piano. La considerazione del verss
di wn triedro & importante perche per il triedro il verso & funzione
unicamente deil'ordine dei tre spigoli, in quanto sulle costole dej
diedri & wia determinato il verso adottato; cio che puo iavere in-
portanza in una esposizione didiltics. '

41. Dalle definizioni ora accennate segue anbito:

a) 1 triedri a'b'e’, b'e’a’, ¢’a’h’ sono equiversi; i triedri a'e’h, ¢'ba,
b'a'c’ sono equiversi tra loro e contrapersi agli altri tie.

b) I triedri a'b'c’, a'b'd’ sono equiversi e contraversi secondoch? ¢ ¢ o'
gimeciono du una slessa parte o da parie opposta del prano a'ly,

Se a”, b". ¢” sono i ruggi opposti ad a',V, ¢, 1 triedri a'be’, a”b"e”
fon0 conlivarerst,

Infatti a'd'c’ & contraverso a a’be’, questo nd a"b'¢’ e questo ad
a’t’e”. Segne pure dal confronto di due diedvi corrispondenti dei due
triedri, secondo la def. del m. 38,

42. Tutte le precedenti considegazioni si passono estendore sen-
zaltro alla geometria della sferas si pnd quindi ritenere definitu il
verso di un faseio di cerchs mAassimi ntorno ad tn suo ceitro: esso e
opposto di gnello che si ha rispetto al centro opposto. La sfern ha
quindi due versi opposti.
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S 7. — Versi nello spazio.

43. Resta infine da considerare il confronto tra dme stelle ordi-
naie inforno a dve eentri 0., Q.. Se i centri coineidono, diremo equi-
verse due stelle eoincidenti, contraverse se distinte; altrimenti consi-
derandoil fascio di asse () {O.) appartenente alia stella O, (w4), & quello
di asse Oy(0,) appartenente nlla stella O, (wg) e 1 due fasei ordinati
& cul essi appartengono, diremo che le stelle sono egquiverse se guesti
due fasei sono distinti, contraversi se essi coineidono.

44. La proprieta {A) & inclusa nella definizione.

45. Per dimostrare la proprieta (B), tralasciando la verifica dei
casi pil semplici, dimostriamo il teorema:

Nel tetraedro OABC i diedri orientati A (BO)C, B(CO)A, C(AO)B
definiscono stelle equiverse.

Infatti p. es., alla prima stella appartiene (n. 39) il diedro O(BC) A,
alla seconda il diedro A (CB)O, i guali appartengono a fasei ordi-
nati opposti.

46. Cid posto siano 0, (w,), s (r0g) due stelle equiverse alla Qg (ws);
0:0:05 non siano in linea retta. Sia Qs (OsP) O, un diedro della terza
stella; per il teorema ora dimostrato (3 (0O:P) O apparterra alla
prima, 0, (0;P) Qs alla seconda. Ma questi due diedri per il teorema
stesso definiscono stelle equiverse, dungue O (1) e Oz (ws) sono equi-
verse,

Le 0,0,0; fossero allimeati, si potrd imitare la dimostrazione del
n. 33, servandosi di una quarta stella O, E cosi stabilita la pro-
prietad (B).

47. Per stabilire Ia (U) basta osservare che se O)(w) e Os ()
Sono contraverse e Os (w's) & la stella opposta di O, (we) 1 fasei orien-
tati di asse 0a(0;) ed appartenenti g 0. (w2), 05 (w's) sono ordinati in
modo opposto & che quindi O, (w,) risulters eguiversa a Os (w's).

48. Le precedenti proprieta definiscono il rerso di ona stella
nello spazio, e distinguono le stelle dello spazio in due classi; ogni
classe determina eiv che possiamo dive un 2erso dello spazio. Un tale
verso e determinato da un diedro ortenfato; & quindi funzione di due
Versi, uno sopra uva retin e uno intorne a una rettn; mubta cam-
biande uno di questi versl, non muta cambiandoli tuiti e due. Per
lo skesso scopo puo servire un triedro, o un angolonde convesso. ()

("} 1 versi dallo spazio sone anche defti rersi elicoidali perehib possono essere definits D ppor-
tunaments da nrchi Gi elica, Se mfatti I'arco AB 4 elicn ai profetta in A’IY sull'asss dellelica,
8i datermina cosl il dicdre vrisnlalo A58 che definiscs un verso dsllo spazio, ghe @ indipens

denie dali‘ordine degli eyiremi A s B,
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§ 8. — Proprietd proiettive dei versi.

43. Proietiando da un punto una retta ordinata st oftiene parie di
un fuscio ordinato di ragyi.

Bastera dimostrare clie raggl o segmenti eqaiversi sono proiettati in
angoli (convessi) equiversi. Si tratii prima di due ragegi equiversi A(H)
B (H) proiettati da nn punto () negli angoli AﬁLf EGL, essendo QL
1l raggio parallelo ed equiverso ad AH s BH. E chiaro cke OA e OB
cidono da una stessa parte di OL o i teorema & dimostrato.,

Il easo dei segmenti si pud dedurre da guesto; ma per evitare
la considerazione delle pavaliele si pPuo procedere altrimenti. Siano
AB, A'B' 1 due segmenli, H un punto comune i ragei A(B), A'(B)).
Puiche AOR éjquiversn a BAO che coincide con HEU, e questo &
equiverso a OHA, AOB & equiversa a (}ﬁ;&, e cost A'OB a OHA"
Ma OHA e OIIA’ coincidono, e cid dimostva il teorema.

Viceversa se una retta taglia taftr 1 lati di angoli equiversi di
un fascio, le sezioni sono segmenii equiversi,

50. Il teorema precedente si puc generulizzarve nel seguente:

FProiettando vette ordinate equiverse (contrarerse) da dye punti gi-
tuali da una stessa parte o da party opposte del loro sostegno si ottert-
gono parts di fasel ordinate equiverse (contraverse) o eontraverse (equi-
perse).

Se infatti Ja vetta ordinnta »(s) si proletta dai punti O, 0 si
ollengono due parti di faset ordinati, che saranno qujwrsg 0 Ccon-
trivverse secondoche tali sono due angoli di essi AUB, AO'B. Ora
questi doe angoli sono eguivers: agli alfr OﬁA, O'BA e questli svno
equiversi o contraversi secondoche A e A’ cadono da una stessa
parte o da parti opposte di s

Se invece si proietta da O la » (¢) & da O la retta opposta (g’)
s1 otfengono due parti di fasei di g tall che se alla prima np-
partiene A@B alla seconda appartiene BO'A che & sempre conlra-
verso ad AO'B; ¢io Jimosira il Leoreman.

8l. Un fascio ordinate di ragge e protefluto de une retta passante
per- il suo centro ire un fuscio ordinuio di Seniipiaai.

Lo dimostrazione risulta snbito #all'osservazione che [a COrSpon-
denza posta tra i diedri del fascio di semipiani e gli angoli del fuscio
di raggi & tale che ad un angolo piatto fa corrispondere un diedro
pintto, e viceversa; ad un angolo parte di un altro un diedro parte
del corrispondente del primo, ecc.; dimodoche la relazione equiverso
bra due angoli del fuscio & equivalente alla relazione eguiverso tru i
diedri corrispondenti.
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Vale quindi anche il feorema inverso che & superfloo enun-
clare. '

32. Una refta ordinata & proietiata da una retla (ordinata) sghemba
ad essa in una parte di un fascio ordinato (orientato) di zzmipiani,

Segue subito dai n. 49 e 51, Il teorema si inverte factimente.

53. Dal teorema precedente v dal n. 40 risulta facilmente I'aliro.

Lroiettando da wna reita ordinata rip) una retta sqhemba ordi-
nata s(g), e viceversa, si oltengono parti di faseci orientaii eAUITErS,

Se infatti AB & un segmento di »{z) e CD un segmznto di s(g),
al primo fascio appartiene il diedro C(AB)D, equiverso ad A(DB)C
quindi ad B(DC)A ed infine ad A(CD)B che apparfiene al secondo
fascio. Si vede cosi che due rette sghembe ordinale, inlipendente-
mente dal loro erdine, determinano un verso dello spazio.

54. Un piane ordinalo 2 prowitato do un punto O in pitvie di una
stella ordinata, intendends su ogni raggio per O assunto il rerso ehe va
dal punto al piano.

Basta dimostrare che due fasei equiversi di w sono proiettati da O
secondo fasei orvientabi egniversi; per questo si considerino in 7« i
fasci Oy(w) e Os(ws), & si costruisesno gli angoli pialti 0:(0,)H del
primo fascio e O4(0:)K del secondo j qualt resulteranno da parti op-
poste delin retta 0,0.. Anche gli angoli diedri piatti 0. (00,) H,
Ui (O0e) K risulteranmo da parti opposte del piano 0,00; e ¢id prova
che essi deliniscono fasei orientati equiversi.

65. Un piano ordinato & proietiato du due punti che eadono da una
stessa parle o da parti opposte di esso in due steile ordinate equirerse o
contravenrse.

Basia provare che nn diedro della prima stella e uno della seconda
Sono In un easo equiversi e nell’altro contraversi. Si consideri percid
nel piano- ovdinate % (Q) un angolo MNP che si proietli da 0, e Os
uei diedri orientati M(O,N) P, M(O.N)P. Per il n. 53 essi sono ri-
spetlivamenia equiversi ngli nlfyi 0:(MP)N, O:(MP)N. i quali sono
equiversi o contraversi secondoche O, e (), giacciono da upa slessa
parte o da parti opposte di .

Anche qna il teorema si inverte facilmente. Si vede da esso che
un verso dello spazio & determinale da un semigpazio e da unm verso
del piano ehe lo limita.

S 9. — Applicazioni.

66. A titolo di esemplio, per mostrare cioe I'utilitd di una esatta
definizione del versi geometric per trattare con precisione molle
questioni elementari, accennigmo qut ad aleuni teoremi di carattere
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metrico 1 quali dipendono essenzialmente dalla nozione di verso, e
che per solito non sono dimostraii con tutio il vigore. ()

87. Una similitudine trasforma una reita ordinaia, wn fuscio orii-
nato, un fascio di piani ordinato, od orientato, ecc. in enti della stessa
specie.

La dimostrazione visulta dai due fatti che le relaziont equiverso
0 controverse sono funzioni delle relazioni grafiche elementari, cioe
dipendono dal verificarsi o no di queste relazion] elementari; e che
l2 similitudine, come & noto, non albers tal; relazioni. In altre parole
puo divsi che la similitudine muta un verso di una forma m un verse
delln forma corvispondente.

o8. Cid posto, se una forma I si trasforma in sé mefliante ung
similitudine, i versi di = si teasformano complessivamente in s& stessi:
quindi o eiascuno si muta in s&. o ciaseuno nell’opposto, Da eid 1a
distinzione delle similitudini in diretie e inverse. (%)

83. Cid che si & ora detto vale per tntte le ecorrispondenza che
conservino le proprieta grafiche elementari; tali sono le afEnitd e in
generale Ie omografie in un campo che nou contenga elementi limili.

60. Due angoli i eui lati possono ordinarsi in coppie di raggi pa-
valleli ed equiversi (o contraversi) sono (wquali ed) eguiversi.

Non vi1 & che da completare Ia solita dimostrazione; essendo 70s,
:r"ﬁ's'., gl angoli dati, si consideri il punto 0'=»rs o per es=o si ¢on-
ducano 1 ragei »” g" equiversi ad » ed s: essi saranme equiversi
anche ad » ed s Cid posto, dal cl'if.ﬂriuj.mdnmautu]e del n. 30 se-

-

gue facllmente che 7s & equiverso ad 75" o questo a 275, ¢id che
dimostra il teorems.

6I. Un teorema analogo vale per i triedri e per gli angoloidi e
la dimostrazione & analoga alla precedente.

62. Se AB e CD sono segmenti paralleli equiversi ed wguali, anche
AC ¢ BD sono paralleli ed uguali.

E questo un notissimo teorema sut pligr. di eni erediamo inutile
vipetere qui ln dimostrazione. Notiamo invece il teorema analogo
per 1 segmenti equiversi di una slessa refta, cke usualmente viene
applicato senza dimostrazione: |

oS¢ sulle vettw » AB e CD sono segmenti equivers: ed ugnali, tali
sono anche AC e BD.

Esso pud dedursi dal precedente, ma stimiamo pit opportuna,
come ndipendente dalla teoria {leHE parallele, un’altra dimostrazione

(") Credinmo perd che questa siessa teorin possa essere nillmente applirata 3 gnestioni pin
complesss, come guelle relative alia gannessione dei polizon e dei polimiri, e 2llo teoria genarnle
delie eurve piane stulints eon 1 criterd seomeiricl dal Broonker o del Banedetti.

(") La questione st pnd invertire: ciod si puu ricercars un crifario indipendente per la distin-
zione delle dne specie di similitndini, o dedurre da ¢550 una definizione del verao. Si pud ad
esempio ehinmare direre. seeonds 1l Tien:, vgul similitudine che sia gqoadeate di np'altea singi-
litndime: o valersl dealla propriela dezli elementys wniti. Debhbo alla vortesia del prof. (i. Scorzala
lettpra di una slegante esposizions della teoria dol versi seconde questnltimo metodo,
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che presuppone stabilifa la teoria della semmetria sulla retta, come
Congriuenza inversa avente per necessith un punto unito. Poiche AB

e CD sono equiversi, AB e DC sono contraversi, quindi definiscon ES
una congruenza inversa che & una simmetria rispetto a un punto 0,
punto medio di AD e BC(.

Tale simmetria essendo involutoria, sono corrispopdenti anche
AC e DB, che sono quindi uguali e contraversi; percio AC e BD
sone ugnall e equiversi.

63. Un teorema perfettamente analogo snssiste nel fascio di raggi
ed e il fondamento delln teorin della rotazione. La dimoestrazione &

asselutamente simile ulla precedente. (1)
GUipo Ascoil.

Fi=ag

SULLE IPERSUPERFICIE INVILUPPO i

I. T conceiti di inviluppo, ecaratteristiche di Monge e spigolo di
regresso, per le superficie dello spazio ordinario (") 81 possono esten- Vg

dere in modo facile ed interessante al caso delle ipersuperficie in g

uno spazio lineare ad n dimensioni: tale estensione per cid che ame iV
consta, non & stata ancora effettnata. 2
Rappresentiamo una famiglia di ipersuperficie in un S, coll'equa-

ZIOne:
[y, @ey ..oy, 2) =0 (1)

essendo « un parametro variabile ed Ty gz, .. xy le coordinate dei
punti, | _

Consideriamo un’ipersnperficie di parameiro determinato « ed
un‘altra vieinissima di parametro @~k (corrispondente alla varia-
zione di k di «), Ilsse si mtersecheranno in una varieth ad s —2
dimensioni V,_q, la guale col tendere di A 4 Zerop, converge in gene-
vale (*) nella prima ipersuperficie ad uwua pesizione limite ehe chia-
meremo prima Caratieristicn dell' [persuperficie « e lu indichere-
1 Y"n-g.

Lo sue equazioni saranno:

f(naxg...20a)=0 ”ﬂ;lf(:rl:'tfg...:ru:ﬂ—}—fi]:[}
h—

{*; Par mna trattazione didatiica degli argomenti guj eaposti possonn vedersi i miei rorenti
Complementi di Ceonistria (Giusli, Liverno. 19132,

(") Confeontn ad esempio Brascan. Geometria Dhfferenziule, 2 edizione, vol, 1, pag. 22,

("} Eselndismo i casi di eccazione o suppeniamo che tatte e Tunziom e derivate di cui faremo
use sinno finite o continua,
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OvVvero, come facilmente i vede, indicando con I la funzione:

e oo, @)

Tale prima caratteristica si tuata nella ipersuperficie g Imcontrera
13 ipersuperficie o -+h in una V,_, Ia quale tendera col tendere di k
A zero ad una posizione limite ¢he diremo seconda caraiteristica della

ipersuperficie ¢, Vey_s di equazioni:

f——_[] ‘a—f—‘ ]tl:l_'l;fl‘-r:li“ﬂ.--33:1155_}""1}20* (ﬂ]

da
Ma si ha:
) P o
f[r,mg...xn,c:-l—ﬁ):f—f—hgi éa;—l—e

ove & & un infinitesimo almeno di terzo ordine vrispetto ad %, sicche
Pultima delle () osservando le prime due potra seriversi:

im o = 0Ssia —t-—'—U
=0 ais W }IH alﬂ_

sicchd in definitiva le equazioni della V<, ; saranno:
f—g A _ L =T (3)

- Cosi continuando potremo chiamare jws caratteristica della iper-
superficie o Ja varieta nd #—t—1 dimensioni Ve,_ f<n—1)

e B O of
=05 = 220 e 5 =0

KEssa risultersy l1a posizione limite del] ‘Intersezione della caratte-
ristica (i — 1)a dell’ipersuperficie =, colla tpersuperficie o - J, (quando
81 faceia tendere A a ZEID,

Per i=n —1 avremo Ia caratferistica (n-— 1) Ia qurale risnltera
composta di un numero finito i punti (varieth a zero dimensioni) e
sara rappresentata mediante [e equazioni ;

Diremo 1nviluppata ogni ipersuperficie dells famiglia (1), primo
wiluppo il luego di tulte e prime caratteristiche, secondo inviluppo
| Inogo delle seconde caratteristiche e gosy via.
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L'equazione del primo inviluppo si avra dalle (2) eliminando x
ossia ricavandola p. es. dalla seconda e sostituendola nella prima,
Sicehe potremo dire che Ja =0 per z==costante, da un’invilup-
of

pata per « espresso in funzione di z, o5...2, ricavata dalla E:{]

da 1l primo inviluppo. (Ipersuperficie inviluppn.)
Per le equazioni del secondo inviluppo basta eliminare « dalle (3)

. - 0 : -

siechd le f=0 [)—i:{] per « = costante danno una prima caratteri-
- : : : 0"

stica, per a espressa in funzione delle r e ricavata dalla #:=

danno 1l secondo inviluppo (varvietd ad n — 2 dimensioni inviluppo).

Generalizzando i ha 'equazione dell'inviluppo i=° mediante 1'eli-
minazione di 2z dalle egnazioni che danno ie caratieristiche ime. Baso
sara una varietd ad » —i dimensioni rappresentabile mediante le
equazioni:

af o*f Y
f=0 -=0 =5=0...=x5=0 ()
of
ox
L'ultimo inviluppo ossia di ordine n — 1 sara una varietd ad una
dimensione (curva) data dalle equazioni:

gquando ad « sostituiamo 1l valore ricavato dalla

. of a—f
F=0  32=0.. . ;3=="0
. . . i i YE==-
quando in luogo di « si mefta il valore ricavato dalla =i 0.

3. Da quanto si & detto in precedenza si deduce subiio quanto
segne:

@) Il numero delle caratteristiche di ciascuna ipersuperficie di
una famiglia ed il numere degli inviluppi precedentemente definiti
sono entrambi uguall alle dimensioni delle spazio meno un'unita.

b) Ogui caratteristica racchiude eutro di sé, totte le carutleri-
stiche di ordine maggiore, purcha appartenenti alla slessa ipersu-
perficie, e ciascun inviluppo coniiene gli inviluppi di ordine mag-
giore,

Tali risulluti si accordano con quelli ben noti per n =25 ed n=2.
Cosl, nel primo easo, abbiamo una famiglia di superficie nello spazio
ordinario e due caratteristiche nel senso da nol definito: la prima 8
una curva {o variefa ad una dimensione) e coincide con T'ordinaria
caratteristica della superfieie ¢ nel senso ben noto di Monge: la
geconda & formata da un nomero finito di punti, ciod i punti d"In-
tersezione della carvatterisiica snddetta con la superficie di para-
melro -1 gquando si faccia tendere & a zero (punti limiti della
caratieristiea «).

3

1

le
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In quanto agli viluppi il primo & Iordinario inviluppo ossia la
superficie luogo di tutte le caratteristiche di Monge, il secondo &
la enrva luogo dei punit limiti delle varie caratteristiche ossia il
cosidetto spigolo di regresso,

Per n=2 si hn una famiglia di curve piane ed un'unica caral-
teristica costituita in questo caso dalle posizioni limiti dei punti in
cul si intersecano le due curve a ed a-t-h quando si faceia tendere
b a zero ed il Tnogo di questi punti costituisce la curva inviluppo.
Possiamo ora dimostrare il segnente:

TeoREMA. — ] differenziali dx, delle coprdinate x,(r=12, .. 1)
presi bungo Uinviluppo jue (i < u—1) coincidono coi tifferenziali presi
lungo le caratteristiche (1—1)e

Per la dimostrazione basta tener presente (*) quanto si & detto
prima, cioé le equazioni:

of i V=Y
f: u’ :;: — ﬂ ;'EE —_ e E}F —_

danno per a= costante wuna caraiteristica (i — 1) mentre determi-
i

ya e : . 0
nano l'inviluppo gme Per & =a (xy2s...2,) ricavato dalla S —

Avremo quindi che le dz. considerate lungo I'inviluppo ime qo-
veanno verificarve le:

o (of . Of dx

A% | -5y

=) (f}xr ' Da ﬂl.t',) Sty

A o*f t}t]

% m— - S r——|
T (Ehzﬁ.*.rr i 0x” D, dre =0 (5)
w ( 0°'f O DI} ir, =)

=t 00z, T pxi iyl Wr =

nentre soddisferanno alle relazioni:

1 'l)f n {'}Ef 1 aif
R T }: =0... 8 2L '
-::] E:II-L‘]' {f.rr r=| -I}.If}.rr U = i}ll_ JF}-I:T D (5 }

uando si considerinp lungo le earatteristiche (1 —1)e.
Ma per i punti dell'inviluppo 70 si hanno le-
h v B Y
24 —L—o . 2 _
0 Do, * Oz
cche le (5) si riducono alle (5') e ¢id dimostra quanto =1 voleva.
4. Come caso particolare nello spazio ordinario n =23 applieando
tevrema per i=1 le equazioni (3) e (5) diventano identiche e come

(') Tale toorema spssiste per i=1 purchd si consilerino come earatteristiche di ordine zaye
ipersuperficie della famiglin
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conseguenza di cio si trova che i piani tangenti all'inviluppo ed al-
Iinvilnppato nei punti in comune (caratteristica) coincidono e per
i=29 51 ha Ia ecoincidenza delle rette tangenti allo spigolo di re-
eresso ed alle carakteristiche: si ricavano quindi i noti teoremi:
Ogni inviluppata tocea I'inviluppo lungo tutta la caratteristica e
lo spigolo di regresso tocca ogni caratteristica lungo i punii lmmit,
mentre nel piano per n=2 i=1 = ha che la curva inviluppo &

tangente ad ogni inviluppata.
Giuseppe Usar,

—a— B ———

UNA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA RELATIVD ALLA POSSIBILITA

della congruenza binomia di grado = e di module prime (*)

Premettiamo 1l seguenie
Lemma, — Se 5 & un divisore di p—1 e se

vy, Oz,y ... @& [1]

¢ wn sistema completo di o (9) numeri incongrui rispetto al modulo
primo p > 2 e appartenentt all’esponente &, le potenze

8:%, O, oun 0P, (2)

il eui esponente s sia primo con 3, formane ancora un tale sistema.
DmmostrAaziONE. — Innanzi tutlo che ogmi termins @ della sue-
cessione (2) appartenga all'esponente 5, si vede osservando che

ove =1a
(6*)F =g =1 (mod. p),

dev'essere s3° un multiplo di 8 e guindi, essendo s e % primi ira
loro, 8 stesso & necessariamente divisibile per 3, e che d'alira

parie B |
(a®) = (o =1 (mod. p).

Resta ora da dimostrare che i numeri (2) sono ineongrui {mod. p).
Cib & evidente quando sin s=1 (mod. 3), giacché in fale caso 1 ter-
mini delle due successioni (1) e {2) sono ordinatamente congrui fra

{4 11 tsorema i dimestra eomaonemeants fondandosi sulla nozione di indice: cosl per es. nalle
Lezioni sulla teoria dei numeri di P. (. Dimonter, § $1. Una dimoestrazions indipendente dalls
nozione di indice ¢ data nellan Teoric dells rongruenre di P. L, Tenssicusr, trad, ital di L Mas-
sARINT, Bomn, Loeacher, 1895 cap V., § 32, La dimostrazions che db io nella presente Neto &
pure indipendente dalls teoria degli indici ed ha forae il pregio di una notevole semplicitd. Pervid
gindicai utile pubblicaria.
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lore (mod. p); e poichd per §:—2 (ed s dispari per ipotesi) non pud
verificarsi che questo caso, possiamo supporre 8> 2 e quindi

p (3) = 2.
Ragioniamo per assurdo e supponiamo per es. che si abbia

@ = n,% (mod. p) (3)

dove au ed @, somo due termini distinti della successione (1). Consi-
derando le 3 potenze incongrue (mod. )

ﬂ};u s u . 'ﬁ!l.e g veos ﬂpd—] y (4)

notiamo che tra esse ve ne sono ? (8) aventi esponente prime con 5
e che, per quanto precede, appartengono dunque all'esponente 3
(mod. p), come la loro base x. Queste ¢ (3) potenze di a. sono
quindi rispettivamente congrue, salve Uordine, ai termini della sye-
cessione (1); percid esiste un nomero m minore di 5 tale che

&, = g, (mod. p). (3)
Ora, da guesta -cungrnenza st ha, tenendo presents la (3),
G = 3 (mod. p),
onde, essendo s primo con 3,
m=1 (mod. )
donde, perché m < 3, si deduce m—1. Ma dalla (5) risulta allora
Ap = (mod. p)

contro l'ipotesi. Cost il Lemma & dimostrato.

CoroLnario. — Se x,, x,, ... X, ¢ un sistema completo @i nuwmeri
meongrui rispetto al modulo primo p (> 2) € 8¢ m 2 un numero primo
con @ (p)=p—1, anche le potenze x,°, x.0. ... Xt formano un tale
sistema (e cigscuna di esse, che nom sict divisibile per p, appartiene al-
Vesponente della propria base).

Dopo queste premesse possiamo dare una dimostrazione semplice,
e indipendente dalla teoria desli mdiel, del seguente

TeorEMA. — Se p>2 2 wn unmars primo che non divida D, af-
finche la congruenza

e émod. p) (6)
sta possibile & necessario e sufficiente che sia
p==1]
D * =4 (mod. p), (7)

dove & 2 il massimo divisore comune di ¢ p—1; e allora la con-
gruenza ammette 0 e soltanio 5 radiei,
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DimosTRAZIONE. — 1. La condizione & necessaria. Infatti, se la con-
gruenza ammeite una radice x,, si ha

=D (mod. p);

.. o . —1 ‘
quindl, ponendo per semplicita v= P = ed essendo a; primo con p,
per 1l feorema Ai Fermat avremo

n
=" =(@2""=1 (mod. p)

1. La condizions & sufficiente, Nel caso particolare che sin § =1,

S6 By, T, ...& € un sisiema completo di numeri incongrui (mod. ),
esisle, 1n virtu del precedente Corollario, nella successione

", X%, ... Tp"
un numero ed uno soln z,0 tale che
Py = (mod. p).

In questo caso dungue 1a congrnenza possiede la sola radice 2,

come appunto rvichiede il teorema.

Sia 6> 1. Fvidentemente D, che soddisfa alla (7), appartiene ad
un espounente A ehe divide v.

Ora, se Dy, Dy,... D, & un sistema di o (A) numeri incongrut
(mod. ) ed appartenenti allo stesso esponente A, possiamo affer-
mare, in forza del Lemma premesso, che tra cotesti numerl ve n'é
uno D, tale che

ri
J

D=1 {_mud. 7). (8)

Uousiderando org |a congruenza

P —l=gprt _Dr= (2})) — D=0  (mod. p)
0E810

(2% — D,) (x80=1) . pdv—g) Did-r.. 2t D=2 L D»-1)=0 (mod. p),
l2. quale pel teoremn di Fermat ammetie p— 1 radici, si deduce chs

=D, (mod. p) (9)

possiede g radici. Qui notiamo che se fosse n un divisore di p—1,
sarebbe n=3 @ quindi, per la (8),

D.=D (mod. p),

epperd la (9) si ridurrebbe alln nostra congruenza (6) e il teorema
sarebbe ormai dimostrato, giacch® una congruenza non pud avere
un numero di vadici superiore al suo grado. Se invece n non di-
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vide p— 1, elevando i due membri della (9) ad —;l e tenendo pre-

sente la (8) si vicava la congruenza (6). Cid vuol dire che guest'ul-
tima ammette tutte le 3 radici della (9).

Resfa soltanto da dimostrare che essa non pud avere altre ra-
diei. A tal fine consideriamo la congruenza

=1 (mod. p), (10)

la quale, come s’ visto, possiede v radici D', D”,... D™, giaccha

o P 'E“ 1
6 un divisore di p —1, e formiamo le v congruenze
=D, m=0D", ... ¥»=DW¥ (mod. p). (11)

Ciascuna di queste ® possibile perche il suo secondo membro
soddisfa la congruenza (10), e ammette anzi, per guello che s'& oid
dimostrato, almeno & radiei, Ora queste radici delle congrueuze (11)

& F ri

By'y Hhy 0w 022 : PRRPT Y, ¥ WS 1 (o S 4 (0 I ¥ ¢

sono numeri tuttl incongrni (mod. p) e non divisibili per p, essendo
tali anche D', D", ... D®, B siccome il loro numero ecompleszivo
e bv=p-—1, ne viene che ciascuna delle congrnenze (11), e quindi
inche Ia (6), non ha altre radici oltre le 3 indicate.

Cosi 11 teorema & dimostrato.

OssErvazioNE. — Dalls nostra dimostrazione emerge che la ri-
ioluzione della congruenza (6) si riduce a quella della (9). Perd &
1ecessario a tal fine determinare il numero D.. Si consideri percid
m numero 4 che soddisfi la congruenza

n
B

I

1 (mod. v}, | (12)

| che & possibile, essendo -;— e v primi tra loro; allora per la (8)

i1 ha:
D '=D"  (mod, p). (13)

Ma D., rispetto al modulo p, appartiene ad un esponente A di-
nsore di v, quindi dalla (12) si ha

n=1 (mod. A),
mde

D.* =D, (mod. p),
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e infine per la (13)
D,=Dv (mod. p).

Dunque, determinato %, per trovare tutte le 5 radici della ()
basterd risolvere la congruenza |

0= D (mod. p).

Umeerro CoNcixa,

.

SUL SIGNIFICATD ANALITICO DELL'ESPRESSIONE
PUNTI INTERNI AD UN POLIGONO SEMPLICE ®

Chiamasi punto P(x,y) la coppia di nomeri reali (2, ) nell’ordine
in cut sono dati. Il primo elemento della coppia dicesi ascissa, 1| se-
condo ordinata, 'uno e Valtro coordinate del punio.

L Insieme di tntti 1 possibili punti & i piane.

Dati due punfi distinti P, (21, 21), Pa (2, 3s) dicesi segmento P,Ps
I’insieme di tufti i punti le cui coordinate ¢i sono date dalle formole:

*=x 1 [:;175 —— .171)

Y=t t{ya— ) )

per uno stesso valore del paramelro £, variabile nell’intervallo. (0,1),
mentre dicesi retta P,P; 1'insieme di tutti i punti le eui eoordinate
el sono date dalle (1) per qualsivoglia valore reale di £ Tutti o soli
1 punti della retia P,P, soddisfano all’equazione:

(e — th) (& — ) — (24— 2a) (¥ —) = 0.

Dafa 'equazione di una retta, le coordinate di un punto qualsi-
voglia o la soddisfano ed allora esso appartiene alla retta oppure ne
rendono il primo membro pesitivo o negativo.

Si dice che due punti non appartenenti ad una retta stanno dalla
stessa banda o da bande opposte rispetto ad essa secondo che le loro
coordinate fanno acquistare al primo membro dell’equazione della
retta valori dello stesso segno o di segno opposto.

T'roreMa 1. — Secondo che due punti stanno da bande opposte o dalla
siessa bandua rispetto ad una retin, il segmento da essi determinato ho
un sol punto o nessun punto comune con la retia.

() Sullo stesso srgomento vodusl un lavero per vis sinlelica dal prof. Marlatta, * Bolleltino
di Matematica ,, 1p00,
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Sia dafa per es. la retta P.P, e siann P, (@, ¥a), Palzy, ) due punti
da banda opposta rispetto ad essa,

Introducendo le equazioni paramsiriche nel segmento P.P, nel
primo membro dell'equazione della retta si ha una fanzione di primo
grado in ¢ che assume per ipotesi valori di segno opposto per =0
e per f=1, e poich® essa & una funzione continua si annulla almeno
per un valore di £ compreso tra 0 ed 1; non puo poi esistere pin di
un tal volore di ¢ perché allora essendo la funzione di primo grado
dovrebbe annullarsi in tutti i punti dell’intervallo (0,1) e quindi anche
negli estremi, ¢id che & contro I"ipotesi.

Dati tre punti distinti P, (zy, 1), Ps (%3, y2), Pa(ws,ys) non appar-
tenentl alla stessa retla chismeremo triangole di wvertici Py, Py, Ps,
I"insieme dei tre segmenti PP, PuPy, PsPy, 1 quali si diranno lafi del
trivaigolo.

Indichiamo con

(@, 9)=10, gz, =0, sz, y)=0,

le equazioni delle tre rette P.Ps, P3Py, P, Pa, seritte perd in modo che
s1 abbia
h {-T: ) yl) = D, Pa (ﬂ}'ﬂ, ya) > D, f{:;(:ﬂs, 3)'3) > (.

Un punto P (2, y) non appartenente al triangolo si dird interno se
sostitnendo le sue coordinate nella (3) 1e renda tutte e fre posilive,
esterno in ogni altro case.

L'insieme dei punti interni ad nn triangolo non @ vuoto. Bastla
infatti, tenendo presente il teorema I, considerare I'insieme dei punti
interm ad un segmento avente per estremi un vertice ed un punto
interno del lato oppesio.

Dati piu punti distinti A, (b)), Ag(ttebs), ... A, (audy), di cul tre
uccessivi non appartengono ad wuna stessa rettn dicesi poligonale
A1Ag... Ay 'insieme del segmenti AgAe, AsAy, ..., AL LA, € poli-
gono A:Aq... A, "insieme dei segmenti A A, AgA.... AR AR

I punti si dicono i vertici, i segmenti si dicono i latj della poli-
zonale o del poligonoe. - .

Sia dabo il triangolo PiPoPs; di cui g, =0, e =0, @z =0 siano
‘equazioni dei laki e si consideri per sempliciti una poligonale
AiAe... Ay che non passi per i vertici irtangolo e che non abbia i
rerticl sopra i lati del triangolo.

Trorema Il — Se la poligoncle ha%yli estremi Ay, A, interni al trian-
t0lo ess@ 0 non ha punti in comune ol treangolo 0 ne ke un nuwmero
iari, e se la poligonale ha un estremo interno e un estremo esterno essd
& un numern dispari di punti eomuni eol triangolo.

I punti del triangolo sono per definizione o quelli in cui si annul-
ano due g (vertici) o quelli in cui una delle ¢ ¢ nulla e le altre due

IDSi ti‘?E.
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Facciamo percorreve ad un punto la poligonale partendo da A,
ed osserviamo i valori che assumono le tre @. Queste in A, ed in
A, sono positive per ipofesi, se adunque esse non si annullano mai
la poligonale & costituita dj punti tutti interni al triangolo. Fseluso
questo caso, quando il punto avra percorso una certa parte della
poligonale, una delle ¢, Per es.: g, dovrh annallarsi per la prima
e pol assumere valori negativi,

11 punto in cui o, allora si annulla & un punto del triangolo, o
poiché u, assume dopo valori negaiivi e dovri trovarsi alla fine in
An con valore positive, ¢i sard un secondo punio in cul ¢, tornerd
ad annullarsi per cambiar segno. Allora o delie 7: e ¢, nessuna &
negativa e allora vuol dire che abbiamo attraversato per la seconda
volta 1l triangolo e ci troviamo in un punto interno, o qualeuna
delle @a, 9z & negativa o allors seguitiamo a percorrere la poligonale
tino a che avvenga guel primo annullamento di qualcuna delle P
dopo il quale tutte e tre s trovauno positive; anche allora abbiamo
atbraversato il triangolo e ei troviamo in un punto interno. Tanto
basta per la dimostrazione della prima parte del teorema. |

Per la seconda parte, sia A, I'estremo in terno, A, estremo esterno
al triungolo P;PyP,. Percorrendo la poligonale partendo da A, &’in-
conirera necessariamente i triangolo, perehe le tre funzioni P1y Fa, Ps
in A, non hanno sagni eguali come in A,.

Avvenuto quel primo annullamento di qualche 9 dopo il quale
Pt, Pe, s sl brovano tutte e tre positive avremo attraversato il trian-
golo e c¢i troviamo in un punto interno. Per la prima parte del teo-
rema, se allora seguitiamo a muoverel, € non inconbreremo pia 1l
triangolo, o lo inconlreremo in un numero pari di punti, che & guanto
volevamo dimostrare.

Un poligono si dice semplice, se due lati quulsiansi non consecutivi
non hanno punti comuni. Un segmento che unisce due vertici non
conseculivi si chiama dicgonale.

Teorems T11. — Dato un poligono semplice A A.A, . Ay 2 sempre
possibile per ogui vertice tirare almeno una diagonale, che non abbia
aitri punti comuni eol poligeno che i due vertici che la delerminano,

Si prenda il vertice A, e consideriamo i due conseentivi ed un
segmento che abbia un estremo in Ay e Ialtro in un punio P del

lato AsAs. Facciamo percorvere a P eon continnita questo lato, allora
0 il segmento A,P non viene a contenere mal un vertice ed in tal

caso la diagonale A,A; b quella richiesta, oppure il segmento A, viene
nel suo movimento a contenere per primo il vertice A,(i+n) ed
allova A A; & la diagonale richiesta. Se POl ¢ =14, si osservi che A,
¢ esterno al triangolo A,A A, e s considerino i tre vertici A,, A,, ﬁu—l;
ripetendo allora il ragionamento fatlo sostituendo aj punti Ag, Az 1
punli A, A, . si riuscira nell’intento,
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Teorema IV. — Siz dato un poligono semplice A, A, oAy e due
pvunis M, N non appartenenti al poligono. Uniamo M con N mediante
una potigonale, che non passi per nessuno dei vertici del poligono; dico, che
8¢ une lale poligonale incontra i poligono in un numero aispari (pari) ()
di punti, ogni altrag cosifatta poligonaie lo meontrerd Sempre in un nu-
wero dispari (o pari) di prunti,

Il teorema b stato dimostrato per i triangoli, ammettiamolo quindi
per i poligoni sempliei di un aumero di lati minore di 5 e dimostria-
molo per i poligoni di » lati.

Dato un poligone di 1 laf Adg.. . A, tiviamo una diagonale che
non abbia altvi punti comani epl poligono che i suoj estremi A,, A,

Consideriamo i due poligoni semplici AyAq. . A, Adia. . AA e
doe poligonali (P), (P) aventi per estremi M, N, Possiamo supporre
che (P) e (P’) non abbiano aleun vertice sulla diagonale A,A, poichd
se fosse altrimenti potremmo sostitnire questo con uno o due punti
infinttamente vicini in modo perd che i punti @' incontro delle poli-
gonali cosi ottenute eol poligono dato restino inalterati,

Le poligonali (P) e (') incontrino i] poligono A,, A, A, rispetti-
vamente in p e ' punti ed il poligono AjA,,._  A_A, in v e v punti.

Per ipotesi p e i’ sono ambedue numeri pari o dispari e cos pure
v e Vv e qnindi lo stesso 51 pud dire per u—tv e TR S

Adungue se na (P) n&d (P) incontrano |a diagonale AsAq, esse in-
contreranno il poligono AjAg. . A, rispettivamente in p+vep-+y
ed il teorema & dimostrato, se poi (P) e (P’) incontrano la diagonale

1A, rispettivamente in m ed n punti esse incontreranno ij poligono
Asdg. .. A, rispettivamenta in

B+ v—2m, v —9p,

punfti; cosicche il teorema & da ritenersi dimostrato in ogni easo.

Dato um poligono semplice, diremo che due punti non apparte-
nenti ad esso sono della stessa classe se una poligonale che Ii am-
mette per estremi incontra il poligono in wn numero pari di punti,
in easo contrario diremo che sono di classe diversa.

Da questa definizione e da] teorema precedente sorge che le classij
possibili di punti non appartenenti gl poligono sono dne. Queste classi
non sono vuole.

Infatti, per un punto ¢ interno gd un Into del poligono traceiamo
una retta che non contenga questo lato. Se su questa retia pren-
hiamo due punti A, B tal; che il segmento AR contenga C e nessun
lbro punto d'inconire della retta eo] poligono, avremo due punfi di
2lasse diversa, se invece prendiamo A, B in modo che 1] segmento AB
1on comprenda neppure ¢ aveemo dye punti della stessa classe.

(') Lo =ero & da tonslderarsi come nomero pari.
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Si chiama classe di punti esterni al poligono quella che comprende
i punti di ascisse maggiori di quelle dei veriici del poligono, I'alira si
dice classe dei punti interni.
VITTORI0 STRAZZERIL.

UNA REGOLA DI CALCOLO INFINITESIMALE

Nell'esame di una questioncella elementare di massimi e minimi %)
ho avuto oceasione di formulare e applicare una proposizione di
Caleolo infinitesimale che non ho trovato nei trattati a mia dispo-
sizione, e che non so se sia stata finora enunciata e dimostrata,
almeno in forma esplicita e completa. Ad ogm modo quesia Nota
varra, spero, & richiamare l'atienzione su di una * regola , che mi
pare notevole per la sua sempliciia e generalita.

Detla proposizione & la seguente:

Se si ha una funzione di funzione

F(x)=f[(x)]

e 8i cOnoscono i mmassimi ¢ minémi (relativi) della f(u) ¢ della p(x), ¢ mas-
stmi e minimi (relativi) delle F(x) rimangono cos determinati:

a) Lo F(x) ha i massimi e minimi delle £ (u), sempre che i punti v
earrispondenii cadano wnel campo di variabilité delle @ (3).

b) La ¥ (x) ha inoltre come punti di massimo e minimo i punti di
massino ¢ minimo della o (x), con questa corrispondenza, che ad wn
nassimo (ovvero ad un minimo) della ¢ (X) in X, corrisponde un mas-
$imo o un minimo (ovvere unm minimo o massimo) della T (x), secorn-
doché la f(n) & crescente o decrescente per u= o (x).

Di questa proposizione o regola dard due dimostrazioni, I'una in-
dipendente dalln teoria delle derivate, e V'alira come applicazione
di iale teovia; dalle due dimostrazioni si vedid quali sono le con-
diziont che st ammebiono per le f£(u), ¢ (#), e quali sono i poasibili
case d eccezione,

Sia la funzione f () continua nell’ intervallo #, # 1n ecui & data
(potendo anche essere m—=— o, n—--=); e s1 abbia che m ogm
punio di tale infervallo la £(u) & crescente o decrescente oyvero ha

M Vedi; “Bui msssimi e minimi s+ Nl Supplemento al Perisdics @i Malemalica, anho XV,
fascicoli | & 1. '



PERIODICO DI MATEMATICA. 221

—

un massime o un minime (eio& per ogni punto u, di m, n, Preso 0n g
piceolo a piacere, la differenza [ (vo—+38) — f (1), per 3 abbastanza
piccolo in valore assoluto, ha sempre il segno di 3, o il segno op-
posto a 3, ovvero & sempre negativa o sempre positiva). Negli estrem
dell’intervallo we, n la f(u) si considera massima o minima, solamente
(per es. per =1 la f(x) & minima se la differenza f(m -+ 8)— f(m),
per & posilive abbastanza piceolo, & positiva).

Cosl pure la p(x) sia continua nell’ intervallo 2, 3 in cni ¢ data
(potendo essers a=—=—w, e 3=-+4m), e sia P, ¢ I'intervallo di va-
riabilita di tale funzione (ciod siano p, ¢ il limite inferiove ed il
limite superiore di % (x) in «, §). Inolire per ogui punto di a, § la ¢(z)
s1a crescenie o decrescente, ovvero abbin un massimo o un mininio;
negl estremi dell’'intervallo considerando di avere i soli casi di mas-
simo o minimo, come fu detlo per Ia f(u) e come dovra intendersi
pure per la I(z).

C1d premesso le due parli della nostra proposizione risuliano di-
mosirate nel seguente modo intuitive, semplicissimo.

A) Sia u, un punto di massimo per la f(u): se 2—=u2, & nna ra-
dice della wo=p(x), neil’'intorno @, — ¢, -2, F &, per & positivo ab-
bastanza piecolo, sard ¢ (z) compress tra Uo— 0 € to— 5, con B
posiiivo piceolo a piacere; epperd, per ¢ abbastanza piceolo 1 valori
della F (z)=f(u) in quell’intorno saranno sempre minori di

F' (20) = f (uo),

che rappresenterd adungne un massimo per ln F (z).

Analoga dimostrazione partendo da un punto di minimo per la f(u).

B) Si supponga ora che per z—==, la ¢ () ammetta un massimo,
essendo g (m)=mn,. Se 2, eade necll'intervallo my moIn cul & dafa
In. 7(2), a seconda che la f(x) & in u, crescente o decrescente (i punti
di massimo ¢ minimo della () si son gia considerati) la F(z) nel-
Iintorno @, —e, 2,-4-¢, per & abbastanza piecolo, aved in ; il sno
valove massime o minimo.

E analogamente si ragiona partendo da un punto di minimo per
la o ().

Le due dimostrazioni precedenti A), B) VENZoNo i maneare se
negh intorni @ —e, @ ¢ ovvero a2y — e, 11 & la fnozione F (z)
non esiste che per 2 =2, ovvero per & =umx,, ci0e se T, 0 @ Sono
puntt wolati per la T (z). (%)

»

La proposizione enunciata pud venir dimostrata albriment; me-
diante la feoria delle derivate, ricordando la regola che dj la de-

('} Cid puv ageadere. per oa, nel eazo in eui % |4) = s, ¢ un massimo per la w (&) @ u; eoin-
cide coll*astremo inferiore m dellintervallo i cui & data In /(.

i
g
==

- ‘,f-

"
——
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rivata di una funzione 4i funzione, e ricu:-dando che * 1 derivata
© di una funzione passa da valori positiv. 2 wvalori negativi in un
* punto di massimo della funzione, e vicesersa in un punfo di mi-
© mino ,,

Siano adunque le funzioni y =7 (u) ed u= = (x), da cul si deduce

la funzione |
y=flp@)]=F(z.

Oltre alle ipotesi poste per la prima dimoztrazione, ammelteremo
la derivabilita delle /(%) e (), e la continuita delle prime deri-
vate. (') Avremo la formula

F @) =1 ().¢ (@) ()
=t (x),

essendo

Divideremo anche questa dimostrazione in due parti:

A} Bi supponga dnpprima che la f(u) ubbia un massimo vy, in
u==u,, e si abbia u,=¢ (x,), non essendo n& u,, ne x, estremi deglh
intervalli in cui le due funzioni some date. Dico che la F (z) ha 1l
MASSING Y, N T=—10x,.

Per I'ipotesi posta sarh /" (1) =0, & quindi, per la (x), avremo

" (@o) = [ () . @' (@) =0, % (0) = 0.

D1 pin, per la proposizione citata sopra, sara

Flta—38)=0,  [u+3) <0 (3)

per 3 (positivo) abbasatanzn piceolo.
Qui & necessario distinguere quaftro easi:
1°% % (z) crescente in a,; avremo :

o () =0, e o (2, ) > 0

per & abbastanza piceolo, e ancora

¢l{Xe—e}=mw—28, @lzote)=u-L¥

con &, & positivi, piccoli n piacere con g; onde, per le () e (f), sara

F'(@o—e)=Ff (to—18) . ¢ (0, —z)> 0,
Frlawd-e)=F (0, 48). 9" (¢v-}e) =< 0.

Sicché in guesto easo In 1 (2) ha un massimo in To -

() St esclude qui clis le due derivale /7 (v, " {«) possane Jivenire in finite; si potrebbe tuk-
tavin considerare anche guesto caso, sempre che eaista doterminats la ¥’ (=); ma di gnesto caso,
per semplicitd, non ¢i ocouperomp. Ineltre anché per gueatn timostrazione si hanno | ewai di ee-
cézione indiecaii por In dimostrazione procedente o che Corvispondens a possibili pupii iaolati

della F[z).
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2°. @ () decrescente in x,:
plw)=0, o(n Fe)<0,
©(@—e)=u,-}35, @ (X +e) =1, —3",

F (@i —e)=F (4e+3).9 (2o —2e)> 0.
Fleet-el=Ff (4o—8).2'(2n+8)<0.

3. @lx) massima In ay:

¢ () =0, w (To —e) >0, o (xo-+e)<<0,
Plro—e)l=m—28, olrote)=u—73,
F(wo—e)=F (uo~-8). 9 (to—e)>0.
F (rot-6) =F (w0 —5). %' (2, } £) < 0.

4° o (x) minima in z,:

¢ () =0, o|lm—e)<0, o (xet-2e)>0,
Plre—e)l=1u-} 5, gl{r, +e)=u,—+3,
F'{xo—e) =1 (ta+3).9 (20—z2) >0,
F oo t-e)=F (to+58).9" (2o 4-e)< 0.

Dunque in tutti i quattro casi la F{x) ha un massimo in a,, che
SATA

o =f (1) =T () .

Analogamente si dimostra che se 1a f(u) ba un minime o 10 % = Uy,
allova Ia F (z) ha i1 sminimo v, in .

B) Bi consideri ora un punto r=2, in eni la p{2) & massina,
essendo la f(u) ereseente o decrescente in w4, — 9(®); anche qui 8i sup-
pone che @ & ¥y, non siano estremi degli intervalli in cui Je ¢ ()
ed /() sono date. Dico c¢he corrispondentemente la T (x} & massima
O minima in @,

Per I'ipotesi posta sard o' (z) =0, e queindi

F'(2:) =7 (w) . ¢ (2:) =7 () . 0=10;
inollre, per = abbastanza piceolo, avrema
P lei—2)>0, o(n4e)<0,

Pty —¢e)—wun, — 35, o(m +¢) =u, — 8.

s .
Distingueremo orva due ecasi-

1°. Se la f{u) & crescente in u, , avremo f (4 +8)>0; onde

F' (22, _5]=f'{u1~—5].q;|’('2'1—-—5)'}ﬂ.
F{z ) =71 (1 — &) . ¢’ (2 +¢) < 0;

sicche in questo caso la F (x) & massima in .
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2°, Se la f(u) & decrescente -in wy, avremo [ (u, = Z2)<< 0, da cui
si deduce che la I' (x) & nuntma 1 2.

Analogamente si dimostra che se la o (z) & minima in x,, essendo
In [ (u) crescente o decrescente in wmy =g (1), la I' (z) & corrisponden~
temente minimae o massing 10 T,.

Le dimostrazioni precedenti A), B) si possono estendere, con op-
portune modificazioni, a punfi estremi degli intervall: in cui le fun-
zioni sono date (cousiderali, come fu detto, gquali punti di massimo
o minimo per le funzioni), sempre che non diano Inogo a punti isolati
per la F{x), che sono 1 soli easl d'eecezione della nosira regola.

FE. MaccarEggi.

—

SULLA CURVA DI GUTSCHOVEN

¢ varie enrve ad essa connesse

I. In una lettera indirizzata il 18 agosto 1662 da Strse & Hoveens
apparisce una curva del 4" ordine che era stata segnalata da GERARD
voN GurscHOVEN all'attenzione di Sposp. Le sue equazioni polare e
cartesiana sono:

r=q tang f,

2 (2® 4 y*) = a®;

& questa la gquartica eui 1l sig. Avsry ha recentemente dato 1l nome
di curva kappa, a causa della sua forma che rieorda quella della
lettera greea di tal nome. Se ne trova nno studio nelle opere del
prof, Givo Lioria (Spezielie ebene Kurven, 1, pp. 196-204) e del sig. Gomes
Texxuea (Traité des courbes spéeiales remurguables, 1, pp. 271-277). In
dette opere sono esposte due ecostruzioni differenii della tangenie in
un punto,

In un recente lavoro (Fzercices ef Compléments de Mathématiques
genérales, Paris, Delagrave, 1912, pp. 171-176 e pp. 271-272), 1l pro-
fessor H. Bovasse ed io abbiamo considerats la cnrva kappa come
la trasformata di i circolo di cenbreo O in una cerba trasformazione
definita mediante la squadra rettangolare. Per un punto A d'una curva
data, si fa passure un lato di una squadra, il cui veriice dell’angolo
retto & soggelto a restar fisso in O V'altro lato dell’angolo vebto
incontra la paralleln all’asse fisso Ox condotta dal punto A in un -
punto M. Quando A descrive la curva data, il punto M genera la
curva trasformata.
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Tra le coordinate (z, y) di A e (X, Y) di M esistono le due ye-

lazioni *

'
Y=y, XxX=-X,

X

la trasformazione cosi dsfinita & evidentemente involutoria.

Siano ¢ e T le ascisse respettive dei punti nei quali le tangenti cor-
rispondenti alla corva ed alla sua trasformata incontrano I'asse Ox.
Risulta, dalle formule precedenti, clie fra T, t, X e x, esiste sempre
la relazione

T :
X 7V

= 0,

Questa relazione generale permette d’effettuare la costruzione della
tangente alla curva trasformata, conoscendo la tangente alla curva
data.

Quando la curva data & un circolo di centro 0, la enrva trasfor-
mata & la eurva kappa: la definizione di quest'ultima non & se non
quella data da Stuse, ma la costruzione della langente risuitante
dialle relazione precedente, e che & gnindi un applicazione d'un me-
todo pit generale, & diversa da quella di SLuse. |

2. Dopo avere indicafe varie costruzioni della eurva kappa e della
sna tangente, 1l prof. Givo Loria indiea in modo speciale la segnente
definizione: La curve kappa ¢ il luogo geometrico del punto di contatto
dell¢ tangenti che si possono condurre da un punio fisso O ai circoli di
raggio costante che hanno centri su Passs fisso Oa.

Recentemente, . N. Barrsien ha posto, sotto il n. 4048, nell Inter-
médinire des mathématiciens (1012, pp. 147, 212-215 e 1913, pp. 11-14)
una quistione che permelte di generalizzare in un certo senso la
curva di Gutschoven. Quando, dall’origine O, si conducono delle tan-
genli OM a1 circoli, di raggio costante a ed aventi i centri su Oz, il
Juogo dei punti M di conlatto ¥ la eurva kappa, d'equazione polare:

r =g cotang 6.

Consideriamo pin generalmente I'insieme dei eiresli deseritti su le
ordinate di una eurva data (C) come diametri. Dall’origine 0, si
possono condurre due tangenti a questi cireoli: una di esse & fissa ed
e selo I'asse Oxz; Yaltra OM permette di definire una certa curva (I
come lnogo dei punti di contatto M. Sia m (@, y; r, B) 11 punto di (O)
da cm parte T'ordinata consideraka; siano p e w le coordinate del
punto M associato a m; le formule di eorrispondenza tra i due punti m
e M sono:
g=—1a,
W 2 1

tﬂﬂgf;ém_ 2

fang .

e

-

= -

-y - 3
T Fa- !
i —

= g g oo e

5 e il & & s -
= = - - — = = & - = ~
—=. === — e —— — . — g = - H T Frys" ¥ L a = = — -
r = T — = =
— i m R T . 4 I L — v =, ) - = P = ; - Pl o o == - — —mn
e = oy =gy ey = . i g s | - - T Al 1 -
— - - - - - - " - & = . - - = - " - am
= = - T ~ = - - - F - § omad §Lw s
= - 3 ¥ - -~ = - =
B =1 e Lo " | L - .. T 2 L | it = = . - =
® s - = i ot - = "
"

W

' =
-
TEE L SRS e B R

| —
- = ¥
g

i o i ".--._:,.'h.-..
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Da esse discende la relazione
'z
o dw = ; - '
I+ y tang®f

che permettera, in molii casi, d’esegnire la quadratora della corva (T):
e cosl che nel caso di una ellisse di centro O e d’equazione polare:

1 cos’ll = sen’d
¥ e T
sl ottiene ’espressione,
21 a®h
¥
2a -+ b

dall’avea dellz eurva (I'): & questa la soluzione della quistione ri-

cordata.
Tra i casi particolari interessanti, si possono citare:

17 quello pel quale Ia curva (C) & una retta ¥ = cost; la carva (I")
corrispondente & evidenfemente un circolo ;= cost. di centro O;

2" quello pel quale (C) & una retta y=-cost: (T") & allora una skro-
foide retta:

3" quello in cui (C) & la parabola

— nd
Y=,

che porfa pure ad una strofoide retta.
Uno dei casi che sono certamente pint interessanti & quello pel
quale la quadrabura da farsi per ottenere 'area della eurva (') a1

presenta sobto la forma:
J e*dw=4a®p;
bisogna che la curva (C) sia la curva circolare di quarto grado:
g (4 - tang®B);

€ssa pud facilmente costruirsi punto per punto partendo dalla curva

kappa,
Questa curva che generalizza, a causa della forma della sua stessa

e(uazione, Ia curva kappa porta ad una eurva (I) d’equazione:

< Sa® _
F=5—3 cos w'’

¢ gquesta una quartica circolare che pud venir dedotta da un’ellisse
di fuoco O con una trasformazione semplice operante sul raggio vet-
tore; questa trasformazione @& definita dalle relazioni:

. 4 —— M
ph=c, )y =

1

q
AL

di

co

ad

la ]
pIe

kar

ver
alnc

ugit
Zion

il lc

Il 1i

del |

e se
verll

cercs
dell’s
1l la

INage
BEZUE
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e resultn tosto la formula:

tang V=2 tang V,:

1este varie formule permettono di costruire
ko e tangente per tangente.

La stessa trasformazione del Bag
- Dinostrato, definita dall’eguazione

i enrva (I') punfo per

SIEN appiicata alla quadratrice

x=H,

nduce, a eansa delle relazion

1 =
c=x, tang 7 =75 tang 6,

=

ma curva bruscendente d'equazione polare:

1
2 ting - = tang o;
-

lorma di quest’equazione 'avvicing alle curve dt Sevraer citate dal
i, Givo Lowia (Speziclle ebene Kurven, 11, p. 221).

3. Ho inconfrato un faseio dj quariiche che g

pa nello studio della quistione seguente. Sup

pongo che un'elhsse,
semiassi @, b varinbili, si deformi in un piano restando fisso un
tice dell'nssc minove:

+ pongo inoltre Ia condizione che sin fisso
he 1l circolo oseulators in quesio veriice fisso B.

Prendo B per origine, e la tangente fissa per asse delle 2. Pongo

ale all'unita il rageio del eircolo osculatore in B. In tali condi-

1, 1 verlici dell’asse maggiore hammo per coordinate (#+ a, &) ed

ro Inogo & la stessa parabola:

eneralizzano la eurva

;Enzy‘

ogo dei fuochi & il circolo descritto sul raggio che passa per B,
cireolo osculatore dato, preso per diametro:

-y =y;

mpre
ce B,

uanto alla fignra attuale, possiam
ire per esempio I'inviluppo della retta che unisce il vertice B’
1sse minore con uno de’ vertiei dell'nsse maggiore (parabola). . .,
g0 de’ centrl di eurvatura corrispondenti ai vertici dell’asse
itore (folium parabolieo retla) ... ece.... Fra tali quistiont, In
mie specialmente ha attivata la mia atienzione.

il circolo osculatore della parabola precedente nel sno

. L L -
0O proporer varie guisiioni;
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Qual’® il luogo dei punti dell’ellisse variabile in eui il raggio di
curvatura dell’ellisse sftessa prende un valore costante?

Se si introduce anomsalia eccenfrica di un punto deil’ellisse, cioe
se si rappresenta questa ellisse colle equazioni

r=aqacosgp, y=b-4bsengp,
si ha l'espressione seguenie del raggio di eurvatura:

. [ sen®p 4 b eos” p)*
L= ashs [

poniamo p=K® e teniamo conto della relazione a*=1J; ne viene

quindi: ) =
sen® @ - a° cos® ¢ = ",

Un punto del luogo & dunque definito dalle equazioni

= 1K"— sen®o,
K —sen’on
= 1—seng ’

queste possono venir facilmente trasformate nelle seguenti

[m-—:Ecﬂsm,
1' K® cog®
=1 _Ksenw'

la gquali permetterebbero di dimostrare che la curva & unicursale.
L'eliminazione di w, porta all’equazione cartesiana

;‘.\;5 [:17! + yﬂ] . ByEE N aﬁyﬂ S “'

essendo 4 una costante dipendenfe solo da p.
Si pub altvesi costruire facilmente guesia stessa equazione par-
tendo dalla relazione nota

. (o 1% — )0
0= '

ab*

la guale esprime il raggio di cunrvatura dell’ellisse in funzione del
rageio vetfore centrale.

Si ottieme dungue un fascio di quartiche dipendenti da &, e10e da g.
Tali curve rientrano nella categoria studiata dal prof. Givo Lonria
sotto il nome di “ Rationale Kurven wvierier Ovdnung mit einem Berv-
hrungstnoten , (1, p. 196).

La forma di una delle precedenti quartiche & assai amnaloga 8
quella di une enrva kappa: un asse di simmetria Oy, un punto d1
contatbo della curva con se stessn, due asintoti paralleli ad Oy. La
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curva si compone pure di due rami chie si toecano; uno di questi 2
di natura uguale ai rami della curva kappa; ma 'altro esce dall’in-
fervallo compreso tra gli asintoti ed ha due inflessioni.

Ogni quariica di questi fusci & suscettibile di generazione analoga
a quella della enrva kappa, gih sopra indicain. Bastn applicare la
trasformazione mediante la squadra rettangolare definita dalle equa-
zioni

EZI, YF_'_ '
Y

al circolo d’equaziones:

X+ Y4 2Y — 22=.

Queste quartiche e la curva kappa provengono dungue dai cireoli
aventl 1 centri sull’asse », d’equnzione generale:

N +Y4+2mY L C=0:

la trasformazione genera per m=0 la curva kappa; per m =1 si
Lanno le precedenti quartiche.

Agginngerd che il eircolo m=3, C=1 porta per la stessa tra-
sformazione alla curva

7 (@ 4+ i) — 62’y + 42 =0,

sfodiafa e rappresentata negli Eeercizi di Calcolo anfinttesimale di
F, Frever (p. 157). Ma a causa del cambiamento di segno del ter-
mine di secondo grado, detta curva & chiusa.

4. Tra le quartiche unicursali del precedente fascio, se ne trova
nna che si presentu quule luogo geomelrvico in una nuova quistione,
relutiva ai poligoni regolari.

Sia una linea poligonale regolare di cenlro Q; siano A, B, C, D. ..
vari verliei consecuntivi. Allorehé =i prolungano i lati successivi AB,
BC, CD,... di uguali lunghezze ed in senso definito, si hanno i ver-
tici A" sopra AB, B’ sopra BC, ¢ sopra CD,... di una nuova linea
poligonale regolare A'B’C'D,

Sin B 1l semi-angolo al centro della linea poligonale regolare,
sifn. 2 Ia lunghezze comune di BA', CB, DC'... Il raggio del eircolo
circoscritto ad ABCD... & R. Affinche la linen AB'0OD'... venga
cirenserifta al eireovlo in eul ABL}'U e 1nseribbo, bisogna che z sod-
disfi alla eondizione:

'+ 2R sen.z— R tang* i =0.

Quest’ egnazione di secondo grado ammelle due soluzioni in a
rappresentanti la linea A'B'C'D” desiderata e I'identica linea avutba

prolungando BA, CB, DC,....

e —— 1 - -1 a
_— - e =
i g =

=
= r

[
2 Pl b Sl A
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In tali eondizioni, suppongo che il vertice B ed il ¢ircolo cireo-
seritto alla linea poligonale ABCD ... siano fissi. Gli albi vertici A,
U, D... sono variabili su questo circolo, dovendo la linea rimaner
regolare. Ad ogni linea ABCD ... unisco la linea AB'CD" .. che ne
deriva @ che & circoscritta al circolo fisso. 11 Inogo del punto A’ &
una certa corva, la cui equazione polare @ evideutemente

"+ 2R senf.r — R¥tang®H =0,

prendendo per polo B e per asse polare In tangente al eireolo.

Prendendo dungue B per punto d’origine, la tangenie al cireolo
per asse Bz ed il raggio BO per asse By, I'equazione cartesiana di
questo slesso luogo del punto A’ &:

x* (2° + y°) + 2Rty — R =10;

questa quartica & guindi omotelica a quella delle curve del fascio
gid esaminato, il cui parametro 3 & uguale all’uniti.

Poitiers, 18 febbraio 1913.
Eainto TurriEre.

SU UNA TERZA CURVATURA DELLE LINEE DI UNA SUPBRFICIR

In una mia nota (*) ho considerato, per le inee gobbe, una terza
curvatura, hmite del rapporto fra l'angolo delle normali principali
in dee punti e Parco compreso quando uno dei due punti tende al-

laltve, L'espressione dj guesia carvatura % per mezzo della fles-

‘ 1 g | S
sione T della torsione T e

Ora, cousiderando le curve di wuna superficie, passanti per un
punto, chiameremo terza cursaturn geodetica in un punto della linea,
la terza eurvatura della gevdetica, che tocen Ia linea in quel punto.
Siecome la flessione dj questa geodetica & la eurvatura normale delia
linea in quel punto, pussiamo dire, in base alla formola che precete,
che per ottenere la terza curvatura geodelica di una linea della su-

(" * Sulla enrvaturz dalla linge gobhe ., Feriodive di Mutemat ica. Livorno, Antto XX VIII, raae. 1,
17 novembres 1412,
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perficie in un punto basta comporre la curvatura normale e la tor-

stone geodetica della linea in quel punto. E mnotissimo (') che queste
curvature son date dalle formole -

1 ey 1 — 1
B T R

dove 1, ¢, I dinotano rispettivamente la prima forma tondamentale,
la secondu ed il jacobiano fra queste. Ne segue subito la formola:

1 _ 19 (BG— P17
= fVEG—F?

per il ealeolo della terza curvatura geodetica. Io 'applicherd alle
linee caratieristiche (*) e mi propongo di dimostrare che la terza cur-
vatara geodetica in un punto di una linesa caratleristica & ugnale alla
radice quadrata della eurvatura totale in quel punto, risultato che
eredo non noto.

Pighando, per semplicita, per sistema coordinato u, v quello delle
linee di eurvatura, si ha, come equazione delle linee carakteristiche:

dv D
L I = ;
Ddu* — D"dv* = 0, donde = 1/ ITg

allora;

Ddu® -+ D" dy 2DD”

Bdw* + Gde® — GD3- BD™'
D — ED")dudv __ (GD — ED"){DD”
T YEG (Edw* -+ Gav’) ~ (GD + ED")VEG

Ne secue:

| VmGD"D”* + DD” (G —EDP D" =
EG (GD -~ ED) =VEg =Y

g =
indicando K la curvatura totale. La proposizione & cosi dimosirata.
lo dico inolire che la propriela dimostrata caratberizza le linee in
discorso. Invero, se in ogni punto P di una linea la terza curvalura
geodetica pareggia la radice quadrata della curvatura totale della
superficie, preso come sistema u, » quello delle linee di eurvatura
passanti per P, si avrd in questo punto:

(Ddu® 4+ D" dp®)? | (GIP— ED"Pdi*dy® DD”
(Bdu® 4 Gde®)® EG (Edv® - Gdv®)* — EG

(') Birascas, Lezioni di geometria differenziale, vol. I, 2+ adizions. pag. 130 & pag. 199,
(*) Quests linee aono sfale considerate da Pocer [Rendiconti della K. decadamin dei Lingei,
vol. ¥V, 1? semeatrs, pagg. H01-507]. Per ogni puonto cllittics della snperfiicie PaBagno sempre dueg

linen caratieristiche; le loro direzioni sono sd un tsmpo confogate ed isocline aplle Jinee di
curvabura,
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6 questa pud seriversi:

{4 fr dl’ l i du : Ir &
@D (ED”— GD) (?zi) | (ED” — GD)? (E) —ID (ED'— GD) =0,

Stecome & da escludere i} eagso ED” — GD =10 altrimenii, essendo
ancora F—=1'=0, la superficie sarebbe sferica o plang, () resta

I'equazione:
2

)4+ (ED”— G D) (i—‘:] _ ED —o,

(v

GD (Eai

dalla quale:

dv)’ D _ rf-u)“ B
du) — D" oppure (du -G

quest ultima & perd da rigettarsi essendo E, G posilivi; l'altra solu-
zione ci da le direzioni delle dne linee caratteristiche passanti per P.

B qui il easo di far notare I'analogia fra la proposizione ora di-
mostrata ed 1l teorema di Enneper relativo alla torsione delle assin-

totiche. Per queste linee (come per tutte quelle che hanno le normali K

prineipali egualmente inclinate sulle normali alla superficie} la tor--
sione assoluta non differisce dalla torsione geodetica; inoltre la fles-
sione & nulla, dungue il teorema di Enneper pud anche enuneciarsi cosi:

La terza curvatura geodetica in ogni punto di una assintotica pa-
reggia la radice quadrata della curvatura totale cambiata di segno.

In riguardo al segno di K & da notare che nel sistema ecoordi-
nato delle linee di eurvatura, le equazioni delle linee assintotiche e
caralteristiche essendo rispettivamente

Dda® + D"dp? — 0 Ddw® — D"dp* =

nelle regioni a punti iperbolici {dove esistono le assintotiche) D e D"
sono di segni contrari, epperd K & negativo; invece nelle regioni a
punfi ellittiei (dove esistono le linee carafteristiche) D e D" sono
dello stesso segno, epperd K & positivo.

Ed ora possinmo affermare che il tearema di Enneper, cosl enun-
ctato, earatterizza le linee assintotiche, & meno che Ia superficie sia
ad area minima, Invero, se in ogni punto P di una linen o:

1 1 S—
VF FE=V—K
preso come sislema coordinato u, v quello delle linee di curvatura

passanti per P, sari:
EG (Ddw® + D"dv*)* - (6D -— ED" du’dv® = — DD" (Bedn® - Gdr*)®

(*) Brawem, 4, e, vol, 1, pag. 121 (in nota).
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cloé:
ED (GD + ED") du*+- GD"{GD 4 BD") do* - (GD - ED") dude®— 0.

e poichd & da escludere il eunso GD 4 ED"=0 altrimenti, essendo
anche F =0 sarebbe nulla In corvatura media H e la superficie sa-
rebbe minima, rimane:

GD” (%) 1 (6D + ED") (%) L ED=0
che da:
dr\* D dy\* B
(du) g 2EPNLD (du) &

quest’ultima perd non dia valori reali per E::_‘ I'altra soluzione ¢i da

le direziouni delle assiniotiche passanti per P.

Per altra applicazione della (1) considererd i doppi sistemi di linee
della superficie, isocline vispebto alle bisettrici delle linee di curve-
tura, da me considerati altrove (V) (linee 1S0gone).

Pigliando come sistema coordinato (n, ») quello delle bisetfrici
anzidetie (linee di torsione) si hanno, fra i coefficienti delle prime
due forme fondamentali, le relazioni: (")

D D.r.r
=1 E— G =\, (3)

| 1

010 premesso, siano I e I’ due linee 1sogone, B ed R le rispet-

tive curvature pormali; avremo allora:

1 D420+ D" 1 D—2D% -+ D"»®
R™ " EB+G* ' TRT EF6,

gz ey (o i
dove si & posto, per brevita, v = Ne =egue intanto:

1,1 o D+D:'g"
R "R - E+ Go*

e, badando alle (3): .
1

| = — 32},
R TR A
Cioe: La somma delle cureature nogmaly di due linee isogone, per nno
Stesso punio della superficie & costante, epperd eguale alla somme delle

curvainre principali in quel punto.

(') * Linee isocline rispetto alle bisativiei delle linee di cnrvatura , (Rendiconti del Ciyeoio
Matematico di Polerio, t. XXXV, 27 wpem. 1013},

") Giv resnita senv’altro dall'squazione differenziale di questa linee {v. |a mia nofa eitnla)
oppure dalla semplice osservaziope che quelle linve sono ortogopall (F=10) ed isocline sulle linee
di curvaturs (GD = LD,
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1

Inoltre, 1a Lorsione geodelica T di una qualsiasi delle due linee

1sogone é:
1 D (Ge™*— R)

T VEG (Go*-+ E)
dunque ia terza curvatura geodelicn di I & data, per la (1) da:

1 kG (D 4-2D%' 4 D"+ D (Gv* — B)*

5* T EG (t2™ + B)°
_ sy 2BGD%® - 4EGD). (Gr - 1) '+ D* (6% — E¥)
T EG (Go® - B |

Per Ia linea I bastera semplicemente cambiare » in —»”. Ne segne
allora:

L g = 200 ap» 2RO+ G

S‘.! | EU [Girl‘ﬂ_i_ E}H
2D DD"+ D™
— 93?2 _| — 9 — .
YT E¢ =2 gg
Poiche DDE_E Lids rappresenta nel nostro sistema coordinato la

eurvatura di Casornti, possiamo enunciare cosi il risultato: 4
La somma dei quadrati delle terze curvature geodetiche di due linee i
isogone, per uno stesso punto della superficie, & costante ed equale al
doppio della curvatura di Casorati in quel punto,
R. OccHrpinT.

-0 —

PROBLIIMI®

(Continuazione — Vedi fase, 1)

46. Se T, B 2ono i fuochi di nna ellisse, S la sua area, M un punto
gualinque del piano di questa ¢, Pz, as F4 1 1aggi di covvatura corri- .
spondenti ai piedi delle normali condotle da M, si dimosiri che:

1° qualunque sin M,

MK MF"  o*FP® ;
O1.P2.0a.ps 648 i
2" 1l luogo dei punti M tali ehe sian

pif - o + psf 4~ gt = costante
¢ un’iperbole.

() In massima non pubblicheremo lo riseluzioni di questi problemi favoriteci dal Coman-
dante Bansien, ma sccetteramo volentier! le psservazioni o generalizzazioni ¢he i nostri leifor

vorranno inviavel, [y
ll
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47. Se I, ¥’ sono i.fuuchi e U 1l centro di un'ellisse, T, T i punti di ||IllrrF

contatto delle tangenti all’ellisse condotte per um punto M, e M1y Mg, o s i‘!;|iPT 3

SONO lvf': Innghezze delle normali ali"ellisse condotte da M e S; I'area del '|I:H‘LLI

quadrilatero MTOT, si ha la relazione |rll|[I

4. MF . MF"

Fi.Ha. g, iy = Wﬂ s gl ll} J

48, S i

| . D8 1y, 2, [ta, Py SODO le lunghezze delle normali condotte da an L ot
punto ?‘.‘-fl ad un falhsse,_p’., Ro.pe, p's quelle dei segmenti di queste 21
normali c_nn!pr?m .fra gl assi, py, pe, s, s 1 raggi di curvatura corri- ;

spﬂnd‘f‘nh al piedi delle normali suddette : LF

1" 1l Juogo del punto M tale che sia i | "

sl

Ui.M2.Ma.fe HE ﬁ

: pil.p'n.p'a.pl__ ﬁi

PR
=l

e un'ellisse concentrica e omotetica a quella data,
2" qualunque sin il puato M. si ha

i =

T W = e
Sl -
'

|'l.f:| v !J..g. |'..l';; ' IJ.J,], c

- MFOME T W
30 TS T T ¥
Pr-fe-fa. Pa s b s
(H‘ Se l'ellisse ha per equazione 3%z% + a’y® = ab? (¢ = a* — b?} |'equaziona L

del lnogo richiesto &

k3
LI SITIRC O Y
+ 'y a“f +ﬂ“b" ‘

II‘=.
Il confronto della 2* & 3 i b
ks ‘

'y P B3 1y py Fz 73 vl =W-ﬁ4) .

T Sy
[——
—— g

49. Sianu_ o1, g, 3 1 TAZE di curvatura corrispondenti ai piedi
delle Il['.ll‘lﬂﬂlll condotte ad una parabela da un punte M. Dimostrare che,
se M appartiene al circolo di raggio R avente per centbro il fuoco della
paraboln, s1 ha

S g ]
e

i
e E
- e il
T = e =
= ————r—
i & "
- — - - B W B s
r kL - - 1 ] =

e,

= —

R®
FI-FE-PEZ?'

| _ED_. Lissendo I ed O il fuoco ed il vertice di una parabola, M, Ms, M,
t predi delle normali ad essa condotte da un punto M, C,, Ce, Cg1 corri-

HpDI‘JF{iEl]tI cenlrl di curvatura, S; 'area del triangolo M. M.M.. si ha la
relazione

M,C, . MG, . M;TL ROFP. MF*
MC,. MCa . MG, — = 8*
| 51. Dale due ellissi di semiassi a8 asby situatl sulle stesse rette,
1l lnogo dei punti di mezzo delle corde dall'nna tangent1 all'allra & una
as” f,* L ;" by®
2”9 ba o

quartica, la cul area & x
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52, Se la normale in un punto M di una ellisse incontra |'asse
maggiore AA"in N, e P & la proiezivne di N sulla retta AM, il luogo
di P & una quartica di eni I'arvea &

b . whin—b) (a4 20)
U-_-’:I:HH | a—+b

53. Sia I il punto di mezzo di una corda MN di un'ellisse normale
m M; P, Q, Ripiedi delle altre tre normali condotte da L, O il ceuntro
delia ellisse.

1°. 11 baricentro del triangolo PQR & situato sulla retta simmetrica
di OM rispetto agli assi.

2" Quando M percorve 'eliisse, 1l lnogo del baricentro di PQR & una

_ T . ab{at-1-BY
seshica, di cul 'area @ = W

3". 11 luogo del centro del eireolo circoseritto al triangolo PQR &

% e ] . . Bmwabe*
na se a ‘eq B . :
stica eil are 8(a® + )

4°, 11 luogo dell’ortocentro & quello del centro del circolo dei nove
punti del triangole PQR sono delle sestiche di cui si puo cilcolare I'avea.

54. Sia Cil centro di carvatura di una ellisse corrispondente ad un
punto M di quella, P e Q 1 piedi delle altre normali condolte da C.

1% 11 Inogo del punfo medio di PQ & una sestica di cui 'area 2 la
meta di quella dell’ellisse.

2° I lnogo del baricentvo del triangolo MPQ & una sestica di cui

"area & % di quella dell’ellisse.

3% 1l luogo del centro del eireolo eireoseritto al triangolo MPQ &
una seskica di eni I'area & 1—-13 dell'area della evolnta dell’ellisse,

4°. Tl luogo dell’ortecentro e del centro del circolo dei nove punii
del trirngolo MPQ sone sesbiche unicursali di eni 1 possono determi-
nure le aree.

95. La normale in un punto M di un’ellisse di centro O incontra gli
assi della medesima in N ed N'. Le proiezioni di N, N’ sulla retta OM
sono P e P. Le perpendicolari ad NN’ nei punti N, N’ incontrano
la OM in Q e Q. I luoghi seguenti sono delle sestiche di eni e aree
sono quelle o fianco 1ndiente.

1°. Luogo di P
nbct (2a-+b)

20" (a + &)

nact (25 - a)
26° (a + b)*
Srchépt

Bee'

2° Luogo di P

3% Luogo di Q
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4° Luogo di Q'
3 abet

Sh?
o°. Luogo del punto medio di PP’

wle—b)*
2a°h*

6”. Luogo del punto medio di QQ'

[(a + 6)° (6" 4 b") — 4a®)*].

Tee®
o2 024t

7%, Inviluppo di PN

(3a* - 80* — 24%Y).

8°. Inviluppo di P'N’

Sub
9°. Inwiluppo di QN

sihe®

10", Invilappo di Q'N’

cac
RS
(Continua). E.-N. Banisien.

INYETO

ad unificare — per accordi internazionali — le notazioni e la terminologia
nelle teorie del potenziale e dell’elastigita

E manifesta Vopportunita di provocare un’intesa degli studipsi d’ogni paese
sul termini e sulle notazivni da nsare in ana qualsiasi svienza pura o applicata
all"industria.

Nel campo dello matematiche e della fisica leorica le teorie del potenzinie
della elasticita sono indubbiamente quelle che meglio si presterebbero fin d’ora
all’aceennaia intesa, purchi il tentativo =i faceia sesondo un piano appropristo
e con vedute abbastanza larghe. f

A, — Limiti entro eni Punifieazione dei termini e delle nofazioni
dovrebbe per il momento rimnnere circoseritia.

1. Non potendosi adotiare proprio ln stessa parola per designare una stessa
nozione nelle diverse lingne, converrebbe fGssare i terminl in modo dn randere le
tradizioni guanto pilt facili si pud.

i
TR _::l'h—_ T "1:_ Y
[} -
A 4
5 e
' e

(A==
L

——FT
b 4
.

¥
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2. L' unificazions della terminologin e delle notazion abbraceerebbe — gl
progeito in parols — soltanto la teorin del potenzirle e quella dej mezz] elastici
isolopi in riposo, Dovrebhs poi éssere presa in considerazione, salvo a discnierne
in seguito, I'sstensions delle canvenzioni alla teoria generale delle aquaziont di
tipo ellittico.

Saranno naturalmente da adottarsi i termini e le notazioni che rin si avvi-
cinauo & quelli maggiorments in uso.

B. — Piano eseentivo,

IT comitato orvganizzatore si rivolge, con guesia prima circolure, agli astro-
nem, matematici e fisici, pregaudoli di risponders al quesito seguente:

Puali sono Ie nozioni ¢ le notazion: che & desiderabils unificare ?

Le risposte, pervenute entro 'anne corrente, saranno classificate jl piit presto ~
possibile. Durante il 1914, nna seconda circolare invitera a fayr proposte sui fer-
mini o sulla notazioni da adotiare,

Non essendo presumibile ux completo aceordo di talj proposte, il comitato si
viserva di far conoscers Per mezzo di wnn terza circolare (primavera 1016) i punti
che avranno dako lnego a divergenze d'opinivni, o di provocare unma discussiona
su qnesall punti al Prossime congresso internnzionale dej malematici (1818}, Una
quarla circolaxe (1917) darva conlo di questa discussione, imvitando ip pari lempo
i colieghi, cho non avranmne Potute intervenire al congresso, a fur conoscere il
lore pensiers.

Dopo aver studiate e vagliale proposte e discassioni, il comitato OTZANIZLR-
tore, indichera, con una quinia cireolure (1919) 1 punti su cui I’intess si presenti
probabile, o indirh nna vobazione sn quelli per cui persistessero inconeiliabili
diverzenze.

La votazione sezuirk nel 1920, al congresso internazionale dei mafematici,
the si ferriz in tale anne.

Potrauno vetare per iseritto anche i cultori, interessati comunque all'inizia-
tiva, chie non assisteranne al CODZressn.

Il comitato organizzatore comunichera, con una sesia circolare (1921), 1'esito
della voiazione, e avri curn d; pubblieare poco dopo le convenzionl interitazionali
cosl geqnisite,

Si prega di mandare Lutte le lettere (in lingua francese, inglsse, italians o
tedescn) all’ indirizzo gsagnento

Herrn Arrnun Konm, Charlottenbury, Schliiterstrasse 5.

Il comitato organizzatore

per I'nnificazione della notazioni e della ferminologia
nells teorie del potenzigle e dall’elasticiti

Max Abraham (Milano), Alfred Ackermavn-Teubner (Leipzig), Robert I Adhémar
(Lille), Paui Appell (Paris), serge Beransteiu \Charkow), Kristinn Birkeland
(Kristinnia), Wilhelm Bjerknes (Leipzig), Marcel Briliouin {Puris), Orast
Chwolson (Petershurg), Eungéne Cossernt [T'oulouse), Francois Cossernt (Paris),
Gaston Darbonx {Paris), Paul Ehrenfest (Leidem), Henvi Fohy {Genéye), Leopold
Fejér (Budapest), Richard (3ans (La Plata), Heinrich Graf iBern), Sir George
Greenhill {London), Jacques Hadamard (Paris), Wilkelm Hallwrels (Dresden),
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Fritz Hasenthrl {Wien), Tsuruichi Hayashi (Sendai), Pierre de Heen (Lidge),
David Hilbert (Gittingen), Gustav Jiiger (Wien), Eugen Jahnke (Berlin), Panl
Kibe (Leipzig), Walter Konig ({Giessen), Avthur Korn (Charloiten burz), Horace
Lampe (Manchester), Emil Lampe (Berlin), Sir Joseph Larmor [Cambridge),
Otto Lehmann (Karisrnhe), Bugenio Elia Levi (Genova), Tullio Levi-Civita
{Padova), Leon Lichienstein (Bertin), Angustus Edward Hough liove (Oxford),
Roberto Mareolougo (Napoli), Max Mason (Madison, Wis.), Friedrich Wilkelm
Franz Meyor (Konigsberg), Albert Abraham Mi chelson (Chicagoe), Gista Mittag.
Lefller (Stockholm), Ernsi Richard Neumann (Marburg), Niels Nielsen (Ko-
benhavn), Wilhelm Osean (Upsala), Michel Petrovitch (Belgrad), Emile Picard
(Paris), Friadrich Pockels (Heidslberg), Demétre Pompeiu (Bukaresti), (ieorzios
Remundos (Atene), Karl Schwarzschild (Potsdam), Carlo Somigliana [Torino),
Wiadimir Stekloff (Petershurg), Orezio Tadone {tienova), Francisco (Fomes
Teixaira (Porto), Esteban Terrndas (Baveellonn), Vito Volterra (Roma), Albert
Whangerin (Halle), Otto Wiener {Leipzig), Stuuislas Zaremba (Krakdw),

-

AVVISO DI CONCORSO A PREMI0 PER LE MATEMATICHE

Le Classe di Scienze Fisiche della R. Accademia di Bologna, n richiesta do]
Sig. Cav. Dott. Adolfo Merlani, webte a concorss il segunents tema;

¢ Esporre, con metodo storieo-critico, lo svilnppo organico della teoria delle
“ funzioni ellittiche ed i vari punti @i vista sotte ai guali questa teoria & stata
“ considerata dalla fine del secolo XVIIT fino ai mostri giorni. Indicare 1'influenza
* che hanno avuto, sn allri rami dell’analisi, le vedule presentatesi suecessiva-
“ mente nella nominaia teoria o+ {3

A chi presentera, per gindizio dell’Aceademia, il miglior lavers, il Cav. Dott.
Adolfo Merlani corrispondera Ia somma di L. 900, guale contributo alle Spese
per il compimento del lavoro stesso.

I} concorso si chiude jl 81 Dicembre 1914.

Condizioni di concorso,

a) Non pud concorrere al premio chi, a qualsiasi tiiolo, faceia parts dell'Ac-
cademia dalle Scienze suddetln,

b) 1 lavori presentaki &l conecorso devono essere gevitti leggibilmenle in lingua
italiana, ¢ devono essere inediti. /

¢} Possono prendere parte al concorso ane® " ‘i straniori.

@) 1l invoro presentatlo sara ancnimo. Su@® 1 -+ gtasso dovri essere segnato
un motto, che sarh riprodotto su una bus.t"ldella frLontenente il nome del con-
corvente. Le buste relative ai lavori noy ranno brociate senza essere
siale aperto.

e] Il promio & indivisihile.

) I manoscrilti, premiati o no, 1'1.{!'1-1_5 che la frasvietd dell’Accademia.

{ rapprosen

ﬁnttﬂ, 8 potren

() Queste medesimo temn fo posto a po condizioni @ eon seadengza nl
41 Dicemora 1012 Non essendosi presentato yn la COlmsse di Scienze TFisiche
della I, Accademia di Bologna ha deliharato } _— Fn - “§0.
1
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g) T lavori che aspirano al premio devono essere indirizzali al Segrelario dslla
Clusse di Scienze Fisiche dolla R. Aceademin delle Scienze di Bologna, Via Zam-
bouni, 33. Non si fexra conto dei lavori pervenuli all'Accademia dopo Ia mezza-
notte del 31 Dicembre 1914,

Bologna, 16 Febbraio 1913,

Il Fresidente 2l Segretario
Prerro AirerrtoN: Ercore Gracomind.

BIBLIOGRAFIA

F. Pavarint, — Avitmetica ed algebra, ad uso delle seuole medie su-
periori. — 2* edizione, edit. Petrini-Gallizio, Torino. — L. 4,

[l sollecito bizegno di una 2* edizione di-questo libro, comparse da tra anni
soltanto, mostra quanio i suol pregi simno gtati rwonosecinli dsgli inseguanti ita-
lani, Non si iratta perd di una semplics ristampa; 1'A. ha invece volute fare
moltissime moditicazioni nl suo lavoro, notevelmente migliorandolo, Sempre piia
intima, ad es., ¢ stala resa la fusione fra la teorica dei numerr e quella deile
grandezze; ricorvendo sempra al significato operalivo per ciascuna classe di nu-
meri e per le operazioni con essi, si ottiene un’assal maggiore semplicita ed uni-
formila di traliazione e si ha inoltre il vantaggio di poler coordinare molto meglio
lo studio dell’aritmetica con guello della geometria.

In quasta 2* edizione il libro & diviso im 2 parki, corrispendenti ai programmi
del I° & del 2° corso d'istituto tecmico: la 1* parte tratir la teorin dei numeri
razionali, terminando cogli elementi di caleole letterale razionale e volla risoln-

zione delle equazioni e dei sistemi di primo grado; la 23 parte contiene la teoria.

dei namezi veall con un cenno su quella dei numeri complessi o si oceupa inoltre
del limiti, delle proporziom, della proporzionalita direlia ed inversa, delie progres-
sioni, delle eqoazioni di grado superiors al primo, con un cenno snlle egnazioni
rrazionali, Hasendo talvolta opporiuno, per condizioni speciali della aenlaresea, di
ridnrre lo svolgimento dei primi capitoli d'aritmetica, ¢' & poi un'appendice col
riassunio della teoria delle frazioni assolute e dei numeri razionali segnnti; Ia ri-
duziono della feoria dei numeri natnrali pud ovviamente esser latla, con opporbnui
tagli, dall' insegnante stesso, come giustamente psserva 1'A, 11 libxo termina com
una bella raceoltz di 1450 fra eservizi e problemi.

In gueste 2* ediztone ir materia & megho ordinata clie non lo fosse nella 1*
e notevoli sono le semplificazioni fatte, ad es. nella teoria della divisibidita;. ...
gualehie altra perd sarebbe desiderabile, ad es. npel capitolo sni sistemi di egne-
zioni lineari, nel quale riterrei opportuno vccuparsi, e pin ampiamente, di essi soi-
tanto, riservando alla 2* parte i teoremi generali snlin ¥isvlnzione dei sistemi.
biolto opportunamente furono aggiunte le nozioni necessarie per 'uso delle Lavole
logaritmiche e fn tolta 'appendice che si occupava del modo eol guale si possonc
dedurre i logavitmi dalle progvessioni; fivoro inoltre ommessi lo sviluppo della
potenza 2 * di un binomie e I'analigi indeterminata di primo grado, che veraments
esorbitavauo i limiti che I'A. si era posti per il sno ];ihru. 11 qual libro, si badi,
oltre che nell'istituto feenico, pud essere nsato assai ntilmente anche nel ginnasio

superiore @ nel liceo,
Paoro CATTAKEOD.

Gluuio Lazzert — Diretlore-responsalbile

Finito I slampare 11 17 Maggio 1918,
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SOPRA LE FRAZIONI DI LAMBERT

Mi propongo in questa breve memoria di determinare Je prinei-
pali proprieti delle frazioni di Lambert (dette anche frazioni aseen-
denti): non ® a mia conoscenza alcun lavoro su di esse e soltanto

gualche acecenno ho rinvenuto nella Encyclopédie des Seiences Mathé-
matigues.

I simboli che userd saranno In massima parte gnelli che il Prings-
heim adotta nel suo articole sulle frazioni aseendenti nella detta
Enciclopedia; per le denominazioni poi mi sono ispirato alle ana-
logie formali che corrono fra le frazioni ascendenti e Je contfinue,
Ho diviso la trattazione in due parti: ocenpandomi nella prima solo
delle frazioni ascendenti limitate, nella seconda delle illimitate,

Frazioni ascendenti limitate.

L Prime proprieta.

I. Chiameremo frazione aseendente limitata, una frazione della
forma segmente

br
-
by -
3 2t
ay i [ﬂi#ﬂi I'=11 2!---1:“‘):

dove le a;, & (in numero finito) sono quantity real; affatto arbi-
iravie; e la rappresenteremo brevemente con uno di questi simboli:

. .. e s . Oy O
Chiameremo po1 1dotta ¢ (esima) l'lﬂﬂﬂ frazione ascendente {——}

@r J§y
: f b :
a frazione ascendente \% f, ® la rappresenteremo con Fi; in par-
' * J1i

. " . - b'lnl b
icolare facendo §{—=p polremo dire che la frazione ascendente { =
1

v
omncide con la sua # (esima) ridotta, o potremo scrivere:

[ b }“

‘_—,Fn;
i
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alla frazione %L, che indicheremo con 7, daremo il nome di ¢ (esima)
i

frazione integrante della F,,. Se le b (i=1, 2,...,n) sovo ugpali al-
'nnita, diremo che Ia Fn @ ridotie a forma normale.

2. Trasformando la F, 2 forma di ordinaria frazione, avremo (se
non eompiamo aleuna riduzione di fattori comuni tra numeratore e
denominatore) una frazione il cui numerarore indicheremo con N,
e 1l cui denominatore indicheremo con Dy, per modo che s avra
identicamente:

Facilmente poi si trovano per la ridotta i (esima) le relazioni

H; = N & + by (“)} (2)
Di=Disay=aias...a (B)
F—=F_ + 3)
f— L i-1 Dl
dalle guali ,
% i
Fn — ?I DI - | [4]

La (4) permette di trasformare la T, in una sommsa; viceversa
data una somma Eni o (a+0, i=1, 2,...,n), si ha facilmente:
1

n 1 nn
El fy — — ] [
!

)

iy |

avendo posto a, = 1.
La (5) permette di ridurre ogni frazione ascendente a forma nor-
male: nfatti applicando alla somma

1 ] 1 I ] 1
i “ay aaby L 'ﬂs I an Dy
tl*'l bl . bz b] bn n bn
the coincide poi con la ¥y, la formula (5) visnlta I'altra
(b )° 1 )
1 G ) T J be—1 bﬂ —_— ]. (5}
P !

che acquista la forma speciale

(et ={as) to—1 "
e 1 Hx—1 M1

d
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quando @, =1(v=1, 2,..
¢ indipendente du ay .

3. Daudo nella (1), («) alla 7 successivaments i valori 1,2,.., n,
s1 ottiene:

.y ). S1 osservi che nella (6%) la {E]_..}n
»—1 M1

Nn Nu—l ﬂ'u - n
Nn—l — NH—E Tt — Un—1 ]
............ G (1)
N: — N] (I = bﬂ
N] —_— IE'][

da cni, poiché il determinante

1l —a, 0 o O
0 1 —li # | =, ([l e {

0o 0 0 ... 1

e In ogni caso uguale ad uno, risulta

quando la frazione & rvidotta a forma normale.

Nﬂ —= -E'n - 'ﬂn 0 U 0
Ei'n_.j_ 1 — S 0 0
511_5 0 1 — - 0 (?]
b0 0 0 1
e guindi infine 'ugunglianza
Fn — {Fﬂ s 1 ﬂ - D ﬂ
1
Fo-—1 Gt 1 1 0
: (0 L 1 0 8
fn—a _ [ )
1 0 0 0 =—
che assume la forma particolare
&
F‘.I:I =— q’n —) ]. D U {]
| Fn—t Qa1 —1 0 0
qJ'll——ﬂ U :Pn-—l B 1 n [8*]
T1 0 0 0 q;1

I _.-

=N =
Pl o L2
-

1
B i~ et

-
-
T | i

Pepr—pr L,

- =
ome o b —at
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Qia r la caratterisiica di Nn, cioé del determinante dell'ugua-
lianza (7); allora per k intero e positivo e » <‘n, il minore

br+k — 4k ) () . v 0 i

br+:‘-:——l 1 - ﬂ,-_|_]¢__1 ﬂ - 0

'E'H-L'.—E U : 1 — ur-!—]t—.'i .o 0 [9]
75 0 0 0 e Al ;

& zero, & zero ciod la ndotte (» &) (esima) della frazione.
Adungue se la caratterisiica di N, 2 uguale ad v, le ridotte

r+1, r+2,...,n,(esime)

gono tutte nulle.
In gquanto poi alla ¥, pud darsi che essa sia o no nulla: ma fa-
eendo :=1»r-+ 1 nelia (3) risulta

br+l

— =79

quindi : perche F. sia zero occorre e baste, guando la caratteristica
di Ny 2 v, che b..y=0; in questo caso poi, sempre dalla (3), st ricava
bhy=0 per s=r-+1, r+2,...,n; menire invece nel caso in ecui
F.+08s0lo b.=0 per s=r-2, r+3,...,n. In particolare, con-
giderando il caso in cui tutte le b (=1, 2,...,n) sono diverse da
zero, se F,—0, certo la caratleristica di N, & n—1, ed anz1 il mi-
nore (9), ove si faceia k=mn—r—1 & diverso da zero.

Da guanto precede visulte che se una frazione ascendenie, in cui
le by sian diverse da zero, & zero qualsiasi ridotta (all’ infuori dell ultima)
2 diversa da zero; se invece la frazione ascendenie e diversa da zero e
tutte le by sono anch’esse diverse da zero, allora una sola ridotia, che
non pui esser Uultima, pud esser nulla.

Ti1 quest'nltimo caso se poniamo 1n generale:

O
Rl { T }i+1

abbiamo, supposte IFi=0 (i < n):

i.n

P, =-ht 10

=B (10)
4. Tra le gy e le N; corrono poi aleune relazioni interessanti

alle quali accenneremo. Dal sistema di uguaglianze

P G —gin=h 1;-2_1,3....,?:} (1)
si ricava subito: -

o— | n

% pin = Zi Pun Bis1+ Zib (@ns1="0)
1 ) i
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e poiche dalle (I) si ottiene:

n n—I1 u
Ell N; = -Eli Ni a1 + };"i b; (N, = 0)

g1 hanno 'nguaglanze:

o B

i (Ni+0i.0) (1 —aia) =Fy
.?, (N, — i) (1 —ayy) =—F, -2 2%1 b
dalle guali rieaviamo la relazione:
2 by = ‘T‘*, Ni (1 == 0ies)
che assume la forma particolare
n=— E?j Ni(l—a)

quando la frazione & ridotia a forma normale.

Di qui si vede subito cke date due frazioni ascendenti uguali o no,
purche di ugual numero di ridotie e posie sotto forme normale, in esse
Uespressions

Ell Ni (1—ai)

hanno un medesimo valore.

11. Condizioni perché due frazioni ascendenti siano uguali.

5. Riterniamo a considerare il determinante dell'uguaglianza (7):
si aggiungano alla prima colonna 1'wltima moltiplicata per r,, la
penultima per ra..., la seconda per ry, dove 7y, 73,... 70 SONO
gquantitd arbitrarie (anche nulle). Poiché con guesta trasformazione
non s'altera il valore di Ny, seque che ai numeratori by, bs, ..., by,
possiamo sostituire le quantild qui scritte semza che la F'y cambi valore:

a b s1 pud sostitmire b 4 m
" b! " ] " bﬂ — 1l + L

L bi " n » bi — V1 i _l_ Py (III}

" E]“ - o ‘ bﬂ. ———= rn_l ﬂﬂ -

12 bene osservare che non si pud mediante le (ITI) eambiare un
numeratore delle frazioni integranti delle F, senza dover cambiare
opportunamente il suceessivo o i1l precedente.

Questo tipo di trasformazione di una frazione ascendenie In
un’altra diversa per forma dalla prima, ma uguale in valore & ussal
differente da quello che abbiamo gia visto e dato colls formula (6).

R e 7 W

, _
e
C—

ik — - £ © - s = =1 - W | T
'r."_l:l—_;T . I__ r.:____ = i . | — y=— » = -_ = o Y
—— — =R — ——— - -"' = wE — - v

P

-
—_ =
L _hame. — b iV mnd | ——eamma IF‘
o = =i

=TT
= o
ey
S

i = |
T T T S T re—

e faew - o -
R e e e ™ Tl
i = =

T ==
- =

Ly

eSS e e

T TS——
———
T

kil e e

P
[ = ==
™ ogr
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1 5]
L3, considerando Je successive ridotte della {b._1] ., €88e sSono
i

7
snccessivamente ed ordinatamente unguali alle snceessive ridotte
della { 0

ay
successive ridotie della nuova frazione trasformata non tntie certo
possono (a meno che tutte le »,—= 0) essere successivamente ed ordi-
natamente nguali a quella dalla frazione primitiva. Vedremo in se-
guito altri easi di trasformazione che apparlengono o al primo o
al secondo tipo. Osserveremo per 11 momento che, chiamando equi-
valeniz due fraziont uguali fali che I'una si posea considerare otte-
nuta con una ftrasformazions del primo tipo dail'alira, data una
frazione ascendente, ne esiste una ed una sola ridotia a forma nor-
male ad essa equivalente. Questo @ evideute e la formula di trasfor-

mazione e precisamente la (6). l
LY

In modo analogo potremo dire che la frazione la._:l] e oltre
a 31

} ; nella trasformazione data in questo paragrafo, Ie
i

i |
che uguale alla somma Z, a. eguivalente ad essa, nel senso che la I
1

1

1 )\ :
della {mq} & ugnale a ¥, a., e questo per i=1, 2.....n.
1
e
6. Ma il fatto che alla b {i=1, 2, ..., #) possiamo. in generale,
gostituire & — »_; a; + r; senza che 1l valore della I, s'alteri, e1
eonduce e permetie di stndiare le condizioni per le quali dato un

sistema di valori §3,(i=1,2, ..., n), risulti {E]n_ £y nel easo
p &y 1 ' a. Jl l“" Il

in cul fi; sia funzione razionale intera di una variabile =
Dalle (III) infatti rieaviamo subito i1l seguente sistema d'equa-
zioni nell'incognite #y, 7q,...

1 =B1'_'b.l
‘_’?'lﬂ"a"l_?'ﬂ —_—EB—"E}a

(IV)

Ty Oy — B“ — 5"

e quindi condizione necessaria e snfficiente perchs il sistema (IV)

- ammebta soluzioni & che i1l determinante

1 0 0 0 ... h—b
— (I3 1 ( 0 e ﬂE__bi
D — {3z 1 ﬂ - a8 B‘E_bﬂ

0 0 0 O ... PBa—by




FERIODICO DI MATEMATICA. 247

sia zero; condizione che, in virtu della (7), si viduce all’altra espressa

dall’ enuauha.nz&
L a, L

Supposto
f=fi(z) (=12,...,n)

ricaviamo dalla (11)

{fi ] —§ } s (12)

Sia p il grado massimo con cui la @ compare nella

filz)=2

o | f=

T }'l! T mp_r

e posto
fil@) =202+ h1 27+ ... Ay 2+ iy — by

€ ancora

— As, x

la.k——ﬂlﬂ!_”ﬂj (ﬂ:=ﬂ111---'P_‘1)l
li=1,8....,4)

= duu—b ‘

P g e ... O

ricaviamo dalla (12) 'equazione in z

—

E:l .n_l_mp—l"i‘lll+ *‘l—...ulip—-(] (13}

che possiamo ancora serivere

kg flal L (ambl

Risolnta questa equazione determineremo i valori di z parrhﬂ sia
soddisfatta 1a (12). Pud darsi perd il caso in cui la {13) sia un’ iden-
tita; dovremo avere allora:

She=0 (k=0,1,...,p)

1
da ecui ricaviamo

Moo (@as...80) + o (s 00) .. 400 o=10
At (@aty. .. 0y)F-Ae1 (5. .. Q)+ ... An 1 =0

. - - = ] [ L {V]

(ll.p—bl) [ﬂﬂﬂl- . au)_,_(lﬂ,p_"‘bﬂl igg. . .Gn}—l—. . ._["D..m p—bn = U
Quindi condizions necessaria ¢ sufficiente affinche e (12) sia iden-
bicamente soddisfatia per qualunque valore di x, & che il sistema di
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squaziont
Elli,kmi:g '[f':::-'D,l,...,p-—l],

. (V)
% (As,p —b) 2, =10

ammetta la soluzione
Iy — W1 @jrg « o« g Op 4 [:f:: 1, 2, oo g 'ﬂ-]

dove 8y, & un’arbitraria qualsiasi diversa da zero,

[l risultato ottenuto si pud anche enunciare dicende che condi-
zione necessaria e sufficiente perché la (12) sie identicamente soddisfaita
¢ che le frazioni ascendenti:

el Bl o)

| a; )i’ a; a;

szano zero € che inoltre sia

=) =a )

Indicando eon ™, ¥, ...,y (r essendo la caratteristica delia
matrice del sistema (V)) le # — » soluzioni fondamentali del sistema

stesso, un'altra soluzione qualsiasi ¥ si potrd porre dunque sotho la
forma:

i — 1[1'.' xﬂ} —I— 1‘:’:‘ x[ﬂl _!__ . + 1{11-—1'] }L{n—rj

ed in particolare il valore di x, sara:

o—F

7= Zu Al ;) (i=1,2,...,0)
1

e se vogliamo che

L= isy Gryea » 00 Ay Uppy
avremao

= T

¥

e pertanto condizione necessaria e sufficiente perché per gualunque
valore della z risultd
f1i (z1)” {?fi \°

l (; jl a, Il

o che si possono determinare dei moliiplicatori ) in guisa che

n—=r
}:p Al ()
1 —

E# l'l'.ll]' (24)

& = - == -
R e A

[ s et s



PERIODICO DI MATEMATIOA. 249

f11°

ossia che la [frazione ascendente {2} risulti equivalente alla somma
Iy

3, B, A0, (14)

1 1

D’altra parte se non si pud soddisfare il sistema (V) con una so-

: : . g 1)
luziona per eui abbia luogo I'equivalenza tra Jasomma(ld) e la {?}
171

il problema & determinato per Ia =z e di grado m essendo p—+1—m
il primo coefficiente, contando da sinistra, diverso da zero neil'equa-
zione, Adunque, condizione necessaria e sufficiente perché una frazione

n 4y
ascendente {{%}1 sia uguale all'alira {@} qualungue sie il valore
della X nei polinomi
file)= 3 ki7" =1 2;.vit8)
¢ che il sistema di equazioni
{il,zi,,,m;o k=0, 1,...,p—1)
?1 (Li.p — bi) @y =10

ammetta una soluzione y tale che la somma Z; x, sia equivalente alla
b }“
frazione Gl

7. Al easo tratitato nel precedente paragrafo, di trovare cioe le
condizioni per eni dato un sistema di valori f (i=1,2,...,n) risulki

b \» By . . ) ‘ _ .
{,_.:} = { ;} . si ricondnee 'altro analogo di deferminave le condi-
1”1 Ry

zioni per cui risulki, dato un sistema di valori a; (i =1, AN 11 §

e, — .
'ﬂljl o o)y
Per questo prendiamo delle guantita avbifrarie *

ﬁlr EB1---1ﬁn

{ 1 L - }“ _
1y ,’1 o lﬂ-r 1 ’
1 numeri §» dovranno soddisfave alle condizioni espresse al § 6. Ap-

plicando la (6) alia {E’ }n g1 ha:
¥y 71

{::- }? o I l;[ﬂ-l }n ]
lm 5,

per ent si abbia

=
T e L T

" ']
= m— e —

T T L T T, T s

] -
S ——

oy WO |, W
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Fissiamo ora fi, in modo ehe

| iy E’T’—] = dy .
Posto allora
ﬂ'r. _ Ar
{y
avremo le formule
L=3 A,
Bl =ﬁ= A,
n—] — uAn
ed infine g ?
1 Gz ...

&qﬁlﬁﬂ---ﬁi_u:aa...a. (i=1,2,....,n). (15)

D’altra parte data la frazione {EI_I esiste solo il sistemu di va-
¥ 7]

lor1 dato dalla (15) per B, Bs,..., On 1In modo che si abbia eguivalen-

temente :
-]
)y o YO O
B, .
1l problema & quindi ricondotto a determinare le condizioni per
v lllrn {B)'}n ﬂjﬂg-..ﬂr.
poter trasformare la 7 nella =, dove =z, COSR

questa che abbiamo gii trattata.

Possiamo ora dare 12 condizione necessaria e sufficiente affinche due
frazioni ascendenti (di un medesimo numero di ridotte) (') siano uguali.
Infatti, siano le frazioni

{b, } {8 \n

ky 74 © l;‘;

ridotte a forma normale, si ha equivalentemente:

f by \" : L) (By_[ LY

Allora posto:
= E}v—- 1 . Bv—1

f.lr=ﬂr b ] &l‘=a?

(*) S& lo frazioni non fossero di ogual numere di ridotte facilmente ol 8i ricondacs a questo
easo. Yedi flne del § &,

B i Y e LA L v
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avremo come eondizione:

iy g . o. 3y |
&I&-ﬂl-iﬂ_l? {1}
(i 1 v

de cui ponendo

_ @ __ B
N o] =
sl ha infine
B, 1 B
JA;Ag ... A, — 3
b?—] ] -
Cly b? ¢

I, Operazioni tra frazioni aseendenti.

8. Date due frazioni ascendenti, ci proponiamo ora di dare la
maniera con cul si pud determinare la frazionme ascendente somma
(differenza, prodotto, quoziente) delle due date, per modo che sia
sotfo la forma normale e che la ridotta i (esima) della fraziome
somma (differenza ece.) sia la somma (la differenza ece.) delle ridotte
i (esime) [i=1, 2,...,n] delle frazioni date.

Siano le frazioni

Po=io).  Fa={gd)

che per semplicita supporremo di ugeal numero di ridotte; sia @,
la frazione somma (o differenza) delle ., F',; avremo allora, indi-
cando con ®; la ¢ (esima) ridotta di @,

(I)-1=Fi:|:F'i (i‘-=1, 2,.-.,'?1].

Posto di chiamare «; i} denominatore dell'i (esima) frazione inte-
grante di @, sara

(I)l:i
&
1
tI"a=(Il1 ay e
1
"I"n= n—1 7]
@y Uz « .. Uy

da cm
oy (F'—1 =5 F'i—ﬁ — (F'—g + F’lﬁg)
l (FL 1= Frl) = (Fi—l —|— F,J-—-I}

avendo posto
(Il.n . 0 3 'I'_]L S — ]. .

In modo completamente analogo nel caso, che si vogliano deter-
minare le frazioni, prodotto e quoziente delle due date, si trovano
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rispettivamenfe come valori del denominatore dell’s (esima) frazione
infegrante 'espressioni:

Fi, {—3
Fi—] -F’L—l - Fi—i : ,i——ﬂ F'i—-l FJi_g
F.F—TF, . Ty F, F, .
Yy Fia

Le analogie, nei quatiro easi, tra Ie espressioni trovate sono evi-
denti; nell’ipofesi in cui il numero delle ridotte d'una delie frazioni
date fosse maggiore del numero delle ridotte dell'altro, basta, per
ricondursi al caso trattato, sumentare di un numero nguale alla dif-
terenza tra il nnmero delle ridotte dell'una e quelle dell'aitra, il
numero delle frazioni integranti di quella che ne ha un pomero
minore, con delle frazionl integranti (il eui numeratore sia zero e il
denominatore arbitrario, purche diverso da zero) da scriversi dopo
quelle della frazione stessa.

9. Consideriamo ora dei easi speciali. Date due frazioni

Fﬂ_{bl’} FJ [b"] se E’ }::[1H|=11

(8 M m_'lﬂ;-pfl
allora:
4
¥, | _b | by | 0 |
Ti Iz | I...,I i r i T
F]
] b,:ﬂ {bljbi'l-"!bﬂibrl-nb!'r”'iblﬂ}
— F -
" thGy...ay @i ds.. .0, By, 03,000y @nyB1yByy...,0n
Sia ora

n 0O ,
H @y — Il (£ »
1 1
e le due frazioni siano ridotte a forma normale: allora

I 1 )
Fo= l;ir:h { 1 l (1 =1)

An—yp10 L
e () quindi subito

r [ ].. ].1 & 8 g 1-. 1' 1| 1‘ i 8w 1 ]
F n1 + F:n =
. F ﬂ.f # 1 1 ]. 1 ]
n & w ﬂ R = Sl
l 1y gy s YW ¥ a. ’ (.1 L ) s
1\n
(lj L'ultima formula serittz el stabilisse subito ens) in modo generale. Sin la frazione {—}
Bl ha: = M
.[113 g 1 1 i1 _I_ _I_ = :.
=—=q — i == « 0 x, ; 2 2w Ty Ty = = = 4
l"l"'l_,ll 1 P TY «.s T X] TP e s - Ty s T 1+ s o ,

® qaindi applieando alla sommn 1 4o, J-wp 2y + ... +2q 209 .. .3, 18 (5) B:

L. 2 1
l:-"i 1 Xy LY aue By 1 } I Togg — 1.

]- Tu—i+2 !




FERIODICO DI MATEMATICA, 203 | |

Proprieta analoghe a quelle indicate sussistono anche nel easo |
m cui si parli di differenza tra le frazioni Fy, Fa 1]
IV. Swiluppo di un numero razionale in frazione ascendente limitata. ;|:| -
10, Dalla formula (3) che da il modo di formazione delle succes- 3
sive ridoffe segune che il valore di una frazione ascendente limitala F- 1
L

appartiene al eampo di razionalita comune ai numeratori e ai deno-
minakor: delle frazioni integranti. In particolare se supponiamo che
la. frazione gin ridotta a forma normale e che i denominatori delle
frazioni integrant: siano interi, il valore di tutta la frazione & un
numero razionale. Questo valore poi risalta minore di uno ¢ mag-
giore di — 1 quando detti denominuatori siano differenti dall'uniti.
Infath R
4i s

|F, | — ‘j 1) 1 1 | 1 L |

—_
l.ﬂr H'Hlf Eﬂ'lﬂg| e st ‘ﬂlﬂﬂ-..ﬂa|

e poiché il pili piceolo valove di |a,| & 2 =i ricava 2 L

1 1 1 1
Falsg(l+ 5+ tam)=1— .

Viceversa vogliamo ora dare una maniera per svolgere un nu-

[ ] r - - L] [ ] L J
mero razionule J—‘{I in frazione ascendente limitatas in modo

che sia ridotta a forma normale e che i suceessivi denummatnn
delle frazioni infegranti siano interi.

Consideriamo il caso di s, r positivi (gli altri si riducono faeil-
mente & questo) e consideriamo il sistema d’uguaglianze

§ =g, + by | <
321”1gr+?'2 i‘r"ﬂ] < [ LB |
8 = "y—14q |?n-—1|{:]?n—“ -

Abbiamo allora

. 14=—=
7 ¢
S o i
] —2
=" S
s ~— (g
i1 1
‘5 = L §|
Da em !
1
1 -
r 1 T 1 1 1
== — @a —— T gece
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Si1 potrebbe pensare che questo svilappo di un numero razionale
1n frazione mascendente fosse unieo, ma non & vero. Infafti si consi-
derino le due espressioni

—&_1—(1{ 2 3 ] S i,(j: A o)
- v T yz Ty Ty

che rappresentano gli sviluppi delle due frazioni ascendenti

1 4 L™
! = 145
1 4—" 2 * l 5" 2
z ! Ead

& lasciamo per adesso le
B 2 very W5,

indeterminate, pur supponendole intere, e poniamo

LR S . intesd)
8 y y=z 16)
¥ 1 1 (
=14 —=4—5... (+, 8" intari)
8 ¥y ' y= '
facciame allora
1 » 1 2
x s z' 8
da coi
T r g
R, (17)

Diamo ora a w, z... valori arbitrari interi o ealeolati dalla (16)
ryr', 8, & si prendano due numeri z, @ tali che sia soddisfatta
la (17); allora le due frazioni ascendenti

L4 14"
+ 77 +="2

SR

1 1
& €T
5010 uguali e 1 denominatori delle frazioni integranti dell’'una sa-
ranno in generale diversi dai corrispondenti dell'altra.
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Frazioni ascendenti illimitate.

V. Prime proprieta.
Il. Consideriamo 1'algoritmo illimitato .

b a;+0 (i=12,...,m,..)

Iy

By e 2T

{Tg
(f

by \* .
che rappresenteremo brevemente col simbolo {——} e che chiame-

remo frazione ascendents illimitata, In essa porremo

by
s

pfb b

by -
} by +i+ b | b ,

\a, (s Q| aiag

ﬂl HE ﬁliﬂi

S qualnru Fy, per i che tende ad «, conver ga o diverga o rimanga
b, \*

indeterminata, diremo che la frazione {— J, converge, diverge, é inde- |

terminata e chiameremo, nel primo caso, valore della frazione il
limite di F; per i=o

Adunque per nnn?enmnne abbiamo, posto lim F,.=PF,
=0

l —_— Ly .
5 7 i1 g ... 3y

All'espressione F, daremo il nome di ridotta #(esima) della

{br]m_
'y j] ’
alle Eii=cpj l nome di i(esime) frazioni integranti della frazione
data; porremo inoltre D1, n == {5:" }:
v Fiiq

12. Poiché F,  una frazione limitata, per essa potrd applicarsi
la formula (8) e avremo guindi :

Fi=|o —1 0 0 c.. 0
] &
vi—1 ap — 1 U P 0
|
e 0 —— —1 ..0 18
1
-".P] 0 ﬁ ﬂ . -ﬁ_;l

5
4
A S e Rty
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e poicha

2
I

bj — L 0 v 0
51_1 1 — Bia a0
big 0 1 ces U

=

by 0 0 T |
applicande un procedimenie analogo a quello del § 6 abbiamo che
anche in una frezione illimitata si pud fare, sopra un numero finito
di numeratori delle singole frazioni integranti le sostituzioni date
- dalle (111) senza che il carattere della frazione $alteri, e se & conver-

gente ne venga alierato il valore. (')
K evideunte poi che considerando Ia serie

by

ly (Tg . . . O

o

Y

aud
1

si pud applicare il procedimento del § 2 e guindi avere, quando
by ¥0 (v=1,2,...,n,...)

{ b, }m 1=
\a, ), = { b (19)
_ =

formula che permette di ridurre a forma normale una frazione illi-

e 2]
mitata. Viceversa data una serie Z, @, applicando il procedimento
X . 1
del § 2 =i ricava

2, 0, = {ﬂjllm

w

Qualinque sia poi il carattere della frazione ascendente si pud
senza che questo s'alleri (e se & convergente s'alteri il valore) so-
stifuire a b, I'espressione b, + @+« con k arbifrariamente grande, e
togliere poi le ¢y, Puig,..., gsix; e questo si potra fare anche un
numero infinite di velte, quando la frazione sin convergente, senza
che g'alteri il valore.

Se poi b= 10 si pud togliere la @, purché si moltiplichi a4 per a,:
nol supporremo pertanto le & +£0 e precisamente per la fornsula (19)
sempre vgaali ad uno. |

V1. Convergenze.

13. Dal teorema di Cauchy sulla convergenza delle serie, si de-
duce che condizione necessaria e sufficienie perché una frazione ascen=-

(a,=1)

(") Dalla (18), guando Lim F, =¥, #i vede facilments come 8i possa trasformars la T in da-
f=w
terminante infinito,
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1 # 2
dente llimilaia {I} converga é che preso un nuwmero o arbitraria-
1

mente piceolo e positivo si possa delerminare un indice h tale che
gqualungue siq p (Intero e positivo) sz abbia per m = h:

1 4-Emp

ﬂl{l*_‘-f.ﬂm

<o

Da qum si deduce inianto elie eondizione necessaria di convergenza
¢ la divergenza del prodotto infinito

|t s oo @i e

e perche detto prodotto diverga ricordiamo, per il seguito, chie basta
che @y, @a,..., y,... siano in valore assoluto maggiore q'nno e che
da esse si possa brarre una successione @y, -y, @y ... di 0N NEMEro
infinito di termini tale clie ognuno sia mageiore di un medesimo no-
mero maggiore di uno.

Se Is a, da un certo punto in poi si mantengono sempre positive, le
differenze F, — T, mantengono sempre un medesimo segno, allora
verche lo frazione converga & sufficiente ele a, dizenti e rimanga per v
che cresce all’ infinito maggiore di un nwmero maggiore di uno. Se in-
veee le a; da un eerto punto in poi sono sempre negatwe lo dette dif-
ferenze cambiano successivamente di segno e allora condizione suffi-
cignte di convergenza & la divergenza del prodotio infinito

iﬂlﬂg...ﬂm...

In pariicolare quindi, gquando da un certo punto in poi le a; man-
tengono un medesimo segno perché lu frazione converga basta che

lim |o, | =R>1. (20)
14. Sin data una frazione ascendente convergente {ﬂl} ; sard
Ll B 4

[1

m
ancora convergenle la frazione I } qualungue sia n e se suppo-
rJn

niamo che sia
lim |ax | =R >1

=0

avremo che firsato n comungue grande si potra determinare un nu-
mero <1 sufficientemente piccolo e positive per cui sia:

R—e<d<R-+s

e sara
Im e=0;
allora |
{1V Re—s
lﬂrIu H_I.{‘_'E-‘—].

— e

' o= nam o
- - -
s w 1

W — —

4 1

i

T
. e S

i
e e
e = ] Ly
— g & =
=

&  —— =
. Em
[ == !
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da cui
Iim | i}m = -———R

e 56 4. si mantiene sempre positivo da un certo punto in poi, avremo
proprio

. f1y>__R
322 llﬂrjh__R_l.

Infatti &
R 4-¢ 1 11' R—:=

|
Rre—1 |t Jo ~B—s—1

[1r R
R

e quindi

1!]=n-:-:lr l_ iy

Adunque in una frazione convergente in cui le ay sono da un certo
pinto in poi sempre positive ed ¢ soddisfatta la (20), ¢ limite, al crescere

oo
} ¢ determinalo, finito e maggiore

indefinito di n, verso cui tende \

dell'uniia, ed & precisamente B.E -

¥

i5. Supponiamo ora d’alterare in nua frazione ascendente 1llimi-
tata e convergente l'ordine delle frazioni integranii ; se I'alterazione
nellordine ® effebtuata sopra un numero finito di frazioni, allora la

m -
frazione rimane convergente perche {H } & convergente qualunque

n

sia 1. Supponiamo che 1mvece I'alterazicne venga effetiuaia sopra
un numero infinibo di frazioni integranti: allora In condizione ne-
cossarin {1 convergenza sussiste ancora quando il prodotie infinito

W% — S

si muntenga divergente dopo 'alterazionea delle ;.

In parbicolare se
limla ' =R>1,

n=ix
. . | [ 1 . {11*
supposto d'aver sostifnifo ad —= 1n generale —, la frazione *_—1
UI. [.'ri_ l { jﬂ
sari ancora convergente e avremv
(11" (11"

11]1211; | ity J :;]!2 Litr Ju

guando le @; s1 mantengano da un certo punto in poi positive.

16. Ma & facile dimostrare che in una frazione illimitata e col-
vergenle, anche nel easo in cui essa non cambi carattere per un'altera-
zione d'ordine sopra un numero finito o no, di ¢ non pud in generale
mantenere il medesimo valore. Infatti supponiamo data una frazione

- ._._':;...‘h_.'-.-'.l'f

r1-
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1" . =yiiing ,
ascendente convergente { a , @ di sostitnire a a,, ay, e dl avere

r ri

qualinque sia la sostituzione

ryv_Jf11”
lﬂrjl_lﬁr'jl

11" : - ; o 3
Nella {" } troviamo due denominatorl a., @,+1 suecessivl e
Wbl B X

disegnali ()1 ¢he sarh possibile, altrimenti non si potrebbe parlar
piu di vera alterazione nell’ordine delle frazioni integranti). Dovremo
avere allora:

r—1 =
g S 1 .
T (l; 3 .. . 0 I iy g . « « (Iv -1 Uy ,,_1_11 Iy Ta .. . Uh
] o]
— N 1 | 1 1. W 1

y Uy dg... (0 I (fy Ug .« o lo—1 (Tu+1 :;_ilﬂlﬂi---ﬂl

dae cmi
fy — ﬂr+1

il che & contro 1l supposto.

Adunque perché Valterazione nell’ ordine dslle diverse fraziomi inle-
granti mantenga ollre il caraitere anche il valore primitivo della fra-
zione non pud essere che una allerazione particolare.

I17. Supponiamo ora di fare una trasposizione ira due sole {ra-
zioni integranti, non successive, di una frazione ascendente con-
vergente. (Qualora traspomiamo due frazioni integranti successive
perche In [ruzione rimanga inalterala & condizione necessaria e suf-
ficiente che queste siano uguali fra loro, cume risnlta dal paragrafo
precedente.) Trasponiamo adunque @, con @iy € Sis 0+ @—r; AVIEMO
allorg indicundo con F' il valore della frazione dope la trasposizione

1—1 j—r—1 o
F— ¥ 1 ! w 1 b 1
=) i _— — )
'|_ "1 II]E & W W rlj' i ir'l “IE & §F m ﬂ'r i_,:|_'r ﬂl a‘g & @ @ '”:u
=1 1 1
F'= =, I (Priitr—1 + 1) T
1 “] I‘:r-ﬂ : wim ﬂr ﬂl ﬂ'g o Efi—] Hi J,—.l."
o 1
-

ad )
e (Fyflg ... Qs
¢ se voglinmo che sin ¥ =T oprorre ¢ basta che sia
=i i=T=—1 — —= 1-

Risultato analogn si otfiene gnando st faccian comungue una so-
stitnzione (i frazioni integranti tra loro purché non si mutino di posio
due consecutive.

=t T

A ——

v TRl E T m——— e | — E
] L]

Ll
i el
F

T

s

PPy I T '-_-r -

T

ok A —

- ——
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Snpponiamo di sostituire ai denominatori swuccessivi e non conse-

culivi
a] ¥ ﬂi—':—l', ﬂl'l‘! ' ﬂ].'-'f-t gw o

eorrispondentemente gl altrs

ditp « Mi-poy Qidr ..

dove
f‘l—%—g L ﬂi“l—ﬂ I HiJl—fin & @

non sono che le a,, @i+r, @isa,... 1n alkro ordine. Abbiamo allova,
chiamando F' il valore della frazione dopo 1'alierszione dell’ordine,

e posto Ui=a0s...

. e
P= 3 o+t - |
1 Do Dy, a D;—1 0 Oy+1 - - - Bjsy
| : |
Dj—l ﬂj "14_1, oo {‘riJ__]_- - a B ﬂi_!_!

i

S 1 I ,

Fi: v 1 " & T ™ - E §
T Dy T Die1 gy " Di Bip Gigle.. Bitr_1 Bty |

1
B ® W I D = - i N W (21)
i—1 Hitp Bi-fle - . Bi—r—1 Ajfe Qifri+l... @321 Al4s

e se voglinmo che siu F =F' bisogna che sin

1 1 1 1 1 |
Di (ni - tn+.g) (1+ @iy ' CC° _]—ﬂ‘fi+1 ﬂi-l—r—l) '

1 I 1 1 ) (1 | 1 | 1 )
' D= \ay air (ti4-p Oito Dibrr T vt ... Gite—1
-+ ecc....= 10

e per quesfa basta che sia
Li, i4r—1 = Sitr, its—1= Cifsitt—1=...=— L.

Adungue se saliera Uordine delle frazioni integranli in una frazione
ascendente convergenle i guisa che ai suecessivi & non consecutivt de-

Honinators
ﬂi T f!i-I—I' W Hi—'—ﬂ " ﬂl{"t. # 2 e m

vengano corrispoidentemente ad essere sostitwiti i denominatori
Mitp y Clidayans

(dove aitp, Aiz0,... non sono che le ai, aitr, Qizs, @izt,... in aliro
ortline) ge le frazioni

P1, idr=1 4 Qidr, i+8—-1,.

sono ugnall a — 1, il valore della frazione non cambia.




PERIODICO DI MATEMATICA. 261

Ed & evidente poi, che detto valore non cambia, in quest'ipotesi,
nemmeno per un albra qualsiasi sostituzione fatta sempre sulle

i, ity , Aits 3+

e che infine il valore della frazione non cambia permutando co-

munque le:
Pitr 4 Oitr, ifa—1,. ..

IB. Viceversa se supponiamo che si possano in un modo qualungue

sostitiire alle
@ ditr (fita y.4.

tutte diverse tya loro le
ﬂi‘l—g ] ﬂi+ﬂ § =5 @

(dove le aite, 8ita,... non sono che le aj, itr,... in altro ordine)
e che il valore della frazione rimanga inallerato, dico che

Pi, i+r—1 = Qit+r,its—1 =...—— 1,

Infatti supponiamo di sostitvire a a;, @itr, ... corrispondentemente
@ito y dito ... AVIEmMo in guesto caso la (21), e supponiamo di seam-
biare poi dne consecubive tra le @iy, Gitc,..., ad esempio @i,
@i+s. Avremo la relazione

1 (1 1 )(1 T | 1 )
Di— \ g @ito g U T aiid.. . @3]

L (1 1 )(1! i . 1 )
- Diai\a, T aise ek T g ... @

e Se supponiamo dije T ai+. deve essere piitr—1=— 1. Analoga-
mente si procede per dimostrare pitr, its—1 =—1 ece.

19. Vien naturzle allora domandarsi se esistano [razioni ascen-
denti convergenti talt che per esse si possano determinare dei nu-
meri intert positivi m <<n <<p < ... in numero finito, per cui si
abbia:

P, o1 fnp—-l =4 es =—— 1

Frazioni siffaite sarebbero tali che qualungue sostituzione si fa-
cesse sulle infinite frazioni integranti ¢.,, @., @u,... rimarrebbero
non solo convergenti, ma mantgrvebbero il loro valore primitivo. Ve-
dremo che frazioni siffatfe esistono. Per questo dimostriamo che &
possibile costruire una frazione limitala

4
Fo— o) =—1
1

u_.qlﬂf.r

in oul
ﬂ:,"':l, ﬂg,ﬂg,...,ﬂn}l-
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Infafti supponmamo risoluto 1l problema, avremo allora:
1

= |
Fu o Fn—l | Dn—l An
da cni
1
— Dn—l Nu—l
& bisogna che sia
I Dica+Npy | <1 (22)

Dy
2y
sono in valore assoluto = 1, percits la (22) sin soddisfatia vccorre e
basta 2; <0, disuguaglianza questa contenuta nell'altra data, per
ipotes], a, <<—1. :
La (22) d& pol, inquantoche «, >1

_l {DH—-I_I_H!]—I{U

e poiché N, ; e hanno il medesimo segno e tanto Ny—, quanto D,

da eni, poiche ze, oa,..., sono positivi, visultano per = le limitazioni

— 1
Dig Xg Ey—1 g Tglg Doy, pn—3 <%
1 1 1 =)
] < — — — —
¥ 45 e e 4 Rg Xg ®Un-—-3
oy <. — 1,

Viceversa fissate arbitramnamente le

aﬂq a51.-.'au_...1::"'1
sl prenda
2 1 1 1

ﬂ.]-..'ﬂ:-n—l Eﬂ ﬂ-ﬂ &3 " I‘I]Ei---mn—ﬂ

€y > 1

e minore del minore del numeri —1, e

1 1 1

"12 uﬂaﬂ == Elmﬂi!tmﬁ—-—ﬂ‘

Avremo cosi soddisfatte le (23) e la (22) e preso

1
%= Dps + Noa

aviemo Fy—=—1.

Dal processo stesso tenubo risulta eome si possano costruire ra-
zionalmente infinite frazioni che ecorrispondono alle volute condizient
del problema,

]

e ey ppme— 1 i
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20. Costruiamo di dette frazioni , :_| :

1 % |8
A= {5:-{” }1 S e

un npumero 1nfinito e consideriamo una frazione limitata

NET,

.lﬂlr i .

ed un numero infinito di quantith p; tutte maggiori di nna quan-
tita R > 1. Consideriamo la frazione ascendente illimitata ottenuta
prolungando In A con la frazione integrante i1, e ordinatamente con
le successive di A;, la frazivue cusi ottevuta prolungando con lu fra- i
zione inkegrante py e ordinatamente con le successive di X ece. La
frazione cosi otienuia & econvergente perché soddisfatta la condizions j
necessaria o sufliciente -di convergenza. - -
Infatki presv un numero ¢ arbitrariamenie piccolo e posilivo
consideriamo i prodoffi successivi dei denominatori delle frazioni |
integranti: essi tendono monotonameunte, in valore assoluto, ad in- |
finito. Infatti dal termine n -+ 1 (esimo) (che & ) essi sono tutti in
valore assoluto maggiore d'nno e tra esst le quantita, in numero i
mfinito py, pe,...,Mta,.-. formano una suceessione di quantita mag- R
giort di R > 1. Per tanto si potra fissare un indice b

K=n+t+p+p+...+p,+s e

per cui risulti

< 0.

|_1_
Dy

Consideriamo sllora la ridotta Fy che & evidentemente uguale
alla @ (esima) ed un’alira qualsiasi (k- t) (esima). Se t si potra porre

uguale o
Pssr+Dsiat .o o+ Dot + A
F],,;—t —— F‘k =D;
#:p5+1+Pr+s+--- +p5+1'+ h

allora I'ultima frazione integrante eoincidera eon una di quelle di
li (l > .'J')

allora

8¢ Invece non &

ovvero con una p; (i > s).

Consideriamo 1l primo caso e Mo — 0 I'ultima frazione integrante
della Fip. . Sara:
R ;

a0 T aD D U S
Dy (perra® . o, [5Y) (T LSS I SN L) DO (TS, ML S S ) KT

= | Fx — Fiis |
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e porché il numeratore della frazione seritto nel primo membro del-
Mugnaglianza & < 1 risulta che | Fi. — Fir | potra renders piccola

™ " - - - 1
i pracere. Uonsiderando il caso rimasto, allora si ha supposto ™y
i

Iultima frazione integrante :

1 _
Dk (p'ﬂ'-l'] 4 IlH—f—l} I Epi_‘__jrﬂ_j- 1}) ('—151'-5' 5!1{5+!} o ow E]I: _:t.i_:-n:.) b os {“ i—1 [l]fi_ll " aa {1]1}_1;1_]‘) !.!.l o

=|Pl:_'Fl:-—!:l

e quindi la condizione di Cauchy & soddisfaita.

ddunque esistono frazioni convergenti siffatle che in esse si possono
determinare un nuemero ttfinito di frazioni integranti (due qualsiasi non
successive), permutando comunque le quali il valore della frazione non
g'altera.

Per esse varranno le proprietd del § 18, Viceversa se una frazione
convergente ¢ tale ehe si possano sestituire comungue alle

ﬂi, ::i—]—]."---’ EE ai—-[-E‘ El+ﬂ||.-

(dove le aiye, otito... non sono che le %, Ziyx €CC. in altro ordine, e
dove queste possono essere anche in numero infinato) dovra aversi

PLs+r—1 3 Ol i4s—20ee .

uguali @ — 1 e quindi il valore della [razione ¢ evidentemente T, .
VIL. Frazioni ascendenti periodiche.
2l. Diremo infine gualcosa sulle frazioni ascendenti 1llimitate

(o

tali che da un certo punto in pol le successive frazioni integranti
s1 ripetano periodieamente od indefinitamente : frazioni cosiffalle le
chiameremo periodiche; e pin precisamente le distingueremo in pe-
riodiche miste & in periodiche semiplicl analogamente a quello che
si fa per le frazioni continne.

Dimestrevremo che una frazione ascendente periodica convergente ha
per limite un nwmero appawrtenente al medesimo campo di razionalila
delle frazioni integranti.

Supponiamo che la frazione sia convergente ¢ dimostriamo il
teorema detto quando la fraziune & periodica semplice. Abbiamo, se
la frazione & convergente ed ha per valore g :

1 +a
¢ §7 [31)

_ 14T

iy

i
. E—"
R |

e e T A == i ' L L

= — WA

4

i B "-'-"\-Il'i." =

il
-

Y ST
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dove si & supposto che il pertodo della frazione fosse

Ak
Je fty,
A
& e
(i
Dalla (24) rieaviamo subito :
N, or
%= i i | (25)

(Dn+1, e questo & certo se s viele & convergente).
Questo resultato possiamo ottenerle anclie in altro modo, modo

che ¢1 permettera di determinare la condizjone necessaria e suffi-
ciente di convergenza delly frazione. Abbiamo :

| 1 o
R == D, _‘DE_"}‘-- TDu—i_
1 1 1
D.D, TD,p, T -+ p+
1 1
Dn] DI III Dnl D: II Dni Dn _,_

eppero

= (Bt Bt ) (e g b )

e quindi la eondizione necessaria e sufficiente di convergenza @
[ Da[>1
€ quando questa sia soddisfalta si ricava

— Nn
E_Dn——-]_'

I caso in cui In frazione non sig immediatamente peviodica si
riconduce subito al precedente,
Notiamo che in una frazione geriodiea semplice si ha anche la
proprieta
Ny, N,
Dn] _.l o Dn — 1

dove r & un intero positivo arbitrario.
22. Data wna frazione V, (limitata) in eni sig | D, -1 | > | st pud
subito trasformarla in una periodica semplice,

— —_— ——
— meusloa
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Infatti poiché N. & indipendente da a, basterd cambiare & 1n a'y
per modo che risulti
@10y ,.. 00— 01 03,..0—1

0s8IA
1

ﬂlﬂi...ﬂ“

3= I

perché allora per la (25), la frazione periodica

W
=T,
1 +|- o
Lt
]
sia convergente ed abbia per valore

n Nh

N _Fn L]

ﬂ!lﬂl.-.nu_l—ﬂlﬂl.--ﬂn

Grovanni PoLvaxi

A= e

UN"OSSERVAZIONE SOPRA UNA TRASFORMAZIONB Di CDRVE

Nelle Lezioni di Geometria differenziale del prof. Brancu: & frat-
tato, a proposito della determinazione di tutte le curve di Bertrand ()
1l segnente problema:

Data una cwrva C, trovarne una seconda C' che corvisponda alla C
per eguagtianza d'archi ed abbia in ogni punio la normale principale
parallela a quella nel punto corrispondente di C.

L’illustre Autore trova che, echiamando o I'angolo (costante) di

: . . : | S [
due tangenti corrispondentia C e O, le curvature T dr ' deb-

bono essere legate alle enrvaiure %, 7 di € dalle relazioni:

1 . ('CDEI ¢ , sen E)

e ()
1 COS 5  senag

™ T — p

() Yol. I, pag. 52 (secondan adizions),
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cloe si ottengono le curvature di ¢’ operando sulle cnrvature di C
una sostituzione ortogonale, du cui segune, come Hgli osserva, che
la somma dei quadrati delle due curvature & un invaviante per questa
trasformazione. Pertanto, in grazia del significato geometrico di gnesia
somma (') quel risultato pud cosi enunciarsi: Se due cwrve sono fra-
sformate Cuna dell'alira per eguaglianza darchi, ed in modo cthe le
normali principali nei punti corrispondenti siano parallele, saranno, in
quest: punti, eguali le terze curvature.

Viceversa, supponiamo che due eurve siano trasformate 'una del-
I'altra per egnaglianza d'archi ed in modo che le terze curvatare nei

punti corrispondenti siano eguali; allora, dovendo essere, in tutti i
1 1 1 1 1 1

punti corrispondenti, o } T8 = 3 ~+ 7 Segue che le rak d
1 1 C . ra =
sono legate alle > T da una sestituzione ortogonale cui si pud

sempre dare la forma (1) con o costante. Ora, data la curva C,
c108& assegnate le funzioni %, 2l dell’areo s, s1 conoscono, per le (1)
le equazioni intrinseche della curva corrvispondente: questa & quindi
individuata a meno di movimenti dello spazio. Inoltre, siccome la
curva C' le cui tangenti nei punt: corrispondenti fanno I'angolo co-
stante o, verifica le (1), ne segue che le curve corrispondenti a C,
potranno ridursi ad avere come la (' le normali principali parallele
nei punii corrispondenti. Epperod:

Affinche due curve trasformale Uuna dell’altra per eguaglianza & ar-
chi, possano ridursi ad avere le normali principali parallele nei punti
corrispondenti, occorre e basta che siano ivi eguali le terze curvature.

R. Occarpinti.

DELLE POTENZE SIMILL DEF NUMERI CHE SONO PRIMI CON UN DATO NIMERO

In una mia recente Nuta ho considerato la somma Z (& 2) delle
potenze n* di un sistema completo di numeri primi con un dato nu-
mero & ed meongrui (mod. &) ¢ ho dimostrato il seguente teorema:

Se n ¢ k=2%bf,  h1=PL=asA=bWB=...=hH (=0,
a=0,...1=0) sono numeri naturali ed a,b,...h sono i differenti di-
visors pramt dispari di k, sussiste la congruenza

Z (b, m) =1 () 12aL” ® A" ... L &H®Y) (mod. k) (1)

®

(*) Periodico di Matematica, Livorno, anng XXVIIT, fass, 1L

I
n
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ove es =10 se n & dispari ¢ ). > 1, ¢ invece eg=1 in ognt altro caso,
ga=1 ovvero = 0 secondo che n & 0o non & un mulliplo di a —1; gy, =1
ovvero =1 secondo che v 2 0 non & un multiplo di b—1, e eosi via. (V)

La eongruenza (1) permetie di decidere della divisibilita di 7 (A, 1)
per £ & di calcolare in ogni caso il resto della divisione. Ma questo
caleolo pud riuscire talvolta molto laborioso, anche adotiando gli
artifizi indicati nella citata Notr. Percid ho cercato di stabilire un
procedimento semplice, npplicabile in tutki i casi. ehe qul riporfo a
complemento del sopra citato teorema.

Premetfiamo lu seguente proposizione che & nua facile conse-
guenza del Teorema di Fermar generalizzato:

Se ¢ k=pgr...u=pP=qQ =Rr=...=ul, dove g, r,...n
oMo numert primi tra loro a due a due, ¢ se m(=1) # primo con Kk,
sussiste la congruenza (°)

(mP)e®) L (mQ)wiv) |- (mR)rm L )™ =1 (mod.k). (2)

Per la dimostrazione basta soltanto vsservare che si hanno le
congruenze

l=mv® (mod.p), 1=m* (mod. ?)...1=m?" (mod. u)
PPe—1 =1 (mod. p), QQ#w—1=1 (mod. g)... UUPw—1=1 (mod. u)

e applicare un ben noto teorema. (®) Del resto si riconosce immedia-
tamente che la (2) sussiste quando al modulo % si sostitnisen une
qualunque dei suoi fattori p,q.r,...u, primi tra loro a2 dune a due;
percid essa si verifica anehe pel modulo k.

Come corollario si ha

e é k=2%b? ., W7 =2, — asA — H/B—. .. h7H, dove a, b...h
S0no ¢ differenti divisori primi dispari di Kk, sussiste la congruenza

L'P[y'} + A_'F' fa“}_ll_ B'F' [hﬁ] + L _,_H'Ffl:l’?} — I (Tﬂﬂd k)

Una prima conseguenza di questa proposizione b che se nella con-
gruenza (1) tutte le ¢ sono uguali all'unity, secondo le condizioni
espresse nel teorema, essa si riduee alla semplice forma

Zk,n)=ok) (mod. k),

© poiché ¢ (k) <<k, essendo k> 1, il resto della divisione di Z(k,n)
per k& o (k). ()

('} U. Coxerxa, * Saulla divisibiliti dells somma di potenze simili di nomeri interi eonsenn-
tivi pol numero dei swoi termini s Periodico di Muatematica, a. XXVIIT, fasc. IV.
() Se =i suppone E=p X1, onle P=1 Q=R —=...=1 = », 8i ritrova la congrosnza

mPP) = | (mod, pj, cloé 8i ricade nel feorema di Fesuar genaralizzabo.

(*) Cfr. par o5, Lezioni sulla Teoria dei mumari di Dimsoauer-Debexinp, § 25.

(" Nella citata Nota fuesto resullato & stato rilevalo, giacchd amergeva in modo ovidente
Galla dimostrazione de] teorema. Si neti che queato easn particglare delin (1) & 1a gonoralizea-
Ziops di queilo snalogo, in eni & 4 una polenza di un nomero prime (Nota citata, Teorema 1V),
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Cosi abbiamo p. e. per k=300=2%,3.5° ed n= 8
Z (300,8)= ¢ (300) { 75729 - 10098 4 1296% | =¢ (300)=80 (mod. 300).

Se invece soltanto taluna delle & & uguale all’'unita, (*) p. e. &, &, &, | ]
s1 pud procedere nel seguente modo. Ponendo per brevith s = a%bfer T
e b=ms ed essendo in virti della (2) |

A*0)  prlf) | pe() —1  (nod.s)

la congruenza (1) che ora si presenta nella forma
Zikmy=5 () A" 4B L o) (mod.k),  (3) s

¢l da subito
Z (k,n)= (k) (mod, s).

D'altra parte, essendo A, B, C divisibili per m, si ha per ia (3)
Zk,n)=(0 (rnod., ).

C10 posto, indicando con = il resto della divisione di Z(k, n) per &,

te uliime due congruenze ci danno I
2=g() (mod.s), (4) 5
=1\ (mod. m), (5) " : ;

le gquali bastano per determinare x senzin ambiguitia. Invero, per la (5)
possiamo porre & =my e sostiluendo nella (1) si ricava la congruenza
di primo grado

my =t (k) (moii. 8),

Ia guale ammette una scla vadice ¢, perchd m ed s sono primi Lra
loro. Ora poiche p si pud sempre determinare in moedo che sia posi-
tiva e mimore di s, dalla @ =my si ricava

T == Mmp =

Questo procedimenta, in applicazione della formuia (1) per deter-
minave 1l resto della somma Z (L, 1) divisa per &, st pubd riassumere
nella segnente regoln: Se tutte le ¢ sono uguali all’'nniti, secondo le
condizivni ennunciate nel teovema, il resto & g (A); nel caso contrario
il resto si pub trovare calecolandd la mivima soluzione positiva delle .
congruenze (4) e (5), nelle quali 1l modulo s o il prodotio delle po- [
tenze 1 guel falfori primi di % che sono indiei delle & uguah al-
'mmta e il modulo m & uguale n &: 5.

(1} Par I'sonuliarsi delle £ conviene gqui teper conito anche delle osservazioni fatte nella
Arverfenzo contemuta nolls citata Nota, ma non © necessario farlo.
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Applichinmo questa regola ai seguenti esempi:
1° Sia £ =492-—=22 3 .41 ed n—6. Poichd n—==6 & pari e divi-
sibile per 3— 1 ¢ non per 41 —1, si ha

Z(492,6)= o (492) {1237 4 1649®)  (mod. 492).

Inoltve, per cib che si & osservato nella citaia Awvrertenza, questa
congruenza pud ridursi alla segnente

7 (492,6) = (492). 164  (mod. 402).

Abbiamo dungue s=23 ed m — 164, quindi, essendo < (492) = 160,
r = 164y, 164y =160 (mod. 3).

Semplificando si ottiene

2y=1 (mod. 3),

onde y=2 ed x =328

2°. Sia £—=725—=238.5.7" ed n=18. Poicha n—18 & divisibile
per 3—1e 7—1, ma non per 5—1, si ha

Z (785,18) = ¢ (735) (245%® - 15903} (mod. 735).

Inoltre, per cid che si & osservato nella citala duvers enze, essendo
¢ —1 divisibile per 3, questa congruenza puo ridursi alla seguente

4 (V35,18) = p (73h) ., 157(™ (mod. 735).

Abbiamo dungue s=7*=49 ed m==15; quindi, essendo ¢ (735)=336,
T =15y, 15y = 336 (mod. 49).
Semplificando si ottiene
by =14 (mod. 49),
onde, visolvendo questn congruenza con uno dei noti metodt e pren-

dendone In minima soluzione posiliva, si ricava y=42; e percid

8 1= 630,
UsmsrrTe CONCINA.

— -'};F" ..;L-: :-I ]
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SULL'INTEGRAZIONE DI UN TIPO DI EQUAZIONT

alle derivate parziali

I. Per un’equazione alle derivaie parziali risoluta per Ia devivata
d’ordine massimo e contenenle al 2° membiro oltre le variabili indi-
pendeull z e ¥ la funzione incognita z e gquelle delle sne derivate
da cui s1 otbiene la derivata del 1° membro derivando rispetto ad
entrambe le variabili, si dimostra che, col solo ammeitere la conti-
nuita del 2° membro, esiste una soluzione dell’'equazione che insieme
con le derivate snccessive, pure rispetto ad = e rispetto ad z, di
convenienti ordini coincide su due rette pavallele agli assi con pre-
fissate funzioul della = o della 7.

La dimostrazione che ne ho data in una Noia inserita negli Atfi
del B. Istituto Veneto, (') fa vedere che analoga proposizione vale per
‘un sistema di equazioni cosiffatie. L'ammettere inoltre verificata pei
secondi membri la nota condizione di Lipschitz, porta 'unicita del
sistema di seluzioni. (%)

Per wn sistema di equazioni del tipo precedente, in cui le derivate

O™ 2,
DL Oy’
la esistenza di un sistema di soluzioni z; che insieme eon lé deri-
vale ai:;:w fino & py=1— 1 coinecidono con prefissate funzioni
sapra due refte parallele agl assi; ed ancora Ia unicitd di cedesto
sistemna di soluzioni, ammessa verificata la condizione di Lipschitz
per 1 secondi membra delle eqnazioni.

Per 1l sottofipo lineare n coefficienti costanti hio mostrato (?) che
st pud compiere la effetbiva integrazione mediante funzioni di Bessel,
arpendendo essa, al parl di quella di un sistema di equazioni diffe-
renziali ordinarie a coefficienfi costanti, dalla risolnzione di un’equa-
zione algebrica, Se 1 coefficienti sono funzioni di @ ¢ ¥ mostro qui
che la ricerca delle svluzion del sistema, soddisfacenti a eondizioni
iniziall st della prima specie che della seconda, si puo ridurre alla
rigsoluzione i una unica equazyone integrale.

per le qoali esse sono risolute sono della forma mostro gui

(1) Sigtaan:, © Esistenza degli integrali in aleuni tipi di equazioni alle derivaie parzinli ., AR
el Kenfe Iatitutn Veuwto o Sciensze, Lettere vi Arti, Tomo CXVIL parte 2 (10038).

(%) Hrmigant, * Unicila dell'integrale in alconi tipi @i equazioni alle derivate parziall ,, Pério-
dico di Mualenslics, 1908,

(") Mmipans, “Sa integrazions di alenns equezioni alle derivate parzizli mediante funzioni di
Besael ,. Aandiconti dellu R, Accademin dei Lincei, 18509,

e
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2. Se & dalo un sistema di equazioni

b Z
dx™idy™ L T

Fi (i=12,...n) (1)

ove le F; possono coutenere oltre le variabil; indipendenti z e y le
E;I"‘J""Izh
ox¥ Dy
g m—1 si dimostra, sobto I"ipotesi delln continumita delle F;, che
esisbe un sistema di soluzioni ele soddisfano alle condizioni

( Z:Ji? )?: g iz, (2)

funzioni incognite 2, e Je derivate parziali loro con psmy—1,

pai—E )1:n= ik (FJ;

(=1, 2,...m; i=1, 2, ...10),

( Huo—k .

essendo le i (y) e lo di (z) funzioni prefissate ad arbitrio per le
quali si suppongono verificale le relazioni

#n ()= o),
(th=1, 2,...my: k=1,2,...m; i=1, 2 .. ).
Quando si supponga che le T, soddisfino, rispelto agli arsomenti 2,
¢ loro derivate, alla condizione di Lipsehitz, 81 dimosira pure l'uni-

cita del sistema di soluzioni soddisfacente alle condizioni (2). Ma ora
possiamo [ar vedere che del sistems (1) esiste sempre un sistema di

soluzioni, che & unico se Ia condizione di Lipschitz & verificata, le

quall soddisfano alle condizioni

3=—T) 5 o . B |
(f}mmj—-r a,ylu.r—r )I-za_ Tir ‘Ef) ' Jy=ﬁ—. Fh. {IJ, [3]

(=12 ... —1; 1=1,2,...8),

OHI—4) i
r:}:{_.ml—-r E’ymi—r

le mir(y) e pie{2) essendo funzioni arbitrariamente scelte, purché sod-
disfacenti alle relazioni

Tir [B] — Pir (I}I [?' - lr 2I cwe Mg} i= ll 21 LK '")' {4)

3. A quest’ uopo premettinmo la dimostrazione dj questa propoe-
sizione,

Se z(x, ¥) & una funzione contanua con derivate parzial;

Y o E

E)xhayh' t}..l-'ka_?fh' Lk:ﬂl ]: E,...Iﬂ; ﬁ:-l!gr-"ﬂj

continue lungo le rette x—g4, y=4§ ove sono nulle la z e le derivate

07" 2
o oyt

(r=1, 2,...m),

=y '-I."\.: =
e |

a




PERIODICO DI MATEMATICA. 213

allora sulle stesse yotte sono nulle tutie le derivate dianzi indicate. Se 7
é nulla sulle rette X=a, y=00 ¢ si ha

0" 2 . i L . -
( ox” )::.: ( DYy )r=.3__ 0, r=21, 2,... ),

tutte le derivate sopradetie sone nwlle sopra le rette X=g, y=38.
Dall’essere

22, Y)=2 (=, B)=0,

(a‘"z) __(ﬂ’z) —0
Y i i Wl
y I=n " y=p

qualunque sia . D'ultra parte dull’essere

(Exﬂz] __(a”z) —0
OF OY Jx=a  \DE DYly=p

ne diseende

ne segue
(E) = costante, (EE-) = costante:
0L fx=n DY [y=4
ma
(as) . (E?E-') — 0.
P | == I=a ?
0T/ 5} Y /5—p
02z 0z
cen c¢io € provato che 5 0 2y amnnllano sopra o — ¢, Y=g ed

ancora che, qualungue sia r,

(o) (255), 0
0T QY ) x=u 0" dyly—p

Dal sapera ol 2.2 , 22 s sopiw lo: retle e
ul sapere che — oy © dz7y S0m0 nulle sopru le relte 2 —=q e

¥ =05, si deduce, pev cio chie or ora si @ dimostrato, che sono unlle

: )" 2 D" z =
sulle rette z=—=g¢. ¥Yy=_8 le derivate oz oy © 2% ot SAranno per cid

tanti (E—z-) e (aﬂz) e poichaé
costanli o7 Jime © 257 )s—s poich

(E}! 2 - y
D = |i=a A g |X=a U’
VI Ty ¥ y—p

(Fﬁ”a) & 3) 0
3 3 — L,

Sl : Pz o'z N
cioé sulle detle reite si appullano yE © o € di piu

(Ep) ()
0L Y )x=a  \Oy®ox")y—p

ne segue anche

. W o e e o -
B -
L3




274 PERIODICO DI MATEMATICA.

» al z aa’l z
Daill’essere nulle sopra le reite r=a e y=_ le sx oy’ 32 ot
& . :
:).1:1 jyg ne discende senz’ altro, da cid che precede, che sulle stesse )

otz o’ 2 2z 0”2
dxPoy ' dxoayt ' ox® oyt Dat dy

rette sono nulle 5; 81 deduoce la co-

stanza di ;
r}ﬂ:” =i -_t‘?yﬂ‘.j-_—._ﬂ
e poiche &
3 3
(22 (o
y=¥b ¥
ne segue

ff) - (E’!ﬂ —0
ﬂ.r" =1 aff' —=F ’
ciod le due derivate terze purve si annnllano sopra le dette rette.

Cosl procedendo, si dimostra completamente In prima parie del-
I'enunciata proposizione. Per dimostrare la seconda parte, st osserva

che dall’essere
0z Dz
S ) =0,

D z ) - ( Nz ) —0
DT Y Jx=a  \DXT O Jy=

con che si & ricondotti al caso della prima parte.

4. 8i indichi con [f(z, »)lx 11 risultato della integrazione rspetto
ad 2 fra « e x e rispetlo ad y fra 5 e y eseguifa successivamente
k volte.

Allora se poniamo 1 (1)

ne discende

I

Z = U E-E'Tj‘l['-‘fi.ﬂ {y) =0 Gi,n [-'1:) — Tci.ﬂ{:i]]m;—ﬁ—l (1 = 1, 2l ) {5]

le funzioni z soddisferanno alla (1) stessa e alle condizioni (3) se le «,
godilisfano al sistema

E)“III; i
t..:'ﬂ:ml aymi

— @, (=1, 2,...n) (6)

ove le @ sono cid che diventano le ¥, eoll mdicata sostituzione, €
se dI pi
0, (7)

E]ELmi_ﬂ u; ) B ( ai{mi—rj i )
a:l._m]—r *"yml—r = o doi—T nymj—rr y=£

(r=12,...m; i=1,2,...0)
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Ma del sistema (6) esistono le solnzioni u; che soddisfano alle
condizioni
('}mi_—r,"ji . (aml—rwj)
a'ru:l.—r e ‘}.lull.'r.i—l' F:ﬁ

=0, [r=1,2,...m; i=12,...2), (8)

le quali per la proposizione del § B soddisferanno pure alle condi-
zioni (7). E poiche unieo & il sistema di soluzioni di (6) soddisfacenti
alle (8) se la condizione di Lipsclitz & vervifieata per le F,. nnico
sari pure, sotto queste ipotesi, il sistemn di soluzioni di (1) soddi-
sfucenti alle condizioni (8).

5. Si abbia il sistema di » equazioni lineari

A 3 S M s = Rlmg), (=1, 9)
P s ﬂymi-_ri‘:l lt:ﬂ K, i1y y) D.Eh Dyk_ v, Y], (l—r— ._-,...1“), {

del quale si vogliano le soluzioni soddisfacenti alle condizioni (2).
Fulte le sostituzioni

mi—1 | m;—1 ( — P —_ s )j—l—g
" (g ?f F‘} [.17 I}
Zy=1; :";u Fraaa () — Em%lﬁ: (P) pl (mi—1 —g)! I
s (y—B)°

+ 5';“ L*1"I"i—lil' t.’lﬁ] ' “‘= ]-:‘ EIll .8 . H]! (10)

p!
le z; soddisferanno e al sistema (9) e alle condizioni (2) se le wy sod-
disfano al sisiema trasformato mediante le (10)

HEm; 2y nomi—1 {}9‘5 1

LY © 77
o™ E}yn’! ! =1 t‘:u Ak] ('E‘ f_";"} ¥ ﬂ'yk

'_'Tl[mi y)! (1=]! E—I"'ﬂ)!

e alle condizioni (8), o, ¢id cle per il § 3 fa lo stesso, alle (7).

Se vogliamo di (9) le soluzioni 2 che soddisfane alle condizioni (8),
fatle le sostituzioni (5), basta determinare del sistema trasformato
le soluzioni u; soddisfacenti alle (7).

6. In sostunza, si & condotti & delerminave le soluzioni # di un
sistema |

CAiL LT - R i 11
dam oy T o 2 i (5 9) s oyr — > (5 ) 1)

che soddisfane alle condizioni (7).
Indichiamo con 6 (x, ) 1a funzione #, e con B, (r, ¥) la deri-

K
il . ] '
' »

funztoni 6 per le quali sia

vala

Bi (i, Y) — erﬂ!-ﬂ LFrrHj.k'i'l (s, #) dt =0,
@ ;

1

mi—1
= 4

E—D « I

(=0, 1, 2,...m; —2; i=1, 2,...9)

(12}




276 PERIODICO II MATEMATICA.

Ma queste costituiscono un sistema di M eqnazioni integrali li-
neart in alfretinnte funzioni incognite, le guali debbono annullarsi
sopra le rette r—u, y=—_72

Ma guando & dato un sistema di # equazioni integrali

b+ 2 S S (@ g 5,0 8 D =z, ),
(i=1, 2,...9),

essu 81 pud ridurre alla soln equazione

Wi l.-'F- j;’] _l_ Lrned-’ﬁ tf‘nfﬁs—ﬂj]i—ﬂ'l G {.I‘. y; 8 1) i [H, !} i — D (ﬂ.’:, y.}.
ity .r'.'l.
qualora siano definite le funzivni G (2, y; 8, 7), T (2. ), @ (z, y) colle
seguentl condizion:

Glr, i s )=Kn(r, y — (0 — 13— 3 st —(h—1) (3 — B)
P i B—B) >y > B4 (i - 1)(3— 3)
o h(fa—B) > 1> (h—1) (3. — 8)

(i=1,2,...n5 h=1,2,...n)

Clz,y)=xla, y—(E—1(B—8) . |
frtiln—p)>y>h+H—1) (5—5) J (i=1,2,...m),

Viep=bmy—G—DE—8) )\
Brtiffe—B) > >3+ (—1) (B —8) . 2,...n),

le guali formule si otiengono generalizzando quelle oftenute da
Fredboln (*) per 1l caso di wna variabile sola,

Applicando questo procedimento al wostro sistema (12) si ottiene
I'unica equazione integrale da cui dipende la soluzione del sistema
1 egquuzione alle derivate parziali (11).

Froippro SIBIRARNIL

SOPRA UNA PROPRIETA DELLE RETI DI SFERE

{stratto dl una leftera del prof. 6. Loma)

««. A proposito dells Sua nota * Una proprieta delle veli di sfere |,
pubblicata nel Feriodico di Matematica (vol. XX VI, pag, 230) ho cer-
cato nel principnli trattati classici di geometria se Ia proprieta di
cui Lei parla & conosciuta; ma nen ho trovato nulla. Perd ho osser-
vato ehe si puo stabilivla molto semplicemente con un ragionamento

(Y * Bur una classe d'cquations fonctionelles, Adcts Malk, L. 27, pp. 818 ¢ 370,

Ho by —

b B

B . L
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puramente geometbrico e considerarla come una consegunenza del teo-
rema notissimo: “ Se i guattro punti A, B, C, D sono armonici ogni
eircolo che pussa per la coppia AC & ortogonale al cireolo di dia-
metro BD .. :

Il cireolo deseritio sul segmento P'P” come diametro e ortogo-
nale al circolo I'y, rispetto al guale P’, P”, sono conivgati secondo
la definizione. Questo slesso cirevlo di diametro PP & per una ra-
gione analoga ortogonale all'wnalogo civeolo Ty, In queste coundizicni
il centro di questo circvlo. eiod il punto di mezzo del segmenln P'P”,
& sull’'asse radicale del due eircoli, come luogo dei centri dei eireoli
ortogonali a I'y e T,.

Questo ragionamento s'applica identicamente allo spazio. La sfera
descritta sul segmento P'P” come diametro & ortogonale a ciascnna
dalie tre sfere considerate (a ciusenna delle sfere della rete), TI punto
di mezzo di P'P" & sull’asze radicale delle sfere di gquesta rete....

Poiliers, 7 novembre 1912,
E. TURRIERE.

ERRATA-CORRIGE. — Nell'articolo: Sulle ipersuperficie inviluppo del
prof. G, Usar, inserito vel Fasc. V, in luogo delle ultime 2 righe della pag. 208
e delle prime 21 della pag. 209, si sostiiuisca quanto segue:

Le eqnazioni della V. ¢ sarannn:

f{.r;:rg...:-u::}z{l, f{n“?;Iﬂ....‘I‘n,ﬂ-I-k]:ﬂ

oppure ;

foizs...2ax)=0, AR SET Y E_I_:)_“I]m“'%u]—-ﬂ

menire per le equazioni deile YV , indicando con f la funzione si avranno le;
of
i

§i considerino ors le caratteristiche VS, V') gppartenenti rispettivamente
alle dae ipersuperficie 2 ed = + A. Esse si infersechevanno in una varieth Nig—oom
ad n — 3 dimensioni, la quale tenderk eol tendere di A a zero ad una posizione
limite che diremo seconda caratteristica deila ipersuperficie =, V; . le cui equa-
zionl, come facilmente si deduce, sone:

D O*f ;
f=0, E_ﬂ' Bn:r.ﬂ_ﬂ' (8)

Cosi coulinuando polremo chiamare i*™* caratteristica dalla ipersuperficie 2 la

varieth ad # — i — 1 dimensioni V__. . (#=<<1) rappresentata dalle equazioni:
of DY D'
f—U, H—D’ auﬂmﬂ,..., f}li —D.

Essa risulterd la posizione limite dell’intersezione dslla caratteristica (i — 1)°
dellipersuperficie a colla caratteristica (f— 1)* dell'ipersuperficio = <4 k, quando
81 faccin tendere h 8 zero.

f=20, = 0. (2)
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PICCOLE NOTE

Sol metodo dei moltiplicatori nella ricerea dei massimi ¢ minimi
di un prodotto di fattorl lineari.

Nello spiegare ai miei scolari di 3°e 4° Clorsg d'Istituto tecnico il cosi detto
- mebodo dei moltipliealori , per Ja ricerca dei massim] e mintmi di an prodotio
di Tanzioni lineari di uma variabile, ho visto che um notevole vantaggio di preci-
sivne e di chiarezza si ottiene presentando il detto metodo sotto la forma di nn
semplice teorema. Non essendomi occorso di vederlo nei trattati pin in uso, credo
non del tntio inutile il pubblicarle,

* Sia

[Mz) = (a1 + b)™ (asz + by)™2. .. (G2 -} B.)™

un prodofio di potenze, con esponente intero ¢ positive, di funzioni lineasi di wna
variabile x, le quali si annulling in punts distinti. Ogni radice yeale 8 della equa-
zione

100 | Tiaidrg N,

iz —+ by ﬂn:t:-|--ﬁa+”' I ﬂri:?'i‘ﬁr::

0 (1)

& wn punto di massimo o di minimo della frnzione {(x) secondochd 2 I(0)=0.
L'eqguazione (1) si dira per brevitd equazione derivata dal prodotto 7 (x).
Supponiame anzitutto che i fattori lineari che compongono il prodotto f (z)

abbiano tutti el punto 6 un valore posiLivo.

Il punto 8 & allora interno alle semirette in cu 8omo positivi i fattori stessi,

© 81 potrd quindi costruire un intervallo ®...B, comprendents 0, in cni tatéi i

fattori dul prodotle f(x) si mantengono positivi, Intanto, essendo B una radice

dell'equazione (1), si avra I'identita

nyay 1y Rty
ruﬂ—[—iu+ml.l b=+"'+gru _|_h]__ﬂ' (2)
la quale pup seriversi anche sotto la forma
M1 naln #. b,
- 9 e =] o G 9
R Ty e +a,ﬂ-|-b, e T (3)

Uongiderando ora la nuova funzione

Flz) = [ = a1z + bll]ﬂl LEE{I'

Ny = Ty |
b + (a2 -}- h}] e [ (a,z -|- erJ '

- b el - &,

vediamo che la brsi delle potenze che compongono il prodotto F(2) sone lntte
positive mentre z varia nell'inlervallo « . .. B, ® che la loro somma, in virth del-
I"identith (2), & costante ed uguale ad 2 4+ ne =+« + 9, per la forma (3) che
abbiam dato alla stessa identita. T poiché le basi slesse per x =80 divengono
rispettivamente uguali ad uy, ng, ... %, Si deduce, per un noto principio, che 0 &
nn punte di massimo per Ia fanzione F (2), o quindi anche per f(z) che differisce
da I'(«r) per un fattore costante positivo.

L B

-;-—-—nlu‘.-_—-.!-.l ™ =
i
"

r =% "‘l-r"ll"I'—lr-—_p R ———

Y e ——— g
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Nel caso che non tutti i fatlori del prodotte f(x) siane positivi nel panto 0,
si cambi il segno a quei fatfori che in N divengono negalivi, Si olliene cos
unté funzione ¢ (z}, e sard manifestamente f{z) = 4+ © (x) secondochd sara pari
o dispari la somma degli esponenti dei fattori lineari vhe nel punio 0 sono ne-
gativi, cioé secondocha & f(B)=0. Osservando che I'equazione derivaia dal pro-
dotto o (#) & l'equazione (1) slessa, si deduce che § & un punto di massimo

o .di minimo per f{z) secondochd & 7 (4) = 0.
Carco Rosartr

RISOLUZIONT DELLE QUISTIONI 781, 799, 800, 801 & §02

TS, Trovare il lttogo dei vertiei degli angoli veiti 1 cni lati sono sispei-
tivamente tangenti a due curre, vappresentaie in coordinate pliicheriane dalle EgHa-
ZiONE

Flu,v) =0. [ (n, 2) = 0.

Cogo in cui una curea o ambedye le eurve suddelte sonp cireoli.
K.

Risoluzione del prof. |. L. Csada di Modor (Unghesia).

Indicando con ', »' le coordinate plickeriane d'una iangents della curva
/(n,v) =0, con u, 7 le coordinate di una tangente della envva F (u, ) == 0, & quella
perpendicolare, & con §, v le coordinate cartesiane del loro punto d'intersezione,
gi hanne le relazioni

fe 7 +1=20 (1)
8 4+ +1=0 (2)
et - vo =0 ()
Flw,e)=10 (4)

f (v, e)=0. (5)

Le (1), (2) esprimono che il punto (£, %) & sulla tangente (u, ») e sulla tan-
gente (u,v) rispettivamente, la (3) dice che (u, v) ed (¢, ¢') formano un angolo
retto.

Elimivando w, 9, «, »" dalle equazioni precedenti, si ricava l'sguazions dal
lnogo richiesto.

1%, Be f{u, v} =0 & I"equazione di un gircolo, ciod

FUo6, 8) = ¥ (6 4 oY) — (a4 B9 — 1) = 0. "
Dalle (2) e (3) si ha

P g i .
EH—T;y‘ l EIF‘—-‘HH'

n =

sostitnendo qunesti valori nella {5%), abbiamo
LEF a)* —rFlo* —2(E+ a'}(p + 0 )0 [(% -+ 2) — ¥ ut=0. (6)
Dalla (6) e (1) 8i ricava

Yy _ —IE+alH+ v+ K ) _— 0 +8)H+ % FEK (7)

s f HE* e 1? e | H?® — p3
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dove per brevita si & posto

=840t H=p'+ ottt  K'= 3 fayt(4 50—yt

L'equazione richiesta &
F i, 21) . F (20, 0) = ),

2% a} Se anche ’altra curva & un cerchio, cioad ge

Fliwe) = R® (p* - v ) —1 =10,

daile (7) si oitiens :
(B — %)% — REMTKI— #% | r/%? (K® = P]j2 — G ROgeRY (g’ — 20 0 (8)

[HE — Elr.l"ﬁ'jl

cke & una carva algebrica.
Nel caso speviale di o’ =0, ¥ = 0. dalla (8) si truva

(¢ — R? 4 92 0

(p* — #7)*

che rappresenta un eircolo concentrico a gnello dato
b} Sia
Fluv)=r*(n*+ %) — (au +br —1)*
un cerchio in generale. Dalla (1), (B) e (4%) si ricava un efuazione ausloga alla (6):

[(E + a)* —+] o —2(8 + a) (n + b)0ev' + ((r + b — 0t =0 (6%

: . u
da cui, essendo v = =

(7 + 8)* —7*] v* + 2(E + a) fTIr+f?Jﬂﬂ+[{E-}-u]’—-r’]u’=ﬂ.

(4%)

i,

(9)

Dalle {(8) e (7) si [xova
(7 4+ 6% — 12 (§ 4 q)? — e

(E+a) —7r¥ (7 +2) —t
—4|TEra ) Edal —*) | +o)2—1r —2E+a) 48
HE+Im+8) m+01—r| (Gt a— vt 4 2E 4 a)in +5)

2

COD. Indicardo con B ed 1t i ragge sferici del ctrcolo civcoseritto e del eir-
colo dnacritto @ un Eriangolo sferico qualunque, ¢ eon d ln distanza sferica dei

loro cantri sferici, dimostrare che

sen (R +s--d).sen{— R 4+ » 4. sen R—r+d).sen (R4 r—d)=

— sen* r ¢08* B — sen?» cos? R sen 2R sen 2.
(3. Prscy.

—
—

Risoluzione del skg. V. Costa, R. U. di Pisa.

Indicando con A il primo membro dell'nguaglinnza da dimostrare si pud secri-

vers:
A= —aen [d 4 [» 4+ R)] .sen [d — (R — 7)). sen 7+ (R —1)].sen[d — (R + #)]
A = [(cos® (I sen?® (R4r)—sen®d ¢gos® [H-—]—:'}J [EEH*;E eos? [R—i] —¢082 d gen? {R—i‘}]
= [(1 — sen®d) [1 — cos? (R + r)] — sen? d cos® (R 4 ).
[sen®*d . cos* (R —») —[1 — cos? (R — 1] (I — sen® )]
== [cos® d — cos* (R + r)] [cos® (R — ») -+ sen® d — 1], (1)
(Cfr. ALasia, Geom. & Trigon. della Sfera,

E tensndo conto, delir relazione nota

Man. Hoepli)
cos®d = ¢os* Nl , sen®s 4 cos? (R — »)

- e
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da cui 31 kyrape:
vos* (B — ») =rcos?®d — cos®* Rsen?y:
In (1) diventa:
A = —TJcos*R.sen*» -} cos® (R — ») — cos® (R + )] cos* R . sen? »

— [cos® R .sen® r 4 4sen R . cos R . sen r, cos v] cos® R. sent s
—sen’ 1. cos’ B — sen® » . eo2? R . sen 2R . sen -, ¢e. d. d,

[

SO0, Fssendo Xy, X2, ... X, rriabili positice, trovare il minimo della fun-
Zlone

I1—|—-TE_:_---+I|1

I/IH ]J Bpms woe Ve ) ey

F. Nrprueu.
Risoluzione del prof. |. L. Csada di Modor (Ungheria)-

Poniamo
S — :r] _!'_ IE + & & - + TE + “« & ® _]_ ::n'l
1 ] | 1

. — ===

N:II “l_rgnﬂ___:flu:i-..i'n"n:
= —-—- “}

lia funzione proposta & up caso particolare della =, corrispondente ad
.y =P (2)

— - —3
th =2, as=0"Y a3=2"2 ..., o=

Dalle condizioni di minime della funzione 3,

0S aN,
Op o o
1‘1.1'35 Hi _—_ﬂ‘ [‘21121"'}"‘}:
segne che, essendo tutis le = diverse da zero,
(1 —ea)x + x2+t ... + T Xy =
Ty T+l —axs 4 ... + Ti T eeo =+ Ta —
x + ra—|—...—i~¢l—m}r;+...+ i, =) ]

|+ .rg"|—+ I;‘*—...—f-f;l—ﬂn]zn—_r:ﬂ.
Da questo sistema di equazioni lineart ai rieavano i valori di z; che coryi-

spondono ad wnx massimo o minimo estremo di o,
Ma il determinante del sistema

1—1’]'_1, 1 e a 1 « = @ 1
1 1-—|l:... 1 . 08 1

I T [ e (4)

1 1 . 1 g =
¢ Zero,
Infatti, il valove di questo determinante &

_1, = [— l]“ Tyla . . s (lj ...y 'I" [_' 1]11—13 H]J"igl' . "]u_ll
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dove #y,42,...4a-1 Sono in tutti i modi possibili, » — 1 indice scelti fra | 74 ST
(V., per es,, Pasoar, I determinanti, 1897, pag. 186.) Cioe

1 1 1
&={—1}“—Inmg.,..u5...ﬂn[ I | ...-I-L-i-...—l——-—l:l-
i1 dg L{ My
Usando i valori (2), si trova che
iini= l,
1=1 &

gquindi & A uguale a zero.

Dal sistema (3) si possono otterere | rapporti dells incognmile =y, 2.....,
Ty ... 20 che sono eguali & quelli di &;, 4¢... ;... .. indicande con 3y, 8g,...,
8i,..., 8, i complementi algebrici degli elementi dell’nltima linea del determi.
nante (4), ovvers i determinanti di grade (n — 1) della matrice seguente:

1 — 2 ata | S 1 1
1 l—ﬂ'ﬁ'¢-.. 1 8 = @ 1 ]

1 ]. ...l_ﬂi.-. l 1

1 I s 1 . ..1—any 1
Per ealeolare 4;(i=1,2... yn— 1), aggiungiamo agli elementi .delle prime
(# — 2) colonne quelli della colonna (1 — 1™ moltiplicati per — 1.

_ﬂl 0 @ ow W D 0 L ﬂ I

0 — ez, ., . 0 0 . 0 1

y e ] D — 11 0 0 1

- 0 0 ' D — i1 . 0 1

U U D —-ﬂn—al 1

0 0 0 0 0 1

Da euj
ﬂ.l=[_1}ﬂ—1 ﬂlﬂg...ﬂ'nj
i

(i=1,2,...,(n— 1))
Usando i valeri (2), si La
Ay= [— 1)»~19r, Ei_i' 6)
(=12,...,(n~1)),
dove ¢ indica la somma

=2+ 34 ... F+i+...4(n—1).

Il determinante 4, & dal tipo (4), dungee il valore di esso é

1 ] 1
.'.'I.n:_—f_]_}“-lﬂlﬂg...ﬂi;--ﬂu..] [‘;I—l' +;+...+;1:+,,.—|—ﬂ 1 —1]-

Mediante le (2) facilmente si trova dope un breve caleolo.
Ap=(1—)=-12" 202 (%)
St ha, coma & noto,

II:IE:---:Ii.:-.-:quﬂI:dﬂ=--.:ﬁ[¢:...:£‘nn,
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ovVvero
Iil-“lﬂ{, -[:IT:].._,E,...,H]I

" dove X indica un fatiore arbitrario ; posto

g=(—T1)"2%

abbiamo
F=2-1  (i=1,2...,) (6) |
Passiamo a calcolare il valore della funzione ¢ nel punte (zs, @2, ... 23,...,Zu)
S1 irova
Sm — EI| e Bl‘lp,

1
Nm — HII.I i 2upr]

dove wu, v indicano le somme sezpenti

1 2 =2 . n—2
—::.-.+m+'“+ RS L T
'E=El=1.
L |
Applicando la formula
1 — o vz¥

14+ 2324 ...4+izr14... 4 gz =

3t oltiene
“w= ‘d“ — + (8 —
ed infine
S 23
{Pm T H_m —— 2
g2a -2

Il valore richiesto & dunqgne

VV V; Va22

Dimostriamou poi che la fupnzioue ¢ ha nel puntv (#1, &2, ., Tiyv. 0, Tu) 0N

(7]

minimo,
Pey differenziazione si trova

% 2 9 ?
Dx;  Najrs = asm® | o5z
e 1 1 &4 .
Oxj0xy Nagzy Nawrx ' aowrsoy |
Nel punto (z,&a, ..., X, .. Zal 81 hanno dengue
(o) =
SHS Oxs? gi—1"
iy = 0% ) %4 1
i D/ m o

dove % indica un mumero positivo essendo

1
!

2:.1—1 2 22"-3' Fn

“’—
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I determinanti hessiani sono

. — 2 1 I ... 1
R o [ 1 =22
H=| @ Mo 0y =[—IJ‘-F" 1 1 —9-r 1
|y W . . o i -1' ) ] - 'i -.'...—'Ei
L'nltimo determinante & del tipo (4); il valore @i esso & dungue
: 1 1 1
=[—1)it{1 49 28 .. +29y (14 1 el 8
Clog .
Hi=(— 1) ; D= (—1)%+% per un nomero posiivo,
I determinanti Hy, He,... . H;, ..., H. hanno sempre il medesimo segno: la

fanzione @ ha dnngue in punto (z, » Ly v p Ty e.ypy) UD valore minimo.

S01. Di wn pustto M 3i conducano le normali ad wna parabole nei punii
Niy, Na, Na. Se Ly, La, Ls sono i punte dincontro di esse con I'agse,
1Y guelungue sia M e gralunque sin ln parabola, posto

MN; MN, MN; =
Ly IN; P leN: e LsNs Ha,

e 21 + p2 + ps) — (paps + papa o Haps) = 3;
2 se il punio M si spostn sopra una parallels allasse, si ha
B + M2 -+ pa = costante, K1k 4 Mapg + pops = costante:
3° il Iuogo dei punti M tali che sin HipsPa = coslante @ una parebola.

E.-N. Bazisien,
Risoluzione del prol. ). L. Csada di Mador (Ungheria).

1. Sia 2
3 ;
V=3, (1)
I'equazione della parabola data; si ha
v &

¥y = };—'

1l evefficients angolare dells retta passante pei punti M (5, v) ed L; (0, ) &
M —n

al.:

= '
v

dunque la retta ML; & una normale alla parabola data se

oy 4+ 1=0,

OVVero
U— v X
. -1=0, 2
E ? f { J'
Per una formala nota si ha

: N — Wy
= j == 8
Ay e = (8)



PERIODICO DI MATEMATICA. 250

Eliminando ry, =y, vy fra le (1), (2) e (3), sl trova I'equazione

Ei

Pt —(n + 2p)p® (29 4 p) s — ('ﬁ'— 2—p) = 0, (4)

che ha per radici i valori wy, pa. ma. Da questa equazione cubica si hasne le

relazioni '
7+ 2p
P

Sty = Piie f itz 4 ajly =

S =y 4 po | gy =

2+
Iy

g

=

N+ 2p 211+-p_3_
P »

irvi

Pilally = 7

I

EEF-]_ — IPIF} = 3.

q. e. d.

29, Se il punio M si sposta sopra una retta data paralleln all'asse deila pa-
rabola, & n = cestante; si ha dunque

<. __ N+ M+ p

hETH — costante, =ity = = coslante.
»
3% L'equazione del luogo dei punti M 1ali che sia BLifaps = ¢ &
ze
Ty o

questa curva & una parabola congruenie alla parabola data; piia precisamente &
la parabola data spostata nella direzions dell'ssse della parabola stessa.

BMO2. Chiamo espressione probabile di una funzione f(x) relativamente ad
un dato triaugolo v lati a, b, ¢ la By che miswra lo probabilita di chivdere un
altre triangeolo con i valori T1(p), Flq). fir) essendo Py @, ¥ fe perpendicolari con-
dotte swi lari del triangolo dato da wn punto Preso @ caso mel suo interno.

11 Lemoine e studialo il caso di F(x)=x ed ha trorato

2abe

Ef:{rl—l—&}[ﬂ—]—t:)[b—f—ﬂ}'

fo ho esaminato il easo di fix)==x + k, essendo k una costante arbilraria
posifica o negativa nel Giormala d) Battaglini, anne 1894, pag. 358.

Kicercare fa Ty par [ (x) = x%
F. Virpe.

Risoluzione del prof. 1. L. Csada d4i Modor (Ungheria).

1% Sieno #:, x:, 72, le eoordinata triliniari di wo punto P del piano rispeilo
al dato triangolo ABC.

Sia il centro del circole inscritio nel triangolo fondamentale ABC il punio-
unita; si brono le eguazioni '

I = vp , wy == Vg , By = vr,; viQ

od
a%) - bxa |- exva = 294 | (1)

dove A indica I'area del triangolo dato,
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Pei punti P che sono nell’inierno del triangole ABC le coordinate z, 24, 3
hanno lo stesso segno ugzuale sl segno di v. T valovi

e (2 (=
roy=f(5).  re=r(3).  re=r[(2)
sono le lunghezze di lati in un triangolo se sono verificate le inequazioni

i

v By (21, @0, 23) = f[;:l)%f:% +f(?}£ﬂ,---[cl}

vy (21, 2x, 2) = f(ﬂ)—f’ﬁ)+f'(ﬂ’gu,...:cﬂ (2)

LV v
¥ Falay, @, a0) = f(%]+f{%)—f({“—)gu,...{ﬂa}

L'insieme dei punti P che soddisfano le condizioni (2) & un campo del piano.
Indicando con F l'area dellr parte comune a questo eampo eol triangolo dato,
si ha:

K
2% Nel caso nostro &
f[Ij: IE?
dungue per le (2) si ha, perché v+0,
F [171.-1‘2,33}5—1124'-1'9”-['1'3&20 o {Gh)
Falmi,.xe, m)= @izt xi>=0... (C) (2¥)

Fa[Il.IhIs]E I1!+1E2'—1=EED--* (Cs)

E facile vedere che queste ineguaglianze determinano nn trispgolo limitato
da archi di conica. Le fre coniche (2*) concorrono dne a due in punti situati
aui lati def triangolo.

La conica Cp divide, come & moto, il-piano in due parti: nells prima di essi
la fonzione ¥, & sempre di segno positivo, nella seconda essa & sempre di segno
negativo; sul limite comune delle due parti @ Fs = 0. Parche F; (9, 0, z3) << 0, il
punto U & salla parts negaliva di Cy; similmente si trova che B & nslia parie
negaliva di Cs @ A & pella parte negativa di C, .

Indicheremo econ ¢, 'area della fizura limitata dai lali b, ¢ e dalln coniea O
di (2%); ty, £ hanno significati simili. %

Dunque, sl ha

Mi= l-“.-'—fh‘l‘fr]

e qonindi
A
—1 — . 3"
Re=1=rT L 2
1

8% Caleolo di t.. — Indicande con x, f, v gli angoli del triangolo ARC,

8 ]eno 2

=pgseng, g=psen ¢ = psen(y — g

@ = A, dove ¢, @ sono le coordinate polari del punto P [z, 24, 23) rispetto

L
)

al cenbro C ¢ l'asse a, Si la

Xy =vosenw, Za = AVpsen [y — o¢); (4)

l=sen [T—¢]_ (5)
sen ¢
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Eliminando 1, xz, 25 fra le (1), (2*C;) e (4) si trova l'equazione polare
della conica C;:F. =0; si ha
24 ]
(6 + A} F eyl + A% seng’

= (6)

1 punti della conica che apparlengono al segno superiore nella (6) sono nel-
I'area del trisogolo dato. Infaiti, I"equazione pelare del lato AB, coms si dimo-

atra con un breve caleolo, &
24 1

R'=n-l~.{’m?'.'meull:prr

e quindi i punti che sono mel trinngelo ABC sono dati dalla furmola seguente:

21 1 _
6L 9 (a4 dh) 4+ ¢ V1 + A*

——f p*dy
a3t

“““Tf [lﬂ+ﬁl}+ﬂvl F A

Abbiamo usato, per formare d¢, nella trasformazione dell'integrale, Ia for-
muia (5).
Sostituendo nella (8)

(7)

Si ba

(8)

V14 22i=1t—12,
&i lin:
e f‘“ (142" dt -
"Tseny i [—(b—e) + 20t (b + o) T
=ﬂ[ at,  atbtoabe |, abe | a+a+¢—v‘_]
@4ec)tb+e) ' late)lbtel ' gy, atb+c+ V3

dove abbiamo usato la seguenle relazione:

2N =uabsent; e dove B, =n® 4+ p*— 2,

Si ba:

_fr_:_ ab m (@ 4+ b+ ¢) abe % nbn_h“n—}*ﬁ—l—ﬂ—-vﬂu

A T fate)dFe) T laFclb+e)0 8. Y adbtet+Vih

4", Indicando con Z® (&) ln somma seguanie

ED (8.) = Z® (5,) 4 D (2,) + D (2.),

ai trova che dalla {3%); ’
2 abe
2 (- b) b+ ¢) (e + a)
(a1 b+ c) ube 6+ b 1 H—b-l—c—ﬁ]
. be 3 ———| = (9)
[l"-l—bl{b-l-ﬂl ct@ - e T o Vo atb+ e+ Ve

— a ——— G e S P
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dove
%= —a” -+ b* 4 ¢, 2r=0"— d*} ¢?, .=a" 4 b — c?,

Se il triangolo & rettangolo, dei teymini contenenti il log. une sard zero, uno
sara imaginario e diviene uua fonzione di aretg.
3" Applicando ora per es, la (0) nel caso del triangolo equilatero, si trova

Ff =3 loglan 2 — 2 = (,0793.

i iy i ——————

QUISTIONI PROPOSTE

804, Dato un sistema di coniche vmofocali S, trovare:
a) I'invilappo delle polari di un punto (, f);
) il lnogo del polo di una retta (n, 2);
«¢) Pinvilappo delle normali tali che le tangenti ai punti din-

cidenza passino per un punto fisso (z, 5).
Nerpr Monona.

805. Data un’ellisse ¢ di assi 2a, 2b si considerino i due cireoli
(di Chasles) ¢, ¢ di raggi a} & ¢ a —& concentrici ad ¢. Esistono
infiniti triangoli inseritti a ¢ e circoscritti ad e. Gli ortocentri di
questi triangeli si trovano su ¢\

806. Trovare il luogo dei punti tuli che cunducende le quattro
normall ad un’'ellisse, la somma dei quadrnti dei raggi di corvatura

nei piedi delle dette normali sia costanie.
E.-N. BArisiey.

Societa Italiana per il progresso delle Scignze

La settima rinnione sura tenuta in Siena dal 22 al 27 settembre prossimo.
L'inangurazione sarg fatta il 22 a ore @ nelln saln del Mappamondo del Palazzo
Comunale con um discorso del prof. Garbusso * Sui principi della meccanica ,,
Por le adunanze a classi rlunite sono annunziati discorsi dai profl. Bonuced, Far-
rara, Manasse, Millosevich Elin, Nasini, Rossi. Sclaro e Volenti

La Societi italiana di Fisica e Ia Societa ituliana di Biochimica terranno le
loro riunioni in coincidenza col Congresso.

I Municipio dr Siena e Ja B. Aceademin dei Rozzi offviranno ciaseune un
ricevimenio ai congressisti.

GiuLno Lazzert — Direttore-responsabile
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