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Le successioni delle (1) e (£) sono:
003 y—d, —4, 0, 8 16,16, 0, —32 — 3L —Gl.
| AL :, U, —4, —8; —8, 0, 16, 82, 82 U, — 64,

e risulte per A positive intero:
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Jk :Ill? ¢ 1l limite verso cni converge nna successione di numer: che
vomincia con v,, 7% € nella quale cinscun termine & mediz aritme-
tica dei due che lo precedono. (")

': = i - . n ’
LS poe giingere e alive saoads nlla sodilelia capressione di 7, Tn mLzicene 13 Ni: Y=o o
i L r '1_- -

Siane L fa 7 i il - '
e A SRR Lotermini A wnn sneeessione e terminatn ial valori fuizial, ¢ 7 e dalla Lan-
taone ki ylover msolvers levgutigions vleerrente == oy F 2, sl Sia - H
— = '_ = L : ;. i W L] 511{.-
Crasene rthe tisslve ncanaliea ermirzione ¢ ehe v oadeterminnt o Ul walog ety s i ¥ 1
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= j fin—) 'i_ = fi—2

applicande guanie © stnto dette &llq e del § " siulle epagioni Feorrent. del - forma
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Liespressione di fy 2] Lia dalta 30 (elle (13), tenute contt clie £, = 0. f2 = 1. Bisulta 1, =r,_,
- & == “_ F

essende ryy dato in funsione i 4 v, n. 11 dalla fermoln

M=1 L — 1"
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g trovafo. e mostrs anema olie 1 .
3 i ¥ LI Y = — [
" in . f]l -i“ _,Ti:J,.
Inilicamde ora By . . . k=
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V. — Particolari equazioni ricorrenti di ordine superiore al 2%

Consideriamo ancora gl sviluppr:

(a + b)) =a —1)
(@ bF =a" —- 2ab -+ &°
(a—+ b = o — b+ 3nb” 4 b
(0 + b)Y = o — b*h+ Ga'b™ + dab® + 4
(10— b)Y =u" =+ Db = 10™h™ 100°0? = Sl + °

(@ + 0)* =+ u® == bub - 15a’b™ + 20a70" |- 19a bt & b — b

ed in ognano dei secondi membri scegliamo i termini che ocecupanc
i posti 1°,4°% 7° 10% ... (i posti essendo contati da sinistra a destra)
e somminmoli. Uimsiderizmo le somme ottenute quali elementi di 1o
CCCBSSIONne My . He. Nau.... Del pari sceglinmo in ognuno dei seconti

membtd i termini di posto 29 5% 8% 11° ... @ sommiamoli dope aver|
divisi per b: colle somme forminme una SNCCESSIONE €4, Toy gy oot
E : - ~ 4 - " o0 o I# « 3}

intine seeglinmo i termini che veeupano 1 posti 3% B, D% 120 ... ¢

sommiamoli dopo averli divisi per 5*: colle sonme formiamo una sue-
COSKIONE 1. e, e, .. .. Mdungue wy, vy, 10y sono le somme del ter-

mini rispettivamente i posto 17 4 70 ... 90 50 @9 ... divisi per b:
30 70 90 . divisi per 8% nello sviluppo di (2 8)". Le tre succes-

sionl seno adungne:

a, o, ®+13 o+ 1ad®, o+ W, o 2007+ 6%, .. . (u)
1. 2a 37, LA, St 4 Hab® 6a® - 1hal®, . ... (1)
. 1 A, bee”, 10a* + 0" 12a* -+ babd®, .... )

Passano tra gli elementi di tali snceessioni noteveh rvelazioni.
Notimmo nd csempio le seguenti:

(1 l”ll + (AT | _I_ T 5] =Mu.a

{37 _If_ (v, —ty -1

iy == Ay =
iy, = By = w0y,

Wi —l_ E”?“ '_Il_ IE}E”'u = {{f- + L,]ll
(Mt ¥ "I'}ﬂbu?‘"u— Tk S

ece. Ma assal pit hnporiante per noi € notare che le tre successiom
sono tre solnzioni delln equazione vicorrenfe lineare del 3" ordiue a
coefficienti costanti:

Y1 _::_:;ﬂ.rl"  — ::;“E'Tin bl + (ﬂa _£_ h"lj T.” a

come & agevole constature.
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2 PERIODICO DI MATEMATICA. 1
Sia ora une equazione ricorrente lneare di ' ordine
T”_l - :IT_“]-—] —II_ .37;!}—? _f_ TIT:IJ.—S (.—-"-—l')
e 814 %1, Ta, Ma, ... UNA suceessione che risolva tale equazione, de- !
terminata dai valori iniziali v,, v.. 7,. I
Se . 3, v sono tali ehe sin possibile determinare due numeri i, b -‘
per modo che: f
2 =3¢; J=—Ju"; v=a"-— 1’ !
OVVero:
3
/ /-——,..,- :
o — 3 o i = I
=5==]5% i=fr-H=yg1F—
. [ a - - . : P ] :.'
U segno del ¥ & determinato, poiche esso deve vajere il 3
¢ B ! “ !
Posto 5
a | i ¥
o a4t b 2
I 2 3¢ =da+PF=-=y i
D1 3 3
la (£) ¢1 permsbte serivere:
1 [ W Ts Ta @ o o= p? 3
- ' i -;1:-
Tm="371 73 [ LR e T e T
i = L e = iy o
0 1 3u 0 1 it

a a° a®F b fl
-ty 1 Za aa* ‘I
.ﬁl Tz LIt F
OVVEro:

W= g1 [t (15— date +3a) L vy (— ar, —- 3t e — (20" —b*) n )

—+ wy (a'ry — (20 — %) Ta— (2ub® — ) ) | - (25)
St ha poi:
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. n o - /] g
Uy=— 2 (;]u" = X (.)ﬂ“_'(‘{—-ﬂﬂl"

0,0, 0.du"Y Wy S Disasdln &

i essendo 1l maggior intero, anche nullo, tale che 3n' < n:

(= 1); !
]

' 3 ; i'a il i—
by = Elt ( r ) g4 J)I_] S ll- [ * ) a ! (T T ”H)l ’
| I R (TR 5 | Ldy T’ \ 4

| (26)
n essendo il maggior intero, anche nullo, tale cle e ——11;

(n = 1)

® ' F‘ . | T ¥ -
W= N { ' ] i) = N
Rioa Budnda \ ¢ R TN

(J:) @y —a®) T

" essendo il maggior intero, nnche nullo, tale elie S 2
(2 = 2).
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Lu (25) ei permette di esprimere v, In funzione dei valorl i[li.-
ziali %1, Ms, %e € delle cosfanti «, 3, Y. Dsserviﬂmp ARCOrA {:h:a sl €
supposto di assumere per b il valore I‘E“%lle snn‘ld{sfalcelli_;e all'eqna-
zione y=a*-+b%; ma possono assumersl anche 1 valorl l:".r:rmpigsm:
Infatli le (26) mostrano che w,, vy, i1y risultano sempre reall, e f;nmd]
Ia (25) & valida anche se si assumono per b 1 valori complessi.

-
=8

19s. 3 s18 TJ]=1; ’fi:_—_z; Ts == <
T "‘-.,h-
T]" — E'}TI“ ;. 121-.“ a + '_}-_1'7‘” -

talchie: n=2: b=2.
Le succession delle w, r, 1 sono:

-3 4, a0 232, ) 0 12 2 SR R (1)
1, 4, 12, 09, 2575 | 1O . )
o 1, 6. 24 10T ... ... ()

La successione delle n ¢

l_.1 |-|'

1 a2 2 20, 2083
¥

Si ha dalla (25) ad es. per n =o:

e =L [(B—12-++12)1112-+(—6+-24 11)350-L-(12--22—92)107 | = 208.

(Consideriamo nuovamente gli sviluppi delle potenze d1 (a—+ b), e

formiamo quattro snecessionl g, Yo, Uy . oot iy Taooe Toe e d Wiy iley
oo Zye Zagee. Znee..; €s3endo u, la somma dei termini che oceupano

i posti 1% 5% 9°... nello sviluppo di (@ — B3 vy la somma di guelli
che ocenpano i posti 2% 6° 10° ... divisi per b: », Ia somma di quell!
che oceupano 1 posti 3% 7°, 11°. .. divisi per U% e z, la somma di

T

quelli che occnpano i posti 4°% 8% 12% ... divisi per t*. Tali successioni
sono adungne:
a, ab o a*+3, a-+dabl, *-+ 1oa®h, . . .. . ()
2(:‘, 3, 4a®, Sat 1 b4, Gi® = Gl . : v oo (W)
0, 1, -3a B, 10n*, 15 22", 5 o+ oo i)
{}, 0: T da, R 10a°. Wt . e f2)

ed & agevole constatare che ognuna d1 esse & solnzione dell’egua-
" ._ - u X -
zione ricorrente lineare del 4° ordine
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im'equazione ricorrente lineare del 4 ordine & coefficienti costants

e stano «, 3, v, 5 tali cle possano delerminarsi due nomeri @, & per
modo eche:

z=4de; S=-— %, t=40%; ZT=h'—g
ovvero:
= 3
o f 3 T —
— e i — — == ; [ — j ==
f=F= ; Vi S L
5 o«
1l segno del radicale l — 5 ¢ ¢ determinnlo, dovende pusn vilere BE
’osto:
a4 a o gt
-..'}I- s — H |
1 2a .j_fr la gt e =41
0 1 3a 6a° e °F
0 0 1 da
risulta dalle (4):
T Ye Mz Ty a a o gt
. 1 . I 2u 3¢® 4a® L n Te T3 T o
a*—-b*l 01 B he TD o, i
0 U I i O 0 1 4
J “ a  at gt @ & o« o't} :'
o 1 2a 3a® 148 J v 1 20 3a® fa® | @)
o f 1 T2 T3 T N0 1 34 fier ul
v 0 1 du | T Tg 7va 4 |

che serve ad esprimere v, in funzione dj Nis Moo %oy T, % 3 7, 5

jy e
St ha poi:
‘n | s i - .
= N (i x [ )a= G+
o, w4V E LURETE el W -
n essendo il maggior intero tale che 4i' < s (1= 1)
. 7 . 20 =
== N ( : )n““'h"‘ = X3 ( ) AR AT
PYTIE w o\ STSR FROT AR S ETRR
n egsendy i maggior inlero tale che 4 — 1 = i (= 1)
< H - = "1 =3
Wy = El‘- ( . ) A ! 5-’ =T l" ( : )i"f" 1 .]_'”4: )
I1'£'Il|”: —"“.I_H f ¢ L P ) P T = £ |

# essando il mageior intero tile cho dn +2= u: (w22

n "' o
= ( ) et = 3y ( ' )”“ )
e o llaom-Lah d - = ) | BRSEE TS W A

i essendo il maggior intero tale che 44 — A< u; (n =)

I
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Si pno assumere quale valore di b, una quaisiasi radice dell'eql}ﬂ—
zione b* =54 a'; le w, v, r, z visuliano sempre realt, eppero Ia (27)
a valida 1n ngni caso,

s, s1a
vu="5% 1— 240, + 320 5 H9%

)

talehe: n=2; L=2. Le snccessioni (u), (¥}, (2¢). ' 2) Sono:

- T i
T ] = a0 []
= 2 FEL B
- o - -
'r-ir ; 2 15
L ¥
i -

|

)

2 a1 N, 97, B2, . . e e e e (1) '.-
o g, R B O Ws eniaas e )
“!l ]"' I;1' E—j:., HI I- e e e T [ i P _”'_:' }
U'.l U‘ 1' H- '1“1 ----------- [_E' .r‘" ' |
: i

-

Posto vy =1, n=2, ra= 1, 7=73, In snecessione delle 1 e:

i gy [

L T P N AT i SV EH A I A eSO

- a -

i. ) ¥ 3. {53, PSR e s v assras iR

- ¥ =8

: : 11 b s i3 i % Y G
[ determinanti moltiplieatovi di wy, ou, . & nelin (27) valgono
rispettivamente — 19, — 23, 54, 12 e per n== sl hn:

& a & A=
- m— 1_:=E i
g —

3 ! > 5 Vi T e A (T L ~ | | :
1.;,———1:::1—;—}5{8& (=19) | 161 (—27) 4 80, 34+ 10.1525. |i:
. T Ed Y
- k ‘.E:-', E
Oceupiamoei ora di nua particolare equazione ricorrenfe lineare
di ordine ur. Per m=2, 8,4 si vieadrik appunio nel east gia conside~ 'i'-
- " “TTY 1 . co| BE
rati. Osserviamo anzitutbto che sottraendo nel determimante: *ﬁ
=) . & ]1 ‘|
g (m — 1] 3 (m =X gy e o 1348 1 8
m - jm (i ol 0 L. .8 B 6 BEl
, e b =1 w— 2, i i {
N ) filll_ 1 1 II ”1” Lk }-’I I W f.l"l_ll L. ::!.{.12 i“, 1 1,| ‘. ELI 1
s im— 1, o — 2 M — 3 | - | .l
i s g - 1: . :.
(om ) (M fl) e (ru ) N T Tﬂ:': ]
| - : : : llf %1" :
! : ’ ) ) - .L q‘ﬁ. II [}
y — n— = . 1
MJ w’ 3 1) (°- ( ] TN USRS | [ | N g |
y R Y (S .  }
il T o 1 0 0 0 0 -
E 5. ) a ( | (f e ]
;u
| (T)u ] 0 0....0 G D .'

dan cinsenna verbicale ('allima ecesttunta) lu suceessiva molliplicita
per «, poi in guello ottenuto sottraendo dn ciascuna verticale (le ul-
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lime due eccettuate) la snecessiva moltiplicata per n ece. . , | r1petendo
gnante volie & possibile tale operazione, si oftiene:

.l=:'f3‘"ﬂ........-ﬂ |
i 8., e (t llf
| . |
O e 2., .. 0 0
a 1 0....... I} n_f

ovvero, sviluppando secondo gli element della 1 lineq:

A=pe 0 0 ... . @ 1 -F[{—1)m la’u (I I
B . a 1 0O 1 ALt a 1
: . ' I
. |
a 1 0 .,.... ﬂﬂ/ a1 0 0
10 0..... 0 0] e 1 U ... 0 0
eppero:
(m=—1)pg=—=t} mwim=1]
A=dm(—1) = T am(—1) ¢

Ne risuliano i seguenti casi-

(m—1)(m—2) 45 (m —1)
n, 5 3 B ’
th; h>0 dispart pari @ — fm
=+ 1; h >0 pari pari am L Am
h-4+2; h=0 pari dispari L™ — gm
448 h =D dispari dispari  —gm __ pm

Consideriamo ora gli sviluppi @i (a-- b)Yy (a0 ... (a + b L
Formiamo una prima successione eolle espressioni ottennte sommando
1 termini che occupano 1 posti 1°, (m L L)me, (2m - ywe. (3 -+ 1)mo, .
rispettivamente nel 2° membro dello svilnppo di (a 4- b)!, (@ -4 b)*
(@-1-2)% ... talche |'nwmo elemento di essa & g somma del termini
1% (i~ 1yme (2 —=1)me, . di (a -+ b, Sia ', 1", . tale succes-
sione. Del pari formiamoue una seconds we' W a®, || essendo 1'ymo
termine di essa . la somma de; termini di posto 2° (1 - 2)mo_
(2m —+2)™ (Zpy | 2)me , divisi per 4, dello sviluppo di {a = by .
nng g qd wl, | essendo w, 1a somma dei termini di posto ;™
(m - j)me, (2m - j)me  divisi per 41 dello sviluppo di fa--b)" .
infine nna m™, g, g essendo «," la somma dei ftermini di
posto ™, 2wt 3, divisi per 5! nello sviluppo di (a4b)".
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Tali successioni sono:

'I L1 =
wl D TIRT - ST S T TSR] A T =1 PR L T —|—-L ; ) (L
ut® L. % Jut. a7 ( J- .] o (m_l) gif—= ("J] =1 t'jt+l) o 3 A eany
- 1 1 1 4 1
). =} "W ~ et =1 .
I " ¥ P - N ”m-l ) e ls— 1. o
'.H'f. Lr | 1 albrt = .. ( 3 ] [ [ y ) 1 ll' 5] T ( 2 ) T}
= | -
. » e YA b
Mid . ( ‘I N 3 B St g <10~ TR =0 Il it Yt it ot 250 THC I it SAi.
| Lo Y :
AT e e wm e e e R YAUTa TR Nl A e Y AT

& 1

. l s . e la .

- ! L - L w - " - = - " & L] = - " . = i ] Bl = = = [l

i [ i } I’""I'l.) 2

— 13 i ; ] e
w0 . T L i () e 1. = L de=]
| 1 MY [T
T Lt [ | S = I el aate ! 1“ .;]” . . LTS IO

| i — b — i —2

Per comporre una verticule di questo specchio di succession
p. es. la ™ hasta, cominenindo dall’alto. serivere nelln 179 2% 5% . ..
orizzontale. i suceessivi termini delle sviluppo di (@ bJ, ;n".‘ertandu:
dopo arvivati all’ultima orizzontale, di rcominciare dalla prima, e di
dividere per &%, b3, ¥, B ... 1 fermin seritbl nelle tll'iIHDHfﬂ!i A
48 ne ., rigpethivamente, intendendo infine sommuti 1 termini appar-
tementi ad una stessa orvizzoutale e verfieale.

Risnltano evidentemente le segueuti propreta:
o gu b V=, .Y, M b P 6T Dty —Ag +-H)"

cios: 1° un elemento di una successione vale il precedente di essa
moltiplicaio per a, pii il precedenie delia sneeessione mmediata-
mente anteriore:

9 |a somma dei prodotii degli elementi ™ delle successioni mol-
liplicuti rispettivamente per 8% &', 8% ... 0" vale (a—- by

Si ba 1nfine:

u = > ( i.l) =1y
=1 =1 Smi—li.kme =1\ 3

m + j—1 essendo il maggior intero tale che lm 1) — l=<<n ed
N =5— 1.

Ora le m successionl smldette‘risnlvmm 'eguazione lineare ricor-
rente di ordine 2i:

'l}u——-[?it) Bl (T) ra_s ... (=1 (T) (L T o e
ala a + L__ l}m . (”] i 1) ﬂ:"'_l 'ﬂn T =1 _]__(bin _l_ {_" 1}!11—1 ﬂ'm) Tl:l— T (28)

B mmal
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T e
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Data adunque I'eguazione ricorrente lineare di ordine m, a coeffi-
cienti costanti:

T — 1 Tu 11 ‘f“ﬂ: fin—3 + ainm g _,I_ Yrh - + . . _]me T n—1n

S€ Ty, Ne,... & nna soluzione di essa determinata dagli m valori ini-
ziall 7, Me,. ..M, dalla ({) si ha Vespressione dell’elemento gene-

rale . di essa in funzione d; 31780 e By Pryes. Pl
1 = :
== EJ’ Ny ql_]'l {'39.]
.

nella quale: 1° A=g"— pum a4 b, ph—qm —gm—fm seeondochd:
m & della forma 4%, 4h--1, 4h L2 4443,
2% D 3 4] determinante oltenuto da

D=|a & a.... ¢ .. ... | a1 aw - po

s [ (e

1 :
[; U 0 D (m—'-l) ( m ) -
| ’ m—3) O m—2) "
0 0 0 0, 1, ( " )a
m—1

(che ha per elementi 1% 2% ...m™ (della linea ad es. 3 oli elaa
mentl %, w®, 449 . della suceessione delle w'*), sostiluendn agli
elementi della 72 linen i numei Ty Tige Moy o« Ao

3%, @ e b sono Jdue numer; determinati dalle relazioni, ehe suppo-
niamo simueltaneamente possibili,

in A o s [
pl'—'(l)”-; pg=—-(2)u,.,.p,—[—1} ‘(}_}m,...

- mn |
R Pm—l — [___ I}m—-u (,,n __1) ”m—l: Dy = t!,]]l. - (_ 1}|_||—1 qm,

Bastera ricavare a dalla prima relazione ed il valore cosi oitenuto
verifichera, per 1'ipofes falta, tutte le rimanent, ultima eselusa.
S1 visolvera poi I'ultima rispetfio a b, dopo aver sostituito ad « il
vialore trovato.




PERIODICO DI MATEMATICA. 211

1" ' & dato dalla relazione:

I . B T 5 Sty s
H”;T] e ‘_.‘ ( . ) Il!-II]—I bl =1 __
J—1, m'l':l—'l. m—]— Ll hurtj—1 d
. il : e
— El ; ﬂll— {pm __!_ (__ 1]:" ”n-] m
i—h.m+i—1, gmti—t..km—j—1 \ #

Si potra assnmere quale valore di b una quulsiasi radice dell’equa-
zione b =p, +(—D=a® Le 1 risnltano eviulenlemente reali e
tuli quind1l svno pure le v date dalla {29),

Le equazioni ricorrenti del 2° 3° 1° ordine precedentemente stu-
diate sono quelle alle quali si riduce la (28] quando m =2, 8, 4.
L'equazione ricorrente lineare del 2° ordine u coefficienti costanti &
adunque easo speciale non soltanto dell'equazione ricorrente linears
zenerals di ordine m, a coefficienti costunti, ma anche dell’equa-

zione (28) nella quale i coefficienti costanti, P'ultimo eccettnato, sono

della forma (— 1) (TJ a', (r=12...m—1), a essendo una co-

stante, e Fultimo & della forma & - (— 1)~ o™, b essendo un'altra
costante. Due adungue di essi, il primo e 'ultimo, possono conside-
varst come dati ed indipendenti: i vimanenti potendo senz’altro essere
dedotfl dal primo.

N. Traverso.

— i~ —— i

SULLA DEFORMAZIONE DELLE IPERSUPERFICIE

neghi spazi enelidei ad n-dimensioni

[. Nella presente nota mi propongo di ricercare gquali sono le
ipersuperficie defermabili in uno spazio euclideo ad n-dimensioni. I
risultati che otlengo mostrano quanta importanza abbiano certe iper-
superficie speciali, che per lo spazio 2 gnattve dimensioni sone stute
dw me indicate con la notazione I, e @ia gtudiate in una nota com-
parsa in guesto periodico nel faseigolo 11 del marzo 1914, Risnlterd
dn queste ricerche che le uniche ipersuperficie deformabili, olire
aglt iperpiani, sono:

a) le swiluppabili, ciod le ipersuperfivie costituile da unc doppia in-
finitd di S,_s, come ¢ noto dn tempo;

b) certe ipersuperficie speciali, costituite da una doppite  bifinita i
Si.x, che nelle presente nota indicn con 1, vy le quali per lo spazio a
quattro dimensioni si riducono precisqmente alle 1.,
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2. Prima di dimostrare i risultati a cui sone pervenuto, per ofle-
nere una esposizione pin chiara, eredo opportuno premettere aleune
proposizioni gia nofe e dire gualche parcla intorno al problema
della deformuzione (delle ipersuperticie.

Indichiamo dungue con #y, 29,..., 2, le coordinate rettangolarn
di uno spazio euchideo S, allora ma ipersuperficie V,_, si polra
rappresentare colle equazioni:

$y =2 (Hy. Hey ... My 1)
.I._-_| m ’t “-_i. o oE 1'

'!I[ 1w ¥ ii 1} : I-I]
My =Ty, ey on, Huoy). |

Collegate con gueste equazioni della varieta si hanno due forme
differenziali importantissime, La prima che prende il nope di prima
forma fondamentale della ipersuperficie esprime I'elemento lineare
e la indtcheremo cosi:

n—I

ds*= X ay.dudn, (2)
t

dove le wy sono funzioni delle u ricavate dalle {1) mediante le equa-
Zloni:

ar, o : NLa Oy I Oy Ny
f.']“j ﬂ”h ! l'jH| F}H]; S m'fj J.'J'Hp.; '

th — (SJ
La seconda delle forme differenzinli a eni si e, sopra accennato e

che prende precisamente il nome di seconda forma fondamentale
della ipersuperficie. la indicheremo nel modo seguente:

n—7]

eSS El O ol vy, (4)

dove le Q. sono determinate dalle (1) mediante le equazioni

No N \re Nr,
D, S, T T T T T DU
1 NI 11 ﬁ_."_u
Qu=— dy duy *°"""" My L. (5)
A e ..
., I 0 ¥

MMy h“ll—l _’-”‘rl—I

Dove con A si & indicalo il diseriminante della prima forma fon-
damentale (2), mentre indicheremo con Q il diseriminante della se-
conda forma fondamentale (1)

Ricordiamo inoltre ehe un’ipersnperficie possiede in ogni suo
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punto »—1 raggi principali di carvatora | guali svno deferminati
mediante 1o Qu e le . dalla equazione: ()

l'_'lu—']_{ﬂu ”1;-_"'1{'__315 ...... (1 1——H£]1” 1

e — R84 dtss— R o oo o o o ey 0— R e o \
!........_......-....._——-{1.([-‘:)
I ”ll 1 —']i{-!n il iy 1= ,H.L.]" =i + v = .10 3= .“Lu 1 11—1 l

3 Passimne ora t ricordare la proposizione interessantissima re-
iativa alla deformuzione delle ipersuperficie, dovuta al Beez della
quale dard anzitutio I'epnneiato ehe trovasi nel Nilling: (%)

< Onando non soio solddisfulte pirticolurs condizions und perietd ad
(n — 1)-diniensioni, confennie (n NG sprezio n-dimen=ioni, now puo ve-
saire deformata .

L'autore citato si ocenpa anche di dare le condizioni particolari
ner le quali la ipersuperticie pud rignltare deformabile e precisumente
osserva che detta vavieth ad (n— 1)-dimensiont pud deformarsi anche
quando 5 supera tre se i Jeterminanti minori del terzo ordine del
liscriminante della = sono tutil nguali a zevo. (mesta clrcoslanza
tenuto conto della equazione (6) che determina i raggl di curvaiura,
gsprime che #—3 curvature principali sono unile In ogni punfo
della ipersuperficie. Fino a guesto punto le deduzion1 sono esatie;
ma poi il Killing & 1 errore guando afferma che guesie condizion]
analibiche poriano di conseguenza che la varieta deve conienere una
semplice infinita di S. o € quindi deve risultare una sviluppabile.

(1 Schur in una memoria inserite ne: Mathemuiische Annalen (%)
i del teorema il sezuente enunciato:

« Tina pariett ad (n — 1)-dimensiont non puis exsere defvrmata in
wno spuzio (fneqre ard n-dimensioni se non sono soddisfulte particolurt
condizioni, che trovano la lore rapressions nell unnullars: di tubit i mi-
nori el terzo ovdine del diseriminante 22 detia formn differenziale 5 ..

Dato guesto enunciato I'autore Aooiunge:

“ 1] signor Killing crede veramente di poter precisare queste con-
dizioni ed afferma che la varieta ad (2 — 1)-dimension deve conte-
nere una serie di S, 2 ad (1 — 2)-dimensioni * wie nicht niher bewei-
sen werden soll . (‘) siccome 10 nun GONDSCO questn dimostrazione
cosl mi sono limitato a dare I'enuneciato nella forma superlore ,.

»

("1 Fer quanto riguarda il modo di stabilive le formole contanuts v guesto parngrafo riman-

diamo slla segnenta opera:

Lot Hiascmn, Lecivnr ¢y geoingleia drffarenzinle, seeonda edizione. volume 1, n. 164, Fisa,
spoerrl, IUZ

(3 Winnor Kintise, Irie nirht Enelidizchen Kawmformens i maifutischer Delinsdlung. L.eipzig,

I'eubmer, 1840,
[ Sk, © Lebor die Deformationsn @S draidimengionalen Hanmey in emzim ebepan
vierdimensionalen linwne -, Muthesintishe Annalen. Bl 27, 15950, pag, w44,

(] W. RiLLING, B ol PAL, oo
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La proposizione coll'espressione datagli dal Schur diviene indul-
biamente rigorosa, perd rappresenta un passo indietro nello stabilire
le condizioni di validita del teorema, perché viene a contenere le
sole condizioni analitiche che erano rigorose anche nella formula-
zione del Killing.

I Schur d’altra parte osserva che per i risultati a cui viole per-
venire in quella memoria basta la forma rigovosa dn lai duta alla
proposizione e fa semplicemente notare In difficoltis che offve la so-
luzione completa del problema.

Il prof. Luigi Bianchi nelle sye lezioni di geometria differenziale, ()
da wu enuneiato pure rigoroso dello stesso teorema, che sebbene non
risolva completamente Ia quistione & migliore di quello dello Schar
10 gquanto tiene conto di una parte delle circostanze geometriche
espresse dal Nilling, cioe lo svanire di (# —3) corvature prineipali.
Beeo I'enunciato in parola:

" Nello spazio eucliden o par di tre dimensioni ogni tpersuperficie
wmdefvrmabile 1np puo fletleisi)  wi'ecoesione pPuo presentarsi soltanio
wel caso che tutti i ragye principali di cureatura dell’ ipeisuperficie, tranie
due el Bid siano infinit, .

Dei tre enunciati qui riprodotti guellop aj quale pii sovente mi
riferird nella presente nots sara quest’ultimo. Una domanda mtanto
s1 presenta subiio spontanea : quali sono le ipersuperficie che hanno
tutt? 1 raggi di curvatura infiniti tranne due al pin? IJ Killing »i-
spoade affermando che queste ipersuperficie sono le ordiparie svilup-
pabili; il Schur dubita di questa aflermazione ed il Bianchi non g&
ne occupa,

Io mi propongo di dimostrare errata I'affermazione del Killing
precisando in pari tempo le condizioni geometriche che corrispon-
dono alle condizioni analitiche formulate rigorosamente da tutti e
tre gh autori,

4. Per ogni ipersuperficie si definiscono linee di curvatuora, quelle
linee lungo le gualj le normali alla ipersuperficie risultano tangenti
ad una enrva dellp spazio: cioe generano una superficie sviluppabile;
U valore (algebrico) del segmento che mtercede fra il piede della
normale ed il suo punto di contatto colla detta curva, Yappresenta
il corrispondente raggio di corvatura principale. (%)

Limitandomi ora, Per maggior chiarezza, alle Spazio a quatlro
dimensioni si pus subito vedere che le generatrici delle 1persuper-
ficie rigale I, git studiate nellq mia nota inserita nel fascicolo I11
del marzo 1914 dj questo periodico sono linee di curvatura,

Infakti ricorio ehe le rigate speciali I, godono di questa interes-
sante proprieti: L iperpiano tangente in un pustlo & pure tangenie

['I} l. Brases:. Lesioni o getinely o I.errﬁl'lﬂf:lﬂfﬂ. 21a ﬂjLﬂ.tﬂ. Pag. 476,
) L. Biascre, ep. cit., pag, 351,
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wngo ung retla, la generatrice che passa per quel punto. Dopo questo
. evidente che le mormali alla ipersnperficie I lungo una generatrice
jnalunque costituiscono un piano dovendo risultare normali ad uno
stesso S; tangente lungo quella generatrice; dunque deite normali
formano una sviluppabile, ciod le generatrici sono linee di curvatura.
Allora il raggio di curvatura corrispondente e infinito e ci troviamo
proprio nel caso in eni tutti i racegi di curvatura, che per una Iy di
uno spazio & quattro dimensioni sono ire, sono infiniti tranne due ed
a senso del teorema di Beez I ipersnperficie & deformabile.

Le nsuali sviluppabill sono carailerizzate, nello spazio 8 quatiro
Jimensioni dal fatto che contengono una semplice infinita di piani
e I'iperpiano S:; tangenie in un punte & tangenie anche in tneti
punti di un piano. Ne deriva che ogni eurva tracciata in uno di
guesti piani ¢ una linea di eurvatura: dei tre raggi principali di
curvatura chie 1 ipersuperficie possiede in un punto, due devono con-
siderarsi infiniti ed unoe solo finito, per eul, sempre per il teorema da
Beez, la ipersnperficie sarebbe deformabile venendo in questo casp
ad avere infiniti tutti i raggi principali di eurvaiura tranne uno.

finalmente per un iperpianc tutte le curve in esso traceiate sa-
rebbero linee di curvatura e questo iperpiano considerato come I per-
superficie verrebbe ad avere infiniti tontti i ragg principali di curva-
tura. Anche un iperpiano risulfa dungque deformabile.

Riassumendo possiamo ora enunciare il teorema di Beez nel caso
dello spazio a guatiro dimensioni nel modo seguente:

Nelio spazio euelideo ¢ quatiro dimensioni ogni ipersuperficie € in-
deformabile (non pud fletters:); fanno semplicemente eccezione le rigade la,
le spiluppabili e gli iperpiani.

5. Prima di procedere e dare le condizioni di validith del teo-
rema di Beez, in uno spazio lineare ad un numero guajunque di di-
mensioni, mi fermerd alguanto sui risultatl otienu {i per caratterizzare
con un’equazione differenziale glh inviluppi l:. & noto che nell’ordi-
nario spazio euclideo a tre dimension le sviluppabili sono caratie-
rizzate dalla seguente equazione alle derivate parziali: (°)

vt — &=

dove #, & { rappresentano come & noto le tre derivate seconde (no-
tazioni di Mongs):
J'}E? ﬁ!.a‘ hg.?.'

"
———

p df— n;rﬂ ’ 5 — Fj;ﬁ').jf . t__ ,"]y' 1

dimostrerp ora che per le ipersuperficie [ rigate vale una equazione
analogu,

i Vadi nd es. U. Dixy Lesioni di analisi infinitesimale, volume I, parie 11, pag. 637, Pisa,
Nimri, 1907.
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Prendiamo percio a

y — HEI]
flgy — HQH
“3] == [tf—'}ﬂ'

Ma quando guesta eqiaziona

cioé ad una 1persuperficie

dei raggi principali di cur

i coefficiente dj 12°

0 10

e

I

e

i

i
-
ey

Questa sara 'equazione differenziale alla
eqnazioni parametriche perehé csse
dare alla equazione (S) una for

le

traduciamola in coordinate car

curvilinee.

Supponiamo allora che Pequazione dellg 1persuperf

considerare I'equazione
cipali di curvatora di ung Vs ia uno
Per quanto s1 & detto al n, 2

thy — 13182,
(fga — I{L}Eﬂ
(a0 — H—Q'ﬂ

che

Ly, Qg
2. Qg
E-}:.’.E -Qaq

e |
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che da i raggi prin-

spazio a quatiro dimensioni :
detta equazione sarebbe Ia seguente:

iy — PI-QIB

oy — RQE:T =

(7)

Uz — R-Qfl:; }

81 intende applicata ad nnny rigata I,
deve in ogni punto avers 1ntinito uno
vatura, si eomprende che
nello sviluppo del determinante deve ciod essere:

deve essere nnilo

|

(8)

quale devono soddisfare

rappresentino una 1,. Per

ma pii somigliante alla equazione:

tesiane in Inogo che in coordinate

cig sia:

Jyg = f f.l'] g U2, .'133)

ed miroduciamo le notazioni:

| f).?‘_‘,
1= ‘::"-I'I 1
DXy
S = F{l'l:: :
;'.IEII
Jen = :'}.!"3_2 2
Cosicehe Je coordinate

le 1= ¢ost., .1y = cost..

curvilinee

ra=cost. Allora 1 coefficienti

I).r_;
s = DXa
l"i'ﬂ.,r,‘
= " 9
J13 s 19)
UH.T;
Snn — 5
TE ;}._rud

sulla ipersuperficie sarebbero

della forma

Tondamentale (2) verrebbero ad avere i seguenti valori:

ftyy =1 +PIEI
(f1a = P o — tlay,

meutre 1 coefficienti
della (5) ad avere

'”'E e I '_J— pEHI
s = D1 Ps = 1y .

della forma fondam enfale
le segnenti espressioni -

0

—r — "—_—_—_——l e T ]
]1 pld+}i;=+ 20

{)

(tzg =1 - p,*

tleg = Pur = (113 1

(4) verrebbero in forza

) ) S |
O 0 7

1 {) P |
() 1 Pa
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Clo6:
311 312
911 g.:!r_r eCC.

V14-pt o’ s \1+p*+p* +2s°
Dungue il determinante (S) che indicheremo brevemente con
Q.. =1 viene ad avere la seguente espressione:

S11 a2 Sin
(1 + PIH “F- p‘-’E_I_ F.aqjg $ay Sy dog =)
| Sm J5a 43

& siccome non pud essere:

.I. —E_ EJIE —]— pgg —':— }}13 — IT]

cosl S avra: | |

¥ Sy2 513
Syt Seg LEE = 1) [1”}
i Sy Ngg Naa

dove naturalmenle s, =gs;,. Questa & 'egunazione ehe nello spazio a
quattro dimensioni generalizza l'equazione delle sviluppabili dell’or-
dinario gpazio.

6. Volendo ora con un procedimento analogo determinare le equa-
zioni differenziali delle ipersuperficie sviluppabili, basta ricordare
che per gueste unltime, 1n ogm punto sono infiniti due rager di cur-
vatura e conseguentemente I'equazione (9) deve avere 1 coefficienta
di BR? ed BR® nulh. Si avrd dunguee 1] sezuente sistema di due equa-
zioni & derivate parziali:

! Dgl !‘.!g—_g =2 | T 0
|
0 ) Qs |
| a3l <238 ==37
. o (11)
(f1y —aly Em : Qn Ut 0, !“-3-11 -]zl ({13 .
T2y r—-—-:'::ﬂ ==y _+_ Q-.u (g .y _ 3 gil Q-_'-.: ttyg | =0
I -
"y tlae Sdag Qe s Qi |! 2q Qi @z /

tl quale sistema esprime la condizione perché le equazioni (1) che in
(uesto caso si riducono alle seguenti:

=2 (ry, s, )
ro =2y (1, Uy, Ug3) ]
i =— X3 (HH ey Us)
oy =y [y, Uz, us)

(12)

rappresentino una sviluppabile. Con metodo analogo n ¢uello usato
al n, precedente si potrebberv frasformare le condizioni (11) in coor-
dinnte cartesiane.

7. Prima di abbandonire gueslo argomento vogho fiar notare la
semplicila che acquistano 1 risulfati at quali seno pervenuto guando

Epy—
; - —

o
r——

i ]

o,

- i - = y
T T A RN BT Tl e P L

e
=

e
e v

e ey T R
e —

i
=g

L3 L

e
e il ey Sy i T b

,
I
i
1
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si mtroduca il concetto di curvatura di Guuss relativo ad una iper-
superficie.

Se si chiamano curvaiure principali di una ipersuperficie i valori in-
versi de’ raggi principali di cwrvatura, allora si pui definive eurvatura
totale o di (fauss della ipersuperficie in un punto, il prodotio di tulte
le cwrvature principali. (*)

Se allora s1 immagina sviluppata la equazione (7) secondo le Po-

: A . . :
tenze di i si vede mumedintamente che la enrvatura totale viene

ad essere rappresentata dall’espressione:

£].lil. E_‘—]I'.' ﬂ;;
O Ou O,
) Ly L5 Qg
h=- i (13)

M1 flig (g |

(1 flsa  fleg .

LEY L P (=

e siceome il denominatore & per ipotesi diverso da zero cosi essere
bho=10da la condizione necessaria e sufficiente perché sussista Ia
eqhazione (8), quindi si pno concludere:

Lt condizione necessaria e sufficiente perch® una tpersuperficie dello
spazio S, sia deformabile & che si abbia TN = (),

Se poi si indiea con K, la somma dei prodotti a due 2 due delle
curvature prineipali con che risnlla per K, la sezuente gspressione:

‘ 24 913 - -qu UST Q) —f— gu 91:1 s
AR, = | gy Qe Qo Qo e Oy Qn QO g | (14)
,! 1551 Qz-.: Qﬂﬂ QEI (T Qa:: | L, Qa: LR

ottenuba sempre in forza della (7) si pud concludere quanto segue:

Se W=0 senza che sic Ky=0 si ha una tpersuperficie Iy; se & con-
temporaneamente K= 0, K,=0 allora la ipersuperficie & sviluppabile.

S vede dungque che mentre nello spazio ordinario la superficie
sono deformabili solamente in altre ¢he possiedono nguale eurvatura
totale, nello spazio 4 quattro dimensioni non si put parlare di de-
formnzione se non & zero la curvatura totale, e quando effettivamente
quest'nlfima svanisce resta poi sempre a determinare in quale altra
ipersuperficie, quella datn, & deformabile problema solo in parte ri-
solto per cui si pnd dire che quando & K=K, =0 la ipersuperticie
si pnd deformare e cambiarla in un iperpiane, ma guando & K =0
con Ka 40 ancora non & stata definita la classe di ipersuperficie a
cul dia luogo con deformazione una datz vavielh. -

(") Vedi ad ws, W, KiLnive, giz citsto, parag. 115 11 Biaxcur melle sue lezlonl, gia citats,
Cenna ma non introduce queste comcetto, vedi nola alla pag. 472,
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Dopo quesie osservazionmi spero di aver richiamaia ]’a‘t.tenzimmf
dei mutematlici sufla estensione al caso degh spazi a piu dimension
dell’importante concelbo di eurvatura di Ganss, algnanto dimenticato
per Iimportauza che acquista negli iperspazi nn aliro concetio di
curvatnra, affutto diverso da quello di Gauss, voglio appunto accen-
nare nlla eurvatnra del Riemaunn che porta ad importantissime de-
duzioni specinlmente negli spazi ove i'elemento lineare & espresso da
una forma differenziale gquadrabica gualunqgue.

Da guanto precede si vede chiaramente che la condizione k=10,
mentre nello spazio a tre dimensioni porta a concludere che lu super-
ficie & sviluppabile nello spazio o quattro dimensioni serve invece a
carntterizzarve le ipersuperficie 1 e solamente conginnta all’allra con-
dizione 1N, =0 ei assicuri che la ipersnperficie e sviluppabile,

8. Terminerd la presente nota dando un cenno sul medo di esten-
dere ngli spazi ad n-dimensioni i visultati dati per lo spazio o qualtiroe
dimensionl.

Denotinmo nl solito con x, #s,--.,m, le coordinate carlesiane
dello spazio Hineare enclideo S, nel quale faccio le presenti ricerche.
L'equazione:

o+ 10y + e+ sz .. . -ty =0 (15)

rappresenta un 8,.,. Se i coefficienti & i supponinmo funziont di
dne parametri = e B I'equazione (15) viene a rappresentare una doppia
infinita di S,, e se daremo ai paramefri «, 3 due corvispondenti ac-
erescimenti infinitesimi da, d3 verremo a defterminare un 8-, vicl-
nissimo all’S,_; rappresentato dall’'equazione (15). Supposto che in

generale si abba: i
oy =t (z, B) (16)

i =1, (a4 dz, § -+ d3) (17)

'equazione dell’S'.., vicinissimo sopra accennato, viene allora ad
ESIEre

e clie s1 ponga:

iy + (110 —1_ i3l + i3y + “aw + (ydy = (). [IH}

Se ora supponiamo soddisfakte le condizioni per cui alie funzioni (16)
¢ applicabile la formola del Taylor e si abbia quindi:

it, —a; 3 ™ dx -} Y d3 s (19)

dove & rappresentn un infinitesimo di secondo ordine almeno, l'equa-

. ; : . : »
zione (18) pud scriversi:
J}ﬁu nﬂ'] Dy, ;
ﬂu+ ﬂl.l'l—i—...‘{_ﬂumu jl D I N IE["‘---"_ Dt I"] da +
- Nty Nt o, - .
W, b b2 =0 @
b [+ et gt a3 (20
avendo perd trascurato gli iufinitesimi d’ordine superiore al primo.
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Volendo ora eonsiderare 1" intersezione dell”iperpiano {15) con
Piperpiano (13) si potra sostitnire a quest ultina equunzione I'altra
data dalla (20): oppure cousiderare Pequazione (15) ussieme ad nna
combinnzione lineare della (15) stessa. colla (20). In ultima analisi
st pud determinare inteuzione dei dne iperpiant individpati dalle
equazioni (15) e (18) mediante il sistemn di equizion|:

!Tu + [I],J.ll + ':TE'-PE_‘}— B e o + {f"-'-[.-lu —_— I-.-.]

-hr'."" i'l”h ﬂ”"
T _:-- - T W OE B i 1 g
x| Ay i T Dz g B =1 [ [21)
| 2. . da, Ya, | ,
25— F}rj —l_ h" ;Ft_f_.--_l_ rjjj .I'|| {fﬁ—“

La forma della seconda sqnazione di quesfo sistema porta eviden-
temente a concludere che gualungue sinno 1 valeri delle due quan-
Lita infinitesime dz, d3 e qualungue sin il valore verso cui tende 1l

5 . : _ : T :
rapporto :f,,; 1 due iperpiani ad (n — 1)-dimensioni rappresentobi

singolarmente dalle due equazioni del sisleniu siesso VENngono a pas-
save per I'S._; Intersezione dei tre iperpiani rappresentali dalle tre
equazioni del sistema seguente:

ffu_“f— € ry ““ HoXs —I‘ .. + auay, =

Fj"?n. F}”'I ;]r'f‘u F:”IT“
. = . - ow e 'I — {'
O k3 o - dx 3 2 T 0% & (22)
-f_'}rfm. ;}ffI f\,‘lTu f}lrlf"
— b -1 ,.‘ 2 - h e ‘|:[}
fll:ﬁ F f?lﬁ 1 ﬂl.j T2 T Dlj b

In altri termind tutti gli ipevpiani 8, infinitamente vicini al-
IS, 1 rappresentato dall'equazione (15) vengono a passare tutii per
un B, z situato sn guell’S,_,. Ora siccome leqnuzione (15) rappre-
senta, come gia si & fatfo notare wna doppia infinitiy di Si-1, cosl sl
avrei anche una doppia infinitd di S, 5 che diremo inviluppo degli
iperspuzi dati dall’equazione (15). Qnando pero guesta doppia iufinita
di S, 5 si voglia considerare come laogo di punti allora si viene ad
originare mnn ipersnperticie inviluppo di iperpiani c¢he indicheremo
con ly_a; e guesta specinie tpersuperficie ad n — 1 dimensioni gude della
particolare proprietd vhe [ iperpiano ad essa tangente in un punto @
tangente lungo tulti 2 pundi di un S,_,.

B infatki faeile dimostrare con procedimento anmalogo a quello
tenuto nella mia nota * Sopra alenne ipersuperficie rigate ottennte
emne inviluppo di iperpiani , (%) che Pinviluppo I, ; ¢ tangente al-

—

(') 1ilh sitatn. vedi fascicolo 111 del marze 1914 di quealo Veviodics i Molemiolica.
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I’ iperplano rappresentato dall’eguazione (15) m ogni punio che con
esso ha 4 eomuue,

Volendo I'egnazione parametrica dell'inviluppeo I,-, basta ricavare
s valori di wyrery dal yistema (22), cosicchi queste quanfiia diventano
funzioni lineari delle restant incognite 2, 3.0 T ed 1 coeflicient
di queste funzion lineari che indicheremo con b risultevebbero fun-

zioni dei due parametri o« e 3.
S5 otberrit dungue il segnente sishema:

i

j i L]

oF 3 = E)I:'I-r! + bﬂi-r:p_f_ .- on _‘_ b'll 211y T E’I.I ” F'
dg — L7y T Calp 'I_ . n o _!_ Cr=ad'n 1T~ En-=2 i ‘ 8
Jg == fl-ﬁ —1= [l = s “r fn-- sl'n + fiu—2a | (23) 'al!*'
- 4 |

Ay =— 1 s il
---- ﬁ.l =

£ |

Ty = iy '--;'ﬁ
:'[E

il —— |
L

¢he rappresenterd la Lia.
Dopo quanto si & deflo e ovidente clie veni eurva appartenente ad

un S, s che costituisce ‘E’ipersuperﬁcie, 5 una linea di envvatura,
percheé le normali lungo guestn linea formano un gilindre cio2 una
sviluppabile. La ipersuperficie I, deve dungne considerarsi come
avente in ogni punto mfinity (v — 3)-ruggi principah d: curvatura
mentre due restano finiti. Essa & dunque deformabile.

Le usuali sviluppabih inviluppo di una semplice infinita di S
vengono ad essere costibniie da »! 8,_« ed hanno in ogni punto ge-
nerico # — 2 raggi prineipali di curvatura infiniti, mentre uno selo
vesta finito. ed nnch’esse sono deformabil.

Infine possiamo formnlare 1l teorema di Beez nel modo seguente:

Le ipersuperficie degle sprizi n-dimensioni sono indeformabeli, i
Punico caso i eccezione St present per gli mviluppt Ly, pev le srie '
Luppabili e per gli iperpiani.

-
- T T [ g 2
by 1 (=
e T AT L e ey '
- — = e T
S e (el P e e T L

1 =
IR —

lill=—
-ﬁ_—'..i"'—l_—.
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e

o

Kzio BEGGL

R e AT T
= .

- —

—l—-l.:'_'.-_-f':"-

S ALCUNE FORMOLE DI ANALISI COMBINATOREA
i

= i

- "
= ¥rr=-ta "“_-_—=-=—rl]:;’.q_‘_.'-'f.

1* Prendiamo la formolaal) del proi. N. Traverso (Periodico di

Matematica, n. XN1X, p. 93) 'L:?

il
\ . —+ 1 AP -—J| "!—!?. H ‘il‘
a(?)+ia to (2] ) +let+2 P+t (k|7 g = i

i [PTE ) e 2)) e G1IE) e () @ |
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Cambiando in qnesta « in « + b a+2b,...0 L1 COrTIS)in-
dentﬁrnvuiep m g1, P+2c. 2Lk @i in i1, i-8, i

tadt moltiplicando le reluzioni ottenute per b e la (1) per o, 81 hannp
le /1 relazioni

. U L 9 15

uﬁ(f)_l'.{q-}—l’;],; (f_j’:ll_)__'-(q--f—ﬂmw{};‘}'_ S rr|ij:£_]_—=
gy (o1 of P =1y p-1
= (L) a [ b ) — (¢ (—-I) — b (f g ]) — th f P |

. : —'~1ﬂ ‘—l-f rp— k&
wtb(t |+ a2y (¢ ] I o=kt b (P R)

| =l L r ‘[L.___
;=m+¢m#pTA'{)rnimaF:]) g

: s @2
A1 i .-_qﬁ[aiw;’—i—-l =4 ;)

(@ —-2b) b (i}ii) = (a4 Ib) b (p‘f_ "I,";rl] -

| R

——{ﬂ*l—ﬂ'fi)ﬁ(* Pk )———{F (p-{—ff—_' I)%b“ (p—-;-i—l)

E-‘—[I—J?L"—'I

e sommandole

a* (f} + (a+ b (fi‘ll} + (6 -} 2b)° (‘f’if) L

| )
e (L k) (’;ij) = tat iy (P =

-HW&EIL“MW+MWi1L;”*ﬁ”?T”—wﬁ+&h-

supponendo

Si=(a+ b) (p;r_l)—]—(ﬂ-{—ﬂb) (P+E] 1

o Y ? Fj_fl_}ll
i i_l_- T eesTT f-f".L‘jlb.l (E—IL}E'—*I)‘
qmFH%)JFHﬁ)L J_f+b+w__
L AR T 1) T b h—1)
L ’p+ﬁf'{—ﬂ)_(p—!—:3).
__'(a'—'r—ﬂ:——l ¢ — 1

A causa della formola (1) si ha anche

: - k41 -1 L Jred- ] p+2
e = (¢t - /:b) (:Hj!,_i_' ]}—-{fl—f—ﬁ'_} (f]__ 1) — 0 {:J___f __ ‘) =4} (fJ_’:J)‘
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per congeguenza

(t (?)—[—{n-}—bf(

=[ﬂ+kbj‘( k-

: "
+ ab (i’f 1) —plaFa8[F T

i EF(‘JJV}"JH)__&: (15:+-3

S

= (a 1 kD)’ {p "H;" 1) o

s

o (P T e (e T - (2
Fot) -t e
# guesta la prima delle formole che volevamo ottenere.
In particolare se b=1 &:
¢ ()@t E )+ et () =
P et (L + D) 4
+HEE) e (2 +ealf D)+ () (D) @

F

¥ s a=b==1,

(5)+2 (L) +orw o ()= ror|

ki
s pfHY L PR pH - (2 )4 B
A A T gy S AYRE
e R e I s R R
{
!

P+Ffdy_

:):: ;) 4 ... (e ADY (‘:J__l]__i) =
a’ (j i 1) —b(a 4+ kb) (f __'Z_Ii] e

)

p — 1

i+b—1

p11

P el

. (P RT2
)+5L+k—4

;:b(n+z-b}(5‘+""+1]+ ) (p+ k-1

)+bm+m&—4)—

L+k—-J_+

p+1

p+ i1
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2% Comsiideriamo ora altra formola (2 del prof. N. TraVERSO
(!, e, pag. 99)

#

’ (f) B (f:i)+{“+25"1 (4]_:) Feen (0 kb) (‘?_—HL)

| — 4

Cambiando in questa a in ¢}, q-
denfemente pinp—1, p—2
indi moliiplicando Je relazion|
le k-1 relazioni

20— 4d e COrrispon-
...p——t"ll' T ill f.—' ].1, E_-:...,i-_—'}f,r

otlennto per b o la (3) per a, st hanno

a— ; =
(3 b om0l are () -

-1 — & 1) §IES
::ﬂj(pj )——fﬂfﬂ—l"a{ch(!_fﬂ__]J - b (f"I ‘J——E’H'J [f + )!

ba+b) (f’:i[)+ + b (- i) i?"h*_') =

} — A
_{ﬂ_{_b)b(f—-]_)__-&(”_'LAFJ](:-——fl* 1 ~+ b z'——-E)— b (gﬁ—-k—l '
o [D—2 | p—h41 | ), S A, ;
é(ﬂ—[_ﬂ_{;)(i__ﬂ_):{ﬁ—f—zﬁja( i ‘]-*b(n—f—m (;'—_f;——l)_r
. P“—}:—]"I) P__"r'_’_'])
T (i—-z‘r-l *b“(smﬂ—l '

& sommandple

%

a’ (f') +(atop(P IJ oot o k7 (P ""] =

b= ny
- g(pTl)__[”_H.b}sL_F:il)+”;,('i“ji)—!,(n—r—;-m(f:ii—]])-F
<+ [m+ 5) [;E 1,] + (a = 4y (f:i) LR Ul ) (J] :?-H”'L
L [ (s'i_') % 6ok (f::::] j -
= {70 )t (28 P et s () +
+b a8 (P) 0t i R s =) |+
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e of 2F )_., o (P—A'Jrl p+h+2y . p—,ur1)
(| ss;}( 1 | 2UatD) t_._f{_l) (a—.:—1) -

e (PT Y +a (P ) + 8t b (P“”) +2(P T @)

E guesta la 2% formola che volevamo oltenere.
in particolare se poniamo a=>b=1, si ha

G Y Y BRI

Lo i — | ik
R
AT PG T A AT A S

3%, Considerinmo ora la formola (3) del prof. N. Travenso
{l. e, pag. 100)

o (B)+ @48 P77+ tat ) (F77) 4. @48 (*7") =

—a(?T7) — (e ) (f;ﬂﬂ(‘:}lé)—b(p ok 1).

¥

Moltiplicande questa per a, poi cambiando @ in a5, a =24, . ..
(n + kb) e corrigpondentemenie pin p—1, p—2,...p — 4, indi mol-
tiplicando le relnzioni ottenunfe per b, s1 haimo le £+ 1 relazioni

"'|

tf"'(?)—{ﬂ:[’ﬂ-—l—b}( )—I—u(u—i—dh}( )—r— ta(a -+ Abu( )

== (T__}_I_i) a{u—|—ﬁ.b‘l( +1)+ Lpii)»rfb [p:j_ii—l)

b{f;q-a‘;(pjl)-+-bca+t3am(p_."')+ +b(u—{~£bj( ’!‘):

_g,;ﬂ+5)( _’_1)—b(n+;u)( _[41-)4_( ( | 2) L (ﬂs_‘;;_]J

;,(f; 'f'. ﬁ-f;} [ ;_ ) .:b.{{‘.['—!—;’.-{;.( +;"1) _b{ﬂ'—"ﬁb)( __!1) =

i iy B |
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¢ sommandole

“ﬂ(?)“" o ("7 a2 )3(p?2)+...+(n+a-b)ﬂ(pi‘k)=1
=g (f:l—’—l)__fﬂ+;'b (_F'D_ﬁg,{”_k;t.b} ('P'—ﬁ:_—f—l)_;_

¢ 2
+ ab (f’j_‘,,) +b[(u+m ( —H) ERRREl G 2 ) { ;;?1”4"

+ (2 PTEHY] =

" i

PERIODICO DI MATEMATICA,

=—(a-ab) (1) —batany (¢ Tijl) ffi}H (‘"ﬁ) +
+o|@+n(25) ~ @b WS o () —s Y] +
ol E -0 )=
=l () —2ntatan (7 ) () o b

D+l Tyt 1Y),

che & Ia 3* formola.
In partieolare se g = — 1,

F)+2l7) 4274 raray 27H =
==t -t n T F )~ prEEY

LD 5
~(FLs )+ )+ 2 (P )+ Piyd

4%, Consideriamo finalmente la formola (4) del prof. N.
(i ¢., pag. 101)

r:(_i)J,—(n—Fb}(p;F])—[—... L (a- A-b;(""f"‘):
=6+ ("L T —a( 2 )P TIFYctY,

Da questa, come precedentemente. s ricavano le altre
1 . __A.
ﬂu(z-])_[‘ﬂ(ﬂ-—l’r')(j};‘l_ )_Jr'”.—FﬁIh'—r’.'b} [‘J )=

=ala+a) ) - (2 ) f’“‘iT]J+nhF—’+-‘)

TrAVERSO

—.-I pat




| J,f
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-------
lllllllll
a
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__f.ll'l{. ;|__|_{I_ ]—|—f [p P ).

e sommandole Lis)

rff(f)-L{n-i—ﬁj“(p+ .. _|_ff1—]~be[ : J: 1,

p+£4—1)_ —|—J—|—1)_{_

= Ab}ﬂ{ i+ 1
+nb{§+;) — \Iﬂ—kf:) G L3 +oot s+ r) +1)] 4

i.:: b )—b(u—]—ln (

_I
=
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2 1
_‘_
+
£®
+ >
9 -
|
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e
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ultima delle formole che volevamo dimostrarve.
In particolare, se a=0=1, sl ha

(P\_}_Ee(p__]"p%_ L (1A (P“I‘ J-—'U—Jf“") lp_f I]‘l] :
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MASSIMI E MINIMI €OL METODO i GRILLET

Uredo rinssumere qui nel Feriodico quanto risulta, o si pub im-
mediatamente dedwrre, du aleune note da me pnbblicate lo scorso
anno nel Supplemento. (V)

Per la riceren col metodo g FILLET, cloé medianfe i moltiplica-
tore mudelernrnadi, dei massimi e mitimt di una funzione razionale
itera f(x) scomposta in fattori di 1” grada, si riehiede:

Il definive 1 massimi e minini relativé, giacehe sono appunto questi
che s ottengono:

L) far notare che se nna funzione di 19 grado ax -5 b positiva
per &=z, lo sarit pure in un intervallo (o — &, y,+ 2), essendo 3
abbastanza piccolo.

Ora, le eondizioni 1), 1I) non sono Spesso oszervate da coloro che
splegano, sin pure attraverso qualelie esempio, il metodo sopradetto. {*)

Inoltre, & eonveniente

[T} assumere bunti moltiplieutor] quanti sono i fattori di 1° erado
(e uon uno di menw, come di solito), per evitare ehe visulli una Somma
negaliva, e percid si abhin qualehe complienzione nelle deduzioni, a
danno della semplicith ¢ nniformira del procedimento,

Io ho fafto vedere che con questo mefodo applicato ad una fun-
zione razionale intera f(z) Scomposta in fabtfori lineari, e opportu-
namenke completato con la considerazione ulteriore delle potenze dei
tattory lineari, si OLLERgOND TUTTI | mussimi e nanini (relativi) della
funzione, quali sono dati Jdal Coleolo infinitesimale,

Nell'applieazione praiica del metods snddetto si hanno le seguentl
conclusioni.

Nel limiti della risoluzione delle equazioni di 2° grado si otien-
gono tullz 1 massimi e minini per le seguenti funzioni-

A) fanzioni scomposte in futtori 4 1° grado, e non contenenti pii
di tre fattori differenti- per esempio, le funzioni

(r=4-1) (r—1) (2 —a), (o= I fr—1)% {r— 3.

di eni la prima he un MASSIMO e an minimo, e la secondu ha 4 tra
massimi ¢ minimi. (ei quadi due derivano dalle potenze d'esponente

pari (z--1)° (2 — 3)":

(') Anuo X1V, fase. 1. I, VI-Vil. (1l wortese lsttore corredga qualele errore di weritbura o
di stampn.)

(%) Cfr,: Fazuam, Compiementi @' Algebvra: Frarrise, Lecioni i Algebra ece., vol. I} Pavua, Sui
wmassimi & minimi delle pun=ioni uigebyichka, in Qnestiosi viguurdunti le Matemutiche slementoari del-
VEwrigres, vol, 11,




PERIODICC DI MATEMATICA, k)

B) funzioni di 3¢ grado «a® = ke’ + e -} ¢, anche non scomposte
i fabteri di 1% purche si abbia * —2aec = 0;(') esempio, le

a2— 3 L 2p—5, 2 =br -+ Ir—8.

Valendosi poi della risoluzione Jdelle equazioni di 3° e 4" grado. s1
potranno oftenere col metodo snddelto ik 1 miassind e minimi pex
() Tunzieni scomposte in [atter di 1° geado, & non contenenti piil
di cinque tabtori diversi: eseniplo
(30— [ (24 1) . (e — 2% (B — 1) (r — 3)".

Nou ponendo infine alcun limite alla riselubilita delle 2O IAZI0T]
di gqualunque gradv. le eni radici reali si potranno culcolare con pro-
ecdimenti d'npprossimazione, =i oilerranno col metodo svopradetto
tutfl 1 massimi e minuni pev

D) funzioni razionali iutere di gnalsivoglia grado scomposte m
tattori linean,

Ho fatlo vedere ancore che il metodo suddetto si puo applicare per
i ricerca di massimi e minimi di fanzioni ¥ () che siano prodotts di
espressioni lineari di una funzione ecnbinun gualungue u (), di eni si
conoseono 1 massiml e minimi e gli infervalll m cwr & crescente e
decrescente (¢ ho olienuto una " regola , che bo poi zenernlizzato nel
Periodico () per le funzioni di funzione): esempio, la iunzione

F(r)==senr(senxr —1) (sen z —12),

pev la guale nell'intervallo (0,2=) si trovano due massimi e due
minimi tra loro alternadi.

Appare alungue la zrande potenzinlith del metodo i GriLuer
dei moltiplicatori. il guale inoltre, come ¢ noto. ammette eglension

alle tunzioni di pint variabill
1. MAUCAFERRL

DI DUE PROTRIETA CARATTERISTICHE PER SUPERFICIE ELICOIDALI

Noéa i Marnto 'tert (%)

I (onsidernndo il sistema di tntte le eliche civeolmi ¢he hanno
a comune il verse, V'usse ed i1® passo, si osserva che per an punto
proprio quilnngue dello spazio nme passa sempre nna ol una sola;

I puests & appunio la comilizione pav I'esiatdnzs dolle eadicl tenli della prima denvata
£100) = Boe* L Gy ¢, mpeondo | procediment: del Ualedio difMereny ala,

%1 Anne XXVIIL fase. V.

i1 neste javoro del rimpianto malumalicze venne pubblicato in opnacole a parte (Luveas Tip.
(iiusti 130, eppery raggiunse SCavsh notorieth, gin o divenute una rariki Libliografica & sgmyra
destinato a scomparire Jalla lefteralurs malbmativa, vira sicepme 1 risuliati (¥i esposti toceano
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ed & anche faejle y vedersi, come quel punto ed il piane nurmale
ali’eliea itn esso s corrispondano in un sistema unllo ordinario. In-
vero, se p indica lu distanza del punto stesso dall’asse dell'elien, vale
a dire il raggio dj questa, e 6 & I'inelinazione defia medesima spl-

—
—

I'asse, sarj sempre fangh— Sty dove A rappresenti i| passo comune

%

=

" . ' i i ik g " " =
a tutte le eliche de) sistema. Dipot essendo § — 5 —h I'inelinazione
E - - ] ' = }‘- i
del piano normale all elica sull'asse (i questa tang ' — - — . Sara an-
- il

=
— -y

cora ptﬂngﬁ':%: cioe che dimostra appunto l'asserto. La stossa
propriefa si potra anche enunciare dicendo che se un'eliog raria eon-
servando i verso, Passe e i pusso, le sue o* rovmali generaino un
complesso linewre di raggi — (; ginsa che ogni retta, la quale in-
contrt normalmente un'elicn di cosiffatto sisfema, ne tagliera nor-
malmenie w!s epe. (')

Ora una superficie elicoidale o i liogo di ! eliche aven( A Co-
mune il verso, I'asse ed i passo: per la qualeosa & chiaro. clip 1o o 2
normals di una elicoids gquatungue stanno SEMmpre in un complegso lineaye.

Una proprieta siffatts non appartiene a nessun’alfra superficie,
Invero sia 8 una superficie, ({1 eguazione Z2=2(x, y), e le sue nor-
mali giaceiano in un complesso lineare I Cpme coordinate dejla
normale aid S nel punto (z. ». 2 =1 poleanno ASSUmere | aumeri

E:m:ﬂ:L:M:X:p:g:——l Y+ g

T — P2 py— qa,

¥ e g essendo le derivate parziali della funzione = (. ¥): e senza
scapito di generalith < potra auche sipporre, che T' abbia per gsse
(prinnipﬂle] |'asse delle 7 0, 8e Passe 4if 1" & 1Nproprin, che esso sia
la giacitura del piane wy: onde Feqqunzione di I' sura, denoiando con
( . ;

- kuna costaote arbibraria:

Un—eN =1,

Pertando 14 condizion: impusta alla S verri g traduorsi nell'eqna-
zione differenziale-
—Ue(py —qge)=0,
0s8ia
Py — gr=1F,

un'ampia ed importapie classe di superfigie 2 aicreme ai riferiscono o ARestion: di eul, cornteni-
Paraneamente a) ¥ieni, ai oevitparone altyi da difecent punti di wista {v. 1. SLUOTRA, [‘eber
Hrimmnnwg Indicatricey d-v Heltdvite: Sitzungsber, der AKad, m Wien, 1, 1) L3452 11 Abri.
B FO9-811 cosi una viskampa di essp sembra ntils alle scienze o plovevole alla memoria dj un
AtTito investizators Ltoppo presto vapilu alla pairin, [Sota di G, Loxiald

I Tule proprietiv si pui anclie far diennderes da up hotissimo togrema di M. Cvasies snllo
spostamenle inlinitesimo d'm vorpo vigido: Y. Ajlercu histarige ate., seronda edivigne, PRg, ild,
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e guesta mediante integrazione s1 trova essere equivalenfe all'alira:

q

2 =fF (2 -+ y°)5 Fare lang j,
che B Vequazione cartesiana di tutle le superficie elicoidal deseritte
con passo 2nk intormo all'asse delle 2. — Per =10 1a 5 & una su-
perficie otonda e il eomplesso [' o speciale ; per k== la S g una
superficie cilindrica e T il sistema delle retie parvallele a un piano
fiszo. Resta dunaue provato, che dnlie elicoidi in fuord non s danno
allre superficie appurtenenti per e wnrmali ad wn complesso lineare. (')

2. La propriela sudietba civea le normali di un’elicoide gualungne
puo volgerst ad nnlh applicazivvi nel eamipo della Geometria deserit-
tiva. Cosi p. e. o voler costriive | piedi delle normali abbassate da
an punto qualungne O sopra un'elicoide 8 (come sarebbaro 1 puni
21 massina illuminazione della superficie rigpetio ad un lume posto
in O) basterd trovare il plano poiare di O rispetio a I': indi, ope-
rando nella sezione di questo pinno sulla superticle, determinare 1
piedi delle normali condotle & questa cnrvi da O,

L costruzione del piano polare di O vispetto a T' polra farsi ad
es. come segne. Dal punto O s1 abbass: la perpendicolare o sull asse
delVelicoide S: pol, seelfa o piacere una rebta i che tagli normal-
mente una qualungque delle eliche i S ¢ non ne incontri l'asse si
determini il puntv comune a guest'asse ed al piano Of, e 1n detio
punto & innalzi il piano che e perpendicolare all'asse medesime: al-
fora Ja tracein H di questo piano sulla reita h sara 11 polo del
piano Of, e per conseguenza il piano oH sari il piauo polare di U, (%)

Dalla considerazione di nn piano, il quale contenga due normali
inlinitamente prossime della superficie S, si deduce immediatamente
cho se B 2 un punto di wi elicoide non degenere, 2 due prant condoiti
per [u normale in 15 olla superficie ¢ per le due tangenti priancipali
wscenti da W hanno per poli rispefto a T' I due centri principali i
curvatura della superficie stessa nel punto K. Cro permetie di risol-
vere coi mezzi ordinari della Geomelria deserittiva 1l seguente:

PronLeMA. — “ In nn punto 1 dato a piacere sopra una elicoide
rigata S « voglion costruire 1 due ragei (i enrvatura prineipaln

Ge S & nn'elicoide rigata d'arew minima, le due tangent: prinel-
pali in I savanno due rette inclinate di 45° sulla generatrice di S
che pnsse per K. B se b ¢ un'elicoide vigata qualsivoglia, le tangent
principnli surunmo i dne vagg contuzali ortogonali dell’ involuzione,
in cui un rageio doppio & la gefleratrice che passa per ke due raggl
conjugnti sono lu Langente in 1 all'elica di S che passa per (uesto
punto e la projezione ortoconale delln rebin condotta da 14 parallela-

(M 1 gui nasee (se 81 pensa che une lines + sempre il e di nna superlivio ernaiz) che anche
Petien cirvolire sialssiingi= da ogni alizn Linea per arere Lutle T wie npvaneli dn wn copplessy inemnys.
("1 V. p. o5 Bive Die Gewaetvie der Liiwe. snconde edizmwne, parte 25 pag. -
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mente all’usse dell'slicoide sopra il piano tangente in E.(*) Ma una
volta brovate le die tangenti principali si sanno anche costrune j
due centri principali di curvatura, eome sopra 81 8 detbo; poiche basta
& tal nopo cereare il polo di ogouno dei due p1anl contenenti lg
normale E alla superficie ed una deile due tangenti prineipali.

Lo stesso problema si pobra anche risolvere sopia un’elicoide
qualungue S, allorehs Per es. sia nota lu tangenty i nel punto E alla
linea isofota che passa per esso, nella ipolesi che Ia superficie ahbia
fuce da una direzione arbifraria, che non siy quella dell'asse di .
Invero, se i, i sono 1sp.© In tangente in B all’ isofotn - gquistione
8 la projeziope ortogonale del raggio luminoso che pitssa per E sul
piano tangente in questo punto, e se ¢, ¢ sono come dianzi la tan-
gente all'elica e I projezione della parallela all’asse condotia per E,
savanuo § ed 7, ¢ od o coppie di tangzenti coniugate; (*) e quingdi j
raggl orfogonali rell’involuzione da esae individuata saranno le tan-
gentl principal,

3. Tra le w? retie seganti ortogonalmente le eliche adr un'elicoide
qualangae S sono comprese le co® tangenti alle trajettorie ortogonali
delle eliche di S: ond'® che 2 tragetiorie ortogonali delle eliche i una
vlicoide qualunque appartengono per le tangenti ad nun medesino com-
plesso lineare. Reciprocamente i dimostra ehe ogni linea sghemba v,
la quale apparienga per le tangenti ad un complesso lineave ' giace
sempre in una delerininaia superficie elicoidale S, sulla quals essa é trajel-
toria ortogonale delle eliche. Sia infatti 2 'asse e i parametro di T,
Il piano osculatore a Y in un suo punto gualmmque B sara il piano
polare di K rispetto a T, e passera in conseguenza per In normale
abbassata da E su z. Ora se ¢ © la lunghezza di questa perpendi-
colare e O linclinazione di detbo piano sull'asse Z, sara per Lnttl i
ponfl della curva ptang @ = k; per Ia qual cosa, se in ogni punto B
di v s’innalzi la perpendicolare gl relativo piano osenlatore e sj rap-
presenti con O I'angolo di Questa normale con I'usse snpri tucora
peotang &' =24; e per conseguenza futte le anzidette noprmal; toe-
cheranno nei singoll punti di v altretiante eliche aventi PEr coimune
asse la retla z e per comun passo l'intervally L = 25k, Na altro é
da aggiungere a prova di eidb clie & detto, se non gle mponendo ulla
curva ¥ un movimento elicordale i paramebro A intorno all’nsse 2
e secondo la direzione di nnn qualungue di dette norméli, si verry
necessariamente a descrivere nn'elicoide S, su eui Je suceessive po-
stziomi di v saranmo trajuttorie ortogonali del)e eliche.

Anche 'anzidet fn propriela & carabteristiog Per (uesto genere di
superficie, o, in altri termini- e superficie, la quale Contenga un si-

() V. un mio articoio: " Intorna alle snperficia elivoidni{ | ne) Giornule delfa Societh i Let-
fure mcientifiche di Genova, 1887,

(*) V. una mia nota- “Sopra le linee uniformemente iNuminate d4i gpa superficle qualunguoe
nogli Ai dell'dccademiia delie Scienze di Toring, 1h02,
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stema di o' geodetiche sghemnbe appartenenti per le tangenti ad un mne-
desimo complesso linenre, & necessariamente una elicowde, 4 ci quelle
geadetiche sono le trajeitorie ortogonali delle eliche.

Invero, per 1n notissimo teorema sulle congruenze di raggi, le 0"
tangenti di quelle geodetiche saranno trajettorie oriogonali di ot
superficie S° evoleenti della data superficie S rigpetto al dato sistemu
di zeodetiche; e queste nnove superficie per cib che precede (n. 1)
sarnmno elicoidi parallele: di piti le geodetiche in parola sopra S cor-
rispondernnno ad uno dei due sislenn di linee di enrvatura sopra 3.
D’altra parte & pur noto che 'evoluta di un’elicoude rigpetio alle linee
di curvatnra di uno stesso sistema & ancora un'cliceide, sn eul e
trajsttorie ertogonali delle eliche sono hnagin di quelle linee di cur-
vutura (*); inonde ecc., ece.

Lucea, agosto 1393

L —

PROBILJIENMTG

oo b a2 g — Vel rlt:n'. Ia”'

115. 1l luogo del punto dincontro di due tangenti ortogonall alia
eurva antipodnria dell’ellisse rispetto al suo centro @ una guartiea
In cui area & doppin di guella dell’ellisse,

116. Kssendo >, Q le proiezioni di un punte A di niellisse sugll
ssai della medesima, ¢ B. C i punti & incontro della retta I'Q con
Vellisse, il luogo del baricentro del friangolo ABC & una curva nni-
cursale, 1o cni area & egnale ad Yy di gquella dell’ellisse, e Il peri-
metro deili sua evoluia ¢ equivalente al perimetro dell'svoluti del-
Fellisse.

117. La enrva liozo delle protezioni di un punto M dun’ellisse

sulla tangente nal punto opposto M' ha per area

: _ 0—bY
U = nab -+ Lxab (aﬂ) ,

e la sua evoluta ha per lungliezza tofale

W2a* — By 4(2h* — tf}_g _

— aldat— 6% T b(4b* —Ha®)

(1) Biasxcur, - Sulle guperiici appleabili . nagl Annudl defin Seeotu Normads i Pisg, 1HTE,

pog. 40
\%) In massima non pubbli:heremo fe risolizion; di fuzsti problemi favoritici dal Comandante
Bamieren. mia aceatteramo volentier le osservazioni @ generallzzazioni che i nestri lsttord vorvanno

imviaren
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I18. Date due eliissi concentriche e con ali assi disposti swulle
stesse vebte, caleolare "uren della curva luogo dei punti medi delle
corde dell'una tangenti all'altra.

[19. Dati un panto A ad nna retin » lissa, sia I’ un punto mo-
bile di », e sulla AP si prende un punto M tale che

AM=- ADP® = costunte.

11 luogo (i M & noa quartien, della quale si domanda 'area,

120. Se in un triangolo ABC In hase BC i fissa ed o A =20 il
Inogo di A & una trisettrice di Mace Laurin. Rssendo AL B 1 piedi
delle altezze di questo triangolo si trovino:

L) le curve inviluppi delln wetta B, (7A% A B

2) 1 Juoghi dei pnuti medi dei Iati Jde! trianeslo A'B(”;

3) il luogo dell’ortocentro del triangolo ABC
e sl calcolino le avee (1 tuthe gueste curve.

[21. Essendo O il centro di un eireolo. A un punto fisso di esso
ed M nn punte mobile sn i esso, trovare in coordinute polar equa-
zloue del lnogo dal punto di Gergonne el triangolo OADM e der lnoghi
dei tre punti assoeiati ol punto stesso.

Caleolare area i gueste curve.

122, Hssendo F un fuoeo d'nn’ellisse. M un punto variabile sy di
essa ed » la perpendicolare ad MF nel suo punto medio. =i dimostri
ebe lu vetta » tocea il suo inviluppo nel punto in cui essa & incon-
trata dalla normsle in M alla ellisse: e che l'ares dell inviluppo sud-

v T s
detio e 5 (36° — a™),

123. Trovare I'ares della curva, le vni egquazion] parameiriche sono

A sen g+ Beos

Aseno —Beosg
W sen® T 4 0% cus®

a“sen“z — H*cos”

N ==

a ==

dove A, B, A', B, «, b sono delle costanti, Si consitderi parficolar-
mente 11 caso

—

1’1 13
A B

|~ Lrova

e I,rr!':—l— 4"{"]

-—'E”Jbz-— [.‘u“ e ]IJI ?_; .

124, Dimostrare che gli intecrali
|

il ™y T} | ik
f B 3 " irmisbod
. - 9 foF ek 0 pm w AL
o (@ sen”z — ¥ cos®e): o (07 sen” @ - 6% cus® )

sono funzioni dell” integrale ellittivo

8, o
I_I - Y II. Al -i ]
f 11’!"1‘!5!:‘7]-'.:"'_ L-{‘L'E_:.Ff'.:.
I, 4 - 3
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125. Dimosirare che

* (senh 4 cosH— ne nizk_}‘j_ i

bl == X% cos ) (1 Aseniy
- g I aenhcﬁah[ Y osenh) rmU"ﬁ— }lﬂq_’.HJ laeuH — COsH — Acos2h] 0
aiate I (l — 4, CDs ” {l s = JosEn H}a

T= l;.; —= 23." —-_—1:] _

- Ll=3%" [K=2F

126, (‘nleclnre inteurale

B 1| 1\ nih I'l ” - ]{" i l"'l'n+ “
’ e - TR
" o sen® -+ b eus’ 1)

"

127. 1Himostrare che

—r

"-1 sen- iy | I 2 SEN” {'m il e W e
o ::' —— Q08 . ' l i Dq A o “:" fi E-I: -] 1:
— = _‘. __*Jl -.'li_

128. Dimostrare la velazione

2 | e 2 a“bdly
f (¢t cos®h — &° gen” ) th = S ——— Ny
(i iy ':‘I"] c0s” H e ii.ni E = H_}
sonza caleolare 1 due integrall.
129, Dimosirare che
"’ . (1" pos*h — £° “:t*ll“ [I';'E ; =(a™ -+ &7
=— . - — [N ==
Sy weostli- s 150y (et eos b <enh) 208 b* e = by
130. Dimosirare clie
: * (g sen® .o+ hoost )
= ==
b to 0 sen” X 1 b cos® x)
| I- fﬁ,'il 11 ? u—a"unl-q € .
T = i T L
a — b Je vl sen”x - - LFros ) Jo o

131. Indicando con M un punto gualmgue di una pavabolt di ver-
fice O, con U il corvigpontlentegeentro di curvatur, vou M il piede
delln. ferza. normale alln corva. ascente da U, dimosira che:

" i1 centro deb civenlo cireoscritto al trianeolo MOM appariiene

nlh IEHH RV
L lnowh del circameentvo e del I'ortocentro del tr: anygolo MNMODM

~m:1n rhw evolule (i parabola:
v 41 eireolo eircosuritto 1l triangoly VEOM iuviluppa una guartica.

T

g

By o e e e—
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132, 11 iriangola ABC & inseritto in un circolo ed ha il vertice A
fisso e il late BQ 4 langhezza costante. Si dinostri che i liogo del
Suv orfocentro & un cireolp.

133. Essendo AR( triangolo d'nrea massima iseritto in un’el-
lisse, H il suo ovtocentro, D il piede dells quarta normale all’ellissa
condotta da H (gli altri tre song A, B, ) dimostrare che-

1° Ia retta AD & normale ad una ellisse fs=sa;

2"t eircoli osenlutor] in A, B, C s incontrano el punto I sim-
metrico i1 D rispette a) ceniro dell’ellisse:

Sl lnwgo di H & una ellisse-

+ se P, Q sono j punti d”incontro degli assi con la normale con-
siderata, H divide per metbd il segmento PQ).

Dedurve la segnente proprieta: La normale in un punto M d'una
elltsse incontra gll assi nei ponti I3, S, e T, T,V sono i piedi delle
altre tre normali condotte all’ellisse dal punto medio T g segmento RS.
Se 2 & 'anomalja eceentrica di M, quelle dj T, T, V sara rispettiva-
mente

ki Pt P 25
3 3 °? 3

134. Se i nomeri b, ¢e...1 verificano la condizione

b4, . + =10,
0SS5
=0,

la somma Nam {dove tappresenta un numero dispari; & multiplo di m,
135. BEssendo dota Ia fanzione

riselvere Fequazione

5 iy d*y
y+2 (F: ] 4 (r’q’.'t;”): U,

[l’n taluolo assai lahorioso dhimostia cle Vequazivne & soldisfatta da

tg.r.:-ijff'l).

.'_|_

136. Le due equazioni
e — ) — (r—a - b= (,
e —b) — (24 a —bF=1,

hanno una sala radiee reale.

I37. Essendo € j] punto medis del segmento AB, trovare s pp-
struive ln curva tuogo Jdei punti talj che sig

MA - MB - MC —
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138. ¥ dato un angolo z0)y ed un punto P. Una retfa variabile
attorno a P inconira gli assi Oz, Oy in A e B. Le tre perpendico-
lari condotte ad Oz, Oy, AB per i punti A, B, P rispettivamente
formano un triangolo. I lwoghi dei vertic di guesto triangolo sono
tre 1perbol.

139, Besendo P, Q, B i piedi delle normali condotte ad un’elbsse
da un punto M della medesima, si eonsideri la conica che posa per
AL P, Q R e per un fuoco P dell'ellisse. Trovare:

1° I’ inviluppo di gquesia conica;

2 31 luogo del suo centro. ) )

. : _ . N b-
140. L ares racchinsa fra la hrenzcurve iperbolica —; — - 1l ed

-

uno dei suoi asintoti & finita ed eguale a 2ab. 11 bavicentro di que-
Tt

st'uren & sull'asse della @ alla distanza [IG=—J: :

141, Trovare il volmmne generato da una sviluppaia di ellisse,

rotando di un intero giro attorno alle sue tangentl di regresso.

(Si trovano i seguenti valori:

¥ = SOEE rota attorno ad
nE — 1'_}:__}”!.1.‘!' S i orng 4 i &
: 32 me®

¥ he == IEUBE:EE! ge rtota attormo ad y) .

[42. Costruire ln curva

(2 (2* 4 %) + 1laz — 6a°) = 12¢" (22 — a) (z* -+ #° + dax — 3a’)

che si compone di due ovall.
(Per y=10 si ha

a (:zr —-—l.i—J (;f.-' - ?.;J (z - 4a) = 0.

—

Per =0 31 ha
¥ (g — 3a%)=10.

Risolnta rispetto ad y* l'equazione della curva diventa,

, (e —2r) (xda) F 3a Y (a — 3x)
Yy = 2 v

e questa faeilita la vostruzione della cur\'n).

E.-N. BARISIEN.

(Continua) ’
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PI1CCOLRK N OT K]

Due nnove serie ehe rappresentano il numerp e, — 1 Dall’egunglinnga
T r* x?° x’
=l=£Tel= 5 = :
T 1 "1 271,373 2 4.4 7T
s1 dedpee
i_,t_l e _1.1‘ _,]..I
=" T - e b
T +I.H+J.H.d'1.ﬁ.d.4'
Prendendo 1e derivate (g diue membri, si ha
Ted — (¢ — 1) e* fr — 1) L 1 ] x 2 i' o
x? x? T 1.247 1 3 g7 (1)
Ponendo == 1, &i la
1 1 i 1 ]
— B st ) e ey 2
187 T a4 7353+ = =)
Derivando di nnove la (1) si ha
le* (r — 1)+ ] 0? — 2 [o% (o — 1)+ 1] 3
— =}
e
1 T xd xd
—_ | e T ___I_‘ P
1 3T Ta T et i3 56
€ quimdi, ponendo 2=l
1 i ] 1
—Z— ) - 3
? 1.3 1, +1.9.a+1.2.:::.=;' (5)
Risnlta danque per ¢ o gviliappo
1 | 1 1
— e N ' .. 4
+1.:—;'1.¢'Lz..-:.li.z.s.ﬂ- &
Confrontando questa serie con 'alira classica
1 1 1
= i 1 | =y 3
'__2+12'1.£J'13i.~1+ ] i
g1 ricava
I 1 I 1
—e e T I 'H
1.8 " Vi T 3 T3 0.4+ &)
1 1 | ] 1
1.2 T2 3T i s 347 ] 7.9.4.5 "

Unesfa eguiaglianza i dimostra anche
serie (B,

divetlamenie SENZA Yicorrere alla
Infatti si ha

1 1
1.9:.3

o~
dewin—1)n  ).2 3

: .Ti_-—_lrl nin 4 2
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a quind
ni'ﬂ 1 pim 1 B
o 1.2 80, le—2)n 1.2, 3. (m—1)n+2
n—=. |3

n:gl.ﬂ.ﬁ...{?l—-ljut—}-g].

Par la (2) si ha

PRI S e

1.2.8.5

¢ quindi la relazione precedente diviane
T

1.2 " 1.2.8 " 1.9.8.4"

1 1 i 1 1
= A R L
(l.4+1.3.5+1.2.3.ﬁ+"') 6= 3

—— . =

che & appunto la (5).

Ossgrvazions. — La serie (3] che da | valore di ¢ ha i snoi termim piu
piccoli dei corrispondenti della serie classiea (4): essa & dungue meno rapida-
mente converzente di questr, © perciv non sembra molto interessante tuttavia,
pare possibile con un processo annlogo a quello indicato o con un altro qualsias)
di trovare 'sspressione di e per mMezzo di una serie pin rapidamente convergente
di quella classica. Setlopongo questa guistione &i lattori del FPeriedico.

2 Feco un altro svilnppo in serie di e,

l.a formola (3) si pud scrivere

ries —2x [etiz— 1) + 1] ] z 2° x?
£ "t.§+1.4+1.g.a+1.z.3.ﬂ+"

g lp?—=2r42) —2 1 x s g
2% ”1E+iﬁ+1.~z.a+1.::.5.&5“""‘

Darivando, si ha

e (x? — 22— 2} - e* (2r — 2)] 2 — 3z [ (2 — 2x 4+ 2) — 2]

"
1 5 rt b
"T.TLJ"T.',%WT.-_J..&"'L;::.«; A
d'onde, ponendo =1, si ricava
1 r T "
_:Z;__iz_____l | B
e —5(e—%) 1.4*’4.:.'1.*3..5'15;74'
BSSin
1 | 1 1
PREY ] pan R N v
b (1 ity 5T 96 T1.2.5:1 - ]
e
" ! 1 1 1 1
r=8— (i 4 3t TaE T TR 4o o)
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3. Confronto deils formole precedeali che danno .

*29"‘]']5"‘1.; 3+1.2].3_i+1 2 ;.4la+1 :e,:-j.l4.a.f}+

“297‘".1% l.ii'f'l_.{*.'PLl.E?z.ﬁf]1.2.;11.4:"" i)

‘= '_311.I'i+1_.]_5+1.:;.6+1—.£5.7’+ i
T '1_3?;_.{. g T 17—3'_:-:?4 T ]

Caleolinmo i termini di ciascuna di quelle fre serie cou S oalevimali a coi ter-

Serie classica Serie (4) Yerie (7)
2 ~ 2,00000 2 —200000 | 1_1 . = 025000
.. = 150000 Y == (),43333 : = 0. 20000
y.g TUe I8 R 1.3 =it
] ] . !
= . g 3 3 — 2::* f ———r—— = U, UNs0:
e 0,16886 = 0,25060 Ty 0,08333
1 1 | - 1
— ) — i == [).D%
1853 —u6 | o % +0000 2 o= =002389
1 1 o |
— i = -_— ET'- ' e | rr..
1.2:8.4,5 — 200653 [ 1.2.3.6 Gyl 1.2 3. 1.3 = 000521
] 1 - . 1
= S = M5O 3 — (i
1.2.3.4.5.6 000139 | 32— = 10,0055 1.2.3.4.5,5 200093
. =2,71804 | = 251705 g — 0,56338
o =0.23168
| e=85— - =271832

il vero valore di » essendo

resilin che con i primi 6 termini di cinscnna delle tre serie, si g -

per la serie clussica
0,00024 i1 meno

per la serie (4)

0,00124 i meno
rev la serie (7)

0L,00004 iy pii.

La serie (7) & dingue pin convergente che la seris ¢lpssica.

FeN., Bagmsies.

GiuLio Lazzerr — Direttorr-ves ponsabile

Finito 41 stampnre 11 15 Linrlio 1914




MONEN

I. — Bariceuntro.

. DerivizioNt. — 1% Hssendo d,, ds. . . o, le distanze di nn punio P
da 2 piam (o refle, o punti) 1! prodetto w.di,d....d, sl cinama
momento di grado n del punto P, affetto dal coefficiente o, rispetto
agli 2 piani (o retbte, o punti).

29 Kssendo d la distanza di un punto P da un piano (o retin, o
punto), il prodotto a.d" si chinma momento di grado n del punto P,
affetio dal coefficiente a, vispetlo al piano (o retfa, o punto).

3% Si ehiama momento di grado n rispetto o n pmani (o retie, o
punti) di un gruppo di punti Py, Pe... P, affefil dai coefficienti a,
(s . ..da. 1o somma algebrica dei momenti di grado n di guesti punii

4%, 1 momenti di primo grado rispetto ad un piano (o ad una retfa
o ad un punto) 81 chiamano moment: siatici.

. 1 momenti di secondo grado rispetto ad un piano (o retta, o
punto) 81 chinmano momenti d'inerzia.

2. TrorEMA. — L'inviluppo dei piaar rispetto ai quall ¢ nullo il mo-
mento stafico i wn sistemra i punii P, affetlt da coefficienti a; ¢ gene-
ralimente un puiio.

Indichiamo eon =, #. 2 le coordinaie cartesiane del punto P ri-
ferite ad un sistema di uss1 qualungue e con n, », w le coordinate
pliickeriane di un piano gualungue = rispetio agli stessi assi.

E noto clie la distanza del punto P; da & &

d==% (nr + vy + wra 1),

dove, indicando con A, p, v gli angoli degi assi, A ={(yz), p=(z2),
v=(xy), €
1; COSv COSp
oS v 1 ens A
cospt ecosk 1

ku — 1
ik Cosvy cosp w
CCUS Y ] COSA 7
COSpP  COS A I

H v T

| STATICL MOMENTE 0 [NERZIY & MOMENTE DF DRDINE SUPERIORE !
g;.
%

[ . s e

1

=l
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€, se gli assi sono ortogonali, &

It = .

YL B

Pereid 11 momento statico del sistema di

punti dati &
(1) M=% {uBa; 1 vy + Sz
Duugque I'inviluppo dej piani rispetto ai quali il momento del dnfo
ststema di punti & nullo & rappresentato dall’equazione lineare
(2) uliz; - vZay; + w3ag 4+ Sa, = (),
ussia & un punto.

\_‘l
-.lﬂ“ll

Se Za £0, guesto punto ha le coordinate

v
(S) o = - By

Eﬂj_{,ﬂ’] Eﬂii"f
' == ’ Fn — s
ey 4= "2, T X,
e quindi esso & a distanza finita.
Se Sa;=0, 'equazione precedente diviene
. 2% v ZSay - w . Na, = ()
ed esprime la condizione necessaria o sufficiente perchs il piano
sia parallelo alla retta

x 9 2
Sax, — Nay,

dunque I'inviluppo & il punfo

- '
o 2

all'finito di questa retta.
Se & anche N = 0 questa retia & par

allela al piano yz;

n n Eﬂfyj = U L i " ) EI:

»  § Eﬂ.{zi — 0 " - " = -Py.
Ne segue ehe:

se & Yy, =), Saz, =0 1a retta sunddettn

parallela all’asse .
n =z =), S, =0 g - A . . iy
v 2w =0, Sap =0 : \ \ - f z,
Soltanto nel e

280 In cmi sia coniemporaneamente
D, =0, Sagy, =0,

I"'equazione (2) & indeterminata, e
DEeriNizioNs. — Si chiama
affetii da coefficienti a. il

(4) Loz =0, Sy =1,
o8 M =10 per gualsiasi plano.
baricentro di un sistema di punti P,
punio mvilippo dei piani rispetfo ai gnali
e nullo il momente stulico del sistema. Quando il baricentro & inile-
terminalo divemo che il sistema & abaricentyico.

COROLEARL. — 1° I bay

wentro & un punto o disiansa fiivita, se
SuE0; 2 un punte ablmfinito, se B, — ().
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3% Sp Na.+0, il momento statico del sistema rispetio ad un puano

ol

quilunque ¢ uguitle al momento del suo baricentro affetio dal coefft-

ciente Na, rispelto al prano stesso.
Infatti dalla (1), tenendo conto delle (3), risulia

M=—=k.(t.2o+72.%+ .2+ 1). J6,
0sSs1a

M = & (o + vy + vz + 1} . 2a, = a.xa,

cdienndo con d la distanza del baricentro dal pianv.

20 1] momento siatico di un sisteme di punti P, affeti! da coeffi-
cienti w;, tali che sia Xa, =0, rispetto a quualsiast piano ¢ nulfo quando
¢ nullo rispeito a tre piani non paratleli ad una retia.

Infatti presi questi tre piam per piani fondamentah s1 ba

Yo =0, Yay, =\, Ntz =10, Ma.={)
¢ per consegluenza M =0 per qualsiasi valore di e, 2, 00,

3. TeOREMA. — Se un sistemn di punti P effetti da eoefficienti f, ha
momento nullo rispetto a guaiiro piam non concovrentl i un punto la

momento nullp rispetto @ tutti @ pians.
Siano w..z., e (s=1,2,3,4) le coordinate dei quattro piani con-

siderati, per 1 quall cioe
w Sar -+ 2. Sayy; - S+ S =,

Poicha i] determinante
W, T I

|

Mg Tq [(I'y 1
[ F0
1

g Vs T3

Wy Uy 104

perché per ipotesi 1 quatire piani non passano per un punto, s1 deve

Avera
Naxn, =0 Stz = 1), Sz =0\, San=10

=7

b

e percio il momento del sistema 1spetto ad un piano qualungue e
pnre nullo.
4. Diamo qualche esempio di sistemi abaricentriel di punti. tali
cioi che il momento sin nullo rispetto a gualsiasi piano dello spazio.
1® Siano dati cinque punti tali che gnatiro non siano in nn PIAN0,
ed applichiamo ad essi cueﬁinien}i proporzionall ai volumi # del te-
traedri che hanno per vertici 1 quatfro punti rimunenti cioe al mi-

norl delln mairice :
Tr Ta Xz Tia s

h Hs Ys Y Vs
21 <3 £% r.A) o

1] T 1. 1 1

i ¥ -

} e i .
=, .'1‘r'}'=_".-‘.!_:‘j': o —_ =

Lo i rd nim

- e

e

- it by

RER Ty

e SRR .

o T -

P r
| TS ~

L A 5
gl

o
oy - By
T .

] -
Py gy
- LT

i
==~

H O,
o

D ey e
L

= e i r——

.

e

b prremy

H ———

Sl

® e

T T ol Ll




244 PERIODICO DI MATEMATICA.

E evidente che sono verifieate le ¢nattro condizioni (1) e il si-
stema & abaricentrico.

2°. Se vogliamo che quattro pumnn Py, Py, P, P, siano abaricen~
trici & necessario che le lore coordinate verifichino le quattro eqna-

zioni omogenee (4), le quali in quesio ecase contengono le guuttro
incoguite a;, e percid si deve avere

Ly Tw X3y |

ciod i guatiro punti devono stare in no piano. Prendiamo gnesto
per plano z=1{, allora A=n=z=2z=0ela terza delle equa-
zion (4) diventa una wdenlbiti, cosicehe il sistema si riduce nd

iy  Ggds —|- @3y -+ (g0 = ()
Oy —T U 1 Usije ~ gy, = ()
l @ 08 +a -Fa =0,

che & soddisfatto prendendo ), (3, Gz, @ty proporzionali a1 minori
della mafrice

£y g Uy Ty
Y Y2 Yz Y|,
11 1 1

cl0& alle aree dai tl'iﬂllgﬂ'li PgPaP.j, J.JHP.;P[, P;Png. Pll PEPE.

3. Se vogliamo applicare ai tre punti Py, Py, Py coefficienti tali
che il sistema sia abarjcentrico, preso 1l loro piune per piano 2 =0,
1l sistema (4) diventa

My T Qg ~+ tozy = ()
@Y =i el — dglfy =1
l M 0 +ayg =),

e percio deve essere
By Wa I3 |
o M s =0,
1 1 1

Ciod i tre punti devono essere in linea retta.

Presa questa retia per asse della z, anche la seeonda equazione (4)
diventa un’identita, e il sistemn s1 riduee a

[ @y - agaze + agics =0
lay +a +a; =0,
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che & soddisfatta prendendo a,, @y, a4 proporzionali ai minori della

malrice
2y Ta A

[ (R

ciod ai segmentl PgPa, PsP:, PiFs.

4* Per due punti distinti PPy, P: non & possibile determinare del
coefficienti tali che il sistema sia abaricentrico.

Infatti presa la retia Py per asse 2, i gisiema (3) diventa

f sy + azra=—= 10
ey +as = 1),

oche & verificala soltanto se

cioe se 1 due punti coineidono.

II. — Momenti ’inerzia. - Qunadriche d’inerzia.

5. DEFINIZIORE. — Ceniro relativo ad un piano = rispetto ad un
sistema di punti P, affetti da coefficienti a; & 1l baricentro dei punti
stessi affetti dn coefficienti proporzionali ai momenti statici der me-
desimi punti rispette a quel piano.

TeorEMA. — Llinviluppo dei piani rispetto ai quali & nuilo il mo-
mento & inerzia di wn sistems di punti Py affeiti da coefficients a; é una
quadrica, che he per centro il bavicentio del sistema di punts.

Infatti (come abbiamo detto nel § 2) In distanza del punto P; dal

LS

piano di coordinate u, », w @
di=k (ux, + vy + ira + 1),

e quindi il momento d inerzia del sistema e

(5) [ — Saud® =k Sa; (wry vy + 02+ 1),

ovvero, ponendo

I B S L Wi o
=Py = W1, —Y.2; = A23, — {0y = 2,

(6) EIIHEE — &gz 2l = I, Sy == s 20 = s,
- % . A —
Yoi2" = %as, —2TY = —~%iZ§ = st
s1 ha
I=%.f (1w, 1},
dove

(T] fl{TL, H' ffl'} — In HE _|_. SEHI:'H _l_ .133}_,-2 _E_ ﬂigu'ﬂ'?” —'h— ﬂgmfp“ + Eﬂlu'lﬂi!} _I,_
R4 ML “|— R T e 29 1 + ' AT

e

- = T i — [~ B
e .
e
i

et 1l
§ S

TTE T e T TR Y e
b e e, gl - I

= ~

|

3 ':l..

Pua’ L AR L
]
L ¥ L. r A ]

— e

r—

_-._: - .I - --'.

& b s

==

.

-
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[ piani pei quali & T =0 verificano dunque Vequazione di 2° rado
D P 1 {q =
f("r v, m] — Um

clo¢ inviluppano una guadriea.

Dermiziovne. — La quadrica invilnppo dei piani rispetto ai gnali
it momento «i un sistema & nnllo, si chiama prima quadrica dinerzia
O guadirica di Binet.

6. TeorEMA. — T contri relativi ai piani dello spazio rispetio ad un
dato sisteme di punti ed i piend slessi si corvispondono unévocamente
moune poluritc ehe ha per quadvica fondwnentale prome guadric
d’inerzia,

I momento statico del punto I (r,, 1., z) affetto dal coefficiente a,
rispetto al piano % (w. 2, 1) essendo

w; = Leahy {ux; -+ vy —+ 0z 1),
1l baricentro del sistema di punti P, affetti da coefficienti iy, indi-
cando con ', ¢, »' le coordinate pliickeriane correunll, ¢ rappresentato
dall'eguazione
W Iy o Sy 1 Sz - Sy = 0,

nss1a

(8) ' (e~ mev + aysir - tys) ~ v {ote Tt = 2ee - agic - 2.,) -
T 20" (2t - x3e8 - daatr 4+ wa) - (it + daer - agqrr +- ag) =0

Le equazioni che stabiliseono la polarita fra i piani dello spazio 6
I Ioro centri relativi sono dunque

' [_L.I' — X1~ o=V —+ gl riy

() *
|

R = [en il —~ Qanl — Zopil’ —~ oy

= = dgn 1t -| o=l — dgall’ T Hay
P = &l —~+ 200 - wyqre ‘F‘ + T

Se poniamo:
Zyy Un Qg Gy

gy os  Olog  Oay

(102) A= .

Ry gn  dny  Zay

Tev Oy Sy 2y

e indichiamo con A, il minore complementare di o, in questo determi-
nante, st irova facilmente che le formule inverse delle precedenil sono
(supposto A ()

[ vt = Anze+ Ay - Az - Ay

) vo = Ao+ Agey + Auz -+ Asy

Vit — ﬂm.‘i" -+ A qolf — Jfllgai'-' -+ Ay

v =Auxr+ ﬂm,’f + Az + Ay,

A
avendo posto v=--.

(11)
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I opportuno osservare che A & il determinante della [ (u.2,1r)=0,
equazione della guadrica di Bixer in coordinate di piani, e percio
I'equazione di questa quadrica in coordinate di punti &

11 iz g e W

2oy Owe  Caz day Y

(1'3] daq Tga Tgz Um 2| — (),
2y a4z % |l 'I
Y : 1 b

avvero

[13} 'L;‘ ['r? y! EJ — A—.“.IE —i_ Aﬂ!}‘? e -13"3-:2 _'J[_ jlhﬂyz ‘I:_ Eﬂmﬁ:ﬂ —]—
—I_ ':_};A 13.1'31[ —— ._‘..4‘5.“,.11 '_!_ 2-.&-:.‘-” + EAQ;E _l_ Al],: {]-

(l0rROLLARIO. — La prima quadrice (' imerzia ha per eentro i bari-
centro del sislenia,

Infatti ponendo nella (8) w= ¢ =w =0, coordinate del plano
all’infinito, essa diventa la (2) che rappresenta il baricentro.

7. Supposto A £ 0, possiamo prendere come assi una lerna di dia-
metri due a due conivgati ed allora 'equnzione deve ridurst a guattro
termini (quelli contenenti =% 37, 2 ed il termine noto) pereid le equa-
zioni (7}, (13) della conica di Bixet diventano, come & facile verificare,

oty S - dant® — gt - gy =10
. | N Z 4

| i
' A ez w L1 4

e le formule (9}, che stabiliscono le relazioni per passare dalle coor-
dinate di nn piano a quelle del suo centro relafivo diventano

[J..'l" = -."I“H
Y — asl
(15) n
\ e = asll
Il — X4l

dalle quali &1 trae (supposto oy =1")

~11 .~ ATE
Jd — " = =1
24 21
(16) R =y » (17} W=y
] 7 AT Ohag
Kaa By
e = W— —2
oLy Hag

) opportuno osservave clie quando le a; sono tutte di eguitl segno,
anche ay,, 2ee, a1, % Sono di egnal segno, e percid la primu gquadrica
d"inerria & un elissoide immaginario.

e

=

BT

& g =
- e 5 T8 v i 1 Ak -
y T " w Em S
— e A e e S T S R @S
i
] i e .
] -
R — e

-
i - D — b
= s -

L omm e S e — e e W g W
IR oy & T & Homsw e - B - 5
ik

D T M A TR s
d i
T
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8. DerivizioNe. — Si chiama seconda quadrica inerzia di un
sistema i punti Py affetti da coefficienti i, per quali Zg, 0, la qoa-
dvica bage della polarita che si ottiene come prodotfo di gqnella esj-
stente fra i piani e i rispettivi centri velativi e dellg simmefris ri-
spetto al bariceniro.

Riferendoel w tre diamet coniugati, se P ¢ il polo del piano =
rispebto alla prima guadriea d'inerzia ¢ P & 3l simmeatrieo i P ri-
spetto ul barieeniro, le coordinate qj 71 sono quelle di P, date dalle
formule (15) del § precedente. cambiate 1 segno: eox le formule
della nnova polarita sono

247 £ WY
=——"§ W= -———023
r Y 11
Ay iy
(18) I} =— = —— [1!‘}} - —— Vi
; & AT Ry
gy Y44
- — I | == /.
Y44 X3a

Lu quadriea base di questa polarith ciod la quadrica inviluppo
det piani che contengono il rispeltivo polo e fuogo di guesti punti,
e dunque rappresentata in coordinnte plitckertane e cartesinne dalle

equazioni

(20)

' ”® z” 1
i_,!__i_ ._____2{11

[ ant® - ot |- gt — 2 =0
J 9
[ D1y Tag Zm 7

che si ottengono eliminando =, ¥, z (oppure , », ) fra le (18) (op-
pure le (19)) e 'equazione

wy = vy~ wz 1 =10,

che esprime la condizione affinché un piano = contenga 1l proprio
]’)U]u.

I opportuno osservitre che mentre la 17 quadrica d’inerzix si pud
consuderare come il luogo dei punti autoconiugati o I"inviluppo dei
piani auboconingnii nelln polarita che interceds fra piani e centri
relativi, la 2* quadriea d'inerzia si puo cousiderare come luogo delle
coppie di puuti eoniugati o come iuviluppo delle coppie di piani
coningati rispetlo alla stessa polariti & simmetric rispelto al bari-
cantro.

9. Dalle formole dei 8§ 7 o 8 visulta che si pussono dare i casi
seguenti, nella ipolesi oy = Ya, +0.

@} o, oes, %3, %z Sono tutte dello stesso segno, Posto

A on b:] oy q
]

"_:.ﬂ!

> T i AT
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le eguazioni (14), (20) divengono:

a’u® -+ ™" it 4+ 1=0 ]
12 gnadrica d’ inerzia | »®

B -
” i Ny
! = 0¥ | ]. I']
> T B + o | ‘

eliggoide imaginario,

EH'.:__E_bEHE_]__ t,&”.'s 1 o U l
" - Y glissoide reale.
’

g

[ il
2 guadrica d' inerzia l T
(

|.r.|

) 1 tre coefficienti 2y, 2, Za. hanno segno contrario a quello
i1 « AN} Posto

< s §:15 1 L ;
. — _—af, — =, — 7,
Gy 22 i
AVIEmo :
ot - Vet - fnt —1=0
‘ " ' : : jsspide reale
1* guadrica d’inevzia | v n L l elissoide reale,
15+ e 2
a*u? - Bt +1=1 -
' 3 i ? jssoide imaginario.
2" quadrica d inerzin , »° yt 2 { =0 ! elissordeimag
l P :i Tz T + 1=

¢) Dei tre coeflicienta z1, a2, dss, due hanno lo stesso segno di fu
ed nna segno contrario, — Folremo porre per es.

a1t q® Tge B &L 43
ad e — 5% . __
044 f A i

ed aveemo:
nd et — gt 1 = 0 l

1* quadrica d"inerzia | z* Tk e S iperboloide a 2 falde,
| + 37— & 1=

| a0t — 't —1 =0 l

ica 1 | ipert ' falda.
2a quudrica d'inerzia  x° y 2 0 iperbol. ad una
l BT _'i_ 'T — ]. l
x A N

d) Dei tre coefficientl ay, g, oz NNO ha lo stesso segno di oy @
¢li altri due segno contravio. Potremo porre per es.

= SF1 ”_: ﬂﬂ_ . bﬂ ﬁ:‘-‘r..‘i_ — f_':ﬂ
e ——— — e " .
s AT : s AY) s 5T

T A S T et e ]l e T

T

ey

2 r = r;' -.-"
TR T et ety

-

e
.

#d Ll
.
-
i - =
- T T WS TR T T Bt
Al : 1 i P E I - : =
= L] r —— ol b=
g i - - i - -

T A Tk ST St S TR

W

A

B -

: = Gl - . ook = &
T 7 .
T - :
- a - 4 = - . " i >
——— THT T i e P i ST N L il S STy el i W e T . -
. g = e -y
e, =
e - - ey Fy =1
= - - — R TS .

STt

Y S e T el —— e
2 xR

! ..
_———,, = T
- L=

L

(SRR T W 38 S T O 4w et

b g | B

b e R T o T e 1, et

B . e P

— mmal
o e————
-



250 PERIODICO DI MATEMATICA.

ed avremo: )
j Eut— bt — o ] =) '

1* quadrica d’inerzia zt 2 [ipﬂrhul. ad una falda,:
ﬂﬂ bH [‘..-" r o I.L

o0
1

2" quadriea d'inerzia -

e
—

[u’u’—- ' — et — 1= l
o e 2° ) iperbol. a due falde, i
| —F—= l -
10. Prendiamo ora in esame il CASO 1N cui sint uy = g, = (. In
questo caso la 7 (u, v, ) =0 & verificata dalle ecordinate del piano .
all’ infinito (6 =2=92=10) ciod la 13 quadrica d'inerzia & in questo
€as0 un paraboloide.
Sceglienda per prani ¥=0, z=0 due piani diametrali coningat
e per piane =0 il piano tangente nel punto in eni il diameiro ad
essl comane taglia la quadrica, 'equazione di questa s1 riduce a tro
soli termini (quelli che contengono 2% 1 u): si deve dungue avere

mll__—:fHE:aEl —— 1122’-‘&::4:-'13.: -_—_‘I_H:ﬂl
e le equazioni (7) e (13) diventano

l ﬂ'rgs'ﬂu ‘|'— {Iaa'iﬂi ”"— 2:‘11{?! = ()

(21) p* w* 2u
— Sl (B =L T Y
l Zaa + iz L3 X14 2

e le (9) che stabiliscono Ia polarttd fra i piani e i loro centri rela
tivi, diventano

P =onv
B2 = Oiga 10
P =
e da esse 81 rieavy
1 1
U " h
Lag U 214 2
(22} \ f’f —_ i {23} 9 =— 1 J
HL1a T (o 1
Xag i) Xjg &
St =— w=

L
h ¥

B evidente che la quadriea & in questo caso un iperboloide ellit-
tico o iperholico secondp che eg, 245 5010 (] egnal segno o di segno

contrario.
Il. Per discutere a priori la natura della I» quadrica d’inerzia
bisogna, com’e: nolo, ricorrere aj quattro invariant; assoluti, 1 quali,

L ™ P,

— r i g bl
- g K s r

N =

L B I
; R
el -
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ortogonali, sono

A

(ove By & il

Se al posto delle

211 Sy
e (ag
Olgy  Clan
Ly i
MINOTE

3Ty

@31y

123
(ly

1111

dxth
12y

Ay
12y

{1121

A S

(10
ays

_‘._

—y

L

D= an —.l_'iﬂﬁ +Ei3:3

A 714 |

13 14 . 1y s
s A &

- o ' B — | &n Ok oy
¥ ) oL

< i Xpt Olsg
WAL 244

— Bu + Bi! —I“ B.‘H—l *

ﬂiml_. 4 @ & {IHIU
HEJE a - ® “an
oy . - - (T2 n
”ﬂ o = ® ”“_
HETE . = H[LI"
fglfa . « - tnlfn
HBEE & @ n'l'_'lf"lll
l:ﬂyﬂ @ B @ ﬂuy“
ﬂ'u.?g . @ ﬂnzn
asZz - . « OaZa l
{f'ﬂmﬂ & & @ ﬂ“:I:-_-_]
HEIE & @ ﬂ'['tﬂ:l] ‘
f’EIﬂ . = @ {llLI“

=1
X3

£

(131
&1

1
<1

€

11
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1 570d
-1..".'--¢3-’11
Ys -« Yn
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2ol

semplicita ci limitiamo all'ipotesi che ol assl primitivi siano

complementare di zy nel deferminante ‘B).
o, mettiamo i loro valori dati dalle (B) s1 Lrova

D = a, (@ +9° + 217 + s (@° 97+ 20°) . . . (@® +yu" + 227).

Poniamo
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cioé indichiamo, essendo O "origine delle ¢

oordinate:
ot Vium il sestuplo del volume del tetraedro PP, P\P,,
- _VJ.I‘ ” 2 - " . 0P1P]-|P]
» Ti il doppio dell’ares del triangolo OP; P,
» @ la distanza dell’origine O da P, .

i»

ed aviemo

A. —_ Eﬂiﬂhﬂ] W V’ih!n:

{94) B = Eﬂ'iﬂhﬂl -Vﬂihl
G — Eﬂ'jﬂ],tﬁ"; Tsih

Abbiamo limitato Quesio calcolo al easo che gh assi di riferimento 4

sieno ortogonali, ma 2 facile verificare che anche nel caso di assi
obliqni si ottengono gli stessi visnitati,
Dai segni delle quabtro gquantita A,
della guadriea, applicando regole note di
importante (lnitats all'ipotesi A +0),

-

¥ ‘:':' . = - . .
A>0 C>0, BD> elissoide imaginaria

B, C, D si deduce la specie 5
cui ricordiamo la parte pill i

altri casi iperboloide ad una falds
B=)
A <0 C>0, BDh>0p elissoide reals
altri casi iperboloide a due falde
B A <0 C>0 paraboloide alliftica
A>0 | C-<0 . iperbolica

Giova osservare che se le a; sono tutte di egnal segno, risnlts

A= g B>, C>0 b >0,
e percio la prima guadriea d’inerzia & un e
abbiame osservato nel § 7.

12. TrorEmA, — Affinche il centro B relatiy
tenga ad un piano Y &

lssoide imaginaria come

0 ad un piano B appar-
necessario e sufficiente ehe il momento di 2 ordine
del sistema rispetto ai due piani B, v sia nullo.

Se B, ¥ non song paralleli, prendendo per piani = (), y=20, 1
due piani % Y, & per piano z=10 un terzo piano gualungoe ad esci

non parallelo, sappiamo che Je coordinate del centro B relativo a §, i
se 2ax;+0, sono

5 Jax® Eﬂjxm Sa;z2,
~ o — 3 . | o
# Eﬂjﬁ.ﬁ ! L Eﬂii“j d s > ¥

i (T
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a se Sazy =0 il centro B & il punto all'infinito della retta 5-
@ i 2
Eﬂjﬂ:i“ o Eﬂ{".u"i% a Eﬂiﬂ}jf{ : )

-

0 T L L

I ambedue i casi, affinché B appartenga & ¥ & necessario e suf-
ficiente che sia

W
e -~
£ "‘-l--f"l‘._n,-" ol =
b S B * iy 2
s b ) ok =

-
&
e

Sazy = 0.

3!

Se i due piani B, Y sono paralleli, si prenda § per piano =0 e %
sin &= h l'equazione di y. La prima coordinata del centro B rela- B
tivo a B e, supposto Zaa: £ 0, %
Eflqil?iﬂ :j

= Saay _;ﬁ

[ |
i

T b
R
e o

Affinche B giaccia in y & necessario e sufficiente che sia @p=h
c10€

&
.
ey

o m
- '-I-l
Ll

e (X
R

En:n:rlﬂ =N Eﬂjil'i 3 OSBI& E{fi.Ti {:I'i — h) =1,

Il primo membro di questa equazione & il momento di 2° ordine
vispetto ai piani §, y e cost 1l teorema & dimostrato.

Se poi fosse Zaw =0, il punto B sarebbe un punie improprio
del piano § e guindi anche di y, che & paralielo a §.

CoROLLARIO. — Se il ceniro B relativo ad wn piano §, appariiene
al piano v, anche il centro C relativo a y appartiene a B.

[nfatti se B appartiene a y il momento di 2° ordine rispelio ai
piani B, y deve esser nullo, ed esseudo nullo questo momento, C deve
apparienere a .

Questo coroliario serve a dimostrare di nnovo per alira via il
teorema del § 6 che cio2 i piani dello spazio ed i1 rispetiivi centri
relativi ad un dato sistema di punti si ecorrispondono in una polarita.

Tnfatti & noto che una polaritd & una corrispondenza biumvoca
involuioria fra piani e punti tale che, se il punto B (polo), corrspon-
dente ad un piano B, appartiene ad un piano y, viceversn il punto C
(polo) corrispondente & y appartenga a f.

Se dunque si verifica che due piani comungue scelti mon hanno
lo stesso centro relative, si pud asserire che fra 1 piani dello spazio
ed i Joro cenfrl relativl esiste una polarita.

[ [ N
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- x -
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¢ o S s
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1. — Raggi &’ inerzia.
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- - -n
it
P, § i, 2

L, =

__ . ___- .

L el e e s = i p— L0 A L] TR S SEN LR N CTECCEESECERER
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I18. Derenizione. — Si chiama raggio & inerzia. rispetto ad un 2 i
piano =/, di un sistema di punti P; affetit da coefficienti a;, ln Wi
somma dei quali non sia nulla, In distanza d dal piano = alla quale -

deve essere collocato un punto, affetio dal coefficiente Xq;, affinché

- ™
r | — -
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el iy T
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abbia un momento d'inerzia
sSpetto a =,

In altre parole il TRgY
dalla eguaglianza

eguale a qnello del sistema dato

- —

Eﬂi diu I
T'HI

]

essendo ) ln distanza i P; da =,
TrorEMa T. — J raggio d'inerzia
pel baricentro eguale allg distan
coniugato a w rispetto ad una
Prondiamo per assi una ter
stiane in =, e quindi 2 sig 1l d
ghezza gy di questo semidia
mule (14) o (20),

delle quadriche @inersia.

metro & data, come si vede
dalla relazione

%11
4

a;z." |

'S
3 —_— = |
% Sa; |

=
ed 11 raggio d inerzia p indicando con 6 Pangolo
¢ dato da

Ea;z;g . sen’ f .

Eﬂ'i

F——.

pereio
¢ = (p: . sen D)%,

S1 osservi cha i diametr
€ sempre reale.

TeorEma 1. — 7 raggio dinerzia rispetto ad un piano w, che non
passa pel baricentro, ¢ la

media geometrica delle distansze del polo di
e del baricentro dal piano medssimo.

Conservando le notazioni precedenti,
le coordinate del centro relative al pian

0 2 dell'una o dell'aifra quadrica d’inerzia

e indicando con ., Yr, @
0 T (z=10), si ha

Moz =z, . SOz = 2. 2y . St

0" | Bay | =| Baz . sen® t |
e quindi
o“=2x sen 0, 2, sen bi,
Teorema III. — Iy raggio d'inerzia rispetto ad un prano « che non

passa pel bariceniro ¢ uguale all’ipotenusa di un triangolo rettangolo

che ha per cateti raggio dinerzia rispetto al piano w parallelo a =
condoito pel baricentro ¢ lo distanza h di questi due piani.
Indieando con Py D 1

raggl d'inerzia rispetio ai piani w, 7,
con & la distanza di questi p

1ani, con ;, d, le distanze di un punfo P;
da w e da ', si ha ay=d' i~ h, & quindi

p=" . Sy == Zdq, = Xq, (d'i + h)*

b g
‘rJ"'.. .
sy

. -'.‘I 5 - ..'h'
o fam Eﬁ;{‘.—n.ii"fik
% oy

_J.

10 d’inerzia rispetto ad un pIanoe r & dato:

spetto ad un mano n che passe
20 da esso dell estremo dal diametro.

na di diametri coningati, di cuj dye T,y
ilamefro coningato gl plano = La lun- -

dalle for-

dell’asso z col piano %

e
ke
"-"'fr_'r

s S e -+ =
= b TR
=T 2

] '-Iq_'{
] v,

g

.{I.
\F?p

LJ
A

i
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0ss1a
F‘:rn S = Eﬂidfjg -I— 2h . Eﬂldi + h*. Eﬂi .
Ma siccome = passa per il baricemtro, il sue momento statico &

nullo, cioé
Eﬂdt] —_— 0,

Inoitre & ¢ . Za; = Zad;’, dunque
% = pla -1
I teoremi enunciati servono a dare il modo di determinare il
vagzio d inerzia e quind: del momento d’inerzia di un sistema 11-

spetto ad nn piano qualsiasi gnande siano conoscinle le quadriche
d’inerzia.

V. — Momenti d’ordine saperiore.

14. Le proprieta svolte nei §§ precedenil possomo esfendersi ai
momenti di ovdine superiore.

DEFINIZIONE. — Si chiama n=° inviluppo d’inerzia di un sistema
di punti P;. Ps...P. affetti dai coefficienti ay, ... 6 I" inviluppo
dei piani per i quali il momenfo di gradon del sistema & nullo. Lo
indicheremo con E.

TEOREMA. — L/ inviluppo & inerzia n™ rispetio ad un gruppoe di punti
¢ una superficie di classe n,

Sieno 2, 4", 2" le coordinate cartesinne di un punto P; affetto
dai coefficienti a;, e . v, w le coordinate cariesiane di un pigno wm
rispetto allo stesso sistema d’assi.

I equazione del piano =, posta sotfo forma normale e

k(ua -+ vy +wz-+1)=0,

ove 4 ha il significato assegnatogli nel § 2, e quindi la distanza d; di P;
da © e

dy = & (ue® vy + w4 1),

od i1 momento I, d'ordine n del gruppo dei punti Py, Pa,...P: 1i-

spetto a = €
(25) [, —k® . Ba; (ux® 4+ vy - w2t 4 1)%.

L inviluppo dei piani pei guali @ M, =08 dunque rappresenfato
dalla equazione 5

(26) Sa, (uz® 4+ oy® 202"+ 1)" =0

ossia & di classe 7.
L’equazione (23) si pud rendere omogenea facendo
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e diviene

(27) fa () = Ba; (1322 - 2aya® - 2y L TRAL) p— )

Abbiamo gia visto che il primo mviluppo d'inerzia é il baricentre’;
ed il secondo & la quadrviea di Binet. e
15. TeorEMA. — L’inviluppo dinerzin (n — 1)=° ¢ 41 primo polare del s e
piano all'infinite rispetto all' inviluppo n™ dinerzia,

Infatti per il piano all’infinito si ha ==ty =10, uy=1; o

percid il primo inviluppo polare rispetto a I'y di esso piano all'infi-":;%;
nito & rappresentato da i

¥

St (e = wap, b apgp + w2 =)
ﬂiﬂb é :[1]1_1 .

6. Dermnizione. — Si chiama ™ centro del sistema dei punti P, H
affetti dai coefficienti a; rispetto ad un piano = il baricen tro del punti =

stessl affetti da coefficienti proporzionali ai momenti d; ordine k. Lo "/
indicheremo con Rs.

TrorREMA. — 1] punio R
piano w rispelto a I',. _

L'equazione dell’inviluppo R._, (chiamando 'y, W%, w's, o) le
coordinate pliickeriane correnti) &

a1 € 8 polo (inviluppo polare (n — 1)mo) dgf

on
o
=
F

" .rafﬂ [“I}_,_ u:gafn(uf)

4

. 0Fs (1) , O fu ()

E*'Ih I:JH] 'l #s ﬂﬂg b -_0'

0 14

ossia le coordinate omogenece di Ry sono

ofu (1)
1= D1,
—
(28) T Dug
ﬂfn ('"'Ij
8= Dita
E}fn ('ui:'
= Dty

© Per conseguenza le sue coordinate cartesiane sono

Eﬂi (H.‘l’,‘i'-,— -nyi? __Il_ w2t _’_ lJE—.'I -T:“"
i Eﬂl (‘Hmm —'— ﬂym _I_ 1=zl + IJu_i
Eﬂi [ua:‘“ + giyl'f'r + H’-‘.E:':i]'—{— 1)11—1 y[_t,
Eﬂ; ('“:I:m + F‘E“:' -—,— ?sz{il _JL IJII—I
Sa; (nath |- vyt - gpal® - 1)=1 i
T (uath L vy L p2ll T 1p— 1

(29)

\ ==
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|7. DerixizioNE. — Si chiama ame raggio d’inerzia l'espressione
n
V=
P == Eﬂq
TeoREMA. — L/n™° yaggio d'inerzia di un piano = & lu media geo-

metrica delle distanze da esso dei primi n — 1 ceniri relativi e del bari-
centro, purch? = non appartenga a nessuno degli inviluppi I, I's,..15-

Se indichiamo con & e 3, la distanza di w del sno centvo Ry, €
dal baricentro, essendo

Lo = k Say (uat 4 oyt - ez + 1)
T, = B Sa (w4 oy + 02+ 1),

51 ha per le (29),

I:n Ef!, [’Hm{h = 12 yy(il + il _I_ 1]11 _ '
In—t - Eﬁh '[H.Im —!—- *ylif{i] —— H'Em __I_ 1]]]._1 — Oy-1 y

si ha dungne

e 11 5 ]_E 15 In
Op =— ﬂ- : 1 g

I] 1 1_1 § = & = En-—l_ In_] .

—

I

e moltiplicando queste egnazioni membro a membro

Iy

Bﬂ-aliaﬂ"'aﬂ-—l_\.—‘ "'_'Pﬂﬂ!'
(5
DS
ﬂrh . T
PI‘L=1'UD- E‘l s Lg el
(Continua)

. LAZZERL.

SOPRA 1 MASSIMI E 1 MINIMI DELLE FIGURE PIANG

|. Preliminari storici. — Tra le figure piane, limitaie dalle eurve
chinse d’una stessa lunghezza, a quale spetta l'area massima? Quale
solido. con una data arvea della superficie, ba il volume massimo?
Qual'e il triangolo che fra futfi i triangoli di perimeiro dafo ha la
MAassImMA Are’ ?

Simili questioni sopra i massimi ed 1 minimi valori delle gran-
dezze geometriche dovevano presentarsi alla mente dell'uomo gia
nella antichiti lontana — quando egli ha cominciaio a rifletiere sopra
in economia del lavoro e della materia nelle costruzionl diverse.
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Infatty, I'evoluzione della tecnica e della architettura vien dominata, "

¥

o

principalmente, dalle questioni del minime prezzo e della MASSIma’ s
utilita delle sue produzioni, e queste ultime quesiloni molto spesso it
stanno In una connessione stretta colle proprietd di massimo e di
minitmo delle forme geometriche.
tia nella Grecia antica era noto che il eerchio ha area maggiore ;¢
di quella di ogni altra figura dello stesso perimetro, a che la sfera i
ha il volume massimo vispetto a tutti i solidi, che hanno la super- .
ficie della medesima grandezza. Qualclhe storico vnole vedervi la spie-
gazione della nota sentenza di Piragora: * il piu bello fra i solidi &
la sfera, e la piut bella figurs piana & il cerchio » Piu tardi questioni
di questo genere hammo subito, senza dubbio, una estensione note-
vole; infatii, nel principio del secondo secolo av, (. il geometra i E
greco ZENopoRo serisse un trattato speciale © sopra le figure che i
hanno la medesima periferia ,. Benché guel libro sia perduto, Parro 3%
e TeoNE ci hanno conservate 14 proposizioni che facevano parte di
esso. I'ra queste proposizioni s trovano, oltre le gia citate (sopra il
cerchio e la sfera), anche p. es. le segnenti: * dati if numero dei lati
ed il perimetro, il poligone regolare ha area maggiore che ogni poli-
gono irregolare ,; “ di due poligoni regolari con uno stesso perimeiro
la maggiore area appartiene a quello, che ha maggior numero di lati,.
Ne1 templ moderni, e ciod alla fine del secolo XVII , 81 & Ocen- )
pato in modo speciale di tali questioni il geometra ginevrino Laur- 75
LIER. (*) Come & noto, a quest’epoca lo stranmento principale di Analisi -
matematica — il ealcolo infinitesimale — era gia adaftato alla riso- -
luzione di questioni sopra i valori massimi e minimi, nella forma
di una disciplina speciale che ha ricevuto il nome di Calcolo delle
Variazioni. In vista dei suecessi, ottenuti da quesfa disciplina, i geo-
melvi di quel tempo abbandonarono completamente il metodo antico,
chiamato sintetico, per il nuovo metodo analitico. (") Ed ecco Lavriier
prende softo Ia sua protezione il metodo sintetico, dichiarandolo pure
preferibile sl metodo analitico nelle rigerche geometriche sopra gh
isoperimetii. Secondo Sreiver, Luvinier * ha raceolto con prudenza
tutto e1o che fu trovato dai suei predecessori in questa via, day prim
principi del greei fino agli studi di R. Smuson ed aliri; lo ha miglio-
rato ingegnosamente e considerevolmenfe osteso: ma purtroppo 1
su0l successori hunno abbandonato questo metodo naturale; benche

essi abbiano spesso citato il lavoro di Luvtnizr e tolto da esso qualche

(") Ds relatione sautwa capacitatis e tarminorun figurarum, geometrice considerata: sew de
MULTIMIE ¢ minimis. pars prior, elementoris, Vargavige, 1789,

(%) Per il metodu sintetico nslla geomsiria & caratberistico, che durants tntto il rarionamento
al tratia delle ligure sindiate stesse, menire che mel meodo tnalitice 1o {igore appaiono nom pin
teme un tuilo o on insieme, ma piuttosto come agaragati di punki, i cui legami vengono ospressi
con squazieni, a le proprietid dells figure si trovanc ver mezzo daila diseussions dl gnests eqna-
sioni ool metedi dl A palisi, In ffuesto senso, tutia la geomelria del Graei ol appariste comse una
spplicazione esclusiva del metodo sinserico,
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esempio — essi non hanno segunito il metodo che ivi domina ,. Bssi _
ne hanno preso soltanto i risulta#i, verificandoh per via del calcolo. Je 1
Questa tendenza verso i metodi analitici nella storia della matematica R
moderna, mi pare si possa spiegare come segue: I'Analisi fornisce
spesso metodi uniformi per la risoluzione di classi estese di problemi e |
cosi fino ad nun certo punto permette per cosi dire di * mecennizzare ,
it processo della risoluzione di un problema, mentre che il metodo
sintetico non ei da, il pii spesso, altro che una guida generale, cosicehd
ln diseussione dei singoli problemi col suo aiuto ricinede 1n una cerfa
misura la facolta inventiva. Non ¢’ niente di sorprendente, dungue,
e i moetodi analitici si fanno strada pit facilmente e soppianiano 1
metodi sinteticl.

Un mezzo secolo passd primn che si trovasse un geniale difensore
e promulgatore delle idee di LHUILIER, il geometia tedesco gia no-
minato Jacoro Steiner. StEmwer tenne piu volte nella Tniversifa
i Berlino un corso dedicato alle © proprieta di massimo e minimo
delle figure nel piano, sopra ln sfera e nello spazio ,, e nell’anno 1841
presentd all’Accademia di Parigi due memorie collo stesso titolo. (7)
Senza sostenere le idee intransigenti di LnuiLisR, STEINER crede che
in guestioni tanto complesse e difficili sia in generale necessaria la
collaborazione di tniti e due i metodi. Ma il metodo sinfetico appare
allo Sremyer pin adatto per stabilive le proposizioni fondamentaly,
che permettono di ottenere tutte le altre proposizionl come loro con-
seguenze naturali e che ne fanno conoscere “ ]a intima patura e la
vera ragione ,. Lasciando all’Analisi 'estensione e I'applicazione ulte-
riore dei visultati ottennti ai problemi nuovi, STEIRER fa uso nelle
memovie citate eselusivamente del metodo sintetico.

9 Esistenza della figura massima, — Le memorie citate di STEINER
— un vero capolavoro per la eleganza e la semplicith del mmezz —
contengono una disenssione della questione trattata fanto completa
che lasciano nel lettore 1 impressione che non resii niente da aggiun-
cere, Mu se infaiti i visnltati ottenuli dn STEINER c1 paiono esanlrire AL
il campo, nondimeno lo spirito matemaiico moderno ba trovato una A
breceia importantissima nel fondamento stesso delle ricerche dello g
YrmiNER. Questa breceia & di natura puramente logica e consiste
nella mancanza di una dimostrazione rigorosa (bench® STEINER dia
parecchie diverse dimostrazioni) del teorema oif citato — cing che 1l
corchio ha area maggiore di ogni altra figura piana dello stesso
perimetro — teorema che lo STHNER siesso chinma principale, perchd
esso serve di base e di fonte per tutte le proprieth studiate.
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(1) La traduzione {rancese della prima memoria & inserites nel Journal ds moathématigies pires
e applipufes di Liovvinus (L V1, p. 105179} & nel Journal fiir reine uand g geioandie Hathenatlk
di Cexipne (Bd, XXV, 8. 93-182), s quella delis seconfda memoris, im qusst'ultimo giloynale
(Bd., XXI1V, 8. 189-250). 1l testo iedesco originala s8i Crove nel fomo seconde di JACOE STEINGR"Y

Gassmmelte Warks ( [B82), 5. 177305
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[l ragionamento, comune a tutte le cingue dimostrazioni furn_iba*-.'_ |
da STEINER, pud essere riagsunto nel modo seguente. SUpponiamo che il
noi possiamo trasformare una certa fignra A di guisa tale che la y
figura nuova B abbia lo stesso perimelro, ma I'area piu grande '-”_é? i
c¢he A; allora possiamo concludere che A non & la figura massinsa
di dato parimetro. Mostrando che tale ingrandimento dell’area — pur -
conservando la lunghezza del perimetro — si pud infatii realizzare -
per ogni fignra diversa dal cerchio, STEINER conchinde che i cerchio
¢ la cercata figura massima, . viode

Infatti le supposizioni ammesse ci autorizzano soltanto a dire che
nessuna figura, diversa dal cerchio ¢ massimg. Ma quesia ultima ‘)
affermazione non & identica a quella di Srewer, Ci manca ancora d
sapere, che la figura massima esisie in generale! Invece di cercare
di dimostrare quest’ultima asserzione, STEINER fa notare, che le fignre [
di perimetro dato non possono aver l'area grande a piacere, perche Ziig
CS8€ possono essere contenute in un cerchio dj diametro uguale a 3
quel perimetro.

Ma in realth tutti gli elementi di un jusieme possono esser mi-
nori (o maggiori) di up numero L senza che esista un elemento mas-
simo (o minimo), appartenente allo stesso insieme.

Hceo un esempio, dovuto, mi pare, a FeLix Kipm. Consideriamo
bufte le Iinee fra due punti A e B, che incontrano in A ad angole
retto la AB. Tutte queste linee hanuo lunghezza maggiore del seg-
menko AB, ma tra esse non esiste ung linea di lunghezza minima,
perché sempre si pud costruire (idealmente. si eapisce) una linea della
nostra classe, la cui lunghezza differisea tanto poco quanto si vnole
da quella del segmento AB.

Dunque, per rendere rigorosi i ragionamenti di StEINER manca la
dimostrazione dell’ssistenza della figura massima. Ma invece di divi-
dere la dimostrazione del foorema fondamentale sopra il cerchio in
due parti, cioa:

1° la figura cercata massima ron puo essere diversa da un cerchio -

2" questa figura esiste.

81 potrebbe cercare di far vedere immediatamente clie i cerchio & piil
grande d'ogni altra figura dello stesso perimetro. Ed infatti nellanno
1882 EpLer ¢ poi nell’anno 1910 CaraTHEODORY e STuDy hanno dato
dimostrazioni rigorose del teorema dello Srerneg, seguendo quest’ ul-
tima via, Alla fine di questo articolo io dard le dimostrazioni rigorose
di Eprer e di CAraTHEODORY; ora passero a dare una 1dea del prino
dei cingque melodi, contenuti nello memorie di STEINER; quesio prime
metodo oceupa tuttn Ja prima memoria ed & diehiarato dall’anfore

stesso come il pitt importante. Piy tardi, & proposito della dimostra-

zioue di Epumr, avro oceasioue d’esporve il guinto metodo di STEiNER,

3. Proprieta generali defle figure massime. — Prima di esporre i
priucipi del primo melodo di STEINER, stabiliremo due condizioni ge-
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nerali necessarie — ma non affatto sofficienti — a cni deve soddisfare
una figara di dato perimefro p per avere l'area massima.

1°. Prima di tutto una tale figura deve essere conressa, cioé ogni
sua corda deve stare completamente nell'inferno della figura. Infatti,
supponiamo che nna figura massima F di perimetro p abbia una
corda AB (fig. 1) tutta esterna. Denotiamo con F' Ja figura che si
otfiene dalla tigura F sostituendo la corda AB all'arco o corrvispon-
dente, cosicehd I'area di F' sari piu grande ed il suo perimetro sara
pii1 piccolo che 'area ed il perimetro di F. Sia F” una terza figura, di

II

|

= = -
 ——

III‘

{
[

[

Fig. 1. Fig. 2.

perimetro p e simile alla figura F'. L’area di F” sard pih grande che
I'area di F' ed a fortiori pit grande che I"area di F, cosicche I non
¢ una figura massima.

29 “ Ogni corda AC (fig. 2), che divide il perimetro ABCD della
fipnra massimu F in due parii eguali ABC e ADC, divide anche
'area di I' in due parti di area eguale P ¢ Q ,.

Supponiamo che V'area P della figura ABC sia pih grande che
I'area Q della figura ADC. Costruiamo una naova figura ABUE, so-
stituendo all'arco ADC Vareo AEC, simmetrico all’arco ABU rispetto
allasse AC. L'area della nuova figura, uguale a 2P, & pii grande
che T'area della figura ABCD, ugunale a P -+ Q, mentre 11 perimetro
della. nuova figura & uguale a quello della figura primitiva. Ma cid
& contrario all’1potesi.

4. Due teoremi fondamentaii ed il problema del cerchio. — Il primo
metodo di STeiNer consiste nell’applicazione sistemalica delle due
proposiziont seguenti che lo StefNER stesso chiama © fondamentali ,.

. Fra tutti i triangoli, di cwi due lati somo dati, guello, in cut quesl
lati sono perpendicolari {uno all’altro, ka Uarea massima,

DisoeTrazioNE, — Prendiamo uno dei lati dati come base del
triangolo e facciamo prendere all'aliro lato dato tutte le posizioni
posgibili. L'area aumentera insieme con ['altezza del triangolo, e
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questa ultima sarh massima, quando il secondo lato sarh perpendi-i-- i

colare alla base.
Gid questa proposizione tanto semplice. permeite 2 STEINER dj

dimostrare che soltanto il cevchio med essere g figura massima, quando i

il perimetro & dato. (') Invero, sia ABCD (fig. 3) una figura piana di
perimetro p diversa dal cerchio: facciamo vedere ch'essa non ha
I'area massima.

Supponiamo che ABCD sia consessa (vedt § 3). Preso sul peri-
metro un punto A, determiniamo sullo stesso perimetro il punto (
tale, che I'arco ABC sia uguale all'arco CDA. Com’e dimostrato nel
§ 3, I'area P della figura ABC deve essere eguale all'area Q dellg
figura CDA.

Poiché Ja figura ABOD non &

ABC e ADC, p. es. ABC, non & un semicerchio. Se I'altra parte (ADC)

Fig. 8, Fig. 4.

non & simmetrica alla prima rispetto all’asse AC, si pno sostituirla
colla figura AEC, dotata di questa simmetria. Questa sostituzione non
cambia né l'area, ng il perimetro della figura intera.

Ma siccome ABC non 2 un semicerchio, si trovano su di essc def
punti, da cui il segmento AC & visto sotto un angolo non retto.
Sia B un tal punto ed B il suo simmetrico sull'arco AEC. Disponendo
i lati AB, BC ad angolo retio o facendo lo stesso per i lai AF, EC,
le ipotenuse risnlteranno ugnali e si potranno far coincideve, otte-
nendv i due triangoli reitangoli A'B'C, A'E(Y (fig. 4). Applicando ai
lati AB, B'CY, C'F’, B'A’ i segmentl che nella fignra ABCD (fig. 8)
sono iratteggiati, avremo la fignra A'B'C'E’ (fig. 4) dello stesso peri-
metro p della figura ABCD, ma di ares maggiore.

Dunque, nessuna figurs diversa dal cerchio ha ares massima.

Come si & detto (§ 2), questa conclusione non ei autorizza ancora
a riconoscere il eerchio come la figura massima. Rimettendo alla fine

(*) Qui, c¢ome anche slkrove, o espongo | ragionamenti di Breiype nells sostansa ma mox
sempre pella forma. Cosi, p. o8, nel caso presente STRINEn diee, che il eerchio ¢ la ligura
massimn,
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del presente articolo le dimostrazioni rigorose di quest’ultima asser-
zione, vogliamo pel momento ammetterla per seguire 1 ragionamenti
d1 STEINER.

IL. Di due triangoli aventi lo stesso perimelro e la stessa base,
guello che ha il minimo ed il massimo tra gli angob alla base ho
Carea mimnore.

DiMosTRAZIONE. — Disponiamo i triangeli ACB e ADB (fig. 5)
sopra la base comune AB di tal guisa che 1 lati piti lungin escano
dallo stesso vertice A, cosicche :{E & ?-:i? Supponiamo che
sia CAB > DAB: il vertice D si trovera allora fuori del Eriangolo ACB,
perchd altrimenti la spezzata ACB
sarebbe pin lunga della spezzata
ADB, ciop che & impossibile per
I'ngnaglianza dei perimetri.

Dungue CBA < DBA e si ha
finalmente: 3 >8> a >vy. Si vede
che il piii grande angolo ¢ ed 1l
pil piccolo y appartengono ad une
stesso triangolo ADB, cosicché spa-
risce I'incertezza apparente nell'e-
nunciato del teorema.

Ora Striner dimostra come segue
che I'area del triangolo ADB & minore dell’'area del friangolo AUB.

Dalla disuguaglianza v < B segue che BE << AE. Dunque il punto F
sul lato EA tale, che EF =EB, si trova fra A ed E. Denotiamo
con @ un punto sulla retta BC tale, che EG =THD. Si pud dimostrare,
che @ cade fra E e C. Si supponga, infatli, p. es. che G coincida
con C. Allora i triangoli CEF e DHEB sarebbero uguali. Ma, per

ipotesi,

Fig 3.

AC-+-CB=AD -+ DB,
cioé

AC 4+ CE+4 BB =AF+ TE 4 ED + DB,

e polche
CE=ED, EB = EF,

81 trova e¢he
AC=AF 1+ DB=AF--F(,

cid che & imposgibile.
In modo analogo si dimostyn che G non pud cadere fuori del
segmento EC. |
Dall'uguaglianza dei triangoli EDB e EFG segue che Varea del
trizsngolo ADB, nguale alla somma delle aree dei triangol AXB e EFG,
& minore dell’avea del triangolo ACB, c. d. d.
CoRoLLARIO. — Il triangolo isoscele 3 pin grande di ogni altro trian-
golo dello stesso perimelro e della stessa base.
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- Infatti, poichs gli angoli alla base del triangolo isoscele 80N0 -7

uguali, il pin grande ed il pii piceolo angolo alla base appartengono +

all’altro triangolo, che avra pereid 'area minore,

9. Triangolo equilatero e quadrato. — La seconda proposizione fon- 'f.%f_:'-:

dementale permette a Sreman dj dimostrare rigorosamente la se-
guente propriefa:

Fro tutli 7 triangoli dello stesso perametro p, il triangolo eguitatero
ha Uarea massima,

Prima si dimostrava questa proprieta indirettamente, e cioé cosi,
Sia ABC il triangolo massimo di dato perimetro p e supponiamo,
p.es., AB+BC. Allora si potrebbe costriire gopra la base AC un trian-
golo AB'C dello stesso perimetro p, ma isoscele: AB'=B(. o questo
triangolo, secondo 'ultimo corollario, sarebbe piu grande del primo.

STEINER, pure trovando questo ragionamento giusto o rigoroso, lo
dichiara non del tutto soddisfacente, nel senso che esso non fa 1m-
mediatamente vedere, perché, dati dne triangoli isoperimetrici, uno
equilatero e aliro non equilatero, quest'uitimo sia minore del primo.
Noi diremmo che la dimostrazione precedente suppone Pesistenza del

triangolo massimo e questa s pposizions implicita lascia nello STeiNER

1l sentimento di qualche maneanza. B da maravigliarsi che Sremner
non veda che dello stesso difetto soffre anclie la soa dimostrazione
del teorema principale sopra 1l eerchio.

~ Becondo Stminer, Lavrnmer ha cercato di sfuggire a questo incon-
venienfe con an procedimento di approssimazione (od asintotico, se-

eondo DirrgaLEr); trasformando i triangolo dato (non equilatero) in

un triangolo isoscele dello stesso perimetro, quosto in un altro trian-
golo isoscele izoperimetrico ece., sl avvicina sempre pin al triangolo
equilatero.

Sia U il triangolo dato. 8ia 3 un trinngolo isoscele di eguale base o peri-
metro, cosiecché (3 > U. Denotiamo con » la diffevonza tra la base si il lato del
triangole . Sopra 'uno dei lati di ! come base costriiamo un nuove trinngolo
1soseeln Gy, dalle slesso perimebro. 0 facile veldera che In diffaronza della base e

: L v o . o :
del Iato di G; & ngaale a — ¢ dnfatti, se b ed « sonn Iz base ed il lato di G, e e

-

¢ il lato di &y, si ha:

:lz-;]b—n',; a4+ =5+ 24 .:—_b_}_"

Iﬂ_”[__(b—g!_ﬂ

T

b — a
2

D'altra parte, Gy > (, perche, considerando come base comune il lato di (3,
su cui & costruito Gy, gnest'ultimo & isoscele ¢ G nom lo &

Cosl continuande, si veds che la differenza fra base e lato sari ogni volta
Ia metd della Precedants, cosicche i toangoli G, avranne per limite un triangolo
equilatero T di egnal perimetro; e poiché o ares di Gn vanno aumentandeo,
Leunier ne conclude che T & pin grande di 1,
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Ma nemmeno guesto ragionamento appare 8 STEINER assolutamentie
soddisfacente, ed ecco la dimostrazione elegante ch'egli stesso propone.
Sia dato un triangole non equilatero U di perimetro p. Trasfor-
miamolo nel triangolo isosvele G dello stesso perimetro, prendendo
per base il pii grande lato (o uno dei pid grandi lati) di U; sard
G = U (il segno = avra luogo se lo stesso U & gia isoscele e la sua

L

¥

Fig. 6. Fig. 1.

base & maggiore dei lati). Sia ABC (fig. 6) questo triangolo G. Poiché

AB > AC, sark AB> —% . quindi, facendo BD i 4 , 1l punfo D stara

fra B ed A. Sopra la retta BC, al di 1a di C, s1 prenda un punto B
tale che sia DE-+ BC=DA 4+ AC; i perimetri dei triangoli ABC
e DEB saranno uguali.

Eesendo BC < % s BC < BD e BGD > BDO; dungue DCK < ADC.
Applicando percid il secondo feorema fondamentale (§ 4) st vede
¢che A ADC < /s DEC, da cuil aggiungendo A DUB:

A AOB < A DEB.

Ora si costruisca sopra la base Bl) un triangolo isescele DFE i
perimetro p. La sua area & maggiore dell’area di DEB; ma poicha

la base & uguale a ';1 . ess0 & equilatera. Dungue il triangolo dato U

5 minore del triangolo eqguilatero dello stesso perimebro p.

TrorEMa. — Fra tutti i quadrangoli di dato perimelro, il quadrato
ha Uarea massima,

Infatti sia ABCD (fig. 7) un guadrangolo di perimetro p. Si co-
struiseano i triangoli isosceli ABC ed AFC aventl la base comune AC
ed isoperimetrici ai triangoli ABC e ADC rispettivamente. Poichs
questi ultimi triangoli sono minori der primi (§ 4, 11 corell.), 1l qua-
drangolo AECF & piu grande del guadrangolo primitivo ABCD.

Trasformiamo 1 triangoli simmetrvici EAF e ECF nei triangoll
ssoseeli BOF ed EHF di base comune EF, conservando i perimefri.
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St vede che la nuova figura GEHF 5 un rombo ed & pi grande dells! @
figura AECF. Riducendo finalmente gli angoli G, H ad esser l‘attiﬁ‘,j
BVremo un quadrato B'H'F'® d; perimetro p, maggiore del
(3 4, 1) e quindi anche della figura primitiva ABCD.
6. Teoremi inversi. — Nej problemi ora trattati, relativi al cerchio; 258
al triangolo equilatero od al quadratoe, il perimetro era dalo e s curl i
cava la fignra di area massima. Ad ogn problema di questo genere
corrisponde un altro problema, che forse si potrebbe chiamare i~
verso, nel quale ciod & dale Varea o 1a igura da trovare deve avere
11 perimetro minimo, Per esempio, al problema fondamentale di STEl- +.
NER sopra il cerchio corvisponde i problema seguente: fra tutie lo
figure piane di data ares qinal'é quella che ha il perimetro minimo?
La figura cereata & i) cerchio, ¢ STEINER lo dimostra come segue, AHS

supponende gii dimostrato il teorems fondamentale. Sia V yn cer-
chio e W un’altra figura piana qualsiasi della stessa area. Si denoti
con V' un nuove cerchio, 1soperimetrico con W. Secondo ii teorema
citate V> W, guindi V'~ V; dunque il perimetro di V' o dj W i
pri grande di quello dj VY, e d. d,

Analogamente si pup dimostrare che il iriangolo equilatero ha pe- 2
rimebro minore di ogni altro triangolo della stessa area; che il peri-
metro di un guadrato & minore di qguelli di tutt; gli altri quadrangoli &
della medesima ares, "

lo voglio esporre qui un altro ragionamento che rende piu evidente g
la conunessione fra i teoremi diretti ed inversi del genere indicato, 78

In ogni figury s pno distinguere la forma o la grandezza (dimen~
siomi). Tutie le figure simili fra loro banno la stessa forma, ma di-
verse dimensioni. Ora i teoremi di oni 81 tratte si possono emunciare 48
nel modo segnente:-

1% * Fra totte le figure di egual perimetro ed appartenenti ad una R
data classe di forme C, la massima area appartiene alla figura della 20 '
forma F , (teorema daretto).

2. “Fra tutte le figure della stessu aren of appartenanti ad una
data classe di forme C, ha il perimetro minino la figura dellg (stessa)
forma F . (feorema mverso).

Qui la elasse di forme (! eonsta nell'tino ecaso delle forme di tutte
le figure piane, nell’altro caso, delle forme di tuft j trianzoli, o di
butfi i quadrangoli, sce. La forma F eorrispondente @ cerchio, trian=

golo equilatero, quadrato ece. corrispondentements.

Ora, si sa choe le aree delle igure della stessa forma, ciod delle
figure simili tra lovo, sono proporzional; ai quadrati dei perimetyi.
Dunque, se 8,, 8,, &, ... souo le AICE € Pi, Py, Py, ... 8000 1 perimetri
corrispondenti delle figure d'una stessa forma F, si avra:

8
]
-
JII.
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Questo rapporio comune key non dipende che dalla forma conside-
rata F, se per umita d’area si prende un quadrato, 1l ¢ni lako & ugoale
all'unita di lunghezza scelia. Dunque ad ogni forma F (della figura
piana) corrisponde un valore ben definito di questo rapporfo ks, e
gi ha sempre la relazione:

S=ﬁ~}1pﬂ

tra 1'area S ed il perimetro » di ogni figura della formn F,

Ora sin data una elasse di forme (. Alle forme di guesia classe
corrispondano dei valori ben definiti del coefficiente A,

Supponiamo che fra tutti questi valori di & vi sia un valore mas-
simo ky, e sia @ una delle forme corrispondenti a questo valore (al-
menc una tale forma si trovera sempre nella classe C). Consideriamo
tutte le figure aventi uno stesso perimetro p, ed appartenenti alia
nostra elasse di forme C (eioe le figure, le cul forme appartengono
a C), La formola:

S — ;U'u.i
fa subito vedere che alla figura della forna @ appartiene la massima
QAVEE Dy
Sld = fu . Pnﬂ-

D’alira parte, le figure della classe C con una daie area S, hanno
il perimetro p calcolabile colla formola:

p——]/EJ?

dungue, al massimo valore ky di & corrisponde il minimo perni-
metro pm:

&
Pwm = i‘.‘.‘H!

ciod la figura della stessae forma @ (corrispondentie al valore ky del
coefficiente) hia 1l minimo perimetro.

Reeiprocamente, se data Ia classe C s1 sa che alla forma P cor-
risponde l'area massima o il perimefro minimo, il coefficiente corri-
spondente ke sard pit grande che tutii gli altri valori di & apparteneut:
alla classe C,

Dunqgue il problema diretio ed il problema inverso, rispetto ad
ana stessa classe di forme C, avianne o no simultaneamenie una
stessa soluzione, secondochd 'aggregato dei valon di % corrispondent
alla classe C avrd o no un elemenio massimo.

Dyirrr KRYJANOVSKY.
(Continua)

Bli=ii
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ALCUNT THOREMT E COSTRUZION! SUI POLIEDRI REGOLARS convisy i@

. " ; -..":'I.
g

{ 4

l. Assai facili e talvolta elegauti relazioni sussistono frg raggi
delle sfere inscritte, circoscritte e tangenti ai lati ne’ poliedri
lari convessi (pd. r. ¢.) e ghi apotemi e 3 raggl delle loro facce o [Frges
lunghezza degli spigoli: relazion éspresse da1 leoremi segnenti, o che .
derivanp da risapute considerazioni, qui brevemente accennate,

Il teorema di Dostor (*) sul tetraedio regolare, non & ¢he un caso

particolare. s
2. I centri delle facee di an gnalsivoglia pd. r. ¢. 0 ne’ suo; ver- ‘s
tici, | piani tang. alla sfern circoscritta danno, com’ b noto, 1 vertici '
0 le facce del polare-reciproco: ed & ovvio che ne’ due poliedr, 'un
dall’altro cosi dedott; (evidentemente concentbrici) reciprocamente si
scambiano fra lovo gli assi de; vertici e delle facce (®) mentre comunt g
8010 inveee quegli degli spigoli (risp. perpendicolari ne’ due poliedri).

D'onde il seguente

Teorema 1. — In ogni coppia polare di pd. r. e. epperd in due
correlativi qualsivogliono P

1°. Iangalo fra Passe, in uno, di due quelsivegliano facee opposte @

e la congiungente due vertic: opposts di esse, @ uguale, nellaliro, a °

qguello fra la congiungente due qualsivoglione vertici opposi: con lasse i

@i due opposte faeece che risp. li coniengono.

2" Del pari uguali sonp reciprocamente, in quer poliedri, I angolo
che Passe di due qualsivogliano spigoli oppostr, fa, in uno, col piy vi- -
CEno asse delle facee o, nell’altro, dei vertiei

3. Ma ecco, pia eoneiso, il contenute d; quel teorema.

In ogwni coppia ece. Langolo trieds o che si olliene, in wune, congrui-
gendone i centro con quello di una faceia, col nedio di un lato di essa
e con uno dei supi ESivemi, ¢ uquale (per sitmmneiria, non Per sovrapno-
sizione) a quellp analogo dell’ altyo.

4. Teorema 11, — 7y 0gni coppia ece. sono equali, ordinatamente
constderandol;.

L | rapport: fra i raggi delle sfere inscoitia e cireoseritia (*) e il
raggio delle foceig (V. in entrambe le fig. In g 95 § briang. rett. Bi0).

o1y

- e e r =
i = LEY, '-.':""':"' g B = Tt el al oy
|_h.-r et e ' = l"-.-l-r.-.. — i =~ g -
g Bl H o 1
-

, .
i LN e ety arl r -
e T S Ly e T e gy
bois Ay o

o e
T, -

o .'_,'__-..r_.r, o
L . T

YR J. = Elfmants de Ghom. Paris, Ch, Fonssielgue pag. 986: Es. T64).

(*) Cfr. *“Sallg Eenasi 8 la geom, deser, ds’ poliedr] ece, | (Periodico di Matemat,, Livorno, 1910) oAl
ove ui chiamano asgj dei vartizi, delie facee o degli Ipigoil di un pd. r. e, (il tetraedro eseluno) 7 Sl
le conginngenti dne Yorukei opposti o i centsi 4 dne facee o di dye Bpigoli opposti (diamotri risp. (T
deila sfera Circosoritta, inseritta o tang. ai lati del polipdso 8ce.).

(") Oho in due polari Pl 7. e. aia comupes i) rapperio fra quei dne ragpi oras; giz motato

(Cfr. G. L. Repertorio g Matem. o Fizica; Livorno, k. Gsti, 1004) ma non se n'era, ch'io mi
Skppis, n& formulato, nd egtegg il teorema relativo,

......
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2°. I rapporti, in uno, fra il semispigolo ¢ i raggi delle sfere tang.
ai Lali e circoseritta; e nell’alivo, fra Uapotema della faccia e i raggi
delle sfere imscritla e tang. ai lafi.

C1d risulta dal paragone, (reciprocameute accoppiandoli nelle
dne fig.) del triang. rett. #10 e CtO.

5. TeoreMa IIl. — II rapporto in ogni pd. r. ¢. fra i raggi delle
Sfere tang. i lati e inscritiq (circoscritta) &, nel correlativo, inverso di
guello fra 2 raggi delle sfeve tang. ai lati e circoseritta (inscritie).

Anche cio dai triang. precedenti.

b. Sott’altra forma pud enunciarsi quel teorema, cioe:

Sono fra loro eguali, in ogni coppia di correlativi fra guei poliedri,
v prodotti dei raggl delle sfere inseriile in uno e circoseritia allaltro;
ed entrambi quanio il prodotto dei raggi delle due sfere risp. tang. ai
loro lati.

7. Di quel teorema, quest’altro & facile consegnenza:

Teorema IV. — Se gli spigoli di due gualsivogliano correlativi o
reciproci fra i pd. r. c. toccano la stessa sfera, ne sard il raggio medio
geomeirico [fra quebli delle sfere recipr. inscritta in uno e circoscritia
all aliro.

D’onde il

CororLArIO. — Nel teiraedro regolare il raggio della sfera tangente
agit spigoli ¢ medio geom. fra quelli delle sfere inscritta e circoseritia
(Dostor). (V)

8. Preparando, infine, convenientemente (Fig. 32 42 ¢ 5°) le proje-
zioni di quei poliedri, p. es. il cubo sur un piano perpendicolare ad
una diagonale di una sna faccia o ad umo spigelo per ghi altri, e
considerandovi i raggi delle sfere e del cerchi anzidetti, sari ben fa-
eile, applicando il teorema di Pitagora ai triang. rett. che ne ri-
sulbano, giusfifieare quest™ultimo.

TeoreMa V. — Sono eguali in ogni pd. r. c.

1% Lt sonvned dei quadiraii del semispéigolo e del raggio della sfera tang.
wi lati, e la somma dei quadrati del raggio delle sferg inscritia e del
cerchio circoseritio wlla faceia; ed entranbe guanto il guadrato del raggio
della sfera circoscritic.

2°. Il quadrato del raggio della sferaiang. ai lati eguaglia le somma
del raggio della sfera inseritta e dell’apoiema della faceiv.

3. Ed eccoci ora ad alenne costruzioni su quei solidi.

Particolari proj. ortog. de’ poliedri reg. convessi (pd. r. ¢.) sulle
quali torno ad insistere, permettnrﬂn, la deferminazione del loro an-
golo diedro, non solo, ma simulk. anche quella dei ragg: delle sfere

(1) Ho dato di preposito una dimoatrazione molte slementare dei teoramna, the & dsl resio
tonseguenza immoediata di doe Iath, eloe: 1» Che la figors polare di an pd. v, «, rispetlo alla sfera
ting. &' suol apigoli, & il poliedro polare-raciproco del dato con gli spigeli tang. alia stessa afera
in quegli stessi punti di contatto: 2¢ Che rispetlo a tale sfern, la afers circoseritta {imeeriita) al
primo & polare reciproes di ounella inseritia (circoseritta) al sseondo,
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inscritte, circoscritte e tang. ai lati, e dei cerchi inolire inscritti e eiy
coscritti alle facce, senza per altro segnarne il contorno. Ma importa /{3
notare, sovratutto, ehe dato lo spigolo, le espressioni analitiche deiise
primi fra quei raggi, e bensi facile ottenere. indipenden temente dallmf]’j
Trig. sfer. & cui si snol ricorrere. (*)

Il. Basta projettare infatii, quei poliedri (il tetraedro escluso)
su di un piano perp. ad un loro asse degli spigoli. Cosi. p. es. la Fig, 125548
rappresenta le snddetie proj. del cubo e del tetraedro e l'ottaedro i
in esso mscrithi (il primo, cioé, formato con meid delle diagonali ‘st
delle sue facce, e I'altro coi vertici nei centri di queste). Ne risnlta, &
com’ & evidente: b

@) In vera grandezza le diag. AA,, BB, del cubo e il loro an-.:
golo: le distanze tra facce opposte o spigoli opposti, ossia le dimen= i

i

sioni risp. dei raggi delle sfere circoseritia, inscritta e tang. agh

spignhi del embo; siechéd ponendo per es. AB, — a, sara AB — ay2 i
ed AA,=BB;,=a}3: ed essendo N, N,, C ed L i medii risp. dei 539
lati del rvett. A,BAB,, le AA, e BB, sono perp. tagliate in parti
eguall da CB, LBB,, e dalle CA, LA,; similmente fanno le CN, ed OB <A
rispetto alle CB ece. (¥) ﬁ :

b) 11 triang. isoscele ACB & proj. snl piano perp. allo spigolo CD 5%
del suddetto tetraedro inscritto; i lati eguali AC e OB ne misurano % ﬁ'

I'altezza della faccia e I'angolo al vertice C il diedro. S ha pﬂrtﬂ.ﬂt&;

-~ = f"[
AB=4}2, CL=1g C0= 0L =, Oﬁ_ﬂf ' 0"_03& =213 i

(valori da dividere per V2 considerando il tetraedro di 8pig. @); I8
inoltre sono Ar ed #C il raggio e I'apotema di una faceia. (*) ﬂ

La proj. del tetraedro sul piano di una faceia di quel cubo & un
quadrato con le sue diagonali, e
¢) 1l rombo CkLi 6 la sua minor dingonale ik danno la proj. di

quell'ottaedro inscritto su di un piano perp. 2 due spigoli, epperd el
parallelo a dune altri che st projeftano al vero sovrapposti in ik;
gl angoli maggiori ne misnrano il diedro (supplementare quindi a =
quello del tetraedro. Inoltre sonn OC', Or, Oi i raggi vigp. delle sfere
anzidetie (da moltiplicare per Y2 se il solido & di spigolo a); Cr
ed »i 1l raggio e 'apotema della faceia ece. (Cr = 2 »i ed il punto r

(*) Proprieth dovuta a Dostor, ed ora meglic ritrovata, poichd dunalisticamentes dedotta da nn
caso genarals,

¥) Roveef er pa Commsaovsse, Gdom,, Ganthier-Villara. Paria, 15883,

(") Prop. mon so perché, come stirove gia dissi, neglette: ineutre, pnr esssnds meno sppari-
socenti, somo, crede pib importanti dslle consuete sol pisno di unz faceis o normalmente s om
agse dei vertfici: giacoh® queste pon d3dnno che due asollanio di fnel raggi; e le prime, inveaocs,
tutti e ire, e e spigolo in alire o il diedro, in vera grandesza,

&1 confronti in proposite, la Geom. Descr. di E. Catalan, 1'ynico parmi ehe la disegni pal do-
decaedro, seuza | particolari per allro da me indicati (nen v'ha neanro on eanno sull'svidents pro-
prietd degli eguali o fra loro perp. assi di simmetria di cni gode quel eontorns).

L'A. i consacra per imfero una grande tavols fnori testo: guella proj. avendo indiretiamante
dedoito mbtravesso raiternti o laboriesi cambiamaenti dei piant di riferimento, che sono. come ho
dimostrato, complelamente superfui.
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proj. del centro della faceia). Si noti I'egnaglianza del rapporto
1:V3, fra le diag. di quel rombo e i lati del reft. A,BAB,.

Il. Ora & facile dedurre dalla precedente osservazione come deb-
bono essere esagonali e regolari i contorni delle proj. del cubo snor
un piano perp. od una sua diagonale e dell'ottaedro sul piano di una
sua faccia.

Ma anche subito si vicavano le proj. di quei solidi sopra nn piano
perp. al primo: risultando infatti sei vertici del cubo, tre & tre, di-
stribuiti sn dae piani trisecanti normalmente in parti eguali la dia-
gonale che passa per gli altri due verfiei. {*) Si ha inoltre che la

(3
distanza fra due facce opposte TT'E-—'HV“:% , come risulta dal T. di
il
Pitagora uel triang, retk. »(O¢ dove & Oi= : ed £r=§vr—§; eppero
_ 1 t 2 _ a6 . . :
SONO 0¢=%, Or=- '?"?'ﬂ——_-v_ﬁ ed OC —ﬂg = V_i- risp. 1 raggl

it

delle sfere tang. ai iati, inscritta e circoscritbe a quel pohiedro.

12. Le Fig. 2* e 3" sono le projezioui risp. dell’icosaedro e del
dodecaedro su di un piano perp. ai loro spigoli opposii per N ed Ni:
piano parallelo all'altra coppia di spigoli opposti AB, A,B, ed agh
altri due che anche al vero si projettano sovrapposti in SE ece. Si
hanno guindi in vera grandezza i dne assi dei verfici (diamefn della
sfera circoseritta) AA, e BB, ed il loro angolo; lo stesso per gl assi
delle facce rr, ed #*1¥; risp. perp. alle loro proj. rettilinee, non che
infine, per gli assi degli spigoli NN, ed MM, (diametr: della siere
tang. agli spigoli). Ed essendo inoltre i punti » ed 7:; »* ed »* proj.
risp. dei centri delle facce di quei poliedri (facce risp. perp. al piano
iconieo) 1 segmenti A ed N daono al vero i raggi dei cerchi ad
esse inseritti e eircoscrithi ece.

I poi ovvio che gli angoli N =N, misurano risp. 1 diedr: di guei
solidi; e che prolungando convenientemente quattro lati di quei con-
torni o le projezioni. ud essi interne, di taloni spigoli, com' & indi-
eato nelle figure (%) & facile osservare che:

a) Nelle due fig. reciprocamente simili a guelli esterni NTN.L
sono i rombi interni NEN,S; Ja diag. minore di ognuno di quei rombi
parte maggiore o minore risp. dell’altra (hasta rammentare, infatts,
il noto rapporto fra la diag. e il lato del pentagono regolare). [nol-
tre NS = AO.

h) Gli angoli maggiori quindi ® i lati di quei rombi interni misu-
rano il diedro e il raggio della sfera circoseritia.

13. Ma ecco ora aleune facili relazioni tra i raggi di quelle sfere
e di quei cerchi con lo spigelo del poliedro, utili per disegnarne

(M Ofr. BaLTZER, Geomelria.
i) L'avidenza dal traccinbo rende superfiul ulteriori chiarimenti sulla soa gosirozions.
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der vertici.

aurea dalle NB e B,N, (sezioni del solido perp. al piano iconico) 7 4

essendo A¢= A, quanto il lato del decagono regolare di raggio

cB=ce,, ece.: sarh quindi AA, guanto quel raggio anmentato del ol

doppio di quel lato ece.

b) Inoltve anche le parallele SB, ed EB tagliano perp. ed in se-
ziona aurea la »r, (distanza di dne facce opposte) 1 cul punii Ry
ed Ri* anche similmente dividono gli eguali segmenti 7 ed riby;
onde la R,.R..* Ea_in parti egunli divisa dai punti { e ¢, ed & facile
mostrare che & rf =rA (raggio della faccia triang. del poliedro).

Sieché chiamando @ e d rispeliivamente il lato e la diagonale <

del pentagono regolare (mezione diag. del solido) sari la » anzi-
detta quanto la sommu dei raggi dei triang. equilateri di iati a e &
rispetlivamente,

¢) Analogamente si ha pel dodecaedro (fig. 3*) che I'asse dei ver-
tici AA;, & normalmente secato in parti eguali dalle parallele NV,
¢ VNi menire le VB e B,V, parallele ad -esse taghano in seziome
aurea risp. gli eguali segmenti Aied Ayi,. Inoltre Iasse delle facee rry
¢ normalmente diviso in sezione aurea dalle BK e BiK; e s1 ha
rt=yrA (raggio della faccia, pent.) Quindi i guanto il lato del deea-
gono inscritto nel eerchio che ha quel raggio: sara percid 7r=2 volte,'

quel raggio -}~ il lato di quel decagono, ovvero quanto la sommsa dei’ =78

raggi dei due penf. reg. di lati a e d rispetiivamente.
d) St noti, in fine, che i eontorni interni oo Ko™ . ., (fiz. 2°) ed

RagvBBae™ ., .. visp. ottenuti come indica il disegno, sono reciproca-

mente simili a quelli esterni ANB,A, ... dell’altra figura.

B ovvio poi come sia un quadrato di lato d (fig. 8" il contorno
VEV:K, giacché proj. sul piano di una sua faccia di un enbo in-
seritio nel dodecaedro (avente eiod per lati diag. conv, scelte delle
tacee di gnesto).

4. Ed & ben facile ora (senza ricorrere alla Trig. sf.) di asse-
gnare, per ognuno d1 guei poliedri, + valori analitici det rager delle
tre sfere in essi cousiderate, quando ne sia nota la lunghezza dello

: _ /

gpigolo: basta bener presente la relazione ¢ — t—, (—1+V5) ovvero,
: . a = v _

cioé che o io stesso, d =5 (14 ¥5) fra il lato e la diag. del pent.

regolare. Si ha infatti (fig. 23) MM,:% (14 y5) e pel T. di Pita-
gora nel triang. AMO si ha che il raggio della sfera circoseritta
all’ 1cosaedro, cios AD = %Vlﬂ + 215, mentre dal triang. rett. NOR,

dove NO=;i (1+1v5) ed Nr=a:2V¥3, si ha che il raggio della

’ il
le projezioni anche sul piano di nna faceia o perp. ad una assg @
a) Nell'icozsaedro (fig. 23) la A A, & novmalmente divisa in SEZIONe. "1‘
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sfera inscritta, ciog rO = V_ (3--V5): ed infine sarh il raggio della

sfera tang. agl spigoli, cioé NO = DM——( 1} 15).
Parimenti si ha pel dodecaedro (fig. 3“)

MM, =4+ d=5 (3 + V5.

e quindi dal triang. rett. AMO ed N»O ne viene che &

ay3 - a 1/25 L 11 V5
AQ = i (14v5) ed Drzil/ _['10 ¥

ed infine ON = % 8+ 15): lunghezze risp., eom’® ovvio, dei raggi

delle sfere circoscritta inscrifta e tang. ai lati del dodecaedro di spi-
golo a.

Epperd, tenendo presenti gli analoghi risultati gia ottenuti per
gh altri poliedri, si ha il seguente quadro dei

VALORI DE!I RAGGT DELLA SFERA

inscritia eircoscritia tang. agli spigoli
Tetraedro a:2y6 ¢:V3:2y2 a:2V2
Cubo a:2 ay3:2 ay2:2
Ottaedro a: V6 a)2:2 a:2

25 —i— 11 ' ay3 . 7
Dodecaedro & V 4 (14 v5) 7R (3-+-V5)
Icosaedro f B34v5) % Vlﬂ +2v5 % (14 y5)

|6, L'esattezza dei valori di quello specehietto pud anclie con-
trollarsi applicando 1 teovenn precedenti (n. 2-3) sulle relazioni fra
1 raggl di siere e eerehl che st cousiderano in quei poliedri ece.

Cost p. es. 1n ogni coppia di correlativi ece. & costante il rapporto
ira 1 raggn delle sfere eivcoseritta ed inseritta in ciaseun poliedro: quel
rapporto & 3 per la coppia cubo-ottaedro ed & V3(5 —213) per I'al-
tra dodecuedro-icosaedro.

E costante inoltre, in ogni eoppia ece., il prodotto dei raggi delle
sfere reciprocamente inscritte e circoscritte nei due poliedri, e quanto
quello dei mﬂ'gi de]le sfexe tangenti agli spigoli. Quei prodotti

V_ ed {2—I~V—) risp. per le coppie anzidette.

danno infath

F. P. PATERND.
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UN GROPPO DI NOEVOLI COSYRUAONI SULL'ANGOLO DI BROCARI |

Lie nuove costruzioni che qui do sull'angolo di Brocarp, pin uume‘-?’:
risoluzione del problema in st stesso, servono anche di base a certe,
altre costruzioni di genere ben differenfe. In esse, infatti, gi fa uso ™
di certi criteri costrattivi cosi sempliel, ma anche cosi importanti, 5
che Ja totale costruzione si presenta sotto forma elegante e suscet- Zyiicel
tiva di varie considerazioni. R

Seriviamo le note formule della recente Geometria del triangolo “4d
[econfr. Arasis, La Geometria del iriangolo, p. 152, 161, 165] "

P b o R R ek T W EEAbSRi s "
-k T e e | - B e =Ly Ko LY free=ipl] ; .
= By e i R pr ik, By R A e e T T L
-

t‘&“ﬂ' [ — o - i [I] - .. ..,“ f-'-
LR
S S 8, 2A ] ’
a b e a" —‘— bﬂ—f-— c° i -;*
1 “ i

abe A %
T+ LS

s BR Bl

. }_
nelle quali w & I'angolo di BROCARD, 8., 8, s, le distanze del punto-
di Lemorve K dai lati BO=g, QA =0, AB=¢ del triangolo fonda-" ;
mentale ABC, di area 4, p il raggio del secondo cireolo di LEMOINE i/}

TR e I = 1mt 1y,
plbadi fal - e = B Ll

% - 0 cireolo del coseno (circolo che passa pei sei punti in coi i lati
. del triangolo fondamentale sono incontrati dalle antiparallele ai lati
condobie per K). &
11 segnente importante gruppo di formule [confr. V. Q. Cavarrago, e
* Memoria sulla (Geometria dal triangolo , in Rivista di Fizien. Ma-
teneticy e Scienze naturali, a. X1I, 1911, n. 143) __:1-.3-"
(E)“ | (n:)f : (u 3 sen --:.«.)2
a/ " \b) T \e! ™ \senw
b\2 b \? BE 2y “*
{ ;) | ( ) | ( } _ (SED L‘.‘:-) vy
\ (i b ¢ SE0 W '
a2 " 8 e\ sen T)!’:’ 'EI
=< 21 - .
(ﬂ)_!—(b) | (c) (sanm’

nel quale qa, 3, v sono gli angoli del fond. di vertice A, B, C, di

1

1 /1 1 1 1 1 1
Eenm_gﬁl/aﬂ I X “i_?g_' Eﬁ.se”mzl/ﬂﬂ | 7 ! (V]
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. , . Sena  Sen sen y :
purché in esso si faccla —— = —3 E .+ separatamente. R s,

come & ovvio, il raggio del cireoncerchio di ABC.
Da [1I] e [II] viene :
28, 28, 2%

tanguw = — === =—2 [VI]

¢ dalla [111]

abe abe . 44
R e . L
4A
= 5—p T sR=Rtange. [VII]

" T

La formula ultima: Hi= tang @, & importantissima.

Ora esporremo il procedimento delle varie costruzioni sull'an-
golo w, gtustificandelo poi per osservazioni sulle formule scritte.

2) Si consideri In figura 1 nel triangolo ABC della quale P, Q
sono 1 punti medi dex lati BU, CA;
AA,, BB, le altezze corrispondenta
¢ D, B 1 punti medi di esse: le vette
PD, QE s’ incontrane nel punto K
[teorema di SenromILoal

I1 segmento A,By, che & uno del
lati del triangolo ortico, & antipa-
rallelo rispetto ad AB, dunque se
da K tiriamo la MN parallela ad
A,By sara MN antiparallela rispetto
ad AB e perb KM=KN=p. Per
defterminare 1l cireoncentro (), e Fig. 1.
perd R, osserviamo che trovansi
oid parzialmente eseguiti i proeedimenti geometriel che ordinaria-
mente servone i determinarlo. Condnciamo CX perpendieolare in
CaBC v prendiamo su di essa S =2g, e poi, fatto CL=C0 =L,
conduciamo per L Ia parallela a BS chiamando T 1l punto d in-
contro con CA,

Dieco che CT =p e che i due angoli SBC, TLC, ¢he sono uguali,
sone ciascune angolo di Brocarp w di ABC.

(ib & subito visto se osserviamo le form. (VI), (VII).

Osservazioni. — Il procedimento determinante w di figora 1 puo
considerarsi una determinazion® d’w per mezzo di K. Le (VI), (VIl)
¢i offrono separatamente i due procedimenli vompendiafl 1n figura 1
vispetto al Iato BC. Noi pavlammo gid nel Periodico, anno XX VI,
fase. VI, 1911 della determinazione di w, e perd dei punfi di Brocagb.
per mezzo di K e ei fondammo sulla(VI); ora possiamo considerare
il procedimento gia esposto in figura 1, relativamente all’angolo TLC,
come una determinazione dei menti di Brocard per mezzo della coppa
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di raggi R, p purch® s intendano estese le costruzioni agli altri lati; 75
convenientements, e si completino le costrozioni. B
Non 2 necessario conoscere la posizione di K perché rimangano 4.
terminati p, s, con le costruzioni dette (e10e tirando KK, =3, perpen-:ii e
dicolare a BC ¢ KM — ¢ parallela ad A,B,). Basta, invero, adnpﬂrﬂ,rﬁ;?
uno dei procedimenti geometrici noti determinativi d'w a prescindere “vindd
dalla conoseenza di K (ALasia, L cif. p. 178, 174, 175) ovvero unﬁ':_if?ffg@
dei procedimenti seguenti b), ¢) perché si possa determinare su CS, i :
28, p € ¢id per inlersezione di OS con i lati dei due angoli w di
vertice B, L aventi un lato comune BC.
Nella figura 2 ABC sia il triangolo fondamentale. Prolun ghiamo il
lato BC di CN =2AA,, essendo AA, Paltezza relativa al lato BC

considerato e CT sia il segmento medio proporzionale tra B(C, CN. .
Poi, fatto CE = CA, uniamo B con ¥ e sul segmento BE, cosi ot- i
tenuto, costrniamo i) triangolo rettangolo in B, BEF, il cui cateto EF . i
sia. uguale ad AB. Fatto quindi C(z = BF, conduciamo CH perpen-
dicolare a TG ¢ prolunghiamola di HL = HG.

Unito poi T con L. dico che I"angolo TLC, eosi ottenuto, & V'an-
golo BrooArDp w di ABQ.

I due segmenti, CT, (/G = BF, cateti del triangolo rettangolo TCG,
hanno per misura V4A, Va® - b° 1 2 rispeit. e pero:

TH _TH 0 4A -
GH —HL — TG~ a* - p°J &~ tang o,

per la form, (I).

OsserRvazionr, — 8i nob quanta importanza ha la semplice pro-
prieta, di cui faceiamo largo uso in altre ricerche gia pubblicate, che
il rapporio tra i due segmenti dell’ ipotenusa determinati dal piede della
altezza corrispondente @ uguaile al rapporio tra i guadrati dei catet:
adiacenti.

E per questa proprieta che varis cosbrozioni

acquistane forma
elegante.
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Facciamo GQ=BC=aga, uniamo Q con H e tiriamo TP paral-
lela a QH. Sara allora PQ=2s,.

Infatfi
PO HT CcT* 4A _
a GO CG* a4+ b+ &

pol
2Aa

—— 4
ﬂﬁ_l_bu_l_cn Sa

PQ =2

per la (LI).
Cosi senza conoscere la posizione di K possiamo determinare le sue
distenze dai lati del iriangolo fondameniale.

Fatto CS =3, =}—} PQ, conduciamo SM parallela al lato A;B,; del

triangolo ortico. Il segmento SM & ugnale al raggio p del eircolo
del coseno e eid risulta dalle consideraziom fatte sulla figura 1,
quindi fatto TU =p 1l segmento UV parallelo ad HL & ugunale al
raggio R del circoncerchio (form. VII).

Possiamo cost determinare il ragqio del eirconcerchio di un trian-
golo fondamentale senza fare uso dai
punti medi dei swoi lafi e &l circon-
centro O anziché essere determinato
come incontro o due mediatrict puo
essere coslruito come inconiro di due
arehi.

¢) 1l triangolo ABC sia iosecritio
nel eircolo di centro O e CE=CA
gin perpendicolare in C a BC. Unia-
mo B con E e sia CH =h, perpen-
dicolare in F a BE. Prolunghiamo EB e {fatto poi FM,= AB,
uniamo C con M, e sia FG=A e unito T eon L, dico che !'an-
eolo TLC & l'angolo w di ABC.

Osserviamo infatti che {a® - 5% A° = CIE°h* = &*", quindi

1 1 1

| :
it at ' B

Fig. 3.

Siccome FM; = BE = ¢ abbiamo analogamente
1 1 1 1 1 1

— el

h: e hli | ﬂ_ﬂ ﬂﬂ bﬂ cﬂ
ed ’

A== 2R sen w,
i ;1,1
T
per la (V).

Percio 'angolo TLC del triangolo rettangolo CTL, di ipotennsa 2R,
che & opposto al cateto h, & proprio I'angolo di Brocarp w di ABC.

i, [
e T
T -

" e 3 1" w
= e "] aam ¥ty 1' ey | W W '-I..'_ - 1% -
- i : T N = LR —. 8 i 1] o 1 o,
L e =T g T i T b i el )
i . =i, ol o . B i om s Lhr : L - T a
BOIRG W L - 1 n - = oy .3 Ty TP St 5 L
. i P P 1T - ' o A e e e e » .
o i i 1 o # b ¥ '!, e (= L L2 [T ol Tt - L1~ Pl i
- E r - s = 2 —— e
S i LT — LS . - A el w1

o
i .
i II'I F dos
S T
s L

R
-I-i'_-"':.'tu A

:-—L.‘-.

F -

. |

- . i Wy

e o T L it
e — S S ——

PR

_-_E"J‘_.:‘ Ty 1
|._.|';|.'hl .
asm

) b
e R R

S

o
——
= T

.
-
i -t N

)
)
s S
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OSSERVAZIONT. — Osserviamo che il segmento ON perpendicolare; g8
in 0 a CL & il raggio p del cireolo del eoseno. e
Dalla figura 3 possiamo vieavare, oltre di ¢, qualeche altro r
mento notevole,
Falto su (R, (S = e riportando sn B(Q j] segmento CM = R, vz
basta condurre da B Ia parallela ad MS percha questa incontri CE S
In un punto P che dista da C di 2s,.
Sulla cosiruzione figura 3 possiamp semplicemente completase
quella che il Brocswn espose al congiesso &’ Algeri nel 1851 (eir. ArAsya, et
L eit., p. 175) per la determinazione dell"angolo che porta i) suo nome,
Basta condurre AJ parallela BC e CI perpendicolare ad 0C:
Fangolo IBC & ugnale ad o o quindi, anche per questa vig, la CE
visulta incontrata in gy punto P che dista da C di 2g, .
Se poi uniamo L con H & chiaro, per quel che precede, che il i 8
segmento CV & ngunale a 2p, giacehe I'angolo CLV =,
Qui si vede quanto istruttiva & la figura 8,
U procedimento di figura 3 puo essere, in parte, ripetuto sostan- B
zialmente nella determinazione @'w per mezzo dei raggi dellincerchio
e degli ex cerchi e dj qualche altro elemento: da

A=pv=v,(p—a) =w(®— )=y (p—¢)
con

p=g(a-+b+o

viene facilmente

poi, per la (1),

(ETEE
e

Se h & il scgmento per il guale

1 | 1 1 1
= 33 +‘—a+;i+‘T=

Sari

e noi, servendoci delle.linee gia tracciate preventivamente in figura,
possiame snbito, uniformandoci agli esposti metods, costruire 'an-
golo w.

V. G. Cavarraro.
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RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 810

S10. Dy punti P, P' percorrono due linee in un piano ¢, ¢ con velocitd
costanti v, v, e in ogni istante la rvette PP fa angoli costanti con le tangenti alle
curve stesse nel punti P, I, Trovare tutte le coppie di linee ¢, ¢ che possano ve-

vificare la detta condizione.
G. L.

Risposta del prof. I. L. Csada di Moder (Ungheria).
Sienv P, Py, Po... le posizioni del punto mobile P nei tempi ¢, ¢ 4 At

t+ 24¢, &8 P, P, Py... guelle del punto P'; sia Q il punto d'incontro delle
rette PPy ¢ P'Py ed R il punto d'incontre delle rette PP' & P,P:; poniamo

" —
PP, = As, angolo (PP;, PFP)= &,

SR, :
PP, =A¢ angolo (PP, PPl=a,

e > — .
PP =9, angolo (PP;, PyP;)= Amw,

—r —
angole (PP, P P4 = Aw',

— —> )
angule (PP, P Py)= Aw".

Essendo gli sangeli «, o' costanti, si vede facilmente, eseguendo la figura, ch's
(1) Aw” = Aw' = dw.

Indicandn con g e p',, vispettivaments i raggi dsi eircoli passanti 1'uno
pel punii P, Py, Py 'altro pei punii P, P, P4y, si hanno le relazioni

Ads
[ Aw = ¥ areg sen -
pfs
0 T at
() I | As
Atw = 2 nre sen —
26 44
8 percii
As Asg
~ Zarcsep 2 arc sen
(3) Aw’ gPdt 4P At |
At At - A# ’
al limite per A2 =0, si ha o
dw” P v
(4) it = Bl
= o

dove g, p" sono i raggi di ecurvatura delle curve ¢’ ¢ rispettivamente nei punti P, P,
Dal trangole PP, R, 8i ha

gen (& — Awm) As sen dw™
— Az - —. . 2 -— 4
PR g gen Aw' { Af Af J e @),
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© passando al limite per Az =0, sj ha

PR=gy_ Senx

an”
)
Si ha guindi
J '
. 8PN & — 86N &
p=PR—PR=" = :
{ffm )
il
da cui
dw” v sena’ — p sen o
(5) e -
14 P
Dalle {4) e (5) segue
v ? _ v8en& — psana
(6) o, e Sy .
p P p
11 » pod essere una innzione arbitraria di Py P. 8, 58, ¢; si ha dungue
o P oP(88, 0,0, 1) = v.p(s,8,p 5.4 _
¢ BSeU & — v Ren o | v 860 % — psen x
Bssendo
g P v 8 5
= =l t"—'—':'—-—.—#
8§ v o » v v

le equazioni di tutte ls coppie di lines che posseno verificare la deita condizione
S1 possono scrivere

v (E E'.s' v EJ : (ﬂ . 2 U .H-'J)
, -D |8 o » By s P, s . vV.p = 8, 8, = P, P =
fT) P_ [} ¥ ) {8} P__- T ' "
v EEN X —pE8nax 7 BON @ — p HAQD

Keco aloune propriets dulle eurve ¢, ¢. Dalle (4) e (5) seguouo le relazioni

PR = g sen «, PR = p'sen

Costruiamo il ecentro di curvaturs corrispendente al punto P s la sna proie-.
zione C; sulla retta che passa per P & che forma colla tangente in P un angolo
dato . 1 punte C, & ii hrogo di B. Ls coppie di linee ¢. ¢ sonn caratterizzate per
la seguenie proprieta : 1%, Nei punti corrispondenti coincidanc le rette PG, P'C
ed i punti C, ;. 2° Le tangenti corrispondenti formano un angoio costante,

Risaluzione del proponents.

Riferendnci ad un sistema di assi ortogomali, indichiamo con z, y le coordi-
nate del punto P, con X, Y quelle del punto P, con m, m' Je tangenti degli an-
goli formati dalls retta PP’ golle tangenti alle due traiettorie o poniamo 5— = k.
Per le condizioni poste dal problema si deve avere il sigtema di equazioni

e 4 dy® = k* (@X? -+ dY?Y

i [E—:J(m—-?"-)wff—y;(wm

o

iy
m)_ﬂ

(X — :c}(m'—-%) + (XY — y) (] -I—m’g)r-ﬁ.
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Infatti la prima di queste ssprime cha il rapporto dalla velocita di P e Pak
La seconds si trova esprimendoe che la retta PP, la quals ha per coafficiente &n-
Y=y
X—2z'
angolare %, formano uu angolo che ha per tangente m, di guisa che, per una

nnta formnla 81 deve avere la relazione

e la tangente alla traiettoria in P, la qunale ha per coeiliciente

golare

dy Y —uy
dx X —
1 % Y—uy
Vde X — &

Ml —

che con semplici riduzioni si trasforma nella seconda delle (1). In modo gimile si

trova la terza equazione esprimendo che la retta PP’ (di coefficiente angolare 1= y)

=
‘ ‘ S A g d
e la tangente alla traiettorin di P (dl coefliciente angolars &) formano nn am-

enlo che ha per tangente m,
1Y, Consideriamo prima il caso in cui sia m = m.
Dalle ultime doe per soitrazione si otliene l'equazione

Y 4
(::—E_ — ﬁ) [(X —z) —u (Y —y)]=0,

che 8i scinde nelle dne

dY dy
X dz'

(2) (3) X—ag=m(Y—uy)

Se & verificata 1a (2), 1s prima dslle (1) diventa

n:z"-*{l G & (.f‘i-"]ﬂ} =} dX" {1 +[ﬂ)} . da el { dx == kdX

iz dx dy = kdX.
Ne risulia
fe=kX + ¢
] y=21Y 4 ¢;
e sceglisndo convenientemente 1'origine delle conrdinate, st pno porre
J' xr=EkX
| v = &Y.

Allora Ia seconda e terza delle (1) diventano
dy Bine ﬂ) -
[:r:(m d:)q_yul_l_md: = ()

dY ' dY
lE (m dl{) FY Ll—|——m :fﬁ[) = (),

(4)

che sono 'equezioni differenziali di due spirali eguali aventi per pole Porigine
delle coordinate: infatlti esse si ottengono esprimendo che Ia tangente dell’angolo
vettore colla tangente sia eguale ad m.
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Se & verificata la (3), la terza delle (1) divemta

dyY dY
- =) ("‘_E)HY“E”(H""E):“’
ciog

(Y —%)(m?4-1)=0
Y=y,

05516

e ruindi X=2
Questo ¢age dunque non s;j pud verificare altro che quando i punti A, B sono oLl
Selpre coincident;.

2°. Supponiamo ora m,

1 disnguali,
Dalla secondy & terza dall

(1) eliminando X — , 4 v — ¥, 8 trova

" — —E'E 1 ~|I— ™ —ﬁ‘y—
dx da -0
Y ay | ™
m — X 14w X
0H8ia
| i . @
m 1 dr . Az | ay ﬁ(] ! T
m' 1| |ay . L | Y| dz dX | [T
| aX dX
08514
(2) {m — m') (l + —%- :;,f) (1 4+ mm_](———— g) =0

ay
(6) iY gy —°
L — .
43 ]—|—a:.——y-

B alle dys Curve & gostante

Sostitnendo questo valore nalla prima dalls (1) si trova

J \dax
da onij
1—]—{;%*—}1/1 1 g2 %;
& integrando
(7)

:J:—I-ny———.?cifl +a® X1 g,
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Dalla prima delle (1) o dalla (6) si ha anche

{a (9 :kul[1+“dr)ﬂ+ll£
+("f-’"") [(r?y )2 ld:-’

= ., =
e e e e e E—— -

ax
0Es1A
dy * (ri'J)‘ (d’_; *1 (dY)E
— — 1 = B (1 gl
(dm uJ1+ b l+n}~l ri‘.r)f,.-f::'
08514
d _ .
ff-!: a=Fk {1+ o* - a ri’i’ 05SIA ay—agdz=~kY1l-+ n*dY, II
e guindi
(3) y—ﬂ:::-k]/]—]—ﬂ“Y—l—t:g.
Posto m =tan &, m' = tap a, si bha
; a : ! . :
a=1an (& —a), — %el (@ — =), = €05 (0t — )

V1 + a® Y14 a
percid le (7), (8), scegliendo convenientemenie Vorigine delle coordinate in guisa
che sia ¢1 = 2 =0, s8i possano scrivere
{ EX = ysen(x — a') + 2z cos (6 — u’)
[ KY = ycos(x— ') — xsen(x — «).
Lsa seconda delle (1) si pud scrivere ";_'-;3.; ;4
; B | ]
=) 2 {m (Y—y)—(X—2)j+m(X—z)+ (Y —y)=0.

Moltiplicando per e sostitmende a kX, Y i valori trovati, si ha

dy |m {y cos (z—a') — xsen (z—a') — ky| — [y sen (a—a') 4+ = cos (z—a') — kx)] +
dic [ {y sen (e—a) 2008 (e—2') — kz} | {y cos (a—a') — 2 sen (a—a') — ky)] = 0.

Se poniamo

. , SAN % 605 (d—%') — cos = sen (ee—oa )
= mCDB (0—a |—3gen (a—% ] — ik = - &t
COS «

sén o, — X coB
cos o

—

sen & sen (@—=&' )+ cos ¢ ¢os fa—x') 2.

g =  gen {e—a') -} cos (a—a') — b=

= i ] sll_if¥
n - i o - -
1 v A - .
B AL Tt ; P LT LA i T T o

' T Ty 5" s = oy il i g s

T o A R 5 e - r L A =LA . L= B e . pl =
] : e =

s d . T—K = - T e ._ =
= s -'—-"I_ el - - -— s
- === [ - = =L

cos o o
cog 2z — & cos & & |

s It
COS o e
R i

Vequazione precedente diventa LAY
dy (py — qz) <~ dz (qy -} px) = 0. it

i L

o {1

Per jmfegrare queska equazione, si pongn
y ==z .5, da cui dy = zdz —+ zdz.
Heusa diventa - .
(zdx + wdz) (pex — qo) + do |qzz | pz) =0, - i
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oRsia
pl-+2%de + 2 (pz— q) dz = 0,

Se & p=20, si ha gdz= 0 ossip z= ¢

Y
?=I*.', i = Ox.

Se 8 g=10, si ha
.!‘.‘E-.'-yil—-[:‘

So p e g sono diversi da zero, ai ha

tdxr | Pz — ¢
z - pll4-2%

da en sucessgivamente si ricava

iz ] 2zdz q dz .
T+_2_fl-—i—3=_p[1—-j—zi__c

tdz = ()

Jng:a:—}——;- lng{l-—l—z}‘—i—.nrctauzzlug (,
J v\*l_ g y _
- =__'. L __——I §
log lzl/;-{— (_1:) ‘ 5 arc Lan = og C
_ - E L. e
]ug}"’;:’—,—y':% arc tan 2 = log C, Vi L:I_ ¥ — g0 t‘I.
e

Se si passa a coordinate polari mediante le formule

]’-:.:2 + y* = p, are tan 2 = w,

=4

e b PP ey i e TR o Ty,
- T ':"' ".1"' - g -

—

51 ha

1w

— gahp

I.'._

S|

che rappresents uma spirale logaritmica.
Lo stesso procedimento pud adoperarsi per trovare 'equagzione dsl luogo di B
@ 31 ottenguno identici resultati. |
Concludevdo si ha: e iravettorie di P, P gono o dye refte, o die ecirepli, o
dud spirall,
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La eritica dei fondament; dell’Avibmetiea, alla gnale fra noi il prof. Prawmo
o la sua scuola pertarono contributi essenziali, ha permesso di dare a quella
Scienza, considerata come sgisterna logico deduttivo, un assette che potremmo
dire definitivo, fondandola sopra un complesso di nozioni & dj proposizioni, di
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carattere formale, la cni enunciazione, cio, pui fare indipendentemente dalla
genesi & dsl confenuto dei concatti di momero, di ugnaglianza e di somma. Se mn
risultato seientifico vosi notewole deve indabbiamente rivolgersi a beneficio del-
I’ insegnamento, non deve tuttavia la scunola trascurare 1'esperienza delle cose, @
I'nsservazione della realta dalle guali per appunio le idee primitive e i posin-
lati ripetomo la origine, e dalle quali, in un primo studio, allontanerebbe anche
'adozione sin pure parziale di gquell’appesilo simbolismo che pure nelle cilate
vicerche fu stramento podevoso. Ché anzi ogni concetto che si introduca e ogni
propogizione che =i postuli debhon trovare nell’esperienza la propria 5PIBEAZIONS
e la propria giustificazione, per modo che |'osservaziome delle cose proceda e
accompagni come il migliore dei commenti lo svolgersi delln teoria, o ad ogni
tratlo sia possibile applicarve ai problemi concreti 1 vesultati che si vanno Titre-
vando.

Le Lexioni del prof. Giewr obbediscopo per I'appunto & tale doppia esigenza:
avers sempre presenti i risnliabi della eritica, non irascurare mai la genesi e il
coptenuio dei concetti. Pereid; tracciato nel capo 1 del Libro 17 (sui numeri -
teyi) nno schema che direi sperimentale aulle eollezioni, egli lo sfratia vel 1 pre-
sentando il concetto di pumero (imtero mon Mo gotto il doppic aspetto di
earattere di una collezione, e di carallers comune & colleziont equivalenti, e Lra-
dneendo nelle mozioni principali nelle proposiziond fondamentali le Za riscon-

trale proprietd delle colleziomi; segue (Cap. 111 a VII), la trattazione dells due -

operazioni dirette, delle potenze, delle due operazioni inverse in gnanio BIADO
possibili nel eampo degll interi non nulli. Alle progressioni gritmetiche e geo-
metriche d dedicato il Cap. VIII; anticipe guesto che & in sontrasto colla nosira
tradizione scolastica, ma si deve notare che tale teorin, nel campo degli inieri
pon nulli, pud a questo punto ottimamanis trattarsi con opporiuns resiriziom
relative al problema della ingerzione dei medi. che essa & fonte di esercizi sva-
viati, ¢ che infive la meziome di progressione aritmetica serve rll'A., per presen-
tare, con chiara semplicith, 11 concetio di quoziente imcompleto.

Finite di esporre nei cap. 1X & X, solla Teoria dei diviseri, dei multipli e
dei numeri primi, le proprietad dei pumeri jnteri men nulli che non dipendono
dal sistemaa di numerazione, I'A. passa nel eap. XI alla costruzione di un sistems
siffaito con base assegnata, e mosira con singolare evidenza la necessith di un
nuove segno, o zero, e la convenienza di attribuirgli significato di numero, esten-
dendo in corrispondenza la nozione di collezione alle vollezivni nulle, Ampliato
cost collo zero il campo degli interi, si ricostruisce, vom'e necessario per il campo
cost esteso, 1'assieme delle proposizient fondameuntali, & rapidamenis si adaitaco
al nuovo campo, insistendo unelle pecessarie restrizioni, 18 leorie precedenti.
Chinse, con un capitolo sul sistema decimale, il libve 1% wuno sguardo sintebico
al ¢ammino percorso serve all'A. anche per porre in rilieve que cenni di logica
che, per criferi purasmente formali, non certo per convenienze didattiche, &1 pre-
mettono di solito a ogni brattazione.

Ripreso nel Cap. X111, ebe 2 il primo del libro 29 (sué numeri razdonali), il
concetto fondamentale dell’opers, col trarre dalla considerazione delle grandezze
i mezzi per costruire la Teoria dei numeri razionali mon mulli pensali come rap-
porti di grandezze commensurabili, 1'A. stabilisce (Cap. X1V) pel campo der mu-
meri vazionali non nulli I'assieme delle nozioni primeipeii e dalle proposiziont
fondamentali, che presnppone I'analogo per i numeri inleri non nnlli; ha cosl
modo di tratiare nello stesso campo le quattro operazioni, le potenze, le progres-
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sioni, e, tratto da molteplici esempi concreti il sonsetin di grandezze proporzion f
di svolgere in pochi teoremi la teoria delle proporzioni fra numeri e ;I
numerose applicazioni che ne discendono. La considerazione delle grandezze gl L
condotia sull’ssempio dei segmenti, serve all'autore per introdurrs lo Zerp ;-f*%r‘

campo razionale, dopodiché somo psiess sl campo dei nameri razionali malli &5
non oulli lo proposizieni Fondeamental; e, colle necessarie avvertenze, le teorie’

L
[

" 5 . . . - " - '."51*
precadenti. 1n tal modo cosy il 1° libro sui numeri interi, come il 2° gui namerj s
razionali sonc netfaments divisi in due parti ¢ nalls seconde solamente si trattg 7

=

dello zero; son cosi poste in luee ls considerazioni speciali che lo zero richieda %7

5

e 1 capitoli dai guali deve essere esclaso. Qunalche dissimetria Puo notarsi nil‘nﬂ._'*:_-";:h
al modo di introdurre 1o zero nel campo intero e nel campo raziomale; se non

£}

che I'A. ha cura di rilevara eome la considerazione dello zers anche nel campg 7

razionale sia principalmenie importante per la formazions dei sitmboli e na]]'aaa;-_,-f:;
cuzione delle operazioni-: jl vilieve & qui fatto, vome basta, per il sistema dam-rfa f
male, cosicche trovs gui Inego Ia trattazione dei numer decimali, la ¢ni sorit- i
tura 2 infrodotta in modo simile, anche per chiarezza o semplicita, all'analoge ":_'_‘j
tenuio nel Cap. XI. 11 volume si chinde ¢on un capitolo (XVIIT) sulle seprie der

- & % - - - - ] " - - - .:-}I'L :-;'p..':.
cémafi periodiche considerate come risnltato del procedimanto di divisione appli: i

cate a frazioni non ugnali a numeri devimali; la chiarezza e il rigore della trat- -4

tazione fannp di questo capitolo uno dei pii attraenii del Iibro, LT

Accowpagnanoe Io svolgersi della Tooria numerosi esercizi e di genere VArio ;. e

3 slouni strettamente teoviei, altri numerici, altri che sono problemi di applics :
3 zione, di modo che, come volle FA., 1l rigove degli svoigimenti non fa ma;j per- .
1. - dere di vista i lore raccordi calle cose. 11 libro si raccomanda, inolire, per quaé
: lita apparsntomente secondarie, che sono invece dell’ Insegnamento di impnrtnﬁzﬂ"-'"';_, :

L
Wi
el

- # [ § L] & H w i - . .? -“:.!"Ii'!.-:l'-I -
e grandissimsa; Ia cura con cui Son poste In rilievo intte lg simmetrie di tratta, 0

" zione, ed & indieato il posto che ciascun capitolo ba nella Teoria com’s tracy &5
: . - . : . _ - I
¢ ciata o poirebbe avere in un aliro ordine di pensisro, e, non uifima, la paziente 5% N8

el R

diligenza con cui I'A. ha voluto che anche per virta della forms Lipogratica aps .
parisse chiara I'architettura del libro, cesi come i pensata. Il veramente augurar Y
bene alla senolg Pangurare a questo libra, del quale speriamo di veder preste

la parte I1, In fortuna che gli merita Iintelligenza e i grande amore che I'A. ha
posto nel eostruirvio,

L. ¥ Enmnos:.

Bravpr, Les Coordonnges entrinstgues. Théorie et applications, “ Seien-
tia , n, 34. Paris, Gauthier-Villars, 1014,

La geometria infrinseca, come & noto, & stata creats dal compianto Cesaro,
il quoale sj oceupo dei sistemi i coordingte Indipendenti dalls posizione della curva
in varie note & memorie e pringipalmente nelle sye goniali Lezioni di geometria
miringece pabhlieate s Napoli nel 1895 e, tradotte in tedesoo col titolo Forle-
sungen ither natyrliche Greomedrie, nel 1911,

L'elegante volumetio dal Brawpe si propone di volgarizzare & diffondere la
conoscenza dei metodi dslla geomeiria intrinssca. Esso si compone di guattro
eapitoli, il primo dei quali & destinatn ad un breve stndio slurico & alla esposi-
zione dei principi generali sui quali il metodo si fonda e dallo sue applicazioni
in gensrale; i lve seguenti sono destinati a dare esempl particolari dell’applica-
zious del metodo della geomelria inirinseca a curva specizli. Piii precisaments il
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capitelo secondo & destioafo alla curva di Mannheim, cioé della curva luoge del
centro di eurvatura .corrispondente al punto di contatto, di nna enrva che rotola
sopra uns retta o sopra una curvhR fissa quelunque, @ alle generalizzazioni e casi
parficolart di questa: 1l capitolo ferzo e destinato alle arcuidi delle curve: il
quario alle rowleties e alle loro numerosissime 8 intecessanti applicazioni.

Raxevnerry, Elementi di geometria descrittiva ad uso dei R.R. Istitnti
teenici.

— — Applicazioni di geomebria deseritiiva. Manuali Hoepli, Milano, 1914.

L'importante collezicne dei Manunali Hoepli si & aceressiuta di questi dua
volami, 1l primo dei guali contiene gli elementi di geometria descrittiva che st
sogliono svolgere negli Istituti fecnici ed & divizo in dodici capitoli, dei quali
scoo 1 titeli:

1. Rappresentazione del punto. — 11. Rappresentazione della vetta. — TI1. Rap-
presenbazione del piano. — 1V. Problemi relatici al piane. — V. Rotazione delle
figura eobietiiva intorno ad un asse. — V1. Ribaltamenti. — VII. Iéroduzione di
nuowi piani di provezione. — V111, Del triedro. — TX. Poliviri. — X. Superficie
geometriche. — X1. Proiezioni assomowetriche. — X11. Proiezioni guotnte.

11 secondo volumetlo =i divide in fve parti, cioe:

L. Teoria delle ombye. — 11. Taglio delle pietye. — 111. Taglio dei legnami,

lisso ha carattere essenziaimente pratico ed & redatto in gnisa che possa
essere adabto non soltante agli studenti degli istituii tecnici, ma anche a guelli
delle scunle professionali.

Wirrerrser, Algebraische Kurven. Neue Bearbifung. 1. Gestallliche
verdlinisse. Sammlug Goschen 435. Berlin, 1914,

In questo Periodico (Vol. 21, p. 148, anno 1308) fu data notizia dell’opera
pubblicats sotio lo stesso titolo dal Prof. Wirrertyvee nel 1905 nella bella colle-
zione Schubert. Lia stessa opera completamente rifusa ¢ ridetta a minor mols,
compars ora nella piccola collezione Giechen, che, almeno per il formato, ricorda
molko la colleziome Hiepli.

Nella nuova veste il libre non si propone esattamente lo stesso seopo del-
Fopera oviginavla, ciog di sviluppare regole adatte alla discnssione sistematica di
date equazioni di curve; principalmente esso si propone di far conoscere tutte le
possibili forme esteriori deile curve.

P'rincipalmente vengono rappresenlate le varie curve di terzo e guarvio ordine
e della terza e quarta classe, in quanto sono proietiivamente disbinte le une
datle altre.

I1 libvo & diviso in guattro parti:

1. Considerazioni generali. — 1lp Le velazioni con gli elementi all’infinito. —
l11. Le curve come inviluppi di tangenti. — 1V. Singolariia Adi ordine superiore.
Curve approssimate.

T interessante osservare che il libretio @ alla portata di chinngue abbia co-
noscenza degli elementi di geometria analitica,

K.
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