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Uesi anche il tetraedro ulirarmonico di 3 ord. 8., {ABCI olire ad
ere gli spigoli opposti BC, AS.x uguali, ha varie altre proprieté co-
wni col elraedro wltrarmonico di 1° ord., scc.

Sia. ABC biconveniente. Siano A, A, le aree dei triangoli ob-
Ettl'ﬂ BGA;, G.&‘BL I

A= A.cos¢Z,, A= )\, e083,,
ide [form. [, TI1]
A, = — 1 cotg v cotg B, Ay =— A cotz v evte [IN]

Detti Vi, Vi i volumi dei tetraedri ortogonali armouici 8, | ABC)
|ABC], & i o
Vi: Vi=ARK,: BH, = AS.: BS,

per 1o VI, sard

WL 29
V. — V. V{.HE b { EHIIr P [}sj

cos”y —sena

_i": y ]/Lan :

sanfre e

1 cos ¥
Vs 13 52 V[sen B

rche si facein uso della formila

v;.,:__é"ﬁ.un:% ﬁ " ﬂ.Sﬂ

31 ponga b

abe

A=-—.

1R

o1 ha pure
1 / - 2 1 : / ] q
Vo= 6 ebe Y cos Y —seng, V= A ihe V cos Y—sen’z.

Quando s tratti d'un triangolo nltraconveniente di 1° ord. ri-
wto al vertice A, =sary

1 1l anhe 1
S.'uml [ABC] = VIITII = A R—= 3 AR ° I = 19 abe.

) )

anque : volume del tetrasdro ulirarpmonico di 1° ord., Swa [ABC],
quale alla dodicesima parte del prodvite dei nwmeri che misurano i
v della sua faccia base,

B quando si tratti d’un triangelo nltraconveniente di 3° ord.,
f1 Ve, Vis 1 volumi dei tetraedri S..s[ABC), Sis [ABC], =sara,
rm. X]

. cos®r — sen’f
V.‘HIH . 1;'Flma — -3 B
cos®y— sen"a
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ed il secondo membro per la I? b SN o pert | -
; B unguule a - ‘
P 12, i E sen f e perd al rap 1 es!
a B cHTe |
porto b ¢come doveva essere. - Pk rl
A -:k;":""?.:j : \ a8
. . ’ = . . ’ ATERSE 1 P
‘Rmerche sul prisma. = _Fn.umm":nu I"ipotesi, non illusoria, che la S;:g-f-:*-.?','._-_j | Br
sezione rgj:tu_{s. r.) ABC di un prisma {viangolave Py, sia faleche i -7 &« C1]
snol puni, dt Brocaro Q, Q@ scindono guesto triangolo npeil fripn- e 1
goli H!ﬂ?. QCA, QAB; OBC, QCA, Q'AB biconvenienti. In tal caso = ! A,
denominiame P, prisma biarmonico. ki, ove 1 sei predelti iriangoli : :1 pr
: ‘J ris
; i tri
ne & i
jmf 9] i A,
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Sieno convenients o non biconvenienti simultanearmnente, denomine- TR
remo Py prisma armonico. 5 di
Un triangolo ABC che abbia un angolo (ad es, gquello in C) ab- o al
hustanza oftuso pub essere s. 1. di un prisma biarmonico; e noi, A In
supposto d1 aver da fare con un siffatto prisma, cousideriamo prov- PR tic
visorinmente 1 triangoli QBC, QCA, QAB della s. r. ABC come sem- S | pu
plicemente econvenienti rispetto ai vertici dell’angolo di BrocarD e, *} :
. . = . - - . . . ! kt
talche saranno BC, QC, QA i lovo lati principali, rispettivamente Sl . es.
(fig. 3, m). Ll i sp
| Cio posto, costruiamo il segmento caratteristico relativo al ver- o ; Zi
fice A del tr_mngﬂl_n QAB e poi, sullo spigolo del prisma passante ‘:f! = ris
per A, prendiamo i segmenti AA, — AA’, uguali al segmento carat- 1, r 1Y
teristico or ora menzionato. a 3 du
' Questa operazione si ripeta identicamente rigpetto agli spigol del . al
prisma passante pei vertier B, C dei triangoli QB(C, QCA. In tal .
v - & - |
modo ofterremo i due triangoli A,B,(,, A, B,(", che hanno i vertici '1 tri
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gli spigoli del prisma e sono simmetrici rispetio alla sna s. r. ABC:
s1 corrispondono al punto 2 di Brooarp.

Presi a considerare 1 triangoli @QBC, QCA, Q'AB rignardiamol;
r ora semplicemente convenienfl rispetto ai vertici dell’angolo di
tocaRD o, talehé saranno Q'C, CA, @B 1 loro rigpettivi lati prin-
oali (fig. 3, n).

Sullo spigolo del prisma passante per A prendiamo 1 segmenti
Ag=AA"; uguale al segmenfv caratieristico relativo al vertice
incipale A del triangolo @' CA e identiche opsrazioni =1 {ueeigno
ipebto ai rimanenti spigol passanti pei verficl praucipali B, C dei
angeli QAB, Q'BC. In tal modo otlerremo 1 due triangoli A B,C;,
:B'sC’y che fanno 1 verbici sugh spigoli del prisma & sono simme-
el rispetto alla sua s. r. ABCO: essl corrispondonio al punto € di
W0CARD.

I triangoli QBC, QCA, 2AB si sono supposli biconveunient, Lalehe
rapno BCQ, CAQ, ABQ angoli det corrispondenf: verliei prinei-

2 A B.
Sugli spigoli del prisma useenti da A, B prenderemo 1 segmenti
A= AA*, BB,*=BB,* uguali rispetfivamente ai segmenti ca-

tteristiel corrispondenti ai vertici principali A, B e sulla perpen-
solare al piano di ABC condotia per &, faremo QC,* = 2(,* uguale
segmenfo caratbterisiico corrispondente al verfice primeipale €.
tal modo otterremo 1 due triangoh A,*B*Cy*, AY*B,*C\* un ver-
0 del quali non sta sugli spigoli del prisma e corrispondono al
mto & di Brocarn.

[ triangoli Q' BC, QCA, ©@'AB sono biconvenients, talche saranno
BC, CQ'A, 2'AB angoli der corrispoudenly veriiel principali B, O, A,
@li spigoh del prisma uscenti da A, B prenderemo i segmenti

—= AA™ BB.* = BB, uguali rispeftivamente a1 segmenti ca-
tteristici corrispondenti a1 vertiei principali A, B: e suila perpen-
colare al prano di ABUO condofta per ' faremo 207, = Q0% nguala
sagmento earabterishico cormspondente al vertice prineipale U7
tal modo oiferremo 1 due friangeli AFB.*¥C.*, AB*("™ an ver-
w9 del quali non sta sngh spigoli del prisma e corrispondono al
mto & di Brocarbp,

In un prisma biarmonico, fissatae di posizione la sez, ret. ABC,
iste duuque un gruppo di 8 triangoli (4 simmetvici di altri 4 ri-
etto al piano della s. r.), @ noi nte:uemn le ulteriori considera-
mi alla quaterna giacente da una stéssa banda del piano della s, v,
ipetto alla quale, distingneremo la coppia di triangoli che ha tutti
rerticl sugli spigoli del prisma da quella per la quale ciascuno dei
¢ triangoli che vi appartiene ha un verlice sulla perpendicolare
piano della s. r. ABC condotta per Q ed Q.

E precisamente denomineremo iriamgold prismatici principali ]
angoli AyB,Cy, AyByCp entranti nella prima coppia e triangoli pri-
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smatici secondari 1 triangoli A*Bi*Cy¥, A*Ba*Cs* entranti nella se- i B ol
eonda coppia. : L -

Il simbolo O (MN) indichi Fengolo di vertice O e i cui lati pas- &
sio per M, N. Allora &

QI
Q(AB)=x—§ Q—=(AB)=n—q¢
Q(BC) =z Y Q'z[BC)=n—B
Q(CA) =7 — 4 Q= (CA)=n—1. OAl
tie
Seriviamo le fornmle (')
BA=/jcosecasenw O —g¢ cosee « 881
2B =¢cosec fl sen w 2 =g cosec & sen w [£]
Q0 =acosecysenw Q' =) cosec Y 8en w, A
che ci serviranno nel calcolo dei segmentl caratterisiici, talché sara
[ o cos B }‘
' l AA, =1bcosgee o sen w V[EEH B — w) —1 R dov
08 (¥ — 118 rad
{E] BB; — V[L = (T LH]] —1
SEN Y
CoS o = i
CC, = a cosec v sen w V[sen o — u:-JJ —1 Ag,
" . 2
Aﬁazb'/[uns('r m}] _q
sen y
' Cos =
[Q]|EBg=nﬂusecﬂsean[ e i -
, sen{z— w) S da
: cosf | bia
l UCe= b cosec v sen w V[ son (B— m)] —1 5 ok
e e e R : S S est
e perd 1 lati dei triangoli prismatiei prineipali et vengono datfi dalle'v;:_.;-_:—: - 1ot
formule [

ALR1E__ﬂH i :J_f.’a.fi] —]3:81]:1 A,nguz- ﬂ'E [A.Ag _‘BBEJE i J' :

Bl{-:lﬂ — HE M rBH] — GU;JE {EIJ Buf}f — ﬂH = e [BBE == GCEJE [XI-]

CLAs* =8* - [0, — AATF Culs® =1° 4 [C0; — AA,] P ossi
dove, per i segmenti coratteristic in paventesi, s’intendano scritte ; ' ;! biar
le formule (@), [Q) che ne danno j valori in funzione degli elementi ChriS | i o
della s. r. ’“H | | il ¢

Dalle formule [Q], [Q] si ricava poi: G skes

PRSI | ]

A.t"u CD8EC &« BB, a8 CC, cosec vy - : F'f: : | dist

CC.  cosec v AA, B BBs Cosec 3 - = {

dai

(" Yedi v, &, CAvaLrago, * Mem. snlle recente geomefria del triangolo ,. Rivists di Pisics, r | (f B

Muotemalica s Ssia1z2 Nalwrali, a. X1I, n. 144, 1911, ".:I*_ !

o2
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ché &
AA,.BB;.CC;, acoseecn 2R ]
ﬂﬁ.g.BBg. Crﬂg _EJ' cosec B__ R =i
de
AA,; .BB,.CC,=AA;. BB.. CC.. (XTI

Calcoliamo i valori dei segmenti che nniscono i punti di Bro-
i L2, & della s. 1. a1 verbici dei corrispondenti friangoli prisma-
| principali:

£2A; =5 cosec® zsen’w[1 4+ ﬁ]
OB, = ¢ cosec? B sen® v + a3 [XIN]
QC, = a” cosec®y sen*w [1 + @]

QA = ¢® cosec® a sen® w 4 N
Q'B." = @® cosec’ B sen® w [1 - @] [NV)
Q'Ce® = 6" cosec® ysen® w [1 + O]

e B, I, @ sono simboli rappresentativi delle espressioni sotto i
icali delie formule {”J, ordinatamente.

In modo analogo si possono serivere le formule che danno le
tanze di Q° dai vertici A,, B,, (i e le distanze di Q@ dai vertici
. Ba, Cg. Questo non ha imporfanza pel seguito.

Le formule dei gruppi [XIV], [XV] son tali che

QA] - QB; . QC] — QJAE . QrBu . Q:Cn . [Evﬂ

La coppia di triangoli prismatici principali, giafente
una medesima banda del piano della s.r. di un prisma
rmonico, & caratterizzata dunque dalle seguenti pro-
eta che s1 possono, per analogia, riguardare come una
ensione al prisma di talune proprieti fondamentali re-
ive ai puntl di Brocarp di un triangole piano.

) A, (QB) — B, (C) = (, (OA) =
A;r (Q'“J — Bg [QA] —_ {:15' {QFB) — w ,

a 1 verticr di questi triangoli, sono ¢ punti sugli spigoli del prisma
monico per + quali gli angoli che hanmo i vertici in quesii punti ed
it lati passine per gli estvemi dei segmenti che si ottengono unendo
orrispondente punto di Brooarn delia 8. 1. oi vertici della s. r.
sa, sono uguali all’angolo di Brocarp w della s. v. menzionata.

0) In ciascuno dei iriangoli prismatici principali, il prodotio delle
anze ez suoi vertic: dai vertici omonimi della =, v. ¥ costante.

1) 1L prodotto delle distanze di uno dei punti di Brooarp della .1
vertici del corrispondanie triangolo prismatico principale ¢ costante

LVI)
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Seriviamo ora le formule che si rifer
tiel secondari -

co8s o
AA* =p coseca sen o V[

b
—1 =} cosec a Veos'z— gen®
sern m] 1/ -

19cono ai triangoli prisma.

_F'

cos B* i
BEBE,* =¢ cosec {8 sen m]/ : b

v
a
1

_ S .
 sen w —1=ccosecf VGUS f—sen’w [XVII] i

Q0% =a cosec Y Sen ml/

cos{y—uw }] 2
5€11 1)

Analogamente-

AA* =¢cosee o Veos® = — gan® w

BBs* =u cosec B Yeos' B— sen® m [KVHI] i ',
2Cs* =5 cosec y Jeos® [y — w) —senn . B

I lati dei trinngoli prismatici secondari son dati dalle formule

. AFB* = ¢ | [AA* — BB*P e
B*C™ = ¢* cosec® Bsen® o + [BBy* — QC,*]* [XTX] "*
GA™ = b® cogec? ¢ sen? + [QC* — AA,F) | S
A3By* = o' 1 [AA,* — BB ik
BeCy™ =" cosec® B sen® v - [BB,* — QC¥J [XX3 0%

Gﬂﬁg*u - ﬂg GGEE’HE 2 856805 ) <+ [Q’Gu* —— Mﬂ*]

dove, al solito, ai simboli in parentesi si sostituiscano i valori [XVIL:

X VII].
Dai gruppi [XVII], [XVIII] si ha pol:

AA* b BB* ¢ Q0,*

a ,___"':"

AAF T ¢’ BBF T a QGF T b (XI5
talché ¥
ALF. BB*. Q0% = AA* . BB . Q/(,%. [XXIT)}

Tuoltro:

AA? h sen 8 Vuus'“‘ a — sen’
BB* ¢ gen « cos® § — sen”

AAH ¢ sen B q/cos* & — sen” w
BAs* @ seng V cos? f — sen* w

Le formule che danno le distanze di uno dei punti di Brocarp

dai vertiei de) corrispondente triangolo prismatico secondario anndié;

le sezuenti: :
QA* =" cosec® a sen® i [1 ~+ X]J
QB™ = ¢" cosec? Bsen® w [1 4 Y] [XXTV]} ieda]
Q0,* = q® cosec® ysen® w . H “dian

LYA* = ¢® cogec? & sen? [1 -4 X] .
LB = o cosoc® R sen® o [1 T+ ¥ |XXV]
Q0™ = 1° cosec’ ysent v . H

T

- B o I

L T

CC
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avendo chiamafo con X, Y, H le differenze soito i radieali delle
form. XVII, ordinariamente.

Da [XXIV], [XXV] segue

QA.]* b QC;* c Q(:‘:lﬂi: a —
Q‘ﬁg‘i e ¢ ’ EgrBE#- T i1 ' Q; (;_!E:F -— E ) [lxv‘l ]]

talehs
QA OB* . OC* =Q'A*. Q0% QCg* IAXYII]

La coppia dei triangoli prismatici secondari 2 caratierizzata dalle
sequentt proprieta ;

a) In cieseuno dei triangoli prismatici secondari b costante il P o~
lotio delle distanze dei suoi vertici dai vertici omonimi della s. r. e dal
nnto di BRocArD corvispondente. (XXIL)

b) 1l prodotto delle distanze di uno dei punti di Brovarnp della s. r.
lai vertici del corrispondente triangolo prismatico secondaiio 2 costante.
XXVIL)

¢) Il rapporto dei lati della s. v. concorrenti nel rertice di uno tegli
mgoli acuti & eguale al rapporio delle distanze dei vertici dei triangoli
rismatici secondari giacenti sullo spigolo wuscente dn quel vertice dal
ertice stesso ad uguale anche al rapporto delle distanze dei medesimi
ertici dai corrispondenti punmti di Brovarp delle s, . (XXI, XXVI.)

Coseni degli angoli caratieristici di rotazione. — Aj segmenfl ca-
atteristici:

AA,, BB,, 00;; AA;, BB., CCs;

orrispondono rispettivamente gli angoli earatteristici

Giny &y Eacl Cona Emvy  Eues

nol, riferendoci alla [I], avremo:

cos By, =tang B teng (3—w)  cos E.=tang ¥ tang (v—w)

(08 &y, — tang v tang lt—w)  cosfoy=iang z bung (2—w) [XXVIH]
co8 &, = tang o tang (x—w) cos L—tang o tang (F—uw)

alle quali:
COS Elf." — EDE Eﬂll ’ COs E“I — EUE EEP b

CO8 &ya = 008 &, Zcosth=2ZcosE,, (XXIX]

308 Z1a €08 Eyp, €08 &1 = 08 Esq €08 Eyy, c08 Fy, —
=1tang « tang P tangy tang (x—oPtang (B—uw) tang (y—w). [XXX]

Similmente, ai segmenti earatteristici
AAI*_, BszF, ﬂﬂl* ; ﬂﬁg#, BBH*f QUL'&: ;
wrispondono gli angoli caratteristie

£ £ % * . . ¥ F
E,ln y Glh Elc ’ Cen "y EEU*! ';'JL'#s
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pel quali &: |

¢0s &1, = tang « tang w cos £, — tang « fang w
c08 Eo* = tang B tang cos £* = tang Ptang @ [XXXI]
cos &5 = tang (y—w)tang w €08 Zo” = fang(y—uw)tang w,

dalle guali:

E‘l:lg —_— E:E:L:q':| Eill:k — Eﬂ']r*| EE‘{' = E‘.‘r*y] E cQos EIE: — E 03 (:,H* [XE—E—I]

08 1™ . Cos En™ coa §y.F = cos B ¥ . cos £y,* . cos Fp ¥ —

= tang« tunz ftang (y — w) tang® w.  [XXXIII]

Questi angoli eavatteristiei corrispondono convementemente ai
triangoli prismalici.
Dalle [XXIX] si deduce che i friangoli

[C.QA, B.Q'A],  [AQB, (.91B), [B,2C, A.QC

sodihstano wlla proprieta seguente: i verlici G, , Ba di guelli entranti
nella prima parentesi girano di uno stesso angolo Gic atforno QA O'A
per vemire a coincidere col piano della s r., ed analogamente dicasi
pev le due rimanenti coppie di triangoli. Insomma 37 wertice Ciy per
esempio, del triangolo prismatice prineipale A\B,Cs ruotera atiorno alla
refte QA dello stesso angolo di cui dovra ruotare il vertice By del trian-
golo prismatico principale AsByCs attormo alla refta QA perché possa
veni'e a coincidere col piano della s. v., ece.

Cost dalle [XXXI] si deduce che 7 veréici omonimi dei triangol
prismatict secondari gicenti sopra lo spigolo uscente da uno dei vertici
detla s. v. gireranno di uno stesso angolo attornoe alle rette che, pas-
sendo pei punti di Brocarp della s. r., passinoe per gl estremi del lato
opposto a quel vertice, porché possano venire o coincidere vol piano
della s. v. Bd 4l coseno dell'angolo di rotaziome 2 dato dal prodotio
delle tangeuti dell'angolo di DBrocarp e dell’'angolo della 8, r. coryi-
sponderie al vertice scello,

Dalin 8* form. delle [XXXI) s"inferisce che i veriice % che sin
sulla perpendicolare QU F gl piane della 8. r, givera attorno BC dello
stesso angolo di cui dovrd ructare il vertice Ce®, che sta sulla perpen-
dicolare Q'Co* al piano della s. v.. aitorno a CA, percheé possa venire
@ coincidere vol piano della 8. r.

Le [XXX] dicono che in cigscuno dei tréangoli prismatici principal
e costunle il prodotto dei coseni della terna d angolt caratteristict che v
corrisponde ed uguale al prodotto delle tangenti degli angol: della s. .
per il prodotto delle tangenti degli angoli che da qieesti st deducono to-
gliendo U'angolo di BrooArp defla s. 1. stessa.

Le [XXXIIl} dicono che in eiaseuno dei iriangoli prismatic: secon-

dari ¢ eostanie il prodotto dei coseni della terna d'angoli earatteristici
che vi corrisponde.
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Indichiamo con

-an 1 _‘;rhl. ) Vr:l ' Vﬂl ’ ‘Vhﬂ' " Vr_‘ﬂ‘

t volumi dei tetraedri

.&1 [ﬁQBL Bl [BQC], Cl. [GQA] '
Ba[ARQ'C], B:[BQA], Ca [CQ'B]

B con

1Flil‘.ﬂ": ' VM# . Vl:l* ) -Vu!*l vhﬂ* ' vri*

1 volumi dei tetraedii

A [AQQ), B:* [BRA], U, [CRB];
A [AQB], Be* [BE'(], Ca™ [CRA]

Faceiamo ueo, per il caleolo del volume, della formula

Vi== }; Ah :
love A & Varen della base ed h I'altezza che vi eorrisponde. Nel o R
108t0 caso caleoleremo I'area D facendo uso della formula del seno AL
o base a1 valori (z) ed % sarh in ogni formula del volume, rappre- _
entato da un conveniente segmento earatieristico. e
Serilte queste formule si deduce immediatamente: SRS

Tﬂl b _Vhl . th = hva'i " Tl?b! . vﬂﬂ

V™. Vi*. -Vm* = Vs . V™. .Vc!* ) e '.':' S '?f.f
alché: F|
In ciaseuno dei trinngoli prismatici principals (secondari)  costonte . 'H_ﬁ.'l' r
prodolto dei volumi delly terna di tetravdri ortogonaly armonici che 1“' W
i corrisponde. 2l
Intese bene le precedenti fondamentali counsiderazioni esse pos- i
mo essere di base ad altre indagini geometriche o per estensione
stabilendo speciali vineoli tra i lati o tra le funzioni gonipme-

ﬂ]::é!’;!-{ | ! i1

¥ I|:|'."I|' I
iche degli angoli del friangolo fondamentale. Avremo in tal modo B L
na feconda sorgente di ricerche. R 0
> V. G. CavaLLaro. o
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ot i
s i s S p1
SOPRA DUE CUBICHE NOTEVOLI E
£ ot i
o nel piano di un triangolo G j
; T B
gy, F E.;f_{i ;‘ +
R
ﬂ g | ni
5 Dato un triangolo ABC e un punto P del suo piano, divemo torna - 3 T pu
:-Lf podaria di P rispetto ad ABC quella formata dalle proiezioni orto- £ | e
S gonali di P sui lati di ABC, e terna ceviana di P rispetfo ad ABC , 8
.y quella formata dalle proiezioni di P dai vertici di ABC sui lati op- 1 8ir
posti. B facile verificare che per molti punti notevoli del piano del pi’
triangolo la terna podaria & terna ceviana di nn altro punto, il gnale ;' de
gode evidentemente della proprietdh inversa. Cosi hanno la prima f Pe
. proprietd 1 vertici, il eirconcentro, I'ortocentro, i eentri dei cerchi ,: G
e tangenti a1 labi; la secondn i vertiei, ii bariecentro, Iortocentro, 1 f 1,
A punti di Gergonne; e molti altri ne fornisee uno stndio piit aceurato. =
& . Guidafo forse da queste opsservazioni il sig. E. Procion proponeva ., Spf
; nel 1905 in quoesio Periodico sotto il n. 698 (pag. 237) una questione,. 55 pal
2, che col lingnaggio ora adotiato si pud enunciare: sfo
_; Trovare il luogo dei punti del piano di un iriangolo la cui terna - fal
'-' podaria rispetto al iriangolo sia terna ceviana di un altro punto det
Diano : 0 viceversa, B gol
. Della questione non apparve mai snl Periodico aleuna risoluzione, eq!
T ne pare che altri se ne sia oecupato; pubblico gnindi i risultati di
! una mia ricerca in proposito, che mi sembrano abbastanza eleganti pro
per meritare di esser conoscinti. Tanto pit che 'applicazions di ner
qualche teorema ¢i Geometria superiove alle due cubiche che cosfi- et
tniscono 1 luoghi cercati fornisce proprietd elementari di certi punii 8l t
notevoli, difficili certo a ritrovare per altra via. (%) e i
l. Sia P un punto gnalunque del piano di un triangolo ABC, XYZ T
Ia. sua terna podaria; volendo le condizioni perche essa sia terna ess
. coviana di un altro punto del piano, possiamo ricorreve ad nna fa- “igk: coil
; cile considerazione analitica. Notiamo cio2 che le coordinate projet-
tive dei punti X, Y, Z sono funzioni lineari infere di quelle di P; - per
talt somo quindi quelle delle retie AX, BY, CZ: ed esprimendo :
allora Ja condizione che queste tre rette concorrame in un punto gern
{!) Debbo alla coriesia del prof. E. Pioeioli alenne splegazioni @ suggerimenti sulla slegants ii P(
questione ¢ho ba dato origine al presvnts ariicolo; tra gli alid, gusello di estenders al tatrmedro (
In rieorcs e stadiare i inoghl relativi che sono certo assai intersssanti. Por non essendomi po- golo,
tnte oecupare di ¢id. tonge s manifestargli i miei ringraziamentii aio p




PERIODICO DI MATEMATIOA. 211

ediante T'annullamento di un determinante di terzo ordine olte-
amo l'equazione di una eubies, Iuogo dei punti P dotati di gnesta
'oprietii. Preferiamo invece segmire una via geometrica, deter-
mando quanti punti del luogo stanno sopra unn rettn generica »
)l piano.

Per questo si eonsideri il punte P'=(BY, CZ); esso & in corri-
ondenzi biunivoes con P, evidentemente quadratica, perché se P
serive nna retta », Y e Z desevivono dne punteggiate proietlive,
Y, CZ dne fasci proiettivi non prospettivi, e infine P’ una co-
en 2 passante per B, C e per il simmetrico A, di A rispebio nl
nto medio di BO; e se viceversa P’ deserive una relfa s, P de-
nve ananlogamenle una conica passanbe per i puoti all’infinito H”
H" nelle direzioni perpendicolari ad AC e AB e per il punbo A,
nmebrico di A rispetto al circoncentro O di ABC. (*) Se allora P’ si
otetba da A in X' su BC, lra X e X' intercede una corrispon-
nza (I, 2), al variare di P su »: essa hn qunindl tre coineidenze
v le guali evidentemente XYZ & terna ceviana di P. Il lilogo
eato hi dunque tre punti sn ogni retta del piano ed & pereio
n cubica .

Il lnogo di P' & In eurva trasformata di v nella deseritta eorri-
mdenzi quadraticn; e poichi T passa, come subiko si vede, per 1
nk1 fondamentnli H”, H”, A, del suo piano, e noto che guesta fra-
rmata y’ e ancora una enbica, passante pure per i punti fondamen-
1 B, C, A, del sno piano.

Lasciamo al lettore di verificare che v si scinde nel easo del trian-
0 isoscele in una retta e in uwa coniea e nel caso del triangolo
latero in tre rette; e che lo stesso avviene per v'. (%

2. La cubica y. — Dalla definizione della cubica v e da notissime
prietda dei pnnti notevoli del triangolo segue subito che Y passa

1 vertiei A, B, O, per il circoncentro O, per Uovtocentyo H, per I'in-
o 1, per gli excentri T, 17, 1, Inoltre la veritica divetta prova che
rovano suy + punté all’infinito H', H", H” delle rette AH, BH, CH,
simmetrici Ay, By, Up di A, B, ( rispetto ad Q.

Segue allora chie la cubica simmetrica di v vispetto ad O i con
L comune 1 dieed punta O, A, B, C, A., Bo, Co, H, H”, H": essa
weide dunguie con . Ne segue:

La cubica y & simmetrica rispetlo al circoncentro O e guindi 0 »
Y un punto di inflessione.

Alla stessa conclusione si giung® osservando che se si indiea
ericamente con Py il simmetvico di nn punlo P rispetto ad 0O,

I 81 ottengono questi punti fissi di » e di & specializzando convenientamente le posizioni
an ¥ & 47 P sg o/
‘) Avendo voluto conservars la letters usuali per denolare gli elementi notavoli’ del teian-

ho dovoly sacrificsye talvolts ne! soguito In regalaritd dells notazione: pon mi sembra cha
ossi poriare maolto pregindizio alia chinrezza

P o |
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le terne podarie di P ¢ P, sono isotomiche, o quindi se 'una &'~
terna ceviana di un certo punto del piame, lo sard anche I'altra, -
Di pii: SR
A due punti di y simmetrici rispeito ad O corvispondono su v due SR
punti isofomici, di modo che 1’ & invariante per la irasformazione del 75
piano per punii isotomic. T
Ritornando a y osserviamo che la conica polare di O, che & un oilea
flesso, si scinde nella tangente a v in O e in una retta, detta polare R
armoniea di O, inogo dei coningati armonici di O rispetio alle unlte- J""f v
riovi infersezioni di v cou le rette per . La provala simmetria r;hg ::
dimostra che guesta polare & la retta impropria del piano; e pﬂiﬂh&’it’f;-;."
essa tagha v in H, H” ¢ H", le tangenti alla cubica in questi punti- g

passeranne per O. Concludendo: ‘~ {
Gli asintoti di v sono gli assi dei laii di ABC e quindi passano i

per . et
Come si vede y & una iperbole cubica. A
3. Consideriamo la trasformazione detta arguesiana o isogonale:
essa @ nona trasformazione guadratica involutoria che ha ABC per i ,l
punt: fondamentali, I, ', 1, I” per elementi miiti. Per essa 14 eu- e
bica y viene trasformala in una cubica passante ancora per A, B, C; 2@
e poichd y passa per O, H, 1, T, I”, ", A,. B., Co, H', H", H", Ini g .
sua isogonaie passerd per i trasformati di guesti punty, che 4
H, O, LI,I", 1", H, H”, H”, A., Bo, G, rispettivamente, coincidono T
in complesso con i punti stessi. LR
Le due eubiche avendo allora quindici punti in comune, coinei-: e
domo (dieci, come si sa, sarebbero sufficient1). Sieché: i
La cubica v resia invariata per la trasformazione isogonals dhf::?-_gl

piano. f
Volendo studiave pin minutamenie guesto fatto si ricordi che pari‘_gi._”__:'é m
un eclassico teorema di Weyr-Segre (") le corrispondenze binnivoche " ;idis
su nna cubica generule si possono tuite otteners mediante proiezione
della cubica su se sbessa da un suo punto o mediante prodotio di
due tall proiezioni. Si distinguono le corrispondenze del primo fipo -
per avere quatiro elementi uniti, mentre guelle del secondo non ne =4
hanno affatto. Sieche avendosi nel nostro caso j quatiro elementa
uvitt I, I', 1%, I si potrd assicurare che la corrispondenza @ del
primo tipo, e si obtervi ciod mediante prolezione della cubica da un
punte di es=sa, che dovendo essere sulle rette OH, AH', B.H", GuH’”_{‘ff*'Tj;' B
che uniscono punti corrispondenti & evidentemente il simmetrico Hy f_p}%j
di H rispetio ad 0. ”;11 5'1
Si pud confermare il medesimo risultato in modo pill elementare - Subbiia

() E.Wazig, * Uber emndsutige Beziehimgen anf viner allgsmsinen ebepen GCurven dritter
Ordnnug ,, Sizsungsb. dey Kais, Ak, der Wiss, on Wien, B. 87, 15883, — 6. Skere. “ Le G0 risnm-
deuze nmivoche sulle curve ellittichs w Aiti deil’dee, di Svieuge @i Turino, vol. 24, 188Y.
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ervando che 1 generale i1l lunogo dei punti di vn piano allineati
1 loro corrispondenti in una trasformazione quadratica del piano
3¢ @ con un punto fisso & una cubica; Ia dimestrazione & analoga
uella del n. 1; applicando guesto risultato alla trasformazione
zonale e al punte H, si verifiea che su gquesta enbica si trovano
olitt 15 punfi di y. sicch® essa coincide con y. Si pud dire
ndi:
La cubica y 2 il luogo delle coppie di punti del piano isogonali ri-
to al triangolo ABC e allineati con H,.
[n particolare:
Le tangenti a v in 1, 1, 1", 1", eoncorrono in H.
1. Applichiamo queste proprieth & determinave la tangente a y
), ehe sambra difficile trovare per altra via. Si ccnsideri pereid
ronica polare di H rispetio & v; essa & tangente a v in H e con-
e pot i eoningatt armonici di H rispetto alle ulteriori interse-
i1 di y con le reife condotte per H. In particolare, considerando
ecanti HAH', HBH", HCH", HOH, =1 vedra che guesta conica o
sa per 1 simmetriel di H rispetio ad A, B, C e per un punto della
a di Hualero HO, che subito =i riconoses per il simmetrieo (G, del

centre G rispeito ad O. Per una omoletia di rapporto ﬂé*di
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iro H, @ @1 frasforma in una conica ¢” tangente a v in I e pas-
¢ per A, B, C e per il punto medio di HG, cioé per G. A sua
a ¢ s trasforma per isogonalita im una refta tangente & 7y
), isogonale di H, e passante per il punlo K isogonale di G.
e :
La tangente a v in O passa per il punto di Lemoine K di ABC. -
). Posseggono notevoli proprietd i punti U, V, W che la cu-
Y ha & comune cou le relte BC. CA, AB, oltre i vertici A, B, C,
wse alcune seguono anche dalle proprietd finora dimostrate; per
ysservando che A deve considerarsi come isogonnle di U, poichs
\ corrispondenc tutti 1 punti i BC. si vede che H,1J passa per A.
hd:
. terna ceviana U, V, W di H, gince su ¥.
§ perd pih opporiuno applicare in modo sistematico certe pro-
té di allineamento dei punti della cubica; e specialmente la se-
ite: Se due relie v, v’ segano una cubica nei punti ABC, A'B'C', le
1ori intersezioni delle vette AA’, BB, CC' con la cubica sono alli-
2y la indicheremo nel seguito con z). Hssa & un notissimo corol-
 dell’altra fondamentale: Le cubiche che passano per olto punii
del piano hanno tulle un nono punio e comune, R
| teorema =) applicato alle secanti BCU, HH'A di subito che le .
» UA, H"B, si segano salla cubica, c¢iod che UA passa per Hy a 1|'

.‘I".

—

—

gl N e T T

iy

erma di quanto si € ora trovato per alira via. A
nvece dalle terne BOU, HpA;H' si ricava che le rette UH', VH” AR
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s ik

si segano sulla cubica; nello stesso punto seghera la cubica anche
la WH", sicché pud dirsi:

S anedy U
I punti UVW sono le proiezioni ortogonali sui lati di ABC di un e
certo punto © di v. A e
Dalle terne BCU, IAY' si deduce che le rette UL, V1” si incon-- 29
tranc sulla cubiea in un punto A per cui passera evidentemente
anche WI”, Potendosi poi vedere facilmente che I,l & perpendico-

(ETa %
|_|!._ & i'!._F.I_-I idlg
.*-Et’i‘,;f &

S =M ey

i
lare & BC, applicando il teor. «) alle terne ©08,, HT,I si trovera
che per A passa anche 8,1. Sicehe:

v |
% A

L
=
"
i

vy
| ik ]

. f1',;;=l-:r_€-',;_1'.'.'h_
Le rette Ul', VI", W1, 0,1 si incontrano in un punlo A della cubieq. A
B si polrebbero ottenere aneche altri risultati consimili, (%)

L
N
6. Vogliamo ora dsterminare Je tangenti a y in aleuni dei punti-i&d
corrono in O, e che quelle in I, I', 1", I concorrono in Hy; e cono-:

sciamo altresl la tangente in O che & la retta OK. Per determinare
la tangente in A consideriamo le terne Tl

" )
[ ]
e

Q!

&l 8t
F 3! 3

_' i iy

il

_:'|Il"'I 5o .‘r-_ i o
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L
R
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] I

I

§ g"ﬂ.ﬁﬂ
H'®, H,HO; il teorema x)
¢ d& che la tangente a vin A e la retta ©0 g ineontrano su vy

T T la
sicehe la tangente in A passerd per €,. Oltre le tangenti in B e €
passa per Y, anche la tangente in Hy, come risulta dalle terne TTH®.
AA0. Conelndendo:

' i

L

f)

k! o i
2 ¥ Th

T '-I '|- 5 - L

- i e

wd ' b1 ] i
[

"; "l:‘#-' = ."

il.l ','ILI"‘ .,-I; {o [
Le tangenti a v in A, B, C, H, passano per €,.
. asserire che:

Poiche la retta Ho®, incontra y ulteriormente in H, si pud anch
Il punto B, & Pisogonale di H,

t1
al

g1
C(

W

e
Infine I'applicazione del medesimo teorema ) alle terne MB.,}
HoH,8, porta a coucludere che la tan

ey

.
i
o
=

al

i .l-'. F
L

s

-

gente a y in U e in &, si in-
contrano su y. E lo stesso valendo per V e W, si avra: '

Le tangenti a y in U, V, W, 6, si incontrano in uno stesso punto di ¥
Questi risultati si prestano facilmente a verifieare le note pro-

..,';_'I:';‘ 'I. Ilr
B AN
prieta della cubica relative ai punti tangenziali, alle tangenti con-
dotte da nn punto di essa, ecc. (2)

sempliel proprieta.

7. La cubica y. — (QQuesta seconda cubica non offre cosi notevoli
circostanze come la primna, pure merita che me rileviamo alenne

Per definizione, tru i punti di v e di Y sussiste una corrispon-
denza biunivoca la guale pud intendersi subordinata su esse da tre
disiinte corrispondenze guadratiche del pianmo. Da cid segle una -
serte di proprieta, giacchd, nd esempio, a tre punti di v posti im*>
linea retta corrisponderanuo su ¥ tre punt? poskl in una conica con

18
de
. 1
1 punti fondamentali di eiaseuna trasformazione quadratica (ciee B, "2y es
3 bi
_ M Chi volesss vedare eoma ai punti . V. W ai possa giungare per via elemoofare pud esa- rs
minkre Ja 132 qoistions & concorso da me proposia nel Supplemento di guesto Periodics, di oui
la risoluzione & appuraa nel fase, Vil a (nest wnno, ]
:".—;..'_ (") Per es, ai verificherd vhe i prnt diagonali del gquadrvangelo detorminsto da qoatiro punti
_;}16* che hanuo, come 1, 1, 17, 1, 5! medesimo punloe tapgenziala, stanuo snlla eubica;
'4'51_; tangenzieli di tre punii allineati sone pure allimeati; ¢ eosi via,
¥y -

che | puntl



PERIODICO DI MATEMATICA. 215

, A;, oppure C, A, B,; A, B, (,). Ma non crediamo che esse possano

nscire di molto interesse.
Consideriamo invece 1 punti notevoli del triangolo situati su y. 1

yrrispondentl del seguenti puntl di y:
A‘ B‘ C, _, H!! HH“I H"H, ].'! II', IH" ]_J”’ 8‘ O
ono rispettivamente:

A‘l B! Or HI A]! Bl:l UI: I'! I‘.! P”! Pm! Hﬂ! G!

nesti punti, tra i quali compariscono quelli del gruppo di Gergonne,
anno dunque su y'. Siccome poi & punli di y simmetricl rispetio
1 O corrispondono punti di v’ isofomiel rispelto ad ABC, segue che
| pantl I, 1, 1%, 1”5 corrisponderanno 1 punti N, N, N”, N, del
ruppo di Nagel: ad Ay, By, C, tre punti D, ®', ' isotomiei su
ti de1 piedi D, E, F deile aliezze; ad H; 1I'isotomico H; di H, ciog
intersezione di AD', BE' CF

Notiamo poi che la corvispondenza dei punti isofomiei su ¥ &8
ova nelle condizioni sfesse di quella dei punti isogonali su vy, sicehé
ache essa sard generata da una proiezione di Y su se stessa, ese-
mita da un soo punto. Per vedere quale esso sia basta pensarve alle
ppie AD', BE, CF’; il punto cercato & dungue H,. Abbiamo cosi:

La cubica ' 2 il luogo delle coppie di punti isotomiei rispetio ad ABC
lineati con un punto fisso H,, 1soiomico dell’ orioceniro.

Come caso particolare, poichd i punti T, IV, T, I' di Gergonne
mo Isotomici del punfi N, N, N, N” di Nagel, menfre G, Ay, By,
mo nniti nell’isolorma, s1 ha:

Le rette che congiungono ogni punio di (Fergomme con il coryi-
wndente punto di Nagel, e Iz tangenti a ¢ in G, A;, By, Oy con-
wrono m H,.

Siccome poi la retta H;H deve taghare ulferiormente ' nell iso-
mico di Hg, cioé in H,, segue che la tangenfe a y' 1n H. passa
ar H, B poiehe dalle ferne di punli allineali di 77 BE'H;, 1'CH,
ar 1] teor. «) segue che le fangentli a ¥ in H; e in A s1 Incontrano
1 7y, Segue subito:

Le tangenti a ¥ in A, B, C, H, i incontrano in H (su v').

8. Ii procedimento ora seguito per la corrispondenza dei punii
otomiei su ¥’ st pud generalizzare; presa cioé su y la corrispon-
mza biunivoca offennta per proiezione di y su se sfessa da un
io punto, e che ha, come si & feito, guattro elementi uniti, ad
isa corrisponde su y una corrispondenza dello stesso tipo, cioé
univoca con quatbro elemenfi uniti; sicchd anche essa sard gene-
ta da una proilezione di ¥’ su se stessa da un certo suoe punto. (')

(1) Evidantemente potramme servirel utilmente anche della teoria dells ssrie Tinzari; 5l Lratia
i infatti di g,' sopra eurve sellittiche,
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In altre parole:

. .c:[-; punts di v allineati con un suo pumnto fisso cory
di v _umﬂmﬁ Con un 3u0 punio fisso.

Di quest? principio possono farsi svariate applieazioni; seelgo
guelle che mi sembranog pr1 interessant;. Considerandao che 1'1; ﬁ!ﬂe .
;?rmﬂu I_e ﬁm_lgiunge:nti AH, BH", CH”, e le tengenti a v in I 0031- i
N.i, il., 21 avr?. che le rette AA,, BB, CC, e lo tangenti a v’ 1n P;’ Nﬂ'-'

, unc:m_rerannu_m " punto: esso & evidentementa Q. Sicéhé:

Le tangenti a v nei punti di Nagel concorrono in (. |

NlEIID %E&??n jnudu poichd in H, concorreme la HO e le tangenti
ayin I, T [ I , avremo che la H@ e le tangenti a v in I, TV, T ™
cuncnrrerﬂunc{ I un punto di y' che evidentemente & ]':L,!r [?: :! e

Lie mug&?iz;i a v nei punti di Gergonne concorrono in H' i t 4

Avendosi infine Je coppie OA,, HH', 1T, 1" a]liuaﬂtau;:nn A, ]ﬂ. St

coppie corrispondenti GD', HA, TT" T sar -
punto di v Da eid EEEIIE:' ; , SETRUED; £ Raat, 30T /i1l

I 'punti diagonali del quadrangoln TT'T"T”

- -

— g ma e g S T g

stanno su ' ¢ determi- <00

1 _..:.—"—_'—" e e D N ]

nano un triangolo omologico @ DR'F »i _
; rispetio al cent ' : g2
golo A:B\C, rispetto al centro H. g onire Gee a tﬂﬂﬂﬁ.ﬂa:;ij
Analogamente: ' Vi
1 : A
| I punti dilfl_glﬂ?iﬂh el quadrangolo NN'N"N" 5% 35 7 ¢ dile Bi e f
inano un triangolo omologico ad ABC rispetto al centro G e il e #;.__':.'_vu;: : -;.

golo AB,Cy rispetto al centro H,. A

9. E faci : j
9 _E fﬂﬂﬂe'trn?ﬂ.re mediunte un ealeolo diretto le equazioni di vy o e
@y in coordinate trilineari o bar; : g T 9 e
tive sventi A ' 0 aricentriche eiod in coordinate prui_ﬂt-éé}i i
i venli ABC per punti fondamentali e T o 6 per punto anita

d arr 1 . 8,
o i il;wan']ln pi1 presio allo seopo esprimendo eche un ks a8 'l”;
con HT) g'] 200 190gonale (o isotomico) sono allineati con H, (o ao
N0 o, Yo, 20 quelle di Ho: si avei I"equazione: '

=
o
bty
'eE
e
g B

i Y Z i
i & 1 ]
106 L %o o “u B |
cloe: S
- ° - | gttty :
08 (Y" — 2°) + yoy (2 — %) + 292 (27 — 4%) — 0. s |
En fﬂ.ﬂ]]E ﬂﬂ]ﬂﬂjﬂ da Xp=—= COH g — COS ﬁ COS T ecc _I.; !.
nalogam = . 3 |
v gi F:-ntﬂ, EEB?IIdﬂ g: n, § le coordinate baricentriche di un ARSI
punto di v, s1 trova 'equazione: L SR
e el
d i ey y
T e = 2 | e L .
Sof (0"~ T - (C— B - 1 (B — %) = 0 R
o o
]IIEBI!I.Ita Et[l'd-ﬂ i b f-: ';Ife-:.
eH8s sono A, B, ¢, H, H,:. ];'].l q““:::ﬂi:t:‘:_i;:;ﬁ:::::u::ncinqu; dsilo nove intersexioni dl y e ¥'; .l.'a;;{'f
3 1 ] : N 0
Cld costitnises una proprieti asasi singolars del Cants H:Hn ito prevedibili; non cosi la guinta. i jﬁ 2 | }
e |

do

clq

car

noty
duei

pon
perl
dell
mllo
inle
3

8 in

il o
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ve &, Mo, Co, coordinate di H,, sono le reciproche di guelle di H,
e

o=clna, ,=clnf, C,= ctn 1.
Le formule di passaggio da un sistema all’altro sono, come & noto;

F=qazx ecc. oppure F=—uxgene, ecc.(’)

(. AscorL1.

S ol P ——

LE 72 — 2 IPERSFERE
RELATIVE ALL'72-EDRO ORTOCENTRICO DI 8, ,

§ 1. — Preliminari.

Nello spazio a -quatiro djmensioni S, fissiamo un sistema dj assi
‘tesrant orfogonali e rispetto a questo siano

1z (e iz Oy lE Eﬂﬂrdiﬂﬂ.tﬁ d.i A;

(1)

Bpr lzn (Mg sy - A;

4 =

() Tra | messl meno elomentart chie possono utilmente servire im quesaia o in sinili ricerche
» qui uno che mi & skato di geande giovamento: voglio dire la rapypreseoiazions parametriea
punti di nma subiea mediante Is funziond ellitbiclie 4] Weisrslrass g1, p'u. E noto ehe nd ogni
to della eubiea sl pud far sorrispondere un valuiw di w, determinato a meno di multipli del
odi 2w, 2", in mmodo ahe, a meno di wna trasformazions proiettiva le gporidioate dei punti
8 cubica risultino x = pu, y = v'u. La condizions peraha bre pantl siano allineati @ in 1al caso
ra che ln somma dei corrispondenti walori di « mian =0 {mod. 3w, 2w’), Indicando allora con
ittera stessa che indica un pouto dells nostra cabiea y U valere eormapondenie dsl pargmetro
rova cvhe sl pod serivers:

U= H = w. HY'= w’, H'" = — g
=1 P'=l4w Y=I+o I"M=T1 = e ;- w's
H,=—21, A= —2 |ew B= — 2] + w' C— —2ld=w + w',

B, = 4L U =4l 4 w, Y =4l 4 &' W=il4+ o+ w';
genserale .1‘1
P+ Py=0.
E analogamente sulls eubica 4';
b= i, A =6 + w. B, =8 + o, =604+ o+ o'
H,= — 26. A= —206=a. B=-8G 4 o = — 926 + w -+ w'y
5 1% ]

i L= G
’ET. PE‘::——[— (1 W = = -[—m’. = = +ﬂ.il+t'ﬂ:
Z———T[f. "E—%——}-—m. H”E_g | @, H""E—-%-}-m*}-m'.
H=dg. D'=#if|w, LT=i46+o '=46 + w4 w';

Hy,= - BG.

RQueska formule possono servive @i verifice dells proprieéa trovate 8 come mezeo dl ricerca
Huve proprieti.
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Se un punto generico Piu di S, di coordinate cartesiane Eiena.
¢ proietfato sulle rette degli spigoli dagli S; che confeugono gli ':
elemeuti oppostl in modo che sia g

AiPy:PeAv=uay (E<h), (2) *:Ew

con la condizione che 2, sia positivo o negativo & seeconda che Py %
risulta interno o esterno allo spigolo A; Ay, seguendo un procedi-

[

mento del tutio analogo & quello esposto nel mio articolo, () si 4
trova:

E o — BT Oy -ty 20+ @) 2
21284 « | :Elﬁ“l_.rn —I—.‘.L'm—}—_'_[;]ﬂ—]— 1 : ,.-}_;- =

I numeri oy sono le coordinate baricentriche dr Pipe: esse non
sono ndipendenti ma soddisfano a dieci relazioni del tipo

Tk =Ty . Lt (4) 2 S -:'.'_':

dove i, !, k sono tre dei numer: 1, 2, 3, 4, 5 disposti in ordine AL
Crescenle,. ey

L punti A, Ag, As, Ay, Ay sono i printi fondamentali del aiﬂtemgif';_

barieentrieo. S
Le (3) ¢ dicono che l'equazione dell'iperpiano in coordinate /1%

bariceniriche &: BE Ry
ERE
Mla - Bl + Mu T Mm « {L1g + Mu - L3 + M=—0. {5) :-.'_ Tj‘!_'}"er"

R J%;';::L}:h

’ . | _."I".'If -'«-'FL
I’equazione e 'j"_f. .
o2+ 2t 1= 0 Qi 8

[ - . - TI"; -h“n 3

rappresenta ! iperpiano all infinito. _ ﬁr;

L’equazione che si ottiene combinando linearmente le (5), (6) e =ifa

uguagliundo a zero, rappresenta un gualungne iperpiano parallelo
all'iperpiano (5). Il parametro che comparisce in questa combina- 3
zione varia col variave dell’ iperpiano del fascio e si puo determinare - - '_5_
in modo che Uiperpiano passi per un punbo assegnato dello spazio. - '

Ii sistema di due equazioni de) tipo (5) rappresenta un piano, ...
quello di #re una retta.

Liequazione di una superficie ipersferica si puo porre sotbo Ja
forma :

(Asrl‘m —[‘ Ay, —I— Aaiﬂm + Ay “I— -éLl_] . {iﬂm + L'14 “‘—-Tm + Lig + 1_] l

= Znbhlruea+Z 0w (L r=1, 2, 8,4, 5). J

s, S
5y a0

("} * Le due sfore dei dodici punti pel tebravdro ortogunale |, Periodico di Matematica, A, XXX,
fage. 1V, pag. 167.
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/equazione
5 5
Eﬂ: l::|i1"ﬂ Lyt Ty "I_ Er E.ItE L 0 {8]
: 2

resenta I ipersfera circoscritta al pentaedro in discorso.
ottraendo membro & membro le equazioni di due ipersfere si
ue quella di un’ipersfera del fascio: essa si spezza in due 1per-
, uno che rappresenta l'iperpiano all’infinito I'altro 1 iperpiano
wale deile due ipersfere. L ipersfera (7) e I"ipersfera (8) banno
perpiano radicale quello di equazione

Az _]‘ Ay —f" A 3033 —I_ Auzig -+ Ay =0, fgl

§ 2. — La prima ipersfera dei venti punti.

srchiamo se possono i punti medi degli spigoli di un pentaedro
appartenere ad una ipersuperficie sferica: sono 10 condizioni
1 vengono ad imporre e quindi il pentaedro sard necessaria-
e un pariicolare pentaedro.

coeficienti A, dell'equazione (7) dovranno soddisfare alle

. {Al = -"12]' . Zlﬂ:i
. [-A-l Aa) = EIEE
. [.ﬂ.l E’u] = gli! UU)
. [51 - Aﬁ) — Eml

b2 0 D Ko

fetto del passaggio per i punti medi di A,A,, AA,. AA,, AAg,
passaggio per 1 punli medi degli spigoli rimanenti poria alle
sel

d.(Ag+ Ag) —= [y
2. (AE = 134) — Emg
2 » {ﬁﬂ o} T A.} —_— I.J_'[Hﬂ
(Al A] —2 (1)
E . {Jﬁn—{— AE] — f;ﬁﬂ
2. [ﬂ: + AE] — f-.usi
queste 10 equazioni seguono Je o guaglianze
he” + ln' = b + L =1 L+l = ¢
s - Iy = hs -+ le® = e’ + Loy = i’j’f
ha” - s = b + ly” = b’ -+l = fj‘aE “2)
loy” -+ 1" = las” -+ big” = lg + Uy = 9‘1'J
Emi 5 i Em! = Irm2 o EHEH S Imﬂ = Elﬂj =3 Q’s!

a . o @ AT e o
o g 0", i g ._" r!
LRt P .

T

ni:ill

el
AN

.|| f({h iﬁ'r

il
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a il Wl | ’
g
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Queste ei dicono che i cinque tetraedri che costifuiscono le facce |
del pentaedro in discorso sono ortogonali. _ ‘,
L'equazione della ipersfera di cni si tratia & facile scriverla nna 1
volta espressi 1 coefficienti per le 4. che son dati dal grappo: ]
dove: j
On =l ls® - 6t —’" he' . } !
4 # | 3 a2
Opa — r'rm + by Loy "— bog J
(14) i
G5 = lny® 4 lia® - Iy -+ U5 ] ’I
E _’;..I:..'.- I:,.._pf.. i :
o= I, Int. (15) - G
Ksea sara: :
| S
[{do5" —0%) . 2 + (d0s® — 0% . 2 | (d=gst — o”) . 233 -+ pE
+ (450" — o) 25 + (49,* — 5%) ) . (%15 - 2+ 239 + 210 +1)=
B : €
— 24 . Eﬂ: ;1]'-'.9 L1 Lk + 1‘.i:' IE11"51 Lyr I'- (Iﬁ] 3
2 2 B
Seghiamo guesta ipersfera coll'iperpiano di uma faccia, per ﬁE;, ‘
con quello della faceia A;A.A.A,: troveremo Per sezione, come. Eg:_f:‘:..=-;s;‘i;,ug,- iz
natuvale, Ia prima sfera dei dodici punti velativa al tetraedro orta- it
gonale A AAA, . " a-blﬁl,' .
La (15) dunque contiene le prime sfere dei dodici punti relative R 1
alle facee e quindi i cerchi d’ Bunero dei friangoll esistenti nel pen- o |
tnedro. Ne consegue che apparterranno ad essa I pledi delle altezze - (. (S
dei dieci trinngoli sopra ricordati, cioe altri dieci punii; in tubto RLsr
20 puniai, Bl
La chiameremo la prima ersfera dei vepli punii. p
:rf_ I- 4 ! fp
'.*-'_ '} - ™ # - ik ;-' J]
2 S 3. — La seconda ipersfera dei venti punti. Ay } i
! i Uk 1
A Cerchiamo se possono i baricentri delle facce triangolari del pen- iy e
*,s;a,.a taedro di S, appartenere ad una ipersfera, r‘u;ﬁfj 3 d
T Riprendiamo I'equazione (7) e scriviamo che la corrispondente - :-.'.r:;jufif._{{{- i r
e tpersfera contiene il baricentro dj A;AsA;: troveremo la condizione: -’1}; ; o
LA TR
i . : "'fﬂ‘;k.u e 5 al
A 3. {8+ Ag+ Ay =1,.* + L+ I (17) S t
e © poi successivamente altre nove che con |a (17) =1 pessono com- : i
3 prendere nell’unica: g
s . al
. S A+ A+ A)=1"+ In® - hu (18) di
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Da queste si traggono nuovamente le (12) che ¢i dicono che i
tetraedri facenti parie del pentsedro sono ortogonali.
Sommando le (18) membro a membro segue:

A<l A, AH—I-AE—]—Al:%. (19)

Sommando poi membro a membro quelle delle (18) che conten-
I0mo, per es., la sola A, troveremo:

9.&1"!‘9.{B.E_I_Ai+AB+AH+A])=3-G1]E+GJE. [2[}}

Tenendo conto e della (19) e dell'alira:

G11 + Ulﬂz g’ (2“
1 rieava il valore: !
d_ ‘ e -
Ay = 01118 : {(22)
: In generale
":'l O 0 riye
Ay=———. (23)

E facile allora serivere I'equazione della nostra ipersfera: essa &:

[ (4U5§E—UEJ $15+(ELGJ45HUE) £L1a ‘f— (4U331—Eﬂ) :313“’— (":f:G-nH_-'JE] L1 —I—
+ (43:15 = Dj)} . ('-T?JE -+ Ty + La ‘]‘ €19 f 1) —

4] &

].B L] {:E Ii].,;ﬂ :F“ i I]]: + E E_ITE " "Ell"]"
2 2

(24)

Per trovare l'equazione della sezione della (24) con I'iperpiano
bute del fefraedri facee, per es. con I'iperpiano A,A.A:A,, basta
orre nella (24) stessa a3 =10 e fare sparire o mezzo delle (12) ogm
aceia delle Lis, Ly, lss,. L:. Si trova cosi lequazione della secondn
‘era dei dodici punti relativa al tetraedro ortogonale A;AAA,.

Questa ipersfera contiene dunque le seconde sfere dei dodic; punti
dlative al tetraedri orfogonali che costituiscono le facee del pentre-
ro & quindi contiene i cerchi relalivi ai triangoli del pentaedro che
irono da nol studiali nel sopracifgto articolo, Essa sard detta se-
mda ipersfera dei 20 puoti perche contiene oltre che i barieentri,
iche gl ortocentri di tubti i triangoli che fanno parte del pen-
iedro.

Si nobi che le equazioni (16) e (24) differiscono solo per 1 coeffi-
entr preposli al secondo membro: vedremo che nn’osservazione
1aloga vile anche per la terza ipersfera dei venti punti che slu-
amo nel paragrafo successivo,




ro
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§ 4. — La ferza ipersfera dei venti punti. :D;:
: ver
~ Continvando le nostre ricerche sul pentaedro riprendiamo I'equa- face
zione (7) e seriviamo che I'ipersfera corrispondente eonkiene i bari- pro
centrt dei tetraedri del pentaedro A,A.A;AA,. _ le ¢
Avremo cingue condizioni che servono a determinare i coefficient .
medesimi, ove
Serivendo che I'ipersfern passa per il bavicentro di A,AzA-A, —
veniamo ad imporre la condizione |
4. (At Aet A+ A) =0+ 1"+ b b - B LS (25) | diax
Ponendo 752 St
o bl o D6 B = LR ane
0 =l + lo* + bss® + Iss® + I® +ls® = & — o1®) B \
Uﬂaz Imu_f“ lu':ﬂ T f1:':E "];— 85;2 — Z;,-.f.ﬂ' = !I-;:'-2 =5 — uﬂEE _;J.‘;'j‘. : 1' "Jiﬂi
63 =l t b+ bs® F L o L 12 =0 —G® ) (26) o] ; {
U-l.j — lﬂ‘f i B I: :iﬂ L ! mu 1 lgg" "*I— -'Egu.'l o B fg[,g — ﬂl“ *] .HS ”HI:::_' : I (32]
Os = ha + ha -+ hi' 4 les” — ba® -{— Iy = o — Cta | } pun
la (25) e apnaloghe si possono serivere ﬁ"‘ / F]?;
:::""'.I -1}3'. : . a4

4 (1‘_5&1 -1 .ﬁg T .A.a —1L' .A,;} = UEE r{ﬁﬁﬁh'{ :|

4(Ar+ Ac— Ay + Aj) = 0,° e

4[151 % 1= Aﬂ =T ﬂ-l =] Aﬁ) pe Gag . (2?) 3 “;%‘E?ﬁ:u.. '

A(AiA-As - A+ Ag) = oy b

4(As+As+ Aut+ Ag) +0° feail”

‘ =Ty b 1.
Sommando queste membro a membro si trova ; ! (
16.(As -+ As+ As+ A, -+ A)=3. o". 28} i di s
Diﬂ_]tm parte, sommande fra le (17) quelle che conbengono, per S | brici
EgEMMIO, lH. 1'514 - 3 trova Tenm
I age:s
47 + 12. MLI —|“ f"tz ‘[‘ Al T p—H _‘_ Aa) =G "f“ 2g°. (29} 2 I I
Da qunestn e daila (28) segne S | G

g 9 ___ .2 JL A

e in generale | ,;ﬁ . i

434° — o g 4

=" B
L'equazione di questa ipersfera 2 dongue: ‘,j ! S

-"'IT;-. ]
{{43555—55) . Typ—-. (Z[:Juﬂ' —ﬂg) - ﬂ:u_} ('i?mg—ﬂs}-rm_f_(ﬁtﬂuﬂﬂ_ﬁﬂ) Tia | E | g{}]i,

‘I“ (4'-711E = "-'-'EH - (:T.ta —’— Ly —f— Eyn —f— )9 + 1] (-3;:,}
= B Ja

] D
v L
. 16 . { EIlli Ehk‘ L1 L1k + Er !]rL Ny T, ; .
2 i

SRy 2
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Il pentaedro a cui ci siamo riferiti qui & un pentaedro generico,
s intendono ciod soddisfatte le condizioni (12) come per la primsa
conda ipersfera det 20 punfi. Se si suppone che le (12) siano
ificate, 1'ipersfera (32) conterrh anche ghi ortocentri dei tetraedri
‘¢ del pentaedro. Al cortese lettore lascinmo la verifica di questa
prieta; egli pobra inolfre riconoscere che le (12) stesse esprimono
tomilizioni necessarie e sufficienti perche le altezze del pentaedro
corrano In un punto H, ortocentro del pentaedro, e che i punti
esse sono incontrate da questa ipersfera dividono i segmenti
ipresi bra 1 vertici e Uorbocentro H nel rapporto di 2 a 1.
Juesta ipersfera passn per alfri cingue punti situati sulle me-
1¢ e facilmenie determinabili: in tutéo 20 punti. B questo giu-
ca la denominazione di terza ipevsfera dei venli punti data a
3fa 1persfera relativa al pentaedro ortoecentrico.

JssErvazione I. — Sarebbe interessante studiare un po’ pin da
no "ipersfera di equazione (82) per un pentaedro qualungue.
JsservAzZIONE II. — La conformazione delle equazioni (16), (24),

c1 mostra ehs 'ipersfera circoseritta e le tre ipersfere dai venti
ti relative al pentaedro ortoeentrico hanno i1 medesimo iper-
10 radicale la cul equazione si ottiene egnagliando a zero il primo
ore del prime membro di einscuna delle (16), (24), (32).

5 2. — LEstensione dei precedenti resultati
all’ n-edro ortocentrico di S,_,.

Jeeupinmoci in questo paragrafo della ricerea delle equazioni
— 2 iperslere, n—3 delle quali rignardano I'n-edre ortocen-
» di B,-, l'oltima si riferisee a un n-edro gemerico. Sviluppe-
o i ealeoli per In prima e per In seconda ipersfera e qnesto e
rolera [a viesrea nel ecaso genervale.

5 - " ] H - ' \ - -+ g 3 (;:

i snbifo visto che I'equazione di una ipersuperficie sferiea di Sy,
seonente:

boe :rl-u '_]- Au l = -Thu—l '_]_ 1'111—'.] . ml-u-—ﬁ' _]_ ==
...“l— Ag?]ﬂ‘—’—ﬁ.j}.[:ﬁlu—l—x].u_l“‘,..—r“]]

i |

n
s EI:I-: i[Iﬂ:J . @]l . Lk 'i" EI erE Lip » (33]
z 3
e seriviamo che essa ipersfera conbiene 1 punti medi degli epi-
i coefficient: A; verranno ad esser legati da un sistema di

equazioni della forma

2. (A4 Ay) =0t (34)

iy
) |
"+ i
b
L ]
|1
it % '
= 1
F, I
.|' L
5 1
" - "I
e
E |
1 |
) 5
=
LR |
::I-_ !
i
Sy ARE
[
1 & A
= Lo
[
i I::;I]
=3 r g
-.-r?l"'
& L 5 1

- r
T,

-
R o
_ W

—— e R i e

.._..L L4
o R B s
= ) -.-l. '-_'.I..

|

o
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g e
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per cul se sommiamo le (34) membro 4 membro e poniamo

troveremo
(36)

Consideriamo ora fra le (34) guelle che contengono una deter-
minata A, per es., la A,: sono in numero
membro & membro otteniamo
mente scrivere

@ n—1. Se e sommiamo

2.0—2),A+2 T A —q,2 (37)

dove ;" rappresenta la somma dej quadralr di intte le I che hanno
un indice uguale a 1. |

Moltiplicando ambo i membr; della
corso alla (36) si trova

(ﬂ—— ]}Eriﬂ—- I'_'I~2

A1_E.(ﬂ——1]‘.[ﬂ——EJ' (38)

L'n-edvo a cui i riferiamo non e generico giacchd se n, come

possiamo suppoire, & maggiore di 3, le equazioni sono in nnmeru_'?'jf_'{_.ﬁh“.-"

superiore a quello delle meoguite,

Si trova faecilmente che tutti i fetraedr dell'si-edro in discorso
Sono ortogonali, che cioé 'n-edro ¢ ortocentrico: le sue altezze con- "2,

corrono in un punto H, ortocentro dell'n-edro.

Questa prima ipersfera contiene i cerchi d’ Evtero di tutti i trian-
goli del)'n-edro.

Passiamo alla seconda ipersfera e per guesto scriviamo le condi- -

zioni c¢he debbono esser

soddisfatte dei coefficienti, perche essa

contenga i baricentri dells facce triangolar

y 1
1: troveremo ( 3) equa-
zioni delln forme

3 . {AI + ﬂh ’_Ah): "-rj]JLI -il_ I’:I;LII _f_' fn‘r.;: . {99]

7

. . Yo . n— 1
Nei primi membasi di queste equazioni In A; figura 3. [ 5 )‘Fﬂltﬂ
e clascuna . figura nei secondl membri n — 2 volte, per cul se som-

: n s
miamo le [SJ equazionl membro a membro troveremo:
\I'

—1
3. ("2 ).Eﬁp:[ﬂ——ﬂ}.qz
ovvero:
8.(n—1).3A,—2_ o2 (40)

Consideriamo ora fra Je (39) quelle che contengono la sola A;:
sono tante quanie le combinazionj 2 a 2din —1 elementi. In quesfe

Nei primi membri di queste equazioni A; figura 2. (n — 1) volte, '

(35)

una rvelazione che potremo manifesta- 5 15

(37) per # — 1 e facendo ri-

4 Er -I'-ll
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A figura3. (s —1) volte e ogni altra A eon indice differente da j:::'
ura 3.(n— 2) volte, per c¢ni sommando i primi membri si trova I He B

1
[
S i
- -

3. {[“:1] (n z;}.gi+3(n—2).zap;

nmando i secondi membri, troveremo:
(n—3).a:t4 42
viemo cos1 legnaglianza

g 1

; )ﬁm_-_z)}.A,+3.mHz).mp-:(wmcﬂwuﬂHl)

e oy 1ndica, come si disse sopra, Ju somma dei quadrati delle [,
cut 1ndice & 7.
La (41) puo secriversi anche:

» (n—2) (n— 1)
2

sliminando YA, fra la (40) e Ia (42) 81 trova:

A+3.00—2).TA, = —8)o* 4 . (49)

f'ﬂ——”mig—-ﬁﬂ
S (m—1). (u —2)°

- o H LY [
S i A A1
- -: g il ] 1 e !-. I '-'1:1.
eead (1R R =t
8 L3 o f r H
. 43 e
i QR 1 AL g Ll d Y e
3 B T IR B T Bt
LI TR [ ol R | -P::: {
Ty <l " R i . :.
5

1
]

wche qui I'n-edre non @ generico: si vede subito ehe esso deve
e ortocentrico.

ossiamo dopo eid passare a sindiare la p-esima ipersfera ciod
la che contiene i baricentii delle tacce a p dimensioni. Le equa-

i eondizione sono in numero di [p +]) e hanno la forma

(P+ 1) AA A+ Ay A =T L2 h . 47 44y

le A dentro Ja graffa sono in numero di p + 1 e le ! del ge-
r(z-+41)

D MEMbro |ONo

-l-l

*P ¢ minore di w —2, le eguazioni sono pa delle incognite 3 1;"'|||4 I'

wstro n-edro & ortocentrico, nientre se p=n—2 |'n-edrp B - fﬂ” I|]||||| il ull‘

ico, & meno che non mettiamo noj stessi altra condizione. .‘;_v |'i i! '5.""1..
. (n—1 Rty -—..l' TR

el primi membri delle (44) la A, ﬂgnrn (p —{—]).( ’ ) volte ';l[||||.m'1 hq
| n i

n—2 . rh
" __1) volte per cuni som-

0 (ueste equazioni membro a membro trovearemo;:

— ] n—2
N P

scuna I fignra nei secondi membyi (

im)ﬂ I||r { aﬂ“ |
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*1 . OVVero
2 P+1).n—1).T A, =p.q". (45)

Consideriamo ora fra le (44) quelle che contengono la sola A;:
n—1 e : .os
£sse S0no ( M ) Net primi membri di gueste Ia A, figura
S 1)
n—1 S
+41). ( ¥ ) volte, . | _{

mentre ogni altra A vi figura T |

(v+1). (:: : 12) volte.

Sommando i primi membii troviamo BN

'fg~—ﬁh£”.&+ﬂp+n(“*?yzan ik

rﬂ. ;
Lp p—1 p—1 ﬁg?f

@+D{

& sommando 1 secondi membri 55 7 1
(n _ 2) "+ B —3 2 e |

Gii : O Crsi,

i |

ovvero per la formula L xis
B LET

(n — i‘.) n—2 (H —3 4 Je;:;
p—1 " p—1lp_2 e
conl tri

Gfg_[— GJ'J'==GE., (47) l. I' ! JI dlﬂ
la: Gy n

tenendo presente la;

n—3\ [n—p—1 - N J =
(35—2) { pil w il & 9 : ﬂ

S1 perviene cosi alla relazione , -
2 dov

(p+ 1) {('”;1) — (;:i}.ﬁf—k{p—!—lj. (;’___Ul&rl = _'

Orp k rip
( n — I) n—1 (H - 2) pun
P p mer

wm
v

T e L ——
L}

per la (46), per cui la (49) diventa

n—
) - iper
] (50) = 43 coscC

(p+1). (;::;‘3) {(5—;—1

A
n—3
W LTS RO

s —
—




PERIODICO DI MATEMATICA. 227
Questa formula per la (46) si trasforma in

o+ 1.2 == {“‘_?’_1Ai+m,}=”*ﬂ“1aﬁﬂ+uﬂ

p—1 P p—1
YVEro in
?3—-',8——1 3 q
p+1.n—p—1 — 1 Oy 10 .
& )'; £ )A.—l—[p—I—l).EAr— s B (51)
p—1

Moliiplicando ambo i membri per (n — 1) e tenendo presente
(45):

fle—p—1 .
mR—D.(pL+ 1 n— — 1) j—31 W T o ;
: P ; R n— - 192)
p—1
Da questa, con leggieri caleoli, SegE
(ﬂ—l].ﬂﬂﬂ—'ﬂj -
Ai-—{ji—]—lj.f?l—l].‘fl‘—-gl' (53)

P

Si giunge cosi alla conclusione

"I baricentri delle facce a p dimensioni di un n-sdro ortocen-

to di Sa.y giaceiono sopra un’ipersfera la cuj equazione in ¢oor-
afe baricentriche &

i ﬂir Tit —1'— ﬂ:) (.I-'ln ‘F_ d1in— + v oa s + 1—):

@+1)n—Dnm—2) (= s ) (54)
P

g &
. l S b 2y, © s i A -frlrJ
2 o
e per A'; va posta Vespressione

(n—1)eg,.* —a". (53)

S p=n—2 I'n-edro non & di necessiti orfocentrico: se lo &,
ersiera corrispondente contiene gli ortocentyi delle facce e altri
b1 facilmente determinabili, fra i quali quelli che dividono i seg-
&1 compresi fra i vertici e Uorlecegtro nel rapporto di n—2 g 1.
i cosi provata pev I'm-edro ortoeentrien di S, , 'esistenza di
2 1persfere. La (53) da le potenze dei vertici rispelio a quests
sfere: tulte queste hanno due a dne compresa |'ipersfera cir-
ritta all'n-edro — il medesimo iperpiano radicale, di equazione

F:f[;i;——l).u”ﬂ—-ugi.rn+A:=D. (56}
- |
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31 aggiunge da ultimo che:
“Daio un numero razionale e posttivo £, se I'equazione

+D.y—1).(v—2 =i,z (57)
ammeite una solpzione

2=p, i =mn, (P, % interi e positivi)

=

eriste un n-edro ortocentrico di 8,_;, e tale cle i buriceniri dei
(2 + 1)-edri del pentaedro sono sopra una ipersfera di equazione:

(A4 S~ 1) 03] . (i + Frs .+ 1) | .
) 0

n 5
RS 2 ! *
=K, {-ll_ra Jhn in - Bys —[— Ll' gll‘ L1 } me l
] t

[+

E. PiccroLr.

UL CONCETTO" ARITAETICO-FILOSORICO DI EGUAGLIANZA T D1 RIPETVIONE

Ii
, L. La purola eguegiianza non ha, assolutamente parlando, alcun
dhe significato; il suo significato le viene da HIA convenzione, spesso
"Iy » . ,
e bacita, rigoardante le nole che s possonu trascurare ael paragone
Moo di due oggetti. Ordinaviamente, quando si dice che due dggetti sono

(Z eguali, si intende dire ehe ess differiscono fra lore soltanio per la I
loro posizione nello spuzio o nel lempo, o per I'nuno e per Ialtro

Al simultaneamente; il significato dj eguaglianza &, dunque, rariabile a 2
- secondue delln convenzione che si idotia, come pudo del pari essere :-_
variabile 11 eampo degli oggoiti ai guall 8'intende applieato. T l
Nella tecnica matematica (o meghio: algebrico-aritmetiea), il eampo £l |
3 deghi oggetti & costituito dalle cosiddette formole le quali, benchd gl |
i aspetto differen lssimo, si definiscono eguali fra loro tutte le volte |
-{j:j,;_* che rappresentino lo stesso numero. La formola eonserva, dunque, +t .
I' 1l suo significato se si seriva (0 s pensi), durante nno stesso caleolo. f |,
1‘:' In posizioni differenti di spazio o di fempo o le si sostituisca unaltra JF“'*-::‘ .
& la quale rappresenti operazioni differenti dalle primitive, conducenti s l;r‘
perd allo stesso visnltato. Cosi. ad es., nna slessa leltera ¢ rimane i |
egnale a s stessa, €10é rappresenta sempre lo stesso mumero, :Tr_‘

quand’anche, duranle il calcolo, venga seribta piit volte in diversi -
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punti del foglio (il ehe porfa seep diversitid di luogo e di tempo, pur
non tenendo conto della diversita dell"inchiostro, ece.): cosi pura
(per Insciar questo esampio troppo triviale e venire ad un altro che

meglio mostii | importanza delle nozione d egnaglianza matematica)
81 dice che il simbola (0 4-2ab+ b%) & eznale al simbolo (@ -+ b)°

perche (le lettere @, & del primo, sottimtendonsi avere. come testd

81 & notatn, lo stesso senso numerico in enkrambe |e formole) le
operazioni rappresentate dal primo simbnlo danne risnltate identico
& quello dato dalle operazioni rappresentnte dal secondo.

Percid si ha:
@ -+ 2ab - b* = (a -+ B)°.

La tecnica analitica non ha, in fondo, altro scopo che quello di
indicar la via per dedurre da certe eguaglianze date (che bene
spesso &l pongZono ipoteticamente) tutie Je alire possibili egui-
elianze.

Per lo pin, nelle egnuglianze che si ricercano, si IMPONZonn a
priori certe condizioni ehe determinano, pin o meno completamente,
il probiema da risulversi: ensy, ad es.. ammesso 1poteticamente che
1 due numeri o e i soddistino alle eguaglinnze:

ax® by =1 ax® - bay + ey’ =d
si polra ricercare un sguaglianza della forma
= [y, a, b, ¢, d)

cloé un’egnaclianza il eni primo membro sia 2 ed il eui secondo
membro non conlenga x, ma soltanto gli aliri simboli @, o, ¢, o, ¥.
Surebbe questo un ecaso semplice dei cosiddelli problemi di elimi-
nazione,

2. Tornando al caso generale, eioe a tutii gli oggetti del nostro
mondo intellettnale, notiamo che quella convenzione, o quell insieme
di convenzioni, medianle |e quall certl vggetli vengon dichiarati
nguali porta nellz Scienza il nome di definizione. Cost, ad es.: defi-
mre il vegetale significa stabilire chiaramente guali sono le note es-
senziali che debbono essere possedute da nn oggetto afinche PosSsa
esser defbo vegetale: ne segiira che cerfl oggetti: rosa e feglia do-
vran dichiavarsi eguali fra loro, secondo questa definizione, mentre
potranno non esserlo seconde un'altra (per es., secondo la defini-
zione di fiore, che si otterra aggimgendo a qnelle di vegetale altre
note specificanti il fiore),

B chiaro che la definizione di origine ad un aggregazione (genere,
specie, ecc.) giacch®, per es.: tutii gl oggetti the hanno 1a qualita
di vegetali verranno, per ¢io stesso, a considerarsi come ngoreeati
fra loro e sepurati da tutti gli altri oggebti, dando cosi origine al-
laggregato dei vegetali.
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Come si veds, 'operazione combinatoria di definizione ha una
stretta affinith con quella di astrazione: infatti la definizione sue-
cede ordinariamente all’astrazione e si pubd forse dire che essa altro
non fa che prendere atto dell’aggregato ehe ha dato origine all'a-
strazione, caratterizzandolo ed estendendolo al tempo stesso colla
descrizione precisa della nota astralic comune a tully eli elementi
dell'aggregato. Cosl, per es., dopo aver esaminuto un azgregato A
di cerfe qualifa di fiori ed aver riconoscinto che essi Lhanno in o
mune cerfe note a, b il cui insieme c¢i dd la nota caraiteristiea
agtratta z comune a tubii, si potra definive come Hore ogni oggelto
nel guale si riscontri la nota «; all'astrazione segue cosl la defini-
zione: ma mentre 'astrazione non verra originata che da soli certi
oggettl, 'aggregato di guesti oggettl si potra estendere indefinita-
mente, dopo 'operazione di definizione. inelndendovi anche altri
nuovi oggetli nei quali si riscontri Ia nota caratteristica g. Esso
non sara pin altro che una parte dell'nggregato pin numeroso rap-
presentato dalla parola: fiars, :

11,

3. La nozione di ripetizione si puo considerare come conienuta,
quale caso particolare, in quello di eguaglianza. Se un certo ente A
viene composto con delle note specinil &, a5, ... &y, dandosi cosi
origine ai nuovi enti A,, Ay, ... A.. si usa spesso di dire che gli
oggetti Ay, A., ... altro non sono che loggelto A ripetuto, quando
le note oy, aa,...a; sono, per se stesse, di poea 1mportanza nella
questione che interessa. Ordinariamente (ueste note sono note di
spazio e di tempo; cosicchs in linea ordinaria ripetere un enle signi-
fiea trasportavle (materialmente o moralmenie) in un’altra posizione
i spazio o di tempo: ciod, piit vicoresamenie parlande, comporlo
con certl punti «;, «s, ... dello spuzio o0 con certi istanti 19 Bae.s
del tempo.

Abbiame detto che la ripetizione 2 nn case particolare dell’e-
guaglianza; cid pud esser chiarito maggiormente. Se noi dicessimo
seinplicemente che gli ogzetti Ay, Ae,... A, sono egual fra loro,
verremmo ad affermare trovarsi nella composizione dl essi una nota
comune a tutiy, la quale potrebbe, perd, non essers (anzi, 1n gene-
rale, non &) alenno degli stessi oggetli Ay, As,... A,. Quando, in-
vece, diciamo che gli oggetti A,, Aq,... A, sono una ripetizione
di A non soltanto veniamo ad affermare che, sotto un certo punto
di vists, gli oggetti A, Ag,... Ay son fra lovo uguali, ma altresi
che la nota comune ad essi (alla quale & dovuta la lore ezuaglianza)
¢ noo di questi oggetti, e precisamente Noggeito A ; quello che si
dira egser ripetuto.
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Cosl, ad es., se, in un caleolo matematico, dopo aver dato il si-
ficato di ana certa lettera a, si presenta, dopo qualehe tempo, 13
isa lettera a, uma o piu volte, diremo che la lettera a si trova

stuta nel corso del ealecolo una o pii volie ; se invece si presenti
naglianza:

a"+ 2ab -+ ("= (a -} b)®

non diremo certamenie che il secondo membro & una ripeti-
ie del primo, giacche Ia nota comune aj due membri che di ori-
: all'eguaglianza, ciog il valore de! wimero da essi rappresentato,
¢i da per se stessa il contenuto A uno dei due membyri, in eia-
10 det gualy, invece, quella nota comune si {rova composta eon
» differenti. corrispondenti alla diversa forma dei due membri.
Joneludiamo: nella »ipetizione ¢ vmplicita Ueguaglianza: ma la re-
0ca non € vera, poiché pud esservi equaglianza senza ehe vi sia
frzione,
L Il fenomeno della ripetizione si presenta continuamente nel-
reizio della memoria; Toggetto richinmato alla mente non diffe-
: da quello che si era formato nella menle, per la prima volta,
tto della percezione, se non in quanfo vien composto con una
'a nota di tempo, talora, per di pitr, anche eon unn nuova nota
mzio e eon altre note secondarie Je quali non hanno importanza
ria, ma solo per aver servito & richiamarlo alla mente; queste
1e poirebbero chiamarsi note associative. L oggetio od ente ricor-
inn o pin volte si presents, insomma, come un oggetto o nola
uta una o pitt volte, secondo la mozione di ripetizione da noi
Inta,

. Dall’avere il fenomeno della ripetizione tanka importanza nello
nmento intellettusle umano, si pub gia prevedere che esso debba
2 un riflesso tuite speciale nelle forme grammalienll, prineipale
nento di queste svolgimento. Bd jglaiti alla distinzione fra ente
» ed ente ripetuto corrisponde, in ogni grammatica, la distin-
fra singolare ¢ plurale, ehe &, come tubh sutino, dimportanza
imentale in tutie le lingue.

Notiamo, per ultimo, che il concetto speetiico di ripetizione si
nta nelle matematiche, olirechd nei casi triviali sopra menzio-
anche in certe speciali teorie nells quali esso ha somma im-
nza. Somo da ricordarsi, in primo lupgo, quelle guestioni dj
31 combinatorin che studiano quei raggruppamenti nei quali
iLesso oggetbo pud essere ripetuto un numero limitato od illi-
o di volte; si parla, inlabti, per es., delle eombinazioni con ri-
one di m oggekti, n ad n.

whe le quistioni di partizione di numeri nnplicano spesso la
e di ripetiziome; tali questioni, del reslo, hamo il loro fon-
ito pit 0 meno immediato nell’analis; combtnatoria.
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e j
L .:'
:igr.‘jilﬁ'- ]II'. I:
U—}F‘H . ' . . CoMTEN s
";53‘ 7. Torniamo sul concetto di eguaglianza per esaminare se, e fino _-,.,,?;43%:;?_.;- i
:-_ 4 = » - - . M i f.:: :I -:'."'--
2 & qual punio, sia in esso contennfo il principio che due cose eguali m:}* IE?
RALE ., ; s RS
Yo ad una ierza sono eguuli fra loro. Abbiamo gia detto che due coss 5;; X
1 - - - . L -'-‘i 3 2 Pl A3
¥ A e B & dicono eguali, secondo un certo ordine di idee, quando mon %

ke differiseono ehe per nole trascurabili, secoudo il detio ordine di

idee; ¢id va chiarito maggiormente: vediamo che cosa, ¢l08, s In-

A tenda precisamente Ji dire quando si afferma che A e B differiscong

solo per certe note ay, aq, ..., by, bg,... che si ritengono trasenrabili, =

) Il concetto si pud precisare cosi: che, civd, A e B si deducone ks

e componendo, mediunte cerle speciali leggi di composizione ben deter- o

minate: Zy, Za,.., uno stesso oggelto M con degli oggetti:
@iy @ayens By, Do,y ...

X trascurabili secondo il detho ordine di idee. Prima di parlare di

:3,5- eguagliunza, uffinché questa parola abbis un significato ben chiaro, - ;.
A © necessurio che sin stato determinato il campo di eguaglianza ri- < 50w

= spebto al quale le eguuglinhze devono intendersi sussistere. Pep

3"‘,»1 campo di equaglianza dobbiamo intendere Iinsieme dells laggé di =

ﬁi"; compusizione Zy, Zp, ..o degli onti trascurabili &, ay ... frai gnalg-

;%ﬂ possono scegliersi fe:

;:-%if Oys Qi o Oty Opp il

MRy - nol lo rappresentiamo col simbolo:

Beht .

5:_.:‘.'-

"f:.f* [Zl,Zg,,..,fI[,Ea,...)

.E:.;'i-_.., = - - - . S LT - . * - ! "'.'

i el che ricorda guello dei campi di operabilitd in matematica (di cui Bt
S sono easi particolari i eampi di razionality, definibili gpesso medinnte {
) cerfi elementi generatori).
Cib posfo, snpponiamo dato un aggregato ben delerminato M di &
entl1 M;, Me, My, ... e si tratti di vedere quali di guesti enfi siano {
2 fra loro ngnali secondo un ecerto campo di eguaglianza: : ]
-'.;';' o | )
:.:f,. {ZIIZ'J:--*: uiiﬂlﬂl"'); 1{
ok i . _ . ;
¥y non © necessario supporre che anche gli enli ai, o, ... lacciano |
parie dell’aggregato M. Se due oggetti M, ed M; sono eguali secondo i
i W — —— - u W =" . ".' .
i 11. campo (Z, =) esisterid nell aggregato M un oggettbo Iil. ﬂﬁﬂl qu_ﬂlﬂf"f_fl ;
s1 dedurranno emtrawmnbi con operazioni del campo (Z, a); ciod, 1
per es. M, si dedurrd da M;, componendo M, successivamente cow’:;; .*

s
=

ﬁ], HE'... ﬂ]u.,

o e

B
L] w ]

le composizioni successive essendo falte rispettivamente colle leggt /0

L]
- i .
| -

b la...lu scelie fra la Z e similmente M, dallo stesso M, composto i

e WG

e il

b

e
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successivamente con b, by ... bs secondo le leggi A 2s... e, tutte
del pari fra le Z; le @y as... by bs ... sono poi appartenenti all'ag-
gregato «,

: )
Potremo rappresentare M, eol simbolo M, a,

1, 1 oot
Uyt au e simil-

. : : . L
mente per My, Per esprimere che 1 doe simboli Myed My ay ' a0y * . . . n',,,]"

rappresenlano lo slesso ozzelbo, potremo serivere:

M, =M, @t .. ﬂ;“
e similmente . (1)
Ma = MI 5111 ﬁizle- . bﬁiﬂ )

Sia, ora, d'alten parte, M, eguale ad M;, secondo lo stesso campo di
eguaglianza, cosiceh@ si uvrd similmente:

M. =M, AR AL ]
- . l - (-']

M= LJII {_',15.', i?z-‘. A 1

Non si vede come, in generale, dalle (1) e (2) si possa dedurre
Feguaglianza di M, con Ma. B perd ragionevole ammettere che il
sistema Z sia invertibile, ciod: che per ogni legge Z contenuta in Z
ne esista 1n Z un'altra, che indicheremo con — Z, la quale distrugga
Feffetto di Z, nel senso che se, componendo un oggetto M con «
mediante Z si ottenga M’, componendo poi M’ eon lo stesso a« me-
diante — 7, si ritorni ad M. Allora dalla seconda delle (1) si deduce

M; — Ma bﬂ_iﬂ vow.d bj_aj .
jnindi, sestitnendo nella prima

') ERE==05, P P A W S S (3)

Similmente dalla (@) si dedniry:
o —d? S 2o g i
Mﬂ — M!] T = AR 4| 1 dl J ﬁ’g . M '[fu'!. ’ (4)

:fl.[-ll'ﬂ, dalle (3) e (4) s1 deduce, evidentemente, M, = M; (il che si-
mifica che M, & nguale ad Ms secondo il eampo di eguaglinnza

(Z, EJ;

81 dovid badare a non serivere M, = M,, il che esprimerebbe cose
on wvere, clob che M, ed M, rappresentano uno stesso oggelto del-
aggregafo M)

8. Quanto abbiamo dello si pud anche riassumere (e dimostrare
il speditamente) come segne:

Sia @ un certo aggregalo di enti dei quali si tratti di decidere
uali siamo fra loro eguali rispetto ad un certo campo di egua~
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gllﬂnﬂﬂ: C._ Per campo di eguaglianza ( s intenderd 1'insieme di earte
operazioni ca_:pszmtentl nel comporre Voggetto su eui si opera eom eerti
ant:j prastabiliti secondo certe legei dj composizione del pari stabilite
. :li:r lfI'EI'I'_IBSSG, due nggfatti A ¢ B si diranno eguall se sia pﬁﬂs]-
ﬂ_:l-e_ sdurre A dn B mediante operazioni de] campo (0, Qnesta de-
Bvimpn:: delle eguaglianze puo Pero non essere legittima. cioe non
_ - tonseguenza necessaria che due peostt i a ’
ol oo e oggelti egnali ad un terzo
| Quest’ultimo principio s verificherd perd necessariamente se i campo C
s1a tale, che, tutte le volte che a un oggetto A di Q si possa dedurre

S

un aliro oggetto B di Q mediante operazioni di C, reciprocamentsz, sia

anche possibile dedurre A ¢ B mediante operazioni dello stesso campo. -

; Elﬂgth se da 1_!; si pnf]'dEdurr& B mediante I'operazione & e
ad_‘, nil‘efhautef ¢, € senz altro manifesto eha da A si dedurra é
mediante aﬁ'. Se Invece da A si deduce B mediante 5 e da C =i de-
gzu; Bj ni]e;hﬂntecﬁ, Esdratel'ﬁ un’operazione {31! mediante la guale
81 @eduarra C, onde . 0 ee ] > ]

darre da A, 'G, medianttil?;]:]::ﬂ]z]?in??(Elfl)ﬁf:ﬂde"te' " POLTR pol de-
bﬂjg. D&tu‘ l'ageregato A de_gh enti A; Ay As... si pud anche sta-
re un sistema completo di eguaghanze e disngnaglianze fi-a quesli

e?i; EEg;Il.EIIdD dei (_:rjtreri affatio nihit.rari, purche tali che, scelti & .57
fﬂmerf "-'im oggetli A; ed A; di A, si possa rispondere, immedia-
ule dope l'applicazione dei eritepi slessi, 10 modo unice, alla

’ '

domanda: se A, ed A; siano fra loro eguali o diseguali. Se gli og-

getti sono in numero finmto n, & ehiaro ¢he, mediante 8 in—1) giu
y o =

dizi 11 | criteri 2y 3
.[fﬂrmllffltl m base ai criter seelli) il sistema delle sgnacli
0 diseguaglianze sary completo; eiod di due oewetts ]g o 13‘_'3;
& P < - . 7 "..'_."E quﬂ. an ne I
5 ‘ : 2 q
aml;gzlli Ei:; ?E slano igu{;ﬂ] 0 diseguali. In generale perd potra
he dne oggetti dichiarati o ! |
‘ e _ 1 eguall ad un terzo si trove-
ramno mveee (i essare stati djel 1 (3 .
- 8t St @rehiarali disesuali fra lore. (ne
g | (GACh 1seguall fra lure. Cosl, ad es.
:.:lm uri; ﬂlﬂt.hb]‘mﬂ concorso I'individno A sin stato dicinarato di par
¥15 71 : - '
de]j'iﬁdzjid;:&{{““d]‘m B, 1:1, o altro, individuo B @i pari valore
4y Vi sarebbe ragione di ritener
. ) g ere clie in un terzo con-
COrso eni pr 0 T
par:iurlizrjiumF'IITHSEIﬂ]pdr]te A e C, dovrebbero questi essers del
arair 1 egual valore. Invece 1 i
_ . - uo apche accadere il -
brac | ) e ; . n cadere 11 con
o Eﬂéqgﬁflfhﬁ ‘limﬁuif?, 1 eriterl e la sineeritd doi concorsi SLEEITT
(el *-m;rsf:: :L :1 Rlassl_:ium?e la legittimity del sistema di egnnglianza
: ‘he valga 1l principio che: d '
) : - Gue co ¥
siano egnali fra lorg) se eguoall ad pna terza

A, PaLouny.
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SUL CONCETTI DI NUMERO E DI ORDINE

L.

[. Le operazioni fondamentali della mente umana che danno ori-
ine alla Scienza dei numeri sono le seguenti:

1" pensure un ogeetto:

2" pensare un oggetto ed un oggetto; o, come suol dirsi- pensare
18 coppeiu di oggetti;

3" pensare wn oggslto, wn oggetto ed un oggetto: 0, come snol
rsi: pensare una ferna di oggetli;
cosi di seguito.

Una gunlongue di queste operazioni, 4 cominciare dalla seconda,
puo riassamere nelle parole: pensare un aggregato di oggetts, ov-
W0 pensare piig oggetti. _

2, Il concelto di numero naturale deriva dal concetto di aggre-
to e da quello di corrispondenza. KBsso nasce quando, paragonando
1 loro un aggragato di oggetti ed un altro aggregalo, riconosciamo
e, fra gli elementi dell'uno ¢ quelli dell’altro, si pud stabiiire uns
wdinazione (corrispondenzi biunivoea, od univoea bilaterale, od
Ivoca in senso assoluto). (Y) |

(¥} Qnesta coordinazions fra dus bgprepatl (v quindi anchs 1| gonceito d1 numero) s ofre
milanenmente sin dai primi atel del poestro pensisrp. Invero. Ia vista di un szgregato qua-
ique di egzelti materiali:

D=4 1, C cvevy D

duee nel nosiro eeyvello nna immagine sormspondents .
L | LI PO ) |

uipressione Jaseiala da una sensazione), Quandp, pol, wvedendo un aliro agerezalo El noi lo
cepiasne, cloe riguntossiame In esso lo slesso tipo di £ & diciamo-

Q 2w 0
wmende [} come sampione dslla specie), eib avviene perslis riconosciame nella immagine :
) v r
A 1 ¢ B T =& =y I} i L

inia vzl pestre eservello dalla imprasasions di:

2,=A. B..3. D,
nerfeiia somiglinnes colla immasine laselzls da 0. Confrontando le doe immagini :
A'I Bl’i'iljf'l} B Arf--ﬁﬂlﬂq‘t F]

¢ess0 di pereazions), nel rieonoscers la porfetta somiglianza, vom posstamo fare a memo i
Farne &l tempo slesso ia poordinabilith: elod eha ad-A’ rorrisponde A, & B’ corrispande B’
8l via.

Il contsilo di numers nases dongne ecllo stesss uso del pensiere da eui & inseparabile,
el® @830, 52 pur won precede, & nlmeno simulianeeo sl concelio di parcesione.

Yedi anohe Capzuir ® Snll'ordine 31 precedenza fra lo opergzioni Jondamentali dell'Aritma-
- |Bend. della R, Accademio di Napoli, gingno dal 1000,

; '.I_-_.;q-_j_unrhlr i,
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Siano A ¢ B due aggregati di oggetli tukti diversi, ma tali (:]19: ..g.fq‘ _

ad ogni oggetto di A si possa far corrispondere un oggetio di B a e aHa
reciprocamente; m tul caso si dirdh che i due uggregati si cnmpnn".".'.‘é"" & e
ﬁﬂnf S-i“"]] sbesso niemero di oggetti: e, gnando si faccin astrazione 1L ; | avy
4 tutto 1l vesto, si potrannio rappresentare con uno stesso simbolo. Jagr: i
o eifra che dir si voglia. la ¢
e i : i . o e i .f'.'r' =
Il molo piit semplice di stabilive come sia possibile quesia ﬂni-'-'i'é}g}?;?-“ !
’ : il e 1 e Ty, - >
rispondenza si b: di sostituire successivamente gl oggetti di A con g'f% disg
Q_ﬂ'f*”l di B; 1 due aggregati si potranno, quindi, anche dire snstﬁui—zf%ﬁ%f? ibp
bili fra loro. ~ i
1’ facile vi - S A e o fﬁ” ol
aclle riconoscere che due aggregati sostituibili ad un terzo sono =0 ¢ o
anche sostituibili fra loro, cosicehe daranno luogo alla stessa cifra "-f-{ffﬁﬁf" heD
] - 1 — L ::.1J "." .
A rappresentare I'nnico oggetto, ovvero una coppin di oggetii ikt ]
: : : . - S M
ovvero una terna di oggetii... ece. si nsano da noi le cifre: 1, 9 8, mod
- - 1 DR ;
che si leggono: uno, due, tre, ... . A
T T Sy P _ ' cr L RIS
Pertanto, in luogo di dire: wna coppin i oggetti, si potrd dire: i)
un aggregato i oggetti il ewi nuwmero 2 due, ovvero: un aggreqaio a’zh"’ e
o ;‘ _ ) i =13 l,_|_‘._—:_.:!_;|
cifro flua, 0 pit semphicemente: un aggregato di due oggefti, o pii i aafir
semplicemente ancora: due oggetti, ’gi"h' : Zion
& 4 SEER ) R ? 1
Cosl in qugp di dive un oggetto, un oggetio ed un oggetio, ai dir?:i‘:-*-j‘;' - gone
e aggregato di fre oggeltl, & cosl via. s rie |
. L'overnz 5T ¢ ex | o :
; d3 |;L UPE”IE]‘IDH% per ln quale, dato un aggregato di pit oggetll, i sosti
determina In cifrn che ad esso corrisponde, si chiama enumerasii esse.
Eiﬂﬂﬂ'.']P e enumerare un aggregato A di oggetti, ciod: per determis'i . elig
nare 1l nnm 1 b di eni si : S ana BAURGRER
_ ero di oggelli 1?1 cul st compone, lo si paragonera suc-; (i dalle
cessivamente agh aggregati che si sono scelti la prima volta come .. alen
tipo .'[1':311-‘ costruire le cifre 1, 2, 3, ... finche si trovi un uggragutu'i'?};};“. qualy
cur | ! g ap TS
_u*_lw_dm 81 possano far corvispondere, mno per uno, agli og- gibili
getfi di A. i cetti
L - . = |L.“" T - e
E lll‘lp.[ﬂ‘tﬂﬂﬁﬂ, Aanzl necessario, di notare che il risultato dell’ope=""% | B
razione, ciob la cifin che si asseguers all aggreguto, surd sempre la f.eme
shessa, eomnigne s proceda uello stabilire |e corrispondenze con un : Lersi
aggregato tipico che ha dato luwogo alle cifre 1, 2, 8, ...: ossia, in acen]
f_ﬂm termini, chie uno stesso aggregato A non si pud far corrvispon- .f ,E nuni¢
dere "nivocamente a doe diversi aggregati tipiei. Invero, se cid .5 3R prim,
fosse possibile, snrebbe anche possibile far corrispondere univoei- :ht ; pol g
meut].e fm loro due aggregati kiptel diversi, per es. ABC ed ABCDE: e .
ora la i ibilita di fare cir : T
ra 1a Impossibilitha di fare c¢id possiamo ritenerla come un postulato D
di esistenza. LT
Lalail
EINISRE |
R |
II. | :,igtﬂﬂ E . LE
¥ " : '__'-_'.'_..' : : il
]]::)ull esame di quanto si 8 detto dobbiamo concludere che la fa- U L&ppi
colth fondamentale dellx mente nmana si & di poter formare, me-
diante duve oggetti (ides semplici ovvero idee parzigli) A e B, un e dal
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vo oggetio (idea composta) che si pud rappresentare con AB in-
lendo coel di signifieare che all'oggetto B si appone 1'oggetto B,
ero con parole, dicendo A e B. Il nuovo oggetto si chiameri
disposizione binaria (o composio binario). L'operazione mediante
nale viens generato il nuovo oggelto si chiamerd composizione.
I} chiarvo che, mediante i due oggetll A e B si possono fare due
0Bizivnl binarie, ciod: AB e BA clie si annuncieranno dicendo
ebltivamente A e B, « B ¢ A.
’rendinmo ora un terzo oggetto C: si polra comporre 'nggetto AB
oggetto C oftenendo cosi un noovo oggetto che si pofira rappre-
are con ABC ed annunciare colle parole A, B ¢ (.
1 chinro che cogli oggetti ABC si poessono ollenere, in_questo
0, sel unovi oggetii, o disposizioni ternarie, rappresentali da:

ABC, BCA, CAB, ACB, (CBA, BAC. (1)

e sl paragonano le due disposizioni binarie AB e BA, e si fa
nzione dall'ordine, si ha il coneetio di semplice coppia (combina-
e bimaria), nel quale 1 due elementi generatori A ¢ B interven-
» allo stesso modo. Cusl, se paragoniamo le disposizioni terna-
1), s1 meonosce che esse linnno in comune la qualita. d1 essere
tuibili (o coordinabili oggeito per oggetto) ad una determinata fra
Questa nota comune da origine ad un nuovo oggetbto che sl
ma combinazione ternaria, il quale & caratterizzato semplicemente
v natura degli oggetti che lo génerano, senza stabilire fra essi
v ordine di precedenza. Cos) procedendo, cioe componendo uno
angque degli oggetti (1) con un nuovo oggetlo nel vari modi pos-
y» ot astraends dall’ordine, acquisteremo successivamenie i con-
d1 dispesizione guaternaria ¢ combinazione guaternaria e cosl via.
- nobevole il fatto che 1] concelto di combinazione nEh apparen-
nte pii semiplice che gnello di disposizione n*ia sembra non po-
weguistare che dopo aver gib acquistate guest ultimo, cio si
derebbe col fatio che il modo pii semplice per caleolare il
wo dsllo combinazioni di m oggelti & u & consiste nel calcolare
@ 1l numero delle disposizioni degli m oggelti & a k e dividere
juesto numero pel numero delle disposizioni di % oggeltl,

ur.

: cose detbe sin qui sembranmi mettere abbastanza in ehiaro
nesi del concetto di nwmero e del concetto di oreline, concetii
esentati dalle cifre

le parvle
piamo, secondo, ferzo, ...
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nonchd delle operazioni rappresentate dai verbi enumerare (o con-
tare) ed ordinare. Si not; che, di queste operazioni, la prima presup~

pone la seeconda: poiché, volendo, per es., calcolare la cifra che
Spetta al composto ABCD, conviene viconosecere che si pud stabilire .
nuna corrispondenza uwnivoea frs gh oggeiti A, B, C, D e le cifre “
1, 2, 3, 4 (ciod appunto, stabilire un ordine fra le A, B, C, D).
Composizione ¢ coordinazione son dunque le operazioni fondamen- R
tali che danno origine alla enumerazione e quindi al concetto di 7 :
nwinern, T
A. Paromsy, PO | |
(
= AT | t
;h?}ﬁf
SUL CALCOLO DI TSA  CLASSE DI FONOOM SHMETRICHE RaziovuL L | c
s i L
Il problema 146 del s1g. Barisien pubblicato nel n. 111 (pag. 137) 51% |
del corrente anno di questo Periodies pud essere trattato in generale i b
senza dar lnogo a soverchie difficolii od ingombro di procediments :; § ES
o di calcoli, o, .
Pud considerarsi cioe la seguente questione; **fﬂ‘fﬁ’”' J
Sia data un’equazione algebrica qualungue . | é’:"”' f
9 (7) =poz® 4zt - .. .+ p, =0 (1) S .
Si voglia caleolare una funzione simmetyipy razionale delle sue radier , :
della seguenie forma: 57 :
_ v [lz) R |
g—__l:t K () * . 'f.:;
dove 1, T sono funzioni vazionali intere. Si supponga che o ed T siano -
prime tra lovo, ¢ si sippongano di pie delerminate le radiei di ]
F(z)=0, (2}
Invece di adoperare i metodi pit noti sul caleolo delle funzioni
simmeltriche, ciod ridarre In funzione ¢ ad una frazione e caleolare - |
poi le funzioni simmetriche intere a numeratore ed n denominatore, .. g
assal pill speditamente sj puo procedere cos: bE O It che
Siano a, §,...1 le rvadici della (2) rispetlivamente coi gradi dt ... | A
multiplicitad o, 5, ... ). B mety
Si decomponga ria) . m lung
. 7
I' ()

in frazioni semplici, .
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Giacehd le equazioni (1) e (2) non hanno radie comuni, si avra
allora;
1 1 1
- J w L
A e L
= B Y 1 ! B b3 1 I + B \ 1
1 T Xoab | !","{;r,——-f:)" ‘ 4 : (X—0)F

love Je sommatorie sono da 1 ad " :
lella (1), dove e A, B, ...L sono cost
0d1l noti ed I(z:) & ana funzione intery,

I primo termine della (3) si caleola ¢ol metod]
elle funzioni simmetriche Intere. Per gl

he notoriamente 81 ha:

9 lz) 2 1
el =z —g

I primo membro & la derivata logaritmica di
He derivalta, presa col segno cambiato, con
ssivamente rispetto ad z si ottiene:

Z(Z—2) =0 (z):

2 (@~ )= (2);

Tr rappresentano le radic
anti determinabili con me-

dati nella teoria
altel bermini si 0SServj

¢ (). Indicando
® (r) e derivando sye-

2. E(5—2)*=0"(2): eoe
-

In generale, si dedyce

1 =1 (1)
E, A I A (4)

Sostituende nells (3) 81 riecava infine:

g=3 fm,)-,uA:.@(a)+mm’{a}+...+ = @ {2 —1) (a)

= z—1"

+B..q>(b)+m.¢f(m+...+%.m(g_1m
R 5 (5)

< e
T+ L OOt + 00— 1)

| A—

risolve la questiono propostaci,

.pplicando quest procedimento, a
ica esaminata nel problem
e, si ha immediatamente .

2 1 1 r I]
=15 g—1 Vi7"

d esempio, alla funzions 8im-
a 146, pero per m equazione (1) gua-

= :
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TR Allora:
=3 =5 [0(1)+0(—1)]
=4 E —— == — .
l:‘:j"-‘ !? r=1 mrﬂ . 1 2
-"irl".
E se Ia (1) & I'equazione proposta nell’esercizio 146, c10d;
p (o) =a* — 142" -+ T12® — 154x 1 120 =),
s1 ha
O (z)= 42® — 492° 4 142r — 154
T 2 — 14x® + 712 — 1547 -+ 120
Al allora 5
| 1 (25, 19] 91 L
_ =2 12720 ~ 60 2
2 E. GENNARIL al
_r o V&
-————
o ce
BIBLIOGRATFIA oy
qu
no
. .y . . . . e o [ . I]E
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Eina inea T (formmula), invece i cong ) leggusi : -f e Kella stesan pagina, fig';l:i; iR {
linea 9 (formnla), aggiungasi il sagno _f. - I‘w " ¢
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SULEA DISTRIBUZIONE DEI NUMER! DISPARI NON PRIMI

Con =, (dy), dove d. =2k -1, ho indieato in un aliro lavoro () il
imero der numeri dispari, non supetiori 8 oy, decomponibili in ),
ttoxl primi. In questa Nota io riprendo la considerazione di queste
nzioni a, (), per esporre, sul comportammento dei valori di
cune proprield non prive forse d’ importanza,
mdomi sempre dei metodi di ricer
denti lavori.

Non vi & certamente da aspeltavsi di leggere qui I'nltima parola
1 problema di cui ei occuplamo: questo luvoro & nn tentativo, che
alora, continnato nella medesima direzione, conducesse a nuovi
tevoli risultati, condurrebbe poi anche evidentemente ad illumi-
ré di non poco il problema della distribuzione dei numeri primi. (%)

esse,
da me ricavate ser-
ca, che ho adeperati in miei pre-

§ 1. — Teoremi ed osservazioni preliminari.

Nel numero dispari
o =2k + 1 (1)

dentemente & indiea Vordine di

ie naturale dei numeri dispari,

nero della serie.
Dalla (1) =1 ricava:

successione del nnmero dato nolla
in eni si considera 3 come il primo

dy — 1

i3 '
Far|

ﬂ.—.

ndoperando la uotazione 0 (fy) per indicar
sari dy, si avra anche:
k= o{dv)= 0 (2k 1),

Cid premesso, noi dimostreremo il seguente
I'eorEMa I, — La successione

2(3%) —o0(5). 03"+ —¢ (5%) & o(3v+r) _ o (5p+)
5 A 5t Yoy Ep-+ Feoew [2}

e 1'ordine del numero

'} Cfr, * 3ni mumeri primi eompredi fino ad un limite assegnalo , (Giornale di Batiaglini, 1000),
) E. Lannav si oceupa della distribnzione dei numeri non primi nei saguenti lavori: * Sur
[es problémes relatifa A ia distributions des nombres premiers , (Bulletin ds iz Socidid Mo
Higue de Frange, Vol, 38, 1900) — ¥ Teber dia mittlere Anzahl der Zerlegungen aller Zuhlan
I hir = in drei Factoran » (Malh. Awn, Vol, 54, 1801), — Handbuch der Lehra ron Ferteilung
‘rimzahlen (Vol, I, pag, 205 e Eog., Leipezig, Tenbner, 1809,

risaltati qui ottennti non somo riportali, n® eom presi, mi pare, in quelli di guests Autore.
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dove n € p sono nuineri interi e positivi (n = 3) & decrescente ed @ dato
da [x-}2]1(") Vordine del primo termine di essa che ha un valore mi- 35
nore di 2, essendo x definito dall equazione o

[5) =5

Dalle relazioni tra i numeri dispari e 1 vispettivi ordini & facile g
ricavare che, per m intero e positivo, @ in generale i {
0(3")=8.0(3" )+ 1, = 8
0(5")=25.0 (1) |- 2, fL-L :
. . e . _'hfl' |
dimodoché per un termine qualsiasi della (2) si ha: . _Jﬁiﬁi%?ﬁ%':‘ |
0 (3717) — o (5"%) 8.0 Y)—5.0(5)—1 ‘%ﬁ?
ol _‘ se+l b |
i 1 - Pwlh i3 ‘J‘{g—,{- |
3o (3" ) —o(5%) —1{2.0(5") 1] S |

B 5° .5
3 o8 1) —o(5P) 1 '
5 oP 5 \
%
Pii semplicemente, indicando con Ty, Ty, Ta,...To,... 1 termini |
della {2), pub dirsi che fra un fermine di sssa e il sno precedente +
anssiste la relazione |
3 1 -
L= Tha—=: E
D 5 |

la quale prova che la suceessione data & decrescente. o
Esprimiamo ora un bermine qualsinsi T),, di posto (p 4 1)=°, in "%
funzione del 1°, T,. e

Successivamenle si ha: -
3 1 g
T:I.'—_“'_E'_Tn_gi M‘f'
3 1 342 9 1

| = == 4 g

r]_H"'_E'TI EJ_(;}) Tf_‘l_ 5 :J._:}
3 |t 3 p—1 ) 1- 3 w2 l 3 1 F 1- :
Tp_(T) .T;,——( ) R *(gj 5 """ B B B :

) 1] h 1!
i iy o P | e b . [
e - L
=T in = E i T
1l = - I 1
-.'1.:'_. : e L ol T TP — 4
F P T i ; L il
2 b e - i

ol
D il
i '1-|-.l~.r

|
e
we| w
-
~—~
=
v
S — ——— o |
e
f
=
l
-
—
Loy

5w
] sl o MY |

(s
- {
g B e
'
- l\.l.l_...rr-
A ¥

'.“_-"
=
T —
| o
=
et
- =

I
—
oy

(') Con [2], oppure E {z), indichiamo il maggiore numero intere contenuto nel numere reale = ;5 A

nen

che

08513

ed a

da ¢

sare

per g

per p
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Ponendo al posto di T, il proprio valore, si ha:

0{3“)5—*&(5) (%) ; (3)1’_ 1 (3)

Tp=

TR

Per essere eguale a 2 I'espressione del 2° membro della (3), I'espo-
te x deve soddisfare la relazione:

e L (8 e

§1 pud scrivere:

(3)53.013"1—2.11(5)4-5 5
G 10 T

1, essendo o (H) =2,

neora:

al finalmente:

3)1 D

(*ﬁ—! ==3a (4)

sservando che il valore di 2 soddisfacente ulla (4) non pud es-
_ 3
Intero, che I3 <1 ¢ fenendo presente |a (3), pnd dirsi che &

1y >89
r=Ir], ed & Invece

= {&-1].

quest ulbima ipotesi 'ordine di T, & espresso da

?ri=lz+1]141=[zx}2)

ane cosl dimnostrata anche lg 2v parte del teorema enuneciato.
SERVAZIONE I, — Dalla (4) si ricava:
>

2 II [ﬂl—g}ll}f"
B

FIII“ f: :fl

2logb—nlogs

log 3
—(logd — log3) 8

o—log3

=

endendo i logaritmi nella base ¢ & meno di l—ég a1 ha:

IDP,’.- 3 o | 7696105
loge 6 —log.5 — “ T 51082562

L T — —
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Ty L e -
"'"-'—-.-—_-_l-_._-'—]_l‘. FEER e

Da questo risnltato ¢ dall’espressione di z si deduce:
1°. 1 valori di x corrispondenti rvispettivamente a die valori eonse-
cutivi di n differiseono fra di loro almeno di 2.

2% 1l valore di x corrispondente ad un valore di n della forma
9-1-Tt{t=0,1,2,...) differisce da quello che lo precede, corvispondente
ctoe ad n —1, almeno di 8.

Si osservi infine che-

| = -
o T MY T

o BLL]
g
i
" e, i o™ | T T

per n=3, [al=0, [z+42]=2; S
per n=4, [x]=2, [z+2]=4; ece. ﬁgf' |
Teoxmna II. — Essendo x definito dalleguazione ”f - l
e
3\ b&* S Rt {!
(5) — 3 B |
La suceessione Ifw i
spleB—old,) ., . sl —olddd) 1 7B
¥ l dkl “‘l ])I ‘ .hJ.-gE l dkl dkﬂ ( )J ;
. 3 gl —oldnds..du) gl () '
bty | d . d, n .
¢ crescente ordinulamente nei primi swoi [x -+ 1] termini. Il valore di L I
tuttt gli aliri termini @ costante ed eguale a quello del lermine dor- - _I-’-_.f:_"g-‘_; 2
dine [x+1]=°, () e B
Siﬂ-ﬂ[] ; -;*r '.-: :' il
g ) — o (dy, ... dx) \ =y B
z g2t o0l (ke —1) (6)
'ﬁ"l ""&I* l dkl Ll [ d.kp ’ j " J ; i E
[
ndpy ___ -L
3 gle@-eldi-tu g, 1y (7) |
.1‘1 ""I'p'l'l 1 dhl o dtp—l
due espressioni consecutive della successione data. .
Considerismo un fermine qualsiasi della (6) corrispondente ad un %
determinato sisiemn di valovi per 1 p indiei &, ks, ..., ky; esso pud
essere rappresentulo da £
- Jo'r 1)“"5"{[31; .o lyxy) | | r
T_____FIG( 3 D (Fey — 1) - 5
"  S— (ks B
Ora, evidentemente: _ |
T—=F Jig.nfguﬂr—l) 1) {3_0[31:1_,_{;?-%]4—1] (L‘p_ 1)}1 ' (
| 3.#1;1.”{!!1;1, Ll /A
ed osservando che ' }
',-I.'-‘i_' 0 [‘31:-]—[:-] == 3 0 (3n+p—1) _I_ L : i
," N {d| dkl e dhi.) =g3.0 (dkj e dkp) "I‘ 1,
; () 1 termini dalla (5) si {rovano considerati nol lavoero: * Sui numeri primi scc. ,, 4 ¢, 0. 4,50 &
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a1 ha:

0 (3"7P)— o (¢ @, .. .4x)
dl dki .- IRT]:IJI

T=E{ [f.-p-n}.

I1 2° membro dell'uifima relazione esprime infanto aon fermine
della (7), eovrispondente, propriamente, ai p—1 indiel 1, Ay, ke, ... k3
cosicech® un termine della (6) st brasforma nel modo indicato, conser-
vando il proprio valore, in un termine della (7), il emi primo fattore,
nel denominatore, 8 d, . Supponendo tale nperazione di frasformazmone
gsegulta su tutéi 1 ftermini della (6), si ricava ehe I'espressione (7)
almeno egunle alla (6), ossin che un termine della suecessione data
& alneno eguale al swo precedente.

Nella (7) non v1 sono, oltre guelli provenienti nel modo indicato
dalla (6), altr1 fermini il eui denominatore abbia per primo fattore d;;
se uno di tal termini infatti esisiesse, eseguendo su di esso le ope-
razioni inverse di guelle che fanno passare dar termini della (6) a
quelli della (7), si otterrebbe un termine della (6) e eid & eontro
I"ipotesi che guello che si considera nan provenga dalla (6). Nella
egpressione (7) stessa possono perd esservi altrl fermini 1| cul primi
fattori, ner rispettivi denominatori, siano ds, ds... . Hssi anzi effef-
tivamente vi sono se il suo ordine nella suecessione data & minore
d [z - 2].

Infatti, se per tale ordine, espresso da p -+ 1, si ha

p-1=[z-11],

per il Teorema [ &
0 (3247) — o (da?*?)

Efgp_]

> 2

e quindi anche:
1D Iﬂ [3“+P} — a(dul’“)
! tlg? o

|
lJ::.I.

La (D) & dungue crescenie ner suoi primi (@ -+ 1] termini.

Quando invece & |
pHI1s[a+2)

sempre per il Teprema I si lia:

6 (3P} — o (doPT)

3
d < g,

e quind]

B {u (8277) — o (dg"*?)

|
- 1{=0.

A fortiori sono poi nulle le espressioni in cui vi siano fattori mag-
giori di quelli eonsiderati nella precedente.

il
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i

e

e e e
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Il valore massimo dej termini della (5) lo si ha danque in guello
d'ordine [z - 1]®¢, valore che gi mantiene poi costante per i1 termini

che lo seguono.

Ossexvaziong II, Uonsideriamo nella (9) T'espressione di or-
dine [z --2)=°, il cni valore & egnale a quello dell’espressione d’or-

dine [z - 1)@, ] bermini di essa, eguall corrispondentemente a guell

dell’egpressione precedente, differiscons da questi ultimi, nej deno~

minatori, per la Presenza in piin del fattore @;. Cos), passando dai
termini dell’espressione (Z - 2] o quelli della [2 4 3" < introduce
un altro fattore o, ne; denominatori e cosi via.

Pud dirsi dungue ¢ha in ogni fermine dell'eapressione d'ordine
[+ 21" vi & almeno un faffore o nal r]ennminﬂ.tm'e, Ve ne song
almeno due, 4% nei denominatori di tutti j termini di guellu d’or-
dine [z 4+ 37 ed in generale almeno p, 4", nei termini dell’espres-
sione d'ordine (% + n < 1]mo,

OssErRvaziont 11T, — Indichiamo, per una piit chiara intelligenza
d1 ¢id che Segue, Gorn

Tﬂ. T*.—,',. « .y TP‘I T_]}-rl'r"*
1 suceessivi termini della (5). Allora i termine, il eui ordine & P, ba
per indice p--1. ed il fearema precedenie i permette di dire che
80%0 equali fra loro quei terming per & quali il lovo indice D soddisfa

alla relazione
P =[x+ 2]

B se indichiamo con
-'I-'l,. mﬂ|. .-y ﬂfn._3|,.-

1 valori di z ehe nell’equazione

A
5) =%

corrizspondono vispetbivamente ai valpy: i
31- 4'.1-1?3'---

per I'esponente n e poniamo

[ - 2) = p, . [mu—l—‘a’}:pg;...;[:rn F2l=pg;...

Puo anche dirsi che #nelly (5) sono eguali fra lore quet termini #1 cus
indice p soddisfa allg condizione

P>py .

Cosi anche, Guesie nunove posizioni cj conducono ad ennneciare i
visultati dell’Oss, {I pel seguenfe modo:
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1 termini della (5) 1 cui indice p soddisfa alla relazione

P=th-=+tg

hanno almeno g faitori d, nei rispetiivi denominatowi,
Dall"Oss. T deducesi poi che tra i numert p, sussiste la relazione

pn = _'pll—-l + 2r

la cui, esprimendo in funzione p,,

I = ™ —‘['— =2 ['H- — 1},

3d anche, essendo th =2
Dy = 2n.

§ 2. — Richiamo di aleune propricti note,

Per facilitare Intelligenza della dimostrazione del teorema che
egue, richiamiamo aleane proprietda sul comportamento dei valori
elle ripartizioni di certi m oggettl datl in # parti o aruppl e delle
nalli abbiamo discorso in alfri lavori, (*) almeno implicitamente per
) pill evidenti di esse.

Nel prosieguo di questa Nota noj avremo dungue da richiamare
seguenti fatli:

®. Se eonsideriamo le vipartizioni di m oggetii qualsiasi (distinti,
enticl, solo in parte distinti) in = parti o gruppi, aggiungendo un
iro oggebto ai primitivi m, differente da essl, le ripartizioni del
lovo gruppo di m-+1 oggetii in n +1 parti sono in numero mag-

ore delle precedenti, e si ha cioe, adoperando le notazioni aii
lottate:

Bow <R
'Be HIvVece st aggiungesse un oggetto identico ad uno dei primi-
"1, allora s1 avrebbe tuttavia

H;-_'n { Rm.l‘l+] L

ando, essendo m — 5 — e, 'oggetto considerato si ri pelesse in tutto,

- complesso degli m oggetii datigper meno di 2d volte. Mentre,

tale oggetto 8i ripetesse per un numero di volte eguale o mag-
re di 2d si avrebbe:

Hm—-.n —t Rm—f—.l. o1i

{*) Cfr. * Pringipii di anualisi combinaboria cun applicazioni mi problemi di decomposizions e

artizions dei numeri | Fiormals di Battagltini, Aonate 1507 e I1800), — *“ Bul problema di ripar-
‘ne , (Periodico di Matemalicns, Kovembro 1018),
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@ pit generalmente ancora

m.n__Rm+_u,n+.ll-, {P.:-"I,B.S.)

intendendo di aggiungere contemporaneamente altri p oggetti iden-
tier a guello che si considerg o lo stesso numero di nuovi gruppi ai
primitivi », Tt

2% Nelle ripartizioni indicate e numerate dall'espressione generalﬁ}:i;’f_'}

r
[
-.

- e [T T P e,

—

s, Wy

€ un certo oggetto che si ripete, fig gli m dati compare in tuito.
m volte (1 < m' < M), 81 avranno, essendo m — g — ®, ¢ gruppi iden-
tici eontenenti eiasenno Voggetio considerato, se

m' = 2d 4 g,

§ 3. — Teorema fondamentale.

Si eominei ad osservare che la suecessione

|

s,
i

- - - B e
TG R T )b = P 1 a s e s T i - i s .
."‘1-'\; = '-h.':-llr : ] E . BT v n - . = o ri- -'. = =T Y = e r .5.; o it ‘-11
231 - I - - x T e - . . =
S ] = " o 1,
T L . - = i - o o™ = AT Frs ik .
SN - a v y = = o T . e ey Lhglani 5, - i e ; i '
n o i R N T 3 ‘_ - F} = ] & L, H u = T B "
- Fa u e i R g . i - T W I R . L r K
Ty & . " i w 5 T Mk L
LA 5 b a ' =
5 . . o
.

s 311], oo {3n+1}, v sy 700 (3111-;1—5)' o ] : "'___.___: :_

o

ﬁ* per n =2 diviene: L |

5% «a (3%, @z(8%),..., a,(8Y),... SN

ed & evidentemente: S }

].2‘13(35}:“3(33]2-.;=ﬂp[3pj=—--- Uy 1

¥ |

e 5 . . e A3 |

Lunico valore numerato dalla funzione %p (3") & composto di p fat- |

fori egnali a 3, e pud dirsi, in altra forma, che tale valore & com- o

posto di B

P — Py A

| fattorl eguali, convenendo di porre p, = (). = %

, TEOREMA, — Essendo Xi—u deferminato dall’ eguazione ._

e .

g \*n-2__ B* |

s 5/ T3 B

la suecessione !

?Lf &y (3'1]; Xy (3“+1J. ey Qp (SHTP_E}: < e - ki
139

'}:; e creseente ordinatamente nei sug; primi [Xn—2 - 1] termini, Cpt gt }

R 1l valore di tutti gli altri termini 2 costunte od equale a quello del ~+ 4

ik termine dordine [x, o + 1=, | |

.'EI

("} Dismo soitano 1a dimosfrazione della 2o parte del {zorema. Quella della 1, dipepdente da

sleune proprista deite ripartizioni di coi non tbbiamo aucors trattato, In daremo in momento pih
opportnno.
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1°% Per n =38 la (B) diventa

g (3%), 23(3%),..., e AT ") 0o

B in questo easo ] =03 [0+ 1]=1_: pr=[m +2]=2 (0ss. I
e IfT, § 1)

S tratta di dimestrare ehe

1
i ; o W L -
i o gl e - = o e
4 o P " e '_:*.-__ T bl S Y A * o’
-l ] L - 3 = i
e a Lt BT paraais o e 3 e Lt
Py = e e e I Pt L e
¥ s P e rL aae ] L e
- o

=10 L L s .'-L’-
4 e

e

=
b 0

-
]

¥ |

L

"1]:-

]
gl i

s (3") =23 (3¥) =. . . = 2, (@) = ..

. i
: |-|...|l"‘_':r-1F

S
s

I valori dei 2 termini consecutivi %p (327) & 2,24 (3¥9) sono cosi e
espressi: :*ig
03°*") —o(dy, dyy .. .dx ) el
Eh [31”1‘1) it E E I_[ } [ LI kn k?_.l {kp_]_ — 1]}‘ '—}— g ;‘
l'l.r-iﬂg.:...#p__: dhl dk‘! F s = dkp—i

S {ip—-—l {3;- .Ll); —

1l ps
. . 3]}_EJ mndl /. fffh ﬂ’h o ffL- ;,I 1'
el = ¥ R} Jol = P [ — |
i ) N { Ay, fy, . . . d) (& Jj +

— {232 (3"9)) R

Per p>p,, le parti = delle © precedenti espressioni sono eguali
(Teor. 1I, Oss. III).

Si ha poi: (?)

o2 p1 -

pya (3P} = [”ﬂp- o
onde:

T

“pia {3F+E) = {1)’-"p+s'

o4t @) By =Ro, 05 (2pea (3] BiTipps = Ro,_, pus

ed & intanto, per p> p,, ossia per p =2, (§ 2, 1).

Rn:p.fl' n =anﬁ_ﬂ el -

Rimane cosi dimostrato ole
2, (FPH) = % 1 (BPHE)

Osservazione. — Qceorve stabilire per la dimostrazione del teo-
rema nel casi successivi di =l 5. .

.-y la eomposizione dei valori
namerall da e, (37), vedere propriamente quanti fattori eguali tra

("' Par gll eviluppi delle famzioni ay, (&%) mrulh-i eblarimenti sn di esei si veggs * Sni numari
primi aee.

ns M5 @ B L o Rieordiawo, da queste stesso lavoro, ehe la notazitne simboliea

|2y {35)] EI. o, B =),
VA intesa nel sanso ehe deterininata In tomposizione dei valori di &), (8% [in questo caso w«, [3%)
ha vo unieo valore composic di p fattori egnali, apperd o (3" = [l'lnp], bisvgna moMipliesrs il
numaro dE quelli ahe appartongonoe ad un

o stesso tipo per 11 valore di RT =y in cul gli % ogewiti
da ripartirsi in » gruppi abhiano un
eonsidern,

A compodizione identica a quella dei walort del tipo che si
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di loro, a 3, contengono i numeri, non maggiori di 37", decomponi-
bili in p fabtori primi.

Nell'espressione di w, (3*%Y), tenendo presente 1l significato della
parte X e guanto si 6 detto nelle Oss. IT e 111, si ha che PET p=1, -0,
vi sono in tabti i termini da essa X numerati almeno

g=—>D— D (9)
fattori eguali a d,.
Per guanto rizuarda la composizione dei valori numerati da

%p—1 (V)] HJ;:LP = Rul..—;- 1"y

s1 ricordi {§ 2, 2) che essendo
(p+1)—p=1,

p+1=2-+y,

almeno ¢ gruppi identiei in tatte le ripartizioni indicate in R, ;
(tali gruppi identici sarebbero questa volta costituiti ciascuno da un
tattore d,), ossia se ne avranno in numero di

g=p—1. (10)

Ricordando che p, =2, dai risultati (9) e {10) si ricava che tuit
1 valori numerati dalla funzione ap (3PM), di indice p, contengono
almeno

8l avranno, se

P—D
fatbor: eguali a d, .
2. Trattiamo ora il caso generale, essendo # gnalsiasi.
Dovremo dimostrare questa volta che nella sunccessione

ag(3"), aa(3°'")...., e (33, ... (11)
Per p=p, g, essendo p,_s = [, o 4 2| [Oss. TII, S 1), =1 ha
p D"V P = 95y (BT n=1,2,8... J
Possiamo wmmettere gia dimostrato il teorema per 1 valori
Oy dy ..o —1

di n, e faremo veders che esso & vero, passando da 22— 1 ad »n.
¥ lecifo altres supporre, per quanto si & stabilibo precedente-
mente, che tniti i valori dati dalle funzioni di indice 7,

Uy (BP): &p (SH 1}:- &p {SP—HL v ooy Up (Bp—i—n—BJ‘ .

{corrispondenti ordinatamente ai valori 2,3,4,...,n—1 di n), hanno
rispeltivamente almeno

P—D0, P—Piy P—Pareees P—Pua,.-.
fattori identiei.

b g 2
o, w 1 i
e

al
el

80
va
364

€ ]
da

me

fat

81 1

a L
nun
2101
di «

!
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Cid premesso, per due funzioni consecutive della (11) si hanno i
seguenia svilnppi:

fﬂ“"'i’_ﬁj — 0 fﬂ?}; Efl.;.v. e n d]-r )
Fu+p—8) __ © jo Iﬂ 1 Yk p—1 }
| ] LT | e, Ay - . . dky—l Up-a ;i
__Jzi_-l{znfl-,__i ‘3" --1:—-5}} Rn reey {0 — (_I 2_’
I=5%
— T] — r].IIg;
3P ) — o (dy, di. . .. d ) |
L@ = N [ [?{ B " o1
%1 | ) kpkzdy | Oy, . ... dy, i )J i
— --1;: {ﬂfn—n—i-—l [’?’n']h l” E:—I—ia—-i-l—h k= {-1 3-]
— i R |

Per p>pu . i termini Ty e T, sono egnali (Teor. II, Oss. III).

Consideriamo ora due termini qualsinsi di Ty e T
1 uno stesso valore i —k Eslisa—1).

Iisgl sono:

corrispondenti

! 0 3 — - np—1 [
Guspx B ") Rim . e o -k (3" P7)) R
le dimostreremo essere egunli.
St cominei ad osservare che le funzioni

arp-k+1, gl

En-p—k (3u+'p—2J' s {311%-],_1)

no due fermini consecutivi dells successione (8) corrispondente al

lore k din, ed essendo &k < n — 1, per esse vale il teorema in di-
prse e si ha ciosg:

atp—k (3P ) =gy gy (BEHPY),

>ud anche dirsi, per quanto si & dianzi premesso, che tutti 1 valori

queste stesse funzioni numerati ammettono rispettivamente al-
10

('ﬂ-; + P — -"l‘l,] B J}J'; 1 [:'H —f—-_’_i_*_'l == j':; —i— 1) —= .9
tor: 1dentiel.
S noti inlanto che dalle condizioni

Y= Dy_3a; Prn-a =2 [’-" — EJ! (§ 11 Oss, IH)
irae

=2 (n—2)

snendo presente che & n—2> 129 o ancora le relazioni tra i
neri pn (§ 1, Oss. 1 o III), si ricava inoltre che Po—3, €d & mag-
* ragione quindi p, snpera eventualmente Z(n —2), quanto o pin
juanto p._p supera eventualmente 2 (e —2).

31 ha quindi:

+p—k)—po=n42(m—2) k) —2(k—2)
= 3(n— k).
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In modo analogo si surebbe ottenuto:

(n-1-p

k i 1)'——331;—933(?1

B+1,

epperd pud dirsi che taiti i valori nnmerati dalle fanzioni

ammettono rispettivam. almeno 8(n — k), 3 (n— &)+ 1 fattori 1dentici.

Xn—p—k (3n+1'_£) ed

Uy ppi+r (

311—1—1}—])

Questi risnltati ¢i permettono di stabilire I'eguaglianza:

{2u1px [3"™) R, = np—xt1 (3P R

poiché nelle ripartizioni in essa indicate, la differenza tra il numero

o—p=k—1, p+l

degli oggeiti e quallo dei grappl & data da 2 —4& (§ 2, 1)

51 pud percio affermare I'eguaglianza fra i termini T; e T delle

espressioni (12) e (13) & stabilire infine, riassumendo, che

ay (357 F) = qp, (3¢

per p=py_a, . v.d,

Le successive verticali del gquadro seguente danno il eomporta-
mento delle successioni (8) corrispondenti ordinatamenie ai valori
2,3,4,...di»n In ciascuna verticale hanno eguale valore, che & poi il
massimo raggiunto dai termini delle singole successioni, le funzioni
con carallere grassetto, mentre le altre,
contando dall’alte in basso, hanmno dei i
e [3’]‘ ha {3"] Ly [35} 7 43] {351 Ly fﬂ"j . = @

23 (3) =3 {8%) |my (3% [eea (B7) |25 (39)
%y (3%) |z (3%) |, (37)
%5 (3%) lotg (87) |y (8%) a5 (B) |25 (312
25 (37) |mg (3%) |26 (3%) |os (B19)|ces (3
2 (3%) s (37) |as (319)|a; (311))a, (312
as (3Y) Jeew (819)]xs (3]s (8"%)1ns (373)
o fﬂ”} e rﬂ”]
:1;;_-.{3”] EL“_,[EIT]
231 (31%) ey {31%) a4 {31) ey (30 my4(376)
%12(31%)1%92( 3 )|otya(374) )0 (378) #13(3%7)
@13 {3M) 21 8(8%%) 2ty 31375y &, 5(317) t73(3'8)
Z14(317) 114[315} 24(3%) 214(3'8) ﬂumm]
%15(37F)| 215(377) |2y 5 (318)| x45(31?) oy5(8°°)
%10(3" Met1(3'%) 0y (34%)| m15{3%°) ety 5(322)
@17 (3'F) o7 {31%) 215 (829) ety (3%Y) 2y7{3%F)
eeys [ 319)]
%10(3%)[239(3 ) 10 (320 )| 215 (32%) |y 0(3%4)

Ko IISEJ
ey (33)
zg (3Y)
it; {(3°)
ag (3%)
a; (37)
1g [3%)
ay (3Y)
au.[ﬁ"-"]
11:[3”]
Zia 319
;5(3%)
Gy4(3')
ay5{31%)
%16{8'F)
217 (817)
%ya{318)
Z1313%¥)

Tavola anmessa al lavoro.

%4 (3%) Jeey (37)

2, {31h}i_:_,g BiGIPE {3111
103" e p(314) ey5(31%)

133 et15 (3% 245 {3 2%) |y 5 { 327)

g {8%) (oy (3%)
%z (37) |2z (B1")
24 (3*)|zy (B1Y)
25 (3Y)[es (319
“a {3“} s (379
%= {BH] 2= .[E:II}
e {_E]H] 2y tglﬁli‘q_ [gjjr;}'gq I.:ELTJ
2y (319 os [gln}'

:.{1',{3‘5] :11“{317]
i (3'7)| 214(B78)
219{37%)| 212(319)
@1a{3'%)| x15(320)
214{3%)] 2y 4{3 %)
5§37 215(8%%)
‘21513“] ‘115[3!3}
217 )3 ) ay,(824)
15[ 3% )| 210 [ 3%9)
19 3%%) o1 (3%9)

3. MmveroLA.

a3 (3'7)
g (311
2y {3lij
75 (31°)
2 (31%)
%7 (3'9)

%z (311)
&z (317)
2y {313]
23 (5“]
as (319)
o (3%

g (Y =y (877)
m.u{.?.‘“]
231 {3719}
tys(5%)
2y3(3%1)
ay4(3*)
a, 5[323}
'?-15{3“3
oy T[a’!i}
2y5(3%°)

&7 I:l[a'ﬂ]

71 [3Eﬂ]

che precedono quest’ulfime, -
valori ordinatamente erescenti.

&y u[am}

ﬂﬂ[gﬂl:l
%33[3%%)
.1“[3’3]
wy513%)
E-‘-:E{S“]
Ly5 {SIH]
%15{8%)

xyq({3%°)

T AR i
Llh e L:il' s :
b L S o Y

o g e e A1 5 1 e -

ta
(1]

il

dov
col

(pe

(3)

1o,
Veg

(4)

e le

(5)

I:.J
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SOPRA UNA CLASSE D'EQUAZIONI INTEGRALI

l. Supponiamo nota la teoria del FrepuoLm; (') ricordiamo sol-
nto che data Vequazione integrale omogenea (senza secondo membro) :

!
] wlz)—+ A /{; klxy) <(y) dy =0
FrepnoLm stndia le proprieta della seiie:
:rlﬂr']i' ool = 1] 1 1
SR g -1 8
e ... Yy a=p 782 JO JO

;1:.'1[;1'] yj) &'(ﬂ:’lyg) >0 p Fﬂ{:ﬂ]y]uj k(IJSI)‘El.{-?:ISE) = e "(;T(:]r'i‘i;ll:-|
| ﬁ*.(:r? 1) &'(:.-:_gffgj o Rlayy) k{miu_sl) k{e8s). .. k{xas,) i

1 . . s : ' -
. ﬁ k() k(zpys) . . . klepyy) k(xys:) klapss) . . . k(r,8.) | dsidse... ds,
k(Szn) k(siye) .. k(sa90) R05i8,) F(5i8:) . .. k(814;)

Hous) F(5u) ... Houp) k(5u80) Kot . . . Hlsas)

e 1l determinante di ordine n—p 6 generato dal nucleo k{ay)
Ia nota (') legge. Bgli chiama la serie (2) un minore di ordine p
rché contiene p parametri) della serie:

;E(S]SJ) 1“-'(3;33:! wae k(ﬂ;ﬂn)
sl | - 1 1 1] # If 0 @ .
D=1+ 35 [ [7... [|Hee Mot beta) | 4 g,

n =]

k(8ns1 ) ke(8y80)... %e(8,8,,)

imostra il seguento:

Irorena o1 Frepsory. — St ) annulla la DL) e tutti © suoi mi-
i D fino a guelli di ordine p — 1 nctust, allore e soltanto allora,
wazione omogenea (1) ha le p soluzioni linearmente indipendenti :

,
on(@) = D (1

Zri%a .. e By T Tpopq .. .2

YiYs - Yo Yn Ynga .. Yy )
»
=1, 2,...,p

quazione omogenen coniugala

Ya)+3 [, k) ) dy=0

| FREDIOLM, Sur une classe d’dgualions fonctionalies. Aeta Math., 27, 1903.
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= 3 i . M . ; g f J Y | 5 e o et ot S e ey, d A ] g e
> ! A 1 X - . P ah s S L i 2 : y £ L ML L T T L s % T "
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TS ; = A ey e — T s e = ™ e it i e S e oy [ e S e e | o | Wty oot e T et
E; T R i 2 i RoraE e i = vl e o~ o M T S e S e e e e
Ak - - - Lk —y— LA - . o 1 - — - - . - y o -  m s
E =% 3 - —_ = e —= Il : o = = e R i e X x i
" — e - : - ' el o L T =~
== Sy = . i i S L 4 il i s LR 3 -= = A ] = -
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3 e = ! iy ; i — ¥ ey = = e gy
AR i e T o e Ty o 1 SRS T Y
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he le p soluzioni

Tikg o o o By Tnysy + 0. Lp
(B) dh(2)=D |2
e oo Yl Yniy . Yy

n=1,2...9.

Ui posto, supponiamo che il nuelea kaxy) sia della forma:
{r) Ay} = 'i_t'_ (@) ()

nelln quale sone evidentemente comprese le funzioni iatere di z o
di 7. Le w e le » sono tutte funzioni indipendenti fra loro. Anche in
questo easo potremo applicare Je formule risolutive (4) e (6); ma il
ealeolo di tutti i determinanti letterali che compaiono nei {ermini
delle somme D e le successive integrazioni multiple, rendono prati-
camente difficile determinace Veffettiva forma analitica delle fun-
zioni g(z) e U(z). Lo scopo di questa nota & di metiere in vista le
proprieta ehe godone in questo vaso le somme D e di servirei di
queste propuield per trovare una formola risolutiva molto piu facile
a calecolarsi dolla (4) e che inollre oi darn contemporaneamente la
soluzione dell'equazione omogzenea (1) e della sna coniugata (5),

2. Comineiamo a osservare che, quando il nucleo & del tipo (7),
Il determinante della serie (2), che chiameremo K, & il prodotto per
hmee di due matrici simili:

'Ih(Eﬂ ‘Hs[ﬂ:ﬂ S Um(i":.] 'E?:(Sh ) i'a{j%i'l:‘ ‘o= Hm('.?}l}
th {2ze) ta(Za) .. - tols) | | 24 (3] va(¥a) . . . Um(¥Ye)

KR = -u;(:z:r,) 1¢gtmp) ois:o M) t:;i.;y'p) 'thyp).. , Fm!:'?.fp)
‘H}(Sl} 'ﬂg(b';[) ‘e 'u-m(SlJ 1’1[51) '”ﬂ('gl) 2 T vm[:st)

u.;(.s',,) H;(snﬁ s ur;.(suj -m[:s,,} vﬂZs..) e -a:...]:sn)

e porche gquesto prodotio  uullo per p——u>m ciob per n >> m — p,
sl ha intanto che la serie (2) si riduce @ una somma i m—p--1
teriang al piw, e gquindi di grado ol pitt equale ad m— p rispetio A.
E poi facile riconoseere (") ehe questo prodoito pno seriversi sotto
la forma:

Uiy (a0) wsyaes ) violys ) e 20)... vi(1n) s () IR VTED R TTHO 70 I Pip.uldn) o, (80)
vilye) oty (1) #iglyra) a5l 2n).... oot} wi (a5 w5, (we) 2, 080)... Trg i nl¥e) 15, (50)

|4

vy {pp) 1 (z1) iallp) iy lan)... iplttn) i, (wp) o, {yy) Wiy, 1 (81 ). Tig.al¥p) %iy, ., [80)
3y (81 ) ot (@1 ) pigls: } gy ()., Vigls1) wiylzy) vi, (81) Wi, (910, EipiniS1) #i,_,[%n)

-
-
-
-

iyl 8n) a6, (1) oi,(8a) 1,0 22).... Ui\ S0 )t [2p) Fipy -y (80) 1,4 (81}a. Ty, Bu) 243

[En}

pen

('} Ufr. Craano, Analisi Algebrica. F. Baeea, Torino, 1894, pag, 21-23.
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a somma essendo esfesa a tutfe le disposizioni senza ripetizione

3.« dplppr ooy dpey degli mnnmeri 1,2,...,m 8 p-+n a p—+n Met-
endo in evidenza i fattori w;,, w., . .. %, che moltiplicano le prime p
olonne, e portando i fattori Wiy s Wiyonre s« 5 Wiy, delle uliime n co-

onne, & moltiplicare invece le ultime n linee, & ponendo in generale

|
Mg —= ﬁ vl s) wy(s) s

vremo, integrando rispetto s, 8 ..., le ultime n linee del deter-
linante I\;

: "1 | 1
f’) / /' . f Welsieies, ., . s, =
JOo _Jio 0

r;;[y” i'IEI:_!_,’:J . - Tlpf!ﬂ] ?'t].,lfﬂll » » = 1'111,”':_'!1]
till'l_yE} :ltﬂ_t.y?] =, Ilil,;,‘p":!] Ei‘,_,_j[yﬂ] L 'l_t]:-rn[y!}

= & (@) wglae) . . 1, (2 f'i,[-ypi 1'i._.‘fjf;.} i r;yll' ip) r:jp_',‘l'yp} s ril.l;.[yp'l

[r]]_;._.ltj]. ifil'—ll'.' Fow i ni['"’iip f:i!._ ]III'I = 1 & rri1jr1ipdl‘h

1 H 0

],:-—u[1 ﬂ':p L H|l__ I].i|1| ip- uip- [ Ol “iy_n’-pnn
I termini di questa somma si otterranao facendo, come si & detio,
tite le D, .4, disposizioni senza ripetizione i, . .. Indpot .. Epeg dogli

nomeri 1,2,...,m a p-+n a p-+u Ma siccome
Dm.u—p — & m.p . Dm—p.u " p" Um.p . Dm—p.u

i potremo fare prima tutte le Cnp combinazioni iyvte...i, degli m
merl 1,2,...,m a p a p, eseguire poi su ogni combinazions tutte
p! permuiazioni, e completare infine ogni permutazione con tutte
disposizioni dei vimanenti m —p numeri u » a 2.

Se 4, <<d<<...<<i, & una particolare delle Cmp combinazioni,
p! permutazioni effettuate su essa c¢i daranno p! determinanti
fferenti solo pel segno, e da prendersi col segno -+ o —, secondo
e la permuiazione dedotta dalla fondamentale 4 < ig < ... < i, Bla
classe part o di classe disparl. Basterd dungue considerare nella (2)
Itanto il determinante (che chiwmeremo V) corrispondenie alla per-
ntazione fondamentale 4, <4 ... <4, e moltiplicarie per la somma :

E __I_' i“]{ﬂ:]J HE(-TE} LN Hlp{"r]")

e comprende p! prodotti da prendere vol - o col — secondo

pra si & detbo. Questa somma rappresenta per definizione il deter-
nante:

g (@), wi(ws) . . wy(ap)

12 {:E]IE . :1'.31.) = Hi%(fﬂl} Tl[._,!ﬂg) « % H'|_-.:f:m'r1j

g (1) H;":[:I:g] S .Hipf:.lrl,]

sicehe alla combinazione particolare da noi seella iy < i <<...<i,,
rrisponderid la sommn
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z estesa alle disposizioni senza ripetizione iy, ip.q.. -%pin del rima-
2 nentl m —p indici a 7 a 5.

s Mz siccome
D, n=n! Can.s

polremo fare prima tuite le combinazioni senza ripelizione u n a n
ed eseguire poi su cinscuna di esse le n! permutazioni.

88 fou <y <... < twin © uNa particolare di queste O, . com-
binazioni, si riconosee subito che, eseguendo su essa le ! permnta-
zioni, gueste danno nella (3) »! determinanti egnali in valore assolunio
ed in segmo, perché inversione di dye qualungue degli indici
fpiaf pra ... dpsy produce lo scambio simultaneo di due delle ultime n
linee e di due delle ultime colonne. La somma di questi n! deter-
minanti cgunali si otterrd dunque moltiplicando per n! 1l defermi-
nante V corrispondente alla permutazione fondamentale

b <dpyn ... <, .

Potremo dunque concludere che allx combinazione iniziale scelia
e <l...<i, corrisponde la somma -

::!Eu(mlwﬂ...:erT(ylyg“.gfp}

estesa soltanto alle combinazioni 4y, <, < . ip:n del rima-
nent m —p indiei a 7 g ».

Sostitnendo questo risultato nella espressione della D (}. ;::z o ;)
e
e ricordando che [pag. 2] n varia da 0 fino ad m —2 8l piu, avremo:

@ Dlprmen)

m—p
Yi¥fe - . - ¥y % (Tas .. - ) Eﬁl v(%yp“yp)

i]{iﬂ‘::--":ip
dove nel determinante V' bisognerd eseguire {per ogni combina-
Zone 4 i <...<7, e per ogui valore di #) tutte le combinazioni
i < <...<%,, dei rimanents m —p indici a » a n. Ma d fa-
- L 3 = - - ml_P a -

eile viconoscere che j termim della ¥ g ottengono sviluppando se-

o=

condo le potenze crescenti di ) il determinante:

1‘!;(?{]] t‘i:f'!h ) Ao .ijfyl] !"r-iprl[y]}' R R ﬂlf"{yl]
wij_(yﬂ} ﬂi:(y!i]- Ml L !:ip[yi] r.:]:r'l(yﬂj' ? RAES e iﬂlm{yﬂl
vill!?fﬂ} Flg(yp)- S ‘l’ipfyp} ﬂip-l(yﬂJ' """" Fim{yP]
_}..ﬁ_ﬁ?nh lﬂipulz e a lﬂip,lip 1+ )-ﬂ'rr,_.,]ll.ﬂ . Jﬂ31[];..,11',“
}‘-riimil lﬂimip.- e lﬂjmfl. lﬂ]mipﬂ ' s . | _" lﬂim

i]{?l‘s‘:f..-"'\:ip e 'f'-]-,_;..I‘q'ip.l.g{..-"cinl:
pero pofra darsi che sip Zpik < in per

k=14L2,...,n e per h=1,2,...,p;
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cioe le funzioni » non saranno in generale disposte secondo I'ordine
crescente dei loro indiei. So vogliamo che compaiano pel determi-
uante disposte in quest ordine, dovremo trasportare le prime P eo-
lonne ad oceupare ri spettivamente il posto delle colonne i S
Cosi il deberminante cambierd in generale dj Segno; per evitare
cid noi trasporteremo anche lo prime p linee al posto delle linee
WM 5T e cosl avremo disposto linee e colonne nell’ordine
naturale dei loro indiei, senza alterare neppure il segno del deter-

minante, In seguito queste trasformazioni la formola (9) pofva seri-
versi sotfo la forma:

10) D (1 A ‘r*') =
Yilfe « - 3y
1151{:3:1} 1!3,[35} " HiJ[Ip} 1 + lﬂll 1“:::- c4*ruasm :‘\ﬂlm
n;g{:n] mfl':ru} . s ni__,{:rp} ]-!:i'*:l 1 +'1ﬂ'2'3 ST :‘-ﬂlﬂm
g 'u;},fzﬂ i'l'ipl','i'i"'z} S Hr;la‘p} Tij:fyt} Enfy::.;,] ...... rm:.[y]] i1™" linea
hh<lp<T..Tli; ﬂ:{ya,'l vg[yﬂ'] oow s es 1',1;{3;5} 2™ |inea
1:-1:[;;,,) Fg[y;,:] .o lae Bl rm:[ypj BT linea
}L.-:;-ml lum-;. cslata g —|— Al

. [ m .
we la somma « 2° membro conterry ( ) termini, quante sono le

%
mbinazioni 4 << i< ., < % degli m numeni 1, 2y-. M 8 P ap.

In particolars per ?=0, le # e » scompaiono e resta:

1 —J‘ Atty, AMyg...... oA
) D )] = | Aa L+t ... Ao
la:rnl J-ﬂ":m ------ ] _.}" lfﬁum

Possiamo eoncludeve eol:

TEorREMA 1, — Se i nueleo k(xy) dell equazione (1) & del tipo (7) le
¢ (2) e (3) s ridueono « Somme: la somma (3) pud trasformarsé nel
rmenante (11), e ln (2) 2 dells stesso tipo del nucleo, ciog una SOMma
orodotli d'una funzione dells sole variabili x,xz, . . . X, per una fun-
e delle sole variabili Yi¥noo. V-

Usservando ora che nel determinante di ordine m della (10), Ia
rice delle m — p linee non contepenti le funzioni v, appartiene
lefevminante D [A), questa matrice sam nulla, se D[A] ha lu ca-

eristica m —p —1. Ma in tal ¢aso anche il determinante stessg
enticamente nullo. B allora la (10) ei dice che:

JOROLLARIO. — Condizigne necessarin e sufficienie perehd i minoy;
redholm (cio? le somme (2)) siano tutti wulli identicamente fino a

1 di ordine p inelusi (c202 con p parametri) ¢ che la caratieristica
lelerminante D [)\] siz m — p—1.

Fy e e
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_3. It teorema primo e il suo corollario, oltre rivelarci una Ipl;'u-
1%?5;-; prieta inieressante delle somme (2) e (3) ¢i permetteranno eora di
1_1

,;; pervenire alla formola risolutiva ehe cerchiamo. ' -
7143

- e . ab. c, EOSIITI
WA Indichiamo in generale con A (zf’ c) il minore del determi-:&:" !
A %a- T T LA R g
I " ) B s AR l
W na;]te D [A] fﬂlﬂ‘.l-ﬂtﬂ colle linee a,5,. .., ¢ e colle colomme o, ..., ¢y .7 |
i col segno che gli compete secondo che sia di classe pari o dispari. f
3 Immngm.ﬂnq::l atlora sviluppate il determinante di ordine m della (10) 5
oy secondo 1 minori della matrice delle p linee iils. .. i, potremo secrivere: S |
ko }:.."r.' E

Jf.rl X129 vo X R
= (12) D (1 F) = N

]

3 Y&
I-T |EJ'::E *l']-] {:I ] "i 1 {-;i]-] B # 'tqlf:fp] r‘-éﬁ;}] ."," ‘,I
l- ;q'j | — E -~ _1_-._: ) !-' e ,
"l 'I.'J! "! * ;'E' ﬂi — - 1 -.‘_r_p‘l_i.'l_{_!-_: i J
; B
i SNC SV ) P & e
; ) Vry(pir) teglann) . .. va,,{-_au] ﬁ '
- , ¥ 2 s
= > o, ; vﬂ['yg} vrltfa) . . . 'Frp{y"ﬂ) A ot Jpe® . .. bm ) * -3, B
£, 2an s P51 Vet - o Pl
! '*L,":-"I IEI"I {h} Frg{ypj ® oo mrp[ypj | _:._‘j-;';-_l'{f.- - Ij
5 Ricordo ora d'aver rigorosamente dimostrato in una mia nota (?) ﬁ:;::ii;;;fi?.?'.’ﬁ :
. HET .

+ o

1l seguente teovemn: se un determinante di ordine m 2 nullo ed ha la .- |
o e SN

caratlerisiica m—p (p=1,2,..., m—1), allora i minori di ordine e e
3 . . . = SR LTI =%

m— p d’ogni mairice di m-—p colonne sono proporzionali ai corpi- =i

o T ,'l':'-:,."ﬂ_'.l: .

-

=]

i
.....llu 4

P

L] - - 1
S ol AR
F?I.-"r'- A ® £
'.,“ wa
-
"
¥

e
e
e
L ;
L

=
- o B i 11
B sl St
L]

IF;;‘ s;;fuﬂdaﬂti minori d' ordine m—p d’ogni altra matrice di m — p colonne. i B
- Cid posto suppomiamo che la caralteristica del determinante D{x) «5
S sia m—p. In virta del citato teorema potremoc serivere: T; '.
-:;,._"-'_-_ A_ (lp-i-l Ip.l.-ﬂ « s o 3 ) A riP—I—l !TH'H e Im) H_‘“.' r
(13) Pyeatoreee 7wl _ " lowstppea- . g

" (Jpﬂ Tose . -.:-'m) N e -.a'm)

i

13- =1 e s o P LP]J-I-I F‘p-h! S r::-7"'T|| t

i Sostifuendo 1o {12) Uespressione di A ricavata da (13) segune: ‘

, | Z1e - . - W 1 l |

- (4) D2 -1 v

S Yiye . .o A (j?‘H SPmR oy e edm ) s

v E Fp4r Epgt e« o P . N ]

" = ot

(@) wy(xa) . () uﬁp:
D

e X 2 uiﬂl‘;:r:] to{e) .o L itslan) | A (ﬁhl i im) X AL ;:':- .

7 1) il {:‘i‘a‘{—h{I "
B Pptl Ppi2s o« P S min
AR LI L

? (@) i (ws). .. 15, () l_r;ﬁrfti
i* Trq ‘!_ff!] I&E[yﬂ - Fr.‘,{ 1) ;..Ir':-'{‘ét;l
i X S velye)  vrglye) 0.0 (y2) o1 Jp4d oo 4 ‘3::';; |
= r r = F W N CoRM BT )
ARty ) PEV IR f) russ )
TrylYe) aalyp) . .. Ve {tip) SO
(") * Generalizzazione d'on heorema auni determinaoti - FeEriodico di Melematiea, Anno XXIX, 5’*
fase. I1, novembre 1912, "fir
S
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Si vede che mentre iy (12} In seconda = dipende dalla prima a
causa degli indiet #,.,4,.a...4 . invece nella (14) le due X sono af-
fatto indipendenti 'ung dallalira, e ciascuna rappresenia un deter-

minante di ordine m, di modo che Ia (14) pud scriversi nel modo

PERIODICO DI MATEMATICA.

seguente:
A o i - AT 1
(15) D {1 a1 rp] = — == A
yl ?jﬂ )-8 Efrn .ﬂ. (Jil—H ) [ A Jm)
el Ppema. .t
colonna colonna colonna
Pl i Pﬂmu Fme i
l —’— lﬂu lﬂm ..... ‘Hl(il';) e Hl(ﬂ?g} F o TI]{IP} T i 'n :'aﬂlm '
X 7an 1 —I— Aitgs .. . us(21) . .. uaza) . .. Uap). ..., . Al %
lz;ml }.f;mﬂ i i -u,,,{:.rl} v« Wmlicg) . ., um.{mpj R iﬂm_m
1 + lﬂn ).ﬂ'm ..... lﬂ}m

Ifll:l_;\';) Tﬂ[?.;'j} . F]::(éf:lJ jllllu ]J-I]'E'ﬂ
X| ol o) ....o0() | ™ lines

A [:;jp) sl ::e,-;,) e -z:m(:yT.) ™ linea

A p Ve | ~+ Ao
dove 1 due determinanti gviluppati rispettivamente secondo e P Co-
loune gyps...p, e secondo le p linee jijs...j danno rispettivamente
le doue somme che tigurance nella (14).

Le w —p linee j,_, Joie .. Jm © le m —p colonne Fr-1Ppi2 .. P
bosgono evidentemente essere scelie a placere, senza che varii il se-
=1 Jps2 « » o,y

Pr—10psg ... P

sondo membre della (15) puarehi A( sia diverso da

s

iero. Indicando allora con — questo determinante A costante e con @

W1 duoe determinanti funzionali della (15), e confrontando I (15)
olla (4) e colla (6) se ne ricavano le due eguaglianze:

| LI Fge, e Thor T Thijz...Ty
16) D(l )=
HYree Yt Yo Yrr ... Yy
“'r:.iI)(m'lI;...I'l._.1:1’-'$h+1...:rp].'lr(ylyg...,y,,] kzl# 2,...?5‘,
Ly Fe . S 4 T Ly -Tll—jd. . v ow :I-'p
7) D(l ):
oY -o Yoet ® Yngr ... ¥,
=c.(ﬁ(:‘mmﬂ..*.rp).ﬂf(ylyg-..yh_,:c:yh;r.“.y;.] h=1,2,...p.
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Se ne deduce 1l seguenie notevole

Teorema 1. — Se i & radice dellequazione D (X) =0 ed annulla
tutte + manori di Fredholm fino a quelli di ordine p— 1 inclusi [ge
¢ioé (v. Corollario di pag. 5) il determinante (11) ha la ecaratieristica
m — p] allora e solianto allora, la soluzione (4) dell’ equazione omogenea
e la soluzione (6) dell'equazione comiugata si spezzano nel prodotio di
wna funzione delle x,x,...x, per una funzione delle yyys=. .. y,.

Questo teorema ei permette di trasformare i) teorema di Fre-
dholm, enunciate a pag. 1, nei due corollari che BEgUUND, i quali
esprimono um risultato assai pii utile e semplice in pratica. guando
il nucleo k(xy) sia del tipo (7).

Sostituendo infatki la (16) in (1) e dividendone poi ambeo i membri
pel fattore numerico diverso da zevo ¢l (Ysita o . . yp) seZue il

Cororrarto I. — Le p soluzioni linearmente indipendenti dell equa-
ziong omogenea sono espresse dal delerminanie

(18) ¢ ()= D (z, X2 oo o1 BTy .. L) h=1,2,...,p

Analogamente sostituendo la soluzione (17) in (5) e dividendone
po1 ambo i membri pel fattore numerico diverso da zero c@ (mxp...2;)
se ne deduce il

Corotrario 1. — Le p soluzioni Lnearmente mdipendenti dell egue-
Zione comiugata sono espresse dal determinanie

(19) ‘P(m):w[ylf!e---?p'h—imyhﬁ---yp] h=1,2,....p.

Cosicche nelle due funzioni @ e W che fignrane nella (15) noi ab-
biamo scoperto confemporaneamente e rispetlivamente la soluzione
dell’'equazione omogenea e quella della sua coniugats.

B ehiaro che se il nucleo & simmetrico le due solozioni @ e W
sono comuni alla (1) e alla (5).

4. Crediamo ora opportuno verificare |'esattezza, delle formole (18)
e (19) con un esempio nnmerico.

Dato ad es. il nuclep

fe @y ) = 30ay* — 10y° — 24y + 12y + 1
= (32" — 1) 102" + (1 — 22) 12y - 1
potremo poire;
it [IJ = 3a° — 1 'y [yJ = IDT_{E
wy(x)=1—2¢ ve(y) = 12y

usfz)=1 v (y) = L.
E allora si trova facilmente:
1+ Jay Attya Allys 1+ g A A 0
D(2]=| iaa 1+2m dam |=| — g A 1—2) 0
Mg Mgz 1 A %} i 14X
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le per A= —1 si annulla od ba la caratteristica 1, essendo:

5
—5 —8 0 1 1 ¢
3 O —% 3 0l=10l1 1 o0!l=0
10 |
=% —6 0 1 1 O

Per la formola (18) avremo allora che l'equazione

1
o (2) + ) ﬁ & (xy) o () =0,

ra per A= —1 le due soluzioni linearmente indipendenti:

— 1 wlz) wiz) — 1 (%) o)
Fa 'f.i.} = 1 'Hg['.’I-':) Hg(ﬂ?} P [411) — 1 Hg{.?;‘) Hgf;rg)
— 2 'H:;(ﬂfj} HH(:L'] — 3 H:a(.T] uaiiri]

indo 81 scelgano per =, e 2o due numeri diversi. Ad es. per &, =10,
=1 81 trova che

Pt {'.E] — 3" — 2 s (m] =q° — 9 _|_ 1

o due soluzioni linearmente indipendenti dalla (1), com’a faeile
1hicare mediante sostituzione.

Analogamente per la formala (19) avremo che I'equazione
1
b () + 2 f k(yz) § (y)dy =0

nettera per X =—1, le due soluzioni linearmente indipendent;:

| vi() 2a() '5’3["3} 5 ('U ¥ '1'39(:'? 1) FHLUI}
()= | Pl wlye) vy La (z) — [ lE)  wl@)  vsfa)
e) o T‘Iﬂ RJ o E"
Y < U = 3 0

rdo si scelgano per yr e y. due nnmeri diversi fra loro. Ad es.
#2=0, =1 si trova che :

by (%) =22 — 3a° Gs (2) =32 — 22 — 1
»

- de soluzioni linearmente indipendenti della (3), com’@ faeile
icare mediante sostituzione.

Luvier Tocoxr.
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SULLE MISURE DEI RAGGI DELLE TRE SFERE DI « LEMOINE |,

pel fetraedro isedinamico

l. 11 prof. NEvuBErRe nel sug bellissimo Mémoire sur le tétraddre
pubblicato a Bruxelles sl 1834, espresse il desiderio che fossere
calcolati i raggi delle tre sfore Levoixe relative al tetraedro
isodinamico, eiod al tetraedro pel quale sono costanti i prodotti delle
misure degli spigoli-opposti. In un mio arlieolo, pubblicato nel Bol-
lettino di Matematica, nel quale studiai la prima famiglia delle sfere
di Tuuker, e particolarmente 1a prima sfera di LgmoiNg, esposi un
procedimento atto a trovare Ja misura del raggio p. di questa sfera ;
ivi pervenni alla formula (29). Ma un esame piu aceuraio de] labo-
rioso calcolo all’'mopo richiesto mi portd a comnoscenza di un errore
nella formula (19) dell’articolo stesso, la quale deve avere il p* affetto

- 1
dal coefficiente 16

Naturalmente aleune delle formule che segnono la (19) e Ia (20)
Stesse sono alternte: senza riportare qui le formule modifieate — 088
che il cortese lettore puo fare da sé¢ — segno qui sotto come dev’es-
sere scritia la formula 13 segnata col nomero (29): essa diventa

0. R
¥ PI-;!:I@

dove &
. 1
0® = Eﬁkaikg
i

o »
{'_r} ] 8= Ejﬂulf

FE= bie . boy = he o boy— b . Iys

ed R indica la misura del raggio della sfern circoseritta al tetraedro.

Voglio esporre in questo vregevole FPeriodico — che spero acco-
ghierd con 1a consueta cortesia le mie analoghe ricerche sul pentae-
dro di 8, — il procedimento per calcolare la misura del PAZEI0 ps

della secouda e de 'agglo py della terza sfera di Lesoive e comineo
dal ealeolo di ;.

{) In omageio alla denominazions imposiale dal prof. Neunire, eontinno a chiamare ferza Bffarn
di LeMorse la sfora in discorse. In un mio axticoln: ml pewtasdro isodingmico o @i ggunl momento

@4 8, bo chiomato ssconda iparsfers di Lemoiss s corrispondents di quoeste sfera per Tagione
di simmeiria,

]
|
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2. K noto che se per il punto di Lemorse di un tetraedro isodina-
mico — punte eomune alle congiungenti i vertici coi punti di Lexoirs
delle faece opposte — condueiamo i piani paralleli ai piani tangenti nei S
vertict alla sfera eircoseritta, questi piani segano le rotte degh spigoli R |
in dodici punti giacenti sopra una sfera — feraa sfera di LEMOINE.

Indichiamo ora con A, A, A,, A, i vertici del tetraedro in di-
scorse ¢ pomiamo anche gui:

ﬂlPls . PHAH - mrui ‘&HPE:I , Psnﬁg — L'I'.?Jga - ﬂ.ng : Pmﬂl == :B’”g
H) ﬂ-leB: QIﬂAE — i1y .ﬁqum : QEEA-B — JFyz 3§ .FLEQBJ . Qmﬂ; — Ty
ﬁgPu . Puﬁ1 — fu; Agpm . P:uih - :‘E"m - ﬁ.an " Pmﬁl —— iF’:!.-;
A.J.Qu : Quﬂq — Iy 5 AHQM . leh — &z A-BQ&H . Q?-l A= Las.

St dimostra che le equazioni:

h e
I‘..- 1

1 1
:.E]E —— ] e— ]
B 1
R
{4) | 18 = drge — T
— - — 1
-T];B — i Iﬁﬁs
| 1 |
= Tag €
definiscono una famiglia di sfere che chiameremo tersa famiglia delle 'af
sfere di Tucker, jj i
Queste danmno, essendo A una fonzione simmetrica o del secondo i
grado nelle I;: Al
he . by 1 '
z 1= -
13 _f' lga ® VI
. by . L 1
atl="p=0
5) |
he'. 1
a1+ 1= mz b i =
12 V:
e ol 1
| iz » E-l-
D4 | 1_ Ju ‘VI-

A un determinato valore di A corrisponde una sfera della fami-
gha: per trovare il valore di A cpe individua la ferza sfera di Le- i
MOINE Occorre un procedimento non molto breve, che non & opportuno ;;.: |
jui riportare perché si trova esposto per il pentsedro di S in un ‘J‘

» i
B g

,:..
B
i

Al
Fiire

T L

nio arficolo gin inseribo in questo pregevole Periodico. (%)

T
o

-

"
Fi b o
=T hE"':‘hf-'_'-

I

il

| 1.‘- - .
A :

(') Perehe il lettore possa leggers I'articolo sopra cilato ¢ metierlo nel medesimoe tempo in
sworrispoudenza con I'articolo presente ai noii che le posizioni (3) di quest'vltimo sono in parie
noditicate: si faceia im proposito il confronto,
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Si perviene al valore di ) seguenfe:

9 »°
(5) REC

Allora le (5) possono completarsi cosi:

_ 1 1 8
fnr1=1 Il ’ 14 X1 __3-B.1t!1

L 13
] $
-TEE_F_-]-:':I-_’_TEJ:I—J‘T:‘ 23 _H,ﬂ-;_r
(?) I is . B

1 8
:r.a—l—1=1—[—:r;r—1 I T 3Razs
1 1 8
— ! |
:I:I-l- + ]. ]. I ;rfm _— ]. | :,I."H SR!’:‘i

¢ da queste si traggono, in pavticolare, i valori di

PIEQ]H‘ ' QIEQH 1 QJHQEB

gotio le forme:

(PIHQJHJE — 3;: (8 — 3Rya) . (8 — 3Ry — GR::'JE} - B{R-ﬂﬂ)ﬂ]
I
(8} (Q::Qu)‘ — %ﬂg_ [(3 = 3R1‘I-_:J . fE m— Bﬂg:g = 3R4fl¢ _l —l— 9R5I15R45!4 ]

zlﬂ'a

(Q“QH)E === Pe [(3 — 3RI’-'¢1) s — 3Rezs; — 3 Ryxs b - IRaze R 2z ] .

3. Chiamiamo ory V-’ i1l volume de] tetraedro P1aQ12Q45Q. inseritto

nella terza sfera i Levomve e T Varea del triangolo i cni lati sono
misurati da:

(H) EPIEQH}[QIEQI!) (PI‘EQIEJ{QIHQH) {Q]EQ]E)(PIEQH}

osservando che per essere equilateri ed uguali i triangoli
PI!QIEQI; ’ QlEPhPEli P 13PHQEE 1 QHP HQHi '

1 lati del triangolo di area T” sono proporzionali a PuQy, QQu e
1l rapporto di proporzionaliti &

. 3 g
(10) P

Faremo ricorso alla formnla di STAupT:

“-1} E-Fa.v!= Tr.

i

=]

1

(Hb

(14

la
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e chiamiamo per un momento 8 'area dal triangolo i coi lati sono
uguali a PiaQuo, QuQu & QuuQus, o per maggior semplieitd, ugnali ad

a, b, e
Avremo:
8§ _aye
(12) (4S5 = &* . {2 B* 20— 8 (o p E J}

8 snceessivamente

8lss* .
’ b — 0% — —i‘f (s — 3Ryay — 3Ra79)(Baz: — Ryxy)
(13) ‘ (32 — Eé’.’}ﬂ J5s"
l - ag' =9. of " . (Rg?a‘—- R.;I;:]a;
D01 &

: he
) (E}H + ﬂ-} === H! — '5‘ . H:';S"'i“fjﬂlﬂl]—'ﬁﬂgﬂg _JBRaﬂ'E‘_b.hJ‘I_;} fS—"3R1:-‘:1] +
“.’_ ISHIEEI{E':I& —’_ ISBQIEI{_;’IJ e H(Rgiﬂ)ﬂ] ——

Bla" |
e {__ (3 — 3R]ﬂ-]}ﬂ + GREIEREIE "i‘ GRﬂﬂER;T-i — 3 {Rgﬂg}"}.

g*

Facendo allora le sostituzion; nella (12), si trova:

(48}2: (PJH_QJE)E . uf]:ii . 1‘_" (3 - Bﬁlﬂl)n + ﬁPLﬂﬂRg'Iﬂ + 51{313&14 ==
— 3(Baze)® — 3(Razs — Ryoe)?) =
zlﬂ'! o
= (PuQu)' 2 (— (— 2B + Bata + Rosa+ Busel® - 6RuacRir -+

+ GI{-EI.EI{;‘I; + EiRnIgR-;I; b— 3(_[{5195.} P 3(R313]H_ 3{R!~’11]HJ —=

5 Olyp” .

= [Pjan)” ;g A—{(Rz; ~+ Roms - Raxz - R.r?-‘.l,}" + bR Raxe _,_
1 U_H111 Rg'ﬁ;; + an % I{J,SL; _:*' U.HEEERE:III:; "i— E'R;; IaRq’.’.‘-‘.’;

—— BRQImﬂh — S(Rl 5’-1}3 = 3[’}_{21’9)2 = :Z':(H-E'IB}E — B[I’I;‘I.;]ﬂ!

3lis* p' .6 —16.1.°
:(P]EQIH)E. S]: 'p = i '

H
:[1E = fﬂiﬂ,

Ora, siccome &:
o4 4
. P .a
i g j Rt '
) s

precedente formula diventa:

She"
48* °

) (48)° = {PQ,0)". (37* . o — 16s%),
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Avendosi poi

0.p"
V= 165% ° S, e
sariy per la (15) '
S |
! g.pﬂ 1(/3‘ Iu [
[16] — 16. SH' ] . P -Y:PE;QHJ.‘ISP‘.GH—IG.SE. S8
Ricordiame che si ha anche: 1;
(17) v — (PuQi) (AQ0) (AQw)
Ly lia las A
ik
g g
dove V indica il volume del tetraedro A,A=AzA., volume che & misu- RS
rato da 7. Y8 : o B
24 R
Ma:
(18) (A1Qu) = 3'% s, (A;Qys) =3 . L. by i Y
per cm la (17) prende la forma: I-
_' b |
. SR |
" o B Cal) VT g
: 128. H. §* S N '
Dalla (11) e dalla (19) segue allora . |
5 R. 1/3;?"’ .a°— 16s* | }
{—JU] FH —_ v [
28
! |
Questa da la misnra del raggio della terza sfern di LEMOINE pel ¥
fetraedro isodinamico. ?
4. 1 raggio ps della seconda sfera si puo caleolare facendo ricorso
a una formula data dal prof. Nevsere nella citata opera: essa @ |
1
{21) g = E » VRE —I— 4, paa.
Facendo in questa la sostitnzione servendosi della (20) =1 trova:
- Lo
Py = VRE ¥ l;.iﬂ -(8p* . 0" — 165) -
. /
R . '“
,_ = V3. p*. 5" — 15s°
A |
3 (22) D1 b
pst 5.3 ;
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Riassumendo, abbiame trovato

_p*.s.R
T V8
R.Vz'c® — 55°
09 —
(23) ¢ ﬂrg
R .}8p%" — 164
k8= 28 '

Ma della seconda sfera — che contiene i pontl ove le parallsle
agli spigoli condotte pel punto di Lemowse incontrane le facee —

vogliamo trattare un po’ pin diffusamente: lo faremo in un Prossimo
articalo.

Exrico PiccroLl.

INTORNO AD UN TEOREMA DEL SIGNOR JORDAN

I. Supponiamo che fra le variabili

II'I?F-.;':E]“
e.
z],%,--.,zﬂ

gl pongano delle relazioni algebriche:

G2, ey By 21,28,...,20) =1 ket
. CPF(:’:"A!'T"HP-'&'EIU; E‘-’;,E’g,...,ﬂn]: (1] MRELT R
P i
. . . " - ' - . & . - 5 . - : I.‘-J'l" ; !
- = . - - LAt - . ':-;:r-ll i I
dove le @ posson sempre supporsi funzioni razionali intere. o1a: -+ it |
"’,3 iflf
. . B
una funziene variabile per ogni sostituzione fra le a3 cosicehe, come “4}
= N - . # - " = I-.'.l_ i I
¢ noto, ciaseuna delle 2 si espMmera in funzione razionale di V e ::h:? : lj”
delle funzioni simmetriche elementari: 22l
!3;"4:5&‘1 Irilfl;l {T?'.'!' t
: I:' s ‘: !ai
1L = I, + Lg + .5 + L s {“E
Ps = ¥1is + ZL1lg _I_‘ vels _I‘ Wy —1 Ty 3 L g
L] - - Ll L] L] L ] L] L] L3 Ll L] - (2) E'_:.'.:":‘1 1{;1% Jl.'éé
- . - 1 = . - - W v - ¥ w ._'_'-i:ﬁ' : ‘_' IE i-1 _:
Py =ty . ., Ty, o “J i?jlihi!
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La ¢ pud assomer la forma:
qjl(mhmﬁr---j:Em;-zlgzs.----i311]:':?'! {Vl;piipﬁm---gpm;zjr 35...“,511} {3)

dove polremo sempre ritenore @1 funzione razionale rispetto alle p, 2
ed inlera rispetio a V che, come sappilamo, & radice di una certa (*)

equazions, di grado N = !:
H(V)=0 (4)

1 eni coefficionti sono formai; razionalmente nelle p,
2. Se consideriamo le due funzioni intere in X -

' ':P'{E-: pllpﬁi"-eplu; 31139:'--:%}
LI (X)

poiremo seriver sempre, identicamente rispebto all’ indeterminata X:
PGP P2 20y, 2) =p ()T (X)FANT T L BYY 2L ()
cosicehd la (3) si ridnce sempre alla forma:

AXTE BNy g (6)

Le A, B,... sono funzioni razionali delle p, z: esse non saranno
tatte nulle identicamente, poiche altrimenti le (1), che sono conse-
guenza delle (6), sarebbero delle semplici identitd, von delle vere
relazioni fra le variabili 2, z. Se, dunque, talune delle A, B,...sono
nulle, la (6) si ridurra sempre alla forma:

s(=AX"+BX" 1. —g (7)
in cnj:

M=N-—1

ed A, non & nullo identicamente.

3. Se dividiamo o(X) pel coefficiente A, e cerchiamo il massimo
comun divisore A(X) fra la funzione di X cos costrnita e la TI(X),
i coeflicienti di A e presenteranno come funzioni razionali delle D, 23
d'altra parte, poichs le radici di (4) sono esprimibili con funzioni
razionali deile 2 anche i coefficienti di:

AA)=EX—=V)(X—Vy)...(X—VT3) (8)

saranno funzioni razionali delle 2. Dalla identificazione di queste due
diverse forme di A(X) otterremo delle relazioni della forma:

Ilr] [31'-'1,335,...,ﬂ?uJ:‘I)j(plgph---|p1u;31-35p---151-)
1 wﬂ(ﬂ:]:IE;---131:)__—@5‘(3}112?51*"lpm;‘gl!zﬂl"'!zn) (9)

il eni eomplesso equivale le (1).

(') YoRpaw, Traitd des substitulions et dew éguations algébrigues, Arf. 832, (Paris, 1870).

'] --. .
- e
1 -

ieliebcy T

A s = =

ri

e Pl

di
[

po

tal
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Cosl asserisce il signor Jordan (') e cit & giustificato dalle alire
ipotesi, da lui fatte, cirea la irreduttibilita delle equaziont fondamen-
bali per le 2, z; ipotesi che noi qui non facciamo,

4. Nel nostro caso converra nggiungers alle (9) le solite €qna-
zioni dr condizione:

El{pl:pﬂ'l"'ipﬂ'l; -311 32,*-*1:3“]2
l Eﬂ(pllpﬂj'*-1plu; zlirzii***!‘all)___ﬁ (1[})

the esprimono che i due polinomi o(X) & H(X) hanne un divisore
romune di grado . Uio non pregindica il risultato poiche tali B NR-
doni (10) sono evidentemente dellsn stessa forma delle (2) delle gnah
\arebbero uu easo particolare.

Se, mtanto, sono soddisfatte le (7) e le (10), I'equazione:

; s(X)=10
wvra per radiel:
vl?‘:gp. ..,Y,&_:

nde, se nella identita (5) pomamo X =V (essendo V nus qualungue
elle V,,Va,... Vi) e teniamo presente la (4), si avra come conse-
uenza delle (9):

q}’(v; plnp?-:---fplu: 31,32,.-.,$n)=0
ssia, per la (3), appunto:
o (L, %ay ..., &0 2,285 ...,8)=0,

Concludiamo, dunque, che: ad wn sistema & un Aumero qualungue
relazioni della forma (1) pud sempre sostituiver un sislema eguivg-
nte della forma-:

l'l]jl {.I-'[1:L':{,-. -':ﬂm):@l (p]gnj}ﬂ}- --1_|IUIL-.; Elpzﬂj"'ﬁgﬂj
l EFB(R:lgmﬂ':---umm):q}ﬂfj}lup“r---!pm: 311'?'21--*1 I'r:] (1]-)

L

5. Passiamo & dimostrare come ogni sistema della forma (11) si
ssa ulteriormente semplificare.
Come & noto, si puo sempre costraire una funzione razionale:
&
i1 [.'1.31., LGy« oay Em)
e da aversi:

TF(-'FH;HEj-- -;Iur):R'(ll-lrlFHm- voy Dig Pz, .. !plllj

(M) 1. e, Art. 884,

= EF e X ] - . - H !
= L . R, B ga s B 4 ¥
i =Fl I 7 = s
"F.lL"',:["""- -y T - g SN, L T A 3
v i T . L Laal] &5 i
! ' ¥ ' rmap gy | 4
- Tk il ] K ~ . s
. Ty - — 4 .
o e e g r
f g - -

el e
My T3

i Fe
e =
LR | 1 L
e iin = Py =3
- Il.ll—
et Vo IR

Flff
i i
g Wy -I__'._'-.' 1
£

gl
w5 T TR
Faf l!.'f..l,,l St F

1 .--I .- i L3
= E i_-:__'.l-ri :'-'_-'.:-=-|3r i i sk PY By E =
" e L . 2.

__._.__._.
T kY,

=L -
P g -
Sy M O
boor iyl A L
A o g
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@ contemporaneamente:

]'Iﬂ (;F;[,ﬂ:-ﬂ,--- -pmnk}:Rl(]I'-; ptrml*-'fﬂﬂ)

II_IE (:Ej,ﬂ:ﬂq “ v ,i'ﬂm):Rg{W; pl.lpg.‘ g IFI]'I) (12] .;Il.-:-_;.
5. 4 9 5 % o9 s o a8 w0 = e 4 : ‘t*ih‘:“:
dove le R sono simboli di funzioni razionali a eoeflicienti costant &
(indipendenii, ciod, dalle varinbili z e z). Dalle (11), allora, dedu- o
clamo, evidentemente, mediante le (12); 3
w (:F] L] mﬂ! e } III])___R [.cpl 1 G’Ej ony pl . PE--" $ Pm)z m(p] JCLLE pm ; <1  BCLLE | zl‘lj -‘1‘
qj], [ﬁ;...,pm;zj,----lgn,]zﬂl [¢ (pl:'-n-_lpm:zlr-'-!Eﬂj:pllpﬂ.ﬁ"'lpm] .-'1_"51__ 3
(I)! (pl': ree :pm; Dy ves * EII_) — Aig {q" [pl y === g pnl; S p—_ zn}:pl s T8 s vee g pm] ’II_:’E?]" - |
a 8 . 'y & = s s . . q . S . = = % m = = . —~ - . . r £ ‘i-i'
e da questo sistemna si pud, inversamente, avvalendosi della wdentita (12) L
dedurre il sistema (11) e qnindi, pel prec. art,, il sistema {1).
S1 ha dunque il:
TooreMa. — Ad un sistema qualunque di relazioni della forma (1)
$¢ pud sempre sostituire un sistema eguivalente costituito da una umice y |
relazione della forma : !
W[ﬂﬂ'l,fa,...,ﬂfn.)_:q}{phﬁg,..,,pm; '31.39,---,311} : -
¢ da un certo numero di relnzioni della forma: f'r_._ | i
B(Phpﬂr-*':Pm; z‘lizﬂs*--lzn)zn ' ,'
essendop W, @, O funzioni razionali a coefficienti eostanti. 5 !
A. Paroamy. T
SU ALCONE PROPRIETA DEI GRUFPI DI SOSTITUZIONI
i '
ﬁﬁ:' I. E noto che un gruppo G di sestituzioni sa elementi si pud dare
e per mezzo di un cerbo numero s, s, ...s,, delle sue sostituzioni,
;'f’ dette generairici; allora s1 serive

G_[fﬁ. 351....31.]

intendendo, con questa serittura, che le sostituzioni di G si otlen-
gono tutte, per moltiplicazione, dalle 5 e dalle loro potenze,
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Cosi, per es, il gruppo
G =|s]

& il gruppo cielico formato dn s e dalle sue potenze; 1l gruppo
G —_— [31 1 SH]

conterra tntte le sostitnzioni della forma s,%, 8.9 ,... con 5 g G s
interi gualunque. Evidentemente nel gruppo precedents sono conte-
nuti, eome sottogruppi, i gruppi cicliei [g], [2a]; anz possiamo anche
serivere

G ={[s], [«].

Pit in generale se
H=[}l] 3 }fn, ...!i"].];

sono due gruppi di sostituzione sugli stessi elementi, degli ordini
h e I risp., colla scrittura

G:[I]l:l Flg.l...hh: k]] kﬂ!"

E:U':II kﬂ: ---I‘-'k}

’ }T::L;] — [H, K]

intenderemo il gruppo delle sostituzioni che si ottengono moltipli-
cando, in un modo qualungue, le sostituzioni di H con quelle di K
e viceversa. |

Nasce qui adesso la quistione della determinazione dell’ordine,
della transitivitd eec. del gruppo generato da date sostituzioni o
gruppi di sostituzioni.

Non &, in generale, agevole risolvere la quistione: noi qui ¢i li-
miteremo ad esporre un teorema che ha una certa generalifh e a
dedurne da esso altri ormai n totti noti.

Due gruppi

G-:‘(?l__—L Ja, 3, - - gm}
}’ztﬂ':’:]: ,!?t’f ga;!” -y’m'}

degli ordini » ed m' si dicono permutabili fra lovo se
r [
go  GB8=G 4, - gu (1)

per tuttl 1 valori di 2 e B e per vonvenienti valori di o e B.
Combinando, per moltiplicazione, le sostituzioni di G con gquelle
di G' si ha il gruppo [Gm, G'w]; delerminiamo il suo ordine.
Se Indichiamo con P={(v,, ys,...v.) il loro sottogruppo co-
mune, possiamo distribuire les sostituzioni di @ e guelle di G’ ne
guadr:

n=1 1 Ta...Y,
¥s Yeb'a Yalo... 7, 2% )

'\I"]=1 Te ';’3,..]’_“
6= fa Yaly ‘;’afg...Tﬂ 2 G —

t.tl .:’ﬂt:ﬂ Tﬂin . b Yi“ t:u fﬂ" T‘E g'Il" TE'.'tJII’ s an T.;" fﬂ’

> '-;.... -
11"«---;"_—__\.' "': -
m‘-:'ﬂﬂéﬁ..‘yi e o et g e

o
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formati dai periodi di 1% specie di G e &, preso I' per loro primo -

periodo comune, per cui m=mnp, m’ =n'p,
Si riconosce subito che tutbe le sostituzioni di (6, G'] si riducono,

per la (J_], al t-]pﬂ 5‘5}',. Tufltl i I}Dﬂﬂihﬂi pl'ﬂdﬂtti gg! sono formalmente ...;'-;.
in numero di m.m’, ma per valotave il numero effeitive di quelli

diversi fra loro, procediamo come segne.
Avendosi, per (2)
‘ g=Yih, g=x;ik
sari
a9 = Yily Yt = vi lh i) s
ma, per (1)

fh ¥ Y fr
Segne

gg,_-" Ti T - rr . f’k:.r] . 51_- . t‘lk .
Otterremo dunque tutti i prodotti distinti ¢.¢' dalla

Y I‘trl'-rj-:;u
facendo

i=1,2,...n
r=1,2,...n
k=1,2,...4";

S : . : ,  m.m
e quindl essi sono in numero di TRIR

, P

. T . . - - . . e
Queste =t sostituzioni sono poi tulte effettivamente distinte,
potché da |
4=t
segnirebbe

2 -1 . PR £ -1
(TI' "lr*)  § 'l!r o 1-:’7:11
ende la #'w %' A1 G sarebbe anche di @ & quindi di T°, eipe
Ly =y,

conire ln propriets fondamentale dei periodt (2) di G
S1 ha quoindi
Teorema 1. — Se G ¢ G sono due gruppi di sostiluzioni sopra lei-
tere, degli ordini m ed m' risp., permutabili fra loro ed aventi il sotto-
gruppo comune I', d'ordine p, moltiplicando le sostituzioni del primo per
quelle del secondo si ottiene un gruppo [G, ('] d'ordine
m.m'

B = i)

{(*) Cfr. anche CareLuy, Iet. di Analisi wiysbrice (Napoli, 1909} pag 108, nota 83, Per k=1,
85i ha N=m.m'. Ofr. PerEnsER, Teor, delle eqitas, alg.. tradnzione Spokza-Rozzonimo, pag. 9
{Napoli, 1881),
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Reciprocamente: *
TeorEMa ITI. — Se moltiplicandy (o una stessa parte) le sostitu-
ziom di un gruppeo & di ordine per gquelle di un gruppo &' dor-
) ' evn . . m. m' : AR
dine m', si forma un gruppo H di ordine N — , & ¢ & sono ‘§,
Bt 1
permulabili fra loro ed hanno @ coinune un sottogruppo I' d'ordine L. il Eé |
Infatii le sostituzioni h=gg di H si possono distribnire ne; due ﬁ. i
nadri 4
r!?l =1 g, e -+ Ouw g1=1 s Ja ... 7 m 1§ i- i
2 Jals  gaity ... fm iy g a8 g9 en 9w’ Se T"
Mo BGIPH
! K -I'l".l !I-";:.:"i-_:
t}: Qgtﬂ ggﬂy...gmﬂy S_.li ffla &5 gaSE...ﬂ'm.Sﬂ' jT vrg"-'-_
= o = ) - o = Y ]

- '

I gl

:d una 2 pel 1° quadro & della forma gity clod gg', pel 2° & della
orma ¢ s ¢iod g'y, quindi i duoe gruppl &t e (' sono permuiabili.
e poi 81 indiea con p Tordine del lore solbogruppo comune I i
rede facilmente, con ragionamento analogo & quello del teorema I,
the p'=p & quindi I'— 1"

Il teor. 1 si generalizza facilmente come segue :

Se Guy, Cmyy Gy, , . . Gu, sono b gruppi di sostituzioni stgli stessi
lementi, e poniamno

h“i““

Gl‘ﬂ'ﬂ — [Grﬂ] ) GI!‘I-;}
GHHH = [ 2y Gmu] ece.

L=

=
¥ &

)

imoltre Gy, ¢ G, sono permutabile fra loro ed hanno il sottogruppo
mune Iyt Gy, e Go, sono permutabili fra loro ed hanno il 30ito-
“uppo comune Uy, ece.: sare.

pi e W

. - Yl
& L LS

T g s
L]

1
-
I|
LA
gt
F e
L h"
A " T
I:.-J II
Lt
o]
< VLK
L | B LF ..:.'
L §
I "_.-
".'.-'
e r 3 |.
P e
e
I-rillr.é
] ',‘3
i i
(" h
iy
R
J -
L, -
|I f.
L L

b= [Gm] . Gmg 1 ee . Gm,,]
M ordine
. Wy .My .y ., . ",
NIE *as hh=—

SR O T TS T S

Dal 1 teorema deduciamo aleune conseguenze,
Se due gruppi Gim e G'w sono tali che ciascuno di essi sia per-
atabile con ogni sostituzione dell’altro, allora, se T, & il loro

thogruppo comnne, pel teor. 1 I’nrsline i H=[Gm, G'n] & n;m

r di pit, in H i sottogruppi & e G saranno sottogruppi Invarianti

pure T' sari sottogruppo invarisnte in H. |
Infatti, indicando con =¢ .49 una gualungue sostituzione dj H,

ha:

- J
[T L
"

e,

- — = — ol 5
— i bl & F ™
o e T o i e T S e £

Lo T

L :

K Gh=g=¢""G g9’ =¢' "Gg=@,
similmente
A G h=
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Per cul G ¢ G sono svttogruppi invarianti in H e guindi fale
sara 1l loro sottogruppo comune T. Si ha cosi- (")

Teorema III. — Se Gu ¢ G'o sono due gruppi di zostituzioni degli
ordint m ed m', permutabili ciasewno con ogni sostituzione dell’altre, col
sotiogruppo comune 1., d'vrdine p, allora H — [Gm, Gw] sara del-

mm

¢ conterra G, G e guindi T eome sottogruppt invarianti,

lVordine

Sempre nelle stesse Ipotesi si ha, indicando con g, ¢ due sosti-
tuzioni gualungue, I'una di G Valtes di G, che la sostituzione

9o} 0D =(g" 0 ¢).g=0". (¢ ¢ g),

essendo ¢ 90" in G e g'¢g'gin &, & sia in G chein & e quindi
m I, per coi
g9=99" .7,

Ciog: (?)

Trorema IV. — Se dice gruppi G e ' sono tali che ognuno di essi
e permutabile con tuite le sostituzion dell’altro, ogni singolw sostituzione
dell'uno sara permutabile ad ogni singola sostituzione dell alivo a meno
di unee sostituzione del lore sottogruppo comune,

31 abbia ora il groppo H, di ordine s e permufabile colla sosti-
tuzione T: il gruppo [Hy. T} & dell'ordine hX, essendo L il pinn pie-
colo intero positivo pel quale T appartiens ad H,,.

Infatti, poniamo

H=(h, ho,... k),
gia a il periodo di T, sard
[;h.,, }fu,.-.k],, T]:[}il.l hs'..-h]]; fI'Ii TE,...TH}.

Se A & il pilt piceolo intero positivo per cui T2 appartiene ad H,,,
o, come 81 dice, il periodo relative di T vispetto ad Hy , le sostitu-

ziomi T, 1%, .. T =T" =1 formane il soti sgruppo comune ad H,
e [T), e quindi, essendo H, permatabile con [T'), il gruppo [Hy,, T}
ha 'ordine %=le.

Le sostituzioni di [H),, T si dispongono poi nei periodi
Hh ’ Hh T, :El.h TE, Pe s H], Ti—1 .

il che & ovvio perchée questi souo formati da sostitnzion; di [Hy, 1]
1l cui numero & /), o tutte distinte, poiché se fosse A Tr=h Te
(supposto p > ) si avrebbe

}lj_l hj = Te—r

(*) Cfr. Bramcmr, Leziont sulle tooris dei gruppi i rostiluzioni soe. (Pisa, 1900, pag. 39).
(") CIr. CareLLY, 0p. cit., paz. 108, nota 4.




PERIODICO D1 MATEMATICA. 270

e quindi, per I'ipotesi fatta su ), p=r e i=j. ¥ appens necessario

avvertie che il periodo relativo A di T rispetto ad H, & divisore

del periodo nssoluto @. Si ha quindi (")

Teorema V. — Se il gruppe H, dell’ ordine h ¢ permulabile colla
sostituzione T, i gruppo [Hy, T) 2 dellordine W), essendo 3. il periodo
relativo di T rispefto ad H, . Precisamente, le sostituzioni di (Hy , T
sono date dai A periodi

H!l ' Hh T 1 Hh T'.l. . Hh Ti—l,

ed 3l periodo velativo ). di T & un divisore del periodo assoluio a.

2. Sia G.. on grappo d'ordine m, H, un suo sottogruppo quu-
lunque (invariante o no) dordine % & sia i "indice di H in G, cios
m=hi. L'insiame K di tatte le sostituzioni di (i, che trasformano H
in s& medesimo, forma evidentemente un sottogruppo di G (ehe pud
coincidere anche econ G) contenente H come softogroppe invariante:
allora le sostituzioni di G. rispetto a K, si distribuiscono nei pe-
1o0di

K, Kts, Kt5, ... K4, (1)

avendo 1udieato con § 1'indice di K in (, per eni, se con % indi-
chiamo l'ordine di K, sara m= kj.
Ad ogni sostituzione ¢ di G corrisponde una sostituzione

- _(Egr Efgg’,...]{ij)
" \K; Ky, ... K.

fra i periodi (1), tutte le v cosi ottenute formano, come ben si sa,
il gruppo complementare (desirorso) di G rispelto a K. Se lo si indica

con I' si seriverd I' = — e smh I, in generale, 1somorfo meriedri-

camente rispettv a G. Detto o il numero delie sostitnzioni i (x che
danmo oerigine ad una wmedesima in I per avere p bhasti cereare
quante sono le sogtitozioni di & cui corrigponde 1'identiea in T.
Se ¢ ¢ nna siffatla sostitozione di 7, si dovra avere

K? — H, T{E]g:I{!E T Kflg —= Kﬁj )
ossia g si duvra trovare in ciasenno dei griuppi

K, ¢ Wi, .. .57 Ky

che possono anche lulti od in parte coincidere.

= <

All'identita del gruppe complementare T — — corrispondono

quindi in G tnbte e sole le sostituzioni del sottogruppo 2 comune

(" Ufr, Carerer, op. cit., pag, 105, artiesli 979.80.
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& K ed a tutti i spoi trasformati ;' K¢, , 2, K, ... 'Kt in @,
L'isomorfismo fra G e [ sari (ps 1) 86 p & l'ordine di X,

Il gruppo T che opera sugli j elementi K. Kiz,... X% & certa-
mente transitivo potendosi portare il suo primo elemento K in un

altro qualunque Kt mediante la soslituzione di T corrispondente

alla 7. dt @G,

Nel caso particolave di K invariante in G nl‘lm-n; coineide con K
stesso e l'ordine del grappo complementure I‘——-% & l'indice di K
in G,

Indichinmo con v Vordine di T'; alle & sostitnzioni di , formanti
il gruppo K, corvispendone in I' sostituzioni che non apostano il
primo elemento K e pereid formanti un gruppe. Quale & I'ordine
di gnesio gruppo? Basta evidentemente cercare i oomero delle so-
stifuzioni distinte di I' che corvispondono alle & di K- alle p sosti-
tuzioni di K formanti 1l gruppo X corrisponde in [ I"identita, per

cul, distribuendo Jle sostituzioni di K rispstto a 5, sl vede che o e

Fordine del sottogruppo di T le eui sostituzioni non spostano 1]
primo elemento K. Segne di qui, per Pordine v di I', che & {*)

&k om

0 VT )

Da quesia formola, Per un moto teorema, (Y} deduciamo che se %
6 minore di 57— 1, T non & due volte transitivo, ed in generale ge
k<lj—1) (1—2)...(5 —1 1) il gruppo T nou & ¢ volte transi-
tive. Quindi -

TeorENA [, — S, Covdine k di un sottogruppo K di G, di indice ]
m G, & minore dj h—1) (j—2)... (0 —t+4 1), il grado di transitivite

7

di I' = I&% € minore di .

Siccome T' vpera si J elementi &

ossin
ksplj—1. (1)

, G :
Cosfroendo o vPpure osservando semplicemente che } = /% (es-
sonde 4 divisore di K), come pure j = i, si ha

h<eglji—1 e h<p|i—1.

(') Pel toor, 200, pag. 98, UAPELLL, op. eit. Del restc |la P=’_; &l dedace subilo anche dalls

relaziome d'isomorfismo 2, 1) fra 8 o I
() Brasom:, op. cit., pag, 22, § 10; Nerro, Teoria delte sustituzions 800, pag. 72 (Tradnz, Bag-
TAGLINT, 1883),
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Se il gruppe G & semplice, p=1, ¢ le formole precedenti diven-

tano:
h< | =1 A= [$—1,
che dicono:

TeoreMa 1L — Per un gruppo semplice G Fordine h di wn qu e
lungue sottogruppe H di indice i in (+, nomn pud superare (1i—1)! ()
ma neppure ()— 1)!, essendo j Uindice, rispetto a G, del sottogruppo K
di G formato da quelle sostituzioni di & che trasformano H in se slesso,
oppure, che & lo stesso, il numero dei sottogruppi di G coniugati con H. (?)

Prendiamo adesso per G il gruppo nlterno su m lettere, che, (%)
eccetbuato il caso m =4, & semplice: per H, prenderemo un SrIppo
qualungue di sostilozioni tuéte di classi par! sulle stesse lettere, di
ordine / ed indice i rispetto a @, per cui

. (m)
h.i= 5

Sia Ky 11 sottogruppo di & le cui sostituzioni trasformane H in
98 stesso, j 1! suo indice in G: sard per (1)

k<|j—1, cos =™

D1 qui
® () < 2% (y)
onde evidentemente

Quindi :

Trorema 111, — Per qualungue gruppo di sestituzioni su m let-
tere (m > 4), composto di sole sostituzioni di eclasse pari, e che non sia
Valternato, esistono almeno m grupp: ad essv coniugati (nel gruppe
alternato). '

Esscndo i = 7, si ha § = m, per cui essendo ¢ =2i, I'indice ns-
soluto di Hy,, cio2 I'indiee di H, rispetto al gruppo simmetrico,
sn m lettere, s1 Lia pare:

J=m.

i

d —Z1 = 2m,

Trorema IV. — L'indice @i un gruppo di sogtituziont tutte di classe
par, che non sia 'altesno, non pud escere mferiore a 2m (con m > 4),

F'a eccezione il caso m=4, perche infatti il groppo totale G
ammette due soli sottogroppi invarianti e ciod il gruppo alterno (i,
ed 1l sotbogiuppo (anarmonico)

He =1, (ab) (¢d), (ac) (bad), (ad) (he)]

Il eni indice 6 e inferiore ad 8

(*) Caveriy, op. cit., pag. 117.
(") Cfr. Pavomsy, Periodico di Matematica, 1 maggio 1018,
(") Brawcny, op. eif,, pag. 54 o BB,
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Reliiig - ; . .
',_:F:':i;*.ff_ 1 numero j de stuppi comugati con Hy nel gruppo alterno G (m)
N E
%Eﬁiﬁ-' ¢ pel teorema LI, non inferipre ad : quanti sono i gruppi conin-
P gall con Hy nel gruppo totale @. () ?
?H Basta cercare 1'ordine del sotbogruppe K’ di G.m) le cui sosti-
é"-‘-g??:".'_"' buzioni trasformano Hy in se stesso: ora I & certamente un sotio- :
]3‘:: gruppo di K, il guule gnindi o coineide econ I, oppure, contenendo !
i sostibuzioni di classe purt e di classe dispari, (") sard dell’ordine 21 i
“1 Nel primo casop, mdicando con £ nna quialunque sostituzione dj §
o classe dispari di G, le sostituziont di questo, rvispetto n K, si :
1 dispongono nei periodi 1
I.—’u; ) G - _‘ ]i-_, E-ﬂg 3 e _H:tJ
e YT K KL Krit;
Ty
i di qui si vede che leo sostitnzioni della prima orizzontale (grauppo
ok alterno), trasformanc H in H,=H, Hg, ... Hj, gruppi distinti, e _
A quelle della seconda in altrettanti
|
:._:-:_I?' HII —_ t_-l Hjt., Hfg _-:i—l Hﬂf:, "ol i H'| == f-'_l H-If '.:
o5 o _ _ L ,
T gruppl distinti fra loro e daj precedenii: H avra quindi in tal caso
23 27 gruppi con esgo contugati nel gruppo totale G (m) . 7
tasees Nel secondo caso, se indichiame con ¢ una sostituzione di classe
L:?::j-x. dispari, di G che trasforma H, in se stesso, il sobtogruppe K’
%? di Gxm) che trasforma Hy in se stesso, 2
'.5;-;‘;{“.".:
1%;':;:.?{. o Kt’
e e le sostituzioni g; Gixim , vispetto a K, si distribuiranno quindi nei
periodi
B [ K,... K K¢ 3
:.:f-_r‘f: i o ".Jl i:
- ﬁ__[ (m} == . E. {s NP I'ifg : I’i.:'.-g T
i . - % . ] a !
e l K, ... Ky, K,
3% 'i
<% ed 1 sotbogruppi di ., (m), coningali con H, saranno i
j‘- H1=H, Hi,i..Hj
33 C10& in numerp di J-
B Ricordando il tearema 11T si ha

pare, su m lettere, che son siano Uallerno: se il numero des gruppi con
€580 comugati, nel gruppe tolale, uguaglia quello dei gruppi ad esso
: coniugeti nell’alierno, questo nwmero non 2 inferiore ad m, altrimenti,
; risulta doppio, ¢ Quindi non inferiore a 9m.

) (") Carauiy, op. zit, pag. o8, wrtic. 855,
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Sip ndesso B nn grappo qualusque di sostituzioni su m lettere,
diverso dall’alterno, dico che il numero dei groppi con esso coniu-
gati, non & inferiore ad m.

Se le sostibuzioni di B fossero tutie di classi pari cid segnirebbe
dal teovema precedente; in caso confrario, esse sarebbero meta di
classe pari & melh di elasse dispart, le prime poi formano un gruppo H,
per cui le sostituzioni di R si dispongono sulle orizzontall

R-——l 5
| Ht
essendo 7 una sostituzione di elagse dispar: i R.

Sin K. il sottogruppo di Gz le cul sostituziom trasformano H
in se stesso, se j & il suo indice, in Gam, &8 mim) =Fk.j: se con K
indichiamo adesso il sotbogruppo di Gx(m), le cui sosfituziom ftra-
sformano R in se medesimo, sara = (m)=Fk.7, se j b I'indice di K’
G (am) .

Ogni sostituzione K di K’y trasformando R in se medesimo, ira-
sformera tutte le sostituzieni di classe pari di R, eloe H, 1n sosti-
tnzione di R pure di classe pari, cioe in H stesso: quindl K" sard
soffogroppe di1 L,

Nella

k.j=Fk .j =nim)
essendo & divisore di k sard j divisore di j, cioé j << j, ma

) = 2m 0o j=m

quindi anche
' J = Zm 0 ) = m.

g1 ha eioe | imporlante

Troresa VI, — Per ogni gruppo di sostituzioni su m lelfere (m > 4),
che nomn sig i gruppo alterno, se il numero dei gruppt con £350 cOnMi-
gati, ¢ inferiore a 2m e¢sso non & inferiore ad m.

Questo teorema stabilises una maggiore determinazione pel noto
teorema di Bertrand, che di qui pnd dedursi come corollario.

Infaiti, pel gruppo qualungue R dalo essendo il numero j; dei
sottogruppi di Gaim con esso coningati, un divisore del suo 1n-
dice ¢, &:

» 1=
e gquindi *
L = Zin 0 i =m.
TeorEsmA p1 BERTRAND., — Com m lettere (m = 4) non s possono

formure, all’ infuori del gruppo alternato, gruppi di sostituzioni i cwi
indice sia inferiore ad m.
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Indicando con » I'ordine del gruppo qualungue R, diverso dal-
I'alterno, si ha % {m)

= m, di gui
r<mwxim—1)

CoroLuario. — Il solo gruppo di ordine % (m),
. 8u n letlere, 2 il gruvpo alterno.

Per questo teorema (di Abel) non oceorre la restrizione m > 4.
Come applicazione dei teoremi precedenti risolviamo il problema:

Cercare la “ serie di composizione n del gruppo totale Grm; la

cul risoluzione b di importanza fondamentale per Ia risolubilita al-
gebrica delle equazioni,

Dal teor. VI segue 'altro:

TroreMas VII. — Eseettuato
totale aleun aliro sottogruppo

nel gruppo lotale

il caso m=4 non esiste nel gruppo
imvariante all’ infuori del gruppo alteino.

infatti, per un sottogruppo qualunque R di G.m), che non sia
Palterno, il numero dei soblogruppi conings

atl di esso & sempre non
inferiore ad m, mentre pel solo gruppo alterno tale numero & 1.
Ricovdando |'aliro

beorema: Eecetto il caso m=4 il gruppo al-
terno é semplice; risulta che per m>4 1l gruppo totale G ha
un‘unica serie di composizione formata del gruppo totale G m), del
grappo alferno G, e della identitd, coi fattori di composizione 2,

b5

T () ..
;E, ; lo stesso vale, come & evidente, per m = 2, 3,

Una ricerca divetta (*) per.m— 4 poria che la
zione di Gy & data da

serie di composi-

GM! Gﬂr Hiz[li (ﬂb] {Ed): (Hﬂ) (ﬂr‘z)i (Ed) (bﬂ)_]; HE: 1

ove Hy & nno dei tre sottogruppi di 2° ordine dj Hi, con 1 fattor
di composizigie 2 >

— I-.:;'-r —r||= :..'--

Come ultima applicazione osserviamn

quanto segue, a proposito
della formola trovata:

T l:'.'?é m— 1)
Nel gruppo totale (i.im di sostituzione su sm elementi

EE_I-, ﬂi,-.. Hnl'

il sottogruppe H formato da tutfe quelle sostituzioni che Jlasciano

fissa una stessa lettera, per es. g, ; €11 groppo totale sulle m —1

(") Per la ricerca della tompasizione dei gruppl vedasi ad es, Dlaxcel, op, e, § 18 o BORE.
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lettere as, a3, ... a, vestanii, e quindi dell’ordine w(n —1) e di
indice m,

Sia Kem—1) un altro sottogruppo di Gz m) pure di ordine w(m—1)
(ed mdice m); esso, come & evidente, non conterrd, come sottogruppo,
'alterno.

Le sostituzioml di Guqm si distribuiscono, rispetto & K, nei pe-
riodi :

K, R, Ki;, ... K&, ;

costruiseasi adesso il gruppo complementare {destrorso)

G
K

T =s

che ¢ 1somorfo a (. Questo isomorfismo, dico, & oloedrico: infalbi

F'ordine p del sotiogruppo X, (di K) invariante in &, eni corrvisponde

I"identita in T, deve essere uguale ad uno, altrimenti, contenendo &,

come unico soffogroppo invariante, I'alterno (v. teor. VII) ne derive-

rebbe B =G.qy e quindi Gy, surebbe contenuto in K, il che non &.
- 2

L'isomorfismo fra G e T' essendo oloedrico al sottogruppo

K+

-

di G corrisponde in T un sottogruppo d’uguale ordine, sia

L
A x(m—1) «

lie sosbituzioni di K'wm—1, laseiano fermo il primo periodo K,
risultr di qui che K'zm—y & il gruppo simmetrico sngli m — 1 pe-
riodl restanti

Kti; Kb, ... Kb,

Se cambiamo dJdenominazioni a guesti periodi, e 1i chiamiamo colle
stesse lefbere we, uy,...ay. su cuiopers H, il grappo K'sm-1; coin-
eide eon Hrpm—n . Si conclude:

Teorema VIII. — 1 sotiegruppi di ordine w(m — 1) contenuti nel
gruppo totale Gz, it m lettere, sono tsomorfi (oloedricamente) fra loro.

’ Axrornio CeroNE.
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Alpme osservazioni su due articoli di A Palomby

Il sig. A, Pavouny ha pubblicato nell’nltimo fascicolo del Periodico
due ariicoli, anoe “ Sal concetto aritmelico-filosofico di eguagelianz
e di vipetizione ,, 'dltro * Sui concetli di numero e di ordine .

Nel primo sottopunendo u un’interessante analisi filosofica 1l
concetto di nguaglianza, osserva che questo non ha un significuto
assoluto, mu piuttosto un signiticato convenzionnle relativo alle nole
che si possono brascurure nel paragone di due oggetii. secondo un
certo ordine di idee,

Ricercando poi sotto quoali condizioni & vero il noto prineipio:
* Due cose ugnali a una terza sono ngnali fra loro ,. il Palomby
counclude che “se Q & un certy aggregato di enti der quali si tratti
d1 decidere quali siano fru loro ugaali rispetto a un eerto campo di
eguaglianza C (insieme di certe operazioni consistenti nel comporre
'oggetto su cui si opera con certi ent; prestabiliti trascurabili a,, as, ...,
mediante certe leggi stabilite Z;, Z,...)), il delto principio si veri-
fichera tutie le volte che ( sia tale che se da un vegetio A di Q
gl pud dedurre un altro oggeito B di @ eon operaziom di O, reci-
procamente s1 possa dedurre A da B pure con opernzioni di € ..

Ora questa conclusione non ei sembra giusta.

Sia infatti © laggregato delle misure M;, Mg,... di certe gran-
dezze fisiche omogenee, e gli enti traseurabil; X1, Aa,..., SIANO CO-
stitniti dagli ordinari ervori di osservazione, 1 quali perd saranno
trascurabili purche non superino wn certo limite ., dipendente dal
grado di precisione che ci interessa ottenere nelle nostre misore.

[ quest’ordine di idee due grandezze A, B, potranno ritenersi
uguall se ls loro misure M,, M., differiscono fin di loro per quan-
Vit mioori di X, limite assegnato agli error di 0SSEIVAZIONe, Clud

quando s1 abbin:
Ml — Mﬂ + &1y Oy < }" (1)

Analogamenie la grandezza B si riterra nguale & una terza gran-
dezza C, se indicando con M; In misura di questa, si ha:

My=M; + gy, 6o< ). (2)
Dalle (1) (2) si trae:
My=M,; + o + a,
m#a non € lecito deduine in generale A = (, perché pur essendo

‘ 2y << )., My < 1.
puo essers
= = & * g = }.
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Eceo dunque ehe la condizione indicata dal signor Palomby non ,4
sembra sufficiente ad assevire la validita del detto principio. Forse o

questa & una delle ragioni per Je quali nella matematica si mira
ormai ad adoperare la parola ugunle nel significato logico di iden-
tita. Le cosiddette teorie intringeche degh enti numerici si prefiggono
appunto, fra gii altr, di raggiungere questo scopo.

Nel secondo wrticolo il Pulomby espone in succinio alcune vedute
sul conceito di numero, gid messe in luce dall’illustre e compianto
prof. Capelli in una sua eenisnle costruzione dei fondamenti del-
I'aritmetica. i

Anche qui perd vi e un'osservazione inesatta da rilevare. B

Nella fine del suo articolo il Palomby infatti dice: © volendo per
es. calcolare la cifra che spetta al composio ABCD, conviene rico-
noscere che si puod stabilire una corrispondenza univoea fra gli og-
getta A, B, C,D e le cifre I, 2. 3, 4 (cioé appunto, stabilire un ordine
[ra le A, B, C, D) ..

Abbiamo sottolineato I'nltima frase che & appunto erronea, perche,
come dice poeo prima lo stesso Palomby, “ & importante, anzi neces-

" W e
g o BB atn'y
s el R e

id
=

. . - 3

-Jl—-"__—p—.__.___h_-__._._‘._.._ mmT.

¥,

= § -_._ a.‘ .'L
_'1"1_'::;“-"",‘. T ]

sario, di notars che il risultato dell’operazione [di enumerare], eio ;
la cifra che si assegnery all'nggregato, sarda sempre la stessa, co-
mnnque 81 proceda nelio stabilive la corrispondenza con un aggre- e
gato tipico.., .. *E

Il Russgrn (The principles of mathematies) e il Couvrurar (Les
principes des mathématigues), hanno messo in chiaro come 1l concetbo
dl numero cardinale di una elasse (aggregato) sia indipendente dal-
['tdea di ordine. *

il
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A. Narroor

PROBLEMT®

(Continwazione — Vedi use. 111D,

I179. Se PM, PM’ sono le tingenti ad una parabola condotta per =
un punto I? dell'agse, e Q, R souo i punti d incontro di esse con una
tangenfe variabile; dimostrare che:

1° 11 punto medio di QR & sulla tangente nel vertice:

2’ 81 ha PQ - PR = PM.

(*} Tn massima von pubblicheremo le risoluzionl di gueat! problemi favoritici dal Coman-

dante Bazisies, ms accettersmo volentieri le osservazionl @ goneralizzazion! che i nostri lettor
Yorrannoe invisrei,
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[80. Date due coniche ¢, ¢ siano A, B 1 punti & incontro di ¢
con una tangente a ¢’. Trovare il luogo del punio d’incontro delle
normall a ¢ in A, B. Caso in cui le due coniche ¢, ¢ sono le para-
bole y*— 2pz =10, * —2p'z —10.

I8I. Si considerino tutie le ellissi che hanno per fuoco un punto
dafio o sono tangenti a due refte ortogonali Oz, Oy. Si trovi: 1° il
laogo dei loro centri; 2" il luogo del secondo fuoco; 8° il Inogo de:
verfici; 4° la earva invilappo dell’asse minore.

I82. Dimostiare la relazione

> 8en” 0 cos” f df)
o (6"cos®h |- @® sen® §)* (b° cos™ B @*sen’t) oo

x sen” B cos® O df
j; * (5% cos® b+ a'sen® 0) (6° cos® B - a® sen?h)®

183. Sono dati due circoli ¢, ¢ di contei 0, 0" ed un punto fisso P.
Una retta variabile passante per P ha per poli rispetto ai circoli ¢, e
doe punti T, T. Trovare: 1° I"inviluppo di TT'; 2° il luogo del punto
medio di TT"; 3° il luogo del punto d'incontro delle rette TO’, T'O.

184, Si considerino le ellissi che hanno un vertice dell’asse mag-
giore in un punto fisso A d’una retta s e gono fangenti a . 1° Se
queste ellissi hanno inolire la corda foeale principale di lunghezza
costante, il luogo dei vertici sull’asse minore & una parabola; 2° Se
le dette ellissi hanno eceentricita costante, 1l luogo dei vertici del-
I'agse minore si compone di due rette.

185. Se FA, FB sono due raggl vettori uscenti da un fuoco F di
una ellisse, situati da una stesea parte deli’asse maggiore od egual-
mente inclinati su di ess0, la retta AB passa per i punto d'incontro
dell'asse colla direttrice corrispondente ad F.

186. (Suggerita dalla questione 1721, Mathesis, 1908, p. 144). Siano
A, B, C, D guattro punti d’incontro di una contea cenfrale a delle
normali ad essa condotta da un punto P. Le tangenti nei punti A, B,
C, D prese tre a tre formano quattre triangoli, i cui ortocentri sono
sopra la retfn che passa per P e per 11 centro della data coniea.

IB7. Sia A un vertice sull’asse maggiore, B un vertice snll’asse
minore di unn ellisse di centro 0, MM’ una corda variabile conin-
gata ad un diametro. Dimostrare che qualungue sia la corda, si ha

tg MAO.tg M'AO . tg MBO. tg M'BO —1.

{88. Risolvere il sistema

@ty+2—(y+2z—zf— (2 z2—yf—(z-+y—2)=0d"
(z v 3)5——(3;——z—wm)u——[:r—l—z—-yjﬁ-—(ﬂf——y——3]'5=EJE,
(1 y '~ Fz—af=(e42—9) — (24 y—2)"—c"
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(Sningliendn le paremtesi, le eguazioni diventano

24xyz = a?, (1)
B0zyz (22 4 ¢* + 22) = b°, (2)
Saye |21 (2 4y + 2%) + T0 (2% + 2222 + y*z%)] = ¢". (3)
Dungues 3
g='0" g g S
BYE= oz '+ yt 4 = 1027 {4)
e la [3) divenia
T - 3 ';
(2 +y* + 285 4 (2% + 2% -y = T; :
Percio .
s [ 9b
g 0 2,3 2,0 I
Y hEF g = [w IE}Un‘)

Ne risalta che z° ¥, 2* sono rvadici dall’'equazione di 3° grado in T

: a®
“‘ﬁ*”‘)

Tz.

b 3 ( ¢ 9319 ]

— 13 —
lﬁr:;’ll i 4 \ Tu* 100a"

189. La normale in un punto M d'un ellisse, che ba per centro O
e per un fuoco F, incontra 1’asse minorve in N. Siano P a prolezione
di O sn MN, Q la proiezione di N sa MF. Calcolare le coordinate
di M nei casi seguenti: 1° P & sull'ellisse; 2° Q o sull’ellisze.

190. 11 luogo dei punti M tali che condueendo le tre normali a
nna parvabola, la somma dei quadraii dei raggi di ecurvatura nei bre
piedt di gneste normali. sia costanie, & una cuobica,

191. Le coordinate parametriche

a (a* — b°) eos v [a® (a® - 2b") sen® o — b* cos® v]
(8" + %) (¢* sen® @ + b* cos® o)
l — b (a®—8%) sen o [b* (B* - 20a°) eos® @ — a* sen® «]
Y= (a" + &%) (a* sen® @ - b* cos® @)

P==

rappresentanc l'ellisse

i i
-

T oy (e — 'r‘t-:)E

ﬂﬂ i b'.' _(u'.z_l_b!j:;'

192. Siano F, T' i fuochi di un'ellisse, M un punto variabile su
di essa, N, N due punii presi sulla normale in M tali che

MN = M&' =k .V MF . MF.

Al variare di M, i punti N, N’ descrivono due ellissi. Queste diven-
tano 1 cireoli di Chasles, se k=1: ¢ una di esse diventa una retta,
88 k & egnale al rapporto dei semiassi.

193. Biano C il centro di eurvatura relativo a un punto M d’una
ellisse ¢, C; il cenfro di curvaiuva dell’evoluta di e relativa al punto C,
O 1l centro di ¢, P ¢ Q le proiezioni di M sugli assi di e. Dimostrare
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che il rapporto dei ragei di curvatura 15[?! @ 1n un rapporto costante
con I'area del rettangolo MPOQ.

(Si trova

CC, ., Be
Mo - MPORX s.:-’.) '

194. Se A, B, C, D sono i punti d'inconfro di un’ellisse con le
quattro normnli nd essa condotta da un punio P, il centro K dells

medie distanze dei quatiro centri dei circoli di Joachimstal & situato

sul segmento OM e & Iy OKZQE .

4
195. Trovare il massimo della frazione

RET1
1 4senz — cos®2

196. Se AB & una corda paralleln all’asse maggiore di una ellisse,

" il suo polo, dimostrare che il eircolo circoseritto a PAB passa
per 1 fuochi.

197. Be dU e ds sono i differenziali dell’area e dell’arveo della
curva inviluppo della retta

xeos @ -ysen =7 (p)

st ba 12 relazione

1
5 F(9).ds.

198. Risolvere il sistema di eguazioni

ryz (@ -y -+ 2f) = a?,

ryz="b" (2 +y - 2),
2y - B = o (w | 5+ 2),

dl =

e dimostrare che si riduce alls risoluzione di unequazione di 3" grado.
Unso in eui ¢=5 V3.
(Pmatu x+y+a=X, xy+ xz+ e =Y, zyz =4 il sistema diviene
(20X —2Y)=a
Z=pX
133—3H+33=r’3:

donde si ba 'aquazione di 3° in X

| G — 20 (80 — ) X — Bab = (1)
che di .
bIXE — ad i
X ’ I:, _Ka,, S I5EX ' L= b*X.

8i hanno dunque tre seluzioni

(X:Y:%), (XaYala), (X3Y373),
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Ora z, y, = sono radici deﬂ'eqﬁaziuue di 3% grado
z° —Xae*+ Yo —Z =0.

31 hanno dunque in tntto nove solozioni.
Se c=b¥3, ¢*= 80 allora la {1} diventa

3‘15
E)!
a ; a

e Fi ETl 3
l‘::erart ; 1"::;—: 6 . er:b“]/gﬂ

St b

X3P =

; a~ .
XY= 5. Yz=a'
198. Si consideri una ellisse di centro O e una diagonale » del
retiangolo degli assi. Se PQ & la polare di un punto M di #, dimo-
strare che il quadrilatero OPMQ & inscrittibile in un eireolo.

200. Si consideri una ellisse e ed un' iperbole equilatera ) aventi
gli stessi vertici reali A, A’. Siano F, ¥ i fuochi di ¢ o ¥y, Fy guelli
di A: M un punte qualungne diee P un punio qualungue di 4: 2, ¢ le
tangents nei vertici A, A'. Dimostrare che

1° 1 centri dei circoli exinscritti al triangolo MFF’ (interni gii
angoll ¥, F") st trovano salle rette .

2’ 1 centri del cireolo iseritto al triangzolo PR.F, & di quella ex-
inseritta (intorno all’angolo P) appartengono pure alle rette », ».

(Continua) E.-N. BArsiEx.
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Biaxemi. — Lezioni di geometria analiticn. Piss, Spoerri, 1614,

Questo ottimo libro pubblicato solamente lo scorse anno per le stampe, uomn
¢ versmente una novith; migliaia di giovant & ancha di provetti ineegnanti di
scienze e d'ingegneri, che sono passati per I"Univarsita di Pisa, lo conoscono nelle
sue linee principali dalla viva voee doll’illustre masstro. Easo infatti (eoma di-
chiare 1"Antore nella profazione) riproduce, con qualche maggiore larghezza il
corao di lezioni che da molti anni svolge nella R. Universith di Pisa, & che APDET-
vero gid litografate, soito diverse forme, una prima volta nel 1903-904 ed una
seconda nel 1908-009. L'opera & dunqle lungaments pensata, sapientemente stu-
diata sia dal pumlo di visra scientifico sia dal punte di visia didattico, passata
per la prova del fuoco di un lango esperimento nella senola; tanto & vero che
nella secondn edizione litografata 1'A. per opporinnith di programma aveva intro-
dotto melte modificazioni allz prima edizione: ma nel fare la primma edizione stam-
pata & tornato al primitive disegno, o erediame che abbia latto molio bene. Non
& dunque il caso di parlare minutamente di una Lals opera giit nota a molki e
basteris di dare poche indicazioni di carattere generale.




3
Jely

wuy E
Ll:_l:_r..-;
gt

-y ¥ 8

288 PERIODICO DI MATEMATICA.

Secondo 1'use ormai universalmente adottato, essa si divide in tre parli. La
prima, divisa in 10 capitoli, & destinatr a stabilire svolgere il coneetto di coor-
dinate per le forme geometriche foudamentnli & prima, secondr e terza specie
e & studiarne le principali applicazioni nel campo lineare; la seconda, divisa in
qualtro capiteli, & destinata allo studio deslle coniche; la terza, divisa in vinque
cepiloli, allo studio dells quadriche,

I} libro si chiude con una interessante Appendice nella quale vengono esposte
¢on brevita e chiarezzn mirabili le principali proprieta delle forme quadratiche,
la loro riduzione a forme canonica par soshituzione ortogenale, l'equazione seco-
lare, ece.

In taito il libro &i In uso principalmente delle coordinate cartesiane, come
quelle che vengono usate di preferenza in tutte le applicazioni, di guisa che @
indispensabile che non z0lo i futuri insegnanti, ma anche i futuri ingegneri si
addestrino di boon ora a famigliavizzarsi eoll’uso di esse. In appositi capitoli,
particolarmente nel nono, viene data In wozione di coordinnie cartesiane omo-
geuee o (1 coordinate generali proietlive, ad esposte con sobrieta e chiarszza le
loro proprieta caratferistiche. Queste coordinate vengono poi adoperate per lo
stndiosdalle proprieta di carattere proiettive e per quelle quistioni relative agli
elementi impropri alle quali mal sj prestane le coordinate cartesiane.

Tale ordinamento & porfetiaments conforme alle tendenze velative all”indi-
rizzo da darsi ail" insegnamento malematico, rivelatesi in tutti gli ultimi congressi.
La geomstria proiettiva serve a dare grande lnce e generalitk alle conceziomi
geometriche, ma in pratica i problemi di geometria metrica sono quelli che si
presenlano piu comunementie; occorre dungue dare a questi problenii ¢ ai metodi
che ad essi si riferiscono Ia precedenza, limitando le nozioni di proietiiva ai
concetli piin importanti e generali.

Bicco 1"indice dell'opora:

ParTs PrRiMA. - Metodo delle coordinate - Fondamenti della geometria anali-
tica. — Cap. 1. Coordinate aelle forme fondamentali di prima specie. — Il. Coor-
dinate nel piano punleggiate. — TIL Lignazioni delle curve in generale, —
IV. Equazioni lineari come rappresentanii retie. — V. Coordinate nello spazio
punieggiato. — VI. Egnazioni dells superficio ¢ delle carve nello spazio. —
VII. Equaziomi lineari come rappresenianti piani, — VIII Equazioni delle vetis
vello spnuio. — 1X, Coordinate vmogrnee cartesiane e coovdinate projeftive. —
X. Projeftivita nalle forme geometriche dj prima e seconda specis.

FPARTE sEcONDA. - Lz crrve @i secondo grado (coniche). — Cap. XI. Proprieth
prajettive delle cnrve di sevondo grado. — XL Proprietih diametrali delle coniche -
Riduzione della equazione a forma normale. — XIUL Forma e prime proprieti
metriche delle tre specie di coniche. — XIV. — Fanch delle coniche e pro-
priela foeali.

PARTE 1RRzA. ~ L superficie @i secondo grade (quadriche). — Cap. XV. Pro-
prietd gemerali projettive delle quadriche, — XVI. Proprieta diametrali delle qua-
driche. — XVII. Desorizione della forma e prime propriets delle einque specie di
quadriche - Sezioni eircolari. — XVIII, T due sistemi di goueratrici sulle quadriche
rigate e lore distribuzione. — XIX. Fuochi ¢ coniche foeali nelle quadriche.

Arrennics. - Forme quadvatiche in 1 variabili
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