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hanza si & nejla;(1).

(6) Fi(a:tly't'f)___o

la gquale rappresenta un sistema di curve aventi per parametro ¥; e,
se invece st ehiming v, si ha un'altra equazione

(7) Fz (m:?fla) :Dr

la quale rappresenta un altro sistema di curve aventi per para-
metro 3: e noi diremo curve di quotae v le prime, curve di quota 3 le
seconde.

Avremo ‘cosi due sistemi di punti () e (§) distribuiti su due
rette parallele e due sistemi di curve (y) e (8); e, se &', B,y , ¥

&
i

()5

SO0 *VE_IDI’I e o , 3 ¥ 3 & rispettivamente, che soddisfino alla (1), i
punti di quota &’ e B’ dovranno (per quanto si & detto or ora) essere
allineati con una delle intersezioni della curva di quota y' colla
curva di quota 8. Deriva da tutto cid che, dati tre qualungue
di guesti gnattro valory p. es. 2’ 8 ey per avere il gnarto basta
congrungere (preferibilmente con wu filo) i1 punto di guota o
della scala (), ool punto di quota 8 della scala (B), perché per
ciaseuna delle intersezioni della congiungente con quella delle
curve (y) che e quotata y' passerd una delle curve 3, e ciascuna
delle gnote cormspondenti sard un valore di 8 che assieme ad
a B8,y sndd{qferﬁ alla (1). E si vede subito come si dovrebbe
procedere se 1'incognita, invece di essere 8, fosse nna delle altre
tre variabili. Cosi dalla fig. 1, per &' =+1,8 = +5,% = - 2 (sup-
posto che delle curve (y) e () non si considerino che gli archi
tracclat)sihad’'= +3;pera' =+3,v = -2 ,8 = +2si hag = +4.
. Osszrvazione L Dati o 8 ey’ (0 o, e?), a ciascuna delle
miterseziom dells curve ' colla retta che congiunge i punti o' e @’
puo corrispondere un valore della incognita 3 (o v); datia , v e 5
(0B ,Y e8), a clascuna delle intersezioni della curva Y colla
curve, § pud corrispondere un valore di ¢ (8) (odi ¢ (x)), e ad
ognuno di guesti valori possono poi corrispondere piti valori del-
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Tincogmita B (od ¢). I tutte le soluzioni, che cosi si trovamno,

sono tutte e sole le soluzioni reali che si avrebbero dalla (1).

QOsservazione IL. Le carve (6) ¢ (7) s1 possono costruire per
punti mediante la (4) e la (D); cosi si dovra necessariamente pro-
cedere quando la elimimazione di & o di ¥ non sia possibile; ma,
in gemerale, sara utile tenere questa via anche quando tale im-
possibilith non si presents.

§ 8. Stabiliti per ciascuna delle dne variabili @ ¢ B un limite
superiore € un limite inferiore (dipendentemente dalla natura del
problema che si considera), gli abbuchi costruifi col metodo ora
esposto vengbdno ad avere, generalmente, la forma di un trapezio;
vogliamo far vedere come, determinando anche, opportunaments,
i moduli %, e k,, s1 possano trasformare in modo da avere la
forma di nn dato retlangolo, e cid per facilitarne I'uso e migho-
rarne la disposizione.

Affinchis 1'allineamento, sul gnale & basato il metodo, sia man-
tenuto, bisogna che l'ordine delle linee nomn si alteri: ricorreremo
per cid a nna trasformazione proiettiva (¥), ma daremo il modo
di eseguire tale trasformazione analiticamente, perche, eseguendola
geometricamente, si perde in esattezza e sl va speseo ncontro
all’inconveniente di dover considerare dei punti posti fuorl del
limiti del disegno. Le formule a cido occorrenti si deducono {fa-
cilmente dalle note formule generali di Waring (**), noi pero
(per il caso che ci interessa) le abbiamo potute ricavare diretta-
mente colle semplicissime considerazioni che seguono.

Supponiamo stabiliti gli accennati limiti di @ e d1 B, indi-
chiamo con P, e Q, i minimi, ¢ con P, ¢ Q, 1 massimi valor
che, corrispondentemente, pigliano ¢ (2} e ¢ (8). Usserviamo prima
di tutto che la (1) pud seriversi

(o (@ — P} £, (1,0 + 10 &) — Qf f2 (1, 8) -+
=g Pl fl LY, E) + Q'I fla (Y: 3) + fa (T: 5) = 01

e che quindi, invece delle (2), (3) e (4), s1 pud porre
8) z=kpl)—P) )  ge=k ) — Q
kI (P (1, 8) + Q1 O, 8) - 1, (, B))

ko f, (1,8) + &, [, (Y, 9)
lasciando inalterata la (5); il nuovo abbaco differira allora dal pre-
cedente in eid, che 1 segmenti contenenti le parti utili delle scale
(@) e (8), inveee di comindarse dai punt: di ascissa £, P, e &, Q, 11-
spettivamente, comincieranno tutt’e due dal punto di ascissa zero.

Poi possiamo determinare %, e %, in modo che le stesse due
seale occupino un segmento egnale alla unita: bastera che sia

?:I(PE_P]JZI ]EE(QE_QJJ:J‘!

(10) 3=

da cm

(*) V. Tr. de KNomonraphia, pug. 104,
(**) V. p. e8: Ulasces, Aperpn historigue — Paris 1876, pag. 18
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| 1 1
11 ke = "R = : '
(11) =P, P, = Q. —Q

e 1 nuovo abbaco avra allora la forma di un quadrato, avente
per lato 1'unita.

KEd ora, se I ed & sono le dimensioni del rettangolo, nel quale
si vuole racchinso 1 abbaco trasformato, e la prima & quella dei
lat1 che devono essere occupati dalle scale («) e (B), bastera. dopo
aver sostatuiti nelle (8). (9), (10) e (3) a k, ¢ a k, 1 valon ora
indicatl, moltipheare 1 secondl membri delle prime tre per 7 ¢ 1l
secondo membro della quarta per %, si avra cosi

9 CP(H')_PI - E-E‘I(B)_Ql
(12) z, =1 (13) 2, =1 0. —q °

P,—P, 7’
P fiv, 04+ Q (1,8 + 7,3
Py —P) 1, 0, 8+ (Qy—Q) fe (1, B)
(Q. — Q) /s (¥, B)

(P, —P)AH Y, 0)+H(Q.—Q) . (Y, 8)

K queste definiscono completamente un abbaco della (1), il gquale
ha la forma del rettangolo dato ed & wna trasformazione pro-
jettiva di quello definite dalle (2), (3), (4) e (D).

OsservazioNE. Si vede facilmente come, con il medesimo pro-
cedimento, 1 potrebbe trasformare 1'abbaco stesso in modo che
avesse la forma di un trapezio gqualunque dato.

§ 4. Applicheremo ora quanto precede all’ equazione

(16) @ —=b" ¢ —20becos A,

la quale rientra nel tipo (1) allorché si ponga

| a=a, B=A, y=0b, B=¢, o(@)=24a’, O (B)=cosA,
| fim®=1 f.(,5)=2be f,(r,5)=—0+0),

& serve a risolvore un triangolo piano, quando se ne conoscano
itre Iatl o due lati e un angolo; perche: noti ¢, b e ¢ da A,
noti b, ¢ ed A, d& a; noti g, b ed A, di ¢; & in tutti e tre 1
casi pol basta fare due permutazioni circolari nelle lettere dells
(16), per poter ricavare gl alinn due angoli B e C.

Dalla (17) e dalle (2), (3), (4) e (d) si ha subito

(18) 20, =1k, a*, (19) x, — k, cos A,
k k, (6 3 k. 2be

W Lo o (21)  y=- 2
P A ik, + 20 ¢

dalle guali ultime, eliminando e, si ricava

(22) ¥ &, + kA 4k AV py K AP o~k 8D y+%2 41 =0,

ed eliminando b si ha questa stessa equazione, quando vi €1 so-
stituisca ¢ a b, perche la (20) e la (21) sono simimetriche mspetto
a b e c.

(14) o !

(15)  y=-h

(17)

(20) z—

ot
e

=g
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Tanto le linee di quota & guanto quelle di quota ¢ costivm- .
scono dungune uno Stesso sistema di curve avente per equazione -
la (22), e queste curve sono, evidentemente, tante iperbole, aventi

per centro il punto

(28) T = =z, y=1

e per asintoti le rette
(24) k, 48 w4 [t + % 400y - 1) + 25,5 =0; (25) y -1 =0;

per cui, qualunque sia b, il centro & sempre sulla retta (25),
che ﬂﬂﬂtlEiIlE la scala (20), e che & sempre uno degli asintoti.

§ 0. Per la costrnzione di queste iperbole mssewia.mn che,
posto y =20, dalla (22) =1 rcava

(26) z =k b,

da cui, per la (18), deriva che 1'iperbola di parametro ) passa
per il punto che nella scala (2) ha per guota &; di ciascuna iper-
bola noi conosciamo dongue gli asintoti. (24) e (25), e nun punto,
e gquindi possiamo facilmente costruirla con un metodo notissimo.

Osserviamo inolire che, dovendo, per la natura del problema,
considerare # e ¢ sempre positivi, i soli archi di iperbola che occor-
vera di tracciare saranno uelli compresi mella semistriscia posta
nel guadrante nel quale ambedune le coordinate sono positive, e
limitata dalle due rette snlle guali si trovano le scale (@) ed (A):
cio Tisulta immediatamente dalla (20) e dalla (21).

Osserviamo pure che I'mviluppo delle (22), come facilmente
si verifica, & un luogo del quarto ordine, il quale s1 scinde in
una retta doppa (I asintoto comune) e nelle due rette

(27) key—a2=0, (W) Ly-+z=0,

quindi tutti gli archi tracciati sono tangenti al semant della

Tebta (27) ﬂmmprasm fra 1 punti (U;0), e (k., 1) e la semistriscia
da essi occupata e limitata (oltre che dalle due rette accennate)
dul segmento stesse.

Osserviamo finalmente che si presenta indeterminazione solo
nel easo in cui sia dato, o debba msultare, b = ¢, che allora le due
iperbole coincidono; ma questa indeterminazione & solo apparente,
perche il punto limite d' mntersezione di due iperbole, le cmi gquote
tendono ad essere eguall, e il punto mel {lu&la I"iperbole, avente
per_quota la guota comgne, tocca 1'inviluppo

Veggasila fig. 2., per la quale si & posto k =11, k=108,
@ S1 € preso per umta. 3 em. ; 1n 0ssa la scala (A) é tracma.ta intta,
da 0° a 180°, la scala (o) va da O & 1 ,2 soltanto, e delle 1_perbn1e=
si sono traceinte solo le due di quota UD e 1,0. Da guesta figura,
diti 0 =09, 6=1,0ed A=100° &I ha subito a::l circa |
data EJ_—_ﬂzﬂ,ﬁ od A=130° s1 ha &= 0,9 cirea.

§ 6. 1’ abbaco cccupa un trapezio avente per vertici 1 punti

1;—%,), (1:;-4-%), 0;0), (U;klﬂzﬂ):
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’%’t}?* “esiendo @, il massimo valore di 4 che s1 vuol considerare: propo-

': .T_:::-f £ . r. . . = 5
1&%{ ° miamoei di trasformarlo in modo che €sso occup: un rettangolo
AR di dimensioni I ed # (§ 3), Avremo 1n ¢uesio Caso

‘.:r":.r‘i:r : s

e PI:O: szﬂ':i le:__]‘! QE_-_I—]':'

() 280 130" 420 w'g & 60 0
{_"}_Jﬂllllll_ Y T T

S Fig. 2.

guindi dalle (17) e dalle (12), (13), (14) e (15) si avra senz’ altro
; 1+ cos A

. - a
A . (29) T = l ﬂ: (3[}) =1 9

L , (b ey , dhe

(31) m'_zmgﬂ-|-45ﬂ (32) y=—=h af Ldbe
Eliminando poi ¢ fra le ultime due, si avra

33) @4 —a) +2ylhl6ba’ —ylRBY (40° — 8.5 )—
clh11 e+ A 166'=0

per equazione del sistema (22) trasformato, e le curve di questo
sistema saranno ancora tante iperbole aventi per eentro il punte

40 — a,’
(84:) .‘II—?- Bbg -J' y=k

e per asintotr le rette

i (35) 2 h18b% " + (y—h) 1 (40 —a’) —1h2a, (40 —a) =0,
5 (36) y—h=0

._;5;.%? | I si potranno gui ripetere tutte le considerazioni fatte al § b e
;,‘{j-;?‘- trovare cosi il modo di costruire facilmente eli archi utili delle (33).
e § 7. Ma. gli acconnati archi di iperbola si possono costruire
1o per punti in an altro modo molto piu semplice.

Jé Siamo @, ed &, le quote di due punti qualungne della scala (@),
7 e Suppomiamo @ < dy ; si gongiungano questi due puntl rispet-
A+ tivamente col punti della seala (A) che hanno per quote 0" e 180
1% il punto d'intersezione delle due congiungenti e il punio che ha

das per quote

Wi

";iﬁ _ y — @y ay — @
e, 37) e — = 3
i (37) 2 -
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Infatti, avendo congiunto i punto @ col punto 180°% e il punto
a, col punto 0°, le quote del punto 3’ inserzione devono soddi-
sfare alle due equazioni |

(38) al=04c+2bc¢ al=0+c—2bc,

e da queste, intendendo di indicare con b il maggiore degli altn
due lati, derivano immedialamente le (37).

Deriva di qui che per costruire gli archi utili delle iperbole (33)
basta congiungere i punti 0° e 180° della scala (A) col succes-
sivi punti della scala (a), segnare in ciascuno dei punti di in-
tersezione le due quote date dalle (37) e poi tracciare gli archi
di carva che passano per i punti che hanno una delle due quote
costante, giacché questa quota cosiante sarda evidentemente la
quota dell’ iperbola cm q uell’ arco appartiene.

La fig. 3 & uno abbozzo dell’abbaco che si pud cosl costruire:
in essa, fissata per unita il centimetro, sié preso h=10ed =18
o si & supposto @, = 10; degh archi utili di iperbole poi si sono
tracciati completamente solo quelli la cni qnota mon & superiore
a 10, degli altri si & tracciata solo quella porzione che & com-
presa nell’ interno dell’arco di quota 10; ed & facile vedere che
le guote di questi nltimi non PosSono saperare 20 (perché per
A=0 g=10,c=10sihab=20). Se quindi il lato & fosse
dato, o risultasse, maggiore di 20, e uno del lati @ e ¢ fosse
dato, o risultasse, maggiore di 10, bisognerebbe dividere 1 lati
dati per una conveniente potenza di 10 e poi moltiplicare il lato
ricavato per la stessa potenza. Analogamente, se ambedue 1 lata
dati fossero minori dell’ anita.

Esempi. (Veggansi nella fig. le linee punteggiate). Dati a =9,
br-—?",c:B,sihaA:l%B“;datiA:?U“,b——r: 7 ,sihaa=38;
dati a —=55,b=7,A=100" non si ha messuna soluzione, per-
ché la congiungente del punto di quota 4 col punto di quota A
non taglia 1'arco utile dell’iperbola di quota 7.

OsservazionE, Suppouendo A = 90° 1'abbaco risolve un trian-
golo rettangolo dati 1 duse cateti, o 1’ ipotenusa e un cateto; quindi

yesta solo escluso il caso in eni sia dato nn lato e un angolo.

§ 8. Labbaco precedente 1o visolye immediatamente un
un caso solo: quello in cui sono dati due angoli e un lato, e
nel quale occorre risolvere nn’ equuzicne della forma

(30) N

sen A sen B

Perd, ricorrendo coll ordinario regolo logaritmico si puo deter-
minare prima il rapporte @:sen A, che & il modulo del triangolo
o che indicheremo eon m, e poscia b medianie m e B.

Si potrebbe anche costruire un abbaco @ rotazione o @ doppio
allineamento (*), analogo a quello che gia costruimmo per una
questione di Geometria pratica (¥%), e questo abbaco conterrebbe fre
ceale pottilinee soltanto: una per &b ,una per « € f e una per .

(*) V. Tr. ds Nomographie, pag. 213, o
(**) « Application Ae \n Numographie on jougeage des lonmeanx » = L (zenie Civil. 20 mai 93.
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~ Ma I"abbaco che abbiamo gid, costruito pno servire, quasi
immediatamente, anche in questo caso. Si tracei la diagonale
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che fa parte dell’inviluppo del nostro sistema d’imperbole, e si
consideri su di essa la scala determinata dai punti di contatto
dei vari archi, colle relative quote: se si econgiunge il punto di
quota @ col punto di guota A, & chiaro che la congiungente ta-
glierd la nuove scala in un punto di quota

a A
(40) m=§fsen§,
perché a questa si riduce la (16) facemdo d=¢=m. L allora,
per risolvere la (39), basta congiungere il punto @ della scala (a)
col punto 2 A della scala (A): s1 determinerd cosi sulla diagonale
m

il punto di guota —-; e pol congiungere (uesto punto col punto
2B delln secala (A), e sulla scala (a) si determinerd b.

Esempio. Dati a=16,5,A = 30", B = 41° dall’ abbaco si ha
b = 8,b.

Osservaziont 1. Dal procedimento ora indicato msulta che della
nuova scala m basterebbe traceiare solo il sopporto, perché non

m . .
oceorTe conoscere la quota 5 del punto d'intersezione. Questa

quota peré & utile nel caso particolare che il friangolo sia ret-
tangolo (V. Oss. al § prec.) e me sia noto un lato e un angolo:
cosi per b = 8.5 e B=41° si ha per ipotenusa m = 2 X 6,0 =13
Osservaziont LI, Aggiungendo tanto alla scala (A) che alla
scala (m) un'altra graduazione che fosse il doppio di guella se-
ata, 1'abbaco risolverebbe wmmedeatamente anche il caso consi-
derato: la scala (@) e le due nuove scale (A) ed (m) costituirebbero
allora un abbaco a rotazione del tipo smaccennato.
8 9. Collo stesso procedimento si pud costruire un abbaco
dell’ equazone
(41) cos @ = cos b cos ¢ }- sen b sen csen A
la quale serve a risolvere un triangolo sferico in tutt’e seii casi,
perché tre di questi corrispondono ai tre considerati in principlo
del § 4, & gli altri tre si riducono ai precedenti mediaube lo con-
siderazione del triangolo polare.
Prendendo & — k, = g, basterd porre (§ 2)

(42) x,—-tgeosa, (43) @,= —gcosA
. ¢ cos b cos ¢ -~ senbsene
(44) sl ‘-sendseno , (#9) Yy=1 J-senbhsen o

dove i moduli % ,%, si sono assunti eguali, perché, dovendo con-
siderare tanto a che A eompreso fra O¢ e 180°, le due scale (@)
ed (A) risulteranno identiche (meno in senso); e dove s1 6 posta
la (43), perché. dovendo considerare anche 0 e ¢ compresi fra (o
e 1800, la (45) ¢i dard sempre per  volori compresi fra O e 1,
mentre che, se si fosse posto @, = - g cos A (come soem brerebbe
pitt ‘maturale), per & e ¢ tendenti a 909, y tenderebbe a — =<. Dalle
ultime due, elimirando e, s1 ha

o
i

e

[t by el 'i'.:_,.
T At
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:Eﬂ l' y‘? ?f ,
cos® b ' sen®d
anche qui dunque (§ 4), ¢ per la stessa ragione, le linee |:l1 gquota
b.e le linee di quota ¢ costitniscono uno stesso sistema di curve,
avente per equazione la (46), e queste curve sono tante ellissi,
aventl per centro il punto

(47) =0, y=—tanb;

per cui, quaiungue sia b, il centro & sempre sull'asse cartesiano
delle ¥, e questo stesso asse (come risulta dalla (46)) contiene
sempre uno degh assi della ellisse.

§ 10, L’abbaco precedente & stato costruito dal prof. d'Ocagne (*),
il quale ha dato anche un metodo semplice per tracciare le varie
ellissi, basato sulle seguenti cansiderazioni.

Posto y =0, dalla (46) si ha

(48) z=—gcosh,

per cw |'ecllisse di parametro b passa per i due punti che nella
scala (@) hanno per quote b e 180° — &, ¢ le tangenti in questi due
punty, come si verifica facilmente, passano per il punto (0; 1); inoltre
la stessa ellisse taglia la parte positiva dell’asse delle % nel punto

son b

(49) =71 L senbd’

nel quale punio la tangente & parallela all'asse delle . La co-
struzione di ciaseuna delle ellisse (46) & dunque ricondotta al caso
In cul se ne conoscano due punti, le tangenti in questi due punti,
e la tangente parallela alla corda che congiunge i due puntl
stess1: caso nal quale la costruzione per punti si effettua facilmente
con un metodo gid indicato dallo stesso prof. d'Ocagne. (**)

Osserviamo che ' inviluppo delle (46) & (come quello delle (22))
un luogo del quarto ordine, il ¢uale si seinde in quattro rette :
due che hanno per equazione complessiva 2® = g¢* & che sono i
lnoghi dei vertiei della conica posti snll'asse parallelo all’asse
cariesiano delle #; e due che congiungono i punti (—g:1), (-+g351)
cox punti (4 g;0), (—g;0) ri pettivamente: di qui e dalla seconda
delle (47) risulta che gli archi utili delle (46) sono quelli racchiusi
nel triangolo formato da queste ultime due rette e dall’ asse delle .
. Usserviamo pure che; nel caso in cui sia b—r¢, si presenta
mdatgrmjna.zinne, ma che guesta sparisce subito con nwmna consi-
devazious analoga a quella fatta nel § b.

Osserviamo finalmente che, come risulta dalla (46), per due
valori supplementari di & si ha una stessa ellisse e che due ellissi
di quota diversa si tagliano in due punti simmetrici rispetto al-
I’asse delle v; si presenta quindi ambiguita se, dati A, @ 8 b
(0 A, aee), siviolec(ob), ese dati A, bee (o abeec s
vuole o (od A). Ma anche queste ambiguitd spariscono, se si 0s-

=g (1—y)":

(31 V. Buiistin astronomigie. — Tom. XT. Gennalo D4; oppure: T'r. de Nomographie, pag, 341,
(**) V. Nouvelies Anngles oo Meeth, — 3, Berie, Tom. XII, 31:[13. 360, e
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come risulta dalla (44), x & positivo o negativo se-
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§ 11. L'abbaco cos1 costruito ha per vertici 1 punti

condoché b e ¢ sono della stessa spe

serva, che,
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Aty Gl gy (— 0), (4 g;0): esso quindi ha gia la forma di un

A T rettangolo, e, perché questo abbia dimensioni 7,k date, basta .

avidaentemente Pnrre § = 5 nelle (iJ:?J) ; (43) e (*’M:) e moltlphca.re

per k il secondo membro della (45).
Osserviamo solo ehe gli archi utili della (46) s1 possono €o-

struire con un procedimento analogo a quello del § 7 e che ¢
forse pin semplice di guello suaccennato. Infatti, nelle stesse 1po-
tesi del § 7, invece delle (38) avremo ora

cos @, = cos (b —c), COS ;== COS (b <+ ¢)
- ¢ quindi amche In questo CasO si avranno le (37) e alire due che
daranno per ¢ e b valor rispettivamente supplementar:.

La fig. 4 & un abbozzo dell’ abbaco che si pud cosi costruire,
o per essa si sono prese le stesse dimensioni della fig. 3.

Esempi. Dati a=90"b=10"ec= 100°, si ha A = 60" dati
A — 138", a = 76", b= 60" si ha ¢ = 20" soltanto.

g 12. Disegnando il primo dex due abbachi precedenti con
‘dimensioni triple o, al pil, quadruple. di quelle della fig. 3, s
possono leggere le misure dei lati con due cifre esatie (e gh an-
goli coll’ approssimazione corrispondente); € questa ¢l pare un’ap-
5. prossimazione Su ficiente per quasi tutte le guistioni della Navi-
SN gazione piana e costiera, per molte guestioni di Topografia e anche

ol
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S per qualche questione di Balistica. Del resto, anche quando l'ap-
LI prossimazione fornita dall’ abbaco nom sig sufficiente, esso puo
v - sempre dare una prima approssimazione utile 1n molil casl.

Pl & 13. Siccome quasi futie le questiom dell’ A stronomia s1 11-
SR ducono, in sostanza, alla risoluzione di un triangolo sferico, 1l
j;,; secondo degli abbachi precedenti potrebbe avere an’ applicazione
U larghissima; ma, per ragginngere 1’ approssimazione che dall’ 4stro-
et/ nomia, generalmente, si richiede, questo abbaco dovrebbe avere
Wz dimensioni tali da renderlo praticabilmente ingervibile. Pero, di-

segnando anche guesto abbaco con dimensioni triple, o quadruple,
di guella della fig. 4. s1 puo sompre ottenere UnNa Prima appros-
simazione, utile in molti casi;, € 1n quulchs particolore problema,
£ questa approssimazione puo essere sufficiente: come, PEr eSEIIPIO,
= nella ricerca della rotte per la navigazione Der circolo massimo,
ricerca nella quale 1'approssimazione di un grado e sufficiente e
che nelle carte dell’Hillered (*) richiede una costrmzione.
S § 14. L’approssimazione potrebbe sumentarsi frazionando 'ab-
:L baco in diverse %aa,rti; in tale ipotesi perd si deve notare che, se
in nn abbaco del tipo precedente s spezza una delle due scale
(@), (8),(8§2) in p & Dalira in ¢ part, I’ sbbaco stesso s1 spezza
in pg parti e viene quindi ad occupare p { fogli.
E per molti problemi dell’ Astronomia nautiea crediamo che
questo mumero non dovrebbe essere molto grande, perché 1 va-
lori delle incognite di guesti problemi servono spesso pet esSeguire

W A
¥ " _'I'

- I'.FI|'

(*) V. « Ingtruction sur s cories pour & e gadion par V are de grand corcle. ¥ — Faris
Imprimecl nationaje, 187H,
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delle costruzioni sulle carte di navigazione e guindi 01 pare che
tutta 1 approsimazione, che ordinariamente si raggiunge in quei
valori eol calcolo -numerico, non sia, generalmente Necessaria.
A questo proposito ricordiamo che, per due dei pin important
blemi accenuaii, it Prof. E. Ippolito recentemente Propose dl
costruire addirittura il triangolo sferico sopra un globo col rag-
gio di 16 a oF cm. e convenientemente sistemnato (*¥): forse 1" ap-
prossimazione che cosi si raggiunge si potrebbe ottenere anche
coll’abbaco in guestione, frazionato in nove o in sedici partial pin.
§ 15. E fra i mezzl escogitatl per msolvere immediatamente
un triangolo sferico accenneremo anche 2 un istrumento note-
volissimo inventato, pid di un secolo fa, dall'Ing. Richer (**%).
1,'A ccademin delle scienze di Parigl aveva aperto, per I'anno

1790, un concorso sulla seguente questiome: & Trowver pour la

réduction de la dastance apparente de deux asires en distance vrare
un méthode sitre el rigoureuse, qui ' exige cependant dans la pra-
tigue que des oaleuls simples el @ la portée du plus grand nombre
de navigateurs. » Ma « parmi les praces PRUOYEEs Qu CORCOUrs, i
n'y en eut ancune que remplit assez siirement ni assez exantement
Pobjet de la question proposée » e il concorso fo rimesso all’ anmo
<accsssivo. B siccormne « la plup@rt des concurrents étoient des
artistes qui avorent fait ce qu dépendort d’ eux pour inventer des
instruments capables dopérer la réduction demandée, . .. le citoyen
Lagrange » temendo « qu'éls me fissent de nouvLaur efforts wusst
infructueux que le premiers ... se propose L recherche d'un prin-
cipe qui pit server de hase o la construction de ces sortes dinsiru-

ments ». Per cio 1 illustre matematico mostrd che 1’ equazione (41)
pud trasformarsi nell altra

2 b b—el b b—e|*

439:1-7;:{5311 _‘E-ﬂ - sem QE}+{SBH i‘_ﬂ sen g ﬂl—
b b— b b— ¢

——E{sen _}Q_ﬂ - sen gﬂ}{sen —ga sen BP}EUS.&,

¢ che quindi colla costrnzione di un tringolo piano si potevano
risolvere quattwo dei easi che si presentano nella risoluzione del
triangoli sferici. T « paroit que le cloyen Richer en fut le plus
frappé, car ce ful Pimstrument qui ol exéeute sur o2 Proncipe, Qe
remporia le prx en 1791, »

Non possiamo guil riporiare la descrizione di guell'istrumento,
diremo solo che con leggiere aggiunte essO SeIve anche per i due
casi esclusi (v. pag. 23 del fasc. cit.), che 1’ approssimazione, che
&i pud ottenere, puo arridare fino a cinque secondi (pag. 9), che
i1 Borda immagind un mezzo di rendere 1'istrumento « autant
cxact dams ses usages que s les Jimensions de cet instrument éforent

plus que décuplées (Pag. 29), e che i1 Callet (pag. 10) dichiara

{(**) V. « Uso dal glabo calasie molla determinagioné spenditiva delle coordinate geografiche della naves—
Rassegon Navale, Anno L, N. 4-5.

(®*%) V. ¢ Supplémimt & Triggonoimitris sphinque & ¢ la Nuvigation g6 Berout par Francois
Callit » — lwprimerie de Didol, an Y1 (1788).
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- che lo ha interessato tanto come se egh stesso ne fosse stato.

‘inventore - (m'intéressa autant que st 7en eusse £é Uinventeur).
. In tutto:il fascicolo perd non si dice quah ne fossero le dimen- .
'slonl“e noi supponiamo che fossero troppo grandi e che per

questo I'istimmento stesso sia stato dimenticato; & noi pare che

ora -varrebbe forse la pena di richiamarlo dall’obblio, perché, col
perfezionamenti introdotti nell arte della costruzione degh istrn-
ment1 geometrici, si potrebbe forse renderlo praticamente utile.

§ lﬁ. Termineremo questa nota con aleune considerazioni d’or-

; dine generale, relative agli abbachi,

o valore di nna quantity incognita si puo generalmente ot-
gt tenere sia col caleolo mumerico, sia col caleolo grafico: il primo
ST 6. quello pii comunemente usafto, 1l secondo ha preso il suo svi-
bl lappo solo in questi ultimi anni, ma (specialmente colla Statica
U e grajied) & gih lavgamente applicato in tutta I’ ingegneria. Quando
i o8- . perd,.in un eerto ordine di apphcazioni, si presenti la necessitd
G &1 risolvere freqnentemente uno stesso problema, 11 ealcolo nu-
® e merieco (dovendo essere ritatto, in tatto o in parte, per ogni cam-
biamento dei dati) richiede un tem , Spesso non breve, in una

N fatiea arida e priva di qualunque attrattiva; e altrettando accade
per- 1l caleolo grafico, nel quale anzi si presenta un altro incon-
venmiente: guello di richiedere che 1 operatore abbia una speciale
penizia nell’arte del disegno e si trovi in condizioni materiali
che gli permettano di dise .

Sorge dungue naturale bisogno di evitare I'un caleolo e
'altro; e, come per il caleolo numerico s; ricorre & delle tavole
numeriche, che comprendano i risultati cavLcoraTr una volia per
| sempre (per i valori dei dati racchinsi enfro un certo campo di
variabilita), per il caleolo gralico s1 ricorre a degli abbachi che
forniscano i risultati tma volta per sempre COSTRUITI.

§ 17. Contro 1'uso degli abbachi si obbietta principalmente
che con essi si raggiunge, in generale, un'approssimazione ben
piceola (due o tre cifre), mentre che col ealeolo namerico 1’approssi-
mazione puo generalmente esser spinta a quel grado che si vunole.

Crediamo anche noi che gli abbachi non possano, in generale,
servire per caleoli astronomici (come abbiamo gl aceennato), per
calcoli geodetici e per caleoli finanziari; ma esiste un larghissimo
campo nelle applicazioni delle matematiche nel quale gli abbachi
possono condurrs a an’approssimazione sufficiente (*), mentre la

IMageior approssimazione che si potrebbe ragginngere col ealcolo
& solo illusoria, (%)
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col melodo dei punti allineat! ¢« Revus ginérals jences » del 15
Febbraio 1556 D solwsnto, veggesi la des yeisne
(**) Cosal, per esempio, perché iy Nawigasions, caloolare 1a rotis con nna approssimazione
Inferiore g un grado, uentre la nave non 8l puo governare 4 meno df un grado dl approavi-
mazione? perche, In Peomstria pratica, ealcolare la capaci.a dl una botte ordinaria fino alle fra-
zloni di litro, mentre questl reciplsnit non hanno una forma geometrica definita (e guiodl la
formmla cealeniata non pub es<ere che “mpirica), e dl pla sono afferti nefla loro costrozione da
Irregolarith imevitabili e aensibillagine ¥ (bmati 11 dire ehe le formule pla comunemenie naate

cOndusono B risultatl che bossomo differire dalln capacitd dirertamente misurato per piu di
tre centesimi della capacitd siesss), '
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~.essere sensibile; gli abbachi per il tiro delle artiglierie non. PO Sy
trebbero occupare che uno spazio insignificante fra tutto il m R
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eneralmenite scdade per gh ghielementi di' cotrezione), L L
Spesso Taggiungere un’approssimasione sufficiento anche, om0
abbaco: noi stessi ne demmo gis un esempio nell’ « ABbaco:peribAi i
calcolo della latitndine mediante un’altezza ﬂlIGIIJ]]IﬂBI‘]dJEIlE)’GG}J‘&“ (e
e altri se ne potrebbero dare per la formula che serve alla cor- *ﬁiﬁ; S
rezione dei cronometri col metodo delle altezze corrispondenti; i 5

2 X = ' G I R
per la formula che di la latitudine con la stells polare, .. otas LY VR L; :
Del resto, se 1'uso degli abbachi dovesse essere bandito dalle s

180 debha. estere assolutamente bandite, perch
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applicazioni perché il disegno non da sufficiente Hpprossimazione,; o

per la stessa ragione si dovrebbe bandire la Siatica grafica, ﬁ:r:*i ,

mnvece le applicazioni di questa recentissima scienza anments 0 ‘7o T

Sempre pil in numero e in importanza. A
§ 18. F'ra le .obbiezioni di minore importanza accenneremo;s i iy o

quella dell’ingombro che possono portare 1 vari abbachi occozrenti | ﬁ& )
in una determinata classe di applicazioni. Y q}&,f _

Ma a noi pare che neppure quests obbiezione, generalmente, . i3
regga. Cosi: gli abbachi per i ealcoli topografici dovrebbero ser- - 2k
vire a tavolino (¢hé in campagna 1 campagna i calcoli non si o J;%‘»}?
fanno) -¢ allora I'ingombro prodotto da pochi fogh non pﬂt.ljﬂb]qg;-.--};;j_"‘f{t'
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teriale che accompagne ogni cannone; gli abbachi per 1 caleoli di = g
navigazione potrebbero benissimo esser posti fra le nmumeroge . ..o
carte - idrografiche, delle quali ogni nave & fornita, o anche -/ %
in. questo caso 1’ingombro accennato sarebbe nsignificante; .... . AT
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8 19. Gli abbachi invece presentano sulle tavole numeriche %0

mnmerosi e indiscutibili vantaggi. FS VAl
Prima di tutto, se la funzione incognita & a due variabili ey
mdipendenti, nell’abbaco I'interpolazione si fa immediatamente ;ir‘_:ﬁgr,: 1Y
& occhio, mentre mella corrispondente tavola numerica a doppia ;- [isiviite
entrata occorre un calcolo numerico non molto breve. ' T
- Se la funzione & a tre variabili indipendenti, nna tavola nu-
merica a doppis entrata non basta pift ¢ ne occorrono invece
tante quanti sono i valori che per una di quelle tre variabili si.
vogliono considerare; mentre invece i moderni metodi della No-
rografia, permettono di costrnire degli abbachi per funzioni & un
numero (ualunque di variabili indipendenti. (**) E ¢i sembra no-
tevolissimo il fatto che con abbachi del tipo in questa mota in- /%
dicato (§ 2), si possano ottepere tutte le radici reali di un’equa~ ik
zione numerica completa di 3%, di 4°, e anche di 5° grado (%%) A
risultato, questo, importantissimo, perchd, se anche I’ approssima.- .
zione non ¢ sufficiente, si possono, con questi abbachi, TISparmiare
molt1 dei laboriosissimi tentativi indieati dall’ dlgebra superiore.

z'i V, fwvista Maritl, — Ottobre 1808,
**) V. Trofté do Nomographia, — pag. 312, 8292

(™) » s — falia pag. 933 alla pag, 841,
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SULLO SVILUPPO

in frazione continua della radice quadrata dei numeri razionali

L3

Usando la formolas di trasformazione

a (1& — 19 — .t —V3.0 — 3.0 )
e m 1

zﬂ'— F = &
B 17 o420’ wtme’ wtou ot

si puo svilappare in frazione continua ogni espressione di cui si conbsea nne svi-
lappo in serie. Lo sviluppo in frazione continua & anzi assai spesso piit comeodo: la
ridotta »" & egnale alla somma dei primi » elementi della serie corrispondente.

Uosl, quando vale lo sviluppo in serie di Mac-Laurin e sono diversi da 0 i
valori flO), F(O)...., f¥Y0),...., abbiamo

)= (@ —%.f10) ~ —z.f(0).f0) —2.f£0).f{0) )
1" 0 +=2.F(0) 2.f0)+2./0) B./M+=.7770) """ :
sicch®, ad es., per: — 1< & < 1, abbiamo:

[l—I—m]“—(L —a.2 —le—1%).2 —2.(la—2).z —3.(a—8).a
1’1+ﬂ-w'2+£a—ll-m'B-Hu~2:1.x*4+m—31-1—*""”)'

e In pariieolare:

Vi _(.1 —2 2.2 2.2.3.p» 8.82.3.% 2.2.%7.% )
e 1B 2 "B 2 — B, d B —b. ' 5. BT, o il

Questo sviluppo pero serve solo pei numeri positivi minori di 2 & credo non
ai sip ancors data una formola generale per lo sviluppe in frazione continna delle
radici guadrate dei numeri non interi e magziori di 2. i

In questa breve nota mi propongo di Jare un semplice e comodo gviluppo in

—

Y : e : /m - in

frazione continua periodica della differenza ]/—— — 1, indieando con — un gaaliogne
E n

numero razionsle maggiore di 1 ¢ non guadrato perfetto, o econ » la sna radice

: I : ; m .
quadrata 8 meno di 1, ossie il numero intero tale che sia: »% o 2= - (r + 1)-
n
g
' . m =
Dall'egnaglianza a=} — — » abbiamo
7
— &
m m m "
o e il —— + _,l- " _J_- E s
n 7 7 W — nr m — )
= — = =
/m- (* 4+ x)+r enr + nx . m— nyt
= - 2ny 4
7 2 - &
e quindi
(1) A (ﬂl —ar? wm— i m— "
n o 2nr 2r 7 8y '

purche perd si dimostri che tale frazione & convergente.
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Indicando eon N; s D, rispettivamente il numeratore ed il denominatore della
ang ridotta {=*, abbiamo:

N, =27 . Noyoy + (m —nr?) . Noy_y  , Nogjyr=2ns. Na;, + [1n — 27%) . Bay_y,
Dee =20 .Dop 1+ (m—ar®) . Dega , Dowpr = P . Day -+ (0 — nr®) . Dag—y -

Ricordando che at > nr?, facilmente si verificano per s =1 e, nmmesse per
ai dimostrano per s+ 1 le relazioni segnenti:

| | NH"l . DJ: — Nt . DH—I i. —] '[:--HI —_— ﬂ:'E}t+l
Du - f‘iﬂi-—ﬂji ' Dagi1=> 2nr . [41,?,,,:1. _

Ne scende immadiatamente che

Nt N, (m — np¥)tit
DH—'I. D. 2hr . {'d:l"i'?"aj‘
m T m — nr*
Ma da: »* < = < (# 4 1) seende: mr* < < Sar®, e gquindi 0 < L < |
la successione EH'} g’ , per ¢ crescenie, converge guindi a 0 assieme alla sue-
L 1 i
X m — nr®)’ . ) . _
cessione: ( T ) . la frazione continoa proposis & dunque convergente.
Essendo poi:
(yfm )
£ TUE ) . ,
1}_} . Ng];. | h po #J Nﬂp - 1
n N ol !
D!p"l‘ kl/;__rj -D'Ip—l
ne scends ‘
N-hq.]_ (V;I ) ( 1_‘?; ) Nh
U< — — ——|— :
Dag+1 n = n Dq,
" \ PR \ PR (‘VE . )
L (Vﬂ r) Dh{Dh—l n ' E
donde infine
|(VE__ ) Niss| -1 Nids N:I e (m—nr‘ﬁl
n Dirr| =2 |Dipr Def oot )

Cosi si comosee l'errore commesso arrestandosi ad una ridotta qualsiasi e Ffacil-
mente 81 vede o qual ridobia conviens arrestarsi per raggiungere una data appros

L . H _ [on 1
simazione. In pratica perd, per avers, ad esempio, la = 8 meno di 1000° hasta

procedere nel caleolo delle ridotte finché se ne trovino due conseculive, che, sspresse
in frazioni decimali, abbiano in comuns le tre prime cifre. Sommando ad r il valore

; / s :
approssimato comnne n gueste doe ridofte si ha la yﬂ coll’'approssimazione Ti-
n

chiesta.
Dalla formols (1) abbiamo peoi tosto la

V; (1 i — mat m—~n-r“_:m—~nr’ )

(2)

—

mn

111111

¥

P Dnr e o Oar

che ¢i da la radice quadrata d'un qualangue uumero razionale migore di 1 e non
quadrato perfetio, sviluppata in furzione dei suoi due termini e della radice a meno
di 1 del suo nverso,

Fadova, 1900.
Paoro CaTTaNEOG.

T
=R
b

-

o

1
I!"' 1]
. Py b T, e
s = e
—
i

,_
§ e 22
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BARICENTRO DI UX TRONCO DI PRISMA TRIANGOLARE

(QWISTIONE a460)

Se &', ', ¢ sono le lunghezze degli spigoli laterali i un tronco di prisma trian-
golare, B, A", C' i punti di mezzo 4i questi, il baricentro del tronco & i bu-
ricentro dei punti A', B, C" affetti dai coefficienti

Qa" 4+ 0" + ¢, a + 20 + ¢, a’ 4+ " 4 2¢'.

Sia ABC A'B'C’ il tronco dato ¢ prendiamo per assi dalle eoordinate le veite

CB, CA, OC'. 1I piano C"AB scompone il fronco In un tetraedyvo C'CAB =T, e

in upna piramide guadrangolare C"ABB’A’ = Pa,
11 baricentro K, di Py & guello dai punt:

U({,00,0), Bia 0, 0), A0, b 0), C"(0, 0, &),
affetti da coefficienti eguali, e percid le sue coordinate sone

(T b ¢

11?131—. ylzz,ﬂl I'
1l baricentro He del trapezio ABB’A” & sul segmenio limitato dai punti

s b’
rF ; L Fs il
a7 (0, 8,%) B (w 0.5),

e lo divide in dne parti tali che
AHe 204+ o
HqB"  2a" 40" .

percid Je sme coordinate sono
,_a@+a) L, b2 +b) o talt’ + U
3e” +b6)°' 7 B +b)’ = 3a -+ b)

Il baricentro Ko di Ps si trova snl segmento limitato dai punti C'(0, 0, ¢') e
He, & lo divide in due parti tali cho sia

L3

CK_ 3
KeHas 1°
Le sue coordinate sono dungue
R T /7 St
X =— i s Wl — ‘i 3 g i— _1: ¥
OVYETO
al26" 4+ a ) b(2a" + &) a?+b2+a'd fac 40
3 = ’ n y']— f Fy ! 3= . ¢ -
ia +0) sila + ) Yo +0)
B facila veders che
P_1 il
Pg o l'ijlr '+' b’ ;

percio il baricentra del tromee & il baricentro dei punti Ki, Ks, affetti da eoeflicient 1
¢', ' + 1. Le sue coordinate sono dungue

S - (a' + b )m cyp A (o 8 dat (6" 4 b}z
: ﬂ.r_l_br_i_;l ' ¥y= ﬂl_]_br_l_cr ¥ = ﬂr__l_b.-_l_ﬂr ?
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ovyaro
y—oa a + 2"+ ¢
B (T e Sl
96" + 1 + ¢

Y= Ee b +0)
e a'* L h it b F e b’
Alg" -+ " 4+ ¢) '

Queste sono ancha la coordinate del haricentro dei punti

r
AV ({}, b, %: affetto dal coefficiente 20" + 3" + ¢
B (u, 0,2 : I
2)
#
o (n, 0, %) , RS SRR

(3. Lazzeri,

NOTA GEOMETRICA SULLE QUISTIONI 73, 307, 48

1°. Sieno D ed E i piedi delle biseitrici interne degli angoli B e U del triangolo
ABC, Supponiamo tre forze eguali F & dirette secondo BU, BA, AU rigpettivamente,

Le due prime smmetfono una risnliante diretta secondo la bisettrice interng
dell’angolo. B e per conseguenza la risultante generale del sistema delle tre forze
passa per D. La prima ¢ la terza ammettono una risnltante diretia seconde CE
e per conseguenza la risultante generale passa pure per E. Ne segne che (uesta
visnltante & diretta secondo DE, & che per ciaseuno dei suoi punti la somma del
momenti delle tre forze & nulia.

Sieno dungue P un punto qualunque di DE e z, y, z Jo sue distanze dai ire
lati del triangolo; si avra

z . FP—y . F—z.F=0,
=y 1 2.

90 Sieno Fy, Fa, Py tre figure eguali ed egualmente disposte; si sa che si pos-
sonp considerare come lo simmetriche di una figura eguale ad ¥ rispetbo al fre
lati del triangolo Oy, Os, Os di ¢ui i vertici sono 1 punti doppi delle figure ¥z @
Fo. Foe Ty, Iy e Fo. Se P ammette come simmetrici rispetto ai tre laki i punfi
Py, Pa, Py, 81 sa inollre che la eirconlerenza 1Y I’3P» ha per eentro il punto goniu-
gato isogonale di P nel Iriangolo 0,0:0;, SBa P descrive una rotta, ® deserive la
trasformata isogonale di questa ratta, ciod una conica circoscriita al triangolo
040203, della gnale & facile deferminars la nabura.

80 1'eminents Prof. Mannheim della Seuola politecnica di Parigi mi ba comu-
nicato una soluzivue geomstrica quasi evidente della prima parte della quisiione 463,

Sia € il punto di mezzo di AA’, ed O il punto di mezzo di FF¥ 51 avyra

FU-I—{TO:%{FP+PF']=:L

Dungue
F( 4+ CO=FC + CA,

CO=CA=CA"
L'angolo AQA' & dungue mote.

@ per CONSegUENZA

Droz-FarNy.

B e T Y Lo
A R .

+am

——
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RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 485, 487, 488, 440, 43

Z%5. Se lungo le tangenti ad un'elica circolare si riporta, a partire daj
rigpettivi punidi di contatio, wn segniente costania 1, i1 luogoe degli estremi di guesto
3 una ntoen elica eircolare, gineentz in un cilindro parallelo o quelio della prima;

la grale taglio le tongenti di essa SOUD i‘nngolo costante § = arc lang —, dove ¢
F

& il raggio di prima curvatura delic drta elica. Inoltye fra gli angoli Y ¢ Y1 sotio

eni Velica comziderata e quella resultanie tagliano le generatrici dei rispetiivi ci-

lindri, prssa la relozione: cosyr = cos7 . cosb.
M. Criwi

Risoluzione del sig. G. Marleiia, studente della R. Universita di Calania.

Sia ¢ la tangente all'elica C mel punto P, o sia Py un punto di ¢, in modo
in essere PPy — 2. Per P, tirisi il piano normale alle generatrici del cilindvo in
eni trovasi la O, e siano K ed O i punti in cui questo piano incontra rispettiva-
mente la gensratrice del cilindro passante per P, e 'asse del defto cilindro. Nel
trisngolo rettangolo PEPy & costante I'ipotenusa I'P; e 1"angolo elicoidala v,
guindi sark costante il cateto KPy. Ne! triangolo rettangolo OKP; & costante 1l
cateto KP,, e il caieto OE, quindi 2 costante | ipotenusa OP;, e citv dimoslra
¢che il luoge dei punii come Py & mna curva (i, tracciata in un cilindro paral-
lelo a guello in cni & la C. Se & e la tangente alla curva Cp in Py, Ja 41 deve
pssere ¢ nel piano fangente al numovo cilindro lunzo la generatrice g passaute
per Py, e nel piano tangente all’elicoide sviluppabile 11 cui spigele di regresso
& la C, lungo la PP, il guale piano tangenie & il piano osculatere alla C in P,
Nel triedo di spigoli ¢, #1, g1 & coslante la faceia tg, I'angolo delle g1 e ¢ perche
retto (essendo C una geodetiea del cilindro), ed & anche costante 'angolo dells
ign @ thiga perché uguale all'angolo costante K(O)P; per avere rispetbivamente le
facce perpendicolari ai lati del detio angolo. Adungue & anche costante 1'an-
golo hign =1, ciot la curva Uy & anch'essa un'elica.

La trigonomstria sferica ci di poi:
lseny |

_ . R . S &,
tgh = seny . tg [K(O)g:] = seny . oK — ™ - OR 5

el auche si ha; cosyy = coay , cust.

Alira risoluzione de! Prof. Piccioli.

WG e Trovare lo inviluppo del sistena d'ellissi
3 2
L=l -y

cos®*a © sen’a

Pract.

Risoluzione del Prof. Relali.
Ponendo sen®a — h, 'equazione del sistema o

Bl —yt—h. (1 -2+ 20—t y=0
ed egungliando o zero il discriminante, abbiamo per equazione dello inviluppo cercato
o=yt —y+ 1)+ (1 =2 =0
nns quartica dell’oliava classe con due punti doppl di inflessioni, ano dai quali
all’ infinito.
Altra risoluzione del Comandanie Barisien.
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AMS, Di un triangolo ABC non reifangolo ¢ data la base BC; gual’é il luogo
geometrico del vertice A, sopendo che la distanza dell’ ortocentro dal centro del cer-

chio cireoseritlo ¢ uguale alla metd di BC?
Droz-F'arxy.
Risolszione del Prof. Cardoso-Laynes.

Prendiamo per origine degli assi roitangolari il punfo medio M, di BC e sia
M,C I'rsse della z. Essendo O ed H il circumeentro e 1’ orfocentro, supposto BC=2d
ed A =(a,y), si ha

' g a3 — M _ -'.;"'
OE(D.;E Ty 'P) ; H_:,.(:ﬁ m)
2y y
e, dovendo essere OH = d, avremo per il luogo di A 1'equazione
oy =t _gagoet
L ¥ 2y
la quale, dopo semplici riduzioni, diviene

(z* -+ ' — a9z + y* — 9d%) =0  (circolo ed ellisse)
Ma il circolo nom fa parte del luogo richiesto, perche si esclude che ABC sia
rettangolo; resta dunqgue l'ellisse
z y* 1
@ layBpT
Usserpazione. — Se, pill in generals, 3i suppone [HO| = 8, (8 = d), s ha per 1l j‘%
lnogo eercato Iz quartica %‘-‘%ﬁ
927 -+ 102%* - o' — 24%8d* 4+ 28%) — 18 @%2% -+ 8 d¢ =0 b
¢ poichd I'equazione contiene z, y soltanto con esponenti pari ed il discriminante 25
& A = — 36(@* — »%), lx quarktica si spezza in due coniche solo se &&= d (caso r;,;{}

considerato dalla questione 488),
Allra risoluzione del Comandante Barisien.

290. Da un punto 1 della tangents nel pertice di una parabola si conduca 3'5|
wune corde PQ che dncontri U'asse in A. Sia A’ i simmetrico di A rispetlle a 1; § ‘?t‘:.*
guadtro punti A, A", P, Q formano un gruppo armenico. j}

Bagrigrexn,

1* Risoluzione del Prof. Relali,

Per wn corollario melto noto del teorema di Desargues. se una irasversale
Sega ung conica in dus punti P, due sue tangenti in I1’ e la corda di contatto
in &, quest'uitimo punte & un punto doppio dell’ involuzione definita dalle coppie
FPQ, 11" {v. per es. CrEMONA, Geom. Projeitive, pag. 141), Assumendo per la tan-
gente passante per 1° Ia retta all”infinito, abbiamo il teorema: Se da un punto I .:‘:'4__
di una tangente (qualunque) di una parabola 8i conduce una corda PQ che seghi =4
il diametro passanie pel punto di contatéo in A, » prendiamo il simmefrico A’ |
di A rispetio ad I, i quattro punti AA’PQ formano un gruppo Armonico.

2% Risoluzione del Proi. Cardoso-Laynes.

Infatti la parvallela » condotta per A’ alla tangente nel vertice & la polave di
A rispetto alla parabola (perché se A” & il punto d'incontre della » con 1'asse

della parabola e V & il verties di guesta, & evidentemente A"V =VA); segus ’
immediatamente da cid che & (A'PAQ)= —1.

Allra risoluzione del signor Marletia, siudente dellza R. U. di Catania. T‘—
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Z93. Dimostrare le identilit :

s

2 dx 1
o 1+senx

b

ff[l — sen®x — vos® x)dx 1
0

SEn® X co8* X 2

=

3(sen x + cosx + Z)dx l
o (14 senxjll 4+ cosx) 9

Baxisizs.
Risoluzione e retlificazione del Prof. Retali.
Si ha
dz a . 3 dx o w).
14 cosx tg_i’ ™ mnt.anﬂu::m-i——:c.fl - sen & tg(2 4)'
.E dx E fax ‘ -
dunqueﬁ L omi -/: T cos 1. 11 terzo integrale proposto pub seri-

= al

- B e dx
ersi | . o,
vers j; e [1 e ha per valore

Quanto al 2* integrale s1 riduce subito a integrali immediab ; infatti 1’ inte-
grale indefinifio &

dx sen r dx coS T ax
7 g — tg x — cot # — sec x -+ cosec
san” o cos? T costz sen‘xr
by
sen g ——
: ) 4 P
e, osservando che il secondo membro & eguale 8 - = = troviamo per
¢05 — CO8 {— — —-)
s |73

1" integrale definite il valove 2.

QUISTIONI PROPOSTE

497. Sieno dati due cerchi ¢ e ¢ e supponiamo che una tan-
sente mobile & ¢ incont® ¢ in P e Q. Da P e Q si conducano le
seconde tangenti al cerchio ¢, che s inconfrano m M.

1°. Trovare il luogo del punto M.

2 Se MP ed MQ incontrano rispettivamente ¢" in P e Q’, fro-
vare il luogo del punio d'incontro delle due rette PQ e P'Q.

3% Trovare il luogo dei centri delle iperbole equilatere passanti
per i punti P, Q, P’ e Q.

.-N. BaARISIEN.
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498. Per a ed n interl e positivl si ha
N ] Lo 1 e s
= (i) ) )t

sl o1
p— (a1 oo (@ F 1y 2

499, Sia ¢ una curva piana riferita ad un sistema cartesiano
0X, 0Y ed M un suo punto variabile. Si riporti sulla perpendicolare
condotta da M all’asse z, a partire da M e nei due sensi, il segmento
OM e sieno MP ed MQ tali segmenti; i punti P e Q descrivono una
curva ' si studi la trasformazione (0, ') ¢ sidimostriin particolare che:

1° se C & una refta, (' & in generale, un'iperbole equilatera.

92 se (! & un circolo di centro 0, €' si eompone di due eireoli.

20 g6 (! & un circolo tangente all’asse x i O, C' & un #rifolium retto.

4" se¢ C & un circolo tangente all'asse y in O, €' & un folaum doppio.

5° se (' & una strofoide retta col vertice in O e avente per asse
l'asse %, (7 si compone di un circolo e di una Cissoide di Diocele;

6% g6 O & una cissoide di Diocle con la cuspide in O ed avente
OX per asse, U’ & una gquinfica bicircolare. (Si studi tale curva spe-
cialmente nell’intorno del suo punto quadruplo.)

7° se O & una Cappa che ha il punto doppio in O e tale che la
tangente in O sia l'asse della z, (" si compone di due strofoud: rette.

% go (! & nna krenzeurva equilatera che ha per assi z e g, U gl
compone di due inverse di frifolium retéo.

b

. Carposo-LAYNES.

500. Col centro sopra un cerchio K* di raggio uno si descrive nel
medesimo piano e con raggio 13 un altro cerchio C*: dimostrare che
in questo secondo cerchio possono inseriversi infiniti esagomi cireo-
seritti a K%

601. Dimostrare che nella quartica avente per equazione (assi
rettangolari)

(2% L o — dar (2® — o5 + da* (27— 3y7) = 0.

1%, Le quattro tangenti condotte alla curva da ognuno dei suos
due punti doppi A e B formano un fascio SO IIRNATINONICO.

90 elle otto tangenti doppie, (uattro sono immaginurie & gnai-
tro reali; queste ultime, due delle quali sono isolate, concorrono 1n
un punto, e gli otto punti di contatio sono sopra un cerchio. Tro-
vare le otto equazioni delle tangenti doppie.

3°. Se P e un punto arbitrario della quartica, I'ortocentro del
triangolo PAB cade sulla eurva.

502. Dimostrare che nella guartica binodale della quistione pre-
cedente possono inseriversi esagoni di Steiner.

503. A ¢ B sono i termini di un diametro di nn cerchio fieso K*
un raggio variabile p del fascio B sega in P il diametro perpendi-
colare ad |AB|, e I'asse del segmento BP taglia il cerchio in Py o Py:
trovare il luogo dei punti d intersezione di p coi raggl AP, , |APal.

. - ; . . i, g
. Ly = = ) " -y & L 1 i
LA ' " e R A et (L NP e P Thad
} . i S "1 T) e B Y AT iy bar g w i - ¢ - a
- = 1 T - - ) - it +F 3 A 2 [
-':: e o --.H-l.- - ok o A . .'_ll P i Ay I'-:\r._\. 1 o y oo e :' -a' i e s ol .\:‘-_..-. i AL b
==, 1 A - n - — & = 7 G L
..T ‘.‘J’," - ' I-, ."_"'"'I'j"-n. I_Il i = _r'i- T-i:li_rr .||-I:.|_:." r =Tt O ) i i = l.-. ] — . St '
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504, Inviluppo delle iperboli equilatere che passano pei lermin
di un diametro d'nn cerchio fisso & Segano guesto cerchio sopra una
tangente variabile d'una curva (i generale d'ordine . Luogo del
centri delle medesime iperbol equilatere.

505. Inviluppo delle iperboli eqnilatere che passano pei termini AB
1i un diametro dun cerchio fisso K* e segano questo cerchio sopra
una tangente variabile dum altro cerchio C* col ceniro sopra (ABI.
Costruire le tangenti doppie dello inviluppo e i corrvispondenti punti
di contatto; le tangenti stazionarie coi corrispondenti flessi; le tan-
genti nei due punti doppi che la curva inviluppo possiede ; le tangent
che arrivano alla curva da questi punti doppl

Eeaminare il caso particolare in cui OF ha A per cenlro, € perT
raggio il lato del triangolo equilatero inscritto iy ™,

EDG. Sono dati in un piano due cerchi K2 Of ed AB sono 1 ter-
mini del diametro di K* sulla linea dei centri; da un pumntbo variabile
P di (® si conducono la perpendicolare p ad AB| e la tangente |Pw|
a K° Determinare il luogo dei punti d’ intersezione di p con le
rotte ImAl, lwB| che uniscono il punto di contatbto w con A e B.

V. RerTALL
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B. N1gwESGLOWSKI er L. GERARD. — Cowrs de géométrie fémentaire a
I'usage des éleves de mathématiques élémentaires, de mabhéma-
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des candidats a I'agregation. — Parig, Carré et Naud.

G éoméirie plane, 1898.
G éométrie dans Uespace, 1899,

Questo lilro si distingue Jai libri congeneri per la gran guantita di materia
saceolfa in un volume relapivamenis piccolo, @ per usn bens intese spinto di mo-
dernita ¢he bha indotto i dne egregi antor & introdarre molti concefti fin (il
poeo asati neglt elementi, come la teorin delle antiparallele, del vettori, delle
varie trasformazieni del plano & dello spazio, ece. — Abbiamo notato con pincers
¢he in questo libro sono <tali sceettati per la prima volia in Francia (se non
errinmo)} alcuni concettl proposti da autorl itnliani. Per es. la teoria delle paral-
lele precede quelln delle perpendicolari, come nei trattati di De-Paoclis, Lazzer] e
Bassani. La teoria della simi tudine segue quella dell'omotetia @ viene usata la
seguente definizione adoilata per |a prima volta nel trattato di Linzzeri ¢ Bassani:
Si dice che date figure sonoe simili, quendo Puna di ¢sse & nguale ad una nmoletid
dell'altra.

i fatto un largy pesio al teorema di Stewarh ed alle sue molteplici & nume-
vose applicaziont.

I} primo volume (geometria piana) & diviso in quattro libri, il 1° de1 quali consia
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di otto capitoli che trattano degli angoli, delle parallele, deir poligoni, delle perpen-
dicolari e oblique, dei casl di eguaglianza dei triangoli e del parallelogrammi.

11 20 libro & diviso in sei capiloli, che iraftano delle corde e archi di circolo,
delle tangenti e normali, delle posizioni relafive di due circoli, della misura degl
angoli, delle costruzioni geomelriche pili comuni, degli spostamenti delle Ligure.

[1 8° libro, ehe & il pini notevole per la varieta degli argomenti, si eompone
di otiv eapitoli, e cioé:

1. Vettori. Contiene le prime nozioni sull'equipollenza o Ia divisione armo-
nica dei segmentl. A dire il vere non sappiamo quale sia il nesso fra quesii
due argomenti,

20, Linez proporzionli.

3°. Figure omotetiche.

4°. Figure simils.

3%, Propriett metriche del triangolo, del guadvilalero, del circolo, ecc. Contiene
1 teoremi di Prtagors, di Carnot, di Stewart ece.. la pofenza di an punto rispetto
ad un cireolo, le antiparallele, la feoria degli assi radicall, ece., ecc.

6o, D'yeversali, polari. inversione. Contiene i ieoremi di Menelao ¢ Ceva, la
nozione di rapporto anarmonico, la feoria della polare di an punto rispetto ad un cir-
colo, i teoremi di Pascal @ Brianchon per il circolo, I'inversione, i vettori isogonali,
la vostruzione del circolo tangente a tre circoll col metodo di Faiché.

1° Poligoni regolari.

8°. Lunghezzn delle civeonferenza.

il libro 4° & divise in due soli eapitoli, destinati il primo alln misura delle
aree, Il secondo ul confronto delle aree.

II volume termina con tre note, nella prima delle quali & svolta brevemente
la teoria delle grandezze, nella seconda sono studiate le varie trasformazioni del
piang e le composizioni di queste, nella ferza & tratiata rigorosamente la teoria
dell’equivalenza, che nel voloine & sindiato senza troppo rigore.

Accenuneremo ad alcune pireole mende.

1 postulaty fondamentali non gono stabiliti con tutto il rigore & 'esattezza desi-
derabile, cosieché nella dimostrazione del teorema: per tre punti passa un solo
piang 81 trovanc mom pochi sobfintesi.

A pag. 285 81 trova la seguents definizione si chioma area Uestensione di una
parte limitatn di superficie, la quale definizione, che & del resto quella nsata dalla
maggior parvte dei traltakisti, ¢i sembra eche non definisea nulla.

Il volume secondo contiene la geomefria solida divisa in tre libri (libro 29,
6% & 77, le curve usuali (libro 8°), i complementi e quattro Note.

Il Hbre 5° & divise in diciapnove capiloli, dei quali primi lkre tratiano delle
proprieth fondamentali del piano e delle rethe nello spazio, i 4° delle reite e piani
perpendienlari, 11 5¥ dei diedei, 11 89 dei prant parslieli, 11 7% del piani parallel,
'8 delle proiezioni ortogonali, il 9° degli angoloidi, il 10¢ del rapporto armonico
di quabttro piani di un fascio, ' 11° delle traslazioni e rotazioni. Per la siminetria
dell"opern sarebbe sinto preferibile che in teoria dei piani parnlleli precedesse quella
del piani perpendicolari, o somiglinnza di quanto era stato fatto nel primo volume.

1l libro 6 confiene nei primi tre capitoli le proprieta generali e le misure dei
poliedri, nel 4° eapitolo la simmetrie e nel 5° ad ultimo T'omotstia e la similitudine.

E notevolo la considerazione del tronco di piramide di seconda specie, G108
della figura che si ottiene tagliando i prolungamenti degli spigoli di una piramide
con un pigno parallelo alln bhase.

I.l libro 7°, diviso in otto capifoli, & destinato allo studio dei corpi rotondi. —
1 pramt eingque eapiloli contengono le proprieta gemernli e le misure telative a
tali corpi. — T papitoli 6* e 7° frattano dei piani radicali e polari o dei sistemi
di sfere, I'8" la geomebria sulla sfera.

L hbn:: 5" contiene una trattezione elementare aceurata e abbastanza estesa
delle proprieti: dellellisse, del]” iperbole e della parabola, prima considerate separa-
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tamente nei tve primi capitoli, menire nel 4* sono esposte 1o proprieta gomuni &
tali curve, e mal 5° eapitolo & studiata l'elica cilindrica.

1 complementi sono divisi in otto capitoli, il 1° del quali, notevolissimo, studis
gli spostamenti delle figare solide indeformabili, come risultanti di simmetrie.

I capitoh 2, 3o, 4° 8 ° conbengono in sunto 1'ordinaris geometria proietiiva
piana; 1' 8 conliens le proprieth generali del poliedri, in base al teorems di Bulero.

Le note 1% a 2* si riferiscono alla simmetria e alle coordinate teraedriche, la
95 dk una trattazione yigorosa dolla teoria dell’equivalenza dei poliedri, 1a 4* studia
le goodetiche della sfera. .

-_-—-I-H
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Atti del R, istituto Venelo di scienze, lettere ed aril,

Tomo LVIII, Serie VIII, disp- 4-5. — (. A. Dell’ Agnola, Estensione di un teo-
rema di Hadamard.

Memorie della R. Accademia delle scienze dell’ Istiluio di Bologna.

Serie V., Tomo Vi, Fasc. 4 — L. Donati, Osservazioni sulle equnzioni di Hertz
e znl teorerma di Poynting,

Rendiconto delle sessioni della R. Accademia delle scienze nell’ Istiluto di Bologna.

Nuove serie, vol. J11 (1208-99), Fasc, 4. — 0. Arzele, Sulle serie di funzioni.

Annali della B. Scuola Normale Superiore di Pisa - Scienze fisiche @ matemaliche.

Vol, VI (dells Serie, Vol. XXI). — 0. Niceletti, Qnlla trasformazions delle
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gruppl di Tnovimentl e simiiitndini nello spazio a - T dimensioni, — P. Benedetti,
Snllp teoria dellp forme iperalgebriche, — 4. trineomizi, Sulln carrispondenza fra
1a (Geomelria conforme di Sy e 1 Guumelria proicttiva dello spazlo ordinario.

Annali del R. Istituto Tecnico & Naulico di Napoii.
Anno XVI (1899). — F. Cannizzo, Studic sopra due dleterminanti.

Annali di Matematiea pura e gpplicata.

Milano, Tomo 111, Fasc. 1-4. — Baire, Sar les fonctions de variables Téelles. —
Dini, Studi sulle equazioni diferenziali lineari. — Bianchi, Sulla feoria delle tra-
sformazioni della superficie a8 curvatura costante. — Vitali, Sull'operazione funzin-
nale rappresentata da un integrale definito, riguardato come glemento di an ealcolo.

. N. B. — Gli articoli sogwall son astariseo sone inviali dal comitato di redazione del!l’ Asxwouii-
zione MaTHESIS
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Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.

Fase. 6% — Poincaré, Complément & I'dnalysis Situs (Continuaz. & fine). —
Picard, Sur les sistémes de lignes tracées sur una surface algébrique. — Ciani.
1 warii tipt poessihili di qnartiche piane pin volle omologico-armoniche. — Stnd-
nicka, SBur la périodicité de la fonetion sin 2 of cos x. (Démostration sans paroles.) —
Giudice, Rettifica allge memoria. * Introduz, alle coordinnte triangolari e tetraedriche .

Il Pitagora diretto da &. Fazzuri.

IFrse. B° — F. Palatini, Teoria della misura (Cont. e fine). — D. Gam-
bieli, A proposito di una formali di Fermat. — 4. Drez-Farny, Nota di Geome-
tria. — L. Bosi, Ancora intorno alla dimostrazione di un teorema sul polinomio. —
Archita. — @. Galhreei, Un Leorema sul triangolo — Teorema intorno a quantita
proporzionalli — Varietic

Fase. 1° dell'anno VI (1000). — €. Burali-Forti, Sui simboli di Logica ma-
tematica. — €. Ciamberlini, Generalizzazione di alcune definizioni date in (Geo-
metria elementare (Contin.) — d., Una domanda agl insegnanti di Matematica, —
G. Del Prete, Sulla teoria delle operazioni aritmetiche — Metodo d’Archita per ln
soluzione del problema delle due medie properzionali — Snl minimo multiplo, —
G. Riboni, Confribute allo studin del friangolo — Temi a eoncorso.

I Bollelino di malematiche e di scienze fisiche e naturali. — Gioroale per la eoltura
dei maesiri delle scuole elementari e degli alunni delle senole normali, diretto
da 4. Conti (Bolognn).

Fase. 1° dell'anno . — (pnti, Due parolae d' introdnzione. — Seoto, Per uno
svolgimento puramente geometrico della teorin della similitudine dei poligoni. —
Del Prete, Sopra aleone definizioni in Aritmetica (Nomero, (randezza, Quantiti). —
Flores, Pro-Agraria. — Bombicei, Dopo gli spari di Casal Monferralo. — Conti, Pro-
digiose invenzioni d'nn maestro — Rubriche infermediario-didattiche — Qunestioni.

Fage. 2° — Lettera del Presidente dell’Associazione * Mathesis yo — Buzzi
Lia genesi del calecolo numeraie attraverso |' evoluzione. — Gherardini, Sui movi-
menti delle stelle, — Suoto, Rivista storica. — Dl Prete, Fra 1 nuovi libri di testo,

Fase. 3" — Conti, Forme da evitarsi nell’ insegnamento dell’ Aritmetica e
della Geometria. — Hory, L'aro unell' Eritren. — Ravaglin, Un po" di geografia
fisica. — Seofo, Rivista storica (Continuazione).

Fase. 4° — Ciamberiini e Conti Corrispondenza. — Buzzi, La zenesi ece.
(Continnez.) — Nesd, 1 Cam picetlo comesnssidio all'insegnamento sgrario elementare.

Fasc. 3". — Garbierd, 1l huon senso nella risolazione dei problemi aritmetici, —
Neri, A proposito del mnsen scolpstico. — Dol Prete, Sopra alcune definizioni
in Aritmetica. (Le operazioni avitmetiche - Addizione). — Scofo, Rivisia sto-
riea (Coniinuaz.) — Rivista bibliografics.

Irase. 6% — Conti, Forme da evitarsi ecc. — Trevisan, Perpendicolarita e
verticaliba. — Griffini, A proposito celle distinzioni fra corpi viventi e corpi

non viventi — Rivista bibliografica.

Nouvelles Annales de math. 'ome XVIII, 1899 (Paris, Gaulhier-Villars.)

Fasc. 11° (novembre). — Primo concorso dei * Nouv. Annales » pel 1900, —
£, Collignon, Problemi diversi sul metodo inverse delle tangenti. (Prohlema di
da Beaune ¢ problemi connessi). — H. Picrioli, Sopra alenve guaistioni delln teoria
delle eurve a doppia curvainra (I'A. dimostra che l'elica eilindre-coniea non giace,
in generale, sopra un cono di rotazione, poi da due teoremi relativi alle lossodromie
e alle geodeticlie del cono). — Lefebore, Studio di nn sistema di due specchi sfe-
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rici (1'A. studia le riflessioni multiple che ai producono in un sistema di dne speechi
sferici; da nna classificazione dei sistemi di specchi fondata sull'omografia e co-
struisce gli slementi delle immagini mediante le teorie della invelnzione o della
omografia; finalmente trova le due condizioni geometriche necessarie aflinche 1l
npumero delle immagini sta limitato). — S (., Delle arta @ manifatiure, Coneorso
del 1899, seconda sessione — Bibliografia (Essai eritigne sur I"hypotézse des atomes
par M. 4. Henneguin) — Solation de la guestion 1790 (E. Genly).

Fase. 12Y (dicembre). — N. Saltykow, Qulla teoria delle equazioni linear: alle
derivate puizinli del 1° ordine d'ans sola funzione. — . Lacowr, Sul moto d'un
solido pesante attorno a un punto fisso (Applicazione delle fanzioni ellittiche allo
stndio del mote della trottola: 1'A. ritrova le formnle date dai sigg. Klein e Som-
merfeld & p. 420 della loro * Theorie des Kreisels , evitando una ceréa superficie
4i Riemann da essi utilizzata). — 17 Jamet, Sul problema d'analisi dato all'aggre-
gazione nel 1899. (LA, stabilito il significeto geometrico della quistione, la gene-
ralizza sostituendo nna guadrica quslungque al paraboloide che figura nell’'enun-
ciato) — Certificati di studi snperiori delle Fac. di scienze (Inglio 1899). — Caen,
Quistioni proposte 1831-1832 — Lisla delle guistioni (in numero di 253) rimasie
senza soluzione al 31 dicembre 1899,

Mathdsis, recuel mathématique eic, par MM. P. Mansion et J. Neuberg, Tomo IX,

(fand, A. Hoste, editeur.

Fasc. 6° (giugno 1899), — F. Mangion, Coniinuiia is senso analitico ¢ eonti-
nuith in senso volgare. — (. Loria, (teneralizzazions d'un problems di miwimo
classico (dati in uno spazio euclideo lineare a 7 dimensioni 8, »n 4 1 punti Ao,
A1, ....A, trovarne un altro X tale che la somma delle sue distanze ai punti dati
sin un minimo: se la distanza del punto incogeito da A, & d e ¢ un fattore di
proporzionaliia, I'A. trova p = ! Vol (XAj41. ..+ AnAo.... Agja) . d;; pol dimosira
che, analogamente a quanto accade per n =2, un punto X che soddisfa alla qne-
stione & in generale iale che le semiretie XA, dividono lo spazio attorne ad X
in -4+ 1 parii eguali) — 7, Gérard, Sul punto di Frégier — Varieta (Accademia
delle scienze ecc. di Tolosa; Soggetto del premio di Matematiche da conferirsi
nel 1901) — Bibliografia — Risoluzioni di quistioni; 1126 (Droz-Farny) ; 1174 (4.
Gévard); 1180 (V. Cristesco e Barisien); 1181 ( Bicysens, Barisien & Déprez); 1196
(¥. Refali); 1200 — Concorso I'ammissione alla Senola politecniea di Parigl —
Ouistioni d'esame — (nistioni proposte 1223-1226.

Fase, 79 (luglin) — G Firvndina, Hulle spivals logavitmica (sapngizione delle
principali proprieta note di questa cnrva). — A, Demonlin, Dimostrazione geomelrica
di une proprieta delle linee assintetiche d'una superficia rigala. (Si fratta del teo-
rema notissimo: guattro linee assintotiche eurvilinee d'nma superficie rigais segano
una generatrice Teblilinea variabile in gquattro punii di rapperto AIArMONICO CO-
stanta.) — L. Orlando, Sul ecorchio langente 4 tre cerchl datl. (oluzione nota del
problema d”Apollonio.) — Noie tgltamu.ti{:ha: Sulla determinazione di alcuni inte-
grali (Barisien); Bopra un teorema di Geometria elementare (Volkof); Sepra un
toorema del sig. Droz-Farny (Newberg); Suni triangoli sforici (Neuberg); Sull'iper-
bole equilaters (Barisien); Teorema sni nameri (G. de Rocquigny) — Bibliografia.
(Notes de Bibliographie des coarbes géometrigues, parbie complementaire, Par
H. Brocard) — Soluzioni di quistioni: 1185, 1187, 1201 (Deéprez, Emmerich, Ba-
risien); 1204 (V. Reiali); 1209, 1208 (Bawrisien); 1207 (Emmerich) — Quistioni di

esame 894-897 — Quistioni proposte 1227-1230. B
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Bullettin de sciences mathémaliques et physiques, di M. B, Niewenglowski,

Fasc. 2° (15 ottobre 1899). — N. Plakhoico, Aven del quadrilatero inscritii-
bile e eircoserittibile. (Da le notissime formule dell'nren in funzione dei lati,) —
L. Gérard, Geometria del circolo. (Richiama le principali notazioni & definizioni:
e iratte del circoli cofagciali) — Preparaziono agli esami — Questioni risolute —
Questioni proposie.

Fase, 3° {1 novembre 1809), — Soluzione premiata del eoncorso generale (1569)
di prima classe moderna — Preparazione agli esami — Quest. risolte — Quest. prop.

Fase. 4% {15 novembre 15899). — @G. De Roequigny - Adanson, Questioni d'arit-
metica. (1 numeri naturali disposti in linee orizzentali, in modo che la somma dei
termini di un'orizzontale qualungae sia la somma di due cubi consecalivi — Ge-
neralizzazione) — Altra soluzione premiata nel concorso generale di prima classe
moderna — Preparazioni agli esami — Questioni risolute — Questioni proposte,

Fase. 5° (1 dicembre 1889). — @. L. Gérard, Geometria del circolo (Conti-
maziene v. Fase. 2) — Dimostrazione diretta di alcuni teoremi di Affolter, che
orilinariaments si dimostrano eoll"inversione — Preparnzione agli esami — Que-
stioni proposte.

Fase. 6° (15 dicembre 1899). — E N, Barisien, Sullo seconte in dentro e in

fuori. (Indicando con ¢ lo sconfo commereiale o in foori, con E lo sconito in dentro
3 1 2

e Ky nn'alira specte di sconto che 1'A. congidera, si trova — -} B ¢ E< e
1

E
<_ k) — Preparazione agli esami — Juestioni proposte — Questioni risolute — Bi-
bliografia.

Fase. 7° (1 gennajo 1900). — L. Gérard, Geometria del circolo (Continuaz, Tan-
gentl comuni a dus e a tre circoli) — Preparazione agli esami — Questioni riso-
lute — Questioni proposte.

Fasc. 8° (15 geunaio 1900). — E. Hebuffel, Sn un teorema di Casey. 1l Casey
aveva dimostrato, servendosi della proprieta dell'inversione che, dati (uatiroe cir-
coli 8;, 8, 85, B4, indicando con ¥, lo lunghezze della parte di tangente esterna
comune ai dae circoli 8;, 8§, si ha:

e o bag + lea . Uy = Ui . Tay.
Il Rebuffel dimostra lo stesso tesrema per altra via; e ne stabilisce il teorema
inverso. — L. G., Angole sotto il quale si vede dal fooco d'una conics il segmento
di tangente molile cornpreso fra due tangenti lisse — Preparazions agli vsmnl —
Quosiioni riselute — Question proposte,

Fase. 9% (1 febbraio 1900). — @G, Lehr, | teoremi di Tolomeo (ottiens guesti
nodl teoremi sul quadrilatero inserittibile dalla relazione di Stewart). — G. Fon-
iené, Sistemn oriogonale di sei puntt. (Definito come sistema ortogonale di sei pnoti
quelio in eni il piano di tre de' punti & perpendicolare a quello degli aliri tre,
detormina il numero delle condizioni necessarie per stabilirlo : rammenta alenni noti
teoremi o dimostra che : Data un’unica condizione, esiste un punlo da cui 8f vedono
‘e dieci divgonali @un esaedro completo sotto un angolo retto.) — G. De Rocqui-
gny-Adanson, Questioni d’Aritmetica, (Date la progressioni aritmetiche +1, 1 4-p,
1+2....%51, 14 ep. 1+4p...., dividendo i termini délls seconds in grapypi
iulmudu cke il nomers dei termini dell’ #° gruppo sin eguale all’ #n° termine dalla
Priza, si ha che la somma dei termini di ciascun gruppo & nn cubo perfelto. B
e iﬂl"““-" st divide in grappi i termini della prima con legge analoga rispetto ai
termini della seconda, la somma dei fermini di ciascun gruppe & Ia somma di due
cubi) — Preparazions agli esami - - Questioni risolute — Question proposte.

1 ::'r_r"'li-E-?tr_ﬂ,:_E
—ﬂ-
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Fasc. 100 (15 febbraio 1800). — H. Vineent, Sugli spostamenti, — L. G., Que-
stioni di massimo e di minimo. (Dall'art, del gig. Volpi nel Peréiodico trae il me-
M| + e —]— “ae —|- 2=

n
stema ortogonale di sei punti {Continuaz.) Svolge altre considerazioni sui pentaedr;
ed enuncia soltanto alenni tecremi c¢he propone per trovarne una dimostrazione
glementare) — Preparazione agli esami — Questioni risplute — Questioni proposte.

n
2] > ay 2w ... 20). — G. Foniemé, Si-
1

todo per dimostrare (

lournal de Malhématigues élémentaires de H. Twuibert,

Fasc. 29 (15 ottobre 1899), — 4. Goulard, Nota d'aritmetiea e d'algebra (Pro-
prieta commutativa della somma). — M. lHoreewr, Sull"esistenzs di linee spezzate
eonvesse di un numero qualungne di lafi.

Fasc. 4° (15 novembre 1839). — I &G4rod, Sull'applicazione d'nn teorema clas-
sico relativo alle questioni di massimo, (Tratta deli’applicazione del noto teorema:
Il prodotto P = a?ytz" dove w«, y, # non numeri positivi variabili di cui la somma @
costante, e p, ¢, + numeri positivi costanti, assnme un valore massimo quando x, y, 2
assumono valori egaali ai numeri che si ottengone dividendo Ju semma in parti
proporzionali agli esponenti.)

Fasc. 5" {1 dicembre 1899). — I Girod, Coutinuaz. della nota del nurnern pre-
cedente. {Risolve il problemn pin generale: Trovare il sisiemsa di valori che rende
]

- L a - h 1 —— I 1 T
massima 0 minima la fonziene u = 2*y" o l'alira ¥ = — , essendo a4 e b numex

¥

interi o fratti, quando le variabili # ¢ y son soggelte alla condiziene di verificare
nn'eqoazione di tre termini, inter1 o fratti, razionali o irrazionali.)

Fase. 6° (15 dicombre 1899). — Nota delia teoria elamentare della bilaneia.

Fase. 7° (1 gennaio 1900), — Osservazioni sui problemi di massimo e di minimo.

Fase. 8¢ (1 febbraio 1900). — €. Rech, Nota su aleune identith, (Ritrova aleune
note identith di Eulero o di Newton,)

E. Naxwer

*PUBBLICAZIONI MATEMATICHE ITALIANE RECENTI

G. Angelini, Nozioni elementari di algebra per le scupnle tecniche e per lu
prima classe delle scuole normali, sonforme agli ultiml programimi ministeriall.
FEmpoli, Traversari, 1899. L, 0,80

A. Conti, Blementi di Aritmetica tazionale ad uso degli allievi delle scuole
normali. 2° e 3° corso, Parte 1. Bologna, Zanichelli, 1800. L. 240.

P. Mola. Appunti di Trigonometsa. Torino, Prete, 1399,

S. Ortu-Carboni, 1 complementi dell'algebra elementare per la discnssione
completa o sistematica dei problemi algebriei di 1" e 2° grado, con 2000 problemi
(risoluti ed avviati) d'applicaztone dell'algebra e della irigonometria rlla geome-
trin. Parte 1 {Teorie). Livorne. Giusti, 1900, L. h.

. Puscal, Repertorio di matematiche superiori: definizoni, formole, teoremi,
cenni bibliografici, Vol, I (Geometria). Milano, Hoepli, 1800.

S. Pincherie. Geometria metrica o trigonometria. Milane, Hoepli (Manuali) 1500.

A. Soceé, Aritmetica ad uso dei ginnasi e delle seuole tecniche. Seconda edi-
zionme. (Quinta impressione, Firenze, Le Monnier, 1900. L. 2.50.
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G. M. Testi, Corso di maiematica ad uso delle scuole secondarie e piit spe-
cialmente degli istituti teenici, Vol. 11 (Algébra elementare). Seconda edizione.
Livorno, Gimsti, 1900. L. 2,80,

@. B Testi, Elementi di matematica ad uso degli alunni delle scuole nor-
mali. Livorno, Giusti, 1900. Fase. 1° cent. 80; 2°, 80; 3% 90; 4°, 60; 5°, 70, 67, 90.

CONGRESSO INTERNAZIONALE DEI MATEMATICI A PARIGI

(=512 AGosTO 1900)

11 Comitato organizzatore ha inviato una circolare & tuibi coloro che risposers
affermativamente o negativamenie all'altra eircolare in data del Dicembre 159%,
colla quale si domapndava se 1 invitaio avrebbe probabilmente assistito 0 no al
congresao, o solo o avcompagnato da gualche persona della propria famiglia.

Rizulta da questn nnovn eireolars che il numero degli aderenti sara di ciren
100, e 680 saranno cirea le persone appartenenti slle famiglie degli adererti che
li accompagneranno,

11 prezzo della ceria di membro del congresso & fissato in 30 franchi e quello
della carta di famiglin m franchi 5 per persona.

Oueste carte daranno diritto & parfecipars a tutti 1 lavori, a tutie le assemblee,
a tutie le visite che saranmo organizzate, ma non daranno diritéo di assistere al
bancheito, n& a ricevers i rendiconli dei lavor: del congresso.

Tie ferrovie francesi hanno accordato il ribasso del 50 per cento ai soli con-
gressisti, ma non alle persone maunite delia earta di famiglin.

Le lingue officialmente ammesse al congresso saranno la fedesca, I inglese, la
francese e 1" daliana,

I lavori saranno divisi in soi sezioni: 1. Aritmetica e Algebra. — Ii. dnalisi. —
111 Geometria. — 1IV. Meccanica, Meccanica eeleste e Fisica matematica. — V. Bi-
blingrafia ¢ Storia. — V1. Insegnamenio e Melodi.

Tutte ls comunicazioni concermenti il congresso debbono essere indirizzate &
M. s Prédsident de lo Société muthémutigue de France, rue des grands-Augusting, 7,
Paris.

Mentre facciamo voti per Vottima rinscita del congresso, non possiamo aste-
nerci dall'osservare cha la scelto della data del congresso ei sembra poco felice.
Chi nssistera ul congresso si propone senza dubbio, nnendo wtie dulei di visitare
Parigi e la grande esposizione, ¢ cib si fa poco bene in nna slagione in cul il
enldo =i fa sentire dappertuito e a Parigi pin che alfrove.

Siamo conyintl che s 1l congressp potesse esser rimandeto alla seconda meti
di Settombre il econcorse, specialmente dall' lialia, sarebbe molto maggiore.

ERBATA-CORRIGE del fase, precedenie.

A pag. 170, sobito depo P"equazione (4), prima cioé delle parole * che rappre-
senta ecc. ,. & stafo omesso quanto segne:
“ In particolare se & m = n=~0, cioé se si prende per polo il centro della
conica dgtn, si ha
(2? + yij" miyz + 3t = c-i;r‘zyﬁ ,

Gronro Lazzerr — Direttore-respensubile

Finite 11 stampare 11 29 Marzo 1800,
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SULLO SVILOPPO DEI POLIEDEI

E S ALCUNE NORME PRATICEE PER LA COSTRUZIONE DEI LORO MODELLI IN CARTONE

I. — Svyiluppo dei poliedri.

|. Una superficis poliedrica, come quella che & formata da faccis
pians, pud distendersi o, come suol dirsi, svilupparsi su di nn pianoo,
La forma di questo sviluppo & in generale, quella di un grande poli-
gono concavo diviso internamente in tanti poligoni, egnali in numero,
grandezza e forma, alle facce del poliedro.

Qualche velta questo sviluppo puo offottuarsi senza Sovrapposizione,
tal altra, invece, una o pia parti vengouo a ricoprire parzialmente o
totalmente altre purti dello sviluppe stesso, Per lo gviluppo di un po-
liadro intreceiato si considera, generalmente, la soia superficie esterna
de] poliedro.

In ¢id che segue limiteremo le mnostra considerazioni ai soli poliedr
ordinari (euleriani) e a quelli inérecciali, eseludendo percid guei eorpi
pei guali alcune facece o 1’intera superficie che 1i limitano, non sono
semplicemente cONNesse.

Lo svilappo di nn poliedro puo essere effettuato con criteri diversi;
ma ordingriamente si segne o 1'uuo o Daltre dei due procedimenti che
appresso :

1°, 8'immagini che il poliedro, staccandosi da una faccia che snp-
porremo fissa, ruoti atiorno all'unico lato che lo tieme unito ad essa,
Snehe la faceia adiacents a guella immobile non sia venuta & disten-
dersi eyl piano di guest'ultima. Restando poi flssa questa goconda fae-
oin si fa ancoras ruotare il polisdro rimanente in modo da porfars una
torza facoia nel piano dalle prime due. Si ripeie questa operazione fin-
ché taite lo facee non sieno condotte smecessivamente mel piauo della
prima. >

90, Poich® un angoloide pud sempre distendersi su di un piano,
quando lo si supponga aperto lungo umno dei suoi spigoli, eosi potremo
gviluppare un poliedro allorché, per meszo di aperture praticate lungo |
suoi spigoli, si siemo resi sviluppabili intti 1 suoi angoloidi.

¥ chiaro che seguendo o 1’uno o 1'altro di questi due metodi, s1 pno
avere lo sviluppo di uno stesso poliedro sotto forme svariate. Infath,
ol primo procedimento si pud far rnotare il poliedro, e successivamente
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la parie di esso che via via rimane, attorno ad uno gualungue dei lati
di guelle facce che si considerano come fisse. Col secondo metodo poi,
la lines o le linee che si possono percorrere per passaro da un vertice ad
an alire, presentano, in generale, la pih grande varieta.

9. A proposito del seeondo procedimento indicaio gi pud verifivare
che, partendo da un vertice qualunque del poliedro, ¢ possibile con una
linea continua formala di costole del poliedro slesso, (0CCATE twiti © ver-
fiei una volta ed una volla sollanto, senza esser cosirelfi, per conse-
guenza, a dover ripassare die volte per lo stesso canvnIno.

Premeitiamo apzitutto unz definizione. Gh # vertiei di un poliedro
ahe si trovano alle estremita delle n costole soncorrenti coll’altro estramo
in uno stesso vertice V, si possono riguardare coms gli n vertieli di an
poligono piano o gobbe, di onl alcuni lati potranno essers costole del
poliedro, ed altri invece diagonali di aleuns di quelle facce che formmano
’angoloide V. Supponiamo ora, per ogouna di queste facce, di avere
sostituito ella diagonale corrispondente, quella parte del perimetro della
facein stessa che ha con gnella dizagonale gli estremi in comune, & che
gi trova dalla banda opposta del vertice V. 1l poligono piano o gobbo
che cosi si ottiens, e che risulta formato unicamente di costole del po-
lisdro, lo chiameremo, per brevitd, il poligono corrispondente all’an-
goloide 'V,

(Cid premesso scco in gunal medo deve effettuarsi il cammino per potar
soddisfare alla condizione espressa dalla regola genuneiata :

A partire dal vertice V sl percorra una delle costole in esso con-
corrventi, fino all'altro estremo che & uno dei vertici del poligono corri-
spondente all’angoloide V; indi Si percorra i un determinato senso, per
esempio nel senso del mowimento dolls lancette dell’orologio, il perimetro
di guesto poligono fino al verfice m— 1, restando per tal modo escluse
dal percorse 'me° lato di deito poligono. Se a partire da V numeriamo
i vertioi che via via & incontrano secondo le serie dei numeri naturali,
& evidents che quell’ (m—1)me verlice sara distinto col numero i ©
sara un vertice del poligono corrispondente all’ angoloide 2. Bi PerooIT4
questo secondo poligono nal sengo del prime fino al penultimo lato (e
ciod arrestandoei al penultimo vertice che apparterrd al poligono co1TI-
gpondente all’angoloide 3, notando coi numeri naturali successivi ai
precedenti, 1 vertici che mano a manu s'incontrano. Dopo guesto poli-
gono si percorra nello stesso modo quello corrispondente all’angoloids 3,
poi quello corrispondente all’angoloide %, @ cosi di seguito sino a che,
colla linen poligonale continua, nen si sieno toccati tutti i vertiei del
poliedro.

Al procedimento ora spiegato Sono necessarie le due avvertenze
seguenti;

1°. Nel percorrere uno del poligoni, per esempio quello corrigpon-
dente all'angoloide p™o, pud accadere che aleuni Jati di gnesto sieno
gid stati percorsi mel deserivers il eammino di qualche altre poligono
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precedente, Tali lati, allors, non potranno mai incontrarsi saltuaria-
mente in uno stesso poligono, ma ai troveranno sempre 1'mno di gegnito
'altro formando sempre altresi 'ultima parte che nello stesso poligono
yimarrebbe ancora da descrivere. Inoltre 1'ultimo vertice » & cui 8l
giunge, © oltre il quale si cadrsbbe pelle parii gia deseritte in gualche
poligono precedente, apparterrd sempre al poligono corrigpondente al-
Vangoloide successivo (p—+ 1)me.

Quando si presenti adunque il eago accennato, giuntl in v percorre-
yomnmo il poligome corrispondente all'angoloide (p--1)=°.

90 Qg un lato del poligono da deseriversi appartiene ad nna faceia
triangolare, di cui il vertice opposto s quel lato concorre alla formazione
di un angoloide triedro del poliedro, dovremo, invece di quel lato, per-
corvers 1 due labl rimanenti del triangolo, Senza questa ayverienza, il
vertice dell'angoloide in guestione rimarrebbe per semprs egeluzo dalla
Yinea poligonale che deve passare per tutti 1 vertiei. (¥)

4 Intorno agli sviluppi dei poliedri &i possono fare anche le 0Sserva-
zioni seguenti, che i torperanno utili per 18 ulteriori considerazioni cha
gvolgeremao.

1a, Lo sviluppo di un poliedro pud sempre gupporst tutto di un
pezzo ¢uando non si egcluda che possano esservi delle parti sevrapposte.
Sole per evitare gueste govrapposizion), © anche per altre ragioni che
acgenneremo in seguto, potra essere conveniente di avera lo gviluppo
formato di pit parti distinte.

9a, Pud accadere che uno i lati del perimetro dello sviluppo
venga a adattarsi asattamente su di un altro Iato del perimetro stesso;
gome pud accadere che due parti di uno stesso sviluppe vengano & toc-
gargi per un vertice. Tanto nel primo quanio nel secondo caso si formano
well’interno dello sviluppe, una o pia lacune.

ga. Qe un angoloide concavo di nn poliedro ha la somma degli angoli
piani eguale a 360% esso si sviluppa 8u di un pisno senze aleuna aperiura
lungo mna qualungue delle sme costole. Questa esircostanza si verifica,
per esemplo, nello sviluppo del dodecasdro regolare di terza specia del
Poinsol.

4s. Allorché con un dato syilappo si costraisce U poliedro corri-
gpondente, la linen poligonale, plana 0 gobba, lunge la guale si riuni-
geono le diverse tacce dello sviloppo, pué presentars forme svariate
che dipendono dalla forma particolare che e stata data allo sviluppo stesso.
Questa lines la diremo la swiura del poliedro,

Sa lo sviluppe & di an gol pezzo, la sutura & una linea spezzata non
chiusa che, tal volta presenta la forms pit semplice di uus linea poligo-
nale ordinaria piana o gobba; tal altra invece pud preseniare delle rami-

() Wella regola gensrale enumoiaia » eontenuta la soiuzione del ® Giuoeop je08IAND di Hamilten, ,
{vodi Supplamenlo ol FPeriodico di Matemalicd, frgs. [, 1599), e la 8ol nzione de! * Probloma dei Ponti ,.
(EvLeRo. — Yemoria dalPaccademia delle Scienae di Reriino, 1759). Eser, molto prnhahﬂmauta, do-
yrebbo anche applicars alla soluzions del * Problemn del saito dal Cavallo , nel ginoeo Aegli ecavelil.
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ficazioni pia o meno complicate ed estese. Se lo sviluppo & di pilt pezzi
la detta sutura & formata da linee poligonali chinse, ramificata o no.

52 II nnmero dei lati del perimetro dello svilappe di nn poliedro
& Sempre pari, poiché nel ricostrarre guel poliedro i lati debbono venire
a combaciare due a dus,

6s. [Jno sviluppo non pud mai essers composto di un numero di-
spari di pezzi ognuno dei quali abbia un perimetro con numero digpari
di lati. Ciop risulta manifesto osservando che, se si immaginano rinnite
le diverse parti per formare lo sviluppo di un sol pezzo, la somma del
numeri dei lati dei diversi perimetri rimane diminnita di un numero pari,
e conseguentemente il perimatro dello sviluppo verrebbe a contenere nn
numero dispari di lati, eio che & impaossibile.

4. Intorno alla sufura del poliedro si pud ora dimostrare la seguente
proprieta.

Se si percorre con continuita tutto i perimetro dello sviluppo (sup-
posto di un sol pezso), e si notana i lati alternativamente col segno -
e —, dico che in ognt lalo della sutura vengono a combaciare due lah
del perimetro distinli col segno differente.

Per dimostrare questa proprietd cominciamo ad osservare che se a
partire da un vertice qualunque si percorre una linea poligonale aperta,
ma non ramificata, fino ad una delle estremitd, poi da gnesta all’altro
estremo, e.da questo retroeedendo aneora, fino al punto di partenza, o
ga in guesto doppio percorso si assegmano ai lati alternativaments il se-
gno — & —, ® chiaro che a cammino compiuto ogni lato della linea
poligonale verra ad essere distinto col segno + & —.

Sa la linesn poligonale & ramificata, =ssa verrd percorsa nel modo gia
detto coll’avvertenza d'intercalare semy:»  doppio cammino delle diverse
ramificazioni ehe mano a mano 8’inconirano nel percorrers la linea prin-
cipale.

Con itale avvertenza, anche in guesto caso, ogni lato della linea poli-
gonnle verrd sempre ad essere distinto eol segno | ¢ —.

Si noti che due lati consacutivi deila linea peligonale, che hauno in
ecomnne il vertice da cul parte uns ramifieazione, reguitano sempre i
gegno differents, sia che i dme lati vengano percorsi successivamente,
astrazion fatta dalle ramifisazioni fra essi lati interposte, sia cha fra 1l
percorso di on lato e il suo consscutivo s’intercali il doppio percerso
della ramificazione medesima; e c¢id per la ragione che una ramificazione,
qualunque sia il numero dei suoi lati, venendo ad essers percorsa due
volte, prodnce nn numero pari di cambiamenti di segno, e guindi il lato
che precede e gquello che segue la ramificazione stessa, vengono egnal-
mente ad essere di segno contrario nell’un case e mell’altro.

Immaginiamo ora di percorrers, a partire da un vertice V, tubto il
perimatro dallo sviluppo di un poliedro, e di assegnare alternativamente
ai lati il segno -~ e —. Supponiamo poi di percorrere nello stesso tempo
& partire dal vertice corrispondente a YV, i due bordi della swtura distin-
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guendo ancora i lati alfernativaments col - e —. Siccome ogni lato,
dal parimetro, come abbiamo gia detto, viene ad avere in ultimo 1l segno
-}- & —, cosi resta dimostrato che in siaseun lato della swlura verranno
© soncorrere i dus lati del perimetro dello sviluppo, distinti con segno
contrario,

Por 1'applicasione del teorema enuneiato & necessario di rigunardars
i perimetri delle lacuue come facenti parte di un unico perimetro, che 8
quelio che limita 1'intero sviluppoj e per consegnenza dovremo snpporre
geparati quei lati e verticl di cu abbiamo parlate al n. 3, 2%

Questo teorema non & prive di pratica utilith, & ne vedremo nn’ap-
plicazione nella IT parte n. 10 di guesto sevitto.

5. Veniamo ora a determinare alecune relazioni numeriche tra gl
alementi: vertici, facce e lati di un poliedro, e guelli del suo sviluppo
che supporremo di mn sol pezzo.

Ammetteremo inoltre di riguardare sempre come disgiunti 1 lati e 1
vertici dalla unione dei guali si producono nello sviluppo, come abbia-
mo osservato al n. 8, 28, delle Jacune, di guisa che, dopo tale operazione,
si possa riteners lo sviluppo stesso come semplicements connesso,

Ammetteremo infine di avera pratieato wn taglio lnngo uno spigolo
di ciascuno angoloide che si trova nelle condizioni dette al n. 8, 3% 1in

modo che gnesto spigolo possa riguardarsi come un doppio laio del pe--

rimetro dello sviluppo.

Ju cid che segne & poi sottinteso che pei poliedri intrecciati dovremo
eontare come vertioi, lati e faces tutfi quelli che compariscono all’esterno
e che a rigore mon possono congiderarsi come elementi del poliedro. Sta-
biliamo poi le notazioni segaenti: con V, C, F e », ¢, [; v ppressntersmo
rispettivamente il numero dei vertici delle ocostole e delle facce del poliedro
dato e del relativo sviluppo; con v e ¥, ¢ 8 ¢, rispeitivamenie i vertiei
interni & guelli del perimetro, le costole interne e quelle del perimetro
dello sviluppo. Ricordiame inoltre le due relagioni,

18, V— 0 -+ F=2 (formula di Eulero),

28, yp— ¢+ =1 (formula d Canchy),
ohe valzono rispettivamente per nn poliedro chiugo e per una refe aperia
di poligoni.

Eoco ora lo principali relazioni relative si numeri: V, o, F, »,ef

Dy B4 85y Gy
an, =y
48, y=1yp, 4~ v, ¢ SODO ewdent:
b8, e=—¢, -1~ G
62, » =10 ovvero che nell’interno dello sviluppo non esiste aleun
vertice. Cid appare manifesto dopo la convenzione fatta intorno allo sviluppo
di quegli angoleidi pel quali la somma delle facee eguaglia 4 angoli rettl, e
dopn la disgiunzione dei lati e det vertiei a eul abblameo or ora accennato.
T8, t=m, )
8, p=— Co J

congeguenza della 48 e G2
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98, 0= E; - ¢;. Infatti nella costruzions del poliedro, e, rimane

Invariato, e ¢, s1 riduace a metd, perché i lati del perimeiro si riuniscono
due a due per formare i lati della sutura.

108, ¢; =¥ — 1, Infatti dalla 2=, tenendo comnio della 3 e 33, si
ricava:

Gt =v+F—1

la quale, per la 8%, fornisce la relazione seritia sopra.

La stessa formula, del resto, si dimostra anche dirsttamente, psser-
vando che quando si effattua lo svilnppo del pelisdro secondo il 1° pro-
cedimento spiegato, si ha che a partire della prima faccia, le FF — 1
rimanenti, rimangono unite via vir alla parte sviluppata per un solo lato;
cio ben inteso, mella supposizione che si tenga conto della sonvenzione
atabilita al principio di guesto numero.

118, ¢, =2 (V—1).
Infatt: della 9= dalla 102 e dalla 1° si ricava

6, =2 (C—¢)=2(C—F}+-1)=2(V—-1)

La stessa relazione pud dimostrarsi anche direttamente, osservando
che per effeftuare lo sviluppo in conformitd del 2° metodo apisgato, occor-
ronoe V—1 tagli per andare suocessivamente dal 1° al Vmo vertice del
poliedro, @ questi tagli danno luogo, nello svilappo, a 2 (V—1) lati
del perimetro.

Si dednce di qui che in qualungne modo venga effettuato lo svilappo,
® comunque vari la forma di esso, il numero dei lati al perimetro rimane
sempre costants,

Lo relazioni 108 e 112 ¢i dicono che gli sviloppi di due poliedri qua-
lungue, aventi uno stesso nnmero di facee, contengono uno stesso numero
di lafi interni, e 1 perimetri degli sviluppi di due poliedri, aventi nno stesso
numero di vertiei, contengono wn egual numero di lati,

Nell'ipotesi di un poliedro autocorrelative la 10® o 11 oi danno
¢y =2 ¢i, ossia che i lati al perimetro dello sviluppo, sono in numers
doppio dei lati interui, o anche, per Ja 82, che il numere dei lati della
sutura & sempre la metd del nnmero delle costole del peliedro,

12% ¢ =0+ V —1. Questa eguaglianza resulta dimostrata per Jo
relazioni 53, 108 113 g 1a,

6. Si considerino ora due poliedri corrslativi tra di loro; per uno
di-esel adotteremo tutte le notazioni gia nsate, e per 1’altro le stesse no-
tazioni coll’aggiunta di un apice. Avremo allora per la condizione stessa
di correlativitd di due poliedri,

138, V=" =V , C=0C".

Per la 108, per 1o relazioni precedsnti o per la 18 abbiameo,
4% ¢, ¢\ =F+F —2—=C=0C.

Per Ia 113, por le relazioni 52 e per la 1* si ha pure,

158, €, 4 ¢, = 2 (V4 V' — 1) = 20 = 20.

LS
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Sommande membro a membro la 14 e 15¢ e tenendo conto per cig-

soun poliedro della 5® si ha,
160, ¢ -+-¢'=3C=3C"

La tre formule ora date ci dicono che negli gyiluppi di due poliedr:
sorrslativi, la somma dei lati interni, quella dei perimetri e quella di
¢utsi 1 leti degli sviluppi, hanno rispetfivamenie per valore una volta, due
volte, tre volte il numero dalle costole di ciascuno dei poliedri considerabi.

Iofine dalla proprietd 108 e 11° si deduce ancora, per due poliedri
gorrelativi,
178, ¢, 4+ =8 (F—1)=38 (V' — 13,

7. Supponiamo ora che allo scopo di togliere le sovrapposizioni che

possono presentarsi mello sviluppo di un poliedro, si sia separato questo

avilnppe in = parti distinte, e che sieno

B B f.
W Vgowas e Uy
EII‘ EPE ----- E]:'n
4 T i_;, ..... C; n

rispettivamente i numeri delle facce, dei vertiei, dei lati del perimetro,
o gquelli interni di cinscun pezzo; avremo allora le geguenti proprieta:

18, Le diverse parti dello sviluppo, allorché gi riuniscono tra di loro per
formare Jo syiluppo di nu sol pezzo, si attecoano I'una all'altra per nn sol
lato, purché si tenga eonto delle convenzioni stabilite al principio del n. 5.

98, ¥ f. = F'. Questa eguaglianza & svidente.

3a. N e, = 2(V-4n— 2). Infaill se lo syiluppo fosse tutto di un
pezzo, si avrebbe, per la 11%, ¢, = 2 (V—1). Ora per ogpi pezzo di
svilappo che si stacea, si acquistano due lati; quindi par gli » pezzi dello
syiluppo avremeo,

Ecwzﬂ(‘?—1]+2(ii—1)=2(? - n 2).

Qneata velazione puo anche dimostrarsi direttamente cosl:

Gli » pezzi di oui si compone lo gyiluppo di un dato polisdro possono
viguardarsi (astraendo dalle diverse faese di cul 8i compone ciaseun pezzo)
some le # facce di un nuwovo poliedro avente lo stesso numero V di ver-
tiei del poliedro dato, ed un numero €, di costole, egnale & quello conte-
auto uella sutura del poliedroe. Ora per quesic nuovo poliedre abbiamo 1n
virti della 18, V—ea—}-n=2 ovvero cs=1V L7 —2. Tornando di nuovo
a staccare 1o diversi parte dello sviluppo, tutid i lati della sutura sirad-
doppiano per ecui avremo a

N ey = 20, = 2(V +n—2).

4a, ¥ ¢, = F —n. Infatti se lo sviluppo @ di un sol pezzo, abblamo
per la 104, ¢ =— F—1; ma per ogni pezzo che si stacoa si perds un lato
interno, quindi dopo aver ridotto lo svilappe in # partl, avremo

S, =0 —(n—1)=F—1 (n—1)=F —n.
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ClororLLAR10, — Lie due unltime formule, per a=F, danno

Ye,=2(V+}+F—2)=2C,
Ec;,-—:[},

resultati facili a prevedersi, parché se tutte le facee dello sviluppo sono
distinte, la somma dei lati di ciasenma faccia ¢ il doppio delle costole del
poliedro, e guella dei lati interni dello sviluppo si ridace a zero.

. — Norme pratiche

per Ia costruzione dei modelli di poliedri in eartone.

8. Per guanto, a parer mio, 1'uso dei modelli nell’insegnamento
della matematica non sia in generals da incoraggiarsi, tattavia nello stadio
di speciali questioni pud essere utile, & aleune volte indispensabile, un qual-
ohe sussidic materials, Cosi per esempio nella teoria dei poliedri regolari
o gemiregolari di specie superiore, non € facile acquistar un concetto
adegnato di guesii corpi, senza che degli opportuni modelli non mettano
bene in evidenza il modo particolare secondo il guale sono aggregati i
diversi elémenti che costituisconoe quei poliedri; oltre a ¢id la pressuza
di nn modello pud sngperire 1'idea di nuove forme, e far scoprire fra
queste e la fondamentale, delle relazioni imporianti, che diflicilments,
forse, sarebbero state ricavate da nun disegno o dallo studio teorico di una
determinata serie di poliedri.

Anche in cristallografia & utilissima, specie per i principianti, una
bnona collezione di modelli, coi gquali si possa chiarire meglio il modo di
derivare le diverse forme cristalline da aleuni tipi fondamentali.

Ma non sempre si possono ayere sott’occhio dei modelli, o perché
non si trovene in commoreic, o perché il Joro prezzo elevato non li rende
accessibili allo studioso. In tal caso, mettendo da parte 1'idea dslle co-
struzioni in legno, perche troppo cosloss ® non sempre di facile attuazions,
non vi ha altro mezzo che di eostruirsi, cogli cpportuni sviluppi in car-
tone, i modelli delle diverse forme geometriche che si desiderano. (*)

{(*) Nel catalopo del materiale se¢olastico della Ditia Paravia, sono registrale varie colleziomi
del solidi geomelrici pii semplici @ quelle delle principali forme erislalline, Alenni di t;luuli modelil
=uno iu legno, alirl In fill @i ferro verniciali rappresentanti Ja sola parie scheletriea del poliedro. —
Blodelli in errlone di poliedri regolari, di quulFi d'Archimede, di quelli atellati del Poinsot, e di albri
poliadri e forme orisiallografichs diveras, possouo trovarsi presso il Prof. Mariane Clavero J. Goer-
vod, Tarngona. — [ bellissimi modelli dei quatiro poliedri regolar: di specie smperiore, costrmki in
legno sotio la direzione doi Prof. Peri fin dal 1861, possone vedersi al K. Istituto Tecnico di Firenze
Ove fnnn_u parie della pumerosa e bella raccolbn dei moedeiii i Jegno ed in gesso per uso dells
Scnola di Geometria deseritbiva, Tpe di questi perd (1'icossedro slellato di pettima specie) & in-
compieto perchd manoante di nleune piceols parii che dovrebbero complstare le favce trismgolarl
Questo difetto sembra ripetere la sua origine della stesss omissions che si verifiea nella proiezionie
brizzontale di quel poliedro rappresentalo dalla fig, 80 del Traltale di Geomelrin degersttiva dello
fteaso Prof. Pumi,

Dltre I citati possone brovarsi in commerelo 1 disagni, in ¢artoneing, di aviloppi gii preparail
per la costrazione i aloun! selidi, Tali sono ad ssampio: 19 1o collezionl ele ai trovane nel eata-
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Qualenno potrebbe forse ritenera occupazione puerile, nel campo della
matematica, gnella delle cpstrugzioni in cartoneino; & me pare invece che
esse, oltre soddisfare in molti casi ad un vero € proprio bisogno, possono
offrire agli studenti, materia per atili esercitazioni di Geometria descrit-
va. Stimo quindi non del tutto inutile di dare ora, Pper coloro che
volessero dilettarsi im guesto genere di lavori, alcune norme pratiche
snggoeritemi dal lungo sgercizio che ho avuto ocoasione di fare mnella
costrugions di una HUMBrosa collezione di poliedri. (¥)

g. Per la costruzione del modelio di un corpo geometrico, mediante
il gno sviluppo, dovremo anzitntto, procurarci una sus rappresentazione
grafiea atta 8 fornire la vera forma e grandezza delle singole faccs, 6 a
far conoseere il loro modo di aggruoppamento nella formazione dei diversi
angoloidi; generalments pud bastare una rappresentazione su dus piani
eoordinati. Lo sviluppo del eorpo ¢i digsegna su di un cartoncino nON
troppo fine, affinche i1 modello non venge & mMancare di nna certa soli-
dith, né troppo grosso per la ragione che diremo poi (n. 11). 1l pita
sonvenients & guello dei biglietti da vigita (di eui io stesso mi gon 8ervito
per i modelli ora risordati) avvertendo bene che siu di qualith da potersi
piegare senza tronoarsi. Del resto lo epessora del eartoneino deve essers
sempre in relazions colla grandezza che sl vuol dare al modello.

Lo svilappo, come abbiamo gid vsservato nella prima parts, puo obte-
versi con eriterii differenti. Ma guale sard la forma pitt convenients ds
eggo, perché si possa disegnarlo nel meodo pru spedito, e perche si presti
alla pin facile costrnzione del modello? Generalmente la forma specizle
de] corpo suggerisce la forma pin opportuna dello sviluppe; cost per €s.
se la saperficia poliedrica pud dividersi 1n parti eguali tra di loro, si
potrd disegnare lo sviloppo di una di quesie parti; indi postala sopra
tanti altri fogli sovrapposti quanti sono le rimanenti parti egunali che
abbisognanoe, 8i trafora |’insieme con un ago in corrispondensza di cia-
seun vertice del disegno. Dopo cib g uniscono in medo gonveniante con
linee a lapis (il che puod farei anche a mano libera per Jg, rngione che
diremo appresgo n. 11) i vari punti, alle seopo di distingnere per oguni
parte le diverse facce delle gviluppo. (Qnesto procsdimento 8i ripete tante
volte guanti sono 1 gruppi distinti d parti eguall.

Qe il corpo non presenta aleuna simmetria, s Segue generalmenie
i1 metodo fornito dalla prima regola data al u. 1.

logo snmmeniovaio. — 20, Le uuntrnzigni n. 86, 87, BH, BY {Origomi Bianchi, Milano], digagni su
quatiro sartonaini ¢i 24 figure da ritagiiarst. — 8% Sviluppo e costruzione di aolidi geometrici; 19 fav.
pon 36 evilnppl. (Enrice Moriava, Saluzze, tip Lobetti). — 49 Catalogo dei modelll e appm'ﬂﬂﬂhi pat
Vinseznamenko (Sehriider, Darmstadi).

Per il disegno degli sviluppi dai 4 poliedri rogolari stellaii ed alenni Altri pochi di specis #a-
periore, veggasi Paoxt, Niove congiderasiont Kk poligoni @ poliadri ragolard di spesie sUBPTIOrE.
(L.a Mounier, Firenzse, 1872).

i*} La collezione & gui qua al accenna & yuelia doi pol. 1eg. ¢ semireg. di prima specie o di specie
aitp.. di Lutie 1o lovo varietas ¢ di tutti iloro eorreintivi, A quesla BOno unit i modelli @i aleuni corpi
antocorrelalivi, e quelli degh sviluppi, nel noatro spazio, di alenni ¢orpi reg. dello spazio 8 quatlro
dinensioni, Questi modelli (eivea 000} fureno vosbroit nagli anni 1854-85-86 e presantati alla I Benola
Normale Superiors di Pisa nel Gilugno del 1886 per la disovesione della min tesi di sbilituzione al-
yinsegnamenlo, Nell'anno suUcCLREIVE COMPATVErD ull' Esposizione Circondarinle di Spesia ove dal
gior (di sul faceva parie il Prof. Arzeld) vennero gudicakl mariievuli del Diplomn d'Onore.
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Quando il eorpo presenta una certa vegolaritd di forma si pud anche
proceders in quest’altro modo: Partendo da nna faccia I di n lati, si di~
segnano intorno ad esso tutte le adiacenti che indicheremo con F,, Fy, Fy,...
F, ; poiintorno ad ognuna di gueste, pure tutte le respettive adiacenti
f1y I3 [+ 8vendo cura di distribunire simmetricaments fra le F,, Fy,... F. .
quelle tra le 7 che foszero adiacenti a pin di una F. Questo procedimento
81 gcontinua via via per tutte le altre facee rimanenti. Seguendo un tal
metodo lo svilappo viene ad assumere in generale una forma stellare
nella quale le diverse facce appariscono come aggregate intorno ad assi
ideali che parfono dalla faccia centrale secondo lines retts o curve, e
con delle ramificazioni pilt o meno complicate. Se nel poliedre esista nna
faccia opposta a quella intormo alla quale & stato effettuato lo sviluppe,
essa verra disegnata in posizione comnveniente, di seguito ad una delle
facce che si trovano all’estremith di uno di quegli assi ideali.

Ma nel fare lo sviluppo di un poliedro si deve avere riguardo uon
tanto al modo pitt 0 meno semplice secondo il quale pud essere disegnato,
gnante a guello che offre maggiori facilitezioni per la costrnzione del
modello. 1 chiaro che una tale costruzions rinseird taunto piit agevole
8 perfeita guanio minore & il mumero delle commettiture che avremo
occasione di fare. Perd sotto guesto aspetto non si pud ottenere alcuna
facilitazione per la proprieth espressa dalla relazione 10).

Piuttosto sar il vaso di vedere quale sia la distribuzione, pi1 oppor-
tuna da dare ai lati della swutwra, tenendo presente che mn angoloide
riuseird tanto meglio- conformato quanto minore & il numero dalle aom-
mettitnre che si dovranno fare lunge i suoi spigoli. A questo riguardo
non sarebbe gquindi conveniente di ridurre ad un minimo il numero delle
commettiture in aleuni di questi angoloidi per averne poi un massimo
in altri. Miglior partito & dunque quello di distribuirle egualmente fra
i diversi angoloidi; e pereid sard opportunc di seguire mnelle sviluppo
i1 2% procedimento accennato al n. 1, il guale c¢i da appunto una sola
commettitura per il primo ed ultimo vertice della sutura, s due per tutti
I vertiei intermedi. Ma per I'appunio questo 2° mstodo &, in generals,
1l meno agsvola degli altri; il proceders quindi nella pratica in nn modo
piuttosto ehe in un altro, dipenderd unicamente dalla forma speciale del
corpo che si deve costruire.

Non sempre Jo sviluppo di un corpo pud esser fatto di uu sol pezzo;
qualehe volta perché esso sorpasserabbe i limiti del foglio, tal altra perché
lo sviluppo stesso resulterebba con delle sovrapposizioni. Ma anche pre-
scindendo da guesta impossibilitd, spssso si preferisce in piu pezzi, gpe-
clalments guando guesti sono eguali, per poterlo disegnare con maggior
speditezza. Certo lo syiluppo di un sol pezzo puv essere ulile per una
maggiore esattezza del disegno potendosi spesso controllure questa esat-
tozza col faito vhe per es. aleuni iati debbano passare per nno stasso
punto, o pin vertici giacere su di una stessa retta, o su di nna mede-
sima circonferenza. B per questa ragione che avendo lo aviluppo in pin
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parti, si preferisce qualche volta di riunire queste opportunamente tra
di loro allo scopo di dare a eiascuna loriantazione che loro compete, per
potere in tal modo soddisfare esattamente agli eventuali controlll sopra
aocennati.

Se si aggiungono invece le diverse parfi mano a mano che se ne pre-
senta il bisogno nella costrnzione dsl modello, e se ia. riunione non e
fatta in modo perfetto, le facce estreme di guelle part, specie se (ueate
sono algquanio estese, possono resultare gengibilmente deviate dalla loro
ginsta posizione, il che pud portare a delle deformazioni nel medello per
1o sforzo necessario a dover ricondurre guelie facce alle loro opportuna
posizions.

Altre volte inveece per facilitare la costruzione di nn medello di forma
molto complicata, come accada ad esempio pe poliedri intreceiati, & pre-
feribile, anche quando lo sviluppo possa farsi di un gol pezzo, di disginn-
gerlo in piu parti che si agginngeranno poi successivaments mano a
mano che se ne presenta il bisogno nella costruzione del modello; in tal
modo s evita Vinconveniente di dover maneggiare fin da principio un
copioso sviluppo che poirebbe ostacolare la perfetta commettitura delle
faces. Ma anche intorno a cid non si pud dare uma regola assoluia; &
la pratica e Ia forms speciale del modello che pud consigliare volta per
volta la via pit conveniente da segnire.

Quando lo sviluppo ¢ di pin pezzl, si avra cura di distinguere i lati
lango i quali si debbono riunire le diverse parti per formare lo sviluppo
di un sol pezzo, mettendo nno stesso numero d'ordine ai dus lati che
debbono venire in coincidenza.

10. La costruzions del modello si fa col vinnire tra di loro dne a due
i lati del perimetro dello sviloppo, in modo da formare un urnice lato
delln sutura. Non potendo per il piceolo spessore del eartoncino ottenere
questa rinnions per i bordi delle faccs, gl potranno mettere ad aleune di
quesie delle piccole appendic), che chiameremo linguetle, allsa gqnali so-
yrapporra altrettante facce corrispondenti. Queste lingnette, anziché in-
nestarle nella parte posteriore, cid che porterebbe ad un lavoro pin
lungo e meno presiso, si preferisce di lasciarle come prolangamento
delle facce.

In ogni modo & importante di avers nna regola per sapere fin da
principio a quali lati del perimetro dovrapno esser poste quell’appendiei,
per evitare che Jungo lu sutara si presentino due Jati muniti o privi di
linguette; e pereid si ricorre ®.1 teorema del n. 4, il guale ci dice
che le lingueits si pessono lasciare lungo il perimetro dello sviluppo
1 un lato si ed mno no alternativamente, a partire da uno qualungue
dei lati.

I,'indicazione dei lati che debbono portare guest’appendice si fa col
percorrere il perimelro traceiando & mauo sulln parte esterna dello svi-
luppo, e in direzione parallsla ai diversi lati che debbono avere le lin-
guette, una linea con Japis colorato. Se lo sviluppo & di pin pezs 8l
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percorreranno successivamente o nello stesso modo i perimetri, ricordan-
doei perd di pmssare da uno ad un altro pezzo tutte le volte che nel
cammino 8'incontra un lato ¢ol numere progressivo il guale ricordi che
a quel punto 8’ innesta un’altra parte dello sviluppo.

Le lingustie chs uniscono le diverse parti tra di loro rimangono
escluse, in generale, dalla regola enunciata, & si potranno lasciare all'uno
o all’altro pezzo secondo la convenisnza dei casi; pud quindi succeders che
in alecune parii si presentino tre linguette consecutive. Solamente quando
tutti i pezzi hanno un numero pari di lati, tntte e linguette per ogni
pezzo separaio, appariscono alternate.

Se tutti i pezzi di ecui si compone une svilappo sono eguali, e ognuno
limitato da un numero pari di lati, anche senza supporli riuniti si pos-
sono porre le linguette a ciascuno, indipendentemente 1'uno dall’altro,
colla regola data precedentemente, avendo solo 'avvertenza di cominciare
in tutti i pezzi dal medesimo lato, Ma se avessero invece un numero di-
spari di lati al contorno, allora rvicordando che questi pezzl non possono
assara in numero dispari (n. 8, 6° potreme riunirli due a due in modo
converiente, e dopo ¢id, resultando ciasecun pezzo con un numero pari di
lati al perimetro, saremo ricondotti al easo prscedente.

[}, Disegnato lo sviluppo in tutte le sue parti e fissati i lat1 del pe-
rimetro che debbuno portare le lingnette, si moteranno con un piceolo
tratto di lapis a colore tutfi quei lati interni delle sviluppo che sono co-
stole di =ltrettanti diedri coneavi del poliedro. Dopo ¢id, posto lo svilnppo
su di nna solids lastra di cristallo, con un temperino ben taglients ¢ eol
susaidio di righe o squadre metalliche, o almeno in legno colla costola
metallica, si intaceano 8 mezza grossezza tutti i lati interni dello sviluppo
e tutti guelli del perimetro ove si trovano delle lingnette e che corrispon-
dono a costole di diedri convessi del poliedro. Per incidere esattamente
il vartone al disotto, in eorrispondenza di quei lati che sono invece co-
stols di angoli diedri concavi, i deve ayer prima l'avvertenza di forare
con un ago agli estremi ed anche (per evitare confusione di punti sul
roveseio del foglio ove manoca il diseguo) alla meta dei diversi lati; posels,
roveseiando il foglie, s’ incide ngualmente al disottoc il ecartoneino im
surrispondenza dei diversi punti segoadtl.

Fatia questa operazions si taglia internmente il cartoneino lungo 1
lati del perimetro che non eontengono lingnette, mentre in corrispondenza
di guesti si fa invece il taglio parallelamente al lato, ad uma distanza
di cirea un eentimetro. Si avveria che per eseguire questi tagli e mezzi
tagli basta solo di conoseers i vertici delle diverse facce; & quindi inu-
tile, nel disegnare lo sviluppo, di traceiare i lati, a meno che guesti non
sieno richiesti per altra ragione, Allo scopo perd di evitare confusione
i _Pﬂﬂti, specie quando guesti sono riportati da altro disegno mediante
forl von un aga (n. 9), sark utile di rinnirli convenientemente a mano,
tanto per avere un'idea della forma delle diverse facce e del loro modo
di aggregazione,
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Fatto questo si tolgono le parti del foglio estranee allo sviluppo la-
sciando le lingnette approssimativamente sotto la forma di piccoli rettan-
eoli; indi si piegano le facee e lo linguette lungo le rispettive intaccature
fno a far combaciare le due parti, e sempre nel senso che tende ad aprire
I’intaceatura medesima.

Dicommo gia al n. 9 che il cartoneine sul quals si disegna lo sviluppo
non deve essere molto grosso, e sio per la ragione che le moltepliel so-
vrapposizioni di facce sulle rispettive lingnette venendo via via ad anmen-
tare la superficie del poliedro, possono produrre, in nltimo, degli errori
non traseurabili e delle deformazioni piuitosto gentite. Per ovviare a
questo inconvenisute si prende ogoi lingunetta tra il pollice e I’indice e
ai fanno poi scorrere la due dita premando al tempo Stesso coll'nnghia
del pollice lungo 1'intaceatnra, in modo da potere abbassars la linguetta
stessa. Si pnd anche asporiare facilmente la parte del eartoneino che cor-
rigponde al mezzo taglio, o cosi si ottiene una risega sulla quala viene
ad adattarsi lo spessore della faccia che vi si sovrappone In ultimo se
alenne linguette mancano lunge il perimefro per averle imayvedutamenie
tagliate, dovremo ripristinarle innestandole nella parte superiore delle
facee, in modo da laseiare sempre mna picoola visoga corrispondente alla
grossezza del cartoneino.

Prima di recingerei alla costrnzione del modello & utile di mecontrare
g6 le diverse facce dello sviluppo vengono bene a combaciare tra di loro,
s, mano a mano che si fa guosta operazions di prova, 8i ritaghano le lin-
guette sotto forma di trapezi in modo che gli angol adiacenti alla base
gieno presso & poco eguali (cosa che si gindiea ad occhio) agli angoli
della faccia che deve venire a sovrapporvisi, Si profitta anche di gquesta
prima prova di ricostruzione del poliedro, per togliers quslla piecola
elasticith residua che il carfoncino pud ancora CONSErvare lungo qualche
piegatura, perché & bens che le diverse parii vemgano a combaciare tra
di loro senza aleuno sforzo.

|2. B dopo cid si comincla a mattere ingieme il modello. Per albtac-
sare la diverse parti tra di lore nen & indieata la pasta dei librai perche
son fa presa subito e perché bagnando un po’ troppo il eartoncine, puo
produrre delle deformazioni pel solido, Neppure la gomma o colla liguida
‘1 boecette soddisfa bene, perché anch’essa innmidisce troppo, impiega
semprs un po' a far presa, ad inoltre eol tempo &i screpola e le parti si
staconno. Meglio di ogni altra materia agglutinante & la colla forte da
falegnami, di 1* quoalita, prgporata in soluzione ben dosata e legger-
mente scorrevole. La colla forte ha il vantaggio di seccars rapidamente
o di dare forza e consistenza al modello. 5i abbin perd 1'avvertenza,
guando gi adopra, di mantenerla sempre calda in apposito recipiente ri-
sealdato a bagno-maria, e di distenderla uniformemente vonm un piecolo
pennello di forma piaita e non molto ruvido.

B bene poi di non riunire mai due facee finché le parti adiacenta
non sono solidamente attaccate; per mon perder tempo si pud passare
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una Jaming sealdate sulla attaceatura fatta, oppure si possono costruire
pitt modelli contemporaneamente attaccando alternativamente ls diverse
parti in ciascuno di essi; cosi s1 guadagna tempo e il lavoro risulta pina
precigo. Cirea 1'ordine secondo il guale debbono incollarsi le diverse
parti non si pud dare una precisa indicazione, perché anche in guesto
enso si gindiea meglio all'atto pratico. Tuttavia possiamo dire in gene-
rale ohe, siccome le difficoltd nella costruzione del modello vanno sempre
aumentando coll’avvicinarsi al termine del lavoro, cosi sard ufile di met-
tere insieme dapprima le paréi pit difficili; inoltre 81 deve procurare di
chiudere i) poliedro colla facein di minora estensions e che ha il minor nu-
mero di Jati, perché per essa si richiede un minor numero di attaccature
che sono sempre fatte in condizioni poco favorevoli, Per far bene aderire
le parti di quest’'ultima faceia, si fanno all’esterno delle leggers e con-
venieuti pressioni in modo da produrre il contatto delle linguette sulle
guali & stata stesa preventivaments la colla.

Non sempre la eosa perd & facile, e tante voite & necesaario di ricor=
rere a (i compensi che il caso suggeriseo volta per volia, come ad es.
quello di forars il modello, nella parte opposta all’ultima faccia con dei
ferri da calza, e con guesti opporre un contrasto successivamento alle
diverse parti sulle guali si deve fare esternamente una leggiera pressione.

Termineremo cueste norme pratiche con aleune osservazioni.

Per render pin sclide aleune parti del modello, come sarebbero gli
angoli molto acnti e molto sporgenti, & in genere tutte guelle parti che
sono Boggette a gnastarsi facilmente, si pud colare alcune goceiole ligue-
faite di buona ceralacea nei punti che debbono sssers rinforzati. Parimante
nei modelli molto complieati, per impedire la possibili deformazioni che
possono verificarsi col tempo, si assicuranoc le diverse parti, specialmente
quelle opposte, con degli steccolini di opportuna lunghezza in modo da
mantenerle sempre alla necessaria distaunza.

Allo seopo poi di ottensre il modello ben pulito, spacialmente 88 nou
deve essere tinto in uitimo, si devono fogliers cen una gommng, prima
di eominciare 1'incollatura, tutti i segni in lapis, ripulendo poi tutto lo
sviluppo con mollica di pane, Durante il lavoro si abbia l'avvertapza
di tenere le mani pulite dalla colla, per evitare che appiceicandosi al
modello possano produrre del guasti,

Si badi pei di non imbrattare lo sviluppo con la colla; la gocciole
cadute qua o 1A per caso durante il lavoro, come pure la colla che sopra-
vanza dalle commettiture non si deve mai togliere subito perché si corrs
il risechio di sporcars maggiormente il modello. Miglior cosa & quella di
agpettare che il lavoro sia terminato e tulle le parti ben soceate, ed allora
con nun temperino si possono asporiars facilmente tutte le goeciole e tulte
le sbavature.

Ultima operazione da farsi & guella di riordinare le diverse commet-
titure, sliminando le piccole irregolaritd con un po’ di carta vetrata O
gon una piceols lima a grana sottile; le parti pili difettose possono esser
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corrette con un po’ di stnceo = colla. Dopo cid si dd una prima MmMANo
di bianco di zinco disciolte con acgua @ colla, la guale operazione oltre
fare sparire le piceole riseghe lungo ls commettiture, serve a rinforzare
tutto il modello, Indi con carta vetrata finissima si telgono tutte le irre-
golarita della saperficie, pol si da un’altra mano o di bianco di zinco o
i colori differenti per le diverse facce, nel caso che gueste debbano esser
distinte tra di love. Infine il modello pnd esser vernisiato con vernice
soppale, il che olire dare un migliore aspetto al modelle, lo rafforza o
lo preserva piti facilmente dall’ nmidité,

A. ANDREINI.

QU ALCUNI DETERMINANTI

Consideriamo alcuni determinanti in cul ogni elemento & funzione
del posto che occupa, 36 ogni elemento a., 8 funzione della sola r,
avidentemente il determinante & nullo, perchd ha tutte le colonne ugnali.
Lo stesso dicasi se a., & funzione della sola s Osserviamo anzi, benché
sia ovvio, che cid che dicesi per 1a » vale per la s e viceversa, giacche
il sostitnire in un ragionamenio s ad r equivale a considerare un de-
terminante in cui le linee delluno sono le colonne dell’altro. Vediamo
qualche esempio di determinanti in eui @, © funzione si di r che di s.

a) Sia a..=f{r) . p(s). Allora il determinante A dell’ordine »n’ cor-
rispondente, sara

A=| fi1).o(1)  f).9) .... ... fl1).e(n) | =
f2).0(1) 7@).02). ... f2) . (n)
3).0(1) @)} . ... f(3) . o(n)
PR R G S (S YT
p(1)  ¢(2) p(n)
=f(1] : ﬂgl : f{sl - f(ﬂ) '.7'}[1) ':P(g} ----- qi[ﬂ) Y
| w(l) ) ... .- g(n)
b) Sia an={{r)+ ¢(s), ossia
=| f(1)+¢l) )+ 9(2). .. ... f(1) + wln)
L f(2) - o(1) f2)+4((2). . ... f12) -+ ¢in)

---------------------------
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In questo caso A si scompone in 27 determinanti ad elementi mo-
nomi rispetto ad f e ¢, dei quali 2°—=» hanno due o pia colonne
uguall e gh altri # sono della forma

(1) o®).. ... olh—1) A1) o(h4+1). ... . »(n)
2(1) 92). ... . wh—1) f2) »(A+1)..... p(n)
o) 9@) . ... 90h—1) fi) olh+l). ... . pn)

dove la colonna ad elementi disuguali ocecupa rispettivamente il 1°, 2°,
3°....%° posto. Ma ognunc di essi & uguale alla somma algebriea
dei prodotti degli elementi f{1)£{2).... f(n) pei rispettivi complementi
algebriei, che sono determinanti nulli, perchg a linse nuguali.
Dungque se a,.,=f(r)+ «¢(s), A= 0.
e) Sia a.,=f(r)". Allora &

A= 1) {2 B -...... f(n)
) A O o)
faF & A-..oaa fln)*
) @ er....... fln)’

Divisa la prima colonna per f(1), la seconda per f(2) .... la #* per
fin), resta un determinante di Vandermonde; epperd

r—n-1

A=f(1) ./2) . f13). ... f(n) O (Ar-D=fr)) (Fr+2)—f0)). ... () —Ar)).

@) Se in particolare fosse f(r) =y avremmo 1l determinante stu-
diato nella quistione 472 proposta dal Prof. Cardoso-Laynes,

e) Sia a.,==(r-+s)». Considerando il determinante dell’n® ordine,
distinguiamo fre casi, a seconda che ﬂ!gﬁ——l.

Sia. 1n primo luogo, a.,—(r—+s)® con m << n— 1.

Ogni elemento & un polinomio di m -1 termini epperd il deter-
minante A dell's® ordine si scinde in (m -} 1)* determinanti ad ele-
menti monomi. Ognuno di essi ha almeno due colonne o uguali o
proporzionali, epperd ¢ nullo, ¢ tale sarh quindi anche A.

) Sia @ —=(r 4+ s)**. Indichiamo con A 1l determinante dell'n®
ordine che ne risulta. Ogni elemenio & un polinomio (omogeneo com-
pleto) di # termini, epperd A si seinde nella somma di n® determi-
nantl ad elementi monomi, dei gquali sono nulli tutti quelli che si otten-
gono prendendo in A almeno due eolonne di posto uguale. Sono quindi
disugnali da zero solo gli n! determinanti A’ che si ottengono con
colonne di posto disuguale. Ma ogni colonna dei A" ha per fattore co-
mune un coefficiente binomiale e la s elevata ad uno dei numeri
0,1,2..,.n—1. La s poi evidentemente hai valori1,2..... n ond'&
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*ﬁhéhd 11 gni élemento’ & un pd]innmin ‘di: m-Pl tcmm;h ed'f

: determmnntﬁ E& dell’'ne® ordine, si scumpnna neélla somma di (m—]— 1}
*‘ i detorminantt ad elementi monomi, dei quali somo dwnguah da zﬁrﬂr"

. solamonte 1 Dugi,a=(m-+1)m(m—1).... (m 1-2) determinanti
che w1 ottengono prendendo dﬂg]: elementi di A ﬂnlunne di posto di-
.. suguale. Uno di questi determinanti ® della forma R

i (m (m\ - fm\. 2 o BB L TPV R
A—-(‘h) (‘Jﬂ)”” ( ) [7 27, ... m Jm—ry Om—vy  Om—re .

L o

=(-m) (ﬂi‘) s re» (m) 1" 2ra, | .ﬂFnE + ]m—ngm-n nH—re,
Vn

Wi Y

dove vi VaVe....v. & una combinazione semplice di n numeri presi
fra gh m—-1 numer1 0,1,2,....m. Tenendo fissi i numeri w Ve Va... Vo

e facendone tutte le permutazioni, si ottengono n! determinanti, la
cnl somima 8

= (m} (’:) (m) (— I)ENT—L]E = [ 2%, nwn, E Flw—nQm—wy  po—vn

Vis Yo
e 3 . m—l—l
Onde A sard uguale sard uguale alla somma degh( ot ) pro-

dothi analoghi a A” che si* ottengono prendendo tulte le eombinazioni

semplici di #» dei numeri 0, 1, 2.... m. Indicando con E(ﬁ;) la
somma estess nel modo ora detto, sara E

R e SRS N

Ciascuno dei determinanti Z+1127 . . n*e ¢ T+ m=»Qm—»  pm—ra
e un determinante (generalizzazione di quello di Vandermonde o di
Cauchy) esprimibile mediante le funzioni omegenee complete (dette
funzioni aleph da Wronski) degli elementi di una sua linea.

S1 dice funziome omogenea completa di grado % di n quantitd
@ @z....4a lo svilappo della potenza %™ di a,+ ae—. ... —+a. dove
a1 coefficienti numerici che compariscono in questo aviluppo & stata
sostiturta I'unita.

Denotando una tale funzione con Vi, si dimostra (cfr. Trupr,
“ Intorno ad un determinante piu generale di quello delle radici di
un'equazione ece.,, iornale di Battaglini, vol. 11, pag. 152) che

i Te : _;l- - ' i
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R e e =
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LA

A

N
" agh, L L, @D 1 1 e | vr, vr-,-—l allile’ s -Vr|—n—|—1 --:l-i
ﬂ.‘lri ﬂgr’. * = a ﬂurl ﬂj_ ﬂﬂ' .= 8w ﬂn Vr,Vr=—1 e Vr'_n_l_]
. & & S s o8 = :ﬂli HEH .--w[?ll'lH .-.':< P ® a2 » g @ ®F §F ® ® = ® W
0170 g™, L. . @, ayt—1 ag“—l . vis BETE Vr,,Vr.,_L e Vr._n+1

dove 7y 73....#, sono numeri interi qualunque.
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. In victa di questa formola sara ' - - e : ;

B =1 1 .l Vi Vel weVo-ni I
{1 2 ..n Vie Vid  wVnesptif 0 il

11 Ei ....ﬂa }(........-...-p---.’]

p=120=1__g8=1| (V5  Vi—sn—lew ¥ m—rp—nd]

e

N ju—n Qo—ry ppVe— i1 13 e | V’m—r:l v’m—rl—l----vrm—ﬂ-—n—ﬂ‘l
1 2 ..n Via=ss Vint—1vsa ¥ m—iy=afid
].H 25 u"'?li X-.-;--:--'--------I

' B R U8, R e m e womh 0 o e R % s e A RO& I8 s LR

1u_32n-1.-..ﬂn_1 ern v,?:n-*l .---VF‘I'W—TI-!-I

dove con V’; indichiamo la funzione omogenea completa di grado i
dei numeri 1, 2,.... n. Onde possiamo porre

V¥ wgtionss ¥ s3=mid

(iﬂ) vl'.l"i V“‘}'l'—l .--._v-}ri-.n_l.]

'l‘j“

wn+1)

A=(1)F {(n 1) (—2)! ....}‘Eﬂﬁl (f:)(;") L
TR I B

' S '-"'-;.‘_'r- ".
| V H—ry v‘lm—T‘I_l - m—FI—ﬂ+1 "‘"f.‘ji ‘H 3] .

4 v,m—riv'm—ﬂ—l....vlm—-1-,i,—11+1 ) K

& :ﬁ :. -:_.__.
L
o
i

L]

ey o
-"":;-II -
1hi

L] L] -;-.::i. "':-.'1".':;‘."

- r-. & B B ’- - i ow W L] l' = » L] ]r .:['f;j:

Y m—n A m—yp—1] ----V m— ¥o—n—+1 ' nf-fi

A

: —pm 4 ym—1 —pgm—1+ gm ogsia ars=—(r,s)™usando S
i) Se fosse @rs=r"—1""! s 8™l + 87, rs==(1"8 TR

b
-
[P e I'l-F

una notazione usata gia dal Prof. Tmupr (loe. eil.) per dEFignnre Ia
funzione omogenea completa di grodo m di r ed 3,1l determinante del-
I'n° ordine (nella condizione prima posta che sia m>n— 1) &

(1,1)=(1,2)=....(1,n)™
(2,1)=(2,2)=...(2n)™
(H;l)m[’ﬂrg ]Il]____(ﬂ‘ﬂ)m T:ﬁ v;l—-] .e ..V':—..-,—n-i-l
win4 i) \ -V’ri vj?a—]. .-"v 19— N1 :{

=(1)" 7 {20 2 W) | T T
Vivuv'?n—ln-qu:‘n—ﬂ-l—l
-"T’m-—-rl V’m_ﬂ-1 v’,m—r,—n-f-l

= ' K me_ri v,m—v.] —1] V rm—'!-'i'.— ll+1.

AT
= un -

il
L] 1 -F
- e il el T 1
B [ r_-......:.'_'r_ /

AL

|

L] - L] L] | | [ | w * L - L ] L] L] L]

VJ m— TJVIII—'P..— IVFIII - n—l:l-+]

1) Tenendo confo del risultato del paragrafo ¢g), e notando che

pi—1 + pr—2 __+_ o _.]— rgn—2 _|_ gi—1 = {,-,3)11-1

possiamo dire che il determinante delt’n® ordine in eui ogni elemento
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& 1a funzione omogenea completa di grado n—1 degli indici- dell’ ele- "

mento stesso, & ugnale a _ :

(15 (h—1)!m—9)!... 312011

m) Sia, per ultime, a..— (r 48y .

La prima linea del determinante A dell'n® ordine, che ne risulta, ha
per elementi dei monomi (l'unita), la seconds dei binomn, la terza dei
trenomi, ... .la #® dei polinomi di # termini.

S1 pud secomporre A, come & noto, in #® aléri determinanti, suppo-
nendo tutti gli elementi polinomi di % termini, rimpiazzando collo zero
quelli che mancano. Di gquesti delerminanti sono disuguali da zero so-
lamente gli n!, che si ottengono prendendo da A colonne di posto disu-
guale. In ognuno di essi Je » colonne hanno, in un ordine qualsiasi,
0,1,2....n—1 primi elementt nulli, il primo elemento non nullo &
in ciascuna colonna §-'; mediante scambi di colonne si pud ridurre
ogni determinante ad avere nulli tufti gli elementi alla destra della
diagonale principale, epperd il suo valore & il prodotto degli ele-

-ment1 della diagonale prineipale stessa 14124234 | gus esssendo

lala . ... uUna permuotazione di 0,1,2....n—1. Onde &
A= 1M, vt =Mm—1)1 (n—2)! (n—3)!....31 2! 1!

Bologna, Tebbraio 1900. :
Fruipro SisiraNI

i

SOPRA UN PROBLEMA DI ANALISI INDETERMINATA

Prosreva. Risolvere in wumeri interi ¢ non negativi Uequazione

(1) ax -+ by = ¢

esgendo o, b, ¢ interi non negativi ed a e b diversi da zero ¢ primi fra loro. (*)

Risorvzions. Distingueremo guattro casi.
Frime caso. a =1, b=1. Manifestamente la (1) ha allora le ¢ + 1 soluzioni

(2=0,9=¢), (z=1,y=c¢—1)... (z=¢, y=0).

Secondo caso. Uno (solo) dei due mumeri a, & sis 1; aia peres.a>1,0=1.
Allora, se ¢ & il quoziente ed r il resto della divisione di ¢ per a, la (1) ci da

(*) Intendo dl presentars sotko forma forse pit comoda nells pratien Ia notissims risoluzione
di gquesto problemsa.
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y=o0(g—x)+nr la guale manifestamente ha le g+ 1 goluziomi, ehe si otten-
gono per z =0, 1...¢, ' ~

(z=0, y=¢)... (z=¢q y="1)

Ter=o caso. 6 >1,5> 1 e ¢ divisibile per a (o per b). Sia per esempio ¢ = aqg.
Allora dalla

ax + by = ay
gegne che y & un multiplo & o; pongasi y = az. Resters I'squazions
- £ _I_ bz = s

che rientra nel secondo caso.
Quario caso. a>1, b>>1 e ¢ non divisibile ne per a né per b

Intanto lo sviluppo di 2 in frazione continua dard luogo ad slmeno due quo-

b
zienti incompleti non nulli, epperd ad almeno due ridotte non mulle; I'uliima di
queste & %; gin -‘:T la penultima. Avremo

ag—bp==x1,

6 ai potrd supporre (scambiando, ove oceorrs, 4, p, ¥ COn b, g, y rispettivamente)
che sia sppanto

(2) ag— bp=1.
Da questa abbiamo

L ['Ef} + b [_FE] = g,
epperd ogai soluzione intera di (1) sara dells forma

. z=qc— bl
1©) {jF:—Pﬂ'l"ﬂf.

pssendo ¢ un intero arbitrario.

Indichiamo con (‘%) & (%:—) le parti inters di %—c o %ﬂ e con & 8 f i rigpat-

Livi resti. Avremo

4) .

¢ poich® a per la (2) & primo con » & per ipotesi a mon divide ¢, sara a> 0.

Similmeunte sara § > 0.
Ciy posto le (8) si potranno gerivero

2 y={i (J‘m) 1}u+[n—u].

Poniamo ora

=" 5
L
..'\"'-il-l_

g

. -
i,
e

¥ y . LS
- I!F:..'_"J

1 = o =
i
J- |.h - -
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che equivalgono ell’'unica
(6) | u+u—~(?) (‘T) 1.

Allora la (5) diverranno

) {:=bu+3
y=ar—+ (a —x)

(7)

con % 8 v soddisfacenti a (6) ed interi. E ehiaro che se % 0 r somo interi negabivi
le (7) ci danno per 2 o per y valori negativi, perché 8 < b e 0 — a< «. Sicch® si
oiterranno tutte le solnzioni intere mop negative di (1) dalle (7) prendendo u e »
mteri non wegativi soddisfacenti a (6). |

Si pnd avere un centrolle dei resultati (7) caleolando il quoziente () e il resto R
della divisione di ¢ per ab. Cost da o= Qub + R sl ricava

pe=Qpadb + pR,  ge= Qqab + ¢R,
¢ guindi

O (e, (3)-ans ()
6 poi per le (4) |
yR:(j:—:t)ﬂ % E‘E:(%?)b-}'ﬁ;

e queste ultime ci provano intanto che = o B sono ancora i resti delle divisioni
per a o b rispettivamente di pR e 4R, Inoltre da (8) abbiamo

5]~ )=+ ()2

] (4}

sleche, osservando alla (2) o ponendo per brevith

-~ (-2

la (6) 81 pud anche scrivers

(10) uter=0-+p—1.

la (2) %—} ﬂ—ﬂ, 8arh (_g_) > (—‘E) epperd g .= 0; inoltre, avendosi

_H—F pR—a R{eg—bp)+dx—af R+ bz— af
b [} | ﬂb Eb ?

per essere B < ab, ba<ab, ap<ab 81 ha R4+bax —aB < 2ab, sicchd p<_2; cioe
appunto p =0 oppure p = 1.
Dz (10) risulta che 1a (1) ha Q + p soluzioni intere o positive, cioé QQ + 1

+ ovvero () soluzioni intere e positive, secondoch® p=1 oppure = 0. In partico-
f lare per Q =0 si ottiene che Ia
‘ia, (11) az + by =R

e ha una solnzione in numeri interi e positivi o non ne ha nessunsa, secondochd
Py p=1 oppure p=10. Si pui dnunque coneludere che la (1) nel guarto caso
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ha Q-+ 1 oveero Q goluzioni intere e positive, secondoche fa (11) ha o non ha una

iale soluzione. Questa conclusione & valida anche nei easi primo, secondo e terzo; . Lo BT
3 infatti si trova allora che la (11) ha sempre una solozione in numeri interl e non A%
negativi & che il mumero totale dei sistemi @i solnzioni intere e non negative

v della (1) & Q+ 1. (Cfr. Berrrarp, Algebra.)

. La (10) ¢i dice ancora che i1 minimo valore di Q pel quale Ia (1) ha soluzioni
4 intere » positive & nel quarto caso Q=1—7; allara poi si ha #=0, v=10; dunque,
poiche 1e (6) ¢i danno in tal caso x = B, ¥y = 0 — «, vediamo che quest'ultima e
la soluzione dell’equaziome '

az 4 by =R 4 (1 —p) ab;

1| o gnesta relazione pud seryire appunto di comodo controllo ai numeri x e f.

Diciamo complementars due numeri interi non negativi la cui somma sia ab.
Se di due numeri complomentari uno e multipio di @ (o di b) anche l'altro mam-
fostamente & tale. Ora ogni numero minore di ab che sia multiplo di a & della
forma ez 4+ by con y =10 ed » < b — 1; dunque tali numeri sono in numero di b;
;! similmente i numeri minori di ab © multipli di & sono della forma ax + by ©
i sono in numero di ¢. Dunque i numer minori di e e multipli di a o di & sono
(poicke @ e b sono primi fra lore) in numero di a+b—1. 1 numeri minori di ad
¢ non multipli di @ o &i b saranno percid in numero di ab—(a+4b—1)=(a—1)(2—1),

i: ¢ Tormeramao s 1]2(!’ =1) goppie di mumen complementari. Sia R, R ana di
b tali coppie. Essendo R + R'= ab, dalle

Bpmete  Be=(Fp

4 riCAVeremo

1) , R . R

R;r:-{bp ( ﬂp) 1} a+t+ (a—2z) Rg= { e —(—b—q) — 1}5 + (b —§)

A

e eppero

RP\ , (BR\_,0—1 (22) 4 (Rﬂ)_ -
i (ﬂ)-{-(ﬂ)—bp 1 (b)' ; ag— 1.

Da ¢ni, se g & cid che diventa g quande in (3) si cangin K in I, otteniamo:
5 +p=—ag— bp—1; dunque se p= 0 si ha p’=1 esep=1s51ha o'=0. Cioe: 4V
due numeri complementari non muitipli ne di 8 nd di b uno ed wno solo & .della
forma ax + by.

Segane di qui: i numeri minori di ab che non sono della forma ax + by sono

— —1 . ) : :
in numero @i i I}E{b }. Siccome poi fra gaesti V1 5000 evidentemente qnel

non multipli di @ o di & che sono minori di a -+ b, cost in particolare concludiamo:
gli a4+ b —1 numer

ab—1,ab—2,,00.-- ab—(a+2) 41

sono tutti delle forma nx + by, perché sono complementari o dei precedentementse
considerati oppure di multipli di @ o di b.
3. Sronza.
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ESERCIZI DI GEOMETRIA ANALITICA

St consideri un triangoto ABC la eui base BC=2a sia fissa, ed i cui
angoti B ¢ C siano legati tra loro da una relazione. A seconda delle
varie forme di questa relazione, si trovano dei resnltati interessanti .
pei luoghi del vertice O e dell'ortocentro H del triangolo ABC.

Prendendo per assi cartesiani la retta BC e Ia perpendicolare ad
eéssa condotta pel suo centro 0, e designando con (2. 9) le coordinate
di A econ (z, y) quelle dell’ortocentro H del triangolo ABC, si trova

a'—z*
1 = : — !
cosicche il lnogo di H é la trasformata del lnogo di A, cangiando
a —z*

nell'equazione del luogo di A, 2z in z & f in

Y
Ecco aleuni resultati, lasciando la cura di trovarse altri a quei

lettori che s"interessano di questa quistione.

1" tan B=tan®*C

Luogo di A  (e-r+a)+B(x —a)=0 ... .. iperbole
Luogo dii H (z—af—yl@+a)=0..... .
2° tan B=tan®(
Luogo di A (z+ a8 (a—a)=0. .. .. cissoide retta
Luogo di 1T (t—a)+*(@4+a)=0... .. :
3 tanB="FkecotC o tgBtan Q=7
Luogo di A  Ae®*+B=Fka* .. ........ conics
Luogo di H 2*+byff=a®. .. .. ... .. .
1Y tan B=cot*(
Loogo di A P=(wta)fle—a) ....... cubica
Luogo di H pP=(at2)(a—x)? ... . . \

5" tan B — eot 20
Luogo di A g*(8a—4u)=(« — x) (¢ + ) . . sferoide retta

Lluoge di H o* o+ 2ax—3a*=0 ... . cireolo
6° B=180"—2C
Luogo di A o2 p*—2ax—3a* =0 ... .. cireolo

Luogo di H % (80 —a) = (2 — a)? (2 -+ ) . . strofoide retta
7" B=2(

Luogo di A 3a®— B+ 202 —a?=0. . . . . . iperbole
Luogo di H ¥ (B —a)=(x — a)*(2-4-a). . . cubica
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8 tanBt+tanC=k
Luogo di A ka* 248 — Ear =0, 5 5 eae parabola
Luogo i H ky=2a.........:00... retta

, tan B

) =&

tan C |
Luogo di A a(k+1)=«a (b—1) <55 a retta
Luoge di H a(k+1)=ualk— ; ) TSR .
, sen B
10 sen O =

Luogo di A  («*4p%)( — 13- 2aa(1 -+ +a(1—k*)=0 circolo
Luogo di H  #[(a™+a*)(1—4"+2a2(1+ )]+ a*—a®)*=0 quartica

119 tan Btan C=—1 o B—C=200" K il 8° caso per k=—1
Luogo di A a—f=a.......cc0on. iperbole eguilatera

Luwogo di H 2#—¢*=a’ .. ....... ... .

12° tan B=sen U .
Luogo di A p*H+4dax=0............ parabola
Luogo di H (2*— o +4dazyg'=0...... quarfica

13" tan 2B =sen 20
Luogo di A eopf=a(@®—a").......... cubica.
Luogo di H zy=a(@—a’).......... -

14" tan B = sen 2C
Luogo di A 32* 4 4202 —0a"=0..... ellisse
Luogo di H (@Br—a)y'+—(z— a)®(x -+ a) =0 cubica

15° tan B=—sen 20
Luogo di A ¢"—§ —2az—3¢"=0..... iperbole eguilatera

Luogo di H 9 (z—38a)=(z+a)(x — a) . . cublca

16° tan 2B =— sen 20
Laogo di A aff=a(a"—2") ... ... ... cubica
Luogo di H ayf=2(a®—2a%).......... .

17° tan® B+ tan* C =47
Luogo di A 28 (af + a) =k (a* — «*)*. . . . quartica
Luogo dii H k%' — i v iperbole
(Equilatera per A =2)

Si pub anche cercare il luogo geometrico di altri punti notevol
del triangolo. Come le coordinate dell oriocentro H sono

2
@) R | - Hﬂi’j @
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cost si trova che quelle del centro del cirecolo dex nove punti (X,Y)
e quelle del punto di Lemoine (£, ) sono

o 8% — o+ @
, > 42 B
4) a5 = 3a® 1= 2% <

St avra l'equazione del lnogo di (z, ), eliminando «, 8 fra le due
equazioni (3) e l'equazione del Inogo di A, e similmente quella del
luogo di (£, ) eliminando z, 3 fra le due equazioni (1) e I'equazione
del lnogo di A.

E da notarsi che si ha

3z a® — a1
X=3 Y= iy
Ecco alcuni sempliei risultati relativi ai easi precedents
3’ 4X* - 165Y* (k + 1 =0a®  conica
8° 47*N* - BukY = (k* -+ 4)@® parabola
11° Y=0 asse x
(E"— 2"V =a® (B2 — 47" guartica.
Osservazionk, — Le formole (4) mostrano che, ge il verfice A del

triangolo ABC di cui la base & fissa descrive il eircolo «®--§* =R,
il punto di Lemoine del triangolo ABC descrive un’ellisse.

E.-N. Banisiex.

SULLE FIGURE PIANE UGUALI

Nella teoria elementare della fignre piane uguali (argomento che viene svolio
nel 2% hiennio degli Tstituti Tecnicl) 81 snole ottenere il punic wniio (corrispondente
i _sé stesso) di due figure piane diretfamente wguali come 1 ntersezione 0, se
esiste, degli assi di dne segmenti AA’, BB’ condotti tra punti corrispondenti;
Ora per questo bisognerebbe dimostrare che i due triangoli ngoali AOB, A’OB”
ln_ sono direttamente, ¢iv che non risulia immedistamente da codesta costruzione.
Riguarde poi alla reita unita di due figure piane inversamente uguali, essa viene
otienuta come congiungente dei punti medi di doe segmenti AA’, BB’ condotli
tra puanti corrispondenti, @ questo mediante una dimosirazione ecertamente non
semplicissima.,

_ Qnanto ho delto pno verificarsi consultando il Trataie dei Sansia e D'Ovinio
(8§ 110 delle ultime edizioni),

Ai miai giovani dell'Istitnlo trabio queste due questioncine giovandomi di un
?Bmplfne lemma, che mi permette di dare nns dimostrazione completa della prima
q uestione, e dj risolvere in modo I.TTETE £ piﬂnﬂ la seconda.
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Ne espongo lo svolgimento procedendo gulle traccie dello svolgimenio corri-
spondente che si trova nel Tratiato del SANKIA ¢ D'Ovipio, allo scopoe di raccogliers
la trattazione mei termini pia ristretti, tralasciande guanto ivi 8 premesso.

Lesua. — Due figure piane inversamente uguali aventi un punto wnilo (un puuntp
corrispondente a s& stesso) sono simmetriche rispetto ad una retia che passa per
quel punto.

8ia O un punto unito di due figure inversamente uguali, e siano A, A" due
punti corrispendenti: sarh OA = OA’. Si conduca la bigettrice 00, dell’angolo AOA ,
& 51 rovesci ls seconda figura intorno ad OO0, : le dus fignre divengono direttamente
nguali, e di pin siceome il segmento DA’ viene a goincidere col segmento corri-
spondente OA, le due fignre verranno coincidere con Entti i loro punii. Segue
da cid che, se rimettiamo la seconda figura nella posizione primitiva, ogni sno punto
B’ determinera col suo corrispondente B un segmento avente per asse la 00;; cloé
le dne figure sono simmetriche rispetio all’asse OO0.

Troreua 19 — Due figure piane divettamente uguali hanno, in generale, un punto
unito; ¢ le due figure si possono rendere coincidenti rotande wna di esse snlorno
¢ questo punto nel PiEno cOMUNE,

Infatti, siane A, B due punti della prima figara, e A", B 1 corrispondonti punti
della seconda: sara AB — A'B’. Dei segmenti AA°, BB’ condunciamo gli assi;
escludendo che AA’, BB’ siano paralleli {caso che esamineremo o parte), gl assi
di tali segmenti si secheranno in un punto O, Sara OA = QA’, OB=0B'; onde
i doe trisngoli AOB, A'OB’ saranno nguali, e lo saranno direttamente, giacché
alirimenti i due triangoli (pel lemma dimostrato) sarebbero simmetriel, & quindi
Jle AA’, BB’ sarebbero parallels, cid che si & esclase. Dunque se si fa Totare
per esempio la seconda figura mtorno ad O dell'angolo A’OA in modo che il
segmento QA" venga a coincidere col suo nguale OA, i due triangoli AOB, A'OB"
ele intere due figure direttamente ngnali verranno & coincidere con {atti i loro punil.

Scotio 1°. — Sul punto unite O =i pud notare guanto segue:

1°, Bsso & eguidistante da due puuti corrispondenti qunalungue C, €/, e quindi
esso & il punto di concorso degli assi dei gsegmenti come CC’.

2°. Dista egnalmente da due reite corrispondenti qualunque, o quindi & 1
punio di concorso delle bisetirici degli angoli formati da cisscuna retta con la
corrispondente presa in direzione opposia.

§°, Gli angoli A'OA, B'OB, ¢'OC,... risuliano ugnali tra loro e all'angolo
di due direzioni corrispondenta.

4% Da tale cgnaglianza di engoli segae che per O passano tutte le ¢ircon-
ferenze individuate du dne punti corrispondenti e dal punto di concorso di due
rette corrispondenti condofte per essi.

Seolio 2°. — Se isegmenti AB, A'B’ sono paralleli e in direzione opposta,
AA’, BB risultano lo diagonali dj nn parallelogrammo e 1l punto O coincide col
loro punto medio. L'angole A"OA risulta in tal caso mn angolo pirtto,

Seolio 3% — Nella dimostrazions del teorema si & escluso che AA’, BB, risal-
tino parslleli. Quando cié acceds, essendo ] due segmenti uguali AB, A'B" com-
presi tra le Tette parallele AA’, BB’, potranno darsi dus casi: _

1%, 1 due segmenti AB, A’B’ (o i loro prolungamenti) concorrono in un
punto O, vertice dei due triangoli isosceli AOA’, BOB’; allora il punto di concorsoe
O risulia nnito ed AOA’ & l'angolo di em deye rotare una delle figure per coin-
cidere coll’altra.
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2% 1 due segmenti AB, A’B’ sone paralleli e con la medesima direzione F:*; i
(equipollenti): tali risultano due segmenti corrispondenti qualanque, o i segmenti Ly o
che uniscono due punti corrispondenti sono tutti equipollenti al segmento AA'; . "
quindi con ls traslazione @i una delle figure, per es. la Beconda, Imngo la A’A, - 7%
quando A’ saria venuto a coincidere con A, coincidera anche B’ com B, e ciascun -

punto della seconda fignra eol suo corrispondente della prima. Manifestamente in

: tale easo non esistono punti uniti delle dae figure,

i TeoreMs 2% — Due figure piane ingersamente tguali hanno sempre una retiu
2 unita; e le due figure 83 possonc, in gonerale, rendere coimcidenti mediante una tra-
"% slazione e una rotazione secondo detia refla,

j. Siano AB, A'B’ due rette corrispondenti di due figure inversamente ngusli. .
o Escludendo che tali rette siano parallele (caso che esamineremas g parte), essi si
: secheranno in un punto 0. 8e O & un punio unito delle doe figure, gneste {pel
lemma dimostrato) sono simmetriehe rispetto alla bisettrice 00, dell’angolo AQA’,
g’; e le due figure si rendono coincidenti con una semplice roiazione di una di esse
H intorno all'ssse di simmetria (retta unita). Se invece il punto d'meontro delle AB,
J' A'B’ non & punto unito delle due fignre, considerato come pooto O della prima,
25 avra per corrispondente un punto O° della A'B’, e considerato come punto P° della

3 seconda, avra per corrispondente nn punte P delln AB. Sarda OP = O'P", e i punti
) medi M, M’ di questi segmenti saranno punti corrispondenti. Condneas la retta
MM’ : con la traslazione di nna delle due figure, per es. della seconda, Imngo la M'M

L .-"";-:_.
_."__II‘__u. s "'-r'_t.-'- |':-_":.:I1- vy 1)

*-e;-.; fino a che M' venga a coincidere con M, le doe figure inversamante uguali 111 2
%‘y: avranno, nella nnova posizione, il punte unito M, e saranno quindi simmmetriche &
£33, rispetio alla reita MM’, che & bisetirice di dne direzioni corrispondenti: percio le

Ef. due fignre verranno a coincidere rotando una di esse intorno alla MM’ La relis

o MM’, che & unita rispetto alle due fignre simmetriche, sara pure unita rispetio

:,:;_'*:;.'_-_ alle dne fignre considerate nells posizione primitiva.

Seolio 1°. — Circa alla retta MM’ si puo notare quanto segme:

1° Essa passa per i punti medi dei segmenti condotti tra punti corrispondenti. Vi

Invero, siano A;, A’; le proiezioni di A, A’ sulla MM': quando le due figure sono
rese simrnetriche nel modo anzidetto, A'; coincide con A, e quindi sara AA,— A’A",,
da cul si deduce facilmente che la MM’ tagha il segmento AA’ nel sno punto medio.
¥ si deduce ancora che la MM’ ha distanze ugunali ed opposte da due punti cor-
rispondenti,

2% La MM’ {1 con due direzioni corrispondenti qualingue angoll vguali, in
mode da riuscire paraliela alla bisettrice dell'angolo delle due direzioni eor-
risponden ti.

Seolio 2°. — Nella dimostrazione del teorema si & escluso che le due vette
corrispondenti AB, A'B’ siano parallele. Se cib accade potranno darsi due casi:

1% Le due parallele AB, A’B’ hanno stesse direzione, Allora la retta unita SN
@ la retia che biseca la slriscia delle AB, A'B. 1':};:-'.:":

2% Le due parallele AB, A'B’ hanno direzipne opposta. Io tal caso la retta i
unita si oftiene conducendo pel punto d'incontro delle AA'. BB ia perpendicolare
alle AB, A'B".

In entrambi questi due casi 1a retta unita ha le proprieth del easo generale;
solamente & diverso il modo di costruirla partendosi da due retie corrispondenti
speciali,

_________

Macersta, gennnio 1900,
BE. Maccarerg.
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SUI NODI DELLE GEODETICHE DEL CONO

"

Com'é noto, per una superficie si chiama geodetica qunella linea che tiena lo
stesso nfficio (entro certi limiti) della retha nel piamo. Per un'estesa classe di
superficie, dette sviluppabili per la proprieta che hanno di potersi distendere su
di un piano, si pud ottenere una geodetica mediante la traccia lasciata su gueste
da nona qualangue retta di guesto piano. Limifandomi nel presenfe articolo & una
speciale superficie di guesta classe, il cono, mi propongo di far conoscere una
notevols proprieta delle geodetiche di guests saperficie espressa dal seguente

Teorema, — Ogni geodelica di un doto cono presenia mel sSuo percorso un
numero finito di nodi tulté reali.

In un piano © siano dati una relta g e un punte V fuori di essa. Si abbassi
da V la perpendicolare VP, a g e da una parte e dall’altra di VPo, eol vertice

in V si costruiscano due angoli P,VP, ; P{‘?P'l eguall ad un angolo dato «, che

1

: W , e ® o - :
si supporra minore o tuit’ al pin eguale 85 . He pol ¢ minore od egusle 5—4— .

Sempre col vertice in V si costruiscano sui lati VPy , VP; due altri angoli P;?Pa,
P,VP: ancora eguali ad @, e cosi s proceda nella doppia uparnzmne fino a che,

se o & minore o tutt'al pin eguale a %, si sia pervenutl aglh angull Piu—s ¥ Praos)

“s..-s?P’a._.. non escludendo il caso che i lati VPg,_: VPsu—g posSEano coinci-
dere rispettivamente coi raggi VA , VA" determinanti la parallela a g passante
per V: nel qual caso i punti Pi,_» e P32 covinciderebberp col punto all’infi-
nito P_ di g.

Immaginiamo ora un eono (per semplicith lo supporremo circolare) che spie-
gato sul pisno dia lmogo ad un angolo di ampiezza 2z. Cellochiamo gquesto cono
sul piano = in modo che il vertice venga a cadere sn V e che VPp sia la gene-
ratrice di eontatto. Facendo rotolare guesio cono sn m senza strisciare, una prima
volta dn nna banda di VP, una seconda dall’altra banda, la traceia di g su di esso
sarh una geodetica. In questo rotolamenio & chiaro che VP:, VP;y... VP, VPy...
sono le posizioni sssunte dalla generatrice di contatto iniziale, menire VP VFPs...
VI, VP%... sono quelle assunte dalla generatrice opposte. A eausa delle sguaglianze
VPi=VP; (i=1,2,8... 2n—2) ai punti P;, P; corrispondera sulla geodetica
un unico punto N,, ai panti P; Py corrispondera un altro punto Ny s cosi via.
Questi punti, in namero finito poiché corrispondenti ai punti P, Py... manifesta
mente in numero finito, sono tali ®he per ciascano d'essi la geodetica passa due
volte e due soltanto. Essi sono dunque veri e propri nedi.

Ne conclodiamo che nna geodetica qualsivoglia di un cono di ampiezza Za
{minore o tutt’al pii uguale a 180°), presenia nel suo percorso dei nodi in numero
finito e totti reali. 11 loro nomero # & dato da E [90:«) cioé dal massimo intero
contenuio nel gnoziente 90 : «. Quando « sia summultiplo di 90° in guesto numero
va compreso l'ultimo nodo che allora si allontana fino a distanza infinita. Se o &
piit grande di 90° non vi ha alcun nodo: cid risulta subito geometricamente come
anche dalla formula trovata, che & gunind: generasle.
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Aggiungiamo da altimo: :

Se una curva piana di urﬂi_nﬂ m simmeiriea rispetto ad un asse si avvolge
sopra. un cono di ampiezza 2x in modo che @ vertice si trovi sull'asse di sim-
fuﬂtrm, essa presenta nel sno cammino m. E (99 2) nodi computando anche quelli
immaginari,

Exzrico Prootorr,

— e ag— .-

A PROPOSITO DELLA QUESTIONE 493

I.l a?nnnflu imtegrale ha il numeratore ehe s apnulla per senxr=1 e cosz=I,
e quindi & divisibile per il prodotio (1—senz)i 1 —eosr)=1—senz—cosz+senzeosz,

Effettuando la divisione si trova 2+ senx 4 cosx per quoziente.

Il denominatore sen’z costx divise per 1o stesso prodotio di per quoziente

(1 4 senz) il + £O8 ).

11 secondo e terze integrale sono dangoz identici ¢ =i ha

7
-

2 (1—senz—cos®2)dz _ f? sen x 4 coszx -} 2) dr
o {1+ sen) (1 +cosx) — Jo 11 4sena) (1 + cosz)

. E.-N. Barisiexs,

K. B. — Anche il prof. Tgo Fornari e il #1g. Giuseppe Marletta inviarono

la risulnzijmﬂ della quistione 493, rilevando che i secondi membri delle uléime
due equazioni devono essers 2 e non Ys.

11 sig. Valentine Golisciani invid anche la risoluzione dells quistione 488,

CORRISPONDENZA

L'articolo del sig. prof. M. Cmixs (v. Periodice di Matematica, fase. V, 1900,
pﬂlgg.. 199-200) & giusto per il eazo generale, Credo che il mio procedimento sia
migliore, se nella ricerca d'an’area, si voglia trovare rapidaments (abliasi o no sotto
mﬂ.m:: an ripetitorio e un formulario) certi mtegrali, come J 1135’:1? dz 0 J .t%'4$ dz.
Il mio procedimento non & certaments tentizsinio, ma To credo pratico e per
questo sard pin utile per gli alliovi che per i prufessori.

E.-N. Barisies,

A. proposito della recensione della Geometric di Génanp o NEWEBNELOWSE
Erul_)blu:atﬂ. nel mumero precedente il sig. (iérard ei scrive * vi saro estremaments
u r;lcuntfsn?ntﬂ s@ vﬂrreita segnalare una dimonticanze: civé ehe lo scopo principale
‘ Che €1 slamo proposti scrivendo Ia nostra Geometria & & introdurre sistematica-
“ Il‘.IELr.lt.va:1 e ﬁj:: deel prmcitt:iﬂ Ia nozione di senso per ;i segmenti, nngoli, cce., in {utte

le quistioni nelle guali questa nozione pui intervenive utilmente ,.

G. Lazzen:.
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ASOLUZION! DELLE QUISTIONI 3417 483, 486, 492, 498, 499

3414%. Due triangoli coi lati rispettivamente paralleli somo infern: Mino al-
Pallro, e volti nello stesso senso. Prolungando i lati dello inferno 81 hanno ire

. parallelogrammi X,y,2 e tre trapesi t, 1, - s

Determinare X, v.z n funzione t,t°, " e del triangolo interno T.

ALASIA,

Risoluzione del Prof. Barozzini.

Sia il triangolo interno ABC; z,2 i pgr, che hanno rispettivamente un vertice
in A,B.C: & ¢, ¢ i trapezi che hanno per Iati BC, CA, AB; inolire AR lato co-
mune ad @ e t’.

T triangoli T+ ¢' e T sono simili, quindi per neta proprieta:

DR:BA=YT+¢ :} T

da cul dividendo:
AR:BA=VT+t —yT: VT |

e i (09
AS: A —VT 527 — 1T : 1T J

e similmente

Ricavo dslle (1) 1 walorl di AR, AS li sostituisco nells # = AR .AS8sen A e

tenendo conto della T = —;— AB, AC gzen A, ottengo:
=YD 7 —¥T] [YT 37 — VT
cosi g — 2 [?'T + " — ]"_I‘] [VT +~f — fT].

z=2[yT ¢ —VT] [YT+¢ —VT);

%W, Se e Finee @ = coal® sono geodetiche di unn superficie 1l cni elemento
limeare 2 Y Bdu* +2F dady 4 G dv7°, 8 hia:

1 0P LA — g 1 ( 0 f_’j.p) 0 S
Ao+ -G =T ) —logy — P2 —F —|—logy 9=
!'F}ﬂ({ICm Lv)duﬂmﬂ.l:;l_l‘-ﬂ‘ 3 T e gy =0
dove A= B} — F'* e A;, Ay sono rispeltivaments i parameti’s differenziali primo e
secondo.
Supponendo che le ¢ sieno ggodeticamente parallele, st deduce 8y 9= 0,
. Carposo-LAYRES,

Risoluzione del siy. Gragnani.
So ¢ (uv)= cost® & I'equazione di un sistema di linee tracciate sulla super-

ficie in cui & ds? = Edy® <+ 2Fd udr + Gde®, abbiamo per la carvatura gevdotica

L di queste linee

Py

1 — 1 )
— A = (1)
P A b [LF ) s




- 264 : PERIODICO DI MATEMATICA.

dove 4,,v,3; rappresentanp rispettivamente i parametri differensiali, primo, misto

e secondo. Abbiamo inoltre essendo A = EG — I
1 1/ 09 r)w)d 1 l(&:p ,Om)d 1
¥ (th‘lf.h q:) d(G O On) Ou Ve * A\ oo ou (')ﬂﬁllﬂ?

che sostituita nella (1) da:
1 1 {08 09\ O 1 (09 dtp) 0
=3+ (655 — P S 1os Vs + 5 (B — T ) 5 sV @

fro AV ou o
o Se le ¢ = coat.® sono geodetiche Pi = 0 o se 1noltre esse sono geodehicamante
9108 * ) _
‘fi% pgra.llela dovendo essere 3 (u, ») un integrale dell’equazione 4, p = 1, ne viene
o 43 — 0
ﬂ;ﬁfl; E]”g‘lfd;fp=alugy:.1q; =10 8 dalla {E} .
’%T dgp =10
L come 8 voleva.
ﬁf’}'ﬁ @ & I'arco delle geodetiche ortogonrli contato a partire da nma linea fiasa
f" ® =0, 8 le ¢ = cost.® insieme alle loro traiettorie ortogonali formano un sistema
St isotermo.

A%, Trovare Vinviluppo del sistema d’iperhole

-. y2 (1 - 4a%) - 4a’xy — 4a’z — Ba'y 4+ 4a' = 0.
. PzscL
@%“ Risoluzione del sig. Comandante Barisien di Costantinopoll e del sig. V. Golisciani,
it studenle delta R. U. di Napali.
f‘j Qnesta equazione ordinata rispetto ad a® si pud scrivere
S
LY da (y— 1)° 4 datx (y — 1) + y* =0.
" La eondizione affinche i due valori di a® sieno egunali &
ziy—12—yly—12=0
| 088I8 (= —y} {_':r + y:l fy = 1}'.! — ().

L'inviluppo si compone dunqgue delle due rette (xr —y) =0, 2 +y =10 biset-
trici degli angoli degli nesi e dell'asintote y — 1 =0 dell'iperbole, contato dne

volte,
Alire rlsoluzioni dei Proff, Retali e Santorelll.

292, s ' un fuoco i una ellisse ¢ M un punto variabile di questa snrva.
8¢ deserive il cerchio di centro M e raggio MF. Il luogo delle estremitic del dia-
metro di guesto cerchio, perpendicolore ad MF & una cwrva la end area ¢ doppia

di guella dellellisse. B
ARIHIEN.

Risoluzione del Proi. Retali.
Il teorema vale anche guando invece dell’ellisse e un suo fuoco, si considera

una curva chinsa gualungue e un punto arbitrario del sno piano: Se p, 8 sono le
coordinate polari di un punta variabile M della curva data, quelle del punto cor-

rispondento della trasformata “sono evidentemente
™

| - ": '__-i = = L=

F=1p18, 0=0 4

dunque

g"t, @0’ = 20°, db

e 1l teoromnp & dimostratoe.



|

Eact

T )

R - = L

i
-H.IF

e ek,

PERIODICO DI MATEMATICA. 266

BO8, Py a ad n interi e positin .-!;1'. ha
(3)t ()t (3
e (B (3wt ()b

.___1]

-

ny ., 1 T n\ . _ m\ . _ A B\ .
. (D)E —1-(2)3 t+(4)a ol —-umb)n ‘+{~3]H a+(5)ﬂ 5.4 ~ atl
“l'_I‘]"-l" (& 4 1)1 _n== |,B+1:I“'1_ 9
A, B,
Risoluzione del sig. Angelo Pensa.
Poiché a & intero e positivo, ponendo :; } =g, srh 2 L
Allora, per »n intero e positivo
N e (B By o
oo (D)" * (2)" t—l—(_}) gh— L N [ﬂ_l_l‘ln_'_["—!]n——-liml—l_an—l
n=x [/ ne- " it— Ny e Fﬂ{‘ﬂﬁi—lalu__ ”_]}n ‘=“1_En )
(§) ot (g} oo+ (5) o
Bi ha pol
(et G fe
L} o+ 1) B
B e e d e e
= lim .
(o 1t -

o (o oo

e tenendo conto del rismltaio precedente

o+ B+ )+

I

[{)oe=+ () am—s+(5) o+

f]

,1‘:13_]3, (@ 4= 1)or? —1111:1‘.: ﬂ (a3 1=t -
1. (p41p—(a=1p 1 (.
- o St = e = et D

¢. v. d.
Altra risoluzione del sig. F. Sibirani.

2299, Sia C una curcn piana riferita ad un sislawwa c@) tesiano OX,0Y ed M
un suo punio variabile. Si riporti sulle perpendicolare condotta da M all'asse X,
e partire do M e nei duc sensi, il segmento OM ¢ sicno MP ed MQ tali segmenti;
i punti P e Q desericono una curea C'; si studi la trasformaozione (C,C") e ai di-
mestri in pariicolars che: » ;

10 se C & una reita, O 2, in generale, un"iperbole eqnilatera.

20 ge O & wn circolo di centro O, C' si componre di due circolt.

30 g¢e C 2 un eirveolo tangente all'asge x in O, C° ¢ un frifolium retto.-

40 g¢ C 2 un cireolo tangente all'nsse y in O, € 2 ua folium doppio.

5o s¢ C 2 una strofoide Tettn col vertice in O & avente per asse Vasse X, U 5i
compone di un cireolo ¢ di una Uissolde di Diocle;

6o gp O 2 una (issoide @i Diocle eon Ia cuspide in O ed avente OX per asse,
O’ ¢ wna quintica bicircolare. (Si studi tale curva specialmente nell'intorvio del suo

punto guadruplo).
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7% s¢ C 2 un Cappa che ha i pill‘llh; doppio in O (*) & tale che la tangenie in I}
gia T'asse della x, O si compone di due strofoidi rette,

PERIODICO DI MATEMATICA.

dite inverss di trifolivm retto.
3. Carposo-LA¥NES.
Rizoluzione del Prol. Retali.

e &, 7 sono le coordinate di M e x,y quelli di P abbiamo evidentements

2 P!

Yy —x
2y
& dunquee piana doppia quadratica specializzata e, come iale, sebbene sia staia gia
incontrata dal Hraffr, (**) dal sigg, de Longchamps, Brocard e da altri, [*) pad
dirsi nom ancors sindiata completamente. Hssa & c¢aso pariicolare di una trasfer-
mazione doppia che ip ho stndiato altrove: (***) la conica limite e 1 conica doppia
s1 rilucono ora al punto-eircolo O e il polo, col quale sono allineate le coppie di
punti congiunti, & il punto all’ infinito Y™ dell'asse OY. La trasformazione congiunte
¢ una mversione d' Hirst di seconda specie, avente per conica dei punti uniti i
punio-circolo O e per polo d'inversione Y™: la denoteremo con (H). Due punti P e Q
che si corrispondono nella (H) sono sopra una siesga parallela ad OY e son vish
da O sotio un angolo rebho; il centro M del segmenio PQ & nel piano deppio, il
corrispondente di I’ (e di Q) considerato come punto del piano semplice. Recipro-
camente, al punto M del pianc doppio corrispondono nel piaooe semplice i due P e Q.
I chiaro che due curvs congiunte, cioé tali che si corrispondono I'nna allalira
nella inversione (H), hanno la medesima trasformata sanl piano doppio. Upa retia
arbitraria A4 del piano doppio € rappresentata nel piano semplice da nna conica H®
tangonte in O alls polare di Y™ rispetto al punto-circolo 0%; H* pasaa per i due
“punli imaginari copiugafi segnati sopra A dal punto circolo O* ed ha in quesh
punti le tangenti dirette a Y™, (****) In altre parole H® & lu iperbole squilatera normale
in O all’asse OY ¢ avente per eentro la proiezione ortogonale di O sopre k. Questo
risultato, che del resto & noto, poteva anche dedurai subite dalle formole della
trasformazione date sopra. I punti fondamentali del piano semplice sono Y™ e i

g=E y=n % 1!&’ —+ %% & da queste E = o, 1= . La teasformazione (G,C"}

1
due infinitamente wicini riuniti in O sulla OX. Alle rette del piano semplice cor-
rispentdono conicheper Y, bitangenti al punto-eircoln O%salle rette medesime, [¥%)
ogsia dperboli con wn fueen in O e un assintoto pavallele « GY. Se N é la proie-
zione ortogonale di O sulla retia s del piapo semplice, la iperbole corrispendente
S* ha O per fnoeo, ¢ per divettrice o |Ny™ | n'é un assinioto. A parallele ad [OX,
corrispondono parabole aventi quelle rette per divettrici ed O per fmoco comune.

Se una curva C, del piano doppio, & penssta eome inviluppo di una retta A,
la corrispondente C" & |'inviluppo dells iperboli H*® corrispondenti ad A; i duoe
punti ove H® tocea U sono i due corrispondenti a quello ove C & Loeeata da A
Le intersezioni di C! con una retta arbitraria s, sono le proiezioni da Y*® sopra s
delle intersezioni di C com S* corrispondente ad s nel piano doppio.

(*) Veraments il cappe ba il sno punbo dopplo all'infinilo; © non & punto doppio ma bens) on
tnenodo & eonta per dne punti doppd viuniti In 0, Y. R.

(**) Commentarii Ac. Petrop. f 11, wm. 1732, pag. 108-109, (Consideratio cursarsum gusrundom
altioris generis, gwae facile degm{bi oopsunL.)

("**} La Trifolinm par M. Brooasp (J. M 8, no. 1891). In gnesto lavoro 8i trovane nmmerose
fudieazioni bibliografiche 113?4—1331]3.

{#FE%) '?ﬂ ri due particolari trasformazioni eco., (nollo Mews. della R. dce. delle Bvienza di
Bologma, Serie IV, T. X, pag. 653-671, an. 1890).

(F==*%) Rerant, Mem. cit., § 9. '

(FEEENE) Thra, § 11.

8" s¢ O 2 una krenzenrva aquilatera che ha per assi x ¢ y, C' 5i compone o
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Le tangenti & €' nei punii P e Q (corrispondenti al ponto M di C) sono le Lo
direttrici corrispondenti al fuoco O delle due iperboli che hsnno O per fuoco pas- - Lt
sano per y* e toscano la curva U in M. 8 h & 1a tangente C in M, indicando R
gon R il punto comune ad % e alla perpendicolare in O a [MO|, ia tangenie & C
nei punti P e  sono respettivamente IRP| e [RQ|. Anche la costruzione della fan-
gente nei punti P, () era stata data dai signori G. de Longchamps, d’' Ucagne ©
Brocard (*) i quali perd, non avendo riconoscinto che si fratta di mma trasforma-

zione doppia, la ottengono con chbnsiderazioni infinitesimali pint 0 meno semplici.
i Qarebbe ora facile indicare anche costrnzioni per le tangenti che arrivane a U’ da
u ‘un punto dato, per le bitangenti di ©° eoi loro punti di coulaito, per le tangent
* stazionnrie coi relativi flessi ecc. ma non vogliame nllungar troppo guesta nots.
& Nel caso particolare in cui C & un cerchio passante per O si frova per O il &rv
foliwm studiate dal sig. Broeard nella Memoria eitata sopra, ove sono pure dabi

i teoremi 19, 3¢ e 47 della quistione della gunale ota ¢i oceupiamo. (**) Quanto a 2°
& evidente anche con la geometria elementare & del resto si ha smbito, dalla for-
mola sopra data, per frasformata di z? 4 2 = 7%, il pajo di cerchi eguali al dato
x4y £ 2ry=0.

Veniamo dungue agli ultimi goattro enunciati della guistiono:

50, La strofoide ha per equaziome y° (20 — ) = (xr—a)*.2z o la corrispon-
dente U’, cicad la

= - =
iy 0
ol ey

o et 1

- :.‘.i 2
" (20 — X) y 5 ) z(x—a)*=0,
) A gi pud serivere nella forma
j _
[2ay® — z (2 + y¥] - (2* +y* — 2uz) = 0;
’é O’ si spezzn dungue nella cissoide reltia avente la euspide in O e per assintoto di
3 inflessione = = 2a, e nel cerchio di raggio « tangente Oy in O,
. - 5o Alls cissoide retta 2 (2a — x) = z* corrisponde
i -.- s
;:l 2a (2 — y)? =z (@* + 9 i
} cioé una quintica bicircelare avente nell’origine un punto quadroplo con due coin- ’”ﬁ
1. :': eidenze, come il rosome & (uatiro rami, %ﬂ
g o 70. Al cappa 22 (z* + y*) = a®*y? corrisponde la seatica t:‘i
: -..T_:l 1':?“2 + _',’E'r' = “-] [y: o ._TE}E -1
5' i
3 che si speme nelle due strofoidi rette simmetriche una dell'altra rispetto a |Oyl,
E:‘-' ' z (x4 v¥*= £ aly* — x7), col punio doppio in O e |OX per asss.

\ 0. Alla Krenuzcuwrve equilatera of (&® + y*) = a*y* corrisponde
43 |
@ @t + g =t et —
4 b che si spezza nelle due mblrﬁe z (22— y*) = = a(a® 4 y"), Inverss rispefto ad O ,
o i dei trifolii retti o (z* —y9) = * e(z*+7°)*
i Le ragioni di queste riduzioni o spezzamenti delle trasformate che ora sl pre- :
: 8 gontano coms risultati di ealeoli semplicissimi, non possono darsi che approfon- '
3 dendo un poco lo studio sintetico della trasformazinne doppia, ma non & qui il
i | luogo di farlo.
a Altra risoluzicne del Prol. Barozzini.

(¥) Brocarb, loe. cif,, pp. 37-39,
|**) Ibid, pag. G8; pag. 28 {2') & pag. 3! (3").

g __"_ r'.r':'"._';.l
g e
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i QUISTIONI PROPOSTE

b07. Sieno G e g polo e polare rispetto ad una conica immagi-
naria w. Dato un punto P del piano di w, sia P il punio della
retta G’ che & reciproco di P rispetto ad o. Trovare la condizions
necessaria e sufficiente affinehé una curva p del piano di w. sia i

luogo di P quando P descrive una retta 7.
. G. MarLETTA.
508. Calcolare i segnenti integrali

fe“ tan™ Bz . dzx,
J == cotm Bz, dz,
Je=tanhw fz . dz,

J &= cothm Qx| da,
509, Dimostrare che

)
rl

S "z Vxdx 35 ma’
| Va—yz B4

510. Sia A un punto d’ incontro di una parabola colla sua svi-
luppata. I rapporto del raggio della curvatura della parabola e della
sua sviluppata in questo punto 2 Vﬁ.m’,

~ Bll. Essendo data la eubica 3*—=—, si consideri il punto A della
curva tale che I'ordinata A A’ sia eguale all'ascissa OA’. Siano B il
centro di curvatura relativo ad A e B’ la proiezione di B sull’asse z.

1°. Se U designa I'area della cubica compresa fra l'arco OA,
l'asse z e l'ordinata AA’, e se U’ rappresenta I'area della sua svilup-
pata compresa fra 1'arco OB, 1'asse x ¢ 'ordinata BB’ si ha

U 2768
U B3
2%, Se § ed S indicano gli archi OB ed OA, si ha
: § _ 2(13yi8—8)
S 117V13

512. Dimostrare che la retta avente per equazione
(14— 2y =at* (I2—1)

inviluppa una cunbica, allorché ¢ varia.

513.Da un punto P della curva d’ Agnesi (ln. cul equazione é ?B:ffm)

81 possono condurre sette normali alla eurva. Dimostrare che:
17 Ja somma delle distanze dei piedi di queste sette normali dal-
I'asse di simmetria della curva & in unrapporto costante col loro prodotto;
2%l laogo del punto P tale che 1a somma delle inverse dalle distante
dei piedi dalla normale dell’asse suddetto sia costante, ¢ una retta.
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- 514, Essendo 8, la proiezione del centro di un’ iperbole equila-
tera. zy = k* sulla tangente in un punto M e §' il Eummetncn di §

gpetto ad M, si dimostri:
1° che lequazmne del luogo di 8§ riferita agh asintotn &

Y y'fu (:1:"4": —|— .':1) 2k -
2° che l'area racchiunsa fra gli asintoti e la curva & U =06k&"
E.-N. DARISIEN.

515. Sia dato un pentagono pmnu 12345, si conducano le diago-
nali 13 e 14 e 25, le due prune gsieno tagliate dalla terza rispettiva-
mente in 4’ e 3, si trovino 1 due punti che dividono armonicamente
i segmenti 24° ¢ 23 e & congiungano con 1, s1 ripeta la stessa co-
struzione partendo da ciascuno deghi altri quattro vertici del penta-
gono. I dieci punfi cosl ottenuti appartengono ad una stessa conica
toceata dalle dieci retie.

516. Sia dato il triangolo ABC, e sieno Ay, B,, 0y ed H 1 piedi
ed il punto d'incontro delle altezze. Sui lati AB ed AC si trovino
le -.'1118 coppie di punti (reali se I'angolo A & acubto, immaginan se
ottuso) che sono equidistanti da A e che dividono armonicamente 1
segmenti BCy e OBy; sulle altezze BB, e CC, si trovino le due coppie
di punti equidistanti rispettivamente da B,, (; e che dividono armo-
nicamente 1 segmenti BH e CH. Gli otto punti cosi ottenuti sono
in un cerchio di centro A rispettivamente al gquale 1 poli delle al-
tezze BB, e CO, sono rispettivamente U e B.

B17. Costruite ancora le due prime coppie di punti come nell'eser-
cizio precedente e determinate inoltre sulle altezze BB, e CC; le coppie
di punti equidistanti rispettivamente da B e da C e che dividono
armonicamente i segmenti B,H e C,;H =i hanne otte punti che sono
un’iperbole eguilatera di centro A rispetto alle quali i poli delle al-
tezze BB, e CC, sono rispettivamente C; ¢ B;.

VALERL

BIBLIOGRAFTA

Dott.ess2 L1a Preperra (prof.e* nella R. Scuola Normale * G. Milli,
di Roma). — Elementi di pdlgebra ad uso della prima classe nor-
male. Ditta Paravia e Comp., 1899,

Fra i1 libri scolastici che tengono un posto considerevols nella copiosa produ-
zione di questi ultimi anni, vanno certo annoverati gli Elementi d’Algebra della
signora Lia Puaevruta-Loxsum.

E un volumetto seritto per le Scuole Normali e mi sembra riuscite per lo scopo
cui tendo. 11 lavoro & diviso in selle capitoli; i primi sei traitano esclusivamente
di nozioni di ealcolo letterale fino alle equazioni di 1° grado ad un’ incognita — ¢on
velativi esercizi; — 'mltimo @ riserbato all'estrazione i radice quadrata e cubica,

Ledo, in generale, In sobrietd nella definizione, il lore rigore scientifico, il
copioso corredo di esercizi pratici che servono a rendere dilettevole 1'insegna-
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mento fogliendogli quella rigidezza c¢he giunge facilmente a stancare alomni hon

avvezzi alle sottili indagini malematichs,

E chiara V'esposizions del concetto di numero negativo,

Non sarebbe state forse opportuno svilupparic maggiormente, specie di fronte
all’obbiezione che non tnile le'grandezze si trovano nei dune stati opposti, che ri-
chiedono | introduzione dei numeri negativi?

Le definizioni di somma e softrazione dei numeri algebrici, nel capitolo 20,
sono poste in modo da eliminare ogni dubbio riguardo ai risultati offerti da gueste
operazioni ¢ che pur sembrano tanlo strani e contraddifori ai prineipianti,

La* moltiplicazione dei numeri algebrici & argomento di studio diligente all’A.;
e qul 81 diversifica dai solifa testi, sia nel considerare, in generale, i pumeri alge-
brici frazionari, comprendendo quindi gli interi come caso particolare, sia nell’ov-
viare alla grande difficoliA che gli inesperti trovano nel moltiplicatore megativo,
col riferirsi alla funzione di questo nella moltiplicazione; e vi riesee oliimamente
colla scorta di esempi da ¢ui scende lnminosamente la nota regols dei segni, Qnesto
metodo & certamente da preferirsi (almeno per scuole come le Normali) & quello
che deduce 1 segni, dalla defimizione pii lata che, anche in aritmetica, occorre
dare di molfiplicazione gonando si considera il moltiplicatore frazionario,

Troppo sucecinta & la parte rignardante il raccoglimento & fattor comune che,
per la frequenza del suo uso e per la difficolts che in esso riscontrauno gli alunni,
doveva essere pii sviluppafa e con maggior corredo di esercizii.

La risoluzione algebrica delle equazioni 2 esposts con chiarszza e brevita;
mentre & ampiamente sviluppata 1'applicazione alla risoluziome dei problemi. '

1l capiielo VII & certamente il pia importante e il migliore; la riscluzione
algebrica ed antmefica di problemi presi come tipi fondameniali servono mirabil-
mente 8 sviluppare nelle menti dei nostri aloomi la soperiorith del metodo alge-
brico di fronte all’ariftmetico e & cogliers, nells guestioni, facilments ngnel nesaso
di relazioni che permetiono di perre in eguazione le condizioni del problema.

I1 eapitolo VII chiude il layoro. Ivi somo esposti rigorosamente i principali
teoremi sull’estrazione di radice — come preliminari all'estrazione di radice qua-
drata e cunbica, I'A. 51 astiene (e gliene do lode) dall’esposizione delle lunghissime
regole di estrazions di radice che, se vengono faticosamente imparate dagli alunni,
non recano certo un'efficacia reale,

Sono convinto che il presente lavoro pofrk essere adotiato con grande van-
taggio dagli insegnanti delle Beuole Normali; tanto pia che I'A. in una nuova
ristampa pobra correggere qualche piccola mends — secondo gli avvertimenti degli

amicl e i smggerimenti della sus esperienza uella semola.
Airrepo Bassi

IpEM. — Awritinetica ad uso della, prima e seconda classe normale.

Ditta Paravia e Comp., 1899,

Il Libro dell'antrice & diviso in cingue eapifoli. Dird partitamente di ciascuno.
Nel I capitolo sono dati molto rigorosemente i concetti di numero e di unita in-
ters, lo definizioni relative alle * grandezze , forse troppo softili per le alunmue
cui vengono esposte. Secondo me, ad esempioc le definizioni 20 e 21 dollo stesso
capitiolo che sono conseguenze del Postulato. * Se di due grandezze A e B, A >B
esiste sempre un intero m per coni Bm > A _ (estensione di gunello noto d’'Archi-
mede sul segmenti) non mi sembrano ndatte per alunme non abituate, certo, a
sotbili indagini matematiche.

II capitolo II tratta delle guaifro operazioni sui wumeri interi o frazionari;
dimostrazioni fatte con ordine logico, rigorose e chisre — sono ben digtinte le
operazioni sui nmmeri interi da quelle sui nnmeri frazionari.

Hignardo alla definizione del n. 64 © 11 prodotto di un numero qualungue per

e 17 ™

uns frazione P ¢ il namero che si ottiene formando del nmmero dato gli — .
n
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ayrei creduto piin opportuno mostrare che guesta & una dednzione di un’alira de-
finizione piu generale. “ Moltiplicare per una frazione significa eseguire sul mol-
tiplicando le stesse operaziomi che dall'nnita servono a ricavare la frazione mol-
tiplicatore , definizione che alla mente degli alunni appare subito quale naturale
estensione di quells nota smi numeri interi, data la funzione del moltiplicaiore.

11 capitolo 1II tratta della numerazione; il nostro sistema decimale discende
chiaramente come ¢aso particolare da un sistema generale di nomerazione; il IV
sui rapporti e sulle proporzioni fra pumeri & forse il migliore per la chiarezza
dell'esposizione. Vi & anche un accenno alle equidiffarenze. L'A. avrebbe anche
taito bene nell'aggiungere ai rapporii geometrico e aritmetico un breve cemno
gunello armaomnico.

Segue lo studio sni rapporti di grandezze, da cui vengono dedotte com molto
rigore scientifico la teoria delle grandezze yariabili proporzionali, necessario snb-
strato aila risoluzione delle cosidette regole del tre semplice & composts, diretha
e inversa.

1l volumetto & molto ben redallo; copiosi e ben scelii eseraizi, chiara risoln-
zione di aleuni come tipi fondamentali.

Yono convinte che il libro troverd fra gli insegnanti delle Scuole Normali

gquella fortuna che si merita.
AvrrEDO Bassl

Bibliotheea mathematica. — Zeitschrift fiir Geschichte der Mathematischen
Wissenschafien.

(+ih da gualche mese era stato asnnunziaio che coll’anno 1800 la Biblistheca
mathematica, il piccolo ma interessante giornale di storia delle matematiche pub-
blicate dal prof. Gustave Enestrbm di Stockolma ] sarebbe trasformato in nn
grande giornale edito dal Teubner di Lapsia, T uscito ora il primo fascicolo doppio
del 19 volume della terza serie; e se & vero che il buon di si conosee dal mst-
tino, si pud esser sicuri che la Bibiiotheca prenderh presto un posto importantis-
gimo fra le pubblicazioni scientifiche, e rendera segnalati servigi alla storia della
matematies.

11 prof. Enestrm nel presentare al lettori 18 Bibliotheca nells sus nueva e
aplendida veste, espone lo scopo e il programma di questa pubblicazione, che e
in primo lnogo quello di dare un forte e vigoroso impnlso allo studio della gtoria
delle matomatiche, di aceogliere tntdo cid che di pin interessante in questo campo
«i o in tutto il mondo civile. In secondo luogo il giornale trattern quistioni di
metodo & pedagogiche e gmistioni di stbualitd, fra le pin importanti delle guali il
prof. Enestrim cite 16 seguenti:

una bibliografis matematica generale con continnazione Annnaie;

un voeabolarie maiematico;

vari libri da consultare, per es, un manuale biografico-letterario da mate-
matici vivenid cel loro ritrabti;

una gazzetta di letteratura malematica internazionale conlempeoranea;

congressi ed esposizioni matematiche;

classificazione delle seienze &natematiche;

terminologia matematica;

insegnamento matematico superiore.

Il1.giornale & di carattere internazionale, e sino dal primo faseicolo con-
tiene articoli in lingua tedesea, francese, ilaliana e inglese di Zeuthen, Dubem,
Toria, Vivanti, Engel, Lampe, Tangery, Korteweg ed altri. Constern di 35 o 36
fogli di stampas annuali del formatoe dei Mathematische Annalen, mentre fino ad
ora 8i componeva di circa 8 fogli all'anno di piccolo formato.

Al confratello cosi trasformato il Periodico invia sinceri anguri di prosperiia
e di gloria.
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“Sopra. Farticolo del prof. Ingrami, intitolato *“ Dubhi ,,"”

Ai Y| Dubb1 , sugli Elementi di Geometria del prof, VERowEsE (vol. I, 2* ediz.)
sollovati dal prof. G. Ingrami nel fasc. 1V del Perdodico sembrerebbe & me nen
difiicile rispondere con opporfuni motivi e schiarimenti: ma penso: & prudente il
tentarlo,| considerando gquei dubbi sole come dubbi, dato ¢he chi 1i muove non é
giik di gpelli che insegnerebbero la Geometria secondo quegh Elementi, ma I'antore
di altri #lementi informati agli stessi metodi, e sopratutto. date l'aere infido e non
ancora sgombro da recente bufera? E d’altra parte, posso tacere io che, avendo
avato 1'gnore di essere chiamato a collaborare, per quante modestisdimamente in
quegli Efemnenté avrei forse tutta guanta la colpa di non aver reso fedelmente ed
appieno il pensiere dell'autere, e potrei esser stato cagione involontaria delle oscu-
rith e delle incerlezze, a cui i “ Dobbi | stessi si riferiscono? Solo gnest'nltimo
rifiesso principaimente mi indnsse a rispondere; e c¢ib fard pin brevemente che
potrd, al jprof. Tngrami; tanto pit che egli dice * non intendo mancare di rispetto
alf’autory, né di sereditare il suo litro ,. Perd chi leggera qneste poche righe badi
che qui non & tratta di pelemica aleuna, ¢ sopralutto voglia aver la bonta di tener
presenti,| per gli opportuni confronti, e gli Flementi del prof. Veroxzss e 'articolo
del prof,| Ingram:.

=
® &

I dubbi del prof. Ingrami sono raccolti in 17 osservazioni, delle quali solo due
o fre inuﬁuﬂﬂnn propriamenfe un duabbio.

Le opservazioni 12, 2° 3* ¢ 4* si riferiscono nl post. della vetia, che nella
2% odiz. |degli Elomenti & il 2°. E precisamente nella 1* si domanda * se non
8i doveva| in qualche wmodo preporre la esistenza del segmento reitilineo ; nella 22
si impugpa la definizione 1 di segmenti rettilinei eguali; nella 3* viene espresso i
desiderio che sia soppressa la egunglianza =« e si assuma come postulato la legge
transitivy delln egnaglianza; « nella 4= poi si muovs un dubibio sulla terza parte del
postulatoldella retta, su quella cio2 concernents la invertibilila del segmento rettilineo.

E nole che nella 1+ ediz. degh Flementi, la guale & proposte per i Licel o per
gli Istitutli teenici, I'esistenza di segmenti aventi la proprietz compresa ed indicaia
dal voealiplo eguale era postulata: e questo & il metodo che scientificamente & da
preferirsl| Nella 2* ediz. la qunale & destinata ad uso dei (Ginnasi (nofabsue) per
la parte |, e ad uso dei Licei per la II, per ragioni didattiche si & eredato oppor-
tuno di far precedere al postulato della retta un periodo che sarebbe stato meglio
intitolave | dfchinrazione, anzichd definizione, il guale dice: L'espressione: il segmento
rettilineo i @ eguale al segmento rettilineo b, significa che si pud stabilive fra i punli
di a e b hna corrispondenza univoea ¢ del medesimo ordine, ¢ che ogni proposizione
ehe $i pud|enunciare di a o di una sua parte, considerati 'nno e Unltra separata-

N.B. - Gli mrticol; Begnati con asterisco sono inviali dz] Comitato di redazione dell'Associa-
zlones Maryzers,

(*) I presente surilio veuns consegnntoe alls Presidenza quando si injziava s stampna del pre-

-

;?Eﬂgte f““t’“'“: mn per ritardi sopragginnii nella revisione del Comitate di redsazione non poid
=Ovar posts nel faseicelo steaso,
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ntente, 81 pud enunciare ecc.; © affinehd il postulato stesso della reta mon rinscisse
troppo lungo, si & anche posto prima di esso 1a definizione 1 ora citats. Di guisa che
cid, che nella 1° ediz. postulavas «ul conto de’ segmenti della refta, nella 2 gi riduce
ad ammettere che si sappia cosa significa: proposizione che ai pud enunciare di un
segmento o di una sue porte; della gqual cosa & pur fatio amplio cenno nell osser-
vazione emp. precedents, ricorrendo all'oggetto rettilineo della figura. Chi insegna
queste cose nella senola dird, come 1o posso affermare o, che gnesto modo, mentre
in sostanza non differisce da quello seguito nella 1° ediz. (perché il postulate sul
vocabolo eguale & ricacciate, per cosi dire, in quello di giadizio che si pud fare
di un oggetto, ecc.) presenta nells pratica minori difficolta di guelle che si pre-
senterebberp, e io dico che s presentarono, nel primitive modo. Aggiungasi che,
doveniosi dare, secondo il metodo del prof. Veronese, fra le proprieta della retta
anche quelle dell’ invertibilita del segmento, qualora s fosze assunto eome postn-
lativo anche il significato del vocabolo eguale, come vorrebbe il prof. Ingrami, &i
avrebbo complicata la cosa, - tercalando nella subsamzione AB=BA un postnlato
entro un altro postulste. D'altronde il prof. Ingrami che nel 5u0 libro postula il con-
cetto di segmenti eguall, segnendo il prof. Veronsse (v.1* ediz., pag. 9-10) ha cre-
duto opporiuso, ed hia faito bene, di far preceders le seguenti parole * noi diciamo
comumemente che due cose somo egnali quando Tuna puo esser seambiata con Ualtra
per ogni operezione o giudizio che si voglia fare sopra 1nd di esse, considerata i
ge; mé troviamo altve porole per chiorie meglio guesto concetio derivalo per noi
dalla pratica .. Ibbene nolla 18 ediz. che, ripeto, € destinata anche per 1 ginna-
siali, si & posta la definizione 1 che in sostanza ma in termini meno vaghi, & la
dichiarszione che nom solo ' Ingrami ma altri antori hanno potuto incolumemente
riportare. Mi piace anzi qui trascyivers qualche brano di un arficolo recenie. (%)
« 7.4 relazione X =y che si legge- X & eguale ad v esprime che ogni proprie(d di X
3 altres) wna proprietd di § ». B pi sotto, iraducendo in simbolila proposizione
precedente, cioé ponendo

g=—y.=:0s¢cls.z8a ... Y30 (1)
< Dalle (1) st dedwce che:
z—=ga (1) r=y.D.u=a [3) r=y.y=z.C.xr =z, 4)

B pit sotto ancora: ® La (1) esprime lo comune idea di eyuaglianza intendendos:
di regola, nel lingita gyio wsuale, che gli oggetti x ed Yy sianho egualt guando ogni pro-
priete dell"uno ¢ proprieta dell’aliro, Perd talvolta il termine: ogni: non ha # 3enso
¢ totalita, cosi ad esemplo.... @CC. 5. Questo, in quanto alla definizione prima,
Rigaardo poi all'aver collocato guesta definizione prima del postulato della tetis,
& non tra la prima parte ¢ la seconda di detto postulato dissi gis che c¢id fo fatto
per non render troppo lungo il postifuto stesso; ed ora agglungo che cib consuuna
son quanto il prof. Feronese scrisse nolla prefazione alla 1*ediz. e ciob che * come 1
postulati sono dati quando se ne presentc la necessitd, cos) le definizioni sono dote

immediatamente prima o piv spesso dopo che si & dimostrata Uesistenza delle figure a y

cui Si TIfEriscono... 5, COSA che si verifica di frequente nei migliori éraltati, per
maggior semplicita di £SPOSIZIONE. Aggiungasi che ove I’insegnaute si trovasse
dinnanzi a scolari di Liceo & non credesse opportuno accettare 1a definizione 1 pud

(*) C. Borati-Fortr, * Sul gimboli di logica matematbica ,. J1 Fitogera, 1. 1-2, anno V1,
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e benissimo incominciare il postulato della retta cogi: Esiste un sistema lineare d

1% punti che chiamasi retta, tale che: 12 vi sono in esso segmenti aventi la proprieta
espressa del vocabolo eguale, e aventi 1'uno per primo, I'nltro per secondo estre-
mo,... 8ce.; 2% come prima; 3* idem, Forse che soltanto gli insegnanti della Geometria
del prof. Veronese signo incapaci di fare, ove lo eredano ginsto, qualche spoatamento
nel loro testo, senza per queste venir meno al metodo né al concetto del Libro?
1o credo di no. Veggasi in proposite la prefuziome della 2° ediz., pag. xu

Quanto alla inutilita della egusglianza e =o la quale secondo I' Ingrami * ks
sempre falto ridere gli scolari , via, lasciamo andare. Cid non & vero; e se essa
maneasse del tatto, chinnque avrebbe ragione di rilevarlo. E una volia poi aceei-
tata la definizione T di egnaglinnza, e dato che a=% & b=c 1'Ingrami sa meglio
di me che non si deve postulnre, ma si deve considersre come ieorema la pro-
posiziona a=¢ non solo, ma che la dimostrazione tanto per i segmenitl s be
quanto per le parti a’ b ¢’ corrispondentisi nnivocamente e nello stesso ordine,
socondo 1a definizione 1 & tanto facile che si pud tralesciare, Egli & appunto per
¢io che nel testo e sotto il modesto titolo di: Osservazione 1° questa e le alire
proprieth evidenti della eguaglianza si sono scltanto enuneiate dicendo: dalla defi-
nizione I dedncesi tosio eec, (*)

Sulla osservazione 4* poi riferentesi al post. AB=BA mi sia concesso di intrat-
tenermi un poco. Il prof. Veronese dopo aver definite il sistema lin, come gruppo
di punti dotato di dne ordini I'nno inverso dell’altro, come soli ordini possibili,
a il sem. AB come una parte del sistema stesso compresa fra due pnnti A e B
agginnge: il segm. considerato nel verso da A a B si indica con AB, e il segm.
inverso con BA. In questo caso dunque, © qui non v ha dobbio, il segmento &
nna serie. Orbene, un postulato come gnello di AB=BA non pubd contenere alcnn
che di contradditorio, per la ragione che non sono contradditori i concetti di serie
egnali b di serie inverse I'una rispetto all’altra, Ad es. il grappo di lettere ABCDCBA
e |'inverso di esso sono due gruppi eguali e anche inversi, conforme la nozione
di pag. 3; e la propos. AB=BA dice in sostanza che i punti del segm. AB e
guelli di BA costitniscono due serie egmali ed imverse: né pit né meno. ¥ badi
che lp serie AB e BA per la definizione 1* sono considerate separatamente ciad
indipendentemente dal falto che una & inversa dell'altra; soltanto all’ordine da
A & B della 1* corrisponde 'ordine da B ad A della 2¢ di guisa che ai punti A ¢ B
della 1* corrispondono B ed A della 2* e ad un punto U della 1% un punto U7 dells 2%
tale cbe AC=BC" ¢ BC=AC". Quello che bisogna aver in mente qui si & che il
eriterio dell’ordine & bensi in un primordiale concetio di eguaglinnza fra due figure
elemento precipuo, indispensabile; ma il successivo svolgersi della teoria si
emancipa grado a grado da esso, cosicche in fine sono bastevoli per la eguaglianza
delle figure 1a corrispondenza nnivoca dei punti e I'egnaglianza di taluni elementi

corrispondenti soltanto.

i *
T * -

Le osservaziom 5® 6* e 7+, somo le meno opportune. Nells 3%, “ sembra che
la. definizione di somma sia dala solo per segmenti delle stessa yelta ,, e nella T°
81 dice solo ¢he “ come la definizione di somma dd un modo per costrwirie cosl mi
sembra dorrebbe esser per la definizione di vesto ,. Via, guesto mi sembra un torto
massictio che il collega Ingrami seaglia, senza volerlo, alla capacita degli insegnant
degli Alementi del prof. Verowese! Nella 58 si osserva ancora che il postunlato IV

(*1 V. Prefazions, pag. XIv-xv.
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4 gpnbra che non gia sufficiente perche non dice 8¢, ¢ come si debbo teney conto del verso ,;
questo dubbio pero & seiolto dopo 1'osservazione precedentements faits sul sistemsa
linears o suoi ordini; e perchd Ia somma dei lakl di un poligono (pon il perimetro
che & 1" insieme o grappo dei laii stessi) si ottiene segnando su nns reita i segmentl
consecntivi e dello stesso verso, gguali ciascnno a ¢iascano ai lati del poligono.
Ma qunello che poi @ assolutamente ingiusto si & il dire con la 6° che la dimo-
strazions nella quale da:

= LM L=MN e =NP

si frae successivaments:

an+b=LM+ MN=LN b+cEMﬁ+NPEMP
g+ e)=LM 4+ MP=LP {n+b]+cELH+HP__—ZLP

* mon @ convincenle, perché basain sulla visione della figura ». Le pare, egregio
collega? Ma tiriamo innanzi.

5 R

La vicinanza della definizione di fHgura rettilinea di tre punti e d: guella di
triangolo ha mofivato senze dubbio Yosservazions 8¢ “ il tr'iﬂ-nga}a come & depnito
al n. 13 non sembra una figura rettilinea secondo la definizione precedenie , DO che
la 16%, 11 poligono di pag. 64 del libro del prof. Veronese come il triangolo di pag. 21
non sono la figura rettilinea dei verlici, & nemmeno il perimetro, ma la fignra
determinakn da pitt punti e dai segmenti che mmiscono questi punti in un deter-
minato ordine ecc. Tutti poi sappiamo che spesso col vocabolo poligono o triangolo
si intende anche la figura rettilines determinata dai verfici, nella stessa gaisa che
col vocabolo cerchio designamo snche la circonferenza, quando, ben inteso, non
vi sia pericolo di equivoco. Queste e simili avvertenze le sapra fare nella sua
senola il sagnee insegnante; sperizmo.

=
* 9

T osservazione 0 vorrebbe che la definizione di fignre eguali fosse pilk chiorita,
¢ agziungerebbe per la Jimostrazione del teoremg 1° susseguente, gnanto segue:
¢ Lu retia 2 fgura veitilines, cos) deve essere ogni figura F' ad essa egriale (perche
la corvispondenza di eguaglionzae d definita fra due figure pottilinee ¢ non rediilines)
quindi A'0Q" appartiene ag P’ ed al punto B @i AC (e di ) deve corrispondere
wun punio B di A'C" (e di F') quindi non un allro B' per la corrispondenzt yni-
poca, 8ce. , il che nonm mi sembra pitt chioro del testo.

' | -'lltlll

Quanto all‘osservazione 10* sulla coppia di rette, Tispetio alla quale “ Ia fig.
del n. 16 ed una frase del post. V farebbero credere che o determinare la coppia
di retle i entri anche il loro verso , risponde negativamente, perche secondo il prof.
Veronese la eoppia di rette & una figara in cui I'slemento » in retta, come la coppia
di spazi a tre dimensioni ha per olemento lo spazio a tre dimensioni. Nel testo
si ha la coppia di rette, come fignra delerminata da due rette, senz’altro; poi &l
ha gquella di due raggi ciod di due rette limitate ad un punto comune; B quando
si dice che la coppia di rette (ad) & inversa della coppin (ba) si vuol tener conto
dellordine in cui si segnono le due rette nella costrnzione della figura rottilinea
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determminata dalle doe reite stesse. In cio non vi & dunque nulla di oscuro. Nel
postulate V invece & defto esplicitaments che 1o rette della coppia sono conside-
rate ciascuna in un determinato verso; ed anche in cid non vi @ nulla di contrad-

ditorio con quanto sts prima.

=
 w

Per gnanto poi io sbbia diligentements cereato, non somo mai rinseite a per-
suadermi che, coms dice la osservazione 11* “ nel corollario del n. 16, nel ieorema 17
ed altrove si npplica il prineipio: in due coppie eguali di »elte somo corvispondenti
le rette che le determinano ,. Al n. 16 certamente no, perché ivi si dice solo che
la coppie di raggi (ab) e (ba) sono due fignre corrispondenti, nelle coppie (1) ed (s7)
e de] postulato V; lo che & esattissimo. E quanio al n. 17 ivi si dice solo che
:i—:f*{:i'-,;.' essendo (8) = (er), ed essendo aa’bF ragel di (rg) ed inolire B'D a’a rTaggl corr-
A spondenti di (s»), alla figzura determinata dalla coppia di raggi a e b in (rs) cor-
S risponde in [s) qeella determimata dai ragey ¥a”; donde ecc.

x=
* *

Cirea Vosservaziong 13* la conclusione del teorema I, 23 & esaitissima, per-
ché i due angoli ad es. y ed =" della fig. 60 sono figure corrispondenti in figure
opposte rispetto al punto O, dal momento che ad ogni raggio di y cormsponde
un raggio opposto dell’angolo «” rispstio ad O; da eni appunto y=e«' per il
teorema 11, 18. B quanto al feorema del n. 24 1" Ingrami non ha forse osservato che
nella corrispondenza di eguaglianza dei due semipiani @ vertice M, e aventi per lati
¢ raggi defla retta MP gli angoli AMP e BMP sono figure corrispondenti; forse
sara opportuno aggiungere alla terz’ nllims riga di pag. 49 e dopo la parola guindi,
le parole qui sottolineate: guesto, a schiarimento della osservazione 14s,

k-
» =

Sulla osservazione 12¢ circa la dimostrazione del Lemma: Se due coppie di raggi

” con vertice sono eguali, gli angeli determinati dai lovo lati sone eguali, la guale
il prof. Ingrami dice “ che vale solo per gli angoli convessi , non ostante le altime
righe che si Jeggono dopo la defimiziene 1T & pag. 33, e che la eguaglisnza di due

angoll concavi sia ovvin ed elementar conseguenza di guella degli angoli convessi

che da quelli sono determinati, non mi fermerd anche per non dilungarmi troppo.

$ Come pure nonmi fermerd sulla osservazione 17% la gquale " Ingrami stesso dice essere
di minor conto. Solo non lnseio passare inosservato che a riguardo del post. ] il
A qunle secondo I' Ingrami non dice nulla quanto al numero dei punti da ammeitere, si
X pud stare in proposito tranguillissimi non essendo cio affatto necessario; anzi la

ﬂ- . 9 - a & - -

AN subsumzione aggiunta dal prof. Ingrami nei snoi Hlementi al post. del prol. Ve-
at ronese di dnfiniti punfi & affatto superflna, olire che oscura.

¥ *

* w

Per la parte didatfica che mi concerne, cirea gli Elementi, jo non ho qui altro
da dire. Solo agginngerd & mo’ di chinsa una esclamazione — che non @ mia, ma del
collega Ingrami — ed una interrogazione. La esclamazione dice: ¥ chi serive un libro
. elementare ha da invocare per il giudizio le cirvenstanze atfenuanti... perche i Libro
dorrebbe soddisfare lo scienziato, I’ insegnante, lo scolaro, i programmi... e gli altri

colleghe per il coordinamento....; e non sembra cosa molto faeile ,,. Proprio eos)!
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E la interrogazione, fatta in aria, 8’ intende, & quests: Quando avverrd che

-gopra lo stesso argomento (poniamo ad es. sulla retta, il piano e le figure piane

equali, sulle figure simili, ecc.) o meglio su tutfo Vorganismo delle Geomelria éle-
mentare razionale verrd alla luce uno studio critico comparative degli Elementi di
Geomelria, fatio, si intende, da persone competenti, senzn partitp prego, & possibil-

mente non awlori @i libro analogo? (%)

Padova, febbraio 1900,
P. GAZZANIGA.

Horh—-

A GIORNALI E RIVISTE

Atti del R. lstitule Veneto di scienze, lotlere ed arli.
Tomo LIX, serie VIII, tomo 11, disp, 1-3 (1808-10800). — 4. Dall’ Acqua, Ri-
cerche =nlle congruenze di curve in una varield qualungng di tre dimensioni.

Rendiconti del R. Istituto Lombardo di scienze e leftere.

Serie 11, vol. XXXII, fase. 19-20, vol. XXXIII, fasc. 1°. — E. Veneroni, Ag-
ziunta alla Noia * Sopra i complessi del 3° grade costituiti da fasei di rette .. —
(' Spverini, Sull’integrazione approssimata di un’eq uazione & derivate parziali

lineare.

Memorie deliz R. Accademia delle scisnze di Tarino.
Serie I, tomo XLIX. — T. Levi-Civita, TIp) di potenziali che st possome far
dipenders da due sole coordinate. — M. Pieri, Della Geometria elementare come

sigtema ipotetico dednttivo; monografia del ponto e del moto.

Il Pilagora, diretto da G. Fazzari.

Anne V1 (1900), fasc. 3-4. — Problemi dej ponti di Koenigsberg. — C. Burali-
Forti, Quistioni a concorso. — gulla divisione aritmetica. — D. Gambioli, Nois
sn aleune quistioni di massimo @ minimo (continna), — Dimoatrazione del teorema
relativo alla perpendicolare ad un piano. — Un passo des Lalitavistara.— Di un
esagono particolare. — Platone, — & Ribons, Su un 4riangolo notevole. — Cosiru-
ziome della madia proporziongle fra dus spgmenti.

Pase. 5.8. — . Burali-Forti, Sui simboli di Logica matematica, — R. Betlazzi,
[ nomeri limiti. — 1l giuoco Pitagora. — D. Gambioli, Note su alcune guesiiom di
massimo e minimo (continna). — G. Riboni. Helazione sni lavori presentati mel
concorzo bandito dal Pilagora per l'anno 1899. — G. Pelliccetti, Risoluzione di

guestioni, — Eugenlo Bellrami.
i1 BoleHino di matemaliche € 4 scienze fisiche e naturali, diretto da 4. Conii.

Fasc. 7°. — Minio, Sull’insegnamente delle * nozioni varie , melle scuole ele-

mentari, — Bisson- Minio, Osservazioni sulle regole pratiche per le quabiro opera-

ziomi fondamentali dell'aritmetica. — Scoto, Rivista storica (continuaz.) — Rivista

bibliografica.

(*) A guestp indirlzwo al avyicina 1o noritto, nseito di recente, dal prof. doti, H. Tameme dal
titole : Dia Umgestaitung der Klem. Geomalris (Beilage sum Jalhrasbsricht der K, Barger-Gymna-

wiyms und der Berger-Oberrealschule zu Poasn) dovs I'A. dopo un esame del libro Elewmenti del
Veronuse (17 sdiz) e di nltri autori, eonchinde * 4ls Ganzes wis b ginzalnan stelld jedeufalla die

Arbeit Veronase's seinen Vongingen gegeniibar einen wasanlichiew Forisch ritt dar ,: @ raccomanda come
necussario lo stadio degli Elementi del vegoness agll insegnanii tedesehl.
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Fasc, B%. — Enrigues, Bul preteso raddrizzamento dalle immagini nella visione,.—
Buzzi, La genesi del cal¢ole numerale attraverso l'evoluzione (continnaz.) — Ciam-
berlini, Un'osservazione sull'insegnamento dell'aritmetica nella II classe elemen-
tare. — Scote, Approfitiando dell’esercizio di calcolo inentale in V classe elemen-
tare. — Conti, Fine di una polemica. — Rubrica Intarmediario. — Hicreazione sclen-
tifica. — [Snlla copertina): Spigolatare (da nn articolo del prof. Bettazzi).

Tase. 9°, — Manaira, Due parole intorno ai prohlemi di aritmetica (continua).—
Pitoni, Isocronismo delle piceole oscillazioni. — Ciemberlini, Sull’ insegnamento
delle frazioni ordimarie nelle scuole elementari. — Genovesi, Nomenelatura dei ter-
mini della sottrazione.— Rivista bibliografica.— RBubrica didattica— Corrispondenza.

Fasc. 10° — Conti, Forme da evitarsi nell'insegnamento deil’aritinetica e della
geometria (continuaz.) — Del Chicea, S8ull’insegnamento delle * nozioni varie , nelle
scuole elementari. — Manoira, Due parole intorno at problemi di aritmetica (con-
tinuaz. e fine). — Rivista bibliografica. — (Sulla copertina): Spigolature.

The Mathemalical Gazetlle.

Vol. 1, fase. 19° {febbraio 1900.) — C. 4. Scott, Sulla * Géométrie der Lage .
di Standt, breve esposizione del sistemn di SBtandt. — Rivista. — Piceola nota.

Tase. 20" (marzo 1900.) — C. A, Septt, Sulla * Géoméirie der Lage , di Staudt. —
7. J. I @ Bronnvich, Esempi di poriemi trigonometrici. — Rivista. — Piceola nola.

X (K. B.)

Mathisis, recueil mathématique elc., par MM. P. Mansion et J. Neuberg, Gand,

A. Hoste, éditeur.

Fasc, 8° {agosto-settembre). — Necrologia (Félix Dange). — G. Fontené, Co-
struzione del peligono di 17 Iati. — L. Riperi, Sulle trasformazioni quadratiche
imvolutorie. — Degueldre, Sopra due fasei di coniche. — Bibliogratin. — Stuyvaert,
Nofe matematiche (sopra alcune identiti; applicazione del binomio di Newton; in-
scrizione del pentagono regolare). Risoluziene di quistioni propoeste ; 910(*) (Meurice),
932 (Neuberg); 1065, 1208 (J. Déprez); 1209 {Barisien e Retali); 1210 (Gérard,
Déprez, Emmerich, Rose); 1211 (Gérard o Retali}: 1212, 1213 { Retali ¢ Orlando). —
Quistioni d'esame 898-906 (1a 900 & del prof. Lazzeri).— Quistioni proposte 1231-1238.

Fasc, 90 (ottobre). — Ripert, Sulle trasformazioni ecc. (segnifo e fine). —
H. Mandart, Sul prodotto degli #» primi numeri. — Barisien, Sui triangoli inscrithi
in nn’eliisse e circoseritti & wn eerchio eoncentrice. — Concorse generale del 1359
| Flowemen), — Bibliografia — Hisoluzione di guisijoni proeposte 1089, 10Y1, 1183
(£, Buysens); 1202 (**) (Déprez, Soons, Emmerich, Van Dorsten, Degueldre); 1203
(FBmmerich); 1222 (E. Cesdro). — Quistioni di esame H07-800. — (nistioni pro-
poste 1250-12432,

Fasc. 10° (novemhrel. — E. Barbette, Matodo per la scomposizione dei grandi
numerl in fattori primi. — V. Retali, Sulla trasformazione psendo-newtcniana, —
E., Barisien, Sui triangoli che sono inseriiti ecc. {eontinuaz.) — Déprez, Sulla gui-
stione di geomefria analifica; concorso genernle 1839, — Risolnzione di qnistioni
proposte: 1013 e 1228 (Buysens); 1084 (Droz-Farny); 1086 (Cristesco o Dros-
Farny); 1087 (Deéprez); 1178, 1223, — Quistioni d'esame 910-915. — Quistioni
proposte 1243-1246,

Fasc. 110 (decembre). — De T¥lly, Sopra la somma degli angeli in un trian-
golo (ammesso che la somma degls angeli d'nn triangolo tenda verso due reth

(") Una costiruzione assai pifi zemplice dl gquelle indicate dall'A, b Ja seguenie: eondotia la me-
disnn BD e la paralleln BE ad AC, Te tungenti alie due curve nai panti corrisponienti M ed M* si
wegnno sulle pelerve di A rispeito ail'ungole DBE, i¥v. R

(*%) Gli A. delle soluzioni non sembra abbiano rimareato ehe il problema dipende dn uns tras-
formazione piana doppia specinle per la quale In conica doppia o la eoniea Jiite degenerano in
un lnﬂﬂnmr:nu ravelio infinTiesimo: si trovs aliorn subikto goemetrienmente ohe il luoge 8i vompons
dl due conichs avenli un fuoco comnne in ', fo guali foccans in F ia pevpendicolmre a |F'F| & i
segano siwiia direitrice dell’2livase dma refativa af fuoeo T, (V. R)
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quando Vavea del triangolo temde comunque verso 2ere, I'A. dimostra i due teo-
remi seguenti; 19, Se dne triangeli sono equivalenii essi hanne la stessa somma
degli angoli; 2° lo eccesso angolare di un frisngolo (eccesso positivo nullo 0 ne-
gativo della somma dei suol angoli sopra dme reiti) & proporzionale alla sua
area). — Morean, Frazioni decimali periodiche obtenute senza divisione, — Ba-
yigien, Sul wriangoli che sono insecrithi ece, (continmaz.) — Bibliografia, — Hisolu-
zione di gunistionl proposte: 1109, 1182 (Meriin); 1218 (Gérard). — Quistioni
Qesame 916-921. — Qnuistioni proposte 1248-1250. — Tavola delle materie.

El Progreso matematico, Revista de matemalicas puras y aplicadas ; Director D. Z. &

De Galdeano; Laragoza.

T. 1., 1899, fasc. 20 (giugno). — J. Duran-Loriga, Sul circoli notev. del triang.
(Mem, presepfata al congresso di Nantes dell' A, F. in continuazione rlle * Notes de
(éometrie - Congr. di Saint-Etienne, 1897). — J. Rius y Casas, Relazione formale
fra due oggzetti, la loro sintesi e 1 tre oggetti reeiproci. — Z. G. de G, La Ma-
tomatica e il sno insegnsirento, — D¢ Galdeano, La moderna organizzazione della
matematica (estratto della 2% conferenza tenuta dail'A. nell'universita di Madrid). —
Bibliografia. — Cronaca (programma di premi pel concorso del 1900 handito dalla
R. Ace. delle scienze di Madrid). — Quistioni risolute: 256 (V. Retal?); 162 (V. Ke-
tali): 240vis (D, Juan V. Alonso); 231 (B. Sollertinsky); 178 (D. Ricardo Caro), —
(uistioni propeste 257-269.

Fase. 30 (laglie). — . Loria, Un probl. di aritmetica che si presenta nello

studio delle rodonee (la rodonea rappreseniata dalla equazione p — R sem (% u:) é

dellordine p + g se p e g sonu entrambl impari, e dell'ordine 2 (p -+ g} s€ uno
di questi doe numeri & pan e I'altro dispsri). — D. J. Durdn-Loriga, Sopra i

ciecoli notevoli del triangole (continnaz). — Z. G. De G., La Matematica e il
sno imsegnasmento (continuaz.) — De Galdeano, La moderna organizzazione délla
matematien (seguito, v. Fasc. 29). — Bibliografia. — Quistioni risolute: 113

(Brocard); 226 (D. Alonso). — Quistioni proposte: 270-274.

Fasc. 40 {agosto), — A. dubry, Osservazioni sulla serie logaritmica, — J. Durdu-
Loriga, 80pra 1 circoli motevoli del triangolo (continuaz.) — De Galdeano, La Mo-
derng organizzazione della malematica (continuaz.) — Bibliografia — Quistioni
vizsolute: 259 (V. Retalf): 266 (D. Luis de Alba); 273 (Lemaine); 274 (Lemoine);
260 (Rins o Casns e V. Relali). — Dnistioni proposte 275-279.

Tasc. 30 (settombre). — A. Aubry, Stovia del problema dells tangenti. — G, Fi-
rondind, Sulle linee cilindriche. — D E. Ogtavio de Toledo, Teoria formule delle
progressioni. — De Galdeann, La moderna orgsmzzozione della matematica (cont. e
fine della 2° conferenza). — Quistioni risolute: 298 (D. Alfonso); 268 (V. Retali). —
Quistioni proposte 280-255,

Tase. 6 (otiobre). — Gomes Teizeira (F, Sopra una carva notevole (area della
curve detta, da Bellavitis, tetracuspide). — Aubry. Storia del problema delle tam-
genti (continnaz.) — Pirondini, ulle lmee gilindriche (cont. @ fine). — De Galdeano,
La moderna organizzazione della matematica (coptinuaz.) — Cronaca — Biblio-
grafia, — Quistioni risolute: 275 (Lemoine); 268 {Schi'ﬂppﬂ-ﬂnﬂtﬂirﬂ}. — Quistionm
proposte 286-291.

Fasc. 70 Serie 2%, Tomo II (gennaio 1900). — G. Fontenéd, Metrica aninvolutiva
(riassunto della Mem, del A. Iperspazio, proprieta metriche d'una corralazione ge-
nerale, 1892). — Hatzidakis, Osservazione sopra una formola del signor Pirondini
(I'A osserva che la formole data dal signor Pirondini, nel 11 di settembre pag. 138,
vale non solo per linee cilindriche ma anche per una linea tracciata sopra una
gviluppabile qualungne, aggiungendo che tale formale & conseguenza immediata di
formole ds Iui date mel T. CXXVIH, p. 923 dei C.R. de I'Ac. des Se., 1809). —
G . Vivanii, Osservazione sopra nn determinante speciale (I'A. dim. che un certo deter-
minante d'ordine a < 7 @ identicamente eguale & (— 1]*(@oa™ + ... & ()" B 0OS8ETTA
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280 PERIODICO DI MATEMATICA.

che due casi particolari di iale determinante furono econsiderati per incidenza dal
signor Guursat nelle Legons sur ¢integration ete. T. 1, p. 25 ¢ T, II, p. 209), —
B. Guimaraes, Equazione del circolo di Joachimsthal, — Aubry, Sulla formola di
Wallis (esposizione in stile moderno della dimostrazione del Wallis, 1a quale occupa
oltre 40 pagine in folio). — De Galdeano, La matematica e il sno insegnamento
(continnaz.) — De Galdeano, La moderna organizzazione ece. (continuaz,) — Biblio-
grafia, — Quistioni risolute: 39 (Brocard). — Quistioni proposte 292-301.

Fasc. 8 (febbraio). — A. dubsr , Stndio slementare salla teoria dei massimi a
minimi. — De Galdeano, La matematien e il suo insegnamento (continuaz.) — G. Pi-
rondini, sopra una formola relativa alle linee (I'A. in risposta all’osservazione del
signor Huatzidakis, fa notare ch'egli aveva riconosciuta la validita della formola in
quistione, per linee tracciate sopra upa superficie sviluppabile qualungue, fino
dal 1893;: dnn. df Mat, T. XXI), — D¢ Galdeano, La moderna organizzazione ece,
(continun). — Bibliografia — Quistioni risolate: 89 (Brocard); 262 (Rius y Casas
e Retali) ; 290 ( Hatzidakis) : 288 [ Lemoine) : 283 (Fontené); 265 (Krohe); 257 (Krake);
261 ( Droz-Forny e Retali); Programma di premio pel concorso del 1001 bandito
dalla R, Ace. dalla Se. di Madrid, — Quistioni proposte 302-309.

Y. R,

e
| GIUSEPPE BERTRAND

il 3 aprile scorso dopo lunga e penosa malattia si & spento a Pa-
rigt, dove era nato I'11 marzo 1822, Universalmente noto per 1 trat-
tati elementari che sono stati per molti anni adoperati come testi in
quasi tutte le scuole francesi e italiane, egh ha occupato uno dei
posti piti importanti fra gli scienziati del suo paese e del mondo per
le moltissime memorie di meccanica e geometria, e per molte opere
importantissime. Fra queste sono da notarsi il Trattato di caleolo dif-
ferenziale e integrale (del quale il terzo libro non fu pubblicato perché
i1l manoscritto andd perduto neghi incendi della Comune), 1a Meccanica
analitica di Lagrange con note ¢ commenti mportantiseimi, le lezioni
sul calcolo delle probabilita, sulla eletiricita, sulla termodinamica
tenute al Collegio di Francia. — Lascia inoltre importanti studi eri-
tici su Alembert, Lavoisier, Comte, Pascal.

Appena uscito dalla Senola Politecnica, entro nell’amminisirazione
delle Miniere, e sueccessivamente fu nominato professore al Liceo
S. Luigi, alla Seuola Politecniea, alla S8cucla normale e infine al Col-
legio di Francia. — Nel 1856 succede a Sturm nell'Aceademia delle
Scienze di Parigi, e nel 1874 ne divenne Segretario perpetuo. Infine
nel 1884 entrava all'Accademia francese in sostituzione di Giamba-
tista Dumas,

A N

Grunio Lazzewrt — Diretiore responsabile
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