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La probabilitd che un numero sia divisibile per un nu-
1 . . .
mero assegnato, @, 6 — , se si considerano come casi ugual-
° .

mente probabili gli @ resti possibili.
La probabilitA che # numeri siano contemporaneamente
divisibili per il numero @, data I’indipendenza delle n proba-

1\~ 1
bilita, & (_&,_) ; la probabilita opposta 1 —-

a"

La probabilith che a sia la massima potenza di a per cui
7 numeri sono contemporaneamente divisibili sarad uguale alla
probabilitd che essi siano divisibili per ae moltiplicata - per
quella che, essendo divisibili per as, non lo siano anche per
a*t1. Ma conosciamo la probabilitd che gli » numeri siano di-

. ey . i 1 \n 1 n

visibili per ae, ae*tt, e sono rispettivamente (F) ) (FH—) )
e quest’ ultima & uguale al prodotto della probabilith che sus-
sista la divisibilith per a«, per quella che, verificata tale ipotesi
sussista la divisibilitd per aet1. Quindi

1 n
(aaH) 1

1 ﬂ= an
(=)

é la probabilith che » numeri divisibili per a* lo siano per
1

as*t, e la probabilita o~pposta che cercavamo ¢ 1 — —,
an
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Quindi & ha la probabilitd

(&) (=)

di essere la massima potenza di @ per cui #» numeri sono di-
visibili, o, in altre parole, di essere la massima potenza di a
nel massimo comune divisore degli # numeri, che indicheremo
brevemente con D, .

La probabilitd p, (a) che Dn=a sard il prodotto delle pro-
babilitd indipendenti che ogni numero primo abbia in D, la
stessa massima potenza che in @, e, scomposto @ in fattori

primi:
. Mp(h,a)
a =7 | 2, Np 2

-11 i(hup Y ) (,1—-——,;1;)|h, Np%__'_
=H§(W51WT) =N»$I1$(1—%)|,h,Npg:

avremo:

]On

“(nk

s 7) L) el = T -

"1 h, N,

e indicando

- H 5(1 —

i)
*)

ky rappresenta la probabilith che D, =1, ossia la probabilita
che » numeri siano primi tra loro: ky = pn (1).

Possiamo trovare facilmente un modo di esprimere %, me-
diante una serie. Osserviamo che D, é sempre un numero na-
turale, e quindi la somma delle p,(a) variando @ nei numeri
naturali dovra dare 1:

Pn (a/) = k" a—n,

s pn (@) =1.
a=1{

-] o 2] 1
2 pn (a) 2 kn a— LU kn 2 s 1
a=1 a=1 a=1 a"
1 1
kn = E, 1 == - ) 1 + 1 1
amt Q" T Tt T

1 |
7;‘)1 hy Np |

(*) Il caso particolare n =2, a=—1 costituisce il « problema di.

Tscebytsceff », che si enuncia di solito: probabilitd che una frazione
sia irreducibile,
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e si ha quindi

1 1
pn (a) = an M 1

o]

h=1 A"

La trasformazione del prodotto infinito in serie costituisce
un noto teorema d’Eulero, al quale si deve anche la formola
generale che diA % per indice pari
(2m)!

22m—1 Bm s2m

kem = (Peano, Form. Math. V § 4. 11- 1) (¥)

In particolare:

k, = = 0°+60793 k&, —--gn%—O 92394 (Ibid. 7-3 e 7-4)

2

Per n dispari si pud interpolare fra kn_y e kny1, perché,
se 7 > m, ky > kn. Si pud dimostrare che, aumentando n, %,
tende a 1:

‘ lim &, = 1.

n=x

. : 1 .
Intanto é certo %k, << 1, perché N > 1, qualunque sia ».
° n

Dimostriamo ora che, assegnato un numero positivo & co-
munque piccolo, esiste un numero naturale n per cui

kn> 1"""8-

Infatti, qualunque sia M:

Loyl Loy L op !
1 hn h=2 h“ h=M41 A" n=2 k% =Mt B2

® 1 1

2 —- rappresenta il resto della serie b5 —, convergente,
h=M-t1 h? h=1h?

2
4 T .
(la. somma vale 6 \, e quindi esiste certo un numero M per
7

» 1 ' . .
cui I —— << —. Ora che M & un numero determinato con-

h=M41 h? 2
sideriamo il termine
1

2 “hn

M=

- h

(*) Nel Formulario & attribuita ad Eulero solo la 73 relativa a k,,
e le altre a Bernoulli. Sono invece tutte di Eulero: cfr. G. Enestrom,
Bibliotheca math,, Serie 1I, T. 4, 1890, p. 22-24.
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E certo

Mo
S | —
h=2(h

S ———

RS

< 1, si pud sempre determinare n

vo| =

ed & noto che, essendo

in modo che

Allora
M1t d
o —(g) <5
321' 1 < e
h=¢ A" 2

Quindi per tali valori di M, n:

( M 1 )n 1 2 ; P & .
2 {— = —) << — — = &
+h=2( h +h=M-{—1( h) + 2 + 2 +
e a fortiori
1 o 1
—_— =3 — <1
W Tl Sl

e finalmente

kn > >1—ce.

1
P+ ¢

E c¢id sussiste anche per tutti gli indici maggiori di ».
Si ha

]im k“= 1 c. V. dg
n=x2
Quindi
1 a=1
li =
amm@) =10 a1

Piu in. generale, invece della probabilith che D, sia uguale
a un numero dato, potremo cercare la probabilita che D, goda
di certe proprietd, ossia che appartenga a una certa classe di
numeri %. Se u & una classe di numeri interi, la probabilita
che D, sia un u &

Pn (u)'=‘z;[p“ (@) | a, u] — kX [5; | a, u] .
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Consideriamo qualche caso pil interessante.
1. Probabilith che D, sia potenza di @ (escluso a° == 1),
ove a > 1.

1 1 o ( 1\h kn
Pa(a%) = kn 2 [Z; o, aN] o k"x—1 ahn knhfl (ﬁ) = an—1°
La probabilita che D, sia una potenza di a maggiore di a &
1 1 ) En

Pn (a'tN) = pn (@¥) — pn (@) = ka (F:_—T T ogn) T gn (an— 1)

2. Probabilitd che D, sia ana potenza emmesima

Da (Nm) ==k, 5 [___ | @, Nm} —ky 3 ___1__ — 1

h=1 Amn Ewn

Sard piu interessante considerare la probabilita che Dy
sia una potenza emmesima esclusa 1’ uniti:

Pn ([1 + NJm) = pn (N™) — pp (1) = &y ( kl

mn

1—1;5,_,,'

nm

—— 1)=kn

Ad esempio la probabilith che D, sia un numero quadrato
(escluso 1* = 1) &

1—%
pn([1 + NJ®) = b ——;

k2n

per n =2
1 — 2
1 L NP =& Bo ™ 8 005005,
? L 15 ?
4

La probabilitd che il m. ¢. d. di due numeri sia un qua—
drato perfetto (1 escluso) & 0-05005. -
3. Probabilitdh che D, sia numero pumo

1 1
{ — N —
pn\Np)—kn(gn + 3,1 + 5n + 7n o Tt )

Eseguendo il calcolo di p, (Np ) sui primi 833 numeri na-
turali si ha '

0:278 < p, (Np ) < 0-287.

Approssimativamente il m. ¢. d. D, di due numeri ha le
probabilita

0-61 0-28 0-11

di essere 1, numero primo, numero composto.
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4. Probabilith che D, sia multiplo di a. Si x}eriﬁca, ese-
guendo la sommatoria, che & p,(a X N)=a—", come si sa-
peva gié.

In particolare:
{\n
probabilitd che Dy sia pari ! Pn (2><N)=(-§—_)

1\n
" n n » dispari: py (2XN0+1)~——-—1—-(——)

2
: . 1\n
\ " n oo o » e maggiore di 1: p, (2XN-+1)=1 —(5) — kn.
Cosi:
P, (2XN)=025 P, (2N, +1)=075 Py (@ X N4 1)=0142

P (2XN)=00625  p,(@XN,+1)=09375  p, (2X N 4 1) = 001356

Milano, 23 marso 1927. V.
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