CAPITOLO VIl

SPAZI VETTORIALI ASTRATTI

1. Definizione di spazio vettoriale SuU un campo e prime
proprieta’

Sia V. un insieme di elementi ( 4, v, W,...) che
chiameremo vettori e sig dato un campo K, i cui elementi
saranno denotati con lettere greche e chiamati scalari.
Denoteremo con 0 ed 1 rispettivamente gli elementi neutri

del campo K.

Definizione. Si dice che 1la coppia (V, XK) uno spazio

vettoriale su K se :

(1) V dotato di una legge di composizione interna detta

addizione (+), rispetto alla quale V un  gruppo
commutativo; ™
(2) definita una operazione esterna () : ¥V XK -V,
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detta moltiplicazione scalare, che ad ogni 'coppia A,

u (A € K, u € V) associa un elemento v = A-u € V ,

soddisfacente le propriet seguenti:

(a) (A + ) u=Au+ u u VAaueXK e VuelV,

(b) A (u+v)=au+2av, VieK e Yu vev
(c) A (upu)= (A p)u VA, pekK e YueV ;'
(@) 1 u= u, Y ue V.

|
l
_ |
Nel seguito Iindicheremo con 0O 1’elemento neutro nel .
gruppo abeliano (V , +), elemento che chiameremo vettore

nullo, e con -u il vettore opposto di un dato vettore u.

A titolo di esempi operativi proviamo alcune relazioni. Sia
(V,K} uno spazio vettoriale , allora VY ue VeVYucekK,

si ha :

1)
2)
3)
4.)
5)
6)

I
ct Ol

clcr gl s o2 O
1)
ol
Il
|
o

oppure’ u =0 o entrambe

% o = A= [

> >~ O
il

&~ = Ol

>~ ol ©

u, con
v

, con =0, = u=v.

Proviamo la 1). Si ha, per la (d),

A u=x (u + o) = Au + ha;
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segue la 1) perl’unicit dell’ elemento neutro di (W, +).

Proviamo la 2). Per la ¢) =i ha:
Au=A+0)u=24a+0u

segue la 2) perl’unicit dell’elemento neutro di (V, +).

Proviamo la 3). Per la 2) e la (a) si ha -
0=0 u=[1+ (-1)] u=1u+ (-1) a,
segue la 3) perl’unicit dell’opposto in (V,+).

Proviamo la 4). Se A = 0 e u qualsiasi la 4) e’ la 2). Se A
# 0, moltipliéando ambo i membri di A u = O per 1’inverso

pdi A in K e applicando la 1), la(c) e la (d), si ha : O ="
O=p (AW = (pA) U = 1u = w.
Proviamo la 5) osservando che essa equivale alla 4) allora

che si scriva nella forma (A - u) u = 0.
Proviamo la 6) osservando che essa equivale alla 4) allora
che si scriva nella forma A u - v) = .0. Ancora si possono

moltiplicare ambo i membri della Au = Av per 1’ inverso di A.

I1 teorema seguente e’ relativo al numero degli elementi di

uno spazio vettoriale.
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TEOREMA. Uno spazio vettoriale (V¥,K) contenente almeno un

vettore non nullo e’ infinito se e solo se K e’ infinito .

DIMOSTRAZIONE. Sia u € -V un vettore diverso dal vettore
nullo e siano A, M due elementi di K diversi fra loro. I
vettori A ﬁ, ) u sono diversi fra loro, altrimenti da
A U= u Eonseguirebbe A = p contro 1’ipotesi. Essendo
infiniti gli elementi di K segue che 1 vettori di ¥V =sono
infiniti.

D’altra parte se V e’ finito e contiene un vettore non
nullo allora non puo’ essere K infinito, altrimenti V

conterrebbe infiniti vettori.

2. ESEMPI DI SPAZI VETTORIALI

1) Lo spazio dei vettori ordinari studiato nel Cap.IIl
e’ uno épazio vettoriale. Tutti gli assiomi sono di facile

ed immediata verifica.

2) Ogni campo K uno spazio vettoriale su se stesso. GIli
elementi del campo sono sia 1 vettori che gli scalari. La
somma di vettori e’ la somma di elementi del campo e 1l
prodotto di uno scalare per un vettore e’ il prodotto di due
elementi del campo. E’ bene che il lettore si convinca della

validita’ degli assiomi in questo particolare caso!
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3) Lo spazio vettoriale numerico, cio lo spazio delle n-

ple di elementi di un campo , nel quale presi due vettori-
ennuple:

u = [ul,uz, ,unJ,

v = (Vl,Vz, - ,vn),

sl intende si intende per somma il vettore

utv =y = (u+ v , u+v,..., u+v ),
1 1 2 2 n n
per velttore nulilo O, la n-pla nulla (0,0,...,0), per opposto
di un vettore u E(ul,uf..l,u ) si intende il vettore
n
u=(-u, u,..., —u),
1 n

e piu’ in generale per moltiplicazione scalare 1’operazione

che al vettore u

(ul, Uy u) e allo scalare A
n

assocla 11 veltore

v = 2au = (Au , AW, ..., AU ).
1 2 n

Con queste definizioni sono soddisfatte tutte le propriet
che definisconc uno spazio vettoriale e quindi V = K° |
uno spazio vettoriale sul campo K. o

4) Sia V 1’insieme di tutte le funzioni di una
variabile reale t con a = t = b. Consideriamo la somma di
funzioni ed il prodotto di un numero reale per una funzione.

Si ottiene uno spazio vettoriale.
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5) Consideriamo 1’insieme V costituito da tutti i
polinomi interi di una variabile reale x a coefficenti nel

campo K:

- 2 n
Uu=a+a ¥ + a x +...+a ¥
0 1 2 n

— 2 m
v=b+bx + bx+...+a x
0 1 2 n

Definiamo, se n = m, come somma di due polinomi la seguente:

u+v = (a+bl+(a+b)x+......
- 0 0 1 1
m m+1 n
..... + (& +b ) x+a x +....+ax
. m m m+1 n
come polinomio nullo quello identicamente nullo, come

opposto di un dato polinomio quello che ha coefficenti
opposti a quello del dato. La moltiplicazione scalare e’ il
prodotto di un elemento del campo per un polinomioc. Si

verificano facilmente gli assiomi di spazio vettoriale.

6) Un esempio di spazio vettoriale finito si ottiene
assumendo come campo K un campo finito, ad esempio 1l
campo delle classi resto un numero primo P, denotato
con Z , e considerando lo spazio vettoriale (v , Zp)

p
definito sopra Z , in particolare lo spazio delle n-ple..
P

3. LINEARE INDIPENDENZA E LINEARE DIPENDENZA

Sia V¥V uno spazio Vettofiale definito su un campo K e
siano ﬁl,ﬁz,...,ﬁn degli assegnati vettori di V. Si dice
che un vettore v una combinazione lineare dei vettori dati

se esistono n scalari hl,ha, A, tali che
n
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Definizione. Si dice che gli n vettori dati sono linearmente

dipendenti se 1’equazione vettoriale:

(1) AU+ A U +...4A u= 0

nelle incognite scalari hi (i=1...n), ammette soltanto lé
soluzione nulla.

Cio’ equivale a dire che gli n vettori dati sono linearmente
indipendenti se wuna loro combinazione lineare si annulla
soltanto per valori tutti nullj delle costanti.

S1 dice che gli n vettori dati sono linearmente dipendenti
quando essi non sono indipendenti, cioe’ quando la‘(lJ oltre
la soluzione nulla, sempre esistente, ammette anche altre

ennuple~ soluzioni non nulle. Cio’ significa che esistono n

scalari A non tutti nulli per i quali sussiste la (1).
' 1

Esempi

1) Con riferimento ai vettori dello spazio ordinario e
con riferimento alle proprieta’ della lineare dipendenza a
suo tempo provate (cfr.Cap.III), ricordiamo che un vettore
ordinario e’ linearmente dipendente se e solo se e’ il
vettore nullo, due vettori non nulli sono linearmente
dipendenti se e solo se sono ‘paralleli, tre vettori non
nulli sono linéarmente; dipendenti se e sgolo se sono

complanari, infine quattro o piu’ vettori dello spazio

261




ordinario sono sempre dipendenti.

2} Facendo riferimento all’eéempio dello - spazio
vettoriale delle n-ple ordinate di numeri reali,
consideriamo 1 due vettori

4= (1,1,...,1) ,  v=(22,...,2).

‘1.

Essi sono linearmente dipendenti, poich risulta :

20 +(~1)v = 2 (1,1,....1) - (2,2,...,2) = (0,0,...0) =0

Al contrario i vettori
= (1,1,...,1), v=(0,1,...,1)

sono linearmente indipendenti poich 1’ equazione 0O = Au + uv

cioe’
(0,0,...,0) =(A;, A+y, A+y, ..., A+p)

g1 annulla se e solo se A =0, A + u=0cio A= 0, p o= 0.
Con riferimento al teorema fondamentale sulla caratteristica
possiamo dire che h < n vettori—-ennuple sono linearmente
indipendenti ,;se e solo se la matrice avente le h n-ple come
righe (o colonne) ha rango h.

Non e’ difficile ridimostrare in situazione piu’ generale
alcune proposizionil provate nel 'Cap.III nel caso

particolare del vettorl ordinari. Si ha:
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TEOREMA 1. Ogni vettore u=0 .linearmenté indipendente; il

vettore O linearmente dipendente.

DIMOSTRAZIONE. Si considerino le due equazioni in A € K:

AU = 0, con u=0 e A0=0.
delle quali la prima ha ovviamente solo la soluzione nulia,
mentre la seconda oltre quella ne ha anche altre.
TEOREMA 2. (Prima proprieta’ matroidale)
Sia I un insieme finito di vettori linearmente indipendentil
allora ogni sottoinsieme I’ < I e’ un (sotto-)insieme di

vettori linearmente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE. Se si annullasse una combinazione lineare di
una parte I’ di I con coefficienti non tutti nulli, allora
esisterebbe in I una combinazione lineare non nulla degli

elementi di I.

TEOREMA 3. (Proprieta’ matroidale duale)
Sia D un insieme finito di vettori linearmente dipendenti
allora ogni soprainsieme finito D’ 2 D e un (sopra-

Jingieme di vettori linearmente dipendenti.

DIMOSTRAZIONE. Se 1’insieme finito D’ fosse costituito da
vettori linearmente indipendenti allora anche 1’insieme D
in esso contenuto sarebbe, per la prima proprieta’

matroidale, costituito da vettori linearmente indipendenti.
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4, Sistemi liberi di vettori, sistema di generatori, base

di uno spazio vettoriale e dimensione.

Sia V¥V uno spazio vettoriale su un campo K. Iniziamo

questo paragrafo con le seguentl definizioni:

DEFINIZIONE fT_Un insieme L € V¥, finito o infinito, si dice

che un sistema libero di vettori o un (insieme)

indipendente se ogni volta che prendo un numero finito di

vettori di L essi sono linearmente indipendenti. Un insieme

>

che non e un indipendente si chiama legato oppure

dipendente .

DEFINIZIONE 2. Un insieme libero di vettori L 31 dice
massimale se non esiste un sistema libero di vettori in cui

esso sia propriamente contenuto.

DEFINIZIONE 3. Un insieme G € V si dice che un gistema di

generatori di V se ogni v € ¥ si pu esprimere mediante

una combinazione lineare di un numero finito di

elementi di G :

sono opportuni scalari e éie G.
DEFINIZIONE 4. Un insieme G di generatori si dice minimale

se esso non contiene sottoinsiemi propri che sono ancora

sistemi di generatori.
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DEFINIZIONE 5. Un insieme di vettori B € V i dice che ¢’

una base di V se B e’ un insieme libero di generatori.

OSSERVAZIONE © . Oppure: un insieme B £ V¥V si dice che una
base per lo spazio vettoriale V¥V quando B wun insieme di
vettori tali che, ogni.volta che ne prendo un numero finito
essi risultano linearmente indipendenti, e in pari tempo,
ogni vettore dello spazio combinazione lineare di un
numero finito di vettori di B.

La nozione di base e’ di importanza fondamentale poiche’:

TEOREMA DELLA RAPPRESENTAZIONE UNICA. Sia (V,K) uno spazio

e ez,...,en} un

insieme finito di vettori. L’insieme H e’ una base di V¥V se

vettoriale sul campo K, e sia H = .{

H]

e solo se ogni vettore u € VYV ammette wuna unica
decomposizione del tipo:

(*) u=u e+ U e+ ... +ue

DIMOSTRAZIONE. Sia H una base finita di V, sappiamo allora

che, poiche’ una base e’ un sistema di generatori che il

3

vettore u e’ egprimibile come combinazione lineare deil
vettori di H almeno nella forma (*). Supponiamo che esista
anche l’ulteriore rappresentazione: .

(**) u=v e+v e+ ... +vV e

Sottraendo membro a membro la (*) e la (**), =i ha
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0=V ( u - Vi) e i

e questa, essendo i vettori di H 1linearmente indipendenti

per aver supposto che H e’ una base, vera se ¢ solo s

u - v

. 0 per ogni i. Segue la prima parte dell’asserto.

i‘ .,

Inversamente supponiamo ora che, fissato 1’insieme finito
H.-, ogni vettore ammetta una rappresentazione unica data
dalla (*) sia unica. Cio’ significa intanto che H e un
insieme di generatori, ammettendo ogni vettore una
rappresentazione.. L’indipendenza deil vettori di H segue

dall’unicita’ della rappresentazione per 11 fatto che

1’equazione nelle A data da:
1

A e+ A e+ ...+ e =0
1 1 2 2 n n

ammette la soluzione nulla e solo quella,essendo appunto

unica, per ipotesi, la decomposizione del vettore nullo.
Proviamo ora che :

TEOREMA DI CARATTERIZZAZIONE DELLE BAST .

Sia (V,K) uno spazio vettoriale sul campo K. Sia X & V.

" Sono allora equivalenti le seguenti affermazioni:

a) X e un sistema libero massimale;

b) X e’ un sistema di generatori minimale;

c) X e una base di { V,K ).

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che a) implica b) e viceversa. Se X

e’ libero e massimale allora nessun vettore di ¥ unito ad X
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H

costituisce un insieme libero; dunque ogni vettore di V e
combinazione lineare di elementi- di X che risulta quindi
essere un sistema di generatori. Tale sistema e’ pol
minimale poiche’ privando X di un suo elemento, quesii non
e’ ottenibile come combinazione lineare di suol elementi.
Viceversa se X e’ un insieme di generatori minimali non puo’
accadere che qualche elemento di X sia ottenibile come
combinazione lineare di elementi di X, dunque X e’ un
sistemd libero.

Per 1’Osservazione 6 si ha anche che a) implica c¢) e

viceversa. Il teorema e’ dungue provato.

Proviamo ora un Lemma trattato nel caso particolare dello

spazio delle n-ple (cfr. capitolo sul rango di una matrice).

LEMMA DI STEINITZ (sugli spazi vettoriali). Sia (V,K} uno
spazio vettoriale . Sia L = { é1’é2""’é£ } . un insieme
libero di £ vettori di V. Se ogni vettore di L €’
esprimibile come combinazione lineare dei vettori del

sistena
allora £ = m.

DIMOSTRAZIONE. Ragloniamo per induzione sull’ ifttero m.
Sia m = 1 e sia 61 1’unico vettore di M. Proviamo che £ =
1(=m). Se in L c¢i fossero almeno due vettori
(necessariamente indipendenti per ipotesi) diciamo e, €,
si avrebbe: |

e, = A u e= I u1 con Az0 , p#E0
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dunque u e1+ A e_= 0. Un assurdo.
Supponiamo vero il teorema per m = t-1 e proviamolo per m=t.
Per 1’ ipotesi del teorema ciascuno dei vettori di L dipende

dai t vettori di M e quindi =i puo’ scrivere:

e= a u+a u+...+a u

1 11 1 12 2 1t t
e = a + a u + + a u
2 21 1 22 2 2t t
e,= a,u+a, u+ ... +a, u
L 171 ) v Tt
Poiche’ eﬂ # 0 , almeno uno dei coefficienti, ad esempio
a,, e non nullo. Allora dall’ultima relazione si uo’
Py

ricavare ut e sostituirlo nelle relazioni rimanenti,

ottenendo delle espressioni del tipo:

e — b u= bD u +-... + Db u
11t 11 1 1,t-1 t-1
e -b u= b u + + b u
2 2t 21 1 2,t-1 t-1
e, - b, , u-= u+ ... +b u
£-1 -1 Tt 2-1,1 1 -1,t-1 "t-1
Si noti ora che gli & - 1 vettori che compaiono a primo

membro sono linearmente indipendenti perche’ tali sono i

vettori di L. Dunque ho ¢ - 1 vettori él, éz’ coes €y

linearmente indipendenti che sono combinazione lineare dei

s e ﬁt - Per 1’ipotesi induttiva

b

- 1, cioe’ £ = t .Dunque il teorema

t -~ 1 vettori u, u
1 2
1 t

3

e’ dunque £ -

=
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e’ vero per m = t, e 1’asserto e’ completamente dimostrato.:

Vogliamo ora pervenire a due teoremi fondamentali per il
seggitd. Dato uno spazio vettoriale V sul campoe K
consideriamo una sua base B, se esiste; le possibilit sono
due: A

a) B formata da un numero finito di vettori;

b) B ha infiniti vettori;

Nel caso a) si parla di spazi vettoriali di dimensione
¢

finita ,nel- caso b) si parla di gpazi vettoriali di

dimensione infinita.

Sussiste il seguente notevole:

TEOREMA DI EQUICARDINALITA’ DELLFE BASI FINITE Sia (V,X) uno
spazio vettoriale. Se in V esiste una base finita B allora

ogni altra base B’ e’ pure finita ed ha la stessa

cardinalit di B.

DIMOSTRAZIONE. Sia B una base supposta per ipotesi finita °

con € elementi . Sia H ( € B’) una qualsiasi parte finita
con m(H) elementi. Il Lemma di Steinitz implica che m(H) =
2, V H £ B'. Per 1’arbitrarieta’ di H, segue che B’ e
finito. Indichiamo allora con m la cardinali£ di B’.

Essendo sia B che B’ insiemi liBeri,_puo’ applicarsi il
Lemma di Steinitz a partire da ciascuno di essi, ottenendo

sia & =m, che { =2 m e quindi ¢ = m.
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A conclusione del paragrafo proviamo 11 teorema di
esistenza delle basi. Tale teorema nella sua prova utilizza
1’aggioma della soelté in una delle sue molteplici
formulazioni. Poiche’ non tutti i Matematici sono d’accordo
sull’uso di detto assioma della Teoria degli Insiemi
riteniamo opportuno fornire,prima del teorema, un cenno_a

tale probleméfica. : =
ASSTOMA DELLA SCELTA

Sia § una gualunque famiglia indiciata di insiemi:

3=4{ 4}
i iel
L’assioma della scelta afferma che esiste almeno un insieme
X tale
che:

= 1. vV iel

1

]X rn A

Questo assioma vuol dire che data una qualsiasl famiglia di
insiemi in ogni insieme possiamo a piacere scegliere almeno
un elemento e X 1’insieme degli elementi scelti.

Un modo eduivalente di assegnare l;assioma della scelta
consiste nell’ammettere wun assioma noto come assioma di
Zorn-Kuratowski. Premettiamoé

Sia X un dato insieme non vuoto e sia ¥ una famiglia
non vuota di parti proprie di X.

Una catena K di ¥ e’ una famiglia di elementl di &
tale che

VS5, TeXK _risultal S ¢ Toppure T < 5
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(cioe’ due elementi di K sono sempre confrontabili)

Un elemento M di ¥ si dice massimale per ¥ se
VSe¥ con MgS risulta M =5

(cioe’ M non e’ propriamente contenuto in parti di %)
Cio’ premesso il seguente:
ASSTOMA DI ZORN-KURATOWSKI : Una famiglia non vuota ?I di
parti proprie di un insieme non vuoto X possiede una parte
massimale ée' ogni volta che contiene una catena cintiene
anche 1’unione degli elementi della catena.

Si puo’ dimostrare (cosa che noi non faremo) che‘i due

assiomi sono equivalenti.
Vogliamo ora provare il seguente:

TEOREMA DI ESISTENZA DELLE BASI. Sia (V,K) un qualsiasi
spazio vettoriale diverso dallo spazio vettoriale contenente
il solo vettore nullo. Allora lo spazio possiede almeno una

base B.

DIMOSTRAZIONE. Per ipoteéi esiste in V¥V almeno un vettore non
nullo il quale da solo forma un sistema libero. Lo spazio da
questi generato puo’ esaurire V¥, in tale caso il vettore
considerato e’ una base. Se lo spazio W generato dal vettore
non esaurisce ¥ posso considerare un vettore fuori di W e
quindi'due vettori indipendenti. Dungque e’ lecitq supporre
che V contenga delle parti libere e non Vuote.‘Coﬂsideriamo
la famiglia di tutte le parti libere di V. Inoltre una parte
libera e’ un sottoinsieme propfio di V¥, poiche’ se in ¥ vi

?

e’ un vettore 1 multipli di esso sono da esso dipendenti.
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Consideriamo allera una qualsiasi catena di parti libere
di V.
Poiche’ non abbiamé informézioni sulla cardinalita’ di una
catena di parti libere, siamo condotti a rappresentare la
catena con una famiglia indiciata di ©parti libere,

precisamente:
K = { L : aeA }
a
essendo A un opportuno insieme non vuoto (per semplicita’ si
suppone che elementi distinti di A danno luogo ad insiemi
liberi distinti, ipotesi non restrittiva).

Proviamo che :

?

e’ una parte libera di V. Infatti presi n vettori di L :

u u u
17 T2’ > Tn
esistono degli indici a, az,..., a tall che u € La
I i h 3 i
per 1 = 1,2,...,n . Per uno di tali indici diciamoc « si
avra’
la, & L per i =1,2,...,n
i o .
e quindi
g u,u,...,u € L
1 2 n A

Ne segue che n elementi qualsiasi dell’unione L sono
linearmente indipendenti e quindi 1;unione L e una parte
libera.

Pertanto la famiglia delle parti libere, soddisfacendo

tutte le ipotesi dell’assioma di Zorn—-Kuratowski, possiede
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una parte libera.lﬂ che e’ massimale non necessariamente
finita. Ma come e’ ovvio ogni vettore u dello spazio non in
% non puc’ essere aggregato ad X essendo X massimale. Segue
che ogni combinazione lineare di u e di un numero finito di
vettori Gi’ﬁ ,...,ﬁn di X e’ nulla per valori non tutti

2
nulli delle costanti:

AUt A u o+ W, ket AU =0
In particolare esiste una combinazione lineare che annulla
nella quale e A % 0 {essendo gli altri vettori
indipendenti) e quindi u e’ un vettore generato da X. 11

teorema e’ cosi completamente provato,
5. ESEMPIDI SPAZT VETTORIALI E RELATIVE BAST

1) Nello spazio dei vettori ordinari una base e’ data da
tre segmenti orientati non complanari, in

particolare 1, Ji, k.

2 ) Ogni campo K uno spazio vettoriale di dimensione
uno su se stesso. I vettori e gli scalari coincidono. 1a
base, di cardinalita’ uno, data da un qualunque elemento
non nullo, per esempio formata dall’ elemento neutro

moltiplicativo che uno.
3 ) Lo spazio vettoriale numerico formato dalle n-ple

di elementi .di un campo ha dimensione n.

Basta per questo prendere i vettori
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-1 2
a= (0,1,
=2 1’ "2
a= (0,0,
~n 1 2

e considerare una loro combinazione lineare gqualsiasli:

A a + A a + + A a =
1 — 1 2 - 2 n - n

:(hi,o,...,O)+(0,AZ,...,0)+...+(D,

Segue banalmente che la generilica

0,...,A ) =(A,A_,...2 ). g

i
combinazione lineare di:

quei vettori si annulla solo se nullo ognuno degli scalari

e che ogni n-pla ¢’ combinazione lineare di quei vettorl. In

altre parole 1 vettorl dati costituiscono una base dello .

-Spazio delle n—-ple.

|

4 ) Sia V lo spazio vettoriale di tufte le funzioni |

della variabile t. Siano f (t},...,f (£t} n funzioni. Dire

che esse sono linearmente dipendenti gignifica affermare

che esistono n numeri realil hl,hz,”.,h non tutti nulli
n

tali che
AL (E)+. . +A T
11 n n
per ogni valore di L. Non e’

insiemi di funzioni indipendentil

una base d4di V.

(t)=0

difficile dare esempl di

ma non e facile costruire

Per esempio proviamo che le funzioni del tipo:

t 2t
1, e, e ,

sono linearmente indipendenti.

ot
e

>

Ragioniamo per induzione,

provando che 1 ed e sono linearmente indipendenti. Supposto

11 contrario siano A,p due costanti non entrambe nulle tali
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che A + p c'= 0. Derivando €1 ha g = 0 e quindi anche A =
0, un aésurdo. I[1 ragionamento si completa per induzione su
n. Supposte n-1 di dette funzioni indipendenti supponiamo
che esistano n scalari A tali che:

1

A+ A et aete L. o+ el g
0 1 2 n

derivando e sottraendo si trova che n-1 funzioni sono
dipendenti, un assurdo.

5) Consideriamo 1’insieme V costituito da tutti i
polinomi interi di una variabile reale x a coefficenti nel
campo K, con la ordinaria éomma di polinomi e 11 prodotte di
un numero per un:polinomio.-E’ di facile Verifica che lo
spazio dei polinomi possiede una base infinita. Basta per

questo prendere 1’ insienme :
2 n
B= {1, x, x, ... , x, ok

Infatti ogni combinazione lineare di un numero finito di
elementi di B si annulla solo per coefficienti nulli
(Principio di identita’ dei polinomi} e ogni polinomioc e’
manifestamente una combinazione lineare di un numero finito

di elementi di RB.

6. Condizione analitiche di 1lineare dipendenza ed

indipendenza

Sia ¥n uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo

K, sia {e} una base di Vn e siano dati h = n vettori
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1,uz,...,uh, di componenti,

rigpettivamente da:

ol

—_— — 2 —

u =u, e +u e -+
1 1 1 2

u =u_ e +u_e_+
2 2. 1 2 2

u =u e +u e+
h h 1 h 2
Si ha il

TEOREMA. Condizione necessaria e sufficente perch h (= n)

vettori ul,uz,...,u siano linearmente indipendenti che la
n
matrice:
: i {i=1,2,...,n)
| u
o (0=1,2,...--. ,h)

abbia rango h.

DIMOSTRAZIONE. Perch i vettori u o siano linearmente
indipendenti , a norma della definizione, neccegsario e

qufficente che la somma in « data da:

6 = T
Y ah u, = o(1)
gl annulli se e solo se le Amsono tutte nulle.

Essendo u_ = Y u_ e, la (1) si scrive
o o« o i
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Lo u(.x ) e=o0 (2)

Poich i vettori e_isono linearmente indipendenti, la (2},
e quindi la (1), vera se esolo se gli scalari che
moltiplicano gli e sopo tutti nulli e cio
1

Y o u'= 0. (3)

La (3) rappresenta un sistema di n equazioni lineari
omogenee nelle h incognite A%, Condizione necessaria e
sufficente perch la (3) sussista soltanto per le A *tutte
nulle che il sistema ammetta soltanto la goluzione ovvia;
cio vera se e solo se il rango della matrice del
coefficenti uguale al numero delle incognite e,

guindi ad h.
Segue, in particolare il

Teorema. Condizione necessaria e sufficente affinch n’
vettori di wuno spazio vettoriale V¥n siano linearmente
indipendenti che sia # 0 il determinante formato dalle
componenti rispetto ad una base. |
. .

Se uno spazio vettoriale ha dimensione n € se conosciamo
una base A e }, si possono costruire a piacere h-ple di
vettori linearmente indipendenti cbn h=1,2,..., n

>

Per questo e sufficiente considerare una dualungue
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matrice

e con essa formare i vettoril

- 1 - 2 - n -
X = a e +a e + + a e

1 1 1 2 1 n
= i - 2 - n —
X = a - e + a e + .. + a S

2 2 1 2 2 2 n
- 1 - e - n -
pd = a e + a e + + a o

h h 1 h 2 n

chiaramente linearmente indipendenti se e solo se 11 rango

della matrice e’ h.

7. Sottospazi di uno spazio vettoriale.

De finizion e Consideriamo un sottoinsieme W < V.
L’insieme W si dice che sottospazio dello spazio dato V¥V se
W con le operazioni di addizione e moltiplicazione per uno
acalare esso stesso uno spazio vettoriale.

In generale se V ha dimensine finita n, anche W ha

dimensione finita che minore o uguale a quella di V.

Teorema. Si pu dimostrare che un insieme W un sotto

spazio se accade che:

1) VwweWs (w+wdlel

2) AeK, YVwelWs=awe W
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Quindi in definitiva W un sottospazio se <chiusoc rispetto
alle due operazioni (+) e (¥) e in pi per ogni vettore W il
multiplo ancora in W. Per provarlo dobbiamo far vedere
che (W,+) un gruppo abeliano. Come conseguenza della 1)
1’addizione interna ed esssendo la stessa dello spazio pl
gréﬁde V, valgono - sicuramente le propriet associativa e
commutativa perch valgono in V. Rimane il dubbio se
1’ elemento neutro sta o no in W. Se prendo un elemento di W
e il suo opposto (che ancora in W per la 2)) e 11 sommo, per

la propriet 1) si ottiene ancora un elemento di W:

o= (Ww+ (-w)) e W

Dobbiamo ora verificare che valgono le 4 propriét della
moltiplicazione di un vettore per uno scalare. Osserviamo
che nelle espressioni:

a) A (U + v)= Au + AV

b) (A + u) U = AU + pu

c) A (uu) = (aplu

d) 1u=u

se aggiungo 1’ ipotesi che u, v e W segue immedietamente che
gia il primo membro che il secondo sono elementi di W, e
guindi valgono gli assiomi di spazio vettoriale in W.

Proviamo ora che

Teor ema. Se uno spazio vettoriale V ha dimensione

finita n, ogni sottospazio vettoriale Vp € ¥n (p = n)
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costituito dall’insieme di tutti i vettori che sono
combinazioni lineari di p vettori linearmente indipendenti

di Vp.

Infatti siano Gl,az,...{ﬁ p vettori linearmente idipendenti
n

appartenenti . a  Vp. Per definizione di gottospazio

vettoriale, appartengono a Vp anche tutti i vettori u dati

da:

gqualunque siano le Aa, in quanto 1 singoli addendi
A% ﬁa appartengono a Wp poich la moltiplicazione scalare
di un vettore di Vp per uno scalare un vettore di Vp ed
infine appartiene a V¥p la somma poich la somma di vettori

di Vp un vettore di Vp.

Esempi.

1) Prendiamo uno spazio vettoriale (V,K} di dimensione
qualunque e

prendiamo un sottospazio W cos fatto: W = 4 o}, Wew

W un sottospazio che prende il nome di sottospazio nullo a

cui, per definizione, si attrbuisce la dime sione zero.
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W perci i1 sottospazio di ognl possibile spazlo
vettoriale di dimensione finita o infinita che sia.

Verifichiamo che W  un sottospazio:

-

le tre condizioni sono banalmente verificate perch W ha un

solo elemento.

Per la 1) devo dimostrare che o + o0 € W; ma o6 + o =o0 che
proprio 1’unico elemento di W.

Per la 2) devoe far vedere che: V We W= -w e W M
1’ opposto di o esso stesso e quindi la 2) banalmente

verad.

2) Prendiamo un qualsiasi vettore u#o, uehv.
Prendiamo 1’ insieme W = { au : A € K b contenente tutti 1
vettori proprorzionali ad un vettore fisso. Verifichiamo che

W un sottospazio di W.

Prendo due elementi di W: A ﬁi_e A ﬁg; se 1i sommo per la

propriet dello Spazio vettoriale V si ha:

AU+ AU
1 2

u (A + )

la somma ancora un multiplo di u e quindi (Xﬁi A % u e W.
Resta verificata la 1).Prendiamo 1’elemento Au. L’opposto si
pu scrivere, per lapropriet di ¥V, -Au. Quindil preso
un elemento di W il suo opposte ancora un multiplo u e

gquindi appartiene a W.

281




lLa 3) non vaverificata in quanto fa parte della definizione

di W.
N.B. La dimensione di W 1.

3)Supponiamo che V sia 1’ insieme di tutte le funzioni:
feVes f:R —R

questo chiaramente uno spazio vettoriale.

Dimostriamo che (V,+) un gruppo abeliano. [L’addizione
funzionale e’ associativa, la funzione costantemente nulla
e’ 1’elemento neutro e per ogni funzione esiste 1’ opposta.
D’altra parte il prodotto Af(x) (Vv A « R) ancora una
funzione.

Prendiamo ora il sottospazio c’°c ¥V formato dalle
funzioni continue. Noti teoremi dell’analisi ci assicurano
che la somma di due funzioni continue ancora una funzione
continua e che moltiplicando una funzione continua per un
numero reale i ottiene . ancora una funzione continua.
Quindi le funzioni continue costituiscono un sottospazio
nello spazio delle funzioni realil di variabile reale.

Un altro sottoépazio interessante e’ gquello delle
funzioni continue e derivabili con derivate continue fino
all’ordine s = 1, cio le funzioni come suol dirgi di classe
c®. ancora possiamo considerare la classe ¢ delle funzioni
reali di variabile reale sempre derivabile in ogni ordine e

15 classe di quelle c” delle funzioni le cuil relative serie

di Taylor sono convergenti in tutto R . Se ”nelrmucohio“
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mettiamo anche i polinomi ad una variabile e a coefficienti

reali, abbiamo la seguente catena di inclusione tra
gsottospazi. ‘
Rixl cc” cc®....cC’c....cC’
4) Prendiamo lo spazio delle n-ple K" uno spazio

vettoriale di dimensione n.

. - n " n
Consideriamo dentro K 1’insieme W

W = {n-ple nulle in un certo numero di posti:i ,i, ,...,1 b

cioe delle n-ple del tipo

X,..., XK. 0, X, v s X, 0, X. e
( 1, > 1 _1 ¥ Hd 1 +1’ 3 l _1} ? l +1 s )
1 1 2 2
Se V ha dimensione n la“dimensione di W , come vedremo

nell’ esempio 5):

dim W =n¥r

Se le cose non sono cos generall posso considerare ,
come esempio, K* e prendere tutte le quartine che hanno
costantemente zero al terzo e gquarto posto. Si vede subito
che se sommo due due quartine di questo tipo la somma
ancora una quartina dello stesso tipo, perch nei posti dove
ci sono gli zeri si sommano degli zeri. Ccos come se
moltiplico per un numero in quel posti rimangono . sempre

zeri. Quindi W un sottospazio.

5) Piu’ in generale un modo di dare un sottospazio in K"

quello di assegnare un certo numeroc m di equazioni lineari

omogenee indipendenti
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a x +...+a x=20
11 1 in n

am1x1+...+ amnxn= 0 X
Dire che le equazioni sono indipendenti significa dire
che la matrice del Coefficienti ha caratteristica massima.
Se il sistema ha solo la soluzione nulla esso definisce lo
spazio nullo..Se invece ho m =n - d equazioni indipendenti
l’insieme delle soluzioni forma uno spazio vettoriale
numerioo W con dim W = d. |

(cfr. Capitolo sul Sistemi lineari paragrafo dei sistemi

omogenel ).

8. Sottospazio generato da un insieme.

Sia (V,K) uno spazio vettoriale e sia X ¢ ¥ un
qualsiasi insieme di vettori. Consideriamo 1’insieme di
tutte le possibili combinazioni lineari di un numero finito
di elementi di X. Naturalmente, essendo X un insieme, quando
prendo due o pi elementi di X e ne considero una
combinazione lineare 1’elemento ottenuto pu non e€sserc in

¥. Siamo condotti a considerare i seguentl due oggetti:

1.—- L’insieme L(X) costituito da tutte le possibili

combinazioni lineari degli elementi di X.
2.- 1. intersezione di tutti i possibili sottospazi

vettoriali che contengono 1’ insieme X . Tale intersezione

sara’ denotata con il simbolo <XK>.
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Ad esempio nello spazio a 3 .dimensioni del vettori ordinari
cia X =4 1,7 b L’insieme L(X) di tutte le possibili
combinazioni lineari di 1 e E costituiscono un sottospazio :
quello dei vettori aventi la terza componente z = 0.
[’ insieme <X> ¢’ 1’ intersezione di~ tutti i sottospazi
contenenti i vettori dati, cioe’<X> = L(X).

Questa situazione e’ molto piu’ generale poiche’ come ora
proveremo sia L(X), che <X> sono lo stesso sottospazio

vettoriale di quello dato.

Iniziamo con il provare che:

TEOREMA. I1 sottoinsieme L(X) wuno spazio vettoriale.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione L(X) 1’insieme di tutte le

possibili combinazioni 1lineari di un numero finito di
elementi di X. Poliche’ la somma di due combinazioni lineari
di un numero finito di elementi di X e il prodotto di uno
scalare per una combinazione lineare sono combinazioni
1ineari, segue che le operazioni dello spazio sono interne
sn L(X). Daltro canto esgendo 1’ opposta di una
combinazione lineare ancora una combinazione lineare segue

che L(X) e uno spazio vettoriale.
Proviamo ora il seguente

[LEMMA (dell’ intersezione). L’intersezione V n W di due

sottospazi vettoriali di uno spazio dato e ancora un

sottospazio.
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DIMOSTRAZIONE. Presi due vettori dell’intersezione la loro
somma, come " anche il prodotto di un vettore
dell’ intersezione per uno scalare, e’ .manifestamente interné

a ciscuno dei sottospazi e .quindi anche all’intersezione.

Segue:

-

COROLLARIO. L’ insieme <X> e’ un sottospazio.

TEOREMA (di coincidenza). Risulta L(X) = <¥> per ognl

figsata parte X dello spazio V¥ definito su K.

DIMOéTRAZIONE. Proviamo che <X> 2 L(X). Poiche’ <¥X> e’ un
sottospazio contenente X, essO contiene L(X) contenendo
tutte le combinazioni 1lineari di un numero finito di
elementi di X. |
Proviamo ora che <X> < L(X). Infatti lo spazio vettoriale
L(X) contiene, per costruzione, 1’ insieme X e quindi:

L(X) e ={ S : S e sottospazio di ¥, S2X }
e pertanto essendo:

Xc<x>=n{s: 5¢€¥ boc L(X)

segue 1’ asserto.n

Lo spazio vettoriale L(X) = <X> prende 1l nome di spazio

vettoriale generato dall’insieme X .
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9. Spaziointersezionee spazio unione di due spazi

vettoriali

Consideriamo uno spazio vettoriale (V¥,K), e siano H e Q
due sottospazi di V. Abbiamo visto nel precedente paragrafo
che 1’'intersezione H n Q e’ ancora un sottospazio detto lo
spazio intersezione dei due sottospazi dati.

L’unione dei due sottospazi H e Q non e’ in generale
¢
un sottospazio. Per questo si pensi ad esempio a due vettori
linearmente indipendenti u e Vv e all’insieme dei loro
multipli. Ho cosi due spazi vettorialil 1-dimensionali.
L’unione di questi non e; un sottospazio, ma come Iinsieme
genera un sottospazio 2-dimensionale.
Chiamiamo spazio somma di due sottospazi H e Q il

sottospazio che si indica con H + Q, definito ponendo :
H+Q:=<HuQ?>

Prima di pervenire ad un teorema notevole esprimente una
relazione aritmetica dovuta a Grassmannn premettiamo i

seguenti due Lemmi che sono interessanti di per se:

Lemma (di completamento della base). Sia dato uno spazio
vettoriale (V,X) di dimensione finita n e gsupponiamo di
conoscere h vettori linearmente indipendenti con h < n. E’
allora sempre possibile costruire altri n-k vettorl che.

assieme ai precedenti formano una base di V.
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Dimostrazione. Indichiamo con X = { 51,e2,...,5h} la base
che conosciamo. Sia <X>, con dim <X>= h , il
sottospazio generato da essi e sia e un vettore esterno
a <¥X>. E’ evidente che il vettore e non pu essere

combinazione lineare di vettori di <X>. ©5Segue allora
che esso e’ linearmente indipendente con 1 vettori di X.

Iterando 1l ﬂfocedimento il teorema e’ provato.

LEMMA DI ESISTENZA DI INTERSEZIONI MINIME. 5ia dato uno
spazio vettoriale (V,K) di dimensione finita n. Sia H un
sottospazio di V di dimensione h. Sia L un insieme di £
vettori linearmente indipendenti esterni ad H con 1 = L =
n-h. Allora :

<L>nH= {0}

DIMOSTRAZIONE. Sia 4 e ,e_,...,e t  una base di T
i 2 h

Ragionando come nel Lemma precedente sia L =

{e , e ,...,e,b un insieme di vettori indipendenti
h+1’ h+2 L

egterni ad H. 5Sia :

v € Hn <L >

lora
wetae .. ftoe =V = e+ e+ + e
h h Bh+1 htl Bh+2 h+2 Bﬂ £
da cul posto B = - « segue
i 1
ae +oge ...+t e + & e + o e -+ ...+ o, e,~=0
11 2 2 h h ° h#l h+i h+2 h+2 L L
e quindi o= o= 0= o = o = ...=«a, =0
1 2 h h+1 h+2 L

onde 1’asserto.
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Proviamo ora 11:

Teorenma d i G rassman Se ln uno spazio
vettoriale di dimensione finita n, Vn, consideriamo due
sottospazi Vp e Vg ed Vr = Vp n Vg e Vs = Vp + Vg , fra le

dimensioni di detti spazi si ha la relazione aritmetica

r+s=p+gq (1)

La (1) segue subito se uno dei due sottospazi, ad es. Vp,

guello costituito dal solo vettore nullo, cio p = 0.

Allora
Vr={ o } = Vo, mentre Ve = Wo + Vg= Vq; quindi
p=0, r=0, s =gqgq, onde la (1). Supponiamo ora che i due

sottospazi dati abbiano entrambi dimensione p e ¢ diverse da
Zero.

Nello spazio intersezione V¥r supponiamoc che

giano r vettori linearmente indipendenti. Poich tali
vettori appartengono a Vp, per i1 teorema del n 7, esistono

in Vp altri p - r vettorl linearmente ihdipendenti,

e & R =
r+1’ r+2’ ? r+p’

che con 1 precedenti formano wuna p-pla di vettori

linearmente indipendenti.
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Analogamente, poiche’ i vettori € €., 8 appartengono a
r
Vg, in Vg esistono altri g - r vettori linearmente
indipendenti o ~
t ,f ,...,f ,
1° 2 q-r

tali che coh le precedenti r formano una g-pla di vettori

linearmente indipendenti.

' S1 pu ora dimostrare che i p + g - r

e ,e ..., e Y = S f , f ,...,f
1’ 2, 2 r b l‘+1’ H] p H 1! 2’ H] q_r

certamente appartenenti a Vs = Wp.+ Vg, costituiscono una
base per V¥s. Supponiamo che ci non sia vero e quindi che si
abbia
A* e+ e + vl =g (2)
o ¥

(e = 1,2,...,r; B =r+l, r+2,...,p; ¥y = 1,2,...,q-r),‘

per Aa,pﬁ,vwnon tutti nulli.

5i bha intanto che non possono essere tutti nulli uB in
quando si avrebbe che i vettori 51,52,...5r, Sfl,
fz""’fq—r sarebbero per la (2) linearmente dipendenti
contro 1’ ipotesi. Per 1’analogo motivo non possono
essere  tutti nulli 7. La (2) si pu scrivere
v T =(2%) & +(-f) & (3)
¥ o B

8

Siccome le v non sono tutte nulle, il primo membro della (3)

rappresente un vettore u # o che appartiene a V¥q. Ma poich

per la (3) stessa u risulta combinazione lineare del vettori

e, © esso appartienc anche a Vp e quindi u appartiene

B,
Vr = Vp n Vq.
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Ci significa che il vettore u-si pu anche esprimere come
combinazione lineare degli e , ossia. |
a = p%
P S
(x’ —
con p non tutte nulle, essendo u # o.

Segue allora, essendo u = v o ,

Y

pOC gm - vwfq = o,
per valori di v? e pa non tutti nulli. Ci assurdo essendo
linearmente indipendenti 1 vettori ém e EW°

l.a dimensione di Vs dungue uguale al numero di vettori
che costituiscono una sua base e quindi s = p + q = T.
I vettori sopra considerati costituiscono una base essendo
linearmente indipendenti ed ottenendosi ogni vettore di Vs

come loro combinazione lineare.

Os s ervazdione., Lo spazio intersezione Vr gode
della propriet di essere 1l sottospazio vettoriale di
V¥n di dimensione massima appartenente sia Vp che Vg; mentre
lo spazio Ws = Vp + Vg gode della proprit di éssere lo
spazio vettoriale di dimensione minima contenente sia ﬁm
che Vg. Le propriet precedenti sono caratteristiche per

Vr, Vs.

291



10. Cambiamento di base in uno spazio vettoriale Vn.

Consideriamo uno spazio vettoriale V¥V di dimensione =n
su un campo K e sia B una base di Vn. Abbiamo visto al n 6
che ogni altra n-pla di vettori linearmende indipendenti

costituisce una nuova base per V¥n. Siano:

due basi legate chiaramente da relazioni del tipo:

dove la matrice E delle e . ha determinante diverso da
1] .
Zero.
Se ora moltiplichiamo i membri della precedenti

relazioni per i complementi algebrici

E_ , E ye-- 4 E

11 21 ni
degli elementi .e11 , eZi s eni rispetto alla matrice E
si ottiene {applicando il primo e secondo teorema di Laplace
sul determinanti):

E U+FE u+...+E u =

11 1 21 2 ni n
={E e + + A+ E e e+ ...... +
11 i1 21 21 ni nl 1
+ (F e +E e + + E e e + ... ... +

11 1n 2i 2n T ni nn n

Si puo’ scrivere allora-:
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1 11 1 12 2 In n
e, = e u +e u + + e’ 1

P 21 1 22 2 2n n
e = e u + e’ q + + e’ qu

1 nl 1 nz 2 nn n

essendo e’ = E-j/ (det E) 1 coefficienti della matrice
ji i

. -1 i . . ' . .
inversa E . Le relazioni ora ottenute possono scriversi

simbolicamete in forma molto compatta come segue:

Denotiamo con u ed € le colonne di vettori costruite

con le basi B’ e B rispettivamente. Precisamente Si ponga:

e u

o
I

=
Il

allora i legami tra le basi possono esprimersi econ i

prodotti simbolici:

He

= E g = Enl g

e

L'utilizzo di tali colonne  di vettor; moltiplicate
simbolicamente per delle matrici saranno molto utili nel

seguito. Proviamo a LEMMA DEL. PRODOTTO MATRICI x COLONNE
VETTORTALT
Siano date le matrici A , B, rispettivamente di tipi

(mxk), (kxn). Se e e’ una colonna di n vettori, si ha :
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(%) A(B ¢) = (AB)E §(A B g)'= e"BA’

DIMOSTRAZIONE. Siano v una colonna di k vettori ed f,w due
colonne di m vettori. - Siano inoltre A, B, C matrici

rispettivamente di tipi (m,k), (k,n), (m,n). Calcoliamo:

(AB) e

|{[e"
Il
!
o
||
Hh

Beg=y . ABg =y

mostrando a conclusione che f = w .

I1 generico elemento della colonna f = (AB) ¢ = C ege’ dato
da:
f = c_ e +c _é&_+ + c_ e =
1 il 1 i2 2 in n
n | n k _
=Y ¢ .e. =Y Y (a,b ) e,
jo1 M j=1  s=1 is s8] ]
Risulta ora che il generico elemento della colonna v =B g
e’
—_— m -
v =b e +b e+ + b e =Y b e
s g1 1 g2 2 sSm m =1 =0 i

Quindi la prima delle (**) vale. La seconda relazione e’

banale conseguenza.
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Utilizzeremo rapidamente. 11 Lemma appena provato.

Supponiamo di conoscere le componenti di un dato vettore X
rispetto ad entrambe le basi B e B’ .Anzi indicando con :

t ]

la colonna (trasposta di una riga) delle componenti di x

rispetto alla base B e con

t
Y =(y, Yyoeees ¥ )

1 n

la corrispondenté colonna delle componenti di x rigpetto

alla base B’ si ha, simbolicamente :

x = X € = Y u
da cul si ottiene:
Xe =Y u =Y (Eeg) = (YE) u
Xt e = Xt (E_l E) = 3t Ehl) u = Yt u

giustificandosi 1le proprieta’ associative usate con una
semplice verifica diretta. Posgiamo allora scrivere:

X" = Y'E v© = xtET!
da cui, per trasposizione :
X = E'y Yy = (EH"x

Riagssumendo si hanno allora le formule:
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e
il
=1
o
[l
1l
3

{fe

<
o
il
ol
I
>
114D

t t

Y )X X = E Y

I
o

che esprimono in modo simbolico e sintetico le "regole" di

un cambiamento della base.

11. Applicazioni lineari tra spazi vettoriali: nucleo,
immagine.

Iniziamo il paragrafo con le seguenti:

DEFINIZIONE 1. Siano V e ¥V due spazi vettoriali sullo
stesso campo K. Un’applicazione
f: vV — W

si dice che una applicazione lineare se valgono le
seguenti propriet:

1.Quali che siano gli elementi u, v in V¥ si ha :

flu+ v)=flu) + £{v)
2. Per ogni A € K e per ogni v € ¥V si ha :

flav) = a £v).

H

DEFINIZTIONE DI NUCLEO. Siano Vn e Vm due spazi

vettoriali su K e sia f : V— W una applicazione
n m

lineare. Si chiama nucleo o kernel dell’applicazione f la

parte di V di quei vettori trasformati da f nel vettore
I
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nullo, cioce’ definita ponendo :
b

Ker f = { X : X € Wn, fti) = 0 }
DEFINIZIONE DI IMMAGINE. Siano Vn e W; due spazf\\\
vettoriall su K e sia f WJ— W; una - applicazione N
lineare. 5i chiama immagine dell’applicazione f la parte
di V. che e’ il codominio insiemistico di f , cioe’ 1la

[
~parte definita ponendo :

Imf={y: yeV ,3xeV con y=f(x) L
m n

]

TEOREMA DEI. NUCLEO . Siano Wn e Wm due spazi vettoriali

su K e sia £ : Wﬁ— v’ una applicazione lineare. Allora
m

il nucleo di f cioe’ 1’insieme Ker f uno sottospazio di

V.

In

DIMOSTRAZTONE. Prendiamo due diversi vettori del nucleo. .
Dobbiamo dimostrare che la lorc somma ancora un elemento
del nucleo. Ho :

Vx, ye Ker f = (%) =f(y) =0 € v
Allora si ha che:

f(x + ) =f(x) + £(y)=0 + o= 0"
cioe’ x + § € Ker f. Apalogamente V x e Ker f e V A € K
si ha : . _
F(Ax) = A f(x) = A o = o.

"clioe Ax € Ker f.
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TEOREMA DELL’ IMMAGINE. Siano Vn e Vi due spazi

vettoriali su K e sila f @ ¥V— WV una applicazione
n m

lineare. Allora 1’insieme Im f wuno sottospazio di V

m
DIMOSTRAZIONE. Prendiamo due diversi vettori dell’ immagine.
Dobbiamo dimostrare che la loro somma ancora un elemento

dell’ immagine. Ho :

v, v' e Imf & W > 3Ix,yeV tali che:

m n

X = f(x) , v =fly)
Allora si ha che:

X o+y= f(x)+fly) =flx+y)eInfs V

i)
Analogamente ¥V x’= f(x) € Im f e v aek si ha :
Ax=Aaf(x) = fF(Ax) e Im £ & WV
e quindi 1’asserto.

Se Im f = W; 1’applicazione f e’ suriettiva per Questibni
insiemistiche. Analogamente 1’essere Ker f = Wn e’
ugualmente importante . Infatti dal punto- di vista
insiemistico questo significa che -1’app1icazione f e’
costante e quindi per fattil algebrici f e’ 1’ applicazione
nulla. Tuttavia -il concetto di nucleo racchiude una

ulteriore proprieta’ dell’intera applicazione come si prova

nel seguente
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TEOREMA (INIETTIVITA® DI UNA APPLICAZIONE LINEARE). Siano
Vn e ‘Wm due spazl vettoriali su K e sia f : Wﬂw W;
una applicazione lineare. Allora f iniettiva se e solo se

il nucleo si riduce al solo vettore nullo.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che : f iniettiva = Ker f = { o H
Se f iniettiva e se il nucleo contenesse, per assurdo,
due elementi distinti, 1la loro immagine sarebbe 1l vettore
nullo e quindi i1 due elementi distinti avrebbero la stessa
immagine contro 1’ipotesi . Dunque 1l nucleo 'hé' un solo

elemento: il vettore nullo. |
Proviamo ora il viceversa: Xer f = 4 o b = f iniettiva.
Sia f non iniettiva. Allora esistono due vettori §,§ € Wn

tra loro distinti (che possono anche non essere nel nucleo)

che hanno la stessa immagine, ciloe’ tali che:

f(x) - fly) = o
Segue allora:
f(x - y) = o.
Ma allora il nucleo conterebbe oltre il vettore nullo anche

il vettore x - y # o , e questo ~ assurdo. Resta cos

provato 1’ asserto.

I1 nucleo, come spazio vettoriale, ha dimensione = n e
analogamente 1’ immagine ha dimensione = m. A riguardo si

ha :

299




3

TEOREMA DELLE DIMENSIONI NUCLEO-IMMAGINE. Siano ¥n e Vm
due spazi vettoriali su K e sia f ng N; una
applicazione 1lineare. Allora vale la seguente relazione
aritmetica:

dim Ker £ + dim Im f

n =din V
n

DIMOSTRAZIONE. Siano k = dim ker f i = dim Im f.

Se k = n 1’applicazione f e’ necesgariamente
1’applicazione nulla , quindi 1 = 0 e la relazione
aritmetica vale.

Sia k < n. Indichiamo con :

Bl = Vi Vo aeees Vo b
la base di kerf. Possiamo completare questa base mediante un
insieme di n - k vettori indipendenti in modo da avere la

base di Wn data da :

B = { Vi Vasees ¥ v o, vk+2,...,vn}

k’ k+1
Questi vettori oltre al vettore nullo hanno come immagine 1

vettori dell’ insiene :

B'=ImB \{o} =4 £ v ), flv ) ,...., f(v )}

+1

Dimostriamo che B’ e’ una base di Im f < W;.
Per provare che B’ e’ un insieme di generatorl occorre
provare ogni vettore di Im f, cioe’ del tipo f(v), e’
combinazione lineare degli elementi di B’. Allo scopo
congideriamo la rappresentazione rispetto alla base B diun

generico vettore di V , cioe’:
n
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i 1 2 2 k k k+1 k+1 n n
da cui
f(v) = fla v + +a v ) + fla \Y + +a v ) =
1 1 k k+1 k+1 n n
= 0 + f(a v + +a v )
k+1 +1 n n
e quindi:
f(v) = a flv. ) +a FCy )+ ... +a f(v)
k+1 ~  k n

+1 k+2 k+2 n

b

che prova appunto che B’ e’ un insieme di generatori.
Proviamo ora che gli elementi di B’ sono linearmente
indipendenti. Consideriamo in Im f 1’ equazione

vettoriale,nelle incognite (Ai), data da:

A flv. ) + A fF(v )+ ... +2A fIv)=0¢cInf
k+1 k+1 k+2 k+2 n n

che si scrive:

k+1 k+1 n n
da cui
A v + +x v =weKerf
k+1 k+1 n n
Questo significa che esgistono k cogtanti che sono le

componenti del wvettore w € ker f scritto sopra. Denotate

queste costanti (per far ritornare i conti} con :

- A, A, .., — A si ha :
1 2 k :
A v + + A V=—-A V=—A V ~- - AV
k+1 Lk+1 n n T 1 2 2 k k
da cui:
AV +HAVE + AV F A + +A v=0
1 1 2 2 k k k+1 k+1 n n
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e quindi:

Pertanto i vettori di B’ sono linearmente indipendenti oltre
che formare un gistem di generatori e B’ e’ una,
base di Im f.

Segue allora che: i = dim Im f = n - k, cioe’ 1’asserto.

Come corollari seguono i seguenti :

TEOREMA. Una applicazione lineare iniettiva tra due spazi
vettorialil sullo stesso campo trasforma una base in una base

dell’ immagine.

TEOREMA DI RAPPRESENTAZICNI DELLE APPLICAZIONI LINEART

Siano Vn e Vm due spazi vettoriali su K e sia f : W£~

W; una applicazione lineare e siano x ed § due vettori
tali che § = £ (x). Comungue date le due basi-colonne :

- = = |t - - —\t

di ¥V ed u-=(u, u,..., u) di W;

siano x = X e €V ed vy = ' u € V' (essendo X ed Y le
= n - .

colonne delle componenti) le rappresentazioni, rispetto alle

rispettive basi, dei due vettori corrispondenti in f
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Allora esiste una unica mattrice A tale che le componenti-
colonna di vettori corrispondenti in f sono legatl dalla
relazione :

Y = AKX

DIMOSTRAZIONE. Nelle ipotesi fatto e con il simbolismo

introdotto si ha :

— - t = — I — —
y Ty yl u1+ y2 u2+ " ym um
i, et = ey t = - o a =
y = f(x) (X" e) f(x e+ %, et t X en)
=% fle ) +x fle ) + ...+ x fle e V.
1 1 2 2 n n m

Osserviamo ora che 1’aaplicazione lineare f sara nota allora

e allora soltanto che siano note le componenti deil vettori:

f(el), f(ez), Cees f(en)

rigspetto alla base-colonna u. In altre parole occorrera’

conoscere espressioni del tipo:

fle)=a u+a u+...+a U
1 11 1 21 1 ml m
f(e) =a wu+a_u+...+ta u
2 12 1 21 2 me m
fle)=a u+a_ u+...*+a u
n in 1 2n 2 mn m

Per ottenere una forma pi compatta si ponga :
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fle) := ((£(8)), £(e), ... , £(e))
colonna dei trasformati dei vettorli della base secondo f,
Denotiamo con At la matrice , sopra introdotta tale che:
fle) = A u
Si puo’ allora scrivere :

You =y = f(x) = £(X e)

=xX'f(e) =%x (A" w) =& A) u
{ ‘La verifica dell’assdciativa nell’ultimo passaggio,

¥

lasciata al.lettore, e’ banale). Segue allora :
Yoz xt At = At cioe’ Y = A X,

e quindi 1’asserto.

12. Isomorfismo tra spazi vettoriali e teoremi fondamentali

di isomorfismo..

DEFINIZIONE DI ISOMORFISMO. Siano dati due spazi vettorialil
Y e ¥V’ (di dimensione finita o infinita), sullo stesso
campo K. Dicesi isomorfismo tra V¥V e V¥ una applicazione

lineare e biettiva (biunivoca) ¢ di V¥ in V.
Si ha il
TEOREMA . Un isomorfismo o¢ tra due spazi veitoriali V e

V' sullo stesso campo K, trasforma basi in basi e

viceversa.
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DIMOSTRAZIONE. Si tratta di rileggere la prova del teorema
della dimensione nucleo-immagine nel caso che il nucleo sia

di dimensione 0.

I TEOREMA FONDAMENTALE DI ISOMORFISMO. Condizione necessaria
e sufficente perch esista un isomorfismo tra due spazi
vettoriali di dimensione finita su un campo K e’ che gli

spazi abbiano la stessa dimenslone.

DIMOSTRAZIONE. E’ una conseguenza del teorema della
dimensione nucleo—immagine. Infatti detti V E; V' 1 due
spazi di dimensione finita esia o : v —> ¥ 1’isomorfismo
supposto esistente. Allora egssendo ¢ inijettivo ho che la
dim V = dim Im ¢’ mentre essendo ¢ suriettivo ho che dim
Im o = dim ¥V’ e quindi

dim V = dim V.

Inversamente supponiamo che V e ¥ abblano la stessa

dimensione n, sia 4 e } una base di V, ed { u } una base di

V', Siano x € V , y e ¥ due generici vettoril dei due

spazi datl da:

X
il
>
iy
Il
s
T
+
s
o
+
o+
X
D

~
i
e
Iy
1
<
c
o
<
ft
+
+
~
ot

Consideriamo 1’ applicazione
c: VvV — ¥

per cul
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c(x) = X" u u .. u

Ic
1l
s
~
+
»a
o
+
+
P
o

gi verifica banalmente, ma il lettore se ne convinca, che o
un isomorfismo tra V e ¥ e quindi ¥V e ¥V sono isomorf'i.
1 asserto e’ dunque provato.

.“.

Discende come corollario il :

IT TEOREMA FONDAMENTALE DI  ISOMORFISMO. Ogni spazio
vettoriale ¥V di dimensione finita n su un campo K isomorfo
allo spazio vettoriale "numerico” K" costituito dalle n-ple

ordinate di elementi di K.

In particolare’
Ogni applicazione lineare iniettiva tra due spazi vettorialil
di dimensione finita su un campo K e’ un jgomorfismo tra lo

spazio di partenza e la sua immagine.
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12. Applicazioni lineari e diagonalizzazione.

Sia Vn uno spazio vettoriale su un campo K e siano e ed
u due colonne formate ciascuna da n vettori indipendenti e
quindi due basi dello spazio. BSe E e’ una matrice con

determinanante non nullo del tipo :

le trasformazioni di base si possono scrivere nella forma
Seguéhte:
(1) u=~Ee, (2) ¢ =E u
Sia ora |
f: Vn— ¥n

una applicazione lineare, allora V x € ¥n gi ha

F2) = F(xte) = X fle)

L’ultima relazione ci dice che f(x) nota rispetto alla base

e se e solo se si conoscono i valori di f rispetto alla

atessa base e. Per dare i vettori f(e. ) occorre, quindi,
= : ‘ : i _ .

dare delle espressioni del tipo:

fle)=a _ e +a_e + ... +a e
1 11 1 21 2 ni n
f(ée)=a e +a_e +...+a_e
2 12 1 22 2 A n2 n
fle)=a e +a_e + ... +a_ e
n in 1 2n 2 nn n
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Se, come fatto piu’ in generale nel teorema di
rappresentazione di una applicazione lineare tra spazi di

diversa dimensione, poniamo:

f(el)
f(§)==
fle )

. n
possiamo assegnare dunque questa colonna mediante le
relazioni:

t

(3) fle) = A" ¢

a a__. a
11 12 in
dove A=
a a a
nl n2 nn

Inoltre se Yt e = f (X g) allora risulta :

(4) Y = AX

lLa relazione scritta sopra si chiama rappresentazione di
f nella base e e la mairice A si chiama matrice

rappresentativa della .f rispetto aila base g .

TEOREMA DI COVARIANZA DELLE APPLICAZIONI LINEARI.
Sia f : V¥n— VWn un’applicazione lineare di uno spazio

vettoriale in se’. Siano e ed wu due basi legate dalla

(1), cioce’ dalla u =E g , allora:

(5) | flu) = E flel.
OSSERVAZIONE. La (5), dati i valori di f rispette ad una
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base e permette di trovare.i valori di f rispetto ad un

altra base u. La parola co-varianza indica che la base una

applicazione lineare varia con 1la stessa matrice del

cambiamento di base.

DIMOSTRAZIONE. E’ sufficiente scrivere per esteso la (1)

allora, per la linearita’ di f, segue:

Jc({11) BT f(é1) e ¥ eln JC(én)

flu) =e fle) +... +e fle).
n In 1 nn n
che e’ la scrittura per esteso della (5), che e’ cosi

banalmente provata.

TEOREMA DI TRASFORMAZIONE DELLE MATRICI RAPPRESENTATIVE DUE
APPLICAZIONI LINEARI. Sia f : ¥n — V¥n un’applicazione

lineare e siano u ed e due basi legate dalle (1).

Supponiamo assegnata f rispetto alla base e, mediante una
matrice A e la (3), e supponiamo assegnata la f anche
rispetto alla base u mediante una analoga matrice B. Si ha
allora , se P = Et:

B =P ‘A P.
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DIMOSTRAZIONE. Basta eseguire qualche calcolo simbolico.
Avendo due basi di Wn ed una aﬁplicazione lineare f dello
spazio in se’, si hanno le :
u=Ee , flu =E fle)

Inoltre supponiamo assegnata la f rispetto ad entrambe le
basi mediante le:

(3) fle) = A
(®) @ =B

Congideriamo la (3" ) ed esprimiamo u in funzione di e_:

t

[

t

[}

t

f(uy = B =B " (Eg)=(B E)eg

e

- Esprimiamo ora il primo membro della (3’ ) usando prima la
formula di covarianza e poi la (3)

flu) =E fe) =E( A" ¢ )= (EA")
da cui, eguagliando i primi membri, segue:

B* £ = A"

i

e quindi:

g = A £ t.= pt At (PH)?

Trasponendo si ha:
cice’ 1’asserto.

DEFINIZIONE. Due matrici quadrate A e B di ordine n per
le quali esista una matrice invertibile P tale che B =
P"' AP si dicono simili. Si scrive A = B e la relazione

chiaramente di equivalenza.
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ESERCIZIO. Proviamo che la relazione &€ e’ una equivalenza.
Se A sgimile a B allora anche B simile ad A. Infatti da P B

= A P moltiplicando a destra per P 'si ha
1

PBP "= A,
Se A~B e seB~C, allora A = C.
B=P AP , c=0"'BQ

cioe’:

c=q0'r AP Q= (P Q) TA(P Q)

OSSERVAZIONE. L’insieme delle matrici quadrate d’ ordine n si
ripartisce in classi di similitudine. Ciascuna pu contenere

o no una matrice diagonale. Tutte le volte che in una classe
¢’ una matrice diagonale, ogni maltrice della classe si dice

diagonalizzabile. Precisamente:

Definizl1l1omne. Una matrice si dice diagonalizzabile

se essa simile ad una matrice diagonale.

OSSERVAZIONE. Una applicazione lineare di uno spazio Wn in
SeL si rappresenta, rispetto ad una base, medlante una
matrice quadrata d’ordine n. Quando cambia ~la base la
matrice cambia ma descrive interamente una classe di
 similitudine. Nella classe di similitudine esiste una
matrice diagonale se esiste una base rispetto a cul la
matrice che rappresenta 1’ applicazione lineare e’ diagonale.

In questo caso noi diremo diagonalizzabile 1’applicazione,

precisamente:
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Definizione. Unapplicazione lineare f :¥n-— V¥n
gi dice diagonalizzabile se esiste una base rispetto alla

quale la matrice rappresentativa di f diagonalizzabile.

Per trattare il problema della diagonalizzazione occorre
affrontare il problema degli autovalori e degli autovettori.
Potrebbe,-“quando una matrice non e’ diagonalizzabile,
esgere importante cercare nella classe una matrice non
diagonale ma di altra semplice forma. Un cenno alla ricerca
di classi contenenti matrici di Jordan verra’ 1illustrata

piu’ avanti.

13. Teoria degli autovalori e degli autovettori.

In questo paragrafo tratteremo del problema degli

"autovalori - ed autovettori". Tale problema e’
concettualmente estremamente "particolare" e forse
"insignificante a prima vista". Esso tuttavia diviene di

importanza notevole per la frequenza con cul esso si
presenta, nelle questiono piu’ svariate, nella Matematica
sia pura che applicata.

Sia (Vn, X) uno spazio vettoriale di dimensione finita e

sia f : ¥fn— V¥n un’applicazione lineare.
I1 problema consiste, data una applicazione lineare f,
nel trovare i vettori x # o (autovettori) e gli scalari A #

0 (autovalori) per i quali risulti:

312




(1) _ F(x) = A x

La soluzione della (1) wuna coppia (A, x).

Definizione. Ad ogni autovalore Ao si pu assegnare
1’ autospazio vettoriale definito ponendo:

Vo) ={ X : x € Vn, f(X) =2 x }.

ESERCIZIO 1. Proviamo che ¥(Ao) uno spazio vettoriale.
Per questo proviamo che se x,y € ¥(Xo) allora risulta x +
ly € ¥(Ao). Per i due fissati vettori si ha:
Fx) =2 x , fly) =2y
e quindi :
Flx +y) = f(x) + f(y) = dolx + y)
e quindi 1’asserto. Analogamente segue che per ogni u € K e
per ogni x € V(o) si ha pux € V(ro) e ci segue dalla
implicazione: _
Fx) =2ax = flux) = p F(X) = A (ux).

con 11 che il teorema e’ interamente provato.

ESERCIZIO 2. Proviamo che f{V(ao0)) = ¥(a0) , cio che ¥(Xxo)
“unito"in f.

Infatti se esistesse z € V¥(Ao) \ f(¥(Xo)) non ci dovrebbe
essere alcun xo € V(Ao) con f(xo) = 2z, mentre per essere

z € ¥(do) si ha f(2) = Ao z, quindi f(z/20) = 2 .

Il problema degli autovalori e degli autovettori si pu

esplicitare rispetto ad una base , specialmente ai fini del
calcolo, nel modo seguente. Considero:

(1) O f(x) = A X
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e siano ‘
x=Xe , f&) =X fle)=xAa"¢

le rappresentazioni di % ed f(x) rigpetto alla base

o

Allora la (1) diviene :

cioe’:

(2) R AX=2xX

In altre parole: Trovare gli autovalori ed autovettori (A, x)

della (1) equivale a trovare autovalori ed autovettori

{(A,X) della sua rappresentazione Y = A X rispetto ad una

base e , dati appunto dalla (2).

L’ equivalenza del problema (2) al problema (1) oltre che

rendere calcolabile la (1) permette di parlare non solo di

"autovalori" della matrice A ma anche per abuso di

linguageio di "autovettori della matrice A ".

La (2), se In e’ la matrice identica nxn, puo’ scriversi
(2) (A-2AIn) X=0
11 sistema (2’) e’ un sistema lineare ed omogeneo . e
gquindi ammette soluzioni diverse dalla nulla se e solo se il
determinante del coefficienti e’ nullo. Appare dungque che
gli autovalori sono le soluzioni dell’equazione algebrica

di grado n seguente
(3) P(A,A) =det (A - A In}) =0

Tale equazione dicesi equazione caratteristica e il

polinomio P(A,A) dicesi polinomio caratteristico. .Nel caso
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particolare che A simmetrica la (2) si dice anche equazione
secolare. .
Pi precisamente per ogni Ao 1lo spazio numerico delle
soluzioni del sistema (2’) esattamente 1’autospazio V(Ao).
Inoltre se p 1la caratteristica- della natrice A - Ao In
allora:

K(A - 2o In)=p — dimA(?to)=I1—p

E’ facile ©provare che 1l. polinomio caratteristico

invariante per cambiamenti della base. Infatti se B la
matrice che rappresenta f jjifuna ulteriore base, allora
esiste P tale che

B =P 'AP

ed allora :

det(B - Aln)= det(P A P - AIn) = det(P AP - A(P™" I P)) =

= det(P"'A P - P"'(A 1) P) = det(P (A -A I) P)=
= (det P™') (det(A -a I)) (det P) = det (A - A I)

Concludiamo il paragrafo con dei cenni ad ulteriori sviluppil
per i quali non daremo dimostrazioni.

Si puo’ provare la seguente identita’

-l s (~1)1Sn % + S

-1 n

det (A-AI) =(-1)" x™+ {~1)n—181x

essendo Sk'la somma. degli (2) minori principali di ordine k

nella matrice A.

In particolare se A = || a'|| del terzo ordine si ha:
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ij _ |
det(A- AL} = -2%+ (& +a +a IA°~(A + A + A ) A +detA |
11 22 33 11 22 33 '

essendo A 1 complementi algebrici di a_ rispetto alla
L1 11

matrice A.

Una importante proprieta’ della equazione caratteristica

quella espreQSa dal

Teor ema.di Cayley-Hamilton

Ogni matrice quadrata A "una soluzione" della sua

equazione caratteristica. Cio:
n—-1

(-1)™ A" + (-1)"'s A + ... + (-1) S A+S I=0
i n-1 n

~di cui omettiamo la dimostrazione.

Cio’ gignifica che la potenza n-esima di una matrice si
puc’ esprimere in funzione di potenze di grado inferiore
della matrice stessa :

A" =5 Ao g APy L+ (-1 s A+ (-1)™'s 1
1 2 n—-1 n n

Questa osservazione di importante notevole! Infatti se
consideriamo la ben nota serie di potenze definente Ila

funzione esponenziale e cioe’:

X . 2 n
e =1 +x+x + ...+ x +

21 n!

e per anologia,per ogni matrice quadrata A d’ordine n ,

gcriviamo formalmente :

A 1 2 1 -1 1 n '
ei= 1 + A+ = A%+ o+ === AT S AT o+ L.
21 (n+1)! n!
possiamo osserviamo che si tratta di una somma

calcolabile, almeno teoricamente, visto che ogni volta che
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si presenta una potenza n-ma ad essa si sostituiscono
potenze di grado inferiore.
Puo’ dungue accadere che data una matrice B esista una

matrice A tale che:

e tale B si dir il logaritmo di una matrice. Questa idea

si presta ad ulteriori ed interessanti sviluppi che tuttavia;

non approfondiremo in questa sede.

14. La diagonalizzazione di una applicazione lineare.

Abbiamo ora a disposizione tutte le nozioni necessarie
per affrontare il problema della diagonalizzazione.

Sia A un fissato autovalore di un’applicazione lineare

f : V¥n—  Vn.
Dicesi molteplicita’ geometrica di A 1’ intero
g(}) = dim V(A).
Dicesi molteplicita’ algebrica di A 1’'intero a(A)

esprimente la molteplicita’ di A come radice della equazione

caratteristica.

Si dimostra che:

TEOREMA DI CONFRONTO  DELLE MOLTEPLICITA;. Le due

molteplicita’ di un autovalore di una applicazione lineare
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di uno spazio vettoriale in se’,verificano 1la seguente

diseguaglianza.
1 = g(a) = a(A)
DIMOSTRAZIONE. 'Sia g la dimensione di V(A) e siano
ﬁl,...,ﬁg i .Vettori di una base di tale spazio. Si pu
completare questa base in ¥n ed avere. la colonna-base:
w= (@ , 8, .., 0,0, .00

Consideriamo ora la matrice A che rappresenta la data

applicazione lineare f rispetto alla base u cioe’ tale che:

flu) = A" u
Poiche’ ﬁl s ., ﬁge V(A), essi sono autovettori e
quindi :
flu)=au . (1 =1, 2, ..., @)
1 1
Dunque se:
A 0. 0
o A 0
0
A=
0o 0. A
A’

segue che

det (A-AI)=(( -8 det (A7 -2 1)
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e quindi g = a ,

potendo 1’equazione det (A’ - A I) = 0O

avere ancora A come ulteriore radice., Il teorema e’ cosi’

provato.

Proviamo ora che :

TEOREMA. DELLA BASE DI

AUTOVETTORI. Un’ applicazione

f : ¥n — V¥n e’ "diagonalizzabile se e solo se Vn

ammette una base

DIMOSTRAZIONE. Sia

relativi ad n autovalori Al,...

di autovettori.

u una base di formata da n autovettori

, A . Allora

n

f(ﬁi)=h u

i

Queste n relazioni si possono scrivere in modo piu’ compatto

nella forma :

essendo

Segue allora che f

Inversamente se

rispetto alla quale 1la matrice A,

f(}_}) = A

o

t.

diagonalizzabile.

f diagonalizzabile esiste una base u

assoclata ad f,

diagonale. E’ allora:
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A0
.1

0O A
n

con flu) = At u . Segue che se ﬁi un qualungue Vettore=

della base risulta

£ {(u) =2 u
1 1 1

~

cio u una base di autovettori.

T e or e m a. Sia { u, .- 5 U lun insieme di
n

autovettori relativi agli autovalori A s e , A

m
supposti tutti distinti, allora gli autovettori sono

linearmente indipendenti.

N i m.: Per induzione su n.

Se m = 1, allora essendo ﬁl # 0 esso linearmente
indipendente.
Supponiamo che {ul S L relativo ai valori
. m- .
distinti hl, e S A 1 sia un insieme di autovettori
m-—-
indipendenti.

Sia u # o relativo a A un ulteriore autovettore e sia A

diverso dail precedenti.
Se fosse per assurdo:

4 =hu+ .... th u
n 11 m—1 m—1
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si avrebbe allora moltiplicando per A prima ed applicando f:

A U =A h u + + A u
m I m 1 1 m—1 m-1 m-1
A u = f(u)=nh flu) + +h  flu ) =
m m 1 m—1 m-
=h A u + . + h A u
1 1 1 . m-1 m-1% m—-1

da cui per sottrazione:

o=h(A-AaA)u+ ... +h (A - A du
1 1 m 1 1

e dungue h.(hi— A =0 V i, -
T m - -
Essendo A # A segue allora h = 0, un assurdo essendo il vet
1 m - i

tore

Teorema ZfTondamentale. Una applicazione
f : Vn—~— W¥n diagonalizzabile se e solo se valgono le due

condizioni seguenti:

(a) 1’equazione caratteristica ha tutte le sue radici
appartenenti al campo K (in particolare K algebficaméhte

chiuso)

(b) ciascuna radice A dell’ equazione ha lékmoitepliéita’
algebrica a(A) pari a quella geométrica g(A) essendo questa
ultima necessariamente pari all’intero n - p dove

p e’ la caratteristica della matrice A - Al
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D im.: Supponiamo che il polinomio caratteristico abbia

tutte le sue n radici nel campo e siano Al, Azp..,ht tali
radici ciascuna con molteplicita’ algebrica Si» S, . =N
e con : l

n = Sl+ Sz+...+ St.

Essendo per ipotesi 1la molteplicita’ algebrica eguale a

quella geometrica si ha :

dim V(A ) = s, dim V(A ) =g, ... , dim V(A ) = s

1 1 2 2 t £
Sia Bl= { et1, ..., 551} una base di V{(r1) ed
analogamente gia Bz = ésfﬂ s e, 532} una base di
V(x2) e quindi B, = j_ es, ., *L ..., est} una base di
V(At). I1 sistema di vettori B = B1U Y Bt e’ un sistema

di autovettori di cardinalita’ n,

Poiche’, come segue banalmente dalla definizione, due

diversi autospazi si incontrano solo nel vettore nullo,
2

segue che B e’ una base di autovettori di f . Quindi, £ ¢’

diagonalizzabile.

Viceversa supponiamo che f sia diagonalizzabile. Allora

esiste una base { e } = { e, ... ,e L formata da n
1 n

autovettori i cui relativi autovalori siano Al, e, An

Indichiamo con Al, N ht gli autovalori distinti che

figurano tra quelli dati.
Supponiamo inoltre che la molteplicita’ con cui ciascuno

degli autovalori A tra quelli appare sia s, . 51 ha
. i .
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manifestamrnte:

s + + 8 = n

1 t
Indichiamo con hl, e ht le molteplicita’ algebriche
della radici Ai. Poiche’ per ogni i = 1, ... ,t I1’autospazio

V(A1) contiene sivettori di { ei } si ha:
5. = dim W(Ai) i=1, ... ,t
D’altra parte tra le molteplicita’ algebrica e geometrica di
un autovalore intercorre la relazione:
dim W(AiJ = h

Dalle ultime due relazioni segue:

s = dim V(A ) = h. '
1 1 1

s =dim V(A ) = h
t t t

e da queste:

n = g + + 8 = dim V(A ) + ... + dim V(A ) =
1 t 1 , t
<= h + + h = n,
t

e quindi : _

dim V(A } =h, ..., dim ¥(A ) =h ,

1 1 t t.

e cogl’ le quantita’ Al, Ce e, At gono tutte le radici del

\.
polinomio caratteristico di f , che sono dungue nel campo, e

clascuna ha molteplicita’ geometrica eguale a quella

algebrica.
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Esercizio 1. Sia dato wuno spazio vettoriale 3-
dimensionale rispetto al campo reale R. Sia f : V3— W3
una applicazione lineare e sia nota 1’ egpressione di f
rispetto ad una base {e1 ,e2 ,e3 } . Sia cioce’ data

1’ espressione:

f(ei) e 1 20| (e,
f(ez) :At e |= 2 10 e,
fle ) e 1-11 e

3 3 3

Provare che f e’ diagonalizzabile e rappresentare f rispetto
ad una base rispetto alla quale essa sia diagonale.

SOLUZIONE

Siano {e ,e ,e } ed {u ,u u b due basi di V3.Avremo:
123123 ‘

e u u e
1 4 1 1 1

e =-|e = E u u = FE |e
= 2 2/ 2 2
e u u e

3 3 3 3

11 nostro problema e’ provare che esiste una base u rispetto
alla quale f e’ diagonale e trovare quindi la matrice E che

realizza il cambiamento della base.

Ricaviamo 1’espressione di f rispetto alla base { e }i

fFlx)= f_(xl é1+ x, et x, e3)= xlf(e1)+ xzf(e2)+ X, f(e3) =

x (e +2e6 ) +x (2e +e ) +x (e~e +e )=
11 2 2 1 2 31 2 3

(X +2x + X ) e+ (2x+x—-%X)e +x e
1 2 3 1 1 2 73 2 3 3
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cloe’

= . +
y1 X, + 2% X,
= 2x + X - X
2 2 3
y3 - XS
cioe’
12 1
Y = 2 1 -1 X = A X,
00 1 '

Troviamo gli éutovalori di A e quindi di f.

—A 2 1 5
1I-A -1 = (1-a) [(1-A)7- 4}=
0 1-A :

det(A - Al) =

oON e

= (1-2) (-1-a) (3-A) =0

A=1,A=-1 ,aA=3
1 2 3

Siccome i tre autovalori sono distinti allora 1
corrispondenti autovettori sono linearmente
indipendenti.Dunque esistendo una base di autovettoril ia
matrice A, e quindi 1’applicazione f e’ diagonalizzabile.
Presa la base formata dai tre autovettori_ la matrice
corrispondentg ef-q;agonale. Verifichiamolo. Siano u LU, U
gli autovettori relativi a AI,A2,A3.

Troviamo u, (autoVet%ore per A1= 1). Si ha:
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det (A - Rll) =

oNnNO
OO
|
f—

Il sistema associato e’ ' il gistema delle equazioni che

rappresentano 1’autospazio relativo all’autovalore (A - Ail)

. 0o 2 1 X1 2 Xz * x3= 0
X=2 0 -1 X = le - x3= 0 .
0O 0 0 X3 0 -0

da cui si ha 1’insieme dei vettori proporzionali di

componenti:

cioe’ 1’autospazio l-dmensionale dato da :

Vm) =4 (p, -p,20) }={ p(1, -1, 2) }
Una base di questo autospazio e’ data dal vettore :
u =é-e+2aea

1 1 2 3

Calcoli analoghi per gli altri autovalori conducono a

2 2 1
det (A - RZI) = |2 2 -1
0 e -2

2% + 2% + x =0
1 2 3

(A - A1) X= 2x + 2x_ - x =20
2 1 2 3

V(az) =4 (-p, p ,O).} u =e -e

e per la terza radice:
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det (A - ASI)

=12 -2 -1
0 0o -2

2x + 2x + x =0

(A - A1) X= 2% - 2x -x =0
3 1 2 3

-2x =0
3

W(Ag) =4 (p, p, O) e u=e +e

1L cambiamento di base dunque dato da:

u=e —e + Ze
2 3

-Simbolicamente :
() (o W
! ! 1 -1 2
u2 = E e2 E= 1 -1 0O
1 1 0
{ Ys ©3
J \ )

Vogliamo ora a conclusione la matrice B -tale che:

f(ul) "y,
f(uz) - Bt 4,
f(u3) ll3
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Si ha :

f(ui) f(el) e , u
f(uz) = E f(ez) = EA |e,| = EAE u,
& f(u3) f(es) e, u
Dunque:
-1
B =EA E =
t t
1 -1 2 1 20 0 11
= 1 -10 2 10 1 0 -1 1]=
1 0 1 -1 1| 2 1 -10
1-1 3 01 1 10 O
=_1 -11 0O 0-1 1 = 0-1 O
2 33 O 1-1 O 00 3

Che risulta appunto una matrice diagonale,

Esercizio 2. Sia data una applicazione lineare
f : ¥s

V5 di culi si conoscano le equazioni rispetto

ad una base e, nella forma :

Y = A X con A=

O~ OF
N~ N = O
O CNOo
CcCNO oo
NCOOoOOo

Dire se f e’ diagonalizzabile e trovare una base di

autovalori e la relativa nuova rappresentazione diagonale di
f.
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SOLUZIONE‘ Troviamo gli autovalori di A

1-A 0O 0 0 0
0O 1-A O 0 0
‘det(A - AL) = 1 2 2-A 0 0
1 1 0 2-a2 0
0 2 0 0 2-A

= (1 -7 (2 =-2a)°

Gli autovalori sono:

7\15 1 (radice doppia) = a(?\l)= 2

?x2= 2 (radice tripla)= a(?\z): 3

Verifichiamo, utilizzando 11 teorema fondamentale della
diagonalizzazione, ge la matrice data e’ diagonalizzabile.
Si tratta di calcolare la molteplicita’ geometrica (in altre
parole la dimensione dell’autospazio associato) ai due
autovalori trovati e vedere se coincidono o meno.

Per il primo autovalore, quindi , ci costruiamo

1’autospazio V(A1 )

(A - hlI) X =0

( X +2x % = 0 ]

tre equazioni indipendenti
X+ x +x = 0

{71 T2 "

dim V(2 ) = 5 - 3 i g(n)
2% + X = 0 .
. 2 5

quindi per A1=_1 lJe due molteplicita’ coincidono. Troviamo
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anche una base per 1’autospazio relativo a A1='1.
V(x ) ={ (-2a+b , a, b, -b, -b) } =
1

={ a(-2, 1, 0, 0, 0) + b(1, 0, 1, -1, -1) } =

{al-e+e) +ble+e-e~-e ) }:=au-+bv
12 1 3 4 s 11

Ora studiamo con lo stesso procedimento, 1’autovalore Az = 2
con a(Az ) = 3. Costruiamo 1’autospazio V(A2)

(A-A2 1) X =0

[(-x, =0
dinif Viaz) =5 — 2 =3
—x2 =0
% = [ g(a2) = 3
1
{xl tx, = 0
x2 =0
X +x =0
1 2
L 2x =0
2

Tutti gli autovalori sono reali e per ciascuno di essi
a(A) = g(A) allora f e’ diagonalizzabile.
Costruiamo anche una base di V(A2):
V(az) = {(0, 0, 14, m, n)}=

=4£(0, 0, 1, 0, 0)+m (0, O, O, 1, 0)+ n(0, 0, O, 0, 1)}=

y = { /) u, +m v, ot Do, }

Sciviamo il cambiamento di base:
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1 1 3 4 i
§1= -e + 28 + e -e
u = e
2 3
v = e
2 4
W = e
2 5
(u ) -1 0 1 1 © (e ]
1 1
\Y o -1 2 1 -1
1
u = 0 0 1 0O 0
2
v 0 0 0 1 O
2
) o 0 0 0 1 e,
E
Da cui;
AN =EA E7
t t

Prima di fare questi calcoli rivediamo 11 motivo di

questo legame. Sappiamo che

fe)) (o)

f(éS)J | e

Voglio esprimere
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(£ (u1) ([ u ) (e

f{vi) ! .1

fluz) | = Bt = Bt E

f(vz)

£ (w2)) L wsj &
fu1} el“ _'f(ul)} (f(el)} rel

t
stj e |f (W) Lf(eS)J e,
onde:

B E=EA

I calcololi per il cambiamento di base e la rappresentazione

di F nella nuova bage e’ lasciato al lettore.

15. -L’IDEA DELLA MATRICE DI JORDAN

[1 teorema fondamentale della diagonalizzazione ci mostra
che 1’esistenza di autovalori nel campo, ciascuno contato
con la sua molteplicita’,non e’ condizione sufficiente per
la diagonalizzazione della matrice. Infatti puo’ essere che

la radice A della equazione caratteristica con molteplicita’
algebrica af{A) presenti una molteplicita’ geometrica g{A) <
a(A), cioe’ inferiore di quella algebrica. In questo caso
una base di V(A) fornisce un numero g(A) di autovettori
inferiori del dovuto numero a{A)} che ci occorrerebbe per

costruire 1’ intera base di autovettori.
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In questo caso, c¢i si puo’ accontentare di una
"diagonalizzazione a due diagonali

Tale "diagonalizzazione debole” e’ considerata
universalmente ancora piuttosto efficiente neil vari concreti
problemi applicati nel quali occorre "gemplificare” le
rappresentazioni di una applicazione lineare.

Una siffatta diagonalizzazione viene detta

diagonalizzazione di Jordan.
Si chiama matrice elementare di Jordan una matrice quadrata

d’ ordine m del tipo:

A100...00
OA10...00 A1 0

Jn= OO0 A1 ... 00| = A1
_______________ ' 0 1

_ 000 ... A1 A
0000 ... 02

Si chiama matrice (generale) di Jordan una matrice quadrata
d’ordine n =m1 + mz2 + ... + ms diagonalizzata "a blocchi"

nella forma seguente:

Jm=| Jm1 -0

sz\'
NN
0 \§Jm3

Una applicazione f : Vn - Vn ovvero una matrice (n x n) A
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che la rappresenta si dice quasi diagonalizzabile, nel senso
di Jordan, se A4 equivalente ad una matrice generale di
Jordan:

Ju =P 4 P
S5ia A un. autovalore di molteplicita’ a = 2.

Un autovettqre corrispondente si ottiene prendendo una
qualungque solﬁZione non nulla del sistema degli autovettori.
(A-ATI )X =0

Sia X1 un autovettore scelto in una base di V().
La colonna X1 e’ la prima colonna di Jm.
Determinato in tal modo X1 ricerchiamo un autovettore X2,
soluzione del sistema non omogene:
(A-AI ) X=X1
Se X2 e’ una tale soluzione risulta:

AX2 = X1 + AXz2

Procedendo un tale modo troveremo successivamente
autovettori X3, X4, ..., Xa tali che
(A-AL ) X =X
n i+1 i
ove i=1, 2, ...., a-1.

Tali autovettori Xi si dicono autovettori generalizzati,
relativi all’ autovettore A e all’autovettore iniziale X1.

Risulta naturalmente

AX1 = A X1
AXz = X1 +A X2
AX3 = Xo + A X3

..............

relazioni queste che "lasciano intuire” e le applicazioni ne
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daranno conferma, che assunti questi vettori come primi a

vettori di una base , ad essi rimane associata una matrice
elementare di Jordan Ja . | |
Diremo che la matrice e’ quasi diagonalizzata rispetto a A, |
se a raggiunge la dimensione dell’autospazio.

Si ripete ora quanto fatto nel secondo autospazio e cosi’ %

via.

ESEMPIOL
Congidero 1’applicazione lineare f : V2 »> Va2 rappresentata é

da:

A = 4 -2
2 0
L’equazione degli autovettori :
4 - -2 )
, | = a-2)

11 sistema degli autovettori

{2 x®1 —2 xX2= 0
2 x1 2 x2 =0

>

Dunque 1’autospazio V(2) e’ formato dai vettori del tipo
(a,a) = a(1,1). Quindi la molteplicita’ geometrica 'g(Z)_= 1
mentre quella algebrica a(2} = 2. La matrice A non
diagonalizzabile. |

) t . f

Consideriame ora 1l vettore Xi1=(1,1 e consideriamo il

sistema degli autovettori generalizzati:

{2 X1 -2 x2 =1
1

Il

2 X1 -2 X2

335




che fornisce come soluzione i vettori della forma
Xz = (172 — b, b)".
Assumiamo come base i1 due vettori colonna:
X1 = (1,0, Xz = (1/2,00°

prendendo come matrice E del cambiamento di base quelle per

cui: _
‘ 1 2
Et = [( X1 X2}l = 1 O
51 ha subito
-1 0 1
Et "= 5 o
eunfacile calcoloprova che . .
-1 o 1| |2 -2 1 20 1 1
A F LA R R s Gl

ESEMPIO 2

Considero 1’applicazione lineare :V33V3
rappresentata da 1 2 0
A= 2 1 0
2 2 3

L’equazione degli autovalori :

1-A» 2 0 |
det(A-aI)=| 2 1-a 0o | = (3-0)%(~1-2)
2 2 3
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a) Si ha'intanto per A = -1, 11 sistema:

0
0

2 X1 + 2 %2

i

2 X1 + 2 %2

2 X1+ 2 x2+ 4 x3 =20

formato dalle due equazioni Iindipendenti:
_I:X1=_X2
X3 =0

quindi V¥(-1) e’ un’autospazio l-dimensionale formato dai

vettori.

(-a, a, o) = a(-1, 1, Q)
b) Per A = 3, 8i ha il sistema:
- 2x1 +2 x2=0
2 x1 - 2 x2 =0

2 X1 + 2 x2=0

che fornisce x1 = x2 = 0, ciloe’ 1’autospazio formato dai
vettori

a (0,0,1)
che e’ 1-dimensionale. Dunque la matrice non e’
diagonalizzabile.

Posso trovare allora un autovettore generalizzato prendendo
X1 = (0,0,4)"

da cui il sistema:
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-2 X1 + 2 x2 =0
2 X1 -2 x2 =20

2 X1 + 2 x2 =4

da cul x1 = x2 = 1. I tre vettori riga :

(-1,0,0) , (0,0,1) ’ (1,1,0)
assunti come“nuova base forniscono una rappresentazione per
f del +tipo di Jordan. Questo wultimo calcolo, coe’ di

]

rappresentare f nella nuova base, e’ lasciato al lettore.

338




