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Introduzione

Guardare gli i quasigruppi, i gruppi, gli anelli, i corpi, i campi, le algebre reali e
complesse, da vicino, utilizzando esempi e controesempi, ma anche il desiderio di
leggere le Matematiche Elementari, guardandole, da un punto di vista superiore, é stata
sempre una metodica, se si vuole un campo d’idee, estremamente fecondo. Questo
modo di leggere la Matematica aiuta il lettore, il docente, a volte anche lo studente a
quell’ampliamento della cultura matematica atta ad allargare il proprio orizzonte, ad
osservare istruttive analogie, a completare dettagli e a proporre problematiche
elementari, spesso d’interesse notevole e quasi sempre diversamente non osservate.
Era stata una mia vecchia idea quella di presentazione degli “anelli”, ai miei allievi,
lavorando su “esempi” e nella logica che “il possedere e comprendere molti esempi”,
“possedere molti punti di vista” quindi molte sfaccettature che, non v’¢ dubbio che
conducano ad una visione ampia dell’oggetto del nostro studio. Fin dall’idea iniziale
ho pensato di dividere le mie considerazioni in due grandi settori: gli anelli infiniti e
gli anelli finiti. Gli esempi considerati sono molti, alcuni di loro riemergono dai primi
studi degli ampliamenti numerici




Quello che emerge € che nel caso di anelli finiti la casistica é pit controllata e in ogni
caso la problematica e abbastanza differenziata.

Comprendere a fondo gli anelli con esempi, concreti per un matematico, significa
addentrarsi nel mondo dei numeri ipercomplessi che costituiscono in generale
un’algebra reale o complessa ma che in particolare sono i numeri duali e bireali, 1
bicomplessi, i quaternioni e loro varianti (pseudo-quaternioni immagini reali dei
bicomplessi), gli ottetti di Cayley, le algebre di Clifford ed altro.

Le motivazioni e gli obiettivi che ci proponiamo sono essenzialmente due:

a) Costruire un ambienti dove i cultori della didattica possano portare avanti ricerche semplici di
Algebra e Teoria dei Numeri , in modo che, coloro che non abbiano il tempo per impadronirsi di
tecniche piu sofisticate, possano trovare il loro interesse nel proseguire questi studi .

b) Indagare su argomenti per i quali si presentano insieme questioni di algebra , geometria e teoria
dei numeri, con delle “osmosi“ da un campo all’altro .

0.-Cenni sulla Teoria dei gruppi e dei quasigruppi

La classificazione dei gruppi finiti semplici, detta anche il teorema delle 15.000 pagine, € un
teorema che pud essere considerato uno dei piu significativi teoremi del secolo scorso, se non
addirittura, come affermato dal matematico Daniel Gorenstein, uno dei piu importanti risultati della
matematica. | gruppi finiti semplici sono tutti quei gruppi che non contengono alcun sottogruppo
normale proprio (che non possono essere scomposti in gruppi piu piccoli); nella teoria dei gruppi
finiti ricoprono un ruolo simile a quello dei numeri primi in aritmetica. Ogni numero naturale non
primo pud essere scomposto in fattori primi e la fattorizzazione €& essenzialmente unica;
analogamente, accade per la scomposizione di ogni gruppo finito in gruppi semplici. Il teorema di
classificazione mostra che, a meno di isomorfismi, ogni gruppo finito semplice deve essere uno dei
seguenti tipi:

e un Gruppo ciclico di ordine primo, cioe un gruppo finito semplice commutativo

e un Gruppo alterno almeno di quinto grado, cioé un gruppo di permutazioni di un insieme di
almeno cinque elementi

e un Gruppo lineare classico (proiettivo lineare speciale, simplettico, ortogonale o gruppo
unitario su un campo finito)

e un Gruppo di tipo Lie (inclusi il gruppo di Tits per alcuni considerato sporadico)

« uno dei rimanenti 26 gruppi conosciuti come GRUPPI SPORADICI che non

rientrano in nessuna famiglia particolare (elencati qui di seguito)

Da alcuni il gruppo di Tits é considerato un gruppo sporadico perché non € propriamente un gruppo
di tipo Lie (in questo caso i gruppi sporadici sarebbero 27 e non 26).

I gruppi sporadici.

Cinque gruppi sporadici sono stati scoperti da Emile Mathieu attorno al 1860, mentre gli altri 21 sono
stati scoperti tra il 1965 e il 1975. L’esistenza di molti di questi gruppi fu ipotizzata prima che i gruppi
fossero costruiti effettivamente. Molti di questi gruppi sono stati chiamati con il nome dei matematici
che per primi hanno ipotizzato la loro esistenza. La lista dei gruppi € la seguente:
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e | Gruppi di Mathieu (1860) Ma1, M12, M22, M23, M2s4

e Trail 1965 e il 1975 in un enorme niumero di lavori ... sono stati scoperti i seguenti 21 ..

e | Gruppi di Janko J1, J2 0 HJ, J3 0 HIM, J4

e | Gruppi di Conway Cos, Coz, Cos

e | Gruppi di Fischer Fi22, Fiz3, Fi2s or Fiza'

e 1l Gruppo di Higman-Sims HS

e 1l Gruppo di McLaughlin McL

e 1l Gruppo di Held He 0 F7

e |1l Gruppo di Rudvalis Ru

e 1l Gruppo sporadico di Suzuki Suz

e 1l Gruppo di O'Nan O'N

e 1l Gruppo di Harada-Norton HN o Fs

e 1l Gruppo di Lyons Ly

e 1l Gruppo di Thompson Th o F3

e |l Gruppo Baby Mostro B o F2

e Il Gruppo Mostro di Fischer-Griess M o F1 (chiamato in questo modo per il numero
enorme dei suoi elementi, dell’ordine di 10°)

e NON NE ESISTONO ALTRI !

Tutte le rappresentazioni matriciali su un campo finito dei gruppi sporadici sono state
calcolate, tranne quella del Gruppo Mostro.

Dei 26 gruppi sporadici, 20 possono essere considerati come sottogruppi o guozienti di sottogruppi
del Gruppo Mostro. Le 6 eccezioni sono i gruppi sporadici Ji, J3, J4, O'N, Ru e Ly. Questi 6 gruppi
sono spesso chiamati gruppi paria.

I primi passi nella classificazione sono iniziati verso la meta dell’Ottocento quando Emile Mathieu
scopri i primi cinque gruppi sporadici; ma solo cento anni piu tardi e stato trovato un nuovo gruppo
sporadico, piu precisamente nel 1965, da Zvonimir Janko; in pratica la maggior parte degli studi sulla
classificazione sono stati condotti fra il 1950 e il 1980. La classificazione é stata completata nel 1981,
quando Simon Norton ha dimostrato I’unicita del Gruppo Mostro, I’enorme gruppo sporadico F1 di
Bernd Fischer, che Robert Griess aveva costruito. A partite da Mathieu nell’impresa della
classificazione dei gruppi finiti semplici si sono impegnati centinaia di matematici; la dimostrazione
completa del teorema e distribuita in circa 500 articoli e riempie quasi 15000 pagine a stampa.

La strategia vincente per il successo nella dimostrazione del teorema di classificazione € stata
delineata nel 1954 da Richard Brauer e fu successivamente messa in atto, nel corso degli anni
Cinquanta del secolo scorso, dai matematici Claude Chevalley, Jacques Tits, Robert Steinberg,
Mitsuo Suzuki e Rimhak Ree ai quali si deve la descrizione sistematica dei gruppi di tipo Lie. Le
ricerche ripresero nella seconda parte degli anni 1960 quando Daniel Gorenstein diede vita ad un
programma per il completamento della dimostrazione. Da segnalare il fondamentale contributo di
Michael Aschbacher per i suoi numerosi e sorprendenti risultati. Cosa insolita per articoli di carattere
matematico e la notevole lunghezza dei lavori riguardanti il teorema di classificazione: ad esempio,
un articolo di John Thomson, apparso in sei parti tra il 1968 e il 1974, occupa oltre 400 pagine. Inoltre,
tra il 1976 e il 1980, circolarono tra i matematici circa 3000 pagine dattiloscritte di lavori, a volte
senza essere state neppure pubblicate. Da cid si capisce perché la dimostrazione del teorema di
classificazione sia difficilmente alla portata di un singolo matematico e perche si siano avanzati dubbi
sulla validita del teorema. Per questo motivo é stato promosso dallo stesso Gorenstein e da altri
matematici un programma di revisione della dimostrazione per conferire alla dimostrazione un
carattere piu coerente e convincente che possa uniformare i risultati dei molti matematici che in tempi
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diversi hanno lavorato al problema della classificazione e che possa eliminare eventuali errori locali
nascosti in qualche articolo e chiarisca delle questioni, legate, in particolare, alla natura del Gruppo
Mostro, rimaste ancora aperte. A questo proposito si parla anche di una dimostrazione di seconda
generazione. | lavori continuano tuttora.

1.-Anelli, Corpi e campi

E convenzione indicare le due operazioni astratte che s’introducono in un anello con i
simboli (+) e (-). Ricordiamo che:
Def.: Dicesi Anello una struttura algebrica (A,+, -) che verifica le seguenti proprieta:
1. Le operazioni + e - sono operazioni binarie ed interne su di un insieme non vuoto
A,
2. La struttura (A, +) e un gruppo abeliano; il suo elemento neutro si denota con n
“0” (zero), inoltre 1’opposto di un generico elemento “a” si indica con “-a”.
3. L’operazione binaria (-) & associativa cioe la struttura (A, -) € un semigruppo;
I’elemento a-b € in genere denotato con ab.
4. Valgono le seguenti due proprieta dette distributive: V a, b, ¢ € A si ha
a(b+c)=ab+ac
(b +c)a=ba+ca
Se (A, ) ¢ un semigruppo commutativo allora 1’anello si dice commutativo.
E importante notare che dal solo fatto che (A, +, -) sia un anello, e quindi che (A, +)
abbia una struttura di gruppo abeliano, discendono alcune proprieta. Infatti nella
struttura (A, +) di gruppo, come é ben noto, tutte le equazioni di primo grado (del tipo
a+x = b) hanno un’unica soluzione. Ci0 puo essere utilizzato nella dimostrazione del
seguente:

Teorema 1: Il prodotto di due elementi di un anello & sempre nullo, se uno dei due
fattori e nullo; cioe per ogni a € A sussiste I’uguaglianza:
a-0=0-a=0.

Dim. Osservato che ’equazione ¢ + x = ¢ ha x = 0 come unica soluzione (quindi
sussiste I’uguaglianza b = b +0) si ha, dalle proprieta associative:

ab=a(b+0)=ab+a0 VaeA
Tale uguaglianza implica che a-0 ¢ I’unica soluzione a-b = a-b + x e quindi a-0 = 0. In
maniera analoga si ottiene 0-a=0. #

Sia (A, +, -) un anello. Siano e, &4 € A due elementi tali che:
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eca=a YVaeA
a-e4= a Y aeA.

Gli elementi e, eq si dicono rispettivamente elementi neutri “a sinistra” e “a destra”. Si
dimostra che:

Teorema 2: Se nell’anello (A,+, -) esiste almeno un elemento neutro a sinistra es ed
un elemento neutro a destra eq, allora essi necessariamente coincidono tra di loro, e
risulta:

e =es = eq.
Dim.: La dimostrazione e banale poiché avendosi ecsa=a, b-eg=b V a,b € A, segue
che postiinesse a=eq e b=¢es, nerisultae; =eqy. #

Un elemento “e” tale che:

ae=ea=a, Vae A
necessariamente unico per il teorema 2, si dice elemento unitario. Un anello dotato di
elemento unitario si dice anello unitario.
Supponiamo che (A, +, -) sia un anello unitario e sia “e” I’elemento neutro.
Un elemento a si dice invertibile se esiste un altro elemento a’, chiamato 1’inverso, tale
che aa’=a-a=e.

Teorema 3. L’inverso di un elemento quando esiste € unico.

Dim. Infatti se a’ ed a’” fossero due differenti inversi di a avremmo:
aa’=a-a=-e=-aa’=a’a

da a-a’=a-a’’, moltiplicando a sinistra per a’ si ottienc a’ =a’’, prova questa che diende

strettamente dalla proprieta associativo del prodotto.

Teorema 4. Si hache V a, b € Arisulta:

@) =a : (a-b)’=b’-a’.
Dim. Infatti la relazione a-a’ = e dice che a’ ¢ I’inverso di a, ma anche che a ¢ I’inverso
di a’, la seconda relazione € banale. #

L’insieme degli elementi invertibili di un anello unitario non é vuoto, contenendo
almeno I’elemento neutro e. Si prova facilmente che detto U I’insieme degli elementi
invertibili risulta:

Teorema 5: Sia (A,+, -) un anello unitario, indichiamo con U, I’insieme degli elementi
invertibili. Allora (U, -) € un gruppo sottogruppo del semigruppo (A\0, ).

Dim. Osserviamo che e € U, poiche e-e = e. La proprieta associativa e ereditata da
quella generale di (A, -). Inoltre V a € U, esiste I’inverso a’ e risulta a’ < U.

Il gruppo (U, -) si chiama il gruppo unitario e gli elementi di U si dicono le unita.
Teorema 6: sia (A,+, -) un anello unitario. Allora:



0=e < |A=1
Dim. Supponiamo che sia [A| = 1 e quindi A = {a}, seqgue allorachea+a=aa=ae
dunque a = 0 = e ¢ ’elemento neutro per entrambe le operazioni definite in A.
Viceversa sia A un anello unitario e sia 0 = e. Sia a € A: risulta dal Teorema 1 allora,
prendendo O come neutro additivo, che a-0 = 0, mentre, considerando 0 come neutro
moltiplicativo, si ha a-0 = a, da cui a = 0. Segue che |A| = 1.
Quello dell’anello nullo ¢ inoltre I'unico caso in cui lo zero (unico elemento) sia
invertibile e quindi elemento di U sottogruppo degli elementi invertibili, in tutti gli altri
casi lo zero non e elemento di U. #

Vi sono ulteriori assiomi la cui introduzione conduce ad importanti classi di anelli.
In generale si considerano anelli il cui insieme di sostegno e costituito da almeno due
elementi distinti infatti se abbiamo un solo elemento in un anello le operazioni ivi
definite sono uniche (ed uguali) e si verifica facilmente che 1’unico elemento oltre ad
essere elemento neutro per il +, lo &€ anche per il - e questa € una particolarita che
possiede solo tale anello: esso e chiamato anello nullo. Sussiste infatti il seguente:

Definizione: se in un anello (A,+, -) esistono due elementi a, b tali che a-b =0 con a =
0 e b # 0 essi sono chiamati divisori (propri) dello zero.

Definizione: Se per un anello vale la legge di annullamento del prodotto, cioe se risulta
che:
ab=0=a=0vb=0, VabeA
I’anello si dice integro.
Un anello che sia commutativo, unitario ed integro si chiama un dominio di integrita.

La struttura di anello si specializza poi in due strutture notevoli che sono quelle di corpo
e di campo.

Un anello unitario (A,+, -) si dice che e un corpo se ogni elemento non nullo e
invertibile. Se inoltre il corpo, pensato come anello, & anche commutativo allora esso
si dice un campo. E immediato provare che:

Teorema 7. In un corpo vale la legge di annullamento del prodotto.

Dim.: Supponiamo infatti che a-b = 0 con a = 0 e b = 0, allora esiste un elemento a’

tale che a-a’ = a’-a = e dove e & I’elemento neutro. Quindi:
0=a-0=a-(ab)=(a’-a)b=eb=D,

contro I’ipotesi di b # 0.

2.- Esempi di anelli notevoli



E’ molto facile dare esempi di domini di integrita. Tali sono 1’anello degli interi relativi
(Z, +, -), e I’anello R[x]dei polinomi in una variabile ¢ a coefficienti reali (o complessi)
( R[X]’ +, )

Ancora é facile dare Esempi di campi. Ci sono gli arcinoti campo dei numeri razionali
(Q, +, ), ancora il campo reale (R, +, -), il campo dei numeri complessi (C, +, -), il
campo di Galois GF(q) del quale ci occuperemo in dettaglio nella seconda parte.

Precisiamo ora alcune strutture di anelli.
2.1.a- Consideriamo I’anello Z degli interi relativi e il campo ordinato dei razionali.

In Z il gruppo delle unita e formato dall’insieme {-1, 1} strutturato con la
moltiplicazione. Ogni elemento non nullo e non in U, non e invertibile. Questo anello
e commutativo, integro, unitario.

2.1.b.-SiaAunanelloed ne Acon n#0edn#1, nel caso A sia unitario. Gli
elementi di A che sono della forman-a, vV a €A, formano un anello denotato con nZ.
Tale anello e privo di elemento unitario, anche nel caso che A lo possiede.

Caso particolare ¢ I’anello dei numeri pari 2Z.

2.1.c.- Il campo ordinato dei razionali ha un interessante sotto-anello (D,+,-), costituito
da tutte le frazioni con denominatore dispari.

2.2.-Consideriamo I’anello R[x] dei polinomi a coefficienti reali (0 complessi) in una
indeterminata x, i cui elementi sono le funzioni del tipo:

P(X) = ap X"+ arx™ 4+ ...+ apaX + an

E nel quale le operazioni sono la somma e la moltiplicazione di polinomi. L’anello
(R[x] ,+, -) ha come gruppo delle unita i polinomi costanti, in altre parole U = (R. -).
Ogni elemento non nullo e non in U, non é invertibile. Questo anello e commutativo,
integro, unitario.

Ricordiamo che sussiste il:

TEOREMA FONDAMENTALE DELL’ALGEBRA. Ogni polinomio di grado il
naturale n, con coefficienti complessi, ha una radice complessa .

Questa circostanza si esprime dicendo che: il campo complesso e algebricamente
chiuso. Inoltre ¢ immediato, per I’esistenza della divisione di polinomi che “per ogni

polinomio di grado n, esistono n numeri complessi an+i by, per i quali risulta:

P(x) = do aturalmente se i coefficienti di P(x) sono reali, € ovvio che per ogni radice
complessa risulta radice anche la coniugata, cosi che in campo reale un polinomio si
decompone in k fattori di 1° grado e in m, fattori di 2° grado a discriminante
negativo, con ++2m = n, del tipo:

P(X) =80 Xk —1(x — cp). Xnt1(x? + Dy + qn).



dove A=pZ —4q, <0, e leradici reali e i trinomi non sono necessariamente tutti
distinti.
2.3.- Considero I’insieme M delle matrici quadrate a coefficienti in un Anello A. Se

M ed N sono due matrici quadrate, definiamo: M+N come la somma posto a posto

degli elementi delle due matrici, ed MxN come il prodotto righe per colonne, ovvero
nel posto rs porremo il prodotto scalare della riga r-ma di M per la colonna s-ma di N.

L’anello (M, +, x) possiede un elemento neutro moltiplicativo, se A & unitario, se
tale elemento neutro si denota con 1, allora I’elemento unitario matriciale & la matrice

avente tutti 1 in diagonale e 0 negli altri posti. L’anello (IM,+, x-) € non commutativo

indipendentemente che A lo sia 0 meno ed ancora non é integro indipendentemente
da come é A. Esempi avvaloranti si possono dare con matrici quadrate del 2° ordine:

”(1) 8” ”(1) 8” due matrici il cui prodotto e la matrice nulla

”8 }” ”(1) Hl due matrici che non commutano

2.4.-L’anello (G,+, -) degli interi complessi a + ib, con a,beZ, chiamato anello degli
interi di Gauss, ha come gruppo delle unita I’insieme U= {-1, 1, i, -i} strutturato con
la moltiplicazione. Ogni elemento non nullo e non in U, non & invertibile. Questo anello
€ non commutativo, integro, unitario.

2.5.- Esempio (anello con elementi neutri solo a sinistra oppure solo a destra).
E abbastanza semplice portare un esempio di semigruppo con vari elementi neutri da
una parte. Per questo e sufficiente metter piu righe uguali nella tabella moltiplicativa.
Un esempio di anello con sole unita sinistre (anche in numero infinito) e dato
dall’insieme delle matrici quadrate del tipo:

[a b

0 0
Le quali chiaramente formano un anello, con la moltiplicazione righe per colonne. Le
infinite matrici del tipo

o 3

0 0

sono tutte elementi unitari sinistri, avendosi
Al P
0 ollo 0O 0 0
In modo del tutto analogo I’anello delle matrici quadrate del tipo [Z 8] presenta

0 < ) e
] come e di immediata verifica.

.. i .1
solo elementi unitari destri del tlpo[y 0



2.6.- L'insieme F =delle funzioni f definite su un insieme qualsiasi X e a valori in un
anello A, formano un nuovo anello con le usuali operazioni di somma e prodotto fra
funzioni, definite V f, g € F, come segue:

(f+g) )= +a9(x) , (f-9) () =T(x)-9(x)

L’anello (F, +, -) & un anello commutativo, & inoltre unitario se ’anello A & unitario
(con elemento unitario 1), allora la funzione u(x) =1, V x € X e I’elemento unitario

per F. L’anello (F, +, -) non ¢ integro, anche se A ¢ integro , poiche se a e X,
possiamo definire le due funzioni seguenti:

f(X) = 0 per x=a ed un valore arbitrario # 0 per x # a,
g(x) # 0 per x=a e zero altrimenti.
Risultaallora f(x) - g(x) =0, Vx e X.

2.7.- Gli ordinari vettori dello spazio (v,) formano un’algebra reale di dimensione 3
rispetto al cosiddetto “prodotto esterno” (che ¢ invece interno nel senso dell’algebra).
Tale algebra non ¢ associativa , non ¢ commutativa , non ¢ integra € non ¢ unitaria,
come Visto sopra.

Da notare che l'algebra del "prodotto vettore", pur essendo molto usata per le
applicazioni fisiche, dal punto di vista della proprieta algebriche ¢ "molto povera". Di
grande utilita risulta invece essere per l'introduzione dell’algebra dei quaternioni,
come si vede piu avanti. (si veda a riguardo anche MATEMATICA/Ampliamenti
Algebrici dove la struttura dei quaternioni interi(interi di Gauss) sono presentati come
ampliamento di uno pseudoanello in un anello unitario)

Meno facile in generale costruire esempi di corpo, come suol dirsi sghembi, cioé nel
quale effettivamente non vale la proprieta commutativa. E” quanto vedremo costruendo
il Corpo dei Quaternioni, che costituisce un ampliamento non commutativo
dell’algebra commutativa dei numeri complessi.

3. Gli anelli quadratici, gli UF-anelli e I’anello dei numeri algebrici

Continuiamo con la carrellata di esempi, dando molta evidenza ai successivi
esempi 2.8. e 2.9.

2.8.- Anelli quadratici. Sono di nostro interesse anche gli anelli Z(vc) i cui elementi

sono del tipo a+bx/E, dove a, b, c € Z e|c| non é un quadrato. Per ¢ = -1 si ritrovano
gli interi di Gauss. Se ¢ é quadrato si ritrova Z.



Questi anelli sono integri in quanto posto j?= ¢, si ha che se I’elemento a+j b & non
nullo e se x+j y e tale che :

(@+jb) (x+jy) = (ax +bcy) +j (bx+ay) =0

segue che il sistema ax +bcy=0 , ax + by =0, ha il determinante A = a?-c b? del
sistema non nullo, poiché se fosse a?-c b?=0, si andrebbe contro I’ipotesi che ¢ non
e un quadrato. Dunque x=y =0 e quindi x+j y = 0.

Analogamente se a+j b € un elemento non nullo, si vede facilmente che esiste un
elemento x+jy, tale che :

(atj b) (x+jy) = (ax+bcy) +] (bx+ay) =1

allorarisulta: ax + bcy =1, bx+ay=0, ovvero un sistema lineare con il
determinante A = a?-c b? # 0 dal quale, se solo se (a,b) # (0,0): si ha:

(a+jb)'= x+jy = (a-jb)/ A
ovvero il coniugato diviso per il modulo.

Naturalmente a questi anelli e possibile estendere la teoria della divisibilita. Indicando
con “|” la relazione di divisibilita in Z(vc), posto j = Vc, si dice che:

d+jd’ |atja’ seesolose esiste b+jb’ tale che (b+jb’) (d+jd’) = atja’.

Un elemento di Z(¥¢), si dice che & un elemento irriducibile se & divisibile solo per se
stesso, per 1 o per un elemento invertibile. Chiameremo invece primo ogni elemento
che dividendo un prodotto divide almeno uno dei fattori.

Si puo provare che ogni elemento non nullo e non invertibile possiede una
fattorizzazione in elementi irriducibili. Tuttavia si sono trovati casi nei quali questa
fattorizzazione non é essenzialmente unica.

Questo significa che se ’elemento a € Z(Vc), &tale che a=usUs...u, ed 0 =v1Va...Vm
sono due differenti fattorizzazioni in elementi irriducibili, allora m =n ed esiste un

riordinamento dei fattori per i quali uy=pvn (h= 1,2,...,n), essendo BEZ(Vc) un
elemento invertibile; tali fattorizzazioni si chiamano equivalenti.

Si noti che cio non é detto che accada, poiché, ad esempio, in Z(v—5), si ha che
I’elemento 6 ha due fattorizzazioni in elementi irriducibili non equivalenti :

6=23= (1+iV5)(1-iV5)
mentre, ad esempio, negli interi di Gauss Z(v—1), e negli anelli Z(v—-2)e Z(v-3
la fattorizzazione € essenzialmente unica.



Se in un qualsiasi anello vale la fattorizzazione essenzialmente unica, esso si chiama
un UF-Anello.

Ci possiamo chiedere per quali ¢ (positivi 0 negativi di valore assoluto non quadrati)

I’anello Z(¥/¢) sia un UF — anello. Stranamente il problema appare pitl complesso
per i campi quadratici reali (c >0), che per quelli complessi (c<0). Sussiste infatti il:

Teorema di Heegner™. Gli anelli quadratici Z(v¢), con ¢ =-n, sono UF-anelli solo
per i nove casi seguenti: n =1,2,3,7,11,19,43,67,163.

Gli anelli quadratici reali Z(v/c), con ¢>0, sono degli UF-anelli per molti valori di c,
ma non si sa se tali valori siano io meno infiniti, cioé se gli UF-anelli quadratici reali

siano in numero finito o infinito.

Per ¢ < 100 sono UF-anelli? quelliperc=2, 3,5, 6, 7, 11, 13, 14, 17, 19, 21, 22, 23,
29, 31, 33, 37, 38, 41, 43, 46, 47, 53, 57, 59, 61, 62, 67, 69, 71, 73, 77, 83, 86, 89, 93,
94, 97.

Si noti che in Z(+/10 ), ad esempio, che & il primo non quadrato della lista, si ha:
6=23= (4+10) (4-V10)

essendo 2, 3, (4 +V10), (4- V10 ) elementi irriducibili.

Analogo & il caso di Z(v/15 ),dove si ha:
10=25= (5++15) (5-V15).

Si noti ad esempio che gli elementi di Z(+/8 ), del tipo a+2bv/2, costituiscono un
sottoanello di Z(v/2).

CURIOSITA". Si noti ad esempio che nell’UF-anello formato degli interi di Gauss
Z(v—1), unprimo di Z pud non essere primo in Z(v—1), come accade per 5 = (2+i)

! Questo teorema congetturato da Gauss, fu dimostrato, nel 1952, da Kurt Heegner (1893 —1965), con una prova non
priva di critiche. Nel 1934 H.A. Heilbron e E.H. Linfoot dimostrarono che se ne fossero esistiti altri, il numero n
avrebbe dovuto superare il miliardo. Nel 1966 A. Baker e H.M. Strauss fornirono una nuova prova del teorema. La
difficolta che rendeva dubbia la prova di Heegner fu definitivamente corretta da Dubner nel 1968.

2| valori di ¢ per i quali gli anelli quadratici reali sono UF-anelli, per ¢ < 10000, si possono trovare in :T.D. Noe e
Charles R. Greathouse 1V, The Online Encyclopedia of Integer Sequences http://oeis.org.



(2-1) , mentre 3 e 7 sono ivi ancora irriducibili, in altre parole numeri primi in Z,
possono non esserlo nell’ambito di altri anelli Z(Vc).

CURIOSITA’. E’ stato dimostrato che 1’algoritmo di Euclide per il calcolo
del Massimo comun divisore € applicabile solose ne -11, -7,-3,-2,-1, 2,3,5, 6, 7,
11,13, 17,19, 21, 29, 33, 37,41,57 0 73.

E’ interessante trovare le connessioni tra le algebre degli anelli quadratici e quelle dei
numeri algebrici.

2.9.- L’anello dei numeri algebrici. Un numero algebrico € un numero reale o

complesso che é soluzione di un'equazione algebrica a coefficienti interi della forma:
P(X) = ap X"+ a;x™ 4+ ...+ an1X + ay

nella quale i coefficienti sono elementi di Z,ed n > 1.

Esempi. I numeri razionali b/a sono soluzioni dell’equazione ax=b, se a & un intero i

numeri come “/a sono soluzioni di x"=a, ancora i numeri come i sono soluzioni di
2 —_
x“+1 =0.

Se un numero algebrico annulla un polinomio di grado n, a coefficienti interi e non
esistono polinomi di grado inferiore con la stessa proprieta che annullano il numero
allora si dice che il numero & un numero algebrico di grado n. L’insieme dei numeri
algebrici ha la potenza del numerabile, infatti I'insieme dei polinomi a coefficienti
interi € numerabile e le soluzioni di ciascun polinomio sono in numero finito.
L'insieme di tutte le soluzioni, essendo unione di una famiglia numerabile di insiemi
finiti, & a sua volta numerabile.

Tutti i numeri che possono essere scritti usando un numero finito di addizioni, sottrazioni,
moltiplicazioni, divisioni ed estrazioni di radici -esime (dove n € un intero positivo) sono anche
algebrici. L'inversa di questa proprieta non € vera: vi sono numeri algebrici che non possono essere
scritti in questa maniera. Si tratta delle soluzioni delle equazioni polinomiali di grado superiore al
quarto. Questo € un risultato della complessa Teoria di Galois..

Le operazioni di somma, differenza, prodotto e quoziente di due numeri algebrici generano ancora

numeri algebrici, pertanto essi formano un campo, indicabile con A. Si pud dimostrare che se
ammettiamo che i coefficienti siano numeri algebrici qualsiasi, allora ogni soluzione dell'equazione
sara ancora un numero algebrico. Cio puo essere espresso in altre parole dicendo che il campo dei
numeri algebrici é algebricamente chiuso. Infatti, & il piu piccolo campo algebricamente chiuso che
contiene i numeri razionali, ed e quindi chiamato la chiusura algebrica dei razionali.

Un numero algebrico x che annulla un polinomio di grado n “monico” cioé con il coefficiente ag di
x" pari ad 1, cioe ap =1, é detto un intero algebrico. Esempi di interi algebrici sono:

3+2+/3e soluzione di x¥-6x-3= 0, x = ¥ 1 + V2 soluzione di (x3-1)2-2= 0, x=i - V2 soluzione
dell’equazione (x2-1)%-8 = 0 e cosi via. Somma, differenza e prodotto di interi algebrici sono di
nuovo interi algebrici, che implica che gli interi algebrici formano un anello. Il nome intero
algebrico ¢ dovuto al fatto che gli unici numeri razionali appartenenti a questa classe sono gli interi.



Un intero di Eisenstein?, dal nome del matematico & un numero complesso
algebrico intero, della forma a+wb: dove a,b € Z, e dove w € una radice terza

dell’unita. L’intero a+wh, € soluzione di (x-a)3 = b, essendo:
w =53 =(-1+iv3)/2
Sono un dominio euclideo, ....... .. vedere meglio formno un anello,

Teorema di Lindeman* Se ay, ay, ..., a, Sono numeri algebrici distinti e se
C1, C2, ..., €y SONO numeri algebrici non tutti nulli allora :

n
Z cpe® = 0
h=1

Dunqgue non puo esistere una equazione a coefficienti ¢; interi distinti e esponenti a
interi non tutti nulli di cui e sia soluzione. Dunque il numero e non é algebrico.

Segue che da €™ +1 = 0, i non puo essere algebrico, ma pioiche i &
algebrico risulta che w non ¢ algebrico.

numeri trascendenti

criterio di Eisestein

Per ogni intero esistono degli algebrici di grado . infatti, attraverso il criterio di

Eisenstein, e possibile costruire polinomi irriducibili a coefficienti razionali di grado

qualunque: esso sara il polinomio minimo di qualche algebrico, che sara quindi di grado

Cardinalita dell'insieme dei numeri algebrici

Numeri trascendenti

3 Fernand Eisestein
4 Fernand von Lindeman


https://it.wikipedia.org/wiki/Criterio_di_Eisenstein
https://it.wikipedia.org/wiki/Criterio_di_Eisenstein
https://it.wikipedia.org/wiki/Polinomio_irriducibile
https://it.wikipedia.org/wiki/Polinomio_minimo
https://it.wikipedia.org/wiki/Cardinalit%C3%A0

Per trovare altre categorie di esempi di grande interesse dobbiamo introdurre il concetto
di Algebra di dimensione n su un campo K

4.- 1l corpo dei quaternioni

Si dice quaternione la somma formale di un numero con un vettore tridimensionale.
L’insieme dei quaternioni si denota con H. La somma e il prodotto di due quaternioni
si definiscono ponendo Va+u,b+veH

(@+u)+(b+v)= (ath) + (u+V)

(@+u)-(b+v)=ab+av+bu+[uav]-(uv)

essendo [u A v] ed (u-v) rispettivamente il prodotto vettoriale ed il prodotto scalare di
due assegnati vettori. Si verificano facilmente le seguenti proprieta:
1. (H, +) & un gruppo abeliano.
2. (H, -) & associativo, unitario con 1 = 1 + 0 come elemento neutro.
3. (H, +, /) é distributivo.
Ora verifichiamo direttamente che: ogni elemento non nullo ¢ invertibile.

Sea+u+#0+0 =0, chiamiamo a - u quaternione coniugato. Chiamiamo norma del
quaternione a + U il numero reale p=|la+ull =[a| +|[ul|. Si prova subito che:

(a+u)@-u/p=1
e quindi ogni quaternione non nullo (a + u) ha come inverso (a-u)/p .

La struttura (H, +, ) non & commutativa.

Infatti ad esempio: (1+i) (1+)) = 1 +i+j+k , mentre (1+]) (1+i) = 1 +i+j- K avendo
indicato con i, j, k gli usuali elementi della base canonica dello spazio tridimensionale.
Ricordiamo anche che i-j =k, j-i =-k.

Esempio 3
I quaternioni sono gli elementi di uno spazio vettoriale reale H di dimensione 4,
costituito dalla reale R ed una parte vettoriale V, di dimensione 3, con H = R@V.

Gli elementi di H si prestano molto bene per scrivere le rotazioni spaziali.

Per questo sia a + u un quaternione e sia a - u il suo coniugato. Per ogni vettore X
di V, tenendo conto della relazione di scomposizione, in una combinazione lineare. del
cosiddetto triplo prodotto vettoriale , scomposizione del tipo:



con semplici calcoli si ha:
@+tw=x*(@tu)=@"+u’)x -2aUAX =y

quindi la trasformazione x = (a+u) * X * (a + u ), porta vettori in vettori, ovvero

¢ una trasformazione di V in V. Tale trasformazione ¢ chiaramente lineare, avendosi
VX XeV

(@+wrx+x)*(a-w=@+w*rx*@-uw+@+u)*x*@a-u)

(a+u)x(ax)x(a-u)=2a+u)xx*(a-u)

Se il quaternione (a +u) si scrive nella forma (a+r) (con r versore) allora la (1) ¢

una rotazione avente per asse la retta per I’origine orientata come I e di un angolo %
tale che

_ a

\: (cfr F. Eugeni [ ?])

Un interessante problema ¢ la determinazione della rappresentazione matriciale
equivalente:

y=Ax=(@+uw=*x=*@-u)
cio¢, finiti a ed u, trovare la matrice A di tipo 3x3 per la quale vale I'uguaglianza.



5.- Algebre su un campo, generalita

Un’algebra A di dimensione n ,& uno spazio vettoriale V' di dimensione n su un
qualsiasi campo K, nel quale oltre alle usuali definizioni di spazio vettoriale si
introduce una moltiplicazione tra due vettori, definita v U, V € A nel modo seguente:
a-u(v+w)=uvtuw , u(v+w)u=vu+wu

b-(@u)v =u(@av) =auyv)

Da queste proprieta discende che se U e V due assegnati vettori, e se € (i=1,2,...,n)
sono i vettori di una base, i due vettori si possono rappresentare come:
u=ue, Vv=Ve

dove I’indice alto-basso sotto-intendono la somma rispetto all’indice i (Notazione di
Einstein) e le u', V' sono le componenti dei due vettori, il cui indice &
collocato in alto per rappresentare la somma. La moltiplicazione () sopra
definita, per via della a,. e b.-, prende la forma seguente

uv = UV eis g

cosi che il prodotto sara noto quando siano assegnati i prodotti
degli elementi delle basi ei~e; al variare diiedjdaledn.
Tali prodotti saranno assegnati mediante una relazione del tipo:

erg; = CKjex
dove le C.. prendono il nome di costanti di struttura dell’algebra. Segue:

uv=u'Verg= (Cu V) e
in particolare N
Lul| = u=u = C} u' Ul

Teorema Un’Algebra A e commutativa se e solo se per almeno una base (e
quindi per tutte) si ha:

CKij = Ci
Teorema . Un’Algebra A ¢ associativa se e solo se per almeno una base (e
quindi per tutte) si ha:



CYiCl = CSnCls

Teorema . Un’Algebra A ¢ integra (o primitiva) se e solo se per almeno una
base (e quindi per tutte) vale una delle due seguenti condizioni (equivalenti):

det [b) CKj | =0 implica b'=0 per=1,2,...n

Si dimostra che la dimensione n di un’algebra integra (primitiva) sul campo
rea le & necessariamente n=2",

Sono noti al momento i casi n =1,2,3 cioé il campo complesso (non
ordinabile), il corpo dei quaternioni (non ordinabile e non commutativo) e
I’anello deil gli ottetti di Cayley (non ordinabile, non commutativo e non
associativo).

Si dimostra che ogni Algebra sopra un campo algebricamente chiuso non
e integra, ad esempio ogni algebra sul campo complesso.

Per dotare I’algebra anche di un elemento unitario si assume che il vettore
e1 della base, sia per definizione, I’elemento unitario, per cui si porra
e1=1

cosi che siavra ei;+gj = 1« gj = g,
Si dimostra (con semplici calcoli) che tale moltiplicazione cosi definita &
associativa e anche distributiva rispetto alla addizione di vettori , cosi che
la struttura

Vi, +)
e un anello unitario. Si parlera allora di algebra unitaria.
Si osservi che una tale algebra sara commutativa (per il prodotto (=) se e

solo se , si richieda I’ulteriore condizione : €i*€j =_€j €.
2 . Le Algebre di dimensione finita

Una algebra A ¢ una terna (V, K, (.)) dove:
a) V ¢&uno spazio vettoriale sul campo K

b ) Il simbolo ( . ) denota una operazione binaria ed interna in V, detta prodotto interno
Se u,v eV allorail “prodotto “si denotacon uev oancheconuyv (€V) esiha:

VaeK e Vaga\_/la\_/Z € V

(1)a(u-v)=(au)-v=u-(ayv)



(2)u-(v+y, )=U-V,+U-V,
(3) (\_/1 +\_/2)'U:\_/1'U+\_/2'U

L’algebra A si dira rispettivamente associativa, unitaria, commutativa, integra se
I’operazione (.) gode di queste proprieta. Puo accadere che la struttura ( V, +, (¢)) sia

anche un anello o anche un corpo o un campo.

Altre proprieta dipenderanno dal campo K su cui sono definiti i coefficienti. Cosi un’algebra si
dira razionale, reale, complessa, finita a seconda che K sia il campo razionale Q o il campo reale R
o0 il campo complesso C ovvero un campo di Galois GF(q).

Se lo spazio vettoriale ha dimensione finita n, I’algebra A si dice di dimensione finita n.
Denotiamo in tal caso con €;, €,, ...,&, gli elementi di una base di V .

e 12
Se indichiamo e con la colonna (g, e,,...,e,) € con U :(u , U ,...,Un) e

V= (Vl, VZ, vy Vn) rispettivamente le righe delle componenti di due vettori U,V €V si puo scrivere
rispetto alla base (sottintendendo la sommatoria).
uv=(UglVe)= (e Jv'e;)=uVv'ee,

Dunque il prodotto ¢ noto rispetto ad una base quando sono noti i prodotti , a due a due, dei vettori

della base . Ci0 significa che devono essere note le costanti C iy tali che sia :

h
eiej = Cijgh

che prendono il nome di “ costanti di struttura “ dell’algebra finita .
Diverse proprieta delle algebre a dimensione finita dipendono dalle costanti di struttura e per
questo si rimanda a [B.Segre]

Esempio 1
Una algebra di dimensione due unitaria sul campo reale ha per elementi vettori bidimensionali che
si possono rappresentare rispetto ad una base ( e1,€2 ), ove i si
Identifica con I’elemento unitario 1 ed e> s’indica con un simbolo , ad esempio i “alla
maniera® dei numeri complessi .
In queste algebre si pone:
1.1=C} +C%-i owero C/=1C2=0

1-i=C,+C%-i owero C;,=0,C,=1
i-1=C;,+Cy-i owero C),=0,C=1

Mentre si lascia “libera“ 1a quarta relazione:
i’=C,+Cl-i=ai+p

L’algebra sara assegnata se si assegnano i parametri « e f (equivalendo cio ad assegnare
completamente tutte le costanti).



Distingueremo tre tipi di algebre reali doppie unitarie.
a ) L’algebra dei numeri complessi ( o circolari ) . Un modello si ottiene ponendo:
a=0, f=-1, corrisponde alla scelta iZ=—1.

Tale algebra ¢ , come ben noto, integra ( priva di divisori dello zero ) .
b ) L’algebra dei numeri bireali ( o iperbolici ) . Un modello si ottiene ponendo:

a=0, f=1 e corrisponde alla scelta: i°=1
In questa algebra si trovano divisori dello zero avendosi, ad esempio, (i-1)(i+1) = 0.
c ) L’algebra dei numeri duali ( o parabolici ), di cui un modello si ottiene ponendo:

o =P =0 e corrisponde alla scelta: i* =0

Anche questa algebra contiene divisori dello zero.

Si dimostra (cfr. [? ]):

Teorema — Sia (A,%R,-) un’algebra reale doppia unitaria assegnata rispetto alla base {1,i}, mediante
la relazione:

Posto A = a® + 18 si ha che:
le algebre con A <0 sono tutte isomorfe tra loro e quindi isomorfe all’algebra dei numeri complessi.
le algebre con A >0 sono tutte isomorfe tra loro e quindi isomorfe all’algebra dei numeri bireali .
le algebre con A = 0 sono tutte isomorfe tra loro e quindi isomorfe all’algebra dei numeri duali.

6.- Le Algebre doppie nel campo reale

Tratteremo ora il caso di dimensione 2 (algebre doppie), e il campo K sara in una prima
fase il campo reale R (algebre reali doppie) e in una seconda fase il campo complesso
C (algebre complesse doppie).

Per il caso reale presentiamo alcuni anelli che costituiscono una estensione non

necessariamente integra del campo reale, alla “maniera” dei numeri complessi. Sia A
I’insieme delle coppie ordinate di numeri reali scritti nella forma binomiale a+ib, con
a, b € Redove “i” € una “indeterminata formale”.

Supponiamo che in A siano definite due operazioni binarie interne (+) (- ) definite
come segue:



(+) I’operazione di addizione é definita, nella maniera consueta come somma di due
binomi nella indeterminata i:

(@+ib) + (c +id):=(a+c)+i(b +d)
Pertanto (A,+) e un gruppo abeliano denotato addittivamente, dove 0 denota
I’elemento neutro ¢ -(a + ib) € ’opposto di (a + ib) e si puo strutturare come spazio
ettoriale di dimensione 2 sui reali.

() operazione di moltiplicazione si definisce introduce come prodotto di binomi:
(a+ib)-(c+id) := ac + i(ad + bc) + bd i?

dove il quadrato della indeterminata, si definisce in forma piu generale (rispetto al porre
i2= -1, come si fa nei complessi) ponendo:

(1.1) iZ=ai+p

essendo o, B « R assegnati.

Si dimostra facilmente che (A,+, e associativa, commutativa, unitaria e che vale anche

la distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione, quali che siano a, B € R.
Quindi si tratta di un’Algebra di dimensione 2 sui reali, nella quale il primo vettore
della base é stato identificato con I’elemento unitario 1, il secondo vettore € stato (ad
imitazione di quanto si fa nei numeri complessi) indicato con la lettera i (unita
speciale).

L’algebra sara allora nota, dato che si conoscono i prodotti di 1«1 =1, 1«i =i=1 =1, che
rendono anche I’algebra a priori commutativa, assegnando il quarto prodotto:
(1.1) i~i = i?=ait+p

dove a,3 sono le attuali costanti di struttura.

Presentiamo tre esempi:

a.-Se I’equazione (1.1) &: i =-1
si ha ’ordinaria algebra dei numeri circolari o complessi C che oltre alle proprieta su
esposte, non contengono divisori dello zero. Ricordiamo che la norma di un numero
complesso (detto anche quadrato del modulo) é dato da

N (a+ib) = (a+ib)(a-ib) = a®+ b?
essendo a-ib, il coniugato di a+ib ed essendo

(a+ib)™ = (a-ib)/N(a+ib).

b.- Se I’equazione (1.1) ¢&:i%2=1
si ha una differente algebra, detta algebra dei numeri bireali o iperbolici B.
La struttura di tale algebra naturalmente non puo essere quella di campo in quanto
I’equazione: x? = 1 potendosi scrivere nella forma x2-1= 0, segnala la presenza di
divisori dello zero, avendosi (x-1)(x+1)=0, da cui:




(i-1)(i+1)=i2-1=0
cid implica pure che I’equazione x>~1= 0 avrebbe quattro soluzioni: x = £1, +i, contro
le, al piu due, possibili in un campo.
Si osservi che a+ib ammette divisori complementari dello zero se esistono X,y non
contemporaneamente nulli per i quali sia (a+ib) (x+iy) = 0, ovvero se &
(a+ib) (x+iy) = ax+by +i(bx+ay)=0
da cui deve essere ax+by =0 e bx+ay = 0. Le soluzioni di queste equazioni possono
essere non nulle solo se
N(a+ib) = |a*- b? = 0.

quantita che prende il nome di norma del numero bireale. Sul piano cartesiano di
coordinate (a,b) i divisori dello zero sono situati sulle bisettrici e per essi la norma é
nulla. Da notare che , in analogia a quanto si ¢ fatto per 1 complessi, vale 0’analoga
formula dell’inverso quando esiste (lanorma deve essere non nulla

(a+ib)™! = (a-ib)/N(a+ib) = (a-ib)/ |a% b?|.

Il nome bireali (molto pittoresco) deriva da una rappresentazione differente di questi
numeri. Se operiamo la trasformazione:

2U =1+ 2V=1-i
OvVvero

1=U+V, i=U-V
che geometricamente corrisponde a ruotare di 45°, ovvero di n/4, 1 vettori indicatori
dei divisori dello zero. Per i prodotti delle nuove basi si ha :

U*U = (i+i)/ 2= U
U=V =0
V*V = (i-1)/2 =V

Dunque I’elemento neutro ¢ U+V e 1 divisori dello zero sono 1 multipli della
coppia di vettori U,V,
Il prodotto di due bireali, in questa forma, risulta:

(aU+bV) * (’U +b’V)=aa’ U + bb’V
Si hainoltre da (aU+bV) * (xU +yV) = axU +byV = U+V : ax =1, by =1,
cosi che :
(aU+bV)?! =alu + btV
che giustifica ampiamente la dicitura “numeri bireali”.

c.-Se I’equazione (1.1) &: i2=0



si ha una terza algebra, detta algebra dei numeri parabolici o duali denotata con D, tale
algebra non risulta isomorfa a nessuna delle due precedenti.

Anche I’algebra dei numeri duali non forma un campo essendo proprio I'unita i (e tutti
i suoi multipli reali) un divisore dello zero. Si osservi che in questo caso €

(a+ib) (x+iy) =ax +i(bx +ay) =0,
ovvero ax = 0, bx + ay = 0. Pertanto a+ib ammette divisori dello zero solo se a=x =0,
per cui i divisori dello zero sono solo i multipli di i e nel piano di coordinate a,b sono
sulla retta a = 0.
E facile ora verificare che 1’algebra dei numeri duali, chiaramente non isomorfa a
quella dei numeri complessi, non e isomorfa neppure a quella dei numeri bireali. Infatti
a+ib ammette un divisore complementare dello zero, nell’algebra dei numeri duali se
¢ solo se ha la parte reale nulla, mentre nell’algebra dei bireali se e soltanto se a= % b.
Ogni numero duale, che non sia zero, né divisore dello zero, ovvero ogni numero
duale a+bi con a=0, e invertibile ed il suo inverso e dato da:

N(a+bi) = (a+bi) (a-bi) = a?
da: (a+bi) (x+iy) = 1 si ottiene ax+i (ay+bx) = 1 da cui:
ax=1, ay+bx =0

x=1/a=ala*, y=-b/a
dunque

(a+ib) 1= (a— ib)/N(a+ib)

E’ facile provare il seguente:

Teorema 1 — Un’ algebra doppia sui reali che sia associativa, commutativa, unitaria
e distributiva e priva di divisori dello zero se e solo se A = o + 4 < 0.

Dim. Se risultasse A >0 1’equazione nell’incognita i data da i> = i + B presenterebbe
due radici reali (distinte se A > 0) per cui si avrebbe:

2-oi-p=(i-y)(i-v)=0

dove, essendo y1, y» € R ci sarebbero divisori dello zero.
Viceversa, supponiamo che 1’algebra sia integra. In questa ipotesi, ¢ dalla relazione
fondamentale i? := o i + P si ottiene:

(@+ib)(x +iy) = (ax + bBy) + i [ bx + (a + ba)y] = 0



E per non esserci divisori dello zero il sistemaax + bfy=0e bx + (a+ba)y=0 deve
avere soltanto la soluzione che x =y =0e quindi :
a(a+bo)— b?p = a?+aba — b?B=0

Al variare di a, b che acquistano il ruolo di variabili perché il trinomio omogeneo in a
e b non si annulli per qualche valore di o e Be occorre appunto che sia
A=o’+4B<0. #

Dimostriamo ora che:

Teorema 2. Ogni algebra A, reale, di dimensione due, associativa,

commutativa, unitaria e primitiva ¢ isomorfa all’algebra C dei numeri
complessi.

Dim. E sufficiente dimostrare che, se a>+4p < 0, allora esiste una base costituita da
due nuovi vettori U, V tali che:

U=1,V=h+ki (knonnullo) VV=-U
da cui
w=(h+ki)’= h2+2hki+k? (i +B) =-1

h>+ k2B +1+ik(2h+ak)=0
da cui segue:
h2+kK2B+1=0 , (2h+ak) =0

dalle quali eliminando k si ottiene:

a?h?(a? +4B) +0®>=0 quindi o +4B <0. #
Proviamo

Teorema 3. Ogni algebra A\, reale, di dimensione due, associativa, commutativa,

unitaria verificante la condizione a2 +4p =0 ¢ isomorfa all’algebra D dei numeri
duali..

Dim. E sufficiente verificare che risulta sempre possibile determinare una nuova base
U,V legata alla base assegnata, dalle seguenti condizioni:

u=1, V=h+ki (knonnullo), VV=0
da cui :
vw=(h+ki)*= h?+2hki+k? (ai+B) =0
OVVEro:
h>+k?B+ik(2h+ak)=0
da cui segue:



h>+k?*B =0 , (2h+ak) =0
ed eliminando Kk si ottiene:

a?h?(a?+4B)=0 ovvero o?+4B=0. #

Teorema 5. Ogni algebra A, reale, di dimensione due, associativa, commutativa,
unitaria verificante la condizione o +4p > 0 ¢ isomorfa all’algebra Bdei numeri bireali

DIM. La dimostrazione € analoga a quella effettuata per precedenti Teoremi.a 3. Occorre trovare
una nuova base U,V legata alla base assegnata, dalle seguenti condizioni:

U=1, V=h+ki (knonnullo), V*Vv=1

da cui :
v*v=(h+ki)>= h?+2hki + Kk (ai +B) =1
OVVEro:
h2+ k2B —-1+ik (2h+ak)=0
da cui segue:

h>+k?B-1 =0 , (h+ak) =0
ed eliminando K si ottiene:
(02 +4B) =a*/h?> ovvero o +4B> 0. #

Riassumendo abbiamo provato che : Le uniche algebre reali di dimensione due,
associative, commutative ed unitarie, che ampliano il sistema dei numeri reali mediante
iZ=ai+p
sono, a meno di isomorfismi, quelle dei numeri complessi, duali e bireali, a seconda

che la quantita A = o + 4 risulti rispettivamente minore, maggiore o uguale a zero.

7.- Le algebre doppie sul campo complesso

Supponiamo ora di considerare le algebre analoghe a quelle sopra definite ma con
coefficienti variabili sul campo complesso. Se estendiamo al campo complesso le
algebre dei numeri complessi e dei numeri bireali, otteniamo algebre isomorfe che
costituiscono, sempre a meno di isomorfismi, I’algebra dei numeri bicomplessi.

Esempio 1.
Consideriamo ora un’algebra doppia, a coefficienti complessi,
ot JB = (a+bi) + J (c+id)



con la condizione J?=1. A tale algebra, detta algebra dei numeri bicomplessi,
(a+BJ) (y+od ) =a y+p & + (ad +Py)Jd

In questa algebra ci sono divisori dello zero e sono i numeri del tipo: 1+J, 1-Jei

loro multipli. Se un numero bicomplesso non € di questo tipo allora ammette inverso.

Considero lanorma N(o+BJ) = (a+ BJ) (a—P J) = a> — B? quindi l'inverso & dato da:
(o+B I)! =(a— BI)/ N(a+BJ).

Ci0 assodato in questo caso si ha come novita la rappresentazione reale che ci porta a

rappresentare 1 numeri bicomplessi di un’algebre doppia sul campo complesso in un

algebre del 4° ordine sui reali.

Si scrive infatti, ponendo simbolicamente iJ = k
o+ B J:= (athi) + (c+tdi)J=a+bi+cJ+dk
| numeri bicomplessi dal punto di vista addittivo funzionano come i quaternioni, ma
ovviamente non dal punto di vista moltiplicativo. Si ha: che un numero bicomplesso a
coefficienti reali € una espressione del tipo:
athi + cj + dk
dove si e posto ij =k. Un confronto tra il prodotto di due bicomplessi 4-dimensionali
reali e il prodotto di due bicomplessi 2-dimensionali complessi conducono a scrivere:
ij=ji=k, jk=kj=1i, Kki=ik=-}, i=-1,j%=1, k¥>=-1

Esempio 2. E’ possibile rappresentare il corpo dei quaternioni come un’algebra
binaria sui complessi, definendo il prodotto alla maniera seguente:

(o+ BJ) [conj (y+3J)] = (a+ BJ) (v-8J )] = o y+P 8 + (By -ad )J

Ove si conviene che sia
ij=-ji=k, jk=kj=1i, ki=-ik=j, i=-1,j°=-1, k*=-1

Esempio3.
Consideriamo ora un’algebra doppia, del tutto analoga all’algebra dei numeri duali, ma
a coefficienti complessi, ovvero le espressioni del tipo

o+ BJ := (atbi) + (c+id) J

con la condizione J? = 0. Tale algebra,é detta algebra dei numeri biduali, ed &
un’algebra commutativa ed unitaria.

Si puo provare che
TEOREMA Le algebre doppie unitarie, commutative ed associative a coefficienti
complessi sono isomorfe o all’algebra dei numeri bicomplessi o all’algebra dei numeri

biduali.



Nota. Le estensione al campo complesso delle algebre dei numeri complessi e dei
numeri bireali conducono entrambe all’algebra dei numeri bicomplessi.

8.-Ulteriori esempi e controesempi

Si deve inoltre sottolineare il fatto che un anello integro non € in generale né
commutativo, né unitario. La situazione e il confronto per le varie definizioni puo
essere chiarito, nel caso di anelli infiniti dal seguente diagramma di Venn.

) I () )
commutativi integri
(4) (5) ((6)
unitari
(7)
(8)

Esempio (1) Anello commutativo, non integro , non unitario
Nelle classi resto o nei bireali i multipli interi di un elemento non invertibile.

Esempio (2): (anello commutativo, integro ma non unitario)

Consideriamo nZ (con n naturale maggiore di uno) che indica I’anello dei multipli
interi di n con le usuali operazioni di somma e prodotto (in esso infatti non compare 1
perché non € un multiplo di n).

Esempio (3) Anello integro, non commutivo, non unitario
Nei quaternioni a coefficienti interi consideriamo i multipli interi di un elemento non
invertibile.

Esempio (4) Anello commutativo, unitario ma non integro

Z(m) classi resto modulo m non primo non potenza di primo (esempio finito)
Gli elementi o sono invertibili o divisori dellozero

Numeri duali

Numeri bireali

Ci sono anche elementi non invertibili e non divisori dello zero

Esempio (5) (anello commutativo, integro, unitario)
(Z,+,-), @Q + )R +) (C, +, ), GF()



(G, +, -)- interi di Gauss,

Esempio(6): (anello non commutativo, integro e unitario)
Quaternioni a coefficienti interi (non e piu un corpo), ma anche i quaternioni in
generale (un corpo é un particolare anello).

Esempio (7) unitario, non commutativo, non integro

Esempio (8) non unitario, non commutativo, non integro

9.- Anelli e campi finiti e loro algebra

Iniziamo con il provare il seguenteV a,b
Teorema.- Sia (A, +, -) unanello con un numero finito di elementi ed unitario. Ogni
elemento non nullo o e invertibile o & un divisore dello zero.
Dim. Supponiamo che I’elemento X €A, X # 0 non sia un divisore dello zero.
Proviamo che e necessariamente invertibile. Quali che siano a,b €A\{0},a#Db si ha:
xa # xb , ay# by ( infatti da xa = xb, seguirebbe x(a-b) =0, quindi a-b =0, per la
natura di x, contro I’ipotesi a # b . Analogamente per ay # by ).
Consideriamo ora, essendo x fissato e non divisore dello zero, i due insiemi

{xa, Vae\{0}}, {ay, Vae A\{0}}
Ciascuno di questi insiemi e una parte di A\{0}, e per quanto provato sopra, i suoi
elementi sono in biezione con A\{0} e quindi sono parti equipotenti al tutto in un
insieme finito, dunque coincidono con A\{0}. Allora le equazioni xa = u ya= hanno
soluzioni x” ed y’ che sarebbero x’ I’inverso sinistro di a ed y’ I’inverso destro di a, ma
allora essi coincidono in quello che ’inverso di a cioé risulta x’ =y’ :=a™,

Proviamo ora qualcosa di piu:
Teorema.- Ogni anello finito ed integro e un campo, quindi € un campo di Galois.

La dimostrazione di questo teorema si effettua in piu passi (step) passi. Si inizia con il
provare la seguente:/

STEP1.- Unanello (A, +, -) integro (cioe privo di divisori dello zero) che contiene un
numero finito di elementi oltre lo zero € un corpo.

NOTA 1.- Non abbiamo supposto che I’anello sia unitario ¢ nemmeno che sia
commutativo, con 1’aggiunta di queste due proprieta I’anello ¢ quello che si chiama un
Dominio di integrita (d.d.i.), ed e un caso particolare della Step 1.

NOTA 2.- La step 1 come teorema, pur essendo molto importante, e poco noto al
grande pubblico. La dimostrazione sarebbe anche un corollario del precedente teorema,
tuttavia riportiamo la dimostrazione che appare in B.Segre, Lectures on Modern



Geometry, Edizioni Cremonese , Roma, 1961 (cfr.p.22, n.19), per certi versi non molto
dissimile dal precedente Teorema.

DIM (Stepl). Fissiamo I’attenzione sulla struttura (A\{0}, -), il cui sostegno € non
vuoto per ipotesi e per il quale vale la proprieta associativa e quindi € un semigruppo.

Iniziamo a provare che ¥V a € A\{0}, si ha:

ax =ax’ implica x =x’ ed analogamente ya=y’  a implicay=y’.
La prova e evidente potendosi scrivere dalla prima a (x-x") = 0, con a # 0, dunque,
essendo (A, +, ) integro, si deduce (x-x’) = 0. Per la secondain y vale I’analogo
discorso.
Proviamo adesso che V a,b € A\{00} le equazioni ax = b ed ya = b Hanno una
soluzione (necessariamente unica). Ragioniamo sulla prima equazione. Fissato a # 0
considero I’insieme

Xa={x € A{0} t.c. ax=b,be A\{0} }.

Si osservi ora che al variare di x in A\{0}, si ottengono valori di ax differenti poiché
X1# X implica ax; # ax, (ax; = ax, implicherebbe x;= x;).

Da questo segue che I’applicazione x —>ax e una biezione di X;in A\{0}, cosi che
Xa € A\{0} hanno la stessa cardinalita, ma essendo A\{0} finito, essi coincidono,
pertanto 1’equazione ax = b ha soluzione unica per ogni fissato a.

Analogamente si ragiona per I’equazione ya = b.

Questo significa in particolare che le equazioni ax = a ed ya=a , hanno entrambe
soluzioni che indichiamo con ug4 ed us (dette elemento neutro destro e sinistro) ed
avendosi aug=a = Usa, Si puo scrivere da: aug=apera=us, ho Usug = Us; invece
dausa=a pera=uq, ho usug = Ug; da entrambe ho allora us = uq:= u, u si prende
come simbolo dell’elemento neutro unitario unico!

Proviamo per ultima cosa che V a € A\{0}, esiste I’inverso a*. Allo scopo considero
le equazioni ax =u e la ya=u. Indichiamo ordinatamente con a’ ed a’’ le rispettive
a’’(aa’)= a’> mentre da a’’a = u moltiplicando a destra per a’ si ha: a’’(aa’)= a’.
L’eguaglianza a’’(aa’)= a’’(aa’) (per ’associativa) implica a’ =a’”:= a™* come simbolo
dell’elemento inverso unico dia. #

E poi ben noto il seguente:
Teorema di Veddeburn. Ogni corpo finito € un campo.

Il teorema di Veddeburn completa la prima parte del teorema 3.1. Noi non riporteremo
la dimostrazione per la quale si rinvia a [B.Segre, op.cit, n.77 p.94-99].
A completamento ricordiamo altri due Teoremi [B.Segre, op.cit, n.71 p.85].



Teorema di esistenza e unicita dei campi di Galois. Per ogni primo p ed ogni intero
n > 1, esiste un campo di Galois di ordine g = p" . Inoltre du campi di Galois di ugual
ordine sono isomorfi. [B.Segre, op.cit, n.76 p.93-94].

Teorema fondamentale sui Campi di Galois. Ogni campo finito & isomorfo ad un
campo di Galois.

Naturalmente un anello finito pud non essere integro ed in tal caso le considerazioni
precedenti possono non valere.
Possiamo provare che :

Teorema di struttura. In un anello finito e unitario, un elemento non nullo o & un
divisore dello zero o é invertibile (pag 125 Segre ??)

Riporteremo invece le conseguenze immediate del teorema in questione. Infatti
riprendendo lo schema precedente nel caso finito alcune zone presenti nel caso infinito
sono ora vuote.

In altre parole se un anello finito e integro allora esso € unitario e per ogni elemento
non nullo ammette 1’inverso, inoltre ¢ commutativo e quindi ¢ un campo finito, ma
ogni campo finito e isomorfo ad un campo di Galois!

integri = GF(q) | (4) commutativi (1)

(3) unitari (2)

“(1) Un esempio di anello commutativo, non integro e non unitario,
e dato dal sottoinsieme di Z, formato da D ={0, 2} che con I’ordinaria somma e
moltiplicazione mod 4 ¢ strutturato nell’anello (D, +, *). La parte moltiplicativa
fornisce 2*2 = 0, quindi I’unoico elemento non nullo ¢ un divisore dello zero, non
vi € I’elemento unitari, ma € commutativo.



(2) Un esempio di anello finito unitario, non integro, non commutativo e
dato dalle matrici quadrate su Z; (in generale su Zy), in numero di 16 (in generale n%).
Si prova facilmente che una matrice € un divisore dello zero se e solo se il suo
determinante e nullo. Si ha infatti nel caso particolare :

[a b]x[x y] _ [ax+bu ay+bv] _ [0 0
c d u v cx+du cy+dv 0 0

che implica che entrambi i sistemi lineari ax + bu = 0, cx + du= 0 e I’altro

ay + bv =0, cy + dv = 0 ammettano una soluzione diversa dalla nulla il che accade
se e solo se:

a b]_
det [C d] =0.
Pur essendo ben noto che il prodotto di due matrici a coefficienti in un campo K non
commutativo riportiamo un esempio per il caso di Z; .

o dxl o =0 o # [ olxlo o=l

“(3) Anello finito, non unitario, non commutativo e non integro.
Considero I’insieme N delle matrici quadrate del 2° ordine in Zg, ovvero di My(Zs),
del tipo®:
2a 3b
2c O
Matrici a deerminate nullo in quanto multple di 6. L’insieme N € finito e contiene
6° = 216 elementi.
Per tali matrici rispetto all’addizione di matrici (+) si ereditano le proprieta
associativa e commutativa del (+), lo zero & la matrice nulla (per a=b=c=0),
I’opposta ¢ la matrice opposta della data. Rispetto alla moltiplicazione righe per
colonne (x) si ereditano le proprieta associativa del prodotto e la distributiva della
moltiplicazione rispetto alla addizione, di matrici. Dunque (N, +,x) € un anello.
Per I’eventuale esistenza dell’elemento unitario osservi che per qualche valore di
X,Y,Z € Zg si dovrebbe avere :
2a Sb] % [Zx 3y _[2a 3b
2c 0 2z 0 2c O

], Vab,c € Zs.

Moltiplicando la prima riga della prima matrice per la seconda colonna della
seconda matrice, otterremmo che dovrebbe essere 0 =3b V b €Zg, il che ¢
impossibile. Dunque nell’anello (N, +,X) non esiste un elemento unitario.
L’anello (N, +,X) non e commutativo, come prova il seguente esempio:

5 Questo esempio e proposto come esercizio da risolvere in:P.Quattrocchi-G.Rinalsi, Algebta,
Zanichelli (1995) a pg.94, Esercizio n.4.1.17 .



2 olxla ol=li ol # & o<z ol=F

Si osservi ancora che I’anello (N, +,X) non e integro, poiché i suoi elementi sono
tutti divisori dello zero in quanto, per x = 0 risulta:

2a Sb] [Zx 3y] _ [4ax 0] _ [0 0
4ex 0 0 oF

Del resto era prevedibile avendo le matrici di N tutte a determinante nullo in Zs .

“(4) Esempio di anello finito unitario e commutativo ma non integro.
E’dato dall’anello delle classi resto mod m (m composto) Z,, . Considero m =a.b
(entrambi > 1) , e trovo due classi resto divisori dello zero [a] [b] =[m] =[0].

“(5) I Campi di Galois, denotati con GF(q), ¢ = p" (p primo) sono anelli finiti
unitari, commutativi ed integri, e, come provato, sono gli unici poiché ogni anello
finito ed integro e unitario, commutativo ed e un campo di Galois.

Riportiamo brevemente come si costruisce effettivamente un campo di Galois a partire
da GF(p) = Z, , p primo.
Considero una equazione di grado n, a coefficienti in GF(p) ed ivi irriducibile, sia :

XN = OLoXn'1+ OL1Xn'2 + ...+ 0p1

Gli elementi di GF(p") sono tutti i polinomi di grado n-1 a coefficienti in GF(p) in una
indeterminata “diciamo x”, che si possono sommare e moltiplicare come usuali
polinomi, con la sola accortezza di ridurre il gado nei prodotti tramite 1’espressione di
x" che proviene dalla equazione irriducibile assegnata a priori. Si dimostra che in tl
modo si ottiene un campo di Galois e che strutture di polinomi irriducibili di egual
grado ma differenti, producono campi di Galois tra loro isomorfi.

Presentiamo due esempi di costruzioni di GF(3?) e di G.(2"):

a.- Considero GF(3) e in GF(3) I’equazione di 2° grado irriducibile :

x?=-1
Gli elementi di GF(32) sono allora i polinomi ax+b per i quali si eseguono leordinarie
addizioni e moltiplicazioni di binomi con la sola accortezza di porre al posto di x? il
suo valore -1. Esempio. (x+1) (2x+1) =2 x>+ 3 x +1, dove essendo 3=0 ed x?= -1,
si ha (x+1) (2 x+1) =-2+1 =-1. Ancora xX(x+1) = -1 + x.
In realta abbiamo operato su GF(3) una estensione molto simile a quello che € il
passaggio dai reali ai complessi.



Per trovare ad esempio I’inverso del polinomio 2x+1 occorre calcolare a,b,c in
maniera che sia: 1 = (2x+1) (ax+b) = 2a x*> + (a+2b) x + b = (a+2b) x + b — 2a,
da cui deve essere a+2b =0, b—2a =1,
dacui a=2, b= 2, dunque

(2x+1)1= 2x+2

b.- Considero GF(2) e in GF(2) I’equazione di 2° grado irriducibile :

X"=x+1
(si noti che x"= -1 e riducibile perché ora -1 =1).
Gli elementi di GF(2") sono allora i polinomi di grado n-1 a coefficienti o ed 1,
rappresentabili come n-sequenze binarie.
Per il caso n=3 e il polinomio x3= x+1 portiamo il seguente esempio di calcolo del
prodotto:
(101) (111) = (x3+1) (X*H4x+1) = xH+ x4+ 2 x4+ X+ 1 =x X3+ x3+0 x*+ x + 1 =
= X(X+1) + (X+1) + x+1 = x2 + 3x+2 = x> + (2+1) x+2 = x> +x = (110).
In questo caso abbiamo usato un polinomio non analogo a quello usato nel caso dei
numeri complessi per rispettare I’irriducibilita.
Ad esempio per trovare I’inversa della sequenza (101) occorre trovare la sequenza
(abc) tale che (101)(abc) =(001) cioe: (x?+1) (ax?>+bx+c) = 1 ovvero:

1= (x*+1) (ax*+bx+c) = ax*+ bx3+ (a+c) x>+ b + ¢ = (2a+c) x?+ (a+2b) x + (b+c) =

= ¢ x?+ ax + (b+c), dacui c=0,a=0b=1. Segue allora: (101)*= (abc) = (010).

di o ax+b per i quali si eseguono leordinarie addizioni e moltiplicazioni di binomi con
la sola accortezza di porre al posto di x? il suo valore -1.

10.- Le algebre doppie intere reali e complesse

Le algebre doppie intere presentano interessanti esempi allora che i loro coefficienti
siano ristretti ai numeri interi. Consideriamo quindi i binomi formali
at+ib, vab eZ

Ad esempio se definiamo 1’algebra doppia a partire da i2 = -1, allora ricadiamo
nell’anello degli interi di Gauss.
Da notare che come, per le algebre doppie costruite su R, anche qui si porra in generale:
iZ=mi+n con m,n e Z
Si prova facilmente che due anelli di questo tipo con:

iZ=mi+n, jP=im +n’ mm’,nn €Z,
sono isomorfi se e solo se:



Non ci sembra, osservando la letteratura, che molta attenzione sia stata dedicata alle
algebre di dimensioni finite a coefficienti nel campo razionale ed in particolare alle
restrizioni di queste Algebre allora che si richieda ai coefficienti di essere interi.

Esempi interessanti, ma sporadici, li troviamo comunque disseminati in letteratura, tra questi
incontriamo gli interi di Gauss e i numeri del tipo a + bJc cona, b, c e Zec fissato, non quadrato
(gli interi di Gauss avendosi per C =—1).

Questa nota si propone di gettare le basi per un’indagine sistematica in questo vasto ambiente. La
problematica generale nel suo complesso ¢ piuttosto semplice, anche se andando ad approfondire e,
come mostreremo, non manca qualche problema di rango piu elevato

3 - Isomorfismi tra due algebre razionali -
"Le algebre intere di dimensione 2", ovvero “ dal difficile al facile *

Supponiamo di avere due algebre A ed A" entrambe definite sul campo razionale Q e di
dimensione finita -

E’ allora ben noto che tali algebre sono isomorfe come spazi vettoriali se e solo se hanno uguale
dimensione 7.

In tale caso esistono applicazioni biiettive di V' inV' rappresentate dalle matrici nxn inQ.

Non ¢ difficile provare che anche due algebre di dimensione finita nello stesso campo sono
isomorfe se e solo se hanno ugual dimensione.

Supponiamo ora che, lavorando sul modello delle n-ple di restrizione, la nostra attenzione si
rivolga alle algebre a coefficienti in =z .

Una tale restrizione sara da noi impropriamente chiamata “algebra intera®.

Fissiamo anzi la nostra attenzione ad “algebre intere* doppie associative, commutative ed unitarie.
La “ base naturale® di Q?, base anche di Z ? & costituita dai due vettori (4,0) e (0,1) che identifichiamo
conledi.

Poniamo: 1-1=1-1=1i, i?

=a+ f.
Gliinteri & e £ (costanti di struttura intere) definiscono la nostra algebra.

Cosi in Zzpossono definirsi due differenti algebre assumendo differenti leggi per il quadrato della
seconda unita:

a) il simbolo i =(0,1) e lalegge di struttura i’ = ai + f;

b) il simbolo j =(0,1), indicato solo formalmente con un diverso simbolo, e la legge di struttura:
i=74+05.

Quale deve essere il legame tra le costanti di strutture o, £, ¥, o affinché le due
“algebre intere* siano isomorfe?

Supponiamo di avere due algebre A ed A’ definite su Q di basi rispettive €; €, ed U; U, .
Un isomorfismo f : A — A’ sara noto quando sono note le espressioni:

U, = f(gl): a;,€, + a6,

)y - oo
uZ_ (QZ)_a21§l+a22g2



ove le a; €Q e il determinante della trasformazione ¢ non nullo.
Nel nostro caso si ha I’identita: &, =U; =1lequindi¢ a;; =1 a, =0.
Inoltre si € posto: e, =i, u, = j sicché le (*) divengono:
(**) J=a+a,l,8,#0.
Le (* *) sono biiezioni nella restrizione intera se € solo se risulta a,, = +1, mentre la costante
a,, rimane libera. Denotandola con:
(**) j=ei+b, e==+1.
Supposto ora 0 €Z fissato, siamo in grado di esprimere il legame tra le costanti di struttura o, f3
7% & in maniera che le due algebre i =ai+ 8 € j* =ji+4 siano isomorfe .

Per questo si consideri I’espressione: j° = 5 + & e si trasformi mediante la ~ (**) nell’altra:
(a1) (e +b)2 =y(ei+b)+5
relazione che va confrontata con
(a2) i*=d+p
La (a1), tenuto conto della (a>), diviene:
2:2 : 2 _
e +2db+b” =i+ b+0

et =1, i2 =a+f dunque
ai+ B +26b+b° = i +9b+6

B0+ (@ +2d0) =0 +5 +pei

cioe
{a+2&b =ye
B+ =h+5

cio¢ (a,B)— (y,9)

{a:gy—Zeb
B=by+5-b

le cui inverse sono: (moltiplico per ¢ con &? =1)

y=¢ca+2b
§=p-by+b’ = f-blea+2b)+b? =—dba-b*+
B+b*+(a+2b)i =)o+ 5+ i

da cui:



a=¢cy—2&
(1) { _ 2
p=by+56-b

le cui inverse sono:

(1) { y=¢ga+2b
S=-dba+p-b?
Esempi
Sia Z° I’insieme delle coppie ordinate di interi .
Definiamo su Z° tre algebre doppie intere come segue :
a) Dlalgebra A di elemento immaginario i con i’ =1 (‘algebra bireale intera ) .
b) I’algebra A’ di elemento immaginario j con jZ =2 .
c) l’algebra A"di elemento immaginario k con =k + 1 .

Ci si chiede se siano o no tra loro isomorfe .
1) Confrontiamo A ed A" ponendo: i2 =i+ =1, j>=/j+S5= |
alfine di determinare se esiste un b che da luogo all’isomorfismo eventuale : j=&i+b.

Risulta allora =0, =1, y=2,6=0.
Sostituendo questi valori nelle (1) si hanno due relazioni coincidenti nell’unica

relazione : b=1 che determina I’isomorfismo j = &j+b tra A edA',

2) Confrontiamo ora A ed A" ponendo i? = ai+ =1, k?=7k +k +1.
Il problema ¢ sapere se esiste un Dtale che : k = &i + bsia un isomorfismo.
Risultando quindi =0, f=1, y=1, 6=1 si potranno sostituire i valori nella ( 1).

Si ottengono le due equazioni : b = > b =1 chiaramente incompatibili.

A" non ¢ allora isomorfa ad A e neanche ad A’.

ALGEBRE A COEEFFICIENTI INTERI

ISOMORFE COME ALGEBRE REALI
POSSONO NON ESSERLO COME

ALGEBRE INTERE



A
A'

i’=ai+P je=yj+d
a,pB,y,0e”Z

SONO ISOMORFE

j=ei+Kk e=x1 keZ

c+id = (a+iu)(b+iv) =
ab+i(bu+av)
c primo = c+id IRRIDUCIBILE
ab=c (a,b)=d

irriducibile
C composto

bu+av=d DIVIDE
riducibile



?

|
c+id Primo 7
FATTORIZ. ESSENZ. UNICA ?
az0
*xx ax+i(bx +ay)=1
ax=1
bx+ay=0
1 b
X:—' y:——2
a a
(a+ib)’1:———2i inR
a
Segue che:

Un elemento dell’algebra intera allo studio e invertibile se e solo se:

a=¢g=+=1

(¢+ib)™ =& —Di



I’inverso ¢ il coniugato.

— -0 - — -4

Y SRR EER SRS

ricducibili

-~ - -0
o m
£
eS8 - - -0
£ g
'S N

elementt irwertibal



A4+id = (2+iu)(2+iv) =4+2i(u+v)
u+v = d/2
2+2i=2(1+i) =2+iu[2+i(1-u)]
d pari RIDUCIBILE

d dispari IRRIDUCIBILE

4 - Un esempio di “ studio “ di algebra doppia
Sia data I’algebra doppia intera di sostegno Z 2, di immaginario i con i’ = 0 (algebra degli interi duali)

a) I divisori dello zero sono tutti e soli gli elementi della forma hi conh €Z.

Infatti moltiplicando due elementi non nulli dell’algebra risulta:

(a+ib)(c+id)=ac+(ad +bc)i = 0 implica: ac =ad +hc =0,

Supponiamo 8 =0 allora la seconda relazione diventa bC=0 .

Essendo D#0 altrimenti sarebbe a +bi =0 segue C=0.

(Analogamente se si suppone C = Ossi trova @ = 0, segue I’asserto).

Per ogni elemento (a +ib) dell’algebra chiamiamo coniugato 1’elemento(a-ib) e chiamiamo
valutazione v(a+ib) I’elementodi z dato da:
v(a+ib)= (a+ib)@a-ib)=a’.
b ) Gli elementi invertibili sono tutti e soli quelli aventi parte reale 1.

L'inverso di (a +ib) in Q* ¢ (a;;b) che ¢ intero se e solo se a’ = 1, onde I’asserto.
a

¢) Un elemento (a +ib) divide (A + iB)se sono verificate le seguenti condizioni:

a+ib a a’
arh .2 2
A+1B A

:
A

Infatti se esiste (x +iy) tale che : (A+iB)= (a +ib)(x +iy)=ax +(ay +bx)i risulta:




ax=A x=é
a
ay+b_A:B y:(Ba—zAb)
a a

N.B. Si verifica facilmente che la relazione ¢ riflessiva e pseudo-antisimmetrica .
E’ aperta la prova se ¢ o meno transitiva.
Proviamo la proprieta riflessiva, cioé che:

2
a
a

Proviamo ora la proprieta pseudo-antisimmetrica;:

a+ib

a+ib

vale perché valgono 3 e =0

a+ib - A+iB .
— e inoltre — allora risulta
A+iB a+ib

a+ib=(A+iB)e+iy) dove (¢+iy) e' invertibile, cio¢ e'e? =1.

Infatti se si hanno le relazioni:

Comunque datia+ibed A +1 B se accade che

A
2 ed “=a=6A con g=+1
A a

e quindi se valgono:

a’ A?
a bJ A B‘
A ab
segue:
ab )
per essere a® = A* ed abbiamo A= A B =¢a

3

Gli elementi ““ indecomponibili “dell’algebra sono tutti e soli gli elementi del tipo:
ep+hic con P €P (Insieme dei numeri Primi)
ep+hi=(a+ib)(c+id)=ac+(ad +bc)i

Se aC =& segue che uno dei fattori, ad esempio ¢ , vale C=e =11,

Allorase ¢ =¢ segueche (c+id)é¢ invertibile .

Inversamente, se sia @ che ¢ sono diversi da £ 1 segue che (p +hi) avrebbe due fattori non
invertibili e quindi non sarebbe primo.

Si potrebbe studiare qualche altro di questi anelli!

Vogliamo provare che:

2
a—:aﬁ—ba

A
a

supponiamo che:




2

a A?
aB-Ab ~ AB—aB

aB — Ab = ga?, AB—aB = uh’
A=ua , a=VA=vua
uap —oB = uu’a’

a.2

m , aB —uab =sa?
B—ub=sa,B=ub+sa

uaf - ar(ub+sa)= uu’a’

u(@p -ab)=+sca+ pu’a’
essendo & =UVaA sempre

u(@g —ab)=suva® + uu’a’
af—ab= (SV + ,uU)ﬂ2 I’asserto.
{%b} )

A B =¢pA” | B-b=gpA
a=é&A b =B — peA
a+ib=[eA+i(eB — psA)]= s(A+iB)— psiA =
=(A+iB)(e+iy)=Ac+ Aji+dB= (A+iB)e +ipe) onde I’asserto.

Proviamo infine la transitiva, cio¢:

a+ib A+iB:>a+ib
A+iB ~ a+if a+ip
si ha:

a A( a)
R 5 — :>—
A o o



aZ AZ

ab] ° [A8]

[A B} [a ,[J
supponiamo che sia
(@a+ib)c+id)=ac+ibd
invece che

ac+i(bc+ad )+i*(bd)
equivale a forma:

i’ =i+ p

ac +i(bc +ad )+ (ai + B )od
ac+ fbd =ac £=0

bd —bc—ad
o=—
bc

11.- Gli ottetti di Cayley e le algebre di Clifford

In matematica, gli ottetti (o ottonioni) sono un'estensione non associativa dei guaternioni.

L'algebra relativa viene spesso denotata con oppure con O.1112
-
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Storia

Furono inventati da John T. Graves nel 1843, e indipendentemente da Arthur Cayley, che pubblico
il primo lavoro su essi nel 1845. Spesso ci si riferisce a essi come ai numeri di Cayley, agli ottetti
di Cayley o all'algebra di Cayley.

Operazioni algebriche

Gli ottetti formano un'algebra a 8 dimensioni non associativa sul campo dei numeri reali e si
possono quindi manipolare mediante ottuple (sequenze di lunghezza 8) di numeri reali. Lo spazio
vettoriale degli ottetti & costituito dalle combinazioni lineari dei seguenti ottetti: 1, e1, €2, €3, €s, €s,
es € e7. Questi costituiscono una base di elementi invertibili dell'algebra.

Sommare degli ottetti vuol dire sommare i relativi coefficienti, come per i humeri complessi 0 per i
guaternioni, e piu in generale i vettori. La moltiplicazione degli ottetti si ottiene per bilinearita dalla
matrice di moltiplicazione degli ottetti di base, la cui tabella & presentata qui sotto. Le sette unita
immaginarie e l'unita non costituiscono un gruppo a causa della mancanza di associativita, ma
formano comunque un quasigruppo e piu precisamente un loop.

1l e e e es e e €y
1 1 e e e e e e €y
e1 €1 -1 es e —e € —es —€3
€2 €2 —e —1 e e —e3 €7 —¢s
€3 €3 —e7 65 —1 € € —e1 €
€4 €4 € —€1 —€ —1 €7 e3 —es
€5 65 —es €3 —¢e2 —¢e7 —1 €1 e4
€6 €6 €5 —€7 €4 —e3 —e1 —1 e
€7 €7 €3 € —€1 € —es —e2 —I

Moltiplicazione degli ottetti e Piano di Fano
»~— Lo stesso argomento in dettaglio: piano di Fano.

Moltiplicazione degli ottetti e Piano di Fano.

Una comoda regoletta mnemonica per ricordare i prodotti degli ottetti unitari e data dal diagramma
del piano di Fano composto da sette punti e sette linee (il cerchio tra i, j, k & considerato una linea).
Le linee si devono considerare orientate nel diagramma. | sette punti corrispondono alle sette unita
immaginarie. Ogni paio di punti distinti giace su una unica linea e ogni linea passa esattamente da
tre punti. Siano (a, b, ¢) una tripla ordinata di punti giacenti su una data linea con ordine specificato
dalla direzione della freccia. La moltiplicazione é data da:
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ab=ceba=-c

soggetta a permutazione ciclica. Questa regola insieme a:

o 1élidentita,

e €%>=—1 per ogni punto del diagramma, definisce completamente la struttura moltiplicativa
degli ottetti. Ognuna delle sette linee genera una sottoalgebra di O isomorfa ai quaternioni
H.

In particolare sottoalgebre quaternioniche sono generate dalle unita immaginarie con i seguenti
indici:

. 124
. 235
. 3,4,6
. 457
° 5,6,1
. 672
° 7,1,3

Rappresentazione "matriciale™ degli ottetti

Poiche la moltiplicazione degli ottetti non é associativa, contrariamente a quanto accade per i
guaternioni non ne esiste una rappresentazione matriciale. Tuttavia Max Zorn propose una comoda
rappresentazione, visivamente simile a quella matriciale, in cui I'ottetto viene decomposto come
aggregato di due scalari e due vettori tridimensionali (Algebra di Zorn).

Sia A un generico elemento dell'Algebra di Zorn, detto vettore-matrice o matrice di Zorn:

il prodotto tra due elementi dell'algebra di Zorn si definisce:

che corrisponde alla comune moltiplicazione di matrici se si eccettuano i termini di prodotto
vettoriale che rendono questa moltiplicazione non-associativa.

Con queste definizioni, si ha che gli ottetti possono essere espressi in forma "matricial-vettoriale™
nell'algebra di Zorn. Si ha che un ottetto X puo esser messo nella forma:

dove x e y sono numeri reali e v e w sono vettori in R3. Si noti la somiglianza con la
rappresentazione matriciale dei quaternioni:
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dove stavolta x,y,v,w sono tutti numeri reali.

Il "determinante" di una matrice di Zorn si definisce come consueto:

Questo determinante & una forma quadratica dell'algebra di Zorn che soddisfa la regola:

Pertanto il determinante della matrice di Zorn associato ad un ottetto é:

i)

ossia la norma al quadrato stessa dell'ottetto.
Proprieta

Gli ottetti forniscono l'unica algebra a dimensione-finita non-associativa definibile sul campo dei
numeri reali. Le uniche algebre a dimensione finita associative sono costituite dai numeri reali stessi
(algebra monodimensionale), dai numeri complessi (algebra bidimensionale) e dai guaternioni
(algebra quadridimensionale). Mentre gia con i quaternioni si perde la commutativita della
moltiplicazione, gli ottetti perdono anche I'associativita:

In essi comungue non esistono divisori dello zero.

»~ Lo stesso argomento in dettaglio: Dominio di integrita.

Tuttavia essi sono collegati ad alcune strutture matematiche come i gruppi di Lie eccezionali. Il
gruppo degli automorfismi (simmetrici) degli ottetti € il gruppo di Lie G2.

Sedenione

Da Wikipedia, I'enciclopedia libera.
(Reindirizzamento da Sedenioni)
Jump to navigation Jump to search

Questa voce o sezione sull’argomento matematica non cita le fonti necessarie o quelle
=~ Ppresenti sono insufficienti.

Puoi migliorare questa voce aggiungendo citazioni da fonti attendibili secondo le linee guida
sull'uso delle fonti. Segui i suggerimenti del progetto di riferimento.
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| sedenioni formano un'algebra a 16 dimensioni sul campo dei numeri reali; questa puo considerarsi
ottenuta applicando la costruzione di Cayley-Dickson sull'algebra degli ottetti.

Come per gli ottetti, la moltiplicazione dei sedenioni non € né commutativa né associativa.

A differenza degli ottetti, i sedenioni non hanno la proprieta dell'algebra alternativa, ma
mantengono quella della potenza associativa. | sedenioni hanno I'elemento unita della
moltiplicazione e molti sedenioni sono invertibili; essi, perd, non costituiscono un‘algebra di
divisione, dato che alcuni di essi sono divisori dello zero.

| sedenioni si possono ottenere come combinazioni lineari dei seguenti sedenioni invertibili: 1, e,
€2, €3, €4, €s, €6, €7, €3, €9, €10, €11, €12, €13, €14, €15. IN altre parole i precedenti elementi costituiscono
una base dello spazio vettoriale dei sedenioni. Come si vede tutti questi elementi sono invertibili,
cioe unita.

La matrice moltiplicativa delle unita dei sedenioni & presentata qui sotto.

X |1|e1 e2|e3 e4|65 66|67 €8] €9 €10/ €11 €12/ €13 €14|€15
1/1|e1|ezx|e3|es|€5 e6|€7 €8|€9 €10/€11|C12|€13 C14 €15
ere1 -1 e3 -e2 es |-e4|-€7| €6 €9 -€8 -€11 €10 -€13/€12 | €15 -€14
e2/e2|-e3/ -1 |e1|e6 | €7 |-€4|-€5e10/€11|-€8 |-€9 -€14-€15 €12 |€13
e3e3 e2 -e1 -1 e7 |-es| €5 -€4 e11-B10 €9 |-€8 -€15 €14 -€13 €12
€4|€4|-65 -6 -7 -1 | €1 | €2 | €3 e12 €13 €14 €15 -€8|-€9 -€10-€11
es5|e5 €4 -7 es -e1|-1 |-e3| €2 e13-e12 €15 -e14| €9 |-€8 €11 -€10
€6 /66| €7 | €4 |-€5/-€2| €3 | -1 |-€1|e14]-€15-€12|€13 | €10 [-€11/-€8 | €9
e7|e7|-es| €5 | €4 |-e3|-€2| e1 | -1 |e1s €14 -e13-€12/ €11 | €10 |-€9 -€8
€g|es |-€9 -e10-€11-e12-€13-€14-€15/-1 | €1 | €2 | €3 | es | €5 | €6 | €7
€9 €9 €s -e11 €10 -e13/€12 €15 -€14-€1 -1 -e3|e2 |-e5|e4 | €7 -€6
€10€10 €11 €8 |-€9 -e14-€15/€12 €13 -€2 €3 -1 -e1 -es|-e7 €4 | €5
€11€11-€10 €9 | €s -B15 €14 -€13/€12 -€3/-€2 €1 -1 -e7 | es |-65| €4
€12/€12 €13 14 €15 €8 -9 -€10-€11-€4 €5 €6 €7 |-1 |-e1/-€2 -€3
€13€13-€12 €15 -€14 €9 €8 |€11-€10-€5-€4 €7 -es €1 -1 | e3 -e2
€14/€14-€15-€12 €13 | €10 -€11/ €8 | €9 |-B6/ -€7|-€4 €5 | €2 -e3|-1 | e1
€15€15 €14 -€13-€12 €11 €10 |-€9 | €3 -€7 €6 -€5 -4 €3 €2 |-e1 -1
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Algebre di Clifford

L'algebra di Clifford & un‘altra famiglia di numeri ipercomplessi. E interessante
osservare che le algebre di Clifford sono sempre associative, al contrario delle algebre
che scaturiscono dalla costruzione di Cayley-Dickson.
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Algebra di Clifford
Da Wikipedia, I'enciclopedia libera.
Jump to navigation Jump to search

In algebra lineare, un‘algebra di Clifford é una struttura algebrica che generalizza la nozione di
numero complesso e di quaternione. Lo studio delle algebre di Clifford é strettamente legato alla
teoria delle forme guadratiche, e ha importanti applicazioni nella geometria e nella fisica teorica. Il
loro nome deriva da quello del matematico William Kingdon Clifford che le introdusse nel 1878,
partendo dallo studio di altri due oggetti algebrici analoghi, I'algebra dei quaternioni e le algebre di
Grassmann(tl,

-
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Definizione

Un'algebra di Clifford é un'algebra associativa, ovvero uno spazio vettoriale dotato di una
operazione associativa di prodotto tra vettori, che possiede come ulteriore struttura una forma

quadratica . L'algebra di Clifford e definita a partire da uno spazio vettoriale come

I'algebra "piu generale" generata da che rispetta la condizione:

Se ha come sostegno un campo la cui caratteristica non € pari a 2, & possibile riscrivere la

relazione sopra nei termini della forma bilineare simmetrica associata alla forma quadratica

In generale, per le algebre di Clifford in caratteristica 2 non valgono molte delle proprieta descritte
nel sequito.


https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#mw-head
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#p-search
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_lineare
https://it.wikipedia.org/wiki/Struttura_algebrica
https://it.wikipedia.org/wiki/Numero_complesso
https://it.wikipedia.org/wiki/Quaternione
https://it.wikipedia.org/wiki/Forma_quadratica
https://it.wikipedia.org/wiki/William_Kingdon_Clifford
https://it.wikipedia.org/wiki/1878
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Grassmann
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Grassmann
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#cite_note-1
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#Definizione
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#Costruzione
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#Basi_e_dimensione
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#Algebre_di_Clifford_e_algebre_esterne
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#Algebre_di_Clifford_su_spazi_reali_e_complessi
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#Applicazioni_fisiche
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#Note
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#Bibliografia
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#Voci_correlate
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_di_Clifford#Collegamenti_esterni
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_associativa
https://it.wikipedia.org/wiki/Spazio_vettoriale
https://it.wikipedia.org/wiki/Associativit%C3%A0
https://it.wikipedia.org/wiki/Algebra_su_campo
https://it.wikipedia.org/wiki/Caratteristica_(algebra)
https://it.wikipedia.org/wiki/Forma_bilineare

Una definizione piu formale e la seguente: dato uno spazio vettoriale Su un campo ,
un‘algebra di Clifford e una algebra associativa su per la quale esiste una mappa lineare
tale che , ed inoltre, data una qualunque altra algebra su associativa e una

mappa lineare per cui , esiste un unico omomorfismo di algebre per cui vale la

relazione , ovvero il diagramma sotto commuta?:

Vv —5CUV,Q)

|
J T

1
A

Poiché la funzione e iniettiva, € usuale utilizzarla come una immersione e considerare

come un sottospazio di

Costruzione

Dati come elementi di partenza uno spazio vettoriale ed una forma quadratica , € sempre
possibile costruire I'algebra di Clifford relativa: si costruisce I'algebra tensoriale , quindi si
considera I'ideale bilatero generato dagli elementi:

L'algebra di Clifford & il quoziente:

Basi e dimensione

Data una base dello spazio vettoriale di partenza di dimensione , € possibile costruire
una base dell'algebra utilizzando tutti i possibili prodotti formati da vettori di base distinti:

Il numero di possibili prodotti distinti formati da elementi estratti dagli elementi della

base di e dato dal coefficiente binomiale ; la dimensione dell'algebra ¢ allora:
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Se consideriamo una base ortonormale di (che esiste sempre se la caratteristica é diversa da 2)
si ha per definizione:

Dalla identita fondamentale delle algebre di Clifford segue allora:

E anche possibile estendere la forma quadratica dallo spazio all'algebra di Clifford stessa;
e infatti sufficiente richiedere le seguenti condizioni:

o gli elementi del tipo sono ortogonali tra di loro se lo sono gli elementi cheli
compongono;

« laforma quadratica estesa € lineare rispetto al prodotto:

Algebre di Clifford e algebre esterne

L'algebra esterna viene costruita sullo spazio vettoriale dotandolo di un prodotto wedge

tra i vettori. Essa & isomorfa a come spazio vettoriale; se non € uno spazio vettoriale su un
campo di caratteristica 2, esiste un isomorfismo canonico dato dalla corrispondenza

dove € una base ortogonale per . Questo isomorfismo diventa isomorfismo di algebre solo

nel caso in cui ; in generale, pero, la forma quadratica dota I'algebra di Clifford di una struttura
piu ricca di quella dell'algebra esterna. L'algebra di Clifford puo infatti essere vista come una
quantizzazione dell'algebra esterna.

Algebre di Clifford su spazi reali e complessi

Le algebre di Clifford pit importanti sono quelle costruite su spazi reali e complessi a dimensione

finita, e dotate di una forma quadratica anisotropa (ovvero per cui per ogni vettore non

nullo). Tramite un cambio di coordinate € possibile scrivere in forma diagonale:
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dove e la dimensione dello spazio; la coppia e detta segnatura della forma quadratica; lo

spazio viene scritto come , € I'algebra di Clifford corrispondente viene usualmente indicata con

Per quanto riguarda gli spazi reali , € sempre possibile trovare una base con vettori di

normale vettori di norma -1. Le piu semplici algebre sono:

. : @ isomorfo a ( );

. : @ un‘algebra a due dimensioni, generata da un singolo vettore, il cui quadrato vale -1,
pertanto € isomorfo a ;

. : @ un‘algebra quadridimensionale generata da , dove gli ultimi tre elementi hanno
quadrato -1 e anticommutano tra di loro, pertanto é isomorfa al corpo dei quaternioni ;

. : @ isomorfa a

Le algebre di Clifford possono quindi essere viste come una generalizzazione del concetto di
numero complesso e di quaternione.

Una forma quadratica su spazi complessi si puo invece ricondurre ad un'unica forma standard:

dove e la dimensione dello spazio vettoriale complesso. Segue che tutte le algebre di Clifford
complesse in una data dimensione sono isomorfe tra di loro, e vengono indicate con ; esse

corrispondono in effetti alla complessificazione della corrispondente algebra reale

Le algebre piu semplici sono:
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. (matrici complesse ).

Applicazioni fisiche
»~ Lo stesso argomento in dettaglio: Gamma di Dirac ed Equazione di Dirac.

La algebre di Clifford hanno numerose applicazioni in fisica teorica. Le matrici di Dirac possiedono
la sequente proprieta:

dove e la matrice di una forma quadratica di segnatura . A meno di un fattore 2, queste

relazioni definiscono I'algebra di Clifford . Le matrici di Dirac costituiscono un isomorfismo
tra I'algebra di Clifford e I'algebra delle matrici complesse.

Usualmente vengono utilizzate matrici di segnatura (1,3) per lo spazio di Minkowski e l'algebra che

ne risulta & isomorfa a quella delle matrici complesse ; €sse sono utilizzate per esprimere
I'equazione di Dirac, che regola il moto delle particelle fisiche a spin semi-intero.

Note

1. ~ Roger Penrose, La strada che porta alla realta, Milano, Rizzoli, 2005 [2004], pp. 202-
203, ISBN 88-17-01233-5.
2. \ Sidice anche che I'algebra di Clifford soddisfa la proprieta universale.
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Collegamenti esterni
¢ (EN) Clifford Algebra, su MathWorld.

® (EN) Le algebre di Clifford nella costruzione degli ottonioni, su math.ucr.edu

2.3 Clifford Algebras

William Clifford invented his algebras in 1876 as an attempt to generalize the quaternions to higher
dimensions, and he published a paper about them two years later [20]. Given a real inner product

CLff(V
space V, the Clifford algebra W) is the associative algebra freely generated by ¥ modulo the
relations

o = —[luli®

velV } . . -
for all . Equivalently, it is the associative algebra freely generated by ¥ modulo the relations

vw + wy = —2{v, w)

yweV ClLiff (1)

for all ! . If V= E" with its usual inner product, we call this Clifford algebra

-1
Concretely, this is the associative algebra freely generated by nanticommuting square roots of .
From this we easily see that

CIiff(0) = R, Cliff(1) = C, CLff(2) = H.

So far this sequence resembles the iterated Cayley-Dickson construction -- but the octonions are not
a Clifford algebra, since they are nonassociative. Nonetheless, there is a profound relation between
Clifford algebras and normed division algebras. This relationship gives a nice way to prove that

C,H 0 L : : :
K and are the only normed dvivision algebras. It is also crucial for understanding the

geometrical meaning of the octonions.

To see this relation, first suppose Kis a normed division algebra. Left multiplication by any element

ac K
gives an operator

al|=1 L. . . . . . .
If e , the operator  is norm-preserving, so it maps the unit sphere of Kto itself. Since Eis a

division algebra, we can find an operator of this form mapping any point on the unit sphere to any
other point. The only way the unit sphere in Kcan have this much symmetry is if the norm on K
comes from an inner product. Even better, this inner product is unique, since we can use the
polarization identity

1
(ey) =5 (l=+ yli* — ll=l* — lsll®)
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to recover it from the norm.

: . acK_ : I
Using this inner product, we say an element is imaginary if it is orthogonal to the element 1,

Im(K) L . Im(E)
and we let be the space of imaginary elements of K. We can also think of as the

. . . . . . a—+ L,
tangent space of the unit sphere in Kat the point 1. This has a nice consequence: since maps

Im
the unit sphere in Kto the Lie group of orthogonal transformations of K, it must send ¥ to the
L
Lie algebra of skew-adjoint transformations of K. In short, ~ is skew-adjoint whenever a is
imaginary.

a € Im(K)

Ly
The relation to Clifford algebras shows up when we compute the square of  for We

L
can do this most easily when ahas norm 1. Then " is both orthogonal and skew-adjoint. For any
orthogonal transformation, we can find some orthonormal basis in which its matrix is block

2x2
diagonal, built from 8 blocks that look like this:

cos  sind
—ginf cos@
. 1x1 . .11 . C
and possibly a block like this: ~ *. Such a transformation can only be skew-adjoint if it
2x2
consists solely of 8 blocks of this form:

:I:(_Ul {1})

. . . -1 Ly=-1 a € Im(K)
In this case, its square is . We thus have when has norm 1. It follows that

2 2
Ly = —llall

a € Im(K) : : , Cliff (Tm(K))
for all . We thus obtain a representation of the Clifford algebra on K. Any n-

. : o . . : : Cliff(n — 1
dimensional normed division algebra thus gives an n-dimensional representation of { }. As

we shall see, this is very constraining.

CLff(2
We have already described the Clifford algebras up to { }. Further calculations [50,73] give the

Aln X n
following table, where we use | ]to stand for matrices with entries in the algebra A:
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Cliff(n)

1]

0 E

1 C

2 H

3 H & H

4 H[2]

5 4]

6 R[]

7 | B[8] & R[]

Table 2 — Clifford Algebras

Starting at dimension 8, something marvelous happens: the table continues in the following fashion:

Cliff(n + 8) = Cliff(n) @ E[16).

Cliff(n + 8 . 16 x 16 . . .. Cliff . .
In other words, {n }con5|sts of matrices with entries in {n}. This 'period-8'

behavior was discovered by Cartan in 1908 [13], but we will take the liberty of calling it Bott
periodicity, since it has a far-ranging set of applications to topology, some of which were
discovered by Bott.

Since Clifford algebras are built from matrix algebras over & and M, it is easy to determine their
representations. Every representation is a direct sum of irreducible ones, or irreps. The only irrep of

E[n]

Ti
is its obvious one via matrix multiplication on E® . Similarly, the only irrep of ] is the

T
obvious representation on £*, and the only irrep of H ]is the obvious one on H".

Cliff(n
Glancing at the above table, we see that unless nequals 3or Tmodulo §, { }is a real, complex
or quaternionic matrix algebra, so it has a unique irrep. For reasons to be explained later, this irrep
P, Cliff{n
is known as the space of pinors and denoted " When nis 3or Tmodulo 8, the algebra { }is a
direct sum of two real or quaternionic matrix algebras, so it has two irreps, which we call the

positive pinors " and negative pinors " . We summarize these results in the following table:


http://math.ucr.edu/home/baez/octonions/node22.html#Cartan2

Cliff(n) |. Cliff(n )
irreps of

0 R B=R
1| ¢ |B=€
2 H Pp=H
,| HeH |Pf=HP =H
. HY [m=m
5| C4 |B=C
o RS | R=F

; |Ri8| @ R[§] | P} =T, Py =B

Table 3 — Pinor Representations

Examining this table, we see that in the range of dimensions listed there is an n-dimensional
. Cliff(n — 1) n=124, : . .
representation of only for and 8. What about higher dimensions? By Bott

Cliff(n + 8 Cliff
periodicity, the irreducible representations of o }are obtained by tensoring those of =)

=8
by E'¢. This multiplies the dimension by 16, so one can easily check that for " , the irreducible

. Cliff(n — 1) . :
representations of always have dimension greater than n.

1,2, 4
It follows that normed division algebras are only possible in dimensions ° ~ "and 8. Having

constructed %G IEIand u, we also know that normed division algebras exist in these dimensions.
The only remaining question is whether they are unique. For this it helps to investigate more deeply
the relation between normed division algebras and the Cayley-Dickson construction. In what
follows, we outline an approach based on ideas in the book by Springer and VVeldkamp [83].

First, suppose Kis a normed division algebra. Then there is a unique linear operator #: K — Ksuch

a*=—-a_ aclm . ] . .
that 1* = 1and for {lﬂ. With some calculation one can prove this makes Kinto a

nicely normed #-algebra.

K. L .

Next, suppose that is any subalgebra of the normed division algebra E. It is easy to check that
. . A . Ky . . i€
is a nicely normed #-algebra in its own right. If s not all of K, we can find an element

that is orthogonal to every element of e . Without loss of generality we shall assume this element

. ) .. 1e e L
has norm 1. Since this element iis orthogonal to %o , it is imaginary. From the definition of the


http://math.ucr.edu/home/baez/octonions/node22.html#SV

¥

i i
, and from results earlier in this section we have . With

i a,a €
further calculation one can show that for all Ko we have

i
xoperator it follows that

afia’) = i(a*a"),  (ai)a’ = (@™, (ia){a"i™") = (aa)*

A glance at equation (1) reveals that these are exactly the relations defining the Cayley-Dickson

construction! With a little thought, it follows that the subalgebra of Kgenerated by I‘}I{'and iis

T
isomorphic as a *-algebra to H", the #-algebra obtained from I%"by the Cayley-Dickson
construction.

Thus, whenever we have a normed division algebra Ewe can find a chain of subalgebras
E= CEc CE, =K o .
%o such that e =Ky . To construct e , we simply need to choose a

. K
norm-one element of Kthat is orthogonal to every element of . It follows that the only normed

C,H o _ . .
division algebras of dimension 1, 2, 4 and 8 are B, and . This also gives an alternate proof

that there are no normed division algebras of other dimensions: if there were any, there would have

: : o . : : :
to be a 16-dimensional one, namely =~ — the sedenions. But as mentioned in Section 2.2, one can
check explicitly that the sedenions are not a division algebra.

Clifford Algebra

Let Vbe an r-dimensional linear space over a field £, and let @be a quadratic form on ¥. A Clifford
algebra is then defined over T (V)/1(Q), where T (Vlis the tensor algebra over Vand Zis a particular
ideal of T (V).

Clifford algebraists call their higher dimensional numbers hypercomplex even though they do not
share all the properties of complex numbers and no classical function theory can be constructed
over them.

When Vis Euclidean space, the Clifford algebra is generated by the standard basis vectors «with the
relations

E‘Z

-1 (1)
=€) € (2)

£ €

for i # j. The standard Clifford algebra is then generated additively by elements of the form “1 - i
, Where i1 <... < i, and so the dimension is 2, where nis the dimension of V.

The defining relation in the general case with vectors ¥. w € Vis
vi=-0(), (3)

where @ (vJdenotes the quadratic form, or equivalently,
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YW+wy=-28(v,w), (4)

where Bis the symmetric bilinear form associated with €.

Clifford algebras are associative but not commutative.

When @ (v) =0, the Clifford algebra becomes exterior algebra.

Clifford algebras are used to define spinors.

SEE ALSO: Algebra, Hypercomplex Number, Quaternion, Spin Group, Spinor, Spinor Field,
Vector Space

Portions of this entry contributed by Todd Rowland
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12.- Ulteriori algebre di antico interesse

Un omomorfismo tra due algebre sul campo K, A e B, € una funzione tale che per ogni kin K e
Xy inA,
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o F(kx) = kF(x)
o F(x+y)=FX +F(y)
o F(xy) = F(X)F(y)

Se F ¢é biettiva allora F & detta isomorfismo tra A e B.

Algebra di Jordan
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In algebra astratta un‘algebra di Jordan é un'algebra su campo, non necessariamente associativa i
cui prodotti soddisfano i seguenti assiomi:

1. (proprieta commutativa);

2. (identita di Jordan);

Il prodotto di due elementi x e y in un'algebra di Jordan & anche indicato con x oy, in particolare per
evitare confusione con il prodotto di una algebra associativa collegata.

Le algebre di Jordan furono introdotte per la prima volta da Pascual Jordan nel 1933 per
formalizzare la nozione di algebra di un'osservabile in meccanica quantistica.
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Algebre di Jordan speciali

Data un‘algebra associativa A (che non sia di caratteristica 2), si puo costruire un'algebra di Jordan
A" usando la sottostante operazione di somma nello spazio vettoriale. Un'algebra associativa €
un‘algebra di Jordan se e solo se € commutativa, nel caso in cui non sia commutativa e possibile
definire una nuova operazione di moltiplicazione su A e renderla commutativa e quindi costruire
un‘algebra di Jordan. La nuova moltiplicazione x o y é definita come segue:
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Questo definisce un'algebra di Jordan A™ e queste algebre, cosi come ogni sottoalgebra di queste
algebre sono dette algebre di Jordan speciali. Tutte le altre algebre di Jordan sono dette algebre di
Jordan eccezionali. Il teorema di Shirshov-Cohn afferma che ogni algebra di Jordan con due
generatori € speciale. Collegato a questo il teorema di Macdonald afferma che ogni polinomio in tre
variabili, che abbia grado uno in una delle variabili e che si annulli in ogni algebra di Jordan
speciale si annulla in ogni algebra di Jordan.

Algebre di Jordan hermitiane

Sia (A, o) con (anti-involuzione) o, se a(X)=x e o(y)=y allora:

Quindi I'insieme di tutti gli elementi fissati dall'involuzione (talvolta detti elementi hermitiani)
formano una sottoalgebra di A* (talvolta indicata con HA,0).

Esempi

1. L'insieme delle matrici autoagagiunte reali, (complesse o quaternioniche) con lI'operazione di
moltiplicazione:

forma un'algebra di Jordan speciale.

1. L'insieme delle matrici autoaggiunte 3x3 sugli ottetti non associativi, ancora con la
moltiplicazione

e una algebra di Jordan eccezionale di dimensione 27. Il suo gruppo degli automorfismi é legato al
gruppo di Lie eccezionale F4. Dato che sui reali questa e I'unica algebra di Jordan eccezionale essa e
talvolta chiamata I'algebra di Jordan eccezionale (al singolare). E stato il primo esempio di Algebra
di Albert.

Vedere anche

e sistema triplo di Jordan
e coppia di Jordan
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Puoi migliorare questa voce aggiungendo citazioni da fonti attendibili secondo le linee guida
sull'uso delle fonti. Segui i suggerimenti del progetto di riferimento.

In matematica, e in particolare in algebra, per algebra alternativa si intende un'algebra su campo
per la quale valgono le identita (xx)y=x(xy) e y(xx)=(yx)x per ogni elemento x ey, cioé se il prodotto
e alternativo.

Equivalentemente si puo definire come algebra alternativa un‘algebra su un campo tale che ogni
sottoalgebra generata da due dei suoi elementi € associativa. L'equivalenza delle due definizioni &
conosciuta come teorema di Artin.

Per ogni due elementi x e y di un‘algebra alternativa vale un'altra semplice identita: (xy)x = x(yx).
Questa viene detta legge flessibile.

Ogni algebra associativa € evidentemente alternativa, ma vi sono anche algebre alternative non
associative, come quella degli ottonioni.

Nelle algebre su di un campo l'alternativita € una condizione piu debole dell'associativita, ma piu
stringente dell'associativita delle potenze.

Identita di Jacobi
Da Wikipedia, I'enciclopedia libera.
Jump to navigation Jump to search

In matematica e in fisica, I'identita di Jacobi, il cui nome si deve a Carl Gustav Jakob Jacobi, & una
proprieta di bilinearita la quale dipende dall'ordine di valutazione dell'operazione data.
Diversamente dalle operazioni associative, € importante I'ordine di valutazione delle quantita che
devono soddisfare all'identita di Jacobi.
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Definizione

L'identita di Jacobi é la relazione della seguente forma:

dove ¢ il commutatore.

Un'operazione binaria definita su un insieme con un'operazione binaria con identita

additiva (elemento neutro rispetto a ) soddisfa I'identita di Jacobi se:

Ovvero se la somma di tutte le permutazioni pari di deve essere nulla.

Questa identita puo essere presa in considerazione per qualsiasi anello intendendo che sia :
cioé che le parentesi quadrate caratterizzino il commutatore degli elementi dell'anello. In

particolare, I'identita puo essere presa in considerazione quando : e sono elementi di

un‘algebra e, ancora piu in particolare, quando , e denotano matrici quadrate su un
campo. Una tale algebra in genere non e anticommutativa.

L'identita di Jacobi interviene anche nella definizione dell'algebra di Lie come assioma per la legge

di composizione data dalla scrittura . In un'esposizione generale questa composizione viene
trattata assiomaticamente, in una applicazione viene definita costruttivamente. Applicazioni di
rilievo si hanno nella meccanica analitica e nella meccanica quantistica.
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Un loop € una struttura algebrica non associativa usata in matematica.
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Definizione

Un loop consiste di un insieme non vuoto dotato di un'operazione binaria

tale che:

1. esiste un elemento , detto neutro, tale che per ogni ;
2. l'equazione ha un'unica soluzione

3. l'equazione ha un'unica soluzione
Proprieta
« ogni quasigruppo dotato di elemento neutro e un loop ed ogni loop € un left loop;

e ogni elemento del loop ha un unico inverso sinistro e un unico inverso destro;
e un loop associativo & un gruppo.
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La teoria dei loop é riconducibile a quella dei gruppi sebbene non possa essere completamente
ricondotta ad essa in modo lineare ed esaustivo.

Loop, envelope e folder
Dato un loop definiamo alcune mappe caratteristiche

« le traslazioni sinistre,
e le traslazioni destre,
o le deviazioni centrali,
« le deviazioni sinistre,
e le deviazioni destre,
Tali mappe ci consentono di definire alcuni gruppi associati ad un loop. Tali gruppi sono
« il gruppo delle traslazioni, generato da tutte le traslazioni del loop
e il gruppo delle traslazioni sinistre, generato da tutte le traslazioni sinistre del loop

« il gruppo delle traslazioni destre, generato da tutte le traslazioni sinistre del loop

Tali gruppi agiscono in modo naturale su come elementi del gruppo simmetrico su .In
particolare i relativi stabilizzatori dell'elemento neutro sono generati dalle rispettive deviazioni.

La tripla dove e lo stabilizzatore in dell'elemento neutro e I'insieme delle
traslazioni sinistre, prende il nome di envelope fedele.
Viceversa, una tripla dove € un gruppo, e un sottogruppo di ed eun

trasversale sinistro del quoziente per ogni prende il nome di folder.

Left loop e condizione di Bruck
Famiglie di loop
Loop di Moufang (da Ruth Moufanq)

Si tratta di un loop che soddisfa I'identita per ogni a, b, cin
Proprieta
e | Moufang loops non banali, cioé che non siano gruppi, soddisfano una forma debole di

associativita.
o Laseguente identita
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(ab)(ca) = (a(bc))a

(moltiplicazione per giustapposizione) é equivalente a ciascuna delle seguenti

a(b(ac)) = ((ab)a)c
a(b(ch)) = ((ab)c)b

Le tre precedenti equazioni sono denominate identita di Moufang. Con ognuna e possibile definire
un Moufang loop.

« Caratterizzando le precedenti identita ponendo pari all'elemento neutro uno degli elementi,
si ha

a(ab) = (aa)b
(ab)b = a(bb)
a(ba) = (ab)a

pertanto, tutti i Moufang loops sono alternativi.

e Moufang ha dimostrato inoltre che il subloop generato da uno dei due elementi del Moufang
loop é associativo (e dunque é un gruppo), quindi i Moufang loops manifestano la
associativita della potenza.

« Quando si lavora con i Moufang loops, & uso comune non usare le parentesi in espressioni
con solo due elementi distinti.

Loop (algebra)
Da Wikipedia, I'enciclopedia libera.
Jump to navigation Jump to search
Questa voce o sezione sull'argomento matematica non cita le fonti necessarie o quelle
~z~. Presenti sono insufficienti.

Puoi migliorare questa voce aggiungendo citazioni da fonti attendibili secondo le linee guida
sull'uso delle fonti. Segui i suggerimenti del progetto di riferimento.

Un loop € una struttura algebrica non associativa usata in matematica.

-
Indice

e 1 Definizione
e 2 Proprieta
e 3 Loop, envelope e folder
o 4 Left loop e condizione di Bruck
o 5 Famiglie di loop
o 5.1 Loop di Moufang (da Ruth Moufang)

= 5.1.1 Proprieta
e 6 Loop ottonionico



https://it.wikipedia.org/w/index.php?title=Giustapposizione&action=edit&redlink=1
https://it.wikipedia.org/w/index.php?title=Alternativi&action=edit&redlink=1
https://it.wikipedia.org/wiki/Associativit%C3%A0_della_potenza
https://it.wikipedia.org/wiki/Loop_(algebra)#mw-head
https://it.wikipedia.org/wiki/Loop_(algebra)#p-search
https://it.wikipedia.org/wiki/Wikipedia:Uso_delle_fonti
https://it.wikipedia.org/w/index.php?title=Loop_(algebra)&action=edit
https://it.wikipedia.org/wiki/Wikipedia:Fonti_attendibili
https://it.wikipedia.org/wiki/Wikipedia:Uso_delle_fonti
https://it.wikipedia.org/wiki/Wikipedia:Uso_delle_fonti
https://it.wikipedia.org/wiki/Progetto:Matematica
https://it.wikipedia.org/wiki/Struttura_algebrica
https://it.wikipedia.org/wiki/Matematica
https://it.wikipedia.org/wiki/Loop_(algebra)#Definizione
https://it.wikipedia.org/wiki/Loop_(algebra)#Proprietà
https://it.wikipedia.org/wiki/Loop_(algebra)#Loop,_envelope_e_folder
https://it.wikipedia.org/wiki/Loop_(algebra)#Left_loop_e_condizione_di_Bruck
https://it.wikipedia.org/wiki/Loop_(algebra)#Famiglie_di_loop
https://it.wikipedia.org/wiki/Loop_(algebra)#Loop_di_Moufang_(da_Ruth_Moufang)
https://it.wikipedia.org/wiki/Loop_(algebra)#Proprietà_2
https://it.wikipedia.org/wiki/Loop_(algebra)#Loop_ottonionico
https://it.wikipedia.org/wiki/File:Question_book-4.svg

Definizione

Un loop consiste di un insieme non vuoto dotato di un'operazione binaria
tale che:

1. esiste un elemento , detto neutro, tale che per ogni ;

2. l'equazione ha un'unica soluzione

3. l'equazione ha un'unica soluzione
Proprieta

e 0gni guasigruppo dotato di elemento neutro e un loop ed ogni loop & un left loop;
e ogni elemento del loop ha un unico inverso sinistro e un unico inverso destro;
e un loop associativo & un gruppo.

La teoria dei loop e riconducibile a quella dei gruppi sebbene non possa essere completamente
ricondotta ad essa in modo lineare ed esaustivo.

Loop, envelope e folder

Dato un loop definiamo alcune mappe caratteristiche

le traslazioni sinistre,

e le traslazioni destre,
« le deviazioni centrali,
« le deviazioni sinistre,
o le deviazioni destre,
Tali mappe ci consentono di definire alcuni gruppi associati ad un loop. Tali gruppi sono
« il gruppo delle traslazioni, generato da tutte le traslazioni del loop
« il gruppo delle traslazioni sinistre, generato da tutte le traslazioni sinistre del loop

e il gruppo delle traslazioni destre, generato da tutte le traslazioni sinistre del loop

Tali gruppi agiscono in modo naturale su come elementi del gruppo simmetrico su .In
particolare i relativi stabilizzatori dell'elemento neutro sono generati dalle rispettive deviazioni.
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La tripla dove e lo stabilizzatore in dell'elemento neutro e I'insieme delle
traslazioni sinistre, prende il nome di envelope fedele.
Viceversa, una tripla dove € un gruppo, e un sottogruppo di ed eun

trasversale sinistro del quoziente per ogni prende il nome di folder.

Left loop e condizione di Bruck
Famiglie di loop
Loop di Moufang (da Ruth Moufang)

Si tratta di un loop che soddisfa I'identita per ogni a, b, cin
Proprieta
e | Moufang loops non banali, cioé che non siano gruppi, soddisfano una forma debole di
associativita.
o Laseguente identita
(ab)(ca) = (a(bc))a

(moltiplicazione per giustapposizione) € equivalente a ciascuna delle seguenti

a(b(ac)) = ((ab)a)c
a(b(ch)) = ((ab)c)b

Le tre precedenti equazioni sono denominate identita di Moufang. Con ognuna e possibile definire
un Moufang loop.

« Caratterizzando le precedenti identita ponendo pari all'elemento neutro uno degli elementi,
si ha

a(ab) = (aa)b
(ab)b = a(bb)
a(ba) = (ab)a

pertanto, tutti i Moufang loops sono alternativi.

e Moufang ha dimostrato inoltre che il subloop generato da uno dei due elementi del Moufang
loop e associativo (e dunque € un gruppo), quindi i Moufang loops manifestano la
associativita della potenza.

e Quando si lavora con i Moufang loops, & uso comune non usare le parentesi in espressioni
con solo due elementi distinti.
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. o Questa voce sull'argomento algebra é solo un abbozzo.

r ;‘f Contribuisci a migliorarla secondo le convenzioni di Wikipedia.

AV AW

Interpretazione geometrica di un prodotto esterno di n vettori (u,v,w) per ottenere un vettore n
(elementi paralleletopi) dove n= grado, per n = 1,2,3. | circoli mostrano I'orientamento

L'algebra di Grassmann o algebra esterna di un dato spazio vettoriale sopra un campo
e una certa algebra associativa dotata di elemento neutro, generata dalla definizione di un prodotto

esterno o prodotto wedge scritto come . E denotata con e contiene come
sottospazio. Le algebre esterne sono molto utilizzate nella geometria differenziale e nella geometria
algebrica (algebra esterna delle forme differenziali) oltre che nell'algebra multilineare e nei settori
collegati.

Il prodotto esterno é associativo e bilineare; la sua proprieta essenziale é che sia alternante su
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per tutti i vettori

ossia:

per ogni vettore , e

qualora siano linearmente dipendenti.

Il concetto di prodotto esterno generalizza i concetti di prodotto vettoriale e di triplo prodotto
scalare della geometria euclidea tridimensionale. Esso fornisce un modo algebrico astratto,
indipendente dalla scelta di una base, per descrivere il determinante e i minori di una trasformazione
lineare. E quindi collegato alle idee di indipendenza lineare e di rango.

L'algebra di Grassmann e I'esempio prototipo di algebre supercommutative. Queste sono algebre
con una decomposizione in variabili pari e dispari che soddisfa una versione graduata della
commutativita (in particolare, elementi dispari anticommutano).
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