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1. RICHIAMI SULLE SUCCESSIONI

DEFINIZIONE 1. Si dice successione reale una funzione dall insieme dei
numen naturali all insieme der numeri reali.

Una successione ¢ dunque una funzione avente per dominio N = il 2, 3. b8
per codominio R.

| numen a,.a,.a;.....a,.... sidicono termini o elementi della successione.
a, ¢ il termine k-esimo o termine generale della successione.

Una successione si indica anche con {ak}ké_” . 0 semplicemente con {a, }.

Esempi di successiont sono 1 seguenti

{a,} ={k-2}, {a.}={c-1}:

esplicitamente

=L 0. L2 34, .00 =lLL=1.1I=11:.s

DEFINIZIONE 2. Una successione {ak} s1 dice limitata inferiormente

(superiormente) se ¢ limitato inferiormente (superiormente) 1'insieme numerico
costituito dai suor termuni. /limitata s¢ ¢ limitata sia  inferiormente che

superiormente. illimitata se non ¢ limitata.

|
ESERCIZIO 1. Dimostrare che la successione { E} e limitata.

Soluzione. Pcr dimostrare che la successione ¢ limitata basta osservare che.

%Y k € N. s1 ha

]
| i
({k_]ﬁ
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(1l segno uguale solo per k = 1). La conclusione si ha osservando che ["Insieme

T . : S .
{1,.,2,_3, R der valori assunti dai termini della successione, ha 0 come

. #

estremo inferiore (non minimo) ed 1 come estremo supertore (massimo). O ¢ un

b

l

punto di accumulazione per {-E 2

DEFINIZIONE 3. Una successione {a, } si dice

a) crescente |decrescente] se, per ogni indice k. si ha
A <Ay, [ak > ak+1]~
b) non decrescente [non crescente| se. per ogni indice k. si ha

a, <ay, [a, 22y,
Le successioni non decrescenti ¢ quelle non crescentisi chiamano monotone

Ad esempio la successione {3*‘} ¢ crescente n quanto

. L : il
mentre la successione 1 ¢ decrescente poiché
1 l
— {: .
k k+1

Le successiont costanti (in cui tutti i termini sono uguali) sono sia non crescenti
che non decrescenti.

RICHIAMI SULLE SUCCESSIONI 3

DEFINIZIONE 4. Si dice che la successione {ak} ha per limite il numero
reale "' ¢ si scrive -

(1) lima, =7,

K —»an

se comunque si fiss1 un numero reale positivo €, esiste in corrispondenza un
mdice h € N tale che, ¥V k > h, risulti

< €,

‘Elk—ff

0ssia
—s<a,<l+e,

Le successioni aventi limite s1 dicono convergenti.
Se £ = 0 si dice che la successione {ak} C infinitesima.

j4l{—l—3
[2k+1

ESERCIZIO 2. Dimostrare che la successione } ha per limite 2.

Soluzione. Bisogna dimostrare che, fissato un numero positivo €, ¢ possibile
determinare un indice h € N tale che per k > h si abbia

4k+3_2
2k +1

< E.

Infatti da questa si ricava, essendo k > 1. <& . ciot <. da cul
. - 12k +1 2k +1 %

ol el

k> 5e—5

1 b= - I (S e
)0 che “converge a ¢ oppure che ~ fende a (™.

2 Nel seguito in luogo della (1) scriveremo liﬁn a, =4
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=iz 1 _
¢ quindi assumendo h = st ha
2e 2
’ 4k +3
Y ThAl
Ad esempio. sec € = 0.01. ¢ T = 49,5, per cul tutti 1 termum della
2¢€
. | . ‘ 403 .
successione, a partire da quello di indice 100 (¢ a,,, = ﬁ)' differiscono. in
1 luto, da 2 d'l(‘a 4{}71 P
alore a men —— (cos ==—_ |a;, — 2| <—=).
valore assoluto, da 2 meno d oop 2,0 = 557 - 101 ‘{100

B et
ESERCIZIO 3. Dimostrare che la successione {_l'(h} e Infinitesima.

Soluzione. Occorre provare che, comunque si fissi un numero positivo €, ¢
possibilé determinare in corrispondenza un indice h € N tale che ¥V k > h riesca

—& < 4 < E&.

La disuguaghanza di sinistra ¢ soddisfatta per ogni k (¢ > 0 ). quella di destra

, | . L il l .
¢ soddisfatta non appena si sceglic h = | — |©7 (& A < <E. s k > E) per cul
E ]
I . : .
k >— (ad esempio sc € = 0.02 la ag < € ¢ soddisfatta per k > 50).
£

() Con || s1 intende la parte intera del numero reale o, ossia 1l numero intero k
(positivo, negativo, o nullo) per cur k < a <k+1. Cosi

V2|=1, []=3. [-V2]=-2. [-8.7]=-9.

RICHIAMI SULLE SUCCESSIONI

N

, _ &k
ESERCIZIO 4. Dimostrare che la successione {(—1)]‘ E—} ¢ infinitesima.

all

Soluzione. Occorre provare che lim(—1) i 0. S1 ha infatti
k
1
jay = 1] = (“I)LE B

¢ quindi per I'esercizio 3 s1 ottiene
. i
Iim(-1)"—=0.
X k

DEFINIZIONE 5. Si dice che la successione {a, } & divergente positiva-
mente (negativamente) ¢ s1 SCrive

lima, =+ (limak . -m]_f
k k

se, comunque si fissi un numero reale positivo m, esiste un numero positivo h.
tale che V k > h, risulti a, > m (a <— m).

| k1
ESERCIZIO 5. Dimostrare che la successione { B ¢ divergente
J
positivamente.
.' : k* -1 L P
Soluzione. Basta scrivere = k - T In dettaglio s1 ha i >m. per
m+\fm2+4 L : m+vm’ +4 ~
k > > , € quind1 basta scegliere h = 5 Ad esempio se¢
m + J m” +4

poniamo m = 500 s1 ottiene h = 5 =300.002 e quindi per k > h

risulta a, > 500; infatt1 asg; = 500.998..., asgp=501.998... tutti maggiori di m.
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|"' 3

ESERCIZIO 6. Dimostrare che la successione {log, k') ¢ divergente

; 3

negativamenie.

-

Soluzione. La funzione log, x (x > 0) ¢ decrescente ( Iim log, x=—ux)

= =,
) 1

0ssl1a

log, k <—m, perk > 3",

¢ quindi basta scegliere h = 3™,

DEFINIZIONE 6. Si dice che la successione {ak} ¢ infinita se risulta

liinjak[ = +00.

Ovviamente una successione divergente positivamente o divergente negati-
vamente € necessariamente infinita. mentre il viceversa ¢ falso.

DEFINIZIONE 7. Una successione si dice regolare se ¢ convergente oppure
divergente (positivamente o negativamente). In caso contrario si dice non
regolare o indetermincita.

5k +3k+2 |
2K7 +k7 +10

Ad esempio le successiont ¢ » ¢ 1k} sono regolari. mentre la

: f k . ; ; ; S
successione {[~l) k} ¢ non regolare in quanto non ¢ divergente né convergente

(azx = 2k, azg ) = —(Zk + 1) ¢ quindi ima., =+ ¢ lim Aoy, ¢ ==00).
_ na; 2

“) Con log, b indichiamo il logaritmo di un numero positivo qualunque sia la

base. positiva ¢ diversa da |, mentre con In k indichiamo il logaritmo in base ¢ di
k (logaritmi neperiani o naturali).

PRIMI TEOREMI SUI LIMITI ]

DEFINIZIONE 8. Si dice che una successionc {a, } verifica (o assumc)

definitivamente una certa proprieta P, se esiste un indice h tale che, V k > h, i
termint ay godono della propricta P, cio¢ tutti i termini. fatta eccezione al piu di
un numero finito di essi, verificano la propricta P.

Ad esempio, dire che la successione {ak} ¢ definitivamente non negativa equi-

vale a dire che la successione contiene solamente un numero finito di termini ne-
gativi 0. ¢10 che ¢ lo stesso. che esiste un indice h a partire dal quale st ha a, > 0

2. PRIMI TEOREMI SUI LIMITI
In questo paragrafo saranno enunciati i principali teoremi sulle successioni.

TEOREMA 1. Umicita del limite. Una successione regolare non pUuo am-
mettere due limiti distinti.

TEOREMA 2. Permanenza del segno. Se /o successione {ak} ¢ regolare e

non ¢ infinitesima, i Suoi termini ay assumono definitivamente lo stesso segno
ael limite.

Ad esempio la successionc

2k -9
k >
convergente al numero 2 ma 1 primi quattro termini sono negativi (¢ a, > 0 per

€
K > 3) per cut il teorema vale dal quinto termine in poi.

TEOREMA 3. Se una successione {3;;} ¢ convergente |'insieme costituito dai
valori di ay ¢ un insieme limitato.
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TEOREMA 4. Primo teorema del confronto. Se /e due successioni {ak} e

{bk} sono regolari e soddisfano le

ap <br (ax<by), VkeN.
si ha

lim a; < lim by .
K k

Analogamente se {ak} e {bk} sono regolari e soddisfano le

| Elk}bk (3.k2bk) lW"]{EI\L
si ha

lim ay = lim by.
k k

TEOREMA 5. Secondo teorema del confronto. Siano {ak}* {bk} e {ck} (re
successioni tali che

a. <c.<b.. VkeN,

e se {ak} e {bk} sono regolari ed ammettono lo stesso limite cioe

limay = limby = ¢ |
k k
allora si ha anche
lim ¢, = ¢ .
k

TEOREMA 6. Le successioni_monotone. (Jgni successione monotona é
regolare. In particolare converge se la successione ¢ monotona e limitata,
diverge se € monotona ¢ non limitata.

PRIMI TEOREMI SUT LIMITI 0

Ad esempio la successione {3“} ¢ drvergente positivamente in - quanto

-

, . . . l
monotona crescente ¢ non limitata superiormente, mentre la successione { €
k..

convergente 1n quanto monotona decrescente ¢ limitata,

[noltre esistono successioni convergenti ma non monotdne come ad esempio la
l ‘ - I
x che ¢ convergente a 0. limitata | —-1<a, <— | ma non
) !

monotona. infatti 1 suoi termini di posto dispari sono negativi mentre quelli di
posto pari sono positivi.

SUCCESSIoNE {(— )"

Dal teorema precedente si ricava il seguente

TEOREMA 7. Se {ak} ¢ non crescente |non decrescente| e limitata allora

li:'n a, =infia, } [likm a, = sup{ak}].

TEOREMA 8. Criterio di convergenza di Cauchvy''’. Condizione necessaria
e sufficiente affinché la successione {a, } sia convergente ¢ che. comungue si

Jissi un numero positivo €. esista in corrispondenza un numero naturale h. tale

che per ogni coppia di indici p e q. entrambi maggiori di h, si abbia

Ad esempio la successione di termine generale

| 1 ] L
a. =l+—+—+.. +—_ (ke N ()
k - " ( )

T

non ¢ convergente. Infatti, postoq=p +s. si ha :

2 Augustin Lows Cauchy [1789-1857].

Fi r | (RERTE | 1
"1 numeri Hy _:l+—~+—+._+i st chiamano numeri armonici. Per una

2 3

trattazione cfr. B. Rizzi - C. Scagliarini “/ numeri armonici > in Periodico di
matematiche - Serie VI - Volume 62 - NN. 1-2 - 1986.
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ST ATT OIS ar L N -
= G SR b e T et = !
o o p+l p+2 p+§ p+§ p+S p+5

¢ quindi, per s > p, st ha

A+ = dp > =
2
per cul la successione considerata non converge (non ¢ verificata la condizione di

A

. 1 . iy 1_
convergenza di Cauchy per € < -;). La successione [ In quanto monotona

(decrescente) ¢ regolare e quindi ¢ divergente (non potendo essere convergente).

TEOREMA 9. S¢ lima, =/ € Re limby, =m € R allora
k k

a, + by — ¢ +m,

ossia il limite della somma di due successioni convergenti ¢ uguale alla somma
dei limiti.

Altri risultati sono 1 seguentt
T by >+t = ag+by >+,
a—> ¢, by —>-0 = a,+b >—0:
a — te, by >t = a,+by >+t
Al —» —00. bk —> =00 = AT bk —» —20,

Se una delle due successioni diverge negativamente ¢ laltra diverge
positivamente s1 dice che 1l limite della somma delle due successioni si presenta

nella forma indeterminata (+ o — o) ¢ puo non esistere o esistere.

PRIMI TEOREMI SUI LIMITI ¥

Ad esempio se

b) a, =k +k. b =-k:

C) ay = kK + (—l)k, by = X
s1 ha, nei tre casi, che {ak} diverge positivamente ¢ {bk} diverge negativamente

. I .
ma la successione {a, + b, } = < ¢ infinitesima nel caso a), {a, +b, | = {k‘}
¢ divergente positivamente in b) ¢ {a, + b, | = {(—l)k} € non regolare n ¢).
TEOREMA 10. S¢ limay, = ¢ € Re limby =m € R allora:
k k

ak'bkﬁfptm,

ossia il limite del prodotto di due successioni convergenti ¢ uguale al prodotto
dei limitl.

Altr1 nisultati sono 1 seguenti
ay, > #0, by >+t = |a..by | >+
Elk—}ﬁio, by > - = \ak.bk |—3~+DU;
ay > +0, by >+ = |ag.by | > +w;
di —>» —00, bk—}—-ﬂﬁ = lak.bk|—~>+m.
Se una delle successioni ¢ infinitesima e 1'altra diverge si1 dice che 1l limite del

prodotto delle due successioni s1 presenta nella forma indeferminata (0- o) ¢ pud
non esistere o esistere.
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Ad esemplo se

1
b) ax =Kk, b ===

e

El) ak=l(, bkz

1)k
d) a. =k b il

= k2. by =
c) ag k ”

[.
E-.
1
-

s1 ha, ne1 quattro casi, che {ak} diverge positivamente ¢ {bk} ¢ infinitesima ma

+ , L -
la successione {a, -b, }={1} ¢ convergente nel caso a), {a, «b, }= * &
infimtesima nel caso b). {ak - b, } = {k} ¢ divergente nel caso c), €

{ak -bk} = {(—l)k} ¢ non regolare in d).

TEOREMA 11. Se lilt:nak =/ eRe liLI-.nbk =m € Rem # 0 allora

cioé il limite del rapporto di due successioni convergenti e uguale al rapporto
dei limiti.

Altni nisultati sono 1 seguenti

-
aa >4, by o>+t => *£-50;
b,
ay
as: —% J by >—000 = ——>0;
k : k b
k
A
ay —> 1o, by > m = |—|>+oc,
by
dy
ag —>F(#0, by -0 = F—>+m.
k

PRIMI TEOREMI SUI LIMITI 13

Se le due successioni sono entrambe divergenti o entrambe infinitesime si dice
che 1l limite del rapporto delle due successiomi si presenta nella forma

| . co () o .
indeterminata [m,—) € puo esistere o non esistere.
og
Ad esempio s¢
a) a, =2k*+k+1, b =k’+1I; b) 8, =k, b, =k*:
C) ak:k[2+(—-l)k]? b=k d) akzln[l+1], bk:l;
k k
] ¢
- 1 (-1)" 1
e) a, =ek —1], b, =—: & = : b, =—:
) a _ k= f) a, ¥ kT

s1 ha ne1 casi a), b) ¢ c¢) che le due successioni sono entrambe infinite ma la

: & | e
successione {~i~ > € convergente nel caso a), € infinitesima nel caso b), non

k

o

regolare nel caso c); nelle altre le due successioni sono entrambe infinitesime ma

. 2 1 A :
la successione {—" » € convergente nei casi d) ed €) mentre non & regolare nel
K

caso f).
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3. MASSIMO E MINIMO LIMITE DI UNA SUCCESSIONE

DEFINIZIONE 1. Sia {ak} una successione ¢ g un’applicazione crescente di

N in N, cio¢ tale che per m > n si abbia g(m) > g(n). Posto g(m) = k.. . si dice
successione estratia (o sottosuccessione) di {ak} la successione che ha per

termine m-esimo 1'clemento a,  della successione data. ossia

"'~31;

1 -
i X 11

Ad esempio se ky, = 2k si ottiene la successione estratta da ! ak} costituita dai

soli termini di indice pari della { a, } cioé la

Dy syt Ayt

_—

mentre se k, = 2k —1 s1 ottiene la successione estratta da {ak} costituita dar soli
termini di indice dispari cioé¢ la

B R TS PO

La {ak ,, m} ¢ la successione cstratta da {ak} ottenuta sopprimendo 1 primi k

termini, ad esempio se k =3 la { a, . m} ¢ la successione di termini
a..,a,,d,,
Ovviamente se { a, } ¢ limitata lo ¢ anche {ak_km} _
Per le successioni estratte si hanno i seguenti teoremi.

TEOREMA 1. Se¢ la successione {ak} ¢ convergente verso il limite |, ogni

sua successione estratta {ﬂh_ m} e convergente verso lo stesso limite.

TEOREMA 2. Una successione a termini positivi e crescente ¢ divergente se
da essa si puo estrarre una sotiosuccessione divergente ( positivamente ).

MASSIMO E MINIMO LIMITE l

I-J]_

TEOREMA 3. Di Bolzano-Weierstrass''’ /g Ognt successione limitata si
PUHO eSTFarre uhna suceessione convergente.

Se ¢’ ed e", sono rispettivamente 1 estremo mferiore ¢ Iestremo superiore dj
1y § € valgono le

ey <e, < - <e"  <e

k b+ 1 b= k »

possiamo affermare che I'insieme numerico formato dai numeri ¢', & separato da
quello formato dai numeri ¢", |

r DEFINIZIONE 2. Si dice minimo limite (massimo limite) della successione
1ak} ['estremo superiore degli ¢'\ (/'estremo inferiore degh ¢", ). verranno

indicati con S ed (§) C10¢

S =lima, = IIFI Supa, )

K—»ur

S = lim a, =liminfa, (
K

b

Se la successione {ak} ¢ limitata solo inferiormente s;j pone S =+
Se la successione { ak} ¢ limitata solo superiormente si pone S =—- oo

S¢ mvece la successione {ak} non ¢ limitata né superiormente né inferiormente

({ak} ¢ non regolare) si ha

[¥p)
||
|
Q
el
[
_i_
8

Y

E importante il seguente

TEOREMA 4. Una successione ¢ regolare se e solo se risulia S=8 =)
(A eR)®)

(1) BerrErd Bolzano [1781-1848]. Karl Weierstrass [1815-1897].
) Con R s intende 'insieme R ampliato, ossia R = RU{—EC}U{*P'DG}*




16 SERIE NUMERICHE

ESERCIZIO 1. Determinare il minimo limite ed il massimo limite della

%
{ak}:{(-n kﬂ};

Soluzione. SihaS=-1¢ S = +1_ Infatti a seconda che k sia dispari o pari s
ottengono le due succession estratte

successione

2k
gk L] ¢

Aoy =

-

1«3 2k-1
e T T T T ;

4
3 3 2k 5

2
3

da cui

k ;

¢ poiché non esistono altre successioni estratte tendenti a limiti diversi da quesﬁ
si pud affermare che — 1 ¢ + | sono rispettivamente il minimo limite ed 1l
massimo limite della successione (la successione considerata € non regolare).

ESERCIZIO 2. Determinare il minimo limite ed il massimo limite della

suceessione
{ } . l(.TE
A r=s8— 7.
5 2

Soluzione. Siha S =—1¢ S =+1 in quanto

3 .
a . 2T ' = = gin— =—1.aa=sm2nx =0, ...
= Qif— = = gin— =sm =0, a3 = sin , A4 5 ey
a; = sin l, a; 5 )
per cul
321(:0; dgk—3 = L Aak—1 = —1,
e quindi

lima,, =0, lillina_ik_g =], llII(Tl Bagey L
k

MASSIMO E MINIMO LIMITE |

ESERCIZIO 3. Determinare il minimo limite ed il massimo limite della
successione

+

k!
k + 3

} L

{ak}:'{(_l)k

4

Soluzione. A scconda che k sia dispari o pari si hanno le

4k” — 4k + 1 4Kk*
g = ; Ay = -
2k +1 2k +3
¢ quindi
lima,, ; =—c, lima,, =400,

k k

per cul
S=-00, § =+c0.

ESERCIZIO 4. Determinare il minimo limite ed il massimo limite della
sucecessione

{aL} :{arctg(ul)k k}.

T

2

.S =+

| 3

Soluzione. Siha S = - . Infatti a seconda che k sia disparn o pari

s1 hanno le
ar—; = —arctg(2k—1), as, = arctg 2k .

¢ quindi

hma,, =+—.
1\, .

k -t

& | 3
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4. DEFINIZIONE DI SERIE NUMERICA

Indicati1 con S ed S nspettivamente il minimo limite ed il massimo limire
della {Sk}. riesce cvidentemente

Considerata la successione {ak} di numer real: o .
A3 8y 8g5wx waBhjpye ety a) se S < S si dice che la serie Zak ¢ non regolare (o indeterminata od
k=1

si chiama serie numerica reale (o semplicemente serie) ad essa relativa, 1l oscillante) e S ed S s1 chiamano minima e massima somma della serie.

simbolo = e y —
b)se S = S la serie Z a, s1 dice regolare ed 1l comune valore S di S ed S

K-

(1) a, +a, +aytoet a e :Z_ 4, s1 chiama somma della serie ¢ si scrive
k-1

o (2) S=lmS$, =) a,.
i numeri a,,a,.a,, --.a,.--- sono 1 fermini della serie Zak. . k =

b= 1

In particolare se S esiste ed ¢ finito la serie si dice convergente. se invece S &

infinito la seric s1 dice divergente: divergente positivamente o negativamente a
definiti | scconda che risult

Costruiamo a partire dalla {a, } la successione {Sk} 1 cul termini SONO COoSi

S = +oc oppure S = —c,
S] —a

¢ scriveremo (con abuso di notazione)

F r
Zak = +oC  Oppurc Zak = —a0,
k=1 k=1

7
1
[l

a; T ay .,

szﬂ]+ﬂ.2+ﬂg.

L. evidente 1l tecorema scguente

llllllllll

S, = a, +a, +a,++a,_ +a, = iatl- TEOREMA 1. Se /a LZ]: a, e convergente con somma S allora la serie
h—1] -
' Y e,
............................ bt
(ottenuta moltiplicando tutti | termini della serie per una costante non nulla)
Ad Sy si da il nome di somma parziale di ordine k o ridotta di ordine k della converge con somma c-S ossia

serie.

Zc-ak:cZak.
k-l k1
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| | 5 | ]
dimos he = l. ESERCIZIO 2. Dimostrare che =]
ESERCIZIO 1. Dimostrare cne Z k(k+1) ; (2k + D2k +3) 2
k - | Soluzione. Si ha
Soluzione. Si tratta di provare che, posto S, Z = 1. 81 puo ,
» h(h+ l) 1 | l
VEre a, = = = .
REERYEEE T Qk+D(2k +3) 22k +1)  2(2k+3)
l ] l I 1 1 1 I | ]
al-: e — — 2
k+1) k k+1 q R = _ - e
k(k+1) 8. = (2 6] [6 I(}] +(2(2k+l) 2(2k+3)] 2 2(2k+3)°
¢ quindl -
¢ quindi
l | | |
S =]——. Sﬁ:l—mh—-f--——::l—:q"‘-_Sk=l““‘_~'” l 1 l
| s 2 "2 B S k+1 S~11mSL—hm ==
k 2 2(?1( +3)) 2
da cui
= lm k= "“ K+ | | ESERCIZIO 3. Dimostrare che — =
| —k =1 4
- | h I (1 ) : l I T . . | : =
L > la serie di Mengoli'! °. Dalla = | s1deduce che Soluzione Poiché
& T : 2D '
l |1
< ) ] = ——)
Z L =7 k--1 2 k-1 k+l
= k(k +1)
§1 ha
ossia la serie avente per termini gli inversi del numeri triangolari'?’ & con-
1 l IfE 1 (1 1 It 1 l i
vergente con somma 2. e = B Al X S T . S
. 2(1 3]‘*‘2[2 4)+2[3 4)* +2[k—l k+l) 2(2 k
(1) Pietro Mengoli [1625-1686]. | ¢ quindi
2) | numero triangolare di ordine k ¢ la somma dei primi k numeri natural.
k(k +1) | B | 3
A T = | 234, ., Fk= - Lo studio de1 numeri triangolari ha S =hmS =11m—(———-—]:-,
ossia: Ty=1+2+3 ) e k202 ko k+1 4

origine molto antica. risalendo alla scuola pitagorica [Vl sec. a.C.].
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* k
ESERCIZIO 4. Dimostrare che =1.
T LZ e
| k ] | |
Soluzione. Poiche .s1t ha

k+D! k! (k+ 1)

| 1] 1 1 " 1
Sk:(“j)* 21 31T R kDT (kDT

da cui

‘ l
S = li{n Sk = lli'n[l T 1)!]— l.

(3 )

La Z 5 prende 1l nome di serie di Bernoullr” -~
(k +1)!

k=1

ESERCIZIO 5. Dimostrare che Z =
el J k- +k

vk + —JE_ | - |
Jee+k o vk Jk+D

[

¢ quinds

Soluzione. S1 puo scrivere a, =

1 1 l

3| (—— Sa}=l———-"-. S.=1-
& Ja- = J3 : e 41

da cul

l
S = limS, = lim| 1- =1
T T( JkH)

3) Daniel Bernoulli [1700-1782].

DEFINIZIONE DI SERIE NUMERICA

o) kj_
ESERCIZIO 6. Dimostrare che Z bt — l =ln2,
k=2 N
Soluzione. Si ha ,
In ,,k = In K —lnk+].
k- —1 k -1 k

per cul

3 3 4 k
3, :[lnl—lniJ-l—(ln——-ln—;J+---+[ln —lnk+]]=ln2-ln

2 2 3 k—1 k

¢ (quindi

S=limSk=lim(1112—lnk+J]:ln2.
k k k

ESERCIZIO 7. Dimostrare che la serie Z | e divergente. |
k=1

Soluzione. Dalle
a =l(k=1.2.3. )
§1 deduce che
Si=1 S$;=1+1=2. ... .S5.=k, ...
da cui

S = Iiinsk:'*"ﬂl

¢ quindi la serie considerata ¢ divergente (positivamente).

La Z | ¢ la serie naturale (le suc somme parziali sono 1 naturali).

k=1

k +1

23
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25

« 1 | ESERCIZIO 10. Dimostrare che la serie
ESERCIZIO 8. Dimostrare che la serie e divergente.
éﬁwml 1 1 11 1.1 1. 1 1
| l+5+5+:+§+“+4+4+z+1+
Soluzione. Dalle . 2 2
] | ¢ divergente.
By = =vk+1-+k.
vk + vk +1 Soluzione. Si ha
| deduce subito I k — 1 k
- ak——-ﬂ— ¢ ( z)kihi( il)k. (h=1.2.3 .13
1N L
g T, - (V2 =1) (V3 =42 )+ (VKT T =K )= VR FT -1. | S o .
h=1 vh—vh+] | | Considerando le somme parziali aventi per mdici 1 numeri triangolari
da cui 1, 3,6, 10. 15, . ..
S = limS, =lim(vk+1-1)= -+, d  sin
k k
gl | * S;:l_ S3=1+"i"+"21"—_-—2, Sﬁ=1+;l*+';*+'}+%+%=35--'..S|-:{I~;+I}:ks...
ossia la serie ¢ divergente (positivamente). 2 2 2 3 3 R
LZ; Vk + vk +1 |
| ¢ quindi, poiché la successione {S,} ¢ crescente ¢ i puo estrarre da essa una
ESERCIZIO 9. Dimostrare che la serie Z In E+1 e divergente. successione divergente (cfr. teor. 2 pag. 14) riesce

k=1

S=ImS,, ,, =limk =+
- k
Soluzione. Si puo scrivere

5

=i

a, =In(k+1)-Ink,. per cui la

: P S N D T B N
per cul l+++ﬁ+_‘++++++...

2 2 3 3 3 4 4 4 4

Sk = (In2 — In1)+(In3 — In2)+ ...+[In(k+1) — Ink] E In(k+1) — Inl= In(k+1). & divergente positivamente.
e quindi

S=IlmS§; = likm In(k + 1) = +oo.
" .
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— 1
ESERCIZIO 11. Dimostrare che la serie Z . e divergente.
k=1

Soluzione. Poiché la successione {Sy} delle somme parziali ¢ crescente, per
provare la divergenza della serie in questione sara sufficiente determinare una
sottosuccessione divergente positivamente. Riferendosi per questo alla succes-

sione {th }

S;’"“SZ' Sz” ”*Sz“
Corn
] ]
Gpmtsdilisd
= 2 3 2
od anche

o [ 1 Fo4 0 ] l 1 1 1
S =| 1+ |+ s+~ |+| s+ttt bt —F———+ -+ g |
> 2 3 4 > 6 7 8 27+l 2V +2 2" -1 2

avendo raggruppato 1 successivi termini in modo ehe nella seconda coppia di
parentesi vi sono due addendi, nella terza quattro ¢ cosi via sino all’ultima m cui

vi sono 2° ' addendi [21‘ — (2}" L l)+ | =2 -2 =2F "]. S1 ottiene subito per

k > 1 la scguente maggiorazione

} 1 | I 1 1 1 | I ]
Sl“}(§+§)+(Z+E)+(S+8+8+8)+m+(31~'+2k+m+§?)_
l 1 k=1 k+1
= |l+—+ ==+ —= :
2 2 2 2
poiche
. k+1
lim - = +00,

E 3

, — |
s1 deduce la divergenza della Z P
k=1

La Z — prende 1l nome di serie armonica, ad essa faremo spesso riferimento.
k=1

DEFINIZIONE DI SERIE NUMERICA

ESERCIZIO 12. Dimostrare che la serie

l

1 l ]
- +eee ~
V2-1 V241 vk+1-] ,1!k+1+1+

¢ divergente.
Soluzione. Si ha

l =

drp | = ¢ Ay = !
Vk+1-1 T Vk+l+1

¢ raggruppando 1 termini a due a due si ottienc

| ] I ] l
B :( - ]+( — J+---+ l E : —
V2-1 V2+1) \VB-1 B+ Vk+1-1 Jk+1+1)
. 3 l
= 2-(l+=+=+-+2),
2 3 k
¢ quindi
liinS:k:-F&':.
¢ poiche
l
Sak-1 =Sy + > S,

81 conclude con Ia

27
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ESERCIZIO 13. Dimostrare che la serie Z (=) & non regolare.
k=1

Soluzione. Poiché

=18, =0,

S] =ik, S: :0: 83 =1, 84 =0,--, Sjk

s1 deduce che

S=minlim§, =0, S = maxlmS§, = 1,
k k

¥ g (o &
e la serie Z (=1)* ' & non regolare. La Z (-1)*" ¢ la serie di Grandi4’
k=1 k=1

ESERCIZIO 14. Dimostrare che la serie

U [ A
|- —+——— 4+ ——
2 2 3 3 4

3

.+. —a aa
4

¢ non regolare.

Soluzione. A seconda che k sia dispari o pari si ha

|
SI = [1 S:;:l _E*I_E:l.,"'.,slk I:l..,"
| L 1 2 2 k
Sg—l—g.‘ Sq—"l_E-J-E—E—I—E,-“,Sgk—l*k_l_l._,*--

per cul

. . _ k
llLI;TlS:k,_] =] 1151‘15:k = llhm[l————] =] —=1=0,

¢ quindi la serie ¢ nor regolare (S =0¢ S=1).

MJGuidﬂ Grandi ”671-1742I

DEFINIZIONE DI SERIE NUMERICA

29

ESERCIZIO 15. Dimostrare che la serie

i[sin(m/ﬁ) - sin(n@)]

k=1

¢ non regolare.

Soluzione. Si puo scrivere

i, :Sinnﬁ—sin'ndk— = 2s1n E(JE_:} k—1) . COS R(JE+ 'k_l):

2 2

n(vVk +vk - 1)

=2sIn 2( 5

)'COS

7L
Jf+vk—l

‘I

per cul
S, =sinw — sin( + sinﬂ:ﬁ — SInTt+---+sinwa k — sintvk — | = sinn\/f,
¢ quindi

S=-1¢ S=+1,
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LA SERIE GEOMETRICA 31
5. LA SERIE GEOMETRICA ¢ quindi
La scrie l
= 5 S=ImS§, =——.
(1) =35k xeR S Iex

' 81 conclude pertanto con I'importante formula
¢ detta serie geometrica, in quanto 1 suoi termini costituiscono una progressione |
geometrica di ragione X (¢ primo termine 1), questa seric ‘converge solo per
particolari valon di x. |

o |
(3) x" ! = . =]l 2%eT
; = X <

La serie ¢ di importanza fondamentale ¢ come si vedra converge solo per i , e
ST B b) s¢ x > 1, poiché
valori di x appartenent: all intervallo (— 1. 1).

k
N

Due casi c1 sono gia noti, quello relativo ad x = 1 ¢ quello relativoad x = — 1. lim x* = +oc_ lin
k

= 00
k x—1

Nel primo caso la scrie geometrica si riduce a quella naturale che ¢ divergente
positivamente (cfr. es. 7 pag. 23). nel secondo caso si ottiene la serie di Grandi
che ¢ non regolare (cfr. es. 13 pag. 28). | Q

| dalla (2) s1 ha :

Se x # 1 consideriamo I'identita'' .
l'enuto anche conto di quanto sopra detto per x = 1 s1 ha che la serie gcometrica

) TE N X" I e C divergente positivamente se x> 1.
(2) Sy =1+ X+ x"+--+x = — —

=% lI=m l=x

¢) s¢ X < - |, poiché

¢ distinguiamo 1 seguenti casi

min lim x* = —s¢. max lim x* = 400,
| k k
a)se—1<x<1siha
- s1 hanno dalla (2) le
Iimx™ =0,
k
) S = min liﬁn-Sk =-o0, S=maxlim§, =+oo.
1:1 _J L <5 . ' " . . : ; : K
a somma Sy dei primi k termini di una progressione geometrica di ragione
q # | ¢ di primo termine a;, ¢ S1 conclude che se x < -1 la serie geometrica & now regolare (indeterminata)
i‘: -
S L a] (1 o ‘:[ )
L; =y 4
L=

Seq =1 rnisulta Sy = k -a,.




32 SERIE NUMERICHE LA SERIE GEOMETRICA 33
Riprendendo la | Cosi ad esempio per il numero 0.28 si ha
o N l — =
le‘ e e i=lax e ] 0.28 = 2 + 8,,+~2—;++i4+---=zﬂf
= I-x 10 10° 10° 10* . &0

st ha che solo nell'intervallo (~1. 1) la somma della serie geometrica coincide con dove ¢ vale 2 per k dispari ¢ 8 per k pari®®’.
1 valori della funzione

L

| —x

Allo stesso modo possiamo dire che ogni numero reale che ha una rappresen-
tazione decimale del tipo

Y =

-

(1 cu1 grafico ¢ indicato in figura). r=N.cg, -y

con 0 = ¢ <9 ek =1, puo essere espresso come somma di una serie geometrica,

[nfatti tra il numero reale r ¢ le cifre ¢, sussistono le

(1) N-J-Cl—[-Cj_}_}_..._}.c_iir{N_{_cl_i_C:? +Ck-l]:l
10 10- 10 10° 10
S¢ poniamo
3 "X
k Ch
Si = ¥ —k.
! % ; (]h
. ¢ sottratamo Sy da ogni membro della (1). otteniamo 0 < r — Sk < T per cui

passando al limite per k — oo, avremo che Sy — r ¢ cid mette in evidenza che il

l numero reale r ¢ esprimibile come somma della serie geometrica convergente

D1 piu 1 valori dell’intervallo (E.+m] sono somme di seriec geometriche di

o

ragione x € (-1, 1), ¢ quindi ogni numero reale compreso tra 0 ed 1 che, come ¢ Ch

5 - . i i v h: '
noto, ¢ definito dalla successione 0.ci¢y...cr.... dove i Cx Sono numen tali che e 10
0<c, <9, altro non ¢ che la somma della seric geometrica

C: © C Ci. — i
1 2o 8 g o ok +'”:Z k

+ : 3 k -T oy
1O 107 10 L) 1 10 </ Cfr. G. Palumbo, “Funzioni continue™. di questa collana, pag. 101
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ESERCIZIO 1. Determinare la somma delle serie

‘fll

- e =} S
a —_ b) y @ Y ——— d) Y cosx, x#hn.heZ)
GFT DL OZa 9Tt

k=)

Soluzione. Le¢ quattro considerate sono serie geometriche di  ragione

, . =} J 5 4 1 .
rispettivamente XA COS X. sono convergentt m quanto la loro ragione ¢

strettamente compresa tra — 1 ed 1. Si puo dunque applicare la

oy

k-1 l
> =
k=1

-

ottenendo le

. =7 [-cos”x sin“x

Quest ultima serie, nel caso in cui x = hr . diverge in quanto si riduce alla serie

. . e I l |
naturale (cfr. es. 7 pag. 23). Le serie geometriche di ragione 5 ¢ .ossia
F l (¥ l 4
kT = 2 51 =
k= k=1 -

saranno chiamate rispettivamente serie di Zenone®’ ¢ seric di Archimede 4
['ultima si ritiene che sia il pit antico esempio “documentato” di seric
convergente.

G) Zenone di Elea [495-435 a.C].
“*) Archimede di Siracusa |287-212 a.C |.

LA SERIE GEOMETRICA

ESERCIZIO 2. Determinare il carattere delle serie

4...fl

H.} sz—lq b) 231{‘1*‘ G) Z(_l)k'j 2k—|* d) Z(“’l)k I3|~:- ;
k-1 k-1 kel .

k=1

Soluzione. Le a) ¢ b) divergono positivamente in quanto seric di ragionc 2 e 3.
mentre le ¢) ¢ d) sono non regolari in quanto serie di ragione —2 ¢ —3

Evidentemente anche la serie Zaxk 1 di ragione X ¢ primo termine a # 0. &
k=1
convergenie per | x| < 1. ¢ si ha

(4) Zaxk ey &

Sono evidenti le Zaxk ‘=40 geaAS Oex 1. Zax“ '=—wsea<lex 5.
ko1 k-]

el i - l
la Z ax* ' ¢ non regolare sca#0 ed x<-1. Ad esempio la serie
k-1

4 8
3-24 ———+4-..

3 9
| 9. . . e 2 _ | |
¢ convergente (S =—) in quanto geometrica di ragione 3 (¢ primo termine 3).

5 |

mentre la serie

27 81

4+6+9+ —+4 —4...
2 4

diverge positivamente 1n quanto ¢ la serie geometrica di ragione 5 (¢ primo

termine 4). Dalla (4) per a=x si ha

: X
Zxk: ; 3 =]
1 —x
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ESERCIZIO 3. Studiare il carattere della serie Z( o +ll] (= 1)
k=o\ X

i , , . . X~ + | .
Soluzione. Si tratta della seric geometrica di ragione . per cui si ha

- k
% 4] | | —x %= ]
Z — = — . se i
l__}-;"'+l X" —x+2

k=0
x — 1

Quest ultima disequazione conduce ai due sistemi

—-X+I>x" +1 —x+l<x®+]
a){ sex <, B) { i sex > |,
Lx“+l::-:~:.—l X +1l>x—-1

dal sistema «) si ottiene —l<x <0, ed il sistema B) non ammette soluzioni n
quantose x> 1 & x" +1>x-1. Dunque

B . k

— [ x~ +1 ] - x _

Z =— s¢ —l<x<(.
{ —l] X" ~X+2

k=0

k
Riassumendo la Z [ B +ll] ¢

a) convergente con somma

S = 11—}{ , se xe(—LO),
X" —=X+2

b) divergente positivamente se x e (1, +o0),

¢) non regolare se x € (—o0,~1) U [0,1).

LA SERIE GEOMETRICA 37

i g -x"+xlk
ESERCIZIO 4. Studiare il carattere della serie Ze : '{) .
k=)

Soluzione. La serie ¢ a termini positivi in qu:'-mtc: la ragione ¢ ¥ & positiva e
qu'mdi non ¢ mai indeterminata. La serie converge se §X < ], cioe se
x"+x<0.esiha
Ze[""‘l”“ — —. Vx e (~0c,0) U (1,+00).
k=0 | —¢™
¢ invece divergente positivamente ¥ x € [0,1], per x = 0 ed x = | si riduce alla
scrie naturale.

Pl |

k
ESERCIZIO 5. Studiare il carattere della serie Z [ln(] + \:)] .
k=0

Soluzione. Si riconosce subito che la serie ¢

| | I
convergente sc ‘ln{l + x)‘ < | ossia s¢ x f—:(— - le— IJ_
L.:

t:+-l,+ac)_

ﬁ

divergente positivamente se In(1+x) > | ossia se x €

. |
non regolare se In(1+x) < — | ossiase x| -1.——1|.
¢

¥ 4 1"-.
| ‘ |
ESERCIZIO 6. Studiare il carattere della serie Z( J :
=\ 24cosx

]
2+ cosx

Soluzione. La seric ¢ geometrica ¢ di ragione positiva ¢ minore od

uguale ad 1. infatti
I

2 +Cos X

1A\

0 < . VxeR.

]
2+ CcosXx

Allora la serie ¢ convergente se () < <] ossiasec x#(2h+1)n.he Z.

divergente s¢ : =l ossiase x=Ch+)nr,he Z.
2+ COSX
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ESERCIZIO 7. Studiare il carattere della serie Z[In( X — X)]k

‘Soluzione. Deve essere x” — x>0, pertanto in queste ipotesi. la serie &
convergente, divergente (positivamente) o non regolare a seconda che riesca

k=0

~l<In(x* - x)< 1. In(x* -x) 21, In(x*-x) <-1.

Dai sistemi

X" — x>0
o)

st deducono le

~] {ln(xz -—x)r-:l

i[ln(x: —x)]k = :
k=0

I—ln(xz—x)_l

B)

KE(I—\/1+{IG1E*,/G(C+4)

2

€V

2

Z[ln(?{2 — .'u:)]k =400, XE

k=0

La serie € non regolare se

N =

L

2¢

X —=x50 X = x>0
ln(x:-x)‘al A dln(xl—x)
|
"
n"'}
X" —X

<1

2e

¢ —\Je(c+4) .U]U[l

*2

.

e+1/e(e+4)

2e

2

].

: U(”"!H%,

]U[e+Jc(u+4) 1+Jl+4{:]

m].

1L CALCOLO DEI LOGARITMI 39

6. IL CALCOLO DEI LOGARITMI

Abbiamo visto nel paragrafo precedente la fondamentale identita

l N X k oy
) ——=14+X+X +X++ X +-=-) x*, —1<x<1:
) 1 2 x5, —1<x<l;
k=0
dalla quale subito s1 deducono le
an
) =1-X+X =X (D) K e =D (DR, |x|<1,
| +x
k=0
I - = r '
b) —— = 1+% +x* + x4 X e = > x**, x| <1,
l"'.‘s'.h k=0
]. g : \ S = : i
) — =1—x" +x* =X (=D = (1) x| <1
=% T

La a) si ottiene dalla (1) cambiando x con — x. la b) dalla (1) cambiando x in
x". la ¢) dalla a) cambiando x in x".

Con ulteriori considerazioni. che in questo volume non tratteremo, si

deducono le
| R k
(2) 17 RY, PP, S, IR IR R I T |
% 3 4 k

Se nella (2) poniamo x 1n luogo di — x otteniamo la

(3) 0 T S V.. T SR . S O ¥ |

'l 'Pud meravigliare il fatto che la serie converge solo per |x| < 1. passando pero
p » P P

. . l o T
al campo complesso s1 ottiene la funzione f(z) = Ty chehaduepolimz=1c¢
2

z = —1. Per altre consideraziom cfr. E. Ambrisi, B. Rizzi “Considerazioni sui
concorsi a cattedre ” Periodico di Matematiche, A. 1984 n. 3-4, pagg. 71-75.
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Inoltre dalla c) s1 deduce la

5 8 2k+]
(4) T T SR SO PR ol | . N “l<x<]
3 13 (1) TR e

Queste serie si prestano al calcolo di alcune costanti elementari come In2 e .

Dalle (2) e (3), sottraendo membro a membro, si ottiene la

U [ i XK+
5 =iar e — - mamp LR oo —
©) Tl T S T Lt E1 2 9 |

. ; |
In particolare per x = % s1 otticne la

II].?. =2 ] -+ l m 1 + l abiaraeals l i
3 3.3 5.3 7.3 (k= 1)-3% ’
¢ addizionando gli addendi sino a T 131q S1 ottiene
5. 30"

In2 =0.69314718....

con 8 cifre decimali esatte. Usando la (2) avremmo dovuto sommare i primi

100000000 di termini per ottenere lo stesso valore di In2.

La serie (5) si presta al calcolo dei logaritmi di tutti i numeri naturali, infatt
posto 1n essa

]
i T

X

s1 ottiene la

l 1 l |
(6) In(k+1):lnk+2[ + + 4

- che converge perk > |

SERIE TELESCOPICHE 41

Se si pone k = 2 st ha

ln3:ln2+2(%+ l + ]-+ 1_?+---]=1,09361228....

5 3:5 5% 7.5

Dalla conoscenza di In2 ¢ di In3 possiamo calcolare In6, infatti

In6 =In2 + In3 = 0.69314718 + 1.09861228 = 1.79175946

¢ s1 pud continuare per il calcolo dei logaritmi neperiani'’.

Per calcolare 1 logaritmi decimali (o logaritmi di Briggs™’) basta tener conto
che 1l modulo di trasformazione che consente di calcolare il logaritmo decimale

da quello neperiano ¢

1 I

= -=10.43429448 ... .
Inl0 In2+In3

M=log,,ec=

7. SERIE TELESCOPICHE

Per l¢ ordinarie somme finite valgono le proprieta di additivita e di
omogeneita

n n I n n

Z(ak+bk)=Zak+Zbk : Z(c-ak)=c-z.&k,

k=1 k=] k=1 k=1 k=1

¢ la proprieta telescopica (o del cannocchiale)

n

Z(bk - bk+|): b, —b,.;.

k=1

") John Napier [1550-1617].
) Henry Briggs [1561-1639].
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Assegnata la successione {bk} € posto Negli esercizi che seguono indicheremo con Z— gli interi negativi, con —2Z gli

oppostt de1 pant { -2, -4, -6, . . . }.
(l) ak — bk e b

k+1»

e : _ ESERCIZIO 1. Dimostrare che
per la serie Z a, st ha il tcorema seguente.

k=1

Z l : (agZ-).

i kﬂ_l(k-i-:—:-;)(l-:+z1+1)_.'31+1
TEOREMA 1. La serie Zak e convergente se

¢ solo se & convergente la
k=1

successione {by} ¢ si ha Soluzione. Si ha

(2) ia =% (B~ 3 - | 1 l
k=1 I-.Z! - ok B (k+a)(k+a+1) k+a k+a+l
Ogni serie Zak puo cssere interpretata come serie telescopica in quanto ¢ .
k=1
sempre possibile soddisfare la (1) fissando b; ¢ ponendo V k > | S = L S,= Tl < e, 8 = :
: 1 ' l+a 2+a’ ° l+a 3+a’ l+a k+1+a

b1 =by - (2, +a,+--+2,) o
¢ quindi

Ad esempio la serie di Mengoli

| | ]
=1 _:]- o —_ ;
B ILI:n[lJf—a k+l+a] | +a

ol

I
Zk(k+l)’

k=1

Per a = 0 s1 ritrova la serie di Mengoli.
¢ felescopica in quanto il suo termine generale st puo scrivere Pera=1eda=(+2 — 1) si hanno rispettivamente le
1 l I

- o ]
k(k+1) k k+1 Z(k+1)(k+2)_2’

d,

k=]

S - I
ed ¢ percio soddisfatta la (1) con by, = m moltre dalle by = | ¢ likm b, =0 sI | N 1 l

fie di Mengoli ¢ convergente con somma 1 (cfr.cs. 1 pag. 20) 2. (k++2 =D)(k++2) +2°

%=1

ritrova che la se
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ESERCIZIO 2. Dimostrare che ESERCIZIO 3. Dimostrare che
— | | i 1 | a
= (a g-27) = —& 4..),
§(2k+a)(2k ta+l) 2(a+2) ) g(bk+a)(bk+a+b) b(b +a) (b ) ‘
|
Soluzione. Si ha Soluzione. Si ha
( \ i \’
- I 1 ( 1 1 ] 1| 1 1 | 1 1 ( 1 1 ] L] 1 I
i == e = — = = — =—z -
(2k+a)(2k+a+2)  2(2k+a 2k+a+2)7 3 ka2 ot " (bk+a)(bk+a+b) blbk+a bkta+b) b kv b
. v 2 2 \ & 1
per cui
/ & / X
/ Y 3 b I 1 L] 1 l
1 1 1 1] 1 | Sy = B Z 2 ~ e N a
SL‘;ZZ . = o =1l h+— h+—+1 l+— k+—+1
h=1l h4+ — h+2 4] 4 | + k+5+1 - \ b \ /
2 y \ ) ¢ quindi
( ) |
¢ quindi . | l I h
; S = limS, = —lim| — 1 -
{, \ . L1+ 2 k+24p| bla+b)
1 l .\ b b ) |
S=1imS, =—Ilim — : = : | _ . w . I
k 4 &k i g . ;} + 2(a+2) Perb =1 e b =2 si ritrovano le serie degli esercizi precedenti.
\ /

ESERCIZIO 4. Dimostrare che
In particolare pera = | ¢ pera=

(\/E = 2) s1 hanno rispettivamente Je

¥

Z l l

b |

Z I I

= (aﬁl_).
. | | k:](k+a)(k+a+l)(k+a+2) 2(a+1)(a+2) |
=2k +1Di2k+7) & |
Soluzione. Si ha
o Qk+v2-2)(2k +42) 243 a,

:(k+a)(l~:+a+1)(k+a+2) )

I ] I
_2[(1-: +a)(k +a—+1) H{k+a+l)(k+a+2)]’
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l k
SI-:=E'Z[ l ] J:

(h+a)(th+a+1) _(h+a+l)(h+a+2)

_ 1 I N 1
2((a+l)(a+2) (k +a+1)(k +a+2)]’

¢ quindi
S=Im§; = | : .
k 2(a+1)(a+2)
| 1 g T 3
In particolare pera=0 a= —-5, a= —E s1 hanno rispettivamente 1¢*

121

a l 1 2 1
;k(k+l)(k+2) 3 Z(Zk—l)(2k+l)(2k+3)h8'3“12’

k=]

1 I 3 1
;(41{—3)(4k+1)(4k +5) 64 5 40

ESERCIZIO 5. Dimostrare che

0

: ) |
o (kta)(k+a+D)(k+a+2)(k+a+3) 2(a+1)(a+2)(a+3) - °

N.
Soluzione. Si ha

1
3. = =
5 (k+aHk+a+le+a+2xk+a+3)

' I - l
_3((k,+a)(k+a+l)(k+a+2) (k+a+_l)(k+a+2)(k+a+3)}

':3 J . : - 1 . 3 . o i \ i - F i
Neicasia = - = ed a = 2 1 termint delle serie corrispondenti sono moltipli-

. . l I
cati rispettivamente per — ¢ —
pettivamente pe g ¢ @

SERIE TELESCOPICHE

1 l |
S, =—- —~
Y3 [(a+l)(a+2)(a+3) (k+a+1)(k+a+2)(k+a+3)]’
¢ quindi
. 1
S =2= hm Sk ==
k 3(a+1)(a+2)(a+3)
, I 2 . .
In particolare pera = 0, pera = Y ed a = —— si ottengono rispettivamente le
=)

. 1 R
) ;]k(kﬁ)(mz)(kﬂ)_m‘

i | al L) =
— 2k-DC2k+ D)2k +3)(2k +35) 2* 45 9p°

= 1 I & |
; (3k —2)(3k + 1)(3k +4)(3k +7) 3 28 252
La (3) ¢ la scric di De Moivre™’
ESERCIZIO 6 Dimostrare che

1 1
g(k ta)(k+a+1)-(k+a+m) m(a+1)(a+2)--(a+m)’ 2¢N. meN

Soluzione. Si ha
1

T (k+a)(k+ta+D(k+a+2)(ktatm)

ay;

_ I |

_m[(k+a)(l~:+a+l)---(k+a+m——l)_{k+a+1)(k+a+2)---(k+a+m)

"/ Abraham De Moivre [1667-1754]

47

Jo
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Sk = m((a+l)(a+2)---(a+m) (k +a+1)“'(k+3+m)}

¢ quind:

S=11mSL= l ; *
K m(a+1)(a+2)---(a+m)

Sono stati gia studiati i casi particolari per m = 2 ed m = 3. E notevole il caso
corrispondente ad a = ()

= l |
) ;k(k+l)(k+2)---(k+n1)_rn'm!‘

Ad esempio dalla (4) perm =4 ed m = 5 si hanno rispettivamente le

o

| | |
Zlk(k+1)(k+2)(k+3)(k+4) 4 41 96°
cn I

1
o K(k+1)(k +2)(k +3)(k +4)(k +5) |

 ——— e —————
——

5t 600

"'-J'llll—-t

ESERCIZIO 7. Dimostrare che
s | _1.E& 1
;(k +a)(k +a+m) "~ rn; k+a-

aegZ meN.

Soluzione. Si ha

I I I |
Ry = = = ,
; (k+a)(k +a+m) m[k+a k+a+m)

SERIE TELESCOPICHE

Per m = 1 si ritrova la serie

- I |
é(k+a)(k+a+l) a4+l

Pera =0 s1 ha

i

n I I I
@ Zk(k—i—m)_mzz_

]
k=] k-] m

H

Perm=1 m=2 m=3si hanno, rispettivamente, le

49

I 2

g l
(6) =1,

Ek(kﬂ)

I l [} 3
7 =] 4= f==,
™ e S
| . 1 l IR A
8 ==l+=+=|=—=,
) gk(k+3) 3( 2 3] 18

La (6) ¢ la seric di Mengoli. la (7) quclla di di De Moivre, la (8) ¢ la serie di

Stirling"
Specializzando nella (3) m nei successivi valori 4
ottengono, rispettivamente. le

l ]( ] jawn | l) 25
Z =—ll4+=—+=+—|=Z.
o k(k+4) 4 2 3 4) 48

") James Stirling [1692-1670]

, 3, 6, 10, 100, 1000, si

J
ﬂ
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l 1( I I 1 1] 147
= (B B X T Rt NP P et
ék(k+6) 6 3 4 3 6] 360
_ 1 l( l I 7381
= I+ =4+ — | =
kzzlk(kﬂ{}) 10 2 10] 25200

Dalla
- IZ”‘: I
“(k+a)(k+a+m) m;:=k+a

¢ possibile ottenerne altre ad esempio per a = — 2 s1 ottiene la
i 1 l I li _-_Z
“(k— )[k——r—m] le—~1 m ' 2k

2 2

0ssia
¥ ¢ l mn

©) > =3

B b -
oppure sostituendo — ad a si otticne la
a

¥ ]

l ok dmsn 1 SR
sz;(ﬂk+b)(ak+b+ma)*a: Z b“Zakan'
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Specializzando nella (9) m nei successivi valori l, 2...., 10, si ottengono.
rispettivamente, le

e l 1 " & l l l ‘l
Z =—. Z (l+ J -
o (Zk-1(2k+1) 2 (2k — l)(2k+3) 4 3) 3

=1
1]__:;3
5) 90°
=1Zk —1)(2k—|—7)

— I l[ I IJ 563
- l+—F—4+—4+—|=—
“(2k-1)(2k+9) 10 :

l l l
(2k -1)(2k +19)  20°

L) | — =-'
+
|

= l 1
;(21-:—1)(21( +3) 6(l+

QM%
DC'|-—
g ————
o
_.I_
L.-JI*—
4
v o—
_|_
~ | —
g I
||
— | =23
SIS

K

Yy
[

-

=1

| I 2%
ESERCIZIO 8. Dimostrare che Z g (m € N).

|
k -mrlk —m = k
Soluzione. Poiché¢ k* — m? = (k =m)(k +m). ponendoh =k — m, s1 ha

h+2m=(k—m)+2m=k+m._

1 : | 1
Z K —m® Z (k —m)(k +m) _zh(h+2m)*

K=m~+l

tenendo conto delle

_ I l I ‘ l l I
Z_:k(k+m) :mZET ;k(k—f—Zm)h__ZE?

s1 ottiene
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ESERCIZIO 9. Dimostrare che Z 2k +1

- =]
— k7 (k+1)

Soluzione. Si ha

L 2k+l+k -k (k1) k* 1 1
g 2 2 = 5 13 R ?
k*(k + 1) k(k+1)" ki(k+1)* k* (k+1)*
per cui
] |
SIZI——; S, =1-—.- ;S =1~
i * 3’ : (k+1)?*°
¢ quindi
S=1lim§, =lim| 1- I =
k k (k+1)
ESERCIZIO 10. Dimostrare che Z:(—l)k'1 % il — A8
e k(k +1)

Soluzione. Si tratta di una serie a termini di scgno alterno e si ha

. 2k +1 i 1 |
a, = (~1)*" . —1“(—+__]
‘“ BE+D VP Ak T Rely
per cul
| l 1
S :l—l——--:J ,,:‘=l~—+_!*..._J S:l_ _l 1-'.__ :
BRI o 3 L e k+1°
¢ quindi
S=limSk:lim(l—(Hl)k—l—):l.
k k k +1

- — -
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o 1
ESERCIZIO 11. Dimostrare che Zarctg == E
=i
Soluzione. Dall’identita®’ si ha
(10) arctg o — arctg 3 = arctg o 4
1+ af
l ] _
In particolare s¢ o = e = si ha
P - o1 P
a—-p 1
l+af 2k°
per cul
arct arct : arct :
di. = C v : o b
s T T Sk +1
¢ quindi
|
S, =arcte 1 — arct .
- - 5 k +1
0ss1a

| T
S=1m§S, =lim(arcte 1 — arct =arcte ]l =—.
e = ipniarcs S Tk+1 BTy

©) Qi otticne dalla

arctg oo + arctg B = An + P :
|+
nella quale valgono simultancamente 1 segni superiori od inferiori; in essa mnoltre
si deve intendere A = —1. A = 0. A = 1. a seconda che arctg a + arctg B sia
- - _ s T X T
compresa, rispettivamente, negli intervalli (—n,;], (-—55) [En}

") Cfr. B. Rizzi (a cura di C. D Aniello), “Argomenti di matematica prope-
deutici agli studi universitari ~, pagg. 332-333, Liguori Editore 1990,




A
e

SERIE NUMERICHE

e . 1
ESERCIZIO 12. Dimostrare che z arctg — e .
e~ k®+k+1 4

Soluzione. Dall identita

arctga. — arctgp} = arctg o P

l+af
| |
era=—ef= s1 ha
¥ k P k +1
a—p l
l+aB k*+k+1
¢ quindi *’
a, = arctg ='arct L arct :
: Kkl Tk ORI
per cul
S, = arctg | —arct l
* o L
ossia
. o | T
S=1ImS§, =lm(arcte 1 — arct =arctg | = —,
;> = liplarctg ! —arctg ) =ardgl =2

o 1 -
%) Poiché & 0 < arctg — <arctg—, (cfr. la nota (5)) si ha
K= Al 41 3
arctg = arct i — arctg :
KCrk+1 Tk S T

LA SERIE RESTO

i}
i [

8. LA SERIE RESTO

a0
Data la serie Z a, si chiama resto k-esimo o resto di ordine k la sere
k=1

(1) R, =a,,, Tay,; +ag s+ = Zah,

che si ottiene dalla serie data sopprimendo i primi k termini. Si cliama mveee
resto k-esimo . di ordine m, la serie

(2) R

k.m — Ay T ak+2+”' TR gm =

|
-
P

ossia la ridotta m-esima del resto k-esimo.

Ad esempio per le seric: geometrica, di Mengoll, armonica ¢ di Grandi, s1 ha

< 4 1 = - 1
R,= 2. &', Ry= ) g =0 = Ry= Y-
h

kot ho-dk+ h ko T

Relativamente alla scric resto s1 ha il scguente:

TEOREMA 1. La serie resto ha lo stesso caratiere della serie data ossia l¢
due serie sono insieme convergenti, divergenti o indelerminale

] > g o . T i
Se in particolare la serie dala Zak ¢ convergente con somma S anche Ry, ¢

ko
convergente, con somma T dala da
Bk
(3) T=S-> a,.
k|

o viceversa se la serie resto ¢ convergente con somma T allora [a serie Z a, ¢
| k|
convergente con somma S data da

S=T+ iak_
k |
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ESERCIZIO 1. Determinare la somma della serie

2(3)

Soluzione. La serie ¢ convergente in quanto resto della serie geometrica di

. l
ragionc —
= 3

o l k

¢ la sua somma puo essere caleolata in uno dei modi seguenti

f

SOLY &Y 0 1 3
ORI
2. 3 332 3) 27 ;_ |

-

o P ] I\._"]

W | —

[l carzﬁxtterc d1 una serie - ossia il fatto di essere convergente, divergente o non
regolare ¢& una proprieta asintotica, nel senso che il carattere di una serie non si
altera sopprimendo, aggiungendo o modificando un numero finito di suoi termini.

[I:J.GIFIE il] carattere di una serie non si altera se tuttt 1 suol termini sono
moltiplicati per una costante diversa da zero.

CRITERIO DI CONVERGENZA DI CAUCHY

h
. |

/L/IL CRITERIO DI CONVERGENZA DI CAUCHY""’

Dal criterio di convergenza di Cauchy per le successioni (cfr. teor. 8 pag. 9) si
otticne 1l criterio generale di convergenza per le serie numeriche.

TEOREMA 1. Criterio generale di convergenza. Condizione necessaria e

d .
sufficiente affinché la serie Zak sia convergente é che, fissato comunque un

k=1
numero positivo €. esisia in corrispondenza un indice h tale che, ¥ k > h si ha,

vV meN, /la

k+m

(l) Zah :‘ak41+ak+1+'”+akrm
h=k+1

<E.

. . . .
ESERCIZIO 1. Dimostrare che la serie armonica ) o ¢divergente
k=]

Soluzione. Il risultato ¢ stato gia provato (cfr. es. 11 pag. 26). Un’altra
dimostrazione ¢ la seguente. Riferendosi per k > 1 al resto k-esimo della serie
armonica s1 ha

l l 1}1 1 1 k 1

R, = + ot — 22— — e p— = — = —
k+1 k+2 2k 2k 2k 2k 2k 2

¢ quind per 0 <g < ~ 1l eriterto di convergenza di Cauchy non ¢ soddisfatto in

] ‘ s , _ . .
quanto R, =—. ¢ s1 ritrova che la serie armonica non converge, infatti la

2

: _
successione delle ridotte 1 S, = Z > » € a termuni positivi € crescente ¢ come tale
h h=1

A

ammette limite, che non potendo essere finito, € necessariamente mfinito.

') Augustin Louis Cauchy [1789-1857].
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# ' i)
: 1 ' | &
. 3 k-1 . | : , , Ry |
Le serie > o © > (-1 10 Sono due esempi particolarmente notevoli di serie ESERCIZIO 3. Determinare il carattere della serie ) (~1)*" &
- k=1
\ W 5 k:].
(la seconda ¢ a termini di segno alterno). nei due esercizi che seguono ne sara
provata la convergenza mentre successivamente ne verra determinata la somma. Soluzione. S1 ha di seguito
ESERCIZIO 2. Determinare il carattere della serie Z l_, _‘ (") R, =(-D" ® e + l —ee (=)™ : ,
=l | k+1 k+2 k+3 K+m |

¢ raggruppando a due a due 1 successivi termunt in parentesi quadra, partendo dal

Soluzione. Si ha di seguito
sccondo, s1 ottiene a seconda che k sia dispari o pari

I ] ]

R,

0 3 T A e . <
(k+1*  (k+2)°  (k+m) 1| ! _[ S ]___,_[ L ]
: k+1 \k+2 k+3 k+m-1 k+m)|
< -+ : . A l s - -
k(k+1) (k+1)(k+2) (k+m-I1)(k+m) ~ (_1)" | ( ] | ) ( 1 ] ] |
| k+1 (k+2 k+3 k+m-2 k+m-1) k+m|
(i) st et |
k k+1 k+1 k+2 k+m-1 k —i—mJ_E_ k +m ¢ poich¢ tutte le differenze nelle parentest tonde sono positive, la quantita in
| parentesi nella (*) € positiva ¢ minore di , per cui si ha
ed osservando che qualunque sia m. riesce R,.>— e quindi V k :':»-l—- st ha . 1
m € R, . < : v R <8, ¥ k>——1,

I

R, ., <e.Dalla0 < R, {I s1 deduce che Im R, =0. k +1 £
k

¢ applicando 1l criterio di Cauchy si deduce la convergenza della seric. In scguito
sara provata la

+Dal criterio di Cauchy, applicato come condizione sufficiente, segue che la 5 1
serie data € convergente. (verra dimostrato in seguito): (%) Z (=1}~ o In2.
i k- |
i [
wt < L Z'_ k—ll:, I (3) s ' -
k- a )y (-1) ¢ la serie di Mercator 7 (o seric armonica alternata).
| 4 cils = K
La Z > verra chiamata la serie di Eulero™’ La (**) & stata ottenuta anche da Brouncker’.

k=1

() Gerard Mercator [1620-1687].
“) William Brouncker [16207-1684].

“’ Leonhard Euler [1707-1783].
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10. CONDIZIONI NECESSARIE PER LA CONVERGENZA

Dal criterio di Cauchy (cfr. teor. 1 pag. 57) segue subito il seguente:

/ TEOREMA 1. Condizione necessaria affinché la Zak sia convergente é che

| | k=1
il suo termine ay, — 0 (per k — o), ossia

(1) lima, =0.

k

La condizione ¢ necessaria ma non sufficiente in quanto, ad esempio, per la

SEri¢c armonica

L
-

2

&
o K

g v A -
risulta ll{ﬂi = 0 mentre si ¢ provato (cfr. pagg. 26 ¢ 57) che ¢ divergente,

La seric

— R
Zk—f»l’

il

S 1 | 1
non € convergente in quanto 11{[1[] +E—IJ=1¢O (la serie ¢ divergente in
' +

quanto {S, } ¢ crescente)

Anche la serie Zk ¢ divergente (non soddisfa la (1)). Poiché non esiste il
k=1

lign(—l)k‘l la serie di Grandi Z (-=1)* 'non & convergente (precisamentc ¢ non
k=1
regolare, cfr. es. 13 pag. 28).

CONDIZIONI NECESSARIE PER LA CONVERGENZA

Se nella

Zah = }ak'l'] +a].;.g+'”+ak,1,m’{8.__

s1 fa divergere k ¢ si attribuiscono ad m valor costanti o variabili con k, si ottiene

(2) li{n(am Fag ) =0,

(Ciascuna di queste infinite relazioni, presa a s€, € necessaria ma non sufficiente
per la convergenza di una serie.

R - . 1
Ad esempio per la serie armonica » — st ha, conm = |, lim——=0, ma
pio p ; — siha lim—
riesce anche, qualunque sia 1l naturale m,
. I I 1
(3) lim| —— + foee ]:{L
k \k+1 k+2 k +m
infatt1 se
l<h<m=k<k+h<k+m,
la quantita in parentest della (3) non supcera % che - 0 perk — oo

. - 5 im L,
Anzi la (3) sussiste anche quando m — oo, purch¢ 1l rapporto T — 0. ¢ 1l

caso, ad esempio, di m = [JE ]

La sernie

Ll

(*) (Sil‘lﬂ: Ink —sinn,ﬂn(k—l)),

oy
1
|

fornisce un altro esempio della non sufficicnza della (3), considerata per un dato
valore d1 m.
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Sia infatti m = k. poiché con riferimento alla (*) si ha

aL_l] +a.k_._2+""+ a?,k =

= (sinz/In(k + 1) — sine ok )+ (sin Jin(k +2) sinIn(k + 1) ). 4

+(sin'n:1fln 2k ~ sinm,/In(2k — 1) ) =

=smnyIn 2k — sinn+/In k 2511‘1[ (VIn2k —yInk )cos[ (vIn2k + Ink)z

- In2
= 2sin e R ' :
[E(Jlnzk Ik )cos(z (vIn2k + \Klnk)?

per cui

liin(ak_,] ta,,,++a, )=0.

¢d ¢ ertanm soddlsfatta la (3) con mi =

= k. Tuttavia la s
erie ¢

(*«:mi’cx/ﬁ? — mn?r\/ln )

S, = (smﬂ: lnkhsmﬂ:\/ln(k*l))—smn Ink
(S=-1cS=)

D altra parte consider: | |
altra p: stderando 1l termine eenerale de *) g ‘ - -
generale della (%) si ha hlfn a, = 0. infatti

a, =sint/Ink — sin:rr\/ﬂl(k )=

A ' —
-251:1(2(Jlnk = \/In(k - l))cas(g—(wflnzk + Ink):

| T k s
:jﬁ = - i, - .
...bm[uz Ian————— l ]LO.‘:(-E In /k(k - I)J.
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Allo stesso modo la serie Z( sintvk — sinmvk — l) ¢ non regolare (cfr. es. 15
k=2
pag. 29). eppure non soddisfa la condizione liiI.:n a; =0.

Pertanto se lima, =0, la Z a, puo essere
k
k=1

a) convergente - (cfr. la serie di Mengoli o quella di Zenone):

b) divergente - (cfr. la serie armonica o quella di Mercator):

o

¢) non regolare - (cfr. la Z[sin(nﬁ) = sin(n:«.}k — l)]) *

k=1
Se mmvece hma, #0 la Zak non ¢ convergente (puo essere divergente o non
"

k=1
regolare).

/’I‘EOREMA 2. Se i temini della successione {aL} SONO pu&'mw e decrescenti,

e se la Zak e convergente si ha
k=]

(4) liin k-a, =0.

La condizione (4) non ¢ pero sufficiente in quanto esistono serie divergenti
per le quali la (4) € soddisfatta. E il caso, ad esempio, della seric

: — |
J R T
(5) L
in cui ¢ soddisfatta la (4) poiché
Iimk - g :lim—1——=0.

k kink k Ink
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Successivamente sara provato che la serie E ¢ divergente
kInk |
k=2

o

1
La » o ¢ laserie di Abel

k=2

Da osservare che hg: k-a, =0 vale solo se

esempio la serie di Mercator (cfr. es. 3 pag. 59) Z (=1)"

k=1
segno alterno € convergente (= In2 ), tuttavia non esiste il limite lin

. k
quanto non esiste

k

im( k- (-1 ) < -t

Analogamente la serie

‘ 1 l
(¢ a, =— se k non ¢ quadrato ¢ a, :E s¢ k ¢ un quadrato) ¢ convereente,

tuttavia k -a, non tende a 0 (¢ = I sc k ¢ un numero quadrato).

La

¢ la serie di Cesaro'’

"'’ Niels Henrik Abel |1802-1829]
" Ernesto Cesaro |1859-1906)

la serie ¢ a termini positivi. ad

- : .
1{—, che ¢ a termini di

]k‘ak, H’l

SERIE A TERMINI NON NEGATIVI 65

1 SERIE A TERMINI NON NEGATIVI

DEFINIZIONE 1. Una seric ) _a, si dice a termini non negativi se ¥V k € N
k=1
risulta a, = 0.

Le serie considerate sono regolari poich¢ la successione costituita dalle
somme parziali ¢ non decrescente in quanto

Sk,]—Sk=ak.120.

¢ quindi esiste (finito o infinito) 1l im S, .
k

Evidentemente sc la successione { a, } non ¢& infinitesima. ossia lim a, >0, la
k

oafh

scric » a, ¢ divergente positivamente. Ad esempio la

k |
.
Zk+l*

k|

¢ divergente positivamente i quanto

: k
[im
kK +

= | > 1]

Sono immediati 1 seguentt teoremi

TEOREMA 1. Condizione necessaria ¢ sufficicnre affincheé una serie a
[ermini non regative sia divergente positivamente ¢ che la successione {Sk}

delle sue somme parziali non sia superiormente limitaia.

TEOREMA 2. Condizione nccessaria ¢ sufficiente affinché una serie a
lermini non negalivi sia convergente ¢ che la successione {Sk} delle sue

somme parziali sia superiormente limitaia.
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Le serie seguenti sono convergenti in quanto a termini positivi ¢ con le somme 12. IL CRITERIO DEL CONFRONTO

parziali limitate

Se consideriamo le due serie a terminl non negativi

L e l -
a) per la serie di Mengoli | h .
F Ek(k+1) e (1) ;ak—a1+ag+ tagte, 4 20,
=)
S, =1- : <I: — |
© 0 k+1 (2) - > by =b, + byt 4 b+, by 20,
o k=1
b) per la serie geometrica Y x* ' si ha 5 5 &
1..21: | s1 dice che la Zak ¢ una seric minorante della Z b,. o che la Z b, ¢ una
] XK -] k=1 k=1 k=1

Sy

= - <
l-x 1-x 1-x

o
seric maggiorante della Z a, , s¢ risulta

S 2 = 1 k=1
¢) per la serie di Eulero » — sih
i ;k o (3) a, <b,, Yke N .
SL:Z ::I+Z _,<1+Z =y =9 ol Se la a, <b, ¢ verificata da un certo indice in poi s dice che la Zak &
ho1 D ha D hes D(h =1} — h(h+1) k k=1

¥ & on
o L o i definitivamente minorante dclla Z b., o che la Zbk ¢ definitivamente
Quello successivo ¢ un esempio di setie a termini non negativi divergente per . k=1 k=1
cul non esiste 1l Iim a,
k

maggiorante della z a, .
k=1

(# ¢

kr. ]
(1) ZE[H(HI)“]:(HZ+0+4+0+6+---,
k=1
TEOREMA 1. Criterio del confronto o criterio di Gauss "'’ Consideriamo le

o L] . . . k . L] L] L] -
st ha mfatti a,, , =0, a,, =2, ¢ quindi hﬁn 2, ; =0 ¢ lima,, =+co, per cui non
. ke ot

esiste lima, . La (1) ¢ divergente in quanto

| &
due serie a termini non negativi Zak : Z b.. esiaV k, a, £b,, allora
Kk

k=1 k=1
Ly o

o) se Z b, ¢ convergente ¢ anche convergente la Z a,
k=1 k=1

+ 2k

Szk=0+2+0+4+0+---+0+2k:2+4+---+2k:2 5

-k =k(k+1),

a) o
' : e divergente ¢ anche divergente la Z B...
lim Sy, =+ B) w;akedr g g 2. b

cioe una minorante (definitivamente) di una serie a termini non negativi
convergente ¢ convergente, una maggiorante (definitivamente) di una serie
divergente positivamente ¢ divergente positivamente.

Riesce pot Sox .1 = Sax +agg+1 = Sax, € quindi

k k

() Karl Friederich Gauss [1777-1855].
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ESERCIZIO 1. Determinare il carattere delle serie ESERCIZIO 2. Determinare il caratiere delle serie -

k=1

0 ¥8 \[ |;ﬁ . ) 2 2 o Fa
| ] e | k I k
) ¥, b) S| 1-— i Y = B Y, c)?ﬁ Hy g S

“iglm]’

Soluzione. Le seric sono tutte divergenti. Le a), b) e ¢) perché maggioranti

Soluzione. La a) ¢ convergmtu I quanto ¢ definitivamente minorante della _ P
della serie armonica in quanto

seric convergente (di Eulero) Z (cfr. es. 2 pag. 58). infatti dalle
k=1

L

Lpd K 11 Sl il o
vk kT K+l 2 kT &2k 249k

Ink=>2 perk=>S8.

st ha definitivamente (k > 8) lc seric d) ed ¢) in quanto vk WL,

k=1 2k-1 _ 7k

ESERCIZIO 3. Determinare 1l carattere delle serie

= 1 k +1
Z(E—IH " ]

k|

La b) ¢ convergente in quanto ¢ definitivamente minorantc della scric

. | ‘
geometrica Z — . Infatt1 cssendo
1 2
Soluzione. La scric ¢ convergente in quanto a termini positivi ed ¢ minorante

{

vk | ~ 1 . . _ _
! ( l J o { della serie convergente Z —-. infatt1 dalle disuguaglhanze
m| | - — = k-
; Jk . k1
| | | Kk kol
s1 deduce che esiste un numero naturalc p talc che I [M] = {”‘[ - ]
| L L
% allil |
(l = TJ « —. ¥ k=p. st deducono le
k 2 | l k+1 1
< In <
Anche . | =y 4 k + 1 k k
che la ¢) ¢ la d) sono convergenti in quanto si hanno. rispettivamente, le
] | I | ¢ quindi
—&e Pl K 3, =,
k* 2 [2" 2 | l I k+1 1 l l I
| — — {i—— — AR e & —
| k k Kk Kk+1 Kk(k+1) k-
!I
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l

ESERCIZIO 4. Determinare il carattere della serie Z o aeR.
k=1

Soluzione. Proviamo che se a < 1 la serie ¢ divergente mentre se a0 > | ¢

convergente. Preliminarmente osserviamo che la serie & divergente se a < 0 in

quanto 1l suo termine generale non ¢ infinitesimo, infatti per « = 0 si ha

1 l
11:11F =1, per a < () s1 ha llhrn i +oo, ¢ divergente anche per a = 1 in quanto
st riduce a quella armonica. Per 0 < a < 1 la serie & ¢ divergente in quanto &

maggiorante della serie armonica []{Lﬂ > %]

Facciamo vedere che per a > 1 la serie ¢ convergente, infatti raggruppando 1
termimi della seric a 2, 4, 8, ... alla volta, a partire dal secondo, si ha

I A 1 1 1 ]
2 3 4|l. 511 6:1 7:1 8;1 9;1 lou llﬂ,_ T 12“ o 13'*1 + 14'1 +- 1511 = S

ed essendo

]
-------------------------------------
--------

51
=

|

della serie geometrica di ragione 4

o
. 1 .
La serie Z — ¢ la serie armonica generalizzata o serie di Riemann®’
k=1

"/ Georg Friederich Bernhard Riemann [1826-1866].

= e
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ESERCIZIO S . Determinare il carattere della serie Z F
ko K0

Soluzione. La serie ¢ convergente in quanto per k = 3 s1 ha

l ] 2

E‘:zk—l _21-.‘

per cul ¢ definitivamente minorante della serie geometrica convergente (di ragione

l) La convergenza della serie s1 puo anche ottenere da quella di Bernoull

Ko=:1

(cfr.es. 4 pag. 22) in quanto s1 ha definitivamente (k > 2) E < Th e quindi

converge, chiamando e 1l suo limite s1 ha

' — T

k!

k=1{)

Si ha per 1l resto (k+1)-esimo

1 1 I 1 1 1
R =k T ke Tk (k+l)![l+k+2 Tk +3)(k+2)

WIS [ [V SR WY WU S S 5
(k+D'U k+1 (k+1) (k+D! _ 1 kK
k +1

)<



72 SERIE NUMERICHE

0ssia

1
k-k!

(¥) Rii <

La serie s1 presta al calcolo effettivo del numero “¢”. Ad esempio per k = 12 si ha

| |
E D —
12-12! 10

¢ quindi

2718281826 <e<2.718281832.

La (*) consente anche di provare irrazionalitd di “¢”, infatti s¢ “e” fosse
razionale esistercbbero due interi positivt h e k con il M.C.D =1 tah da aversi

0ssia

E—1'1'—1“*1"—1—4- +i+RL];
k Il 2! k!

moltiplicando, entrambi 1 membri, per k! si ha

! | !
h(k—l)!—k'+k—+k—+ +£+R k!,
|t 2! k!

da cui

I l l
h(k_l}!_k'(1+l|+?+ +]{!] ' R‘klkiﬁk

¢ I'ultima uguaglianza ¢ assurda (1l primo membro ¢ intcro mentre 1l sccondo non
lo ¢).
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ESERCIZIO 6. Determinare il caratiere delle serie

o l f) l
b) , €} :

) Z\h‘(lﬁ“l) S k+vVkE +k+] ;Jk_ﬂ
- - lnk

1 ! | -
d)zk—,/i’ ) 23k ﬂz k

k=2 k=1

Soluzione. Le serie sono tutte divergenti in quanto

|
S 1 -
Jk-(k+1) ikl k+l

1 " l =1E1

k+vk:+k+1 k+Vk2+2k+1 2k+1 3k’

1 | I 1 (Ink)" |

"
3 = 5
\/k_,{_k}k—\/k}k' k-lnk k' k  k

perp>0ck=>3

(L ultima serie ¢ divergente anche per p = 0).

ESERCIZIO 7. Determinare il caratiere delle serie

<k +] ~ |sin (kx)]
a)zk 3¢’ )Z(k) Zk*—l'd)z k- L}Z(kﬂ}

=2 k | k|

Soluzione. Le seric a) ¢ b) sono convergenti in quanto, per k > 3. st ha “

k-28 2 287 (k)

La convergenza della Z - si deduce subito anche dalla divergenza della
k 0O

= 1 I l o . — |
— < - piu 1n generale ¢ convergente la —,
Zk! {(k!)“ Taaimn L-Z”(kf)

a > |

L
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ESERCIZIO 1. Determinare il carattere delle serie

= — Ink =
a) ; b) > —.
§3k—l )LZ k Ty

k=1

= 1 o 1 ‘ l o l l
d) 3 : e —Sin—. | S e
) Y ) Yy ;n[uk)smk.

; |
Soluzione. Scelto per a), b), ¢) b, = E per d) b, = le‘ pere) ed f) b, = l

s1 hanno le

2

%

lim K : Imlnk =+ I K I ¥ 2
=— — ; m ="} —
k 3k—-1 3 k x k+vk '{nz“—k .
1.1 e 1 1 1
1- Esmf - 1 ‘ ln[l+k]smk | ln(l+k) "““E
1;11 i = 1km 51nE— : 1{11 l :llkm i B 8
k> k> Kk k

tenuto conto della divergenza della serie armonica ¢ della convergenza delle scric

—~ 1 <« | :
Z ok » Z 12 seaue la divergenza delle a), b), c) ¢ la convergenza delle altre.
k=1 k=1
Dal criterio precedente si ricava il seguente comodo criterio.

TEOREMA 3. Criterio degli infinitesimi o criterio di Riemann. S¢ /u Zak
k)

e a termini non negativi ed esiste finito il limite

limk“a, .
k

allora la serie é convergente (divergente) per o. > | (o < 1), Se tale limite ¢
zero la serie converge se o. > |, se invece tale limite vale + oo la serie diverge
se < 1.

ALTRE FORME DEL CRITERIO DEL CONFRONTO 77

ESERCIZIO 2. Determinare il carattere delle serie

— B
a) Z ., b) ' : —
1 K5k k-1 k™ +k k-1 K 2 K
Soluzione. Per le a) e b) s1 hanno le

. . 5 . ey IR
limk"a, =limk?— =5, hmk“ak:hmk”Sk :

k k ' k K k;‘+1=
k2+/5

¢ quindi le serie sono convergentl in quanto ¢, rispettivamente, o = E o=3.

=2 | tad

'JI

Per le ¢) ¢ d) s1 hanno le

=

. . Ink . o _ cq A - sIn”

lmk“a, =limk —=IlimInk = 4+cc, lmk“a, =limk “sin"— = lim K|,
k k - - :

|
k k k k k 1
&)

¢ quindi le due serie divergono 1n quanto ¢ rispettivamente oo = |, o0 = -3,

TEOREMA 4. Criterio di condensazione o di Cauchy. Se {ak} ¢ Und

L v a0
successione decrescente di numeri non negativi le due serie Zak ¢ 22“ -

ke i v
hanno lo stesso carattere.

1ak:i lﬂ.

) E?
= 2

1
Ponendo a, = %

¢ divergente 1in quanto
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ESERCIZIO 3. Determinare il carattere delle serie

a) Zk

oy i

!
Zklnk T 2

k=2 k(ln k)ﬂ

Soluzione. La a) ¢ la seric di Riemann (cfr. es. 4 pag. 70). il suo carattere si
puo determinare apphcando 1l criterio di condensazione. Se a < 0 la serie diverge
banalmente. Per o > 0 1 termini della seric non crescono per cul posto

1 ¥* .
a—:k=[F) st ha

on ) L (o-1)k
£ ;2 (zk) :Z(EJ

1 k=1

l

-1
quest ultima ¢ 'a serie geometrica di ragione (E) che converge se gl

1
(o> 1), diverge s 2% ' <1 (@< 1).

La b) ¢ divergente (seric di Abel) (i suoi termini decrescono in quanto ¢

decrescente la ﬁmzione f(x) = ! ) poiché
| xIn x
ZzL =32 b sl LR Ly
L 2*~1n2L “m2* “kh2 W25k

Per la c) st ha

Zzh_sz Z B, I . %
2‘~(1n2) (1n2 P oatklazr (h2yranr

k=2

I"'ultima seric ¢ quella di Riemann (privata del primo termune) per cun la

or I ol l
Z diverge se o < 1 ¢ converge se o > |. La seric rende
" zk(lnk) ;k(lnk) e

il nome di serie di Bertrand "'’ per s = 1.si ha la seric di Abel

" Joseph Bertrand [1822-1900].
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4. IL CRITERIO DEL RAPPORTO

In questo paragrafo ¢ nel successivo considereremo esclusivamente serie a
termint positivi. | critert di convergenza che esporremo consentono di stabilire il
carattere di numerose serie.

TEOREMA 1. Criterio del rapporto o criterio di D’Alambert''’. Lo serie

oy

Zakﬂ a termini Strettamente positivi. e convergenle se esiste un numero p
k=1
positivo e minore di 1. tale che

| dy

{]) k+1 < o < [._
Ay

mentre ¢ divergente se risulta
a,

(2) il >,
a

Per concludere sulla convergenza o divergenza di una serie ¢ sufficiente che la
(1) o la (2) siano soddisfatte definitivamente.

k+1

s1 enuncia nel modo

[1 criterio del rapporto nel caso in cur esiste lim
K a
k

segucnte.

TEOREMA 2. Se la Z a, ¢a termini positivi ed esiste il
k=1

(3) lim ——

ko a

A _

allora

a) se 0< /i<, la Zak ¢ convergente.,
k-1

b) se F> 1. la Z a, e divergente.

""" Jean le Rond D’Alambert |[1717-1783].
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- I
Ad esempio la Zi:_! ¢ convergente (cfr. anche es. 5 pag. 71) in quanto

k=0

!
lim k! = lim LI T
ko a, k (k+1)!  x k+1

L
k . .
5 ¢ convergente i quanto

Analogamente la
k=0

k |
ak*":[imk+l-2 i il
k

1
« a, k251 k 2k 2

Poiché

] ] k+1 3
< er k=22. <— per k=23
k+1 2 P k 4 PO '

l 3

sono soddistatte definitivamente le (1) con p= 5 Bconp= E
a . o
Nessuna conclusione si pud trarre nel caso in cui lim == = | esistono infatti

k a
k
s1a serie convergenti che serie divergenti soddisfacenti la condizione di sopra.

Riferendoci ad esempio alle serie di Mengoli Z :
iy kKl k+1)

¥ 41
. 1 . . ,
¢d armonica Z — . T1IESCE T ISpﬂﬁlV&l’HEntﬂ,

k=1

Ay,

In tuttt ¢ tre 1 cast st ha lim
k @
k

convergentl, la terza ¢ divergente.

- =1, sappiamo che le prime due seric sono

[I. CRITERIO DEIL. RAPPORTO

In accordo con le (2) si deduce che la Z a, ¢ divergente se
k=1

Ay

¢ divergente in quanto lim
ko a
k

a,., k+1 k+1 k*+2k+1 1 1

Ad esempio la Z 1(1:_ =].%¢

— ~ = —— =l+— >
a, k+2 k k> +2k k* + 2k
[l criterio del rapporto non ¢ applicabile se sono soddisfatte le

a A
iy —the—F | ZEH e
k  a, a,

en _

Tornucmo sul caso Iim
kK a
1%

ESERCIZIO 1. Studiare il carattere delle serie

s 5 0 k ' ) (X,
a) e, b)Y —. ¢ »—.

k" k!

k=1 k=] k=i :

i

k
=1 2

Soluzione. Le serie sono convergentl in quanto s1 hanno le

¥ aL_+I " efkl]: % ":Iki l - _'}k
[im = lim —=Ilme ™ ' =—lime " =0,
k a, k- prk k e k
k
- B k+1)! k
lim ==L = llm ( ) = hm = llm

k a k (k+ D K (k+1) ( )

a_ ., .. (k+1)" k! (l{—l—l]
lim —— = lim -— = lim =
© a,  k (k+DL kK k\ k ) k+1
k+ D! (oK) :
luna“-lim[( J 5L (k+1) "
£ a, k (2k+2)! (kD)* Tk (2k+2)(2k+1) 4
A [(k+D1] 2¢  (k+1)

lim =541 = lim e = i s
k ak k  olk+d) (k) & 2%

(k!)° ~ 5o (k)
)2(214)' 8 3~

81
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Per la d) s1 ha
ESERCIZIO 2. Siudiare il carattere delle serie
o Xk D KL x X
= 3 = 2 — k-e" = k" < (k+D5 x*k! 1Y e
a') Z 3k ° b) Z o C) Z 3 d) 3" ‘ ‘ (l-l- )
1 2 1 K o K +1 ;k! .k
Soluzione. Le quattro serie sono divergenti in quanto si hanno le i e quindi la seric converge per x < e, diverge per x > €. Se X = ¢ s1 ottiene la
) e 4

. EeE Atk p P k* k +1)Y* Z —Ilf che ¢ divergente in quanto s1 ha
i ——aeeaS— i g =2lim(——-) =33 | oy K

k 2°%% 3% 8 k (k+1)* 2 3 k o 1

lllTl k+1 :1-. k+1}l
k+1 7 koa .

. (k+1De™ k+1 . (k+1) '.
lim - — = clim — - !

k k+2 k-e k k(k+1) | - WL Y

| In conclusione la Z T converge per 0 < x < ¢ (in particolare per x = 1 s1
i k+1 , _ 1 \k | ﬁ Lr_ 1_
(k D kh = hrn(k +—IJ =, ritrova la b) dell esercizio 1).
k (k+1)! k k k
ESERCIZIO 4. Stabilire il carattere delle serie

ESERCIZIO 3. Studiare il caratiere delle serie

)Z— (x20), b)Z " (x20), c)Z

{0 F|.;

),

)Z (KD x>0).

converge solo per o > | (s1 riduce alla seric di Ricmann). a, k + 1

k+h X
L -
a) S (x=0). b — (x>0).
> 0) Z[ ] ; L x
e T
kel
Soluzione. Le a) ¢ b) sono convergenti in quanto s1 hanno le o (2 L}' k-1 :
% k! I x k" X k. Soluzione. Pcr la a) s1 ha
llm(k’ 1)| = —-ﬂl;t‘nﬁ-*(] lim (k- e — :likmk’ l(k l] =¥,
+1)! x < k+ + X - k+1\k+
(k+h+1Y) | l . k+h+1
lim X =xhm— =X.
Per la ¢) s1 ha K k + | k+h . o k+
. |
x* o k® k Y e | . L .
11m — = xlim(—] = X. ¢ quindi la scrie converge se 0 < x < | ¢ diverge se x > 1. sc x = | ¢ divergente 1n
k (k+1)* X k Lk +1 quanto s1 ha
quindi la seric data converge per 0 < x < 1 ¢ diverge per x > 1, per x = 1 , a,, _k+h+1 |
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Per la b) si ha p 4. iR
er x =4 s1ha
K+ 2k ok |
. X 1+ . X
lim 1,:_“,,- :{ = xlim l+:{_ﬂ , ak*'—2k+2::vl
L L4x® S a, 2k+1 7
0 <: > (limx** = e L
perO<x<le (Imx™=0), ¢ quindi la serie € divergente.
“{n A _ . L La d) ¢ a termum positivi in quanto
C a,
., 0 < SHEE = Oc:tg%‘_i )
perx>1é(lif‘px*k=+m)ﬁ 2 4 2
1 ed moltre
;B x4l ] |
lim —%tL = x - lin =—<] o i T
- o] * k+1)"tg — o tg——
S EPCINC ' i 2L i 2 :lim(—k'*'lj -
k k wi B k s
74 k 2:-I'l..: I( tg 2k+] tg2 2k+"’
N X 1 -
¢ quindi la Z ok convergente per x # 1 (x 2 0). Perx=1¢ a, :l, per
k=1 i | ""IT'
o6 k | o, tg— : :
. X o | k+2 T l ..
cui la — ¢ divergente. =} = g | - tg” =]
§1+}c“*‘ llkm(l+k) ~ = ( g oz |75 Im
are
Perlac) si ha
¢ percio la
e XD K (k) X, k+l x «
1m k= > = xlim = —lim =— g, N
K (2k+2)  x*(k)) e 2k +2)(2k+1) 2 k 2k+1 4 _ 2. K18 o
- k=1
¢ quindi la
: ¢ convergente V o € R .
e (32
3 (K1)
o (2k)!

.‘ X ; X
¢ convergente per — < | e divergente per — > 1.

o =

- — T el
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15. IL CRITERIO DELLA RADICE

TEOREMA 1. Criterio della radice o criterio di Cauchy. La Z a, ¢ conver-
K=1]

genle se esiste un numero positivo p < 1 tale che riesca

(4) ka, < p<1.

mentre ¢ divergente se risulta
(3) ay, =1

(E sufficiente che le precedenti siano soddisfatte definitivamente).

Nel caso particolare in cui esiste il llﬁ'ﬂ va, 1l criterio della radice prende la

forma scguente.

TEOREMA 2. Se la serie Z A, Catermini hon negativi ed esiste
k=1

(6) lim \/i =/

K

allora

a)se 0</ <, la Z a, ¢ convergenle,
k-1

K
b) se £ > 1, la Eak e divergenie,
k=1

II. CRITERIO DELLA RADICE Q7

Semplici applicazioni del criterio s1 hanno riferendosi alle serie

Z 1 Z_k__ =3 i(4k+l]k
finkd)s" =03 SR SRR )T

k=2

s1 hanno evidentemente

| | 1 ] . | o ]
lm%/a, =lmk —lim—=0. lim¥%¥a. =limkl— = =limkk ==’
K " k \/(lﬂk)L k Ink ’ k K i : )

. | 4k + 1 .
l1m,,f lunk— 31im—l]—~:3, llmkakzhmk[ s ] 1m Sk 4.
k % k k 3k -1 k 3k—-1 3

Dunque nei primi due casi ¢ 0 < £ < | e negh altri due & ¢ > 1, per cui solo le
prime due. serie convergono.

Nel caso in cui lim§/a, =1. non s1 puo trarre alcuna conclusione circa il
k

carattere della sene.

Ad csempio per la seric di Eulero (convergente) ¢ per la serie armonica
(divergente) si1 ha

Iim§/a, =1.
K

| |
1 imk* =1 in quanto. considerando la funzione f(x) = x*_ si ha

I Inx . In %
- lim -

hm X*=lm ¢ * =g

i SR i b, SR R R

ed applicando la regola di de |'Hopital | 1661-1704] s1 otticne

o Inx .
lim lim

1
Gl R e = H
BRI ook MR @]
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ESERCIZIO 1. Studiare il carattere delle serie ESERCIZIO 2. Stabilire il carattere delle serie
(k-1 & 1 . oy 2 r g W . &
a) Z T » ) Z E E | EI.) Z(_] 2 X > 0., b) Z[—) : C) k °
k=1 k=2 () _1)2 W oo W+ 1 oy Kk #1)e

k=1

ot ] | Gl - i e :
0 3I< o0 < k d [Inlnk) ] (l"’f'lnk]
C)Z TR d)Z(l—F) . ) ; Ink /)~ % Zarctangkkj : ne k '

Soluzione. Le serie sono convergenti in quanto

Soluzione. Le prime due seric sono convergenti, la terza & divergente in

k
quanto | limk(i] :limi=9?_
k \ k k

k ik
S = S - .
k k K k k e’ * ik

2
| k ¥ - |
hmk|/| —— | =lime *'=¢ k¥ =—
<

k +1

l- k =3 | = | s
Im §/a, hinli % lukn - 0

: «llim(i)k—l
(k+1)-¢* ¢ x (k+1 e

k

Lad
oo
lad
-
S
_—

. . |
l K ] =l = N —_
Imy/ay link . 3 l:}l;n e 3>e)
\(”k) [Hk) nink)* | Inlnk
lim k = lim =)
k\ Ink k Ink
Per la d) s1 ha
- ; | : l 2
ke k™ hin {arctangkk ZhII:n arctangk T
im k — lhim k _i L =) ..,i o a—X
lliﬂ#&k 11{[1‘/[1 k“] —llltcn(l k“] =€ ,
| | ~ (1+lnkY) . 1+Ink
per cui la serie converge se €~ < 1 (x > 0), mentre diverge se e * > 1 (x < 0), se | hf:“i K =111£n L =0.

e =1 (x = 0) la serie si riduce a quella naturale.



90

SERIE NUMERICHE

ANCORA SUI CRITERI DEL. RAPPORTO E DELLA RADICE
ESERCIZIO 3. Determinare il carattere delle serie

| 16. ANCORA SUI CRITERI DEL RAPPORTO E DELLA RADICE
. e oL _f 2 1 Una forma piu sofisticata del criterio del rapporto ¢ la seguente:
k +1 2" ek =1
a) Z l{ > b) ZF: C) Z l W
k=1 5 i
- - . F TEOREMA 1. La Zak a termini strettamente positivi e convergente se
=l
Soluzione. Le serie sono divergenti in quanto | a
limsup—-t < 1,
k2 : k g Ay
o k41 . (k+1
lim ¥ [-—J *:hm( ] =g
k k X k mentre e divergente se
lllTlI“ﬁ:Zlim . 3—2 liminf k4L 5
k ki L k l{ == Ik a’k '
2 Y 2 ESERCIZIO 1. Stabilire il carattere delle serie
i g1 ! g~ =1
. ] = 1::11 s 2lne=2.
\ \ k k

o0k K — k(1)K
a) > 207" F b Y2t
ko | k-1

Soluzione. Osscrviamo che 1n entrambi 1 ¢cast non esiste il

hm ak#l
S ak
| infatti con riferimento alle duc scrie
5 A Tkt 7k 5 Bl
lim =4 = lim——— —— = lim——;
koa S ) k9l 10" +1
kot ¢ NP S L
A g 2 2 1 2
lim = lim R TR
L ak Ik 21,, (] 2 L 21_ 1)
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La a) ¢ la serie

per cul
-2k ' ~2k-1
Ay =27, 2 =27,
€ quindi la serie € convergente in quanto
~2k-3
. Bray o 2 1
limsup =+ = lim ———=—
k a, A 4

La b) ¢ la serie

Y o e ae P 4254 P
k=1

per cul

2k _ A2k+]
aﬂ'k S 2 ? azkﬂ s 2 E)

o

¢ quindl la serie ¢ divergente in quanto

23k+3

liminf 21 = lim = — =4

1e

Ovviamente 1l carattere delle due serie si sarebbe potuto ottenere tramite il
criterio della radice.

ANCORA SUI CRITERI DEL RAPPORTO E DELLA RADICE 93

Osserviamo che se esiste finito o infinito 1l

. a,
i
E

allora esiste, con 1l medesimo valore, limg/a, .
k

Anche per 1l criterio della radice segnaliamo una forma piu sofisticata.

TEOREMA 2. La Z a, a lermini strettamente positivi e convergente se
k=1

li::n supk/a, <l,
mentre e divergente se

liminf ifa, > 1.

Sussiste la

A . . a
lim inf =1 < liminf §/a, <limsup¥/a, <limsup—tL.
K a, K K K a,

ESERCIZIO 2. Determinare il carattere delle serie

-K

24 S (=1 | Sl
rt I )
Soluzione. Esplicitando si ha per la a)
J--—i-l+l+l+l‘+--
3T F ¥
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per cul

-2k 2k~
A =37, Ay =37,

—

¢ la serie € convergente 1in quanto

lilinsupk a, :%*
per la b)
D 43R 4 B P,
per cul
azk=33k- 321{":311;”1

¢ la serie ¢ divergente in quanto

lim inf {fa, =2.

ALTRI CRITERI DI CONVERGENZA 05

17. ALTRI CRITERI DI CONVERGENZA

S

. . . ] ; A T

TEOREMA 1. Il criterio di Kummer''’= La serie Zak a termini positivi ¢
k=1
convergente se esiste una successione di numeri positivi

per la quale si abbia

(l) bk—'—bkﬂib,

Ay
dove b e un numero reale positivo. Se invece risulta definitivamente

(2) | b, e

E"i~:+|

bl-;+l = Or

l L ® ; - % "
> ¢ divergente allora E a, ¢ divergente.
K k=1

¢ se inoltre la Z
k=1
Un altro criterio capace di stabilire 1l carattere di una serie, a termin positivi,

¢ quello di Raabe, che si otticne dal criterio di Kummer con by = k.

A
. . . o ) g 5 e A
TEOREMA 2. Il criterio_di Raabe'’ La serie Zak a termini positivi e
k=1
convergenle se esistono due numeri interi p e q, con p > 1, tali che si abbia

(1) k-(ﬁ*—~ >p. Vk>q
Ao

Se invece risulta

(2) k+[ % _1|<l. Vk=q
Ay

lar serie e divergente,

""" Ernst Eduard Kummer [I810-1893]
=) Joseph Raabe |1801-1839].
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Dal criterio di Raabe si deduce il teorema seguente,

TEOREMA 3. Se la Z ay e a termini positivi, ed esiste il limite

k=1
limk [ ~ 1]: ‘.
ElI-.-i-

allora la Zak ¢

Q) convergente se > |,
B) divergente se ¢ < |.

Il teorema precedente puo essere applicato anche alle seric per cui 1l

. B
lim ==L = 1.
k ak

: — 1
Ad esempio, per la ZF, con o > 0, si ha

linlak*lzlin'l s =lim(—k— =l
ko a, k (k+1)*  x\k+1

Dal criterio di Raabe si ha
T k & 3 (I+-1~J
' llmk( l]—-limk (-——] — ] |=Im K =

aL+1 k { k"l"l k l

il i

e quindi la ZF converge sc o > 1, dwerge s¢c 0 <a <1 Sea=1Ilaserie

k=1
diverge in quanto si riduce alla serie armonica.

ALTRI CRITERI DI CONVERGENZA

ESERCIZIO 1. Determinare il carattere delle serie

a © () (2k — 1)
) Lp —1n1<’ °) Z(*J(kﬂ)" " Z(2k+l) 2K

| k=1 %"
a-(a+c) a-(a-1—c)-(.a+th)+

k=
a .
b b-(b+c¢) b'(b+c)-(b+2c)

d)

Soluzione. Applichiamo 1l criterio di Raabe: la a) ¢ convergente in quanto

(k+1)? =In(k +1
lim k —1|=lmk L& ).} e )—-l =
k aH k| k- —=Ink ]
kP +2k+1-In(k+1)-k*+Ink
=lm k - —
k k- —Ink
k[2k+l—ln—lf——) 2*+~l—-ln(—5-~)L
! k +1 k +1
= lim - =11 =2,
k k- —Ink k l“lnk
kE

La b) ¢ divergente 1n quanto

(KD 21k =) T i W T
“E“k[zi(k ~2)! (k+ DIk +2)! ll_l?k( 1] -

La c) & convergente in quanto si ha"”;
| ( (2k-1)1! 2k +3)(2k +2)!! )
lim k - —-1|=
£\ (2k + 1)(2k)!! (2k + 1)!!
R (2k+3) (2k-DI' 2k +2)(2k)!! _1)
Colk+ ) 2N (2k+ D(2k - D!

o (@k+3)(2k+2) ) . k(6k+5) 3
_hmk( (2k +1)° 1}_1191 (Pk+1)* 2

) Con k!! si ndica il doppio fattoriale di k: se k ¢ dispart si tratta del prodotto dei
dispari da k a 1, se k ¢ pan si tratta del prodotto der pari da k a 2 (ad esempio

S1=5-3-1=15, 6!!=6-4-2=24).
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Per la d) essendo

a, b+kc+c
a,,, a+kc+c’

st ha

=

limk(~&—k—l]:lin1 k(b—a) :b—a
k kc+a+c C

per cui converge se (b — a) > 0, diverge se (b — a) < 0, mentre nulla si puo
concludere se (b — a) = 0.

TEOREMA 4. 1l criterio dell’integrale. Sia f(x) una funzione continua.
positiva e non crescente sull'intervallo [1, + «) e posio a, =f(k), allora

g

e
. : : A
l'integrale improprio If (x)dx""’ e la Zak hanno lo stesso carattere ossia
k=1
sono entrambi convergenti o entrambi divergenti positivamente.

. . ‘ ‘ - I o
Il teorema continua se si sostituisce J f(x)dx con j f(x)dx, valgono inoltre
1 h |

le disuguaghanze

k41

(3) f(x)deZakiia]+ff(x)dx.
k-1

1

(4) Jj f(x)dx= li!n -[f (x)dx. Si dice che I'integrale improprio

_[1" “f(x)dx

¢ convergente, divergente o indeterminato a scconda che il limite a secondo
membro esiste ed ¢ finito, infinito o non esiste.
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ESERCIZIO 2. Stabilire il carattere delle serie

— 1 = e — I = Ink
a) Z";; (o > 0), b)Zk e (a=1), C)Z — (a21),d) Zn_:
1 K k=1 o Kin" k = K

Jarctg k

o0 e o) - ‘o0 kL‘L
e —, — —arctgk |, a>-1 B>1
)gki_‘“ f);(z g ) g)zﬂku.kl_ﬁl B

K=1

Soluzione. Per la a) consideriamo per a > 0 la funzione

flx) = x",

[ &
che ¢ continua, positiva ¢ non crescente in |1,+o0) per cui la serie Zk‘“ 5
k=1

convergente se e solo se 1'integrale improprio
+eo _ b -
J x “dx = llhmj X “dx
] I

esiste ed ¢ fimto, diverge se tale integrale ¢ divergente. Se

a) o # | allora

l
[ 1=
o0 . t . X ot =1 sc o> 1
j x"“d‘x:hm-l. X “dx = hm — lim :{ | — o
] { ! t ] — ot 1 l—ﬂ.
y il +o0 se<oa <]

o

¢ s1 ritrova che la serie z k™ converge per a > 1 e diverge per 0 <a < 1;
k=1

B) se oo =1 allora

[t = tim [ xtdx = 1o <]} =limInt = +o0,

¢ quindi s1 ritrova la divergenza della serie armonica,
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Le serie d) ed e) sono divergenti in quanto le corrispondenti funzioni risultano
¢ssere positive, continue € non crescentt ¢ 1 corrispondenti integrali impropri
divergono, infatti s1 hanno, rispettivamente, gl

Per la b) consideriamo ¥V x> 1 ¢ V a > 1 la funzione

1

Flx)=x":e¥

X r b . : + 00 G .
che ¢ continua, positiva ¢ non crescente 1n [1,+00), ¢ facciamo vedere che la serie _[ * dx = lim r < i =
¢ convergente. Infatti L Bx* -1 v Bt -
¥ s g N N N o+ 1 | | t
J X* g™ dx:llmj x* e dx =lim| ——e™ | = hm ' 1 )x* dx = hm{ln(lﬁ':‘f;‘“‘”1 —1)] = +00,
| o L e B(c:r.—|-l) x* -1 Bla+1) | |
: l & 1 l . s
=hml =g 4 aprt fea Bl te |n X t Inx In” x
1{“( - ¢ ‘i‘a.ﬂ ) o e <1, j ——dx*-‘llmj —dx—llm = +oC,
) 1 2
£ 1>
eperciola Y k*'-e* converge. S n . i
P ; 5 Per la f) consideriamo la f(x)= 5 arctgx, che ¢ positiva, continua ¢
decrescente per x > 0 ¢ s1 ha
Per la ¢) consideriamo V x > 2 la funzione f(x) = lm , che ¢ continua e
xIn®x +eo g Y
non crescente sull intervallo [2, +00) ¢ facciamo vedere che per o = ] la serie é L [E - arctgx)dx - hfn .L (E — RIS x]dx B

divergente e per o > | ¢ convergente. Infatti per

a) o= | si ottiene = lim gx—xarctgx+1n\fl+f} = lim g-t_-t,:ztr.z:t:gt-i-ln\!l+t2 = +o0,
: | i ) 1 il B
) | dx:limj" " gx = lim[In(Inx) . = lim[In(Int) ~ In(In 2)
2 xlnx t ¥2 xlnx 1 Tl L : ]‘+m1 ' : (TE ]‘! ' >
per cul la Z — —arctgk | ¢ divergente.
i o1 \ 2
B) o > 1 s1 ottiene
v ] ] i-s ' | La g) converge in quanto
j n dk—lu"nJ. dx = lim {in %) = r . St
2 xIn"x xIn® x 1 l—s
i i . +,mear{:tgx . ot n n
—gdx = llm _dx = llm|:t=;"“”15‘“]I =g2 gt
; - |
. (Int)™ - (In2)"*  (In2)"* Lol X+
= lim = ‘
t l—s | 5—1
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Facciamo vedere una notevole relazione esistente tra il logaritmo naturale di k
€ 1 nUmMEri: armonicl

|
© e el DL
2 3 k
utilizzando 1l criterio dell’integrale,
Infatti considerata la funzione
|
f(x)=— . x>0.
.4

¢d essendo

_Lk—ldx :[ln x]:' =lnk,

X
dalla (3) di pag. 98 si ricava la relazione
In(k +1) <H_ <Ink + 1.
Ad ecsempio ponendo. nell ultima disuguaglianza, successivamente i valori
k=1,2.34. ...
s1 ha
In2 <H, <Inl + 1.
In3 <H, <In2 + 1,
In4d <H; <In3 + 1,

Ind <Hy <In4 + 1,

llllllllllllllll
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18. SERIE A TERMINI DI SEGNO ALTERNO

Abbiamo considerato sin qui prevalentemente serie a termuni non negativi.
Studiamo ora le serie 1 cul termini sono alternativamente positivi ¢ negativl ossia
serie del tipo

(l) Z(—l)k_lak = _a-::u_ "+"11:~. _ﬂ4+"'+(—])k_1ak e
k=1

: ;i : S , . . k-1 ;
dove i termini a;, sono tutti positivi, si pud anche scrivere b, =(~1)" a, ossia
k-1 .
> (-0F'a, =3 by
= =

Un classico esempio di serie a termini di segno alterno ¢ dato dalla serie di

l
Mercator (a, = E)

T I 1 1
e R . (= | e e
é( A R e

della quale abbiamo provato la convergenza (= In2 cfr. es. 3 pag. 39).

Per le seric a termine di segno alterno ¢ fondamentale il criterio di Leibniz'' .

TEOREMA 1. 1l criterio di Leibniz. Se {a,} ¢ una successione di numeri

ok

v ' “ i : ] k-1 '

positivi, monotona decrescente ed infinitesima, allora la serie Z(—l) a, e
k=1

convergente. Inoltre, se S ed Sy sono rispettivamente la sua somma e la sua

ridotta k-esima, risulta

(2) ‘S—Sk|£am, ke,

ossia |'errore che si commette sommando i primi k termini della serie anziché
tutta la serie non supera, in valore assoluto. il primo termine trascurato.

") Gottfried Wilhelm von Leibniz [1646-1716]
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Ecco alcune semplici applicazioni del criterio di Leibniz.

ESERCIZIO 1. Calcolare la somma della serie

k-1
Bt gy

con un errore minore di 0 1

Soluzione. La serie € convergente in quanto posto a, = la successione

2k —1
1a, } ¢ decrescente ed infinitesima, infatti a,_ >a,_, ¢ lim : =0. Per
k 2k -1
calcolare la somma con | errore indicato, basta osservare che V k € N si ha
§-8 €
2k +1
per cui la somma della serie ¢ calcolata.con un errore minore di A se
1 1
{ o 3
2k+1 10

s 9 .
cloe se k > . basta pertanto scegliere k = 5 per avere

S—(I~I+l—l+l)=
¥ 3 7T 9
1

per cui 1l valore approssimato della somma a meno di B ¢ 0.8.

=01,

Perk =6 s1 ha

I
S—(l~3+5—7+9—“)=|S—U_744\~=:0_1,

\ k k + 1
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ESERCIZIO 2. Determinare il carattere della serie

= l
_1H)*
kzzl:( ) 2k +

cosk

]

Soluzione. Posto a, = .sihaa >0,
2k +cosk
lim l =.
k 2k +cosk

|
2X + CcosX

La {a,} ¢ decrescente poiché la funzione f(x)= ¢ decrescente 1n

quanto s1 ha

-2 48
£1(x) = T <0, ¥xeR
(2x +cosx)”

ESERCIZIO 3. Determinare il carattere della serie

Z( l)k Ink

Soluzione. La seric ¢ a termuni di scgno alterno ¢ converge in quanto la

Ink Ink
{T} ¢ decrescente ed infinitecsima. Infatti posto a, S st ha subito

Ink . . .
lim——=0, ¢ per dimostrarc che la successione {a, } ¢ decrescente basta
K
In x ‘ .
osservare che la funzione f(x) = ——, per x = ¢. ¢ deereseente in quanto
X
| | —In x
fiix)= — <), V x *>e¢,
o2

pertanto

In k N In(k + 1)

Y k »3.
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ESERCIZIO 4. Determinare il carattere della serie

(X r I
kL |
é( ) k—Ink

Soluzione. La scric ¢ convergente in quanto posto g = 1 st ha
1 k-Ink
liLr:n —— =0, ed wnoltre la { ak} ¢ decrescente poiché la funzione

f(x)=x—-Inx.
x — 1

per x = 1 € crescente (f'(x) =

1
k-Ink k+l-In(k+1)’

>0, V x> 1). pertanto
X

Vk=I

Il successivo esercizio calcola il limite della differenza tra il k-esimo Armonico

1 . . :
(H, =1+ E+ +El) ed 1l logaritmo di k.

ESERCIZIO S. Provare che esiste ed ¢ finito il

(3) l;i]{jn(l-lk ~Ink).

. . . —( | k + 1
Soluzione. Abbiamo gia provato che Z[E —In ’ ¢ convergente (cfr
k|
¢s. 3 pag. 70), per cui indicato con y la somma di tale scric_c con ;5 la somma
de1r primui 2k termini s1 ha

: 4
'}'Ek=l—1ﬂ2+i—|nz+—l—1n~+...+_l_ I“_lf“Jrl—lnl\—le:
2 2 3 3 K=l k-1 Kk k

| g 1 l 3 4 k k + 1
=l+—+—-++——+——|In2+ln=+In—+---+In—— 3

2 3 I(—l k [n n2 n3 +nl( _11"“ k ]

] 1 | 3 4 kK k+1
=l+—-+—+-4+—+—=|In2-—-— _ “H. - In(k &1

2 3 k — 1 [ 2 3 Bl ¥ ] c - In(k A+ 1),
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ossia
(*) Vs =H, —In(k +1).
Sottraendo In k ad entrambi 1 membri della (*) s1 ha

k + 1

(¥*) Hy —Ink =y +In——.

¢ poiche 1l secondo membro della (**) tende a vy per k — < st ha
Im(H, —Ink)=vy
k
[l limite y ¢ la costante di Eulero-Mascheroni ¢d i1l suo valore approssimato

sio alla quindicesima cifra decimale ¢ 0.577215664901532... (non si sa se y €
razionalc o irrazionalc).

ESERCIZIO 6. Determinare [a somma della serie armonica alternata
1
k
(-D* '~
Z c

1 1
- | 1 5
Soluzione. ?{ ) '~ converge in quanto l\} ¢ decrescente ed

mfintesima. Supamndu L termint dl indice part da quellt di indice dispari. si puo
SCIIVCIC

\ A N A k 1k k
DI IR D OB e SO
My | & ) |
|12 11""1I l l A 1112 th h‘lh
D altra parte dalla m(H, —Ink) = y. (cfr. ¢sercizio precedente). si ha
h

H, =y +Ink +1oy.

con o, mfimtesimo per k — >, ¢ quindi
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Sy =In2k+y+0, -Ink-y-0, =In2+(0, —o,),

e tenuto conto della imw, =0, s1 ha
K

lim Sy, =1n2.

: .y | . .
La Z(— 1)* ‘E non s1 presta bene al calcolo di In2, la sua convergenza ¢ infatti
k=1 ' |

“lenta”. La ridotta parziale di ordine k rappresenta la somma della serie con un

l . I .
, 0Ss1a ‘ln 2 Sk| < YD quindi per ottenere il valore della

errore minore di

k+1
somma con 5 cifre decimali esatte, ossia con un errore minore di 107, occorre,
: | | .
soddisfare L (4 G}
k+1 100000

k+1>100000 =k >99999

Conosciamo esempi di serie a termini di segno alterno non convergenti, un

esempio ¢ dato dalla serie geometrica Z x* con x < — 1 (non regolare).
k=1

k
k +1

ESERCIZIO 7. Dimostrare che la z (-1}
k=1

e non regolare.

Soluzione. La seric ¢ non convergente in quanto non esiste 1l lima, .
k

Facciamo vedere che la serie € non regolare calcolando Sy ed Sy

§ (l 2) (3 4] [?_k—l 2k ) 2k +1
S =S || 7= T - * ,,
2 3 4 5 2k 2k +1) 2k +2

ed osservando che si puo scrivere

SERIE A TERMINI DI SEGNO ALTERNO 109
2k-1 2k e ] 10k A A i 21<+1_1 1
2k 2k +1 2k 2kaI 2k 2ks+l 0 Bks2 T a3’
s1 ottiene
O 1 2k +1 [ 1 1 1 |
S, =——+———+-+ + =] —-—4———+---+ — ;
23 ¢ k41 2k 42 2 3 4 k41 2k+2

¢ quindi

calcoliamo ora Sy

ed essendo

2k-1_ 2k _, 1 2k _ 1 1

9k 2k+1 2k 2k+1 2k 2k+1
s1 ha

I 4 1 l i 1 i 1

§;p = ——r =t =—l+]l-——F———+ 4 :

2 3 4 2k + 1 2 3 4 2k +1

¢ quindi

k
k +1

Ossia limS,, #limS§,, .,, ela E (-D** ¢ non regolare.
e k
k=1
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19. SERIE ASSOLUTAMENTE CONVERGENTI

oL

La serie Zak st dice assolutamente convergente sc ¢ convergente la seric
k=1
de1 suo1 valori assoluti ossia se converge la serie (a termini non negativi)

O

(1) )

k=1

4= a _[_...

n

fa,

a, | =|a,|+

d;

(Ovviamente la convergenza assoluta coincide con la convergenza se la serie & a
termini di segno costante).

TEOREMA 1. Se una serie ¢ assolutamente convergente ¢ anche convergente
e risulta

(2) h 1 Ei[ak|.

Il teorema, in generale, non ¢ invertibile, nel senso che una seric puod
convergere senza che essa sia assolutamente convergente. Ad esempio si ha

> (1) S slind,
e k

mentre

2. le-1f A I Sy
k| “k

Ko

Le scric convergenti ma non assolutamente convergentt si dicono sempli-
cemente convergentl (pertanto | assoluta convergenza di una scric ¢ una
condizione piu restrittiva della semplice convergenza)

Ovviamente 1 criteri di convergenza per una scric a termini non negativi Sono
altrettant: criteri di convergenza assoluta.

la i ‘ak

SERIE ASSOLUTAMENTE CONVERGENTI i I |

TEOREMA 2. Criterio del confronto. La Zak converge assolutamente se
k=1

e maggiorata da una serie convergente.

k=]

Ad esempio la serie

i sink
#=] k™
¢ assolutamente convergente 1 quanto

Zolsink| .= 1 =
¥ s )
k- k- 6

k=1

TEOREMA 3. Criterio del rapporto. La Zak converge assolutamente se
k=1

esiste un numero positivo p, con p < 1, tale da aversi (almeno definitivamente)
la,,|<p-la|. Yk e N,
mentre la serie hon converge se risulta (definitivamente)
la, |2 a;|. Yk e N.
In particolare se esiste finito il limite

Ay

[Im
L ak

la serie converge assolutamente se A < 1. non converge se A > | (nulla si puo

concludere se A= 1),
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ESERCIZIO 1. Stabilire il carattere delle serie

o o 1k
b)z(l)k

ok
x
a) —_. V x € R, -
L.Zk ~ (k +1)e*

Soluzione. Dal criterio del rapporto si deduce I'assoluta convergenza delle 2

serie. Per la a) si puo supporre x # 0 (per x = 0 la convergenza ¢ evidente)
ottenendo

xk*xi
R | . ! . ]
lim|—tL = lim (ktl)‘ = |lim - :[}:’-lim : =
k | a, k X" k|l k+1 k k+1
k!
Per la b) s1 ha
ok 2
lim A i k+lk+l'(k+l)b =llim (k+1) :l'
k| 2y k- (k+2)e k ck k(k+2) ¢

TEOREMA 4. Criterio della radice. La Zak converge assolutamente se
' k=1
esiste un numero positivo p, tale da aversi (definitivamente)

mgpfil,‘#kENﬂ

mentre la serie non converge se risulta (definitivamente)

5/’&1;]2:1 .VkeN.

In particolare se esiste il
hmkhﬁzl,
k

la serie converge assolutamente se A < 1, non converge se X > 1 (nulla si puo
concludere se A= 1).
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ESERCIZIO 2. Studiare il carattere delle serie

o -] k-—lxk
b) Z( )k |
k=1

o (—I}L ]k
a) =
;(k+l)ck

Soluzione. Per la a) s1 ha

. e I
1‘Fl’k”ak|=§'l‘;?"‘kk+1:';'

Per la b) s1 ha

lim §/|a, | =lim-‘—}i|-=‘x

K L Kk

2

e (D)X
per cul la Z converge assolutamente se ‘x|< l, non converge se
k=1
= (=D
|:~:‘:::-l._, x ¢ (=1, 1). se x = 1 si nduce alla Z %
k=1

che converge a In2, se
o - l

x =—1 s1 riduce alla z — che diverge negativamente.
k=1

Osservazioni

Abbiamo visto che 1 due criteri precedenti non sono applicabili se A = 1, mn tal
caso risultano utili il successivo criterio di Raabe ed 1l seguente

m
TEOREMA 5. Criterio_dell’ordine degli infinitesimi. La Zak ¢ assoluta-
k=1
mente convergente se la successione {ay} ¢ infinitesima di ordine maggiore di
|. non ¢ assolutamente convergente se tale successione e infinitesima di ordine
minore o uguale ad 1.
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SERIE ASSOLUTAMENTE CONVERGENTI 115

ESERCIZIO 3. Determinare il carattere delle serie

TEOREMA 6. Criterio di Raabe. La Zak converge assolutamente se si ha

I k=1
SIN —p== definitivamente)
a) D> (-1)f Vk ,-J b) D (=1)°
Z{) 3k -1 Z k41 L s ‘
' Sl
" : f a
.tk — sink _ s i
5 2 A== d) 2 (=D i ——
k=] k™ — 5 s non converge assolutamente se si ha (definitivamente)
Soluzione. Applicando il criterio dell’ordine degli infinitesimi le prime tre k - 2 ‘ ~11£1
seric sono assolutamente convergenti in quanto le successioni dei termini sono ‘31, 1‘

infinitesime di ordini rispettivamente —, 2, 2, infatti

! 3 Se esiste limk - \:.1 ‘ — 1 | il criterio d1 Raabe s1 scrive nella forma seguente
3 sin " : ) - ‘ak 1‘
lim k”a, = limk? — & fimy =
k k | 1 3k - 3 ,
k- J_ k(jﬂ = J k- TEOREMA 7. S¢ |
o 2y e[ L2
, In k limk - —1|=A,

7k — Ink k®ekl 2= | < {a

lim k“a,, = lim k* = lim =2

allora

k k' + 1 k ]
k1[1 i ] .
k a)se A > 1. la Z a, converge assolutamente.

, Ink k|
kd ) k ﬂ: ' ¥

s ¥ » K —sink . k bysc A < 1. /¢ non converge assolutamente

Iimk™a, =lmk~ =l ——=— =3 ) se A< Lolag Yy a; gC Ay )
k k o l S [ w

2 2k’ | ¢) nulla si puo concludere se A =1
La d) non ¢ assolutamente convergente in quanto infinitesima di ordine 1. s1 ha Ad csempio per la seric armonica generalizzata st ha
¥ 5. ¥
k | - a, | | k +1
lim k%a, = lim =lm——---=1. hmk l ~1ll=lm|k:|—] - 1]|=0c.
k
k k k —Ink Lo Ink . ‘ak 1‘ i k
k

(la Z (-1)° | ¢ convergente, cfr. ¢s. 4 pag. 106, per cul se o > | la serie converge mentre se o < 1 la sere diverge.
| k —Ink ”
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TEOREMA 8. Criterio dell’integrale. La serie Zak 4 m‘mmfamenre
k=0
convergente se esiste una funzione f(X) positiva, continua non crescente e

integrabile su |0, +o©), tale che ¥ x € (k, k+1) risulta

lag | < f(x) .

Ad esempio se o > | ¢ assolutamente convergente la serie

Infatti ponendo

31 ha

= i -[ .1.”’.
f(x)dx = dx+J' “dx—1+L
0 ( ] ~ ]

(I)szﬁ  cemenite T o
Invece la E l ¢ semplicemente convergente in quanto per il criterio
k* +

di Leibniz ¢ convergente (la { - ¢ decrescente ed infinitesima) ma la serie

k™ +1
der moduli ¢ divergente in quanto posto f(x) = —; : si ha
Xo=F

| - dx —[ln(w; + )] =+,
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20. PROPRIETA DELLE SERIE
Le proprieta delle somme (finite) non si estendono alle serie.
a) Proprieta associativa

TEOREMA 1. La somma di una serie regolare non cambia associando (con
una legge qualsiasi) gruppi, in un numero finito. di termini consecutivi.

La stessa propricta non s1 estende alle serie non regolari, infatti raggruppando

a due a due 1 termin della serie di Grandi Z (-1)* sihala
k=0
(1= 1)+ (1=1)+--= 0+0+-.
che converge con somma (), s¢ mvece 1 termini s1 raggruppano a due a due a
partire dal secondo si ottiene la

1 =(1-1)=(1—1)==1=0—0—---

che converge con somma 1.
b) Proprieta commutativa

Per le somme finite vale la proprieta commutativa ossia la somma non cambia se
s1 cambia I'ordine degli addendi, per le serie questa operazione non sempre ¢
lecita.

Una serie convergente (divergente) per la quale vale la proprieta commutativa
si dice commutativamente convergente (divergente).

TEOREMA 2. Condizione necessaria e sufficiente affinché una serie sia
commultativamente convergente ¢ che sia assolutamente convergente.

Ad esempio le serie

T

. _ 1yk-l _ 1yk-l
LZ( 1) (Zk_l) > (-1 -

k=1

sono commutativamente convergenti in quanto assolutamente convergenti.
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Vale inoltre 1l seguente teorema dovuto a Riemann (1834).
TEOREMA 3. Una serie semplicemente convergente puo essere ordinata
opportunamente in modo da otienere una nuova serie con SOmma un NUMEFo

reale prefissato (o che risulti divergente oppure non regolare).

Ad esempio se consideriamo la serie convergente (non assolutamente)

_ g1 L ¥ L F
] E D la=le et — = = — =D
() k:1( ) k 2 3 4 5 6 e

possiamo permutare i suoi termini in modo che due termini positivi siano seguiti
da un termine negativo (tutti prest nell ordine) si ottiene la

l
(2) l+——l+]+l—l+l+l—l+---
3 2 5 7 4 9 11 6

3 . . -
che converge con somma —In 2 . Infatti raggruppando 1 termini della la (2). a tre

2

a tre, s1 ha

( 1 1) (1 1 1] [ | 1 1
Sa.=| 14=——= |4| =p=—— [+ + = =

3 2 5 7 4 4k -3 4k-1 2k

1 1 l l l | l l l

=l l+—=—+—=4+---+ + -—|l+=+—4-+++— |=H,, ——H,, ——H, =
( 3 5 4k=3 4k-lJ 2( 2 3 +kJ LR ;zH'*

=(H,, _ln4k)—%(H._,k —ln2]~;)—%(Hk - Ink) +§IHZH

¢, poiché (cfr. es.5 pag. 106) [it’l](Hk ~Ink)=v.siha

S=ImS, =-In2.
Kk &9

Possiamo quindi concludere che la (2) pur essendo un riordinamento della (1) ¢
convergente con somma diversa dalla (1).

S1 puo anche dimostrare che permutando 1 termuni della (1) m modo che clascun
termine negativo (preso nell ordine) segua k termini positivi (prest nell ordine) si
ottiene una seric convergente con somma In 2Vk ), Imveee permutando 1 termint
della (1) 1n modo che tra 1l (k—1)-¢simo termine ed 1l k-esimo termine negativo
siano intcrposti 2" termini posttivi s1 otticne una scric divergente positivamente.
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k=1

21. LA SOMMA DELLA SERIE Zkl:
k=1

LLa scrie che ha per termim gl invers: deir quadrati deghi interi, ha interessato
moltr matematict del XVII ¢ XVIII secolo. La (semplice) dimostrazione della sua
convergenza invitava a determinarne la somma.

[n una lettera del 1673 Henry Oldenburg [16157-1667] chiese a Leibniz quale
fossc la somma della serie in questione; ma non ottenne risposta; Jacques
Bernoullt [1654-1705] nel 1689 ammise la propria incapacita a venire a capo
della questione, che interesso anche Pietro Mengol.

[l successo spetta, come spesso, ad Eulero un secolo piu tardi.

Quando Jean Bermoulli [1667-1748] venne a conoscenza del risultato ottenuto
da Eulero scrisse’

“e cosi viene soddisfatio ['ardente desiderio di mio fratello che,
rendendosi conto che la ricerca di tale somma era pin difficile di quanto si
sarebbe potuto pensare confessava aperiamente che tulli i suoi ferventi sforzi
erano stati vani. Se almeno fosse vivo oral”™

Eulero ottenne il risultato nel 1736 ed ¢ probabile che lo abbia comunicato a
Daniel Bernoulli [1700-1790]: la lettera di Eulero ¢ andata smarrita, estraiamo

dalla risposta il seguente passo
" The theorem on the sum of the series

I PP | _
I+I+§+"'”_ﬁ_ and l+24+34+~-—%.

1s very remarkable. You must no doubt have came upon it a posteriori. 1 should
very much like to see your solution™.

' Cfr. Carl B. Boyer, “Storia della matematica ~, ISEDI - 1976, pag. 514, tra-

duzione di Adriano Carugo.
) Con p si indicava il rapporto tra circonferenza ¢ diametro di uno stesso

cerchio.
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Diamo una dimostrazione elementare della relazione (le formule che useremo
sono, per lo piu, quelle della scuola secondaria)

2

bt

o0
k=1

Partendo dalla formula di de Moivre (¢ tenendo conto dell identita binomiale) si
ha

— [ . ,
cos ng + 1 sin n@ = (cos +ising)" = Z( Jcms”_]" p(ising)" .

k =(} h

Poiché i* ¢ reale se k ¢ pari. immaginario se k & dispari'’’ si possono separare i
eI ., n n-]
termini. S1 ottiene cosi (con S ed 3

g a il _ .
si indicano la parte intera di 3 ¢

n-1

)

CoS N + 1SN NP =

quclla di

]:;f.:ws“lh1 p(1sing)” ' =

[rj i no2h g -3h ["'f_!] 4
:2(211]{:05 p(ising)”" + ) [2h+l

h O h- 0

g n |
[:] il n 2h « _h [ ] h d n=Jdh=~1 ___:  2he+]
:Z{-l) [Zths lpsinT @+ 1 {~1) ( cos = s @

- 2h+1

h )

%) Qi ha

3 -4h

() .. & 2 7 :
=11 ==l 1"=-1:1

. . Ah+l _ . 4h+2 4h+3
1 = 1.1 = ].1 = 1.1 =—].1 =

¢ quindi

b i TH h 1 . 1 '
i..h :(IH) :(—l}h. ]_le - 'l"h :(—l)hl.
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k=1

Uguaglhando le parti reali ¢ 1 coefficient: dell immaginario der due membri si
hanno le

n , ,
(2) cos NP = Z(—l)h( ]cos“”h p-sin” @,
h=0 2h
n_—]
- n
3 SIN NP = —P cos" " @ sing™" .
(3) P Z( )(zhﬂ) @ sing

Dunque cos ne (cfr. la (2)) s1 puo esprimere con un polinomio in C{}Stp{"” :

Se n ¢ dispari ¢ quindi n — 2h — 1 par1, si puo esprimere sin ng. mediante un

polinomio in sin @ se invece n ¢ pari ¢ quindi n — 2h — 1 dispari, si pud

gsprimere sin ng mediante un polinomio mn cos ¢ sin q}(ﬁ) .

T

Dalle (2) e (3) s1 hanno, per ¢ # 5 + km ¢ per ¢ # km | rispettivamente, le
n [E] h L 2h
(4) COS NP = COS q:nZ(—l) ( ]tg @,
h=0 2h
n—|
(5) sin ngp = sin”(p[zz:](—l)h ’ cotg" "o
| o 2h +1 |

2h

(pz(l-cc:sztp)h.

n-2h-]

(1) Basta tener conto della sin

ﬂ

'“) Ponendo cos™ " ¢ = (l ~ sin"’tp) :

(6 2h+l

o\
) Basta porre sin*""'¢ = sin¢- (l —COS~ cp) :
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Da quest ultima partiamo per il calcolo di Z T}; Poston=2m + | si ha
k=1 1
x L 2m+1 .
(6) sin(2m+ D =sin"™"'¢ Y. (-1)" cotg™™ M|
P tph_Zﬂ |5y, ot e
€ posto
km
s = , (k=1,2,3,..., m
%= Tmal (& A ;
s1 ha
sm(Zm+1)p =smkn =0, sme, #0,
pertanto
i( Iy? s e, =0, k=12
- cotg™ . =0, = lede Bianns m
h=0 | Zh +1 s Pk | . = |

ossia | equazione algebrica di grado m

2m+1) = (Zm+1) 2m+1
(7) = X A4+ (=17 = ()
| 3 2m+ 1
ammette le m soluzioni'”’
(8) | cot g — cot g o cot o — "
S Sl 2 At el e T
(7) - h 2m+l m-h . . , ,
Posto P (x) = Z( =13 _ X, tutte, e sole, le equazioni algebriche di
h=0

grado m che ammettono le m soluzioni (8) sono del tipo p-P,(x) =0 conp =0 ¢

peraltro arbitrario.

L
|
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k=1

Poiché la somma delle m radici di un equazione ®) 4 grado m (ag # 0)

m

Z_akx”“k =

je={}
\ a, : :
B ——_ Sl ottiene
an

ol .  km m(2m- 1)
Y cote~ = :
(9) 2 cotg’~

Dalla precedente ¢ dalla

l ot i,
——=cosec ¢p=1]1+cotg @,
SIn~(p
§1 ottiene
= 3 k. & 3 k 2. _l
chsec‘ = :Z(1+co g = ]:m—l—m( - )..
= cm+1 £ m + | 3

“) LLa somma di tutti i possibili prodotti, k a k, di k radici1 dell equazione

=

a,x"+ax" ' +a,x" “+...+a =0, (a,#0),

g

123



124 SERIE NUMERICHE

0ssia

= , km 2m(m+ 1)
10 i = .
Lo ;COEEC 2m+1 3

t -l_
K

Le formule (9) e (10) consentono di determunare la somma della serie Z
k-1

T .
Tenendo conto che. se 0 <x < E s1 hanno le

I 1 l
7, < . { . o
g'x X 8smx

. 2 2 2
SINX<X<tgX, SIh X<X <1g X,

ed 1n conclusione

|

a

X

S T
< COSEC X, ()x::xc::? .

i

cot gz.ﬁ: <

¢ . km |
In particolare riferendosi agh m numeri (k=12 ...m) s ha
2m+ |
| v - 2 k
t;:i::r[g2 " a:(zm,,_ijl) <icosBe” 2 k=12, ... m)
2m + | i 2m + |

sommando su k tra | ¢d m ¢ tenendo conto delle

Im+1 3

o , k= m(2m-1) < , km 2m(m + 1)
Zcotg‘ = , Zcusuc = - :
o= 2m+1 3 T

s1 otticne

m(2m-—|}{(2111+l)1": 1 {2m{m+|)
- L lk_

3 T 3

Oss1a

da cul

22. LA SOMMA DELLA SERIE Z
=]

m m(2m — 1)

£
LA SOMMA DELLA SERIE Z

3 2m+ 1)’

k=

L
= K

l : 2t m(m+1)

‘2 3 2m+1)*

¢ poiché per m — cc 1l primo ¢ | 'ultimo termine tendono a — si ha

2

T

o
k=1

v

1
Zkz_é'

1
K

125

Con consideraziont analoghe a quelle del paragrafo precedente si pud provare la

TE4

ko1

il |
Zl-ﬁ 90

Sappiamo. dal paragrafo precedente. che | equazione

2m+ 1
oo

ammectte l¢ m radici

l

g

2m+ |

ﬂ
ﬂ

]x”‘ 1+...+(—1)"‘(
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LA SOMMA DELLA SERIE Z:: 0
(2) cote® — - cotg® £t cot g el riferendosi agli m numeri - (k=12 ) & ‘addizicnand b
: : =2 e, T B i
g S IR o] >+ | i zionando membro a
membro si ha
Poich¢ la somma dei prodotti, a due a due, delle radici ¢ 22 siha » = .
A » cosec’ o = cotg’ km +2> cotg’ BT
k=1 2m+1 k=1 2m + e 2m+1
(2m+1)
5 m(2m—1)(m—1)(2m — 3)
(3) ;Zm " l:: = — 30 & tenuto conto della (4) e della
l m =
\ J Zcot o km ~ m(2m l):
S5 S 2m+ 1 3
tenuto conto dell identita
| . , - §1 ottiene
2> +ai+--+a’ =(a, +a,+--+a, ) —2(aa, +aa,++aa,++a, a,).
= , k. mQm-1)Am’+10m-9) 2m(2m-1)
4
X COS CC = i +m,
b della LZ]: 2m + 1 45 3 3
Y cotg’ . I), ossia
= Zm+] 3
. L krn  8m(m+1)(m®+ m+3)
. . ! =
¢ s¢ in particolare a,.a,,---,a, sono lem ;adlcl della (1) s1 ha (3) ; cosec el 45 .
C , kn m(2m-1 2m(2m-1)(m-1)(2m-3) “ 1
Z s dm+1 9 30 ’ Le (4) e (5) consentono di determinare subito la somma della Z —
k=1
k=1
ossia T
Tenendo conto che, se 0 < x <—_ s1 hanno le
i kr  m(2m-1)(4m° +10m - 9)
(4) » cotg’ = .
e 2m+ 1 15 , . 4 4 4 | ] ]
) SINX<X<{gX, S X<X <{g' X, —/—<—%

te*x  x'  sin'x
D altra parte

ed 1n conclusione

cosec P = ,14 :[ ,13 ] =(I+cotg1tp)“:mtg"cp+-2cotg3cp+l__
sin“g | sin”
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LA SOMMA DELLA SERIE =
k=1
" | ] Il procedimento usato per determinare le somme delle
cotg 'x <—-<cosec X.
X
yl >
%% 4 9
Riferendosia x = . , S1ha 1 K o K
2m + 1 :
consente di determinare le successive somme dei reciproci di potenze pari, 0ssia
km 2m+ 1)*
cotg” <( m4 : ) <cosec” o , (k=1 2,....,m) 6 0 0 10
2m + 1 k*n 2m + | Z I Zl T Z_i. B
e |0 945 —~ k" 9450 et sl
¢ sommando su k tra 1 ed m ¢ tenuto conto delle (4) e (5) si ottiene
= 1 651n'" =~ 1 2%.76977927 %
m(2m-1)(4m” + 10 9 2m+ 1 : — = - — = —
( )(4m” +10m-9) _(2m + 1)’ Z . ompm L K12 638512875 Sp® T 1-2-3...:27
45 T el A 45
ossia | Per le serie der reciproci di potenze dispari 1 risultati non si conoscono del

tutto, mfatti ancora oggi non si sa se la somma dei1 reciproci det cubi der numen
interl positivi sia un multiplo razionale di =, mentre si conoscono alcuni risultati

' m(2m - 1)(4m* +10m - 9) {i Il 8x* m(m+1)(m’+m+3)

. —r : | o . .
45 (2m+1)* et k* 45 (2m+ 1) significativi come ad esempio
o L I 2 i T’
=i LI-]—Z—, = k=] e 1 etc.;
| ;-_Z.‘( Y Y Tm k:l( S T 360
m | 2 3 13 =, 1
— ] — | — 1+ — = =X 2—4 < .
00 Zm+1° 2m+l] Zm+1 2m+1)° ) =k ¢ stato dimostrato nel 1978 da Roger Apéry che
g 3 &
s I ” 1] 1 .
90( (2m+1)° ]( (2m+l)”] | ;w
i ¢ un numero irrazionale.

¢ poiché per m — +oc 1l primo ¢ ["ultimo terminc tendono a oS si ha

— 1
Zk4=

k|
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23. UN’IDENTITA DI EULERO

TEOREMA 1. Per ogni numero reale o. > 1 si ha

dove 1l simbolo n indica 1l prodotto eseguito su tutti 1 primi.

P

Dimostrazione. Sappiamo che la serie Z k™ converge solo se o > 1. Fissato

I'intero positivo N diciamo p,.p,.---.p, i primi che non superano N, poiché

k=1

p;*<1 (i=1,2,--- h) si ha di seguito

Mt-s) = F0-s

. . : T ' AL & . o .
dove abbiamo indicato con Z la somma di tutt: 1 termuni k% ossia la somma

) hoi - R
)V =T1Zp= 3 (pt-pe.pi)

i=1 j=0 . Ciedasendn JEN®

dr tutti gl inter1 positivi che non superano N.

Si ha poi

C108

e per N — oo st ha la

>

ESERCIZIO 1. Dimostrare la Iim (o — I)H(l -p” )_] =L

UN'IDENTITA DI EULERO

=]
p

Soluzione. Con riferimento alla

¢ sommando su k s1 ha

k<]

0ssia

¢ tenuto conto dell'identita di Eulero ed integrando si ha

0ssia

= A
eperaa —> 1 stha

¢ quindi anche

(")

k-1

(k +1)™ {f x%dx <k

of

-t = -+ 00
J‘ X “dx < E k‘“-::1+j x “dx.
] ]
=

oi—=»1"

lim

o]

Kk

¥ o)
J +- &K1
U< Y k=14 Dk <l+ | xx,
k=1 K=2 I

lim (o - l)l—](l—p “)_l =1,
P

[T(1-p2) =+
P

131
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Questo corollario ¢ molto importante, ad esempio da esso segue il noto | S1 ha infattr

tcorema di Euclide (IIl sec. a.C.)) “Vinsieme dei primi & infinito” Infatti sc
['insieme der primi avesse cardinalita finita poiché, ¥ p, se @ > 1. si ha | 1 1 + | 1

b A Sy <SSt -t-de ool e
(1-p™) " <2, si avrebbe -1 p p-1 p p(p-D

Y
= o mndi
H(I*P"m) <2 ¢ quindi 1

: Zkl z Zp(p*l){zk(k+l)

in contraddizione con la (¥*).

1, | | i | D altra parte
Un’altra dimostrazione del teorema sull’infinita dei numeni primi si deduce

dall"identita di Eulero per oo = 2. Infatt

H(l—pl)?(i%}%

P

lim 1_[([-—- ) = 00,

¢ tenendo conto che

N (DR VA A 3

per cul se | ) > b p h=2
o |
[T(1-p2)
- 5 T= i
P | passando al limite per oo — 1 si ha
contenesse un numero finito di valori sarcbbe razionalc in contrasto con il fatto |
2 g [im lnl_l 1 =) =+cr::r,
2 o s B8 G - o—>1"

che n” (e quindi —) ¢ 1rrazionale.

6
¢ quindt

. " — ‘
Zl:-i-i:{)_ ;p o

ESERCIZIO 2. Dimostrare che

Soluzione. Prelimimmarmente dimostriamo la

Zik 'p ' <I.
p k 2
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24. LA SERIE DI LEIBNIZ 0ssia

Consideriamo la seguente espressione: m (2m . ( 2m .
—1 cot ™™ e = -] cotg™™ g, k=12....2n
Sy Jore o= S0 7 Jore= m

h R n—-2h
Z(‘l) h cotg " ¢ dunque
(1) cotg N = 7 , -
[?] n 2m 2m 2m 2m-1 . ] m-1 Zm | m Zm (
2. (—I).h{ cotg” " i U e IR e B PV Lo Ll P
o 2h+1 | |
essa ¢ 1l punto di partenza per esprimére mediante una serie, la serie di Leibniz. il ' altrt termin, | equazione completa, algebrica, di grado 2m :
numero . La dimostrazione sara analoga a quella che ha condotto al calcolo | e m
delle (3) g ekl ST (B X+ (=)™ =0,
0 : | | 2m -1 |
1 I
2o L
= o ha le 2m soluzioni
Ponendo nella (1) n = 2m intero pari si ha -
cotg—(4k-3), k=12....2m.
[m] | 8m
> 1)“(2'"] i ¥
— cotg™ ¢
_ ___h=0 2h Ma essendo
cotg 2mq = [Em—l]
: | ™ leoretm cot g ——[8m — (4k - 3)] = cot = (4K~ 3) | = — cot T (4k - 3)
h=0 2h+1 = ggm g_ 8m - = ggm |

¢ pertanto, se @ ¢ uno dei 2m numeri s1 possono considerare le 2m soluzioni della (3) nella forma

I 2 I cot .. cot E Acotg-zj—t— —cot 3_1:
(2) ¢k=a[l+4(k—l)]j k=1,2,....2m g —Colg—. ... g mcolg o
si ha e considerandole a segni altern1 ¢ crescenti in valore assoluto, s1 ha

cotg 2mey =1. (4) (-1 cotg%(zk—l), k=1,2,....2m
m
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Inoltre poiché la somma delle radici dell’equazione m - ~ 2m
(9) Zcotg———(4k-—3)cotg—(4k—l)= - m.
. " &m gm te =N
k=D
Ma
¢ — i, s1 puo concludere con riferimento alla (3) ed alle sue soluzioni (4) che | T
4 cotg X< — < COSEC X. {0{?{{—}
X 2
;
2m | . 'm
(5) (=I}" 'cotg—(Zk—l):( =2Zi | ¢
LZ]: 8m l cotg v< — < COSeC V. (0{3' {E)
=
Richiamiamo poi l¢ due identita cloc
‘ | ]
(6) cotg o — cotg B = sin (3—a) coscc a coscee P, | (cotg X)(cotg v) < — < (cosec X)(cosec V).
XV
(7) cotg a — cotg B = tg (B—a) (1 + cotg a cotg B).
¢ st ha
sommando due a duc l¢ radici (4) ¢ tenendo conto delle (5) ¢ (6) s1 ottiene
{l‘ k- D)ol T k- 1) i 8 m 8 m )
Ot P —— . — dJcot v el ] (- =
T . e s L S ﬂm( T — m(4k —3) m(4k 1)
sm—Zcosuc—(ﬁlk—B)cﬂsuc:—--(ﬁlk— Ly=2n. ho | X
m m dm | | S T
- aZcoscc—Hk—.1){:05:.-2:{:—-—(41(—1).
= 8m &m
ossia
Dalle (8) ¢ (V) scgue
L. T T 2m
(8 coscc—(4k —3)coscc—(4k — 1) = |
(8) ; Bm( ) 3111( ) i T )m | i 8m | 2m . 2m
4m I_'-“E- R — m(+k —3) m(4k - 1) i 12
: . . = 4m 4m
D’altra parte con rifcrimento alla (7) si ha
m [ : ¢ da questa
T T U
to —— | +cote (4k — 3)cot g 4k - 1) |=2m. . :
g4mkz;_ ?:)Rm ) 1_"1'~Im( )J T 1 B ‘ 2 3 x |
16m T 32 m 1 (4[( — 3)(4]( - l) 16m sin E

pertanto A 4m
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che si puo anche scrivere come

N T
T 4m T (| 1 T 4m
. _ - _ .__4m
4 ¢ T 32m ;(414—3 4[{—[){ 4 . w’
g 1 Sty ——
4m 4m
¢ poiché
T T
lim—4m__| lim—4m__ _,
m 7T m . T :
g__ S ——
4m 4m

s1 ha in definitiva

0ssia

I 1 1 l I

@ . |
33 7 dm-3 4m —] -

2k—1" "7

oo (= 1)

da cui

I 1 1 : l
=4 —_———t— ... _ 1kl —_—
s [1 3ts 7+ +(—1) k—1" )

La formula ¢ molto clegante, ma senza ulteriori considerazioni, la serie non ¢

adatta al calcolo di m essendo a convergenza molto “lenta” ¢ a tal proposito lo
stesso Leibniz affermava

“sebbene questa serie non sia adatta ad una rapida approssimazione,
non credo si possa immaginare qualche cosa di piu adatito o pin semplice per

presentare alla mente umana il rapporto tra un cerchio ed il quadrato
circoscritto™

ESPRESSIONI BINOMIE E TRINOMIE DI r.

25. ESPRESSIONI BINOMIE E TRINOMIE DI =

ESERCIZIO 1. Dimostrare che. se z° = Xy — 1, si ha l'identita

[ |

arctg l = arctg

+ ar}:tg .
Z Z T X 2Ty
Soluzione. Dall identita
(e +B) = tga + tgf3
- | — tgor - tgf
ponendo
c=tga, n=tgf, 6=tg(a+p),
0ssia

o =arctg &, f=arctgn, a+ =arctg 0 = arctg £ + arctg n. .

S1 ottiene
fea +t T
a+ B =arctg & + arctg n = 80+ 1P =ar{:th" n,
I - tgo - tgf I-&n
0ssia
..I._.
a,r{*:l:gklg E_,T] =arctg & +arctgn.
Se s1 pone
1 E+n 1 I .
Z-I—E_,]J.’ Z+X T Zz+y L
st ha
1 I
____I__—
1 z4x z+y 1 | Zz+xty
Z_l-— I 1 "z emtzy-]
Z+X z+Yy
per cul

2 2 | 2
ztzxtzytxy—1=2z"+zx+zy, z =xy-1

139
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Pertanto se¢ z” = xy — | si ha

| ] 1 |
(1) arctg — = arctg + arctg .
Z Z+X ZTY

Se nella (1) s1 pone

a)z=1,x=1,y=2 siotticne la seguente espressione binomia per il calcolo
din
s I I

— = arcte — 4+ arctg —,
4 gz 83.

dovute ad Eulero;
b)z=2,x=1,y=235s1hala formula di Vega [1754-1802|

E*-2£m:.t‘wfl-i-arcﬂl
4 g s

c)z=3,x=1, y= 10 s1 ha la formula ottenuta ncl 1844 da Schulz-Dahse.

1 | I
arctg — = arctg —+ arctg —.
g3 tg4 g13

d)z=3,x =1,y =35 sihala formula di Schulz (1844)

l l |
arctg — = arctg — + arctg —.
3 5 8

Sostituendo l¢ formule ¢) ¢ d) nella formula di Eulcro si ottengono duc
espressioni trinomie per 1l calcolo di , ossia

"~ arct ] + arctg : + arctg : T _ arct : + arct l + arct I
— = = — —, —= — + arctg— + arctg —.
S 4 3" & | hg eg T aNgg

ALCUNE SERIE RELATIVE A m. 141

26. ALCUNE SERIE RELATIVE A =

Abbiamo visto nel paragrafo 6 la

3 5 2k+1

X X p X
| arctgx=x——+—+--++(-1 faes,.  =jax<l],
(1) tg i G

che converge per x = 1, dando luogo alla formula di Leibniz (cfr. paragrafo 24)

1 1 1 e
n_4[l—§+§—7+---+(—1) 2k+l+m)’

formula, molto elegante, che si presta poco pero al calcolo di =, occorrono infatti
almeno 20000 termini per avere 4 cifre esatte di «.

Migliore della precedente ¢ la serie dell arcoseno

1] ¥ 1-3 x . 1-3:5x%’
(2) arcsen X = X +—-—+ il 2
2 3 24 5 2:4.67
|
per x =— st ha
1Y 1Y &
1 1 (5] 1-3 (E] 1-3-5 (5)

ossla

1 1 1 1-3 |} 1-3-5 1
mE20s| —F—i——g ey e ol
2 2 2.3 24 27.5 2-4.6 2°.7

ed addizionando 1 primi 30 termini si ottiene 7 con 20 cifre decimali esatte.
E il metodo usato da Newton [1642-1727] nel 1673 per calcolare © con 14
cifre decimali esatte.
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Un procedimento, dovuto a Machin [1680-1753], ¢ piu conveniente dei
precedenti. Egli osservo che vale la

i | |

(3) ) =4 arctg . arctg 330"
Infatt1 considerando 1'angolo « tale che sia tgo = —; s1 ottiene successivamente
4 &
we - 255 ST eocach
25 25

5
| 2 v
el = ZIg%ct 12 3 144_120_] 1
| -tg"2a

25 76 119 119 119
144

. s , T o
ossia 4o > iy per cul posto 4o = E+B, s1 ottiene

y & ‘rn: | l |
A N ST R S § LR
[gB:tg 40— — |= ?I_ l = : S
4 |+ tgdo -t 4 l+l+I_l'g 119 239 239

Dalla E =4a — PB. scguc

E—élant:t l—ﬂl_I‘Ct —l~
4 g:’i g239'

¢ quindi utilizzando la (1) st ha

ALCUNE SERIE RELATIVE A = 14

16 4 4 4’ k 4"
] [y e - - (—1 oo |4
T S[ 3100 * 5.100°  7-100° : )(21<+1)-100k )
4 | ] I k 1
——e] e + — R | — oo |,
239[ 3.239%  5:239%° 7.239° (, ) (2k +1)-239* )

Quest’ultima ¢ a convegenza molto rapida per cui puo essere utilizzata per i1l
calcolo di m, e tramite questo sviluppo ¢ stato determinato da Shanks 1l valore
con 707 cifre decimali esatte.

Con l'avvento delle macchine calcolatrici € stato possibile calcolare m con
molte cifre decimali esatte, per esempio

a) nel 1949 la macchina calcolatrice “ENIAC™ calcolo 2036 cifre decimali esatte
in 70 ore d1 lavoro,

b) nel 1954 la macchina calcolatrice “NORC” ne calcolo 3093 impiegando 13
minuti,

¢) nel 1959 fu calcolato fino a 10000 da “IBM 704” impiegando 100 minuti.

Con ’uso di piu sofisticati elaboratori ¢ di programmi dedicati ¢ possibile far
crescere il numero di cifre di © (con evidenti “curiosita” statistiche, etc.): €
possibile calcolare m con un milione di cifre decimali.
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