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ARTICOLO SECONDO

Sulla risoluzione dei problemi geometrici col compasso »
di HrMpNpGILDO DANInLE a Pavia.

[l raggruppamento in un corpo organico, compiuto dagli
antichi geomefri, delle costruzioni che si eseguono col solo
uso della riga e del compasso, o, come si suol dire, con me-

todo Euclideo, visponde senza dubbio al bisogno da essi sen-
tito di separare dal rimanente della scienza geomefrica a loro
nota, una parte, la quale si potesse considerare come il capitolo
pitt semplice della geometria, quel eapitolo che dovesse riu-
scirne come la necessaria infroduzione. Non vi ¢ bisogno di
discorrere della perfezione del lavoro condotto a termine da
quei geometri: la resistenza al tempo ed ai continul progressi
della scienza dimostrata dall’opera di Boonmpn (la quale di
tutto quel lavoro deve considerarsi come la sinfesi) ne & la
prova pit evidente.

Il metodo impiegato da Bucnipr per eseguire le costru-
zioni elementari ¢ fondato sull’uso di due strumenti primor-
diali, la rviga ed il compasso, che egli suppone di poter ado-
perare senza aleuna restrizione ; egli ammette cio¢ di poter
segnare in qualungque parte del piano del disegno una retta,
¢ i potervi deserivere un cerchio col cenfro in un punto
qualungue e di raggio arbitrvario. Queste condizioni grafiche
sono parti essenziali del metodo di Bucrnipnp; e se la natura
delle linee, di cui in esso si fa uso, gli conferisce una sem-
plicita grandissima, ognuno vede che vi si gode ancora di una
liberta grafica assai ampia; non riesce percio fuori di Iuogo
domandarsi se quei medesimi problemi non sarebbero egunal-
mente risolubili econ mezzi grafiei pin rvistretti. Tale domanda
ammette una risposta affermativa: bastera eitave, fra gli altri,
I tentativi, completamente riuseiti, dei geometri italiani del
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sec. XVI, FERRART, TArTAGLTA, BENEDETTI, i quali visolvet-
tero tutti ! problemi contenuti nei libri di EvcLipe colla riga
ed un compasso ad apertura fissa; la risoluzione di molti pro-
blemi ottenuta da BRIANCHON senza il compasso; la ridozione,
fatta da PoNCELET ¢ STEINER, nell’uso delle circonferenze,
ad una sola fissa nel piano del disegno e di centro noto
(efr. art. 3); in un altro indirizzo la riduzione degli strumenti
di disegno al solo compasso, per opera di LorENzo MAscHi-
RONI, coll’abolizione completa della riga.

Non ¢ mio compito di parlare delle ricerche che ebbero
per iscopo di limitare al minimo il tracciamento di circonfe-
renze, poiché di questo argomento altri avrd da oceuparsi in
un sueccessivo articolo; mi fermerd invece su quella che puo
chiamarsi la « Geometria del compasso », dimostrando come
ogni problema, risolubile colla riga e col compasso, si
possa risolvere soltanto con quest’ultimo, senza la riga. Tutto
¢io che occorre per questa dimostrazione & contenuto nel
libro di L. MASCHERONI intitvlato Geometria del compasso,
che ¢ il primo, cronologicamente, ed il pitt importante studio
sulle costriizioni con sole circonferenze. Pubblicata a Pavia
nel 1797, opera del MASCHERONI inconftrava tosto molto
favore, tanto che nel 1798 ne compariva la traduzione fran-
cese fatta dal CArwvrreE; questa traduzione si ristampava
nel 1828, mentre (uasi contemporaneamente, il GriisoNy pub-
blicava la versione tedesea della Geometria del compasso.
Accennerd appena, fra i varii estratti o rimaneggiamenti del
libro di MascHERONI, a uelli di FrRiscHAUF (Graz, 1869) e
di IHHurr (Halle, 1880); ricorderd ancora due Note, una del
sig. Hueexto Dusours (Jowrnal de Math., 22, 1897), 1’altra
del sig. G. CESARO (Mémoires de la société royale des sciences
de Liége, 1899), -1 quali, entrambi, ignorando 1’esistenza di
precedenti lavori sull’ argomento, ritrovano, mediante costru-
zioni dello stesso tipo di quelle del MASCHERONL, la possibilita
di sostituire il compasso alla riga in tutte le costruzioni
elementari. Degna di menzione, come applicazione dei metodi
di MascHERONL, & poi la divisione della civconferenza in
17 parti eguali, esegnita col solo compasso prima dal signor
GRRARD (Math. Ann., 48, 1897), e poi da varii altri Autori:
di queste costruzioni si parlera nell’ art. 6.

I procedimenti geometrici di eui si fa nso nei lavori di
MASCHERONT e degli altri antori nominati in seguito, sono di
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natura affatto elementare. Di fronte a questi va collocato un
breve studio di AvrLer (Zur Theorie der Mascheroni *schen
Constructionen; Wiener Berichte; 99, 1890, il quale, uscendo
dal eampo propriamente elementare, ed esaminando Ia que-
stione della Geometria del compasso da un punto di vista
pitt elevato, riusel a dimostrare 1a risolubilita, eol solo com-
passo, dei problemi Euelidei, giovandosi di un nnico prineipio, e
precisamente della trasformazione per ragei vettori reciproei.

§ L. Conmsiderazioni preliminari. — In un problema i
('}9<J1i1+?l'1'i:1 gli elementi, che si tratta di determinare in rela-
zione e in conseguenza ai dati, si riducono sostanzialmente
a punti, poiché¢, quand’anche il problema vichieda il traccia-
mento di rette o di circonferenze, esse si POssono costruire,
mediante la riga ed il compasso, quando se ne conoseano
rispettivamente due punti, oppure il centro e la longhezza del
rageio (questa Iunghezza a sua volta & determinata mediante
'lue-pnnl-i . Quanto ai punti che si cer JAN0, eSSl SONo sempre
determinati dall’ intersezione mutua i rette e di circonferenze ;
ora ammetfendo che si possa adoperare con piena libertd
tanto la riga che il compasso, si possono ritenere risolti sen-
#'altro i problemi seguenti:

A) Trovare il punto comune a due rette,

i) Trovare i punti comuni ad una retta e ad nna
circonferenza,

C) Trovare i punti comuni a dne circonferenze.

Tmponendoci al contrario 1a condizione di non adoperare
la riga (nel qual caso si potranno ancora avere sul ,diseono
le circonferenze completamente descritte, ma una retta verra
rappresentata soltanto mediante due suoi punti), dei problemi
precedenti solo il terzo sard di soluzione immediata, mentre
per i due primi bisognerd indicare delle costruzioni apposite,
che non si trovano nei libri di HucLine. Volendo dunque
dimostrare che i problemi risolubili con metodo Buclideo si
risolvono pure facendo nso del solo compasso, basterd, in
ultima analisi, risolvere senza 1’ ainto della riga i due pro-
blemi 4) e B), dove, ripeto, ogni retta s’ intenda rappresentata
da due snoi punti. II principio ora detto, da ecui si PG par-
fire per procedere alla nostra dimostrazione, & quello su eui

poggia il metodo i MascmeroxT.
Nel § 2 di questo articolo espongo quelle costruzioni che
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& necessario premettere alla risoluzione dei due problemi
fondamentali suddetti, andando direttamente allo scopo,
tralaseiando cio® tutti quei problemi, i quali, ancorche assai
interessanti e affini con quelli esposti, non vengono perd uti-
lizzati nel seguente § 3, che & dedicato alla risoluzione dei
problemi 4) e B). Con questi due paragrafi lo secopo primo del
mio articolo sarebbe raggiunto, Suppongasi difatti che si abbia
da risolvere nn gualunque problema di geometria elementare:
si prenda una qualunque delle soluzioni che si conoscono,
ottenuta mediante la riga ed il compasso, e la si applichi tale
e quale: poiché la riga non si adopera se non per risolvere
i problemi A) e B), ogni qualvolta si presenterd I'occasione

i farne uso si potrd sempre sostituirla colle costruzioni

del § 3: il problema proposto viene cosi risolto col solo
COMPASSO.

Che il metodo ora aceennato complichi i procedimenti e
le figure, si comprende, ed ¢ chiaro che una costruzione,
nella quale si dovessero applicare parecchie volte i problemi
A) e B), diventerebbe tutt’altro che comoda. Questo spiega
perché il MascurroxI, volendo rendere il suo metodo possi-
bilmente pratico, non si sia limitato a risolvere quei due pro-
blemi fondamentali, ma abbia ricercato per parecchi alfri
delle nuove soluzioni, col solo compasso, che potessero sosti-
tuire, anche per semplicita, qliellu comunemente note, in cul
si fa pure uso della riga. Il non far cenno, per parte mia,
di aleuni di questi esempi, sarebbe stato un voler presentare
Iopera del MascHrrONI monea i nna delle sue parti pitt
interessanti; ed & per questo che dedicai i due paragrafi sue-
cessivi ad esporre le soluzioni date dal MASCHERONT per
aleuni dei problemi elementari pift comuni e pitt caratteristici.
Ben inteso non tolsi eche pochi degli esempi di eui abbonda la
Geometria del compasso, trascurando quelli la cui soluzione ¢

o troppo complicata.

11 Mascueroxt dedica 1'ultimo eapitolo del suo libro alla
risoluzione, in via approssimata, di pareechi problemi di grado
superiore al secondo e di problemi trascendenti, come la
moltiplicazione e la suddivisione del cubo, la rettificazione
della circonferenza, la quadratura del cireolo, la cubatura
della sfera, ecc. Su quest’ultimo soggetto non volli entrare
in molti particolari, per non invadere un campo riserbato ad
altri collaboratori; credetti bene tuttavia di mostrare nel § 6

ekl
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come il MASCHBRONI ottenga la duplicazione del cubo e la
rettificazione della eirconferenza, usando dei metodi che, se
sono da un lato raccomandabili per la loro speditezza, danno
d’altra parte un’approssimazione pitt che sufliciente per la
pratica.

Di varii problemi il MASCHERONI espone pitt soluzioni;
io ebbi cura di scegliere ogni volta quella che presentava
I aspetto della maggiore semplicitdh e simmetria

Dopo aver indicato, nei primi sei paragrafi, come il
MascHERONT dimostri il teorema fondamentale della Geometria

- (el compasso, € come ottenga, per via nuova, la soluzione
di varii problemi senza far uso della riga, vien naturale di
far vedere in che modo a quel medesimo teorema si pervenga
applicando il prineipio dell’ inversione, secondo il eoncetto
delPApper. I §§ 7 e 8 sono destinati precisamente all’ espo-
sizione snceinta della dimostrazione del’ApLe 2, la quale, se
non ¢ cosi elementare come quella del MASCHE RONT, presenta
pero il vantaggio d’una maggiore brevita, e serve, d’altronde,
a mettere sotto una nuova luce le costruzioni del solo com-
passo, in quanto che rivela il loro legame coi metodi della
Geometria proiettiva.

[’ADLER non fa, nella sua Nota, alcuna applicazione ai
problemi elementari; onde perd mostrare che quel metodo
pud condurre a costruzioni eleganti ed istruttive, aceennai
nel § 9, che chiude I'articolo, a pochi problemi notissimi che
ricevono dal principio dei raggi reciproei soluzioni nuove o
condotte con procedimento uniforme. Non vi & aleuna diffi-
colta, del resto, a moltiplicare a proprio talento le applica-
zioni del metodo.

S 2. Prime costruzioni. — 1) Da un punto A condurre la
parallela ad wnea retta BC. ;

Bastera formare il parallelogramma ABCD, determinando
il punto D come intersezione delle due circonferenze A (BO)
¢ C[4B) (*): la retta AD & parallela alla BC.

Questa costruzione non & poi che una di quelle comune-
mente usate.

(") Serivo « cireonf, 4 (B() » per « circonferenza di centro 4 e raggio
eguale a BC'»; questo modo abbreviato verrh usato anche nel seguito.
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) Raddoppiare, triplicare, ccc. un dato segniento 0A.
Con centro in uno degli estremi, ad es. in 0, e con
o rageio 04 i deseriva una cir-
4 conferenza (Fig. 1); indi si deter-

) mini sn questa i punti B, C, D
M_R r in modo che sia

i
| / i N AB= BC=0CD = 0A:
Hil /AIJ' , \ il punto D sard diametralmente
" . | T, SR ”\m opposto ad .::‘_,l;‘-.('lllill(ll il segmento
; 4 0 H / AD sard doppio di OA.
| 0 y Colla ripetizione di questa
LY medesima costruzione si puod tri-
\\-\ /7’, plicare il segmento OA, quadru-

plicarlo,... in generale moltipli-
carlo per n (n intero).
Clostruire il simmetrico di un punto C rispetto ad una
retta ADB.
Le due circonferenze

Fig. 1.

A(A0) e BBC)

si tagliano ulteriormente nel punto richiesto.
4) Dividere un arco di

circonferenza per metd. Z
Sia A Bl'arco dato ap- ' /(
! partenente ad una cir-
conferenza di centro 0
. (Fig.2). Mediante le eir-
il conferenze A(0A4), B{0O4) o
e 0(AB) determino i / ~,
punti ¢ e D per modo A4, B
il d’avere i due parallelo- \

{1150 | % : A _ 1 .
i grammi ABOCe ABDO, ¢ N ;
I 1 P R g
B e ecuali fra loro e colla // “\ //
: stessa hase AB; indi coi —_ ” —
. tig. 2

centri ¢ e D e raggio

OB=— DA descrivo dne circonferenze di cui considero uno
gqualunque dei due punti d’intersezione, e sia 1Y questo punto:
i ehiamando allora F mno qualunque dei due punti ’incontro
delle ecirconferente C(OE) e D(OE), il punto F stara sulla

ci
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circonferenza data, e dividerd per metd uno dei due
archi AD.

Difatti per le costruzioni eseguite i punti ¢, 0, D stanno
in una medesima retta parallela alla AB. Inoltre poiche nel
parailelogramma ABOC la diagonale A0 & uguale ai lati AC
¢ BO, si avia:

BC*= C0*+ B+ 2 -0 - proi - OB su OC
= C0*+ A0+ CO - 2 proi - OB su AB
=A0?+2-CO0" (1)

Gli angoli £0OC, EOD sono inoltre retti, e quindi
CE:= (B! = 0C* + 0P,

e poiché OFE = CF, sard:

OBt = C(* + CF*; (2)
dal confronto delle (1) e (2) si trae: CF2 —= A 0?4 (0. Hssendo
poil’angolo F'OC evidentemente retto, avremo: CI*— C'(0*+ OF;
da questa e dalla precedente si deduce: 04 = OF, il che dice
che il punto F sta sulla eirconferenza O(0A4). Di pit se dagli
angoli eguali FOC, I'OD si tolgono rispettivamente gli angoli
pure egunali A0C, BOD rimane:

FOA — FOB.

Questo prova che il punto I divide per meta 1’ arco AFB.

3) Costruire il segmento quarto proporzionale vispetto « tre
segmenti dati m, n, p.

Deseriviamo le circonferenze Oim) e Oin) (IMig. 3), O essendo
un punto qualungue del piano, e siano A, B due punti della
prima tali che la corda A B sia eguale
a p; fatto centro successivamente in A
e in B, con un medesimo raggio arbi-
trario si tagli poi la circonferenza Ofn)
nei due punti 4'B; sard 4" B’ il segmento
cercato.

Difatti i triangoli 044', OBE,
avendo i lati rispettivamente eguali,
sono eguali, onde sard A0A = BOB':
se da questi angoli si toglie poi (o si
agginnge, secondo i casi) 1’ angolo comune BOA', si avra

Fig. 8.




saranno i punti domandati.
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AOB= A'0B. Ne segue che i triangoli - A0B, A'OB sono
simili, e fra i loro lati passa la proporzione:

7 Ol o OA'=—4.87 A'B;
ricordando che &

O0d=m; 04'—%, AB="p,

e si conchinde che A'B’ & il quarto proporzionale dopo m, n, p.
Quando fosse p > 2m, sarebbe impossibile segnare nel

- primo cerchio la corda AB=—p; tuttavia si pud ancora

applicare la costruzione indicata, sostituendo ai segmenti m
e n i loro doppi, e, se non basta, i loro tripli, ecc.; poiche
si ha sempre, qualunque sia il numero k: '

kw2 Tn = m - .

[1 problema del quarto proporzionale oftre uno degli
esempi piu caratteristici di problemi elementari c¢he si risol-
vono col solo compasso pitt semplicemente che non coi metodi
noti in cui si adopera pure la riga: & vero perd che questa
maggiore semplicitd va perduta nel problema attuale quando’
non sono soddistatte certe condizioni di diseguaglianza fra
m, n, p, poiché allora vi & da applicare (e forse pitt di una
volta) anche il secondo problema di questo paragrafo.

§ 3. I problemi fondamentali nel metodo di L. Masche-
roni. — G6a) Trovare i punti comuni ad una circonferenzea e
ad wna retie che non passi pel suo centro.

Sia O il centro del cerchio e AR la retta data. Costruisco
il punto P simmetrico di O rispetto alla retta AB; detti allora
C e D i punti (supposti esistenti) comuni alla circonferenza
ed alla retta 4B, il quadvilatero OCPD ha evidentemente i
lati tutti eguali fra di lovo. Per avere i punti €' e D basberi
dungue tagliare la circonferenza data colla P(0C).

6b) Trovare © punti comuni ad una circonferenza ¢ ad una
retta passante pel suo centro.

Se 4 ¢ un punto della retta diverso dal centro O della
circonferenza, si desceriva con raggio arbitrario una circonfe-
renza che abbia il eentro in 4 e tagli la circonferenza data
in due punti B, (; dividendo per meta i due archi determinati
sulla data circonferenza ai punti B e ¢!, i punti di divisione
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Ta) Deternvinare @l punto comune a diwe rette non perpen-
dicolari.
Siano 4B, O Dle due rette

date (Fig. 4). Costruiamo i (! G et N
punti ¢" e D' simmetrici di ]

C e D rispetto alla vetta AB, -~ | 3

indi determiniamo sulla C'C/ f‘i-"‘ ST el

il punto 7 in modo che il ‘B

quadrilatero ("D'DFE sia un Fig. 4.

parallelogramma. Ii chiaro ehe per il punto I comune alle A B
e O'D passa anche la €"D'; ora si ha la seguente proporzione :

OF: 00 = 0D “CH

nella quale i tre primi ftermini sono segmenti di lunghezza
nota: noi possiamo dunque col probl., 5) determinare la lun-
ghezza del segmento C'H, ¢ quindi la posizione del punto H,
che sara uno dei punti comuni alle due circonferenze C(CH)
e ('(CH).

La costruzione ora indicata cessa di applicarsi quando
le rette AB e C'D sono perpendicolari, come & facile verifi-
care. Per risolvere il problema anche in questo caso speciale
comineiamo col premettere la risoluzione di quest’ altro, che
¢ un’ applicazione dei precedenti.

8) Trovare il punto medio di un segmento AB.

Segnato il punto ¢ simmetrico di A rispetto a B, si
costruisea il segmento terzo proporzionale rispetto ad AC e AB:
indicando eon m la sua lunghezza, si deseriva la eirconfe-
renza A(m), e si determini il suo punto, situato fra 4 e B,
che sta sulla retta AB: quello sard il punto medio del
segmento AB,.

Possiamo ora

) trovare il punto comune a due vette AB ¢ OD perpen-
dicolari fra di loro.

Si cerchi il punto ¢ simmetrico di ¢ rispetto alla retta AB;
il punto domandato non & altro che il punto medio del
segmento CC'.

Nella costruzione non s'é fatto uso del punto D: la cosa
¢ naturale, perché la 0D & gia individuata dalle condizioni
di passare pel punto ¢ e di essere perpendicolare ad AB.
Il problema si poteva anche ennuciare cosi: Determinare il
piede della perpendicolare condotia da wn punto ad una retia.

F. ENRIQUES - II. 3
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I1. DusouUls trova il punto comune a due rette con un
procedimento che presenta su quello del MASCHERONT il van-
tageio teorico di applicarsi tanto al caso di rette obblique
quanto a quello di rette perpendicoiari. A parte ¢io, le costru-
zioni del MASCHERONT sono ancora preferibili praticamente,
perché assal meno artificiose.

. 4. Risoluzione di aleuni problemi sui seementi e sugli
angoli. — Si & gid indicata una costrnzione del punto medio
di un segmento, che si deduce come conseguenza di problemi
risolti precedentemente; essa non & perd la pit breve; e se

¢io malgrado le fu data la prefe-

\f;/}—,n renza, questo fu fatto soltanto per

E \\_ ridurre al minimo possibile il numero

\Lr_/fg;_\ T delle costruzioni preliminari. In pra-

4 o tica sard perd da preferirsi la se-

o I conente, che sta assolutamente a Se.

/ ‘ 9) Nuova costruzione del punto
Tf____, oA medio di un segmento.

3 s Sia A B il segmento dato (Fig. 5).

Descriviamo, col eentro in 4, la semi-

, circonferenza BCDE, ¢ poi la circon-

P ferenza B(BFE); su questa determi-

1 niamo i punti P, ¢ in modo che sia

/'Q’-\‘L P = FE()—=EC, quiudi deser_i viamo

s le circonferenze P(EC) ¢ Q(EC). lisse

i o si tagliano in due punti della retta

BIE: uno di questi, M, dico c¢he & il punto medio fra 4 e B.
Infatti dal triangolo BPE (isoscele e quindi coll’ angolo
BLP acuto) si ha:

BP* — BT + PE* — 2. BE proi. PE su BE,
ossia, essendo BP = BE,

PE!— BE - 2 proi. Pl su BE.

Ricordando ora che & per costruzione PI = PM,si ha:

2 . proi. PE su BE = EM,
onde

PE‘=BE-EM=2- AB- EM;
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ma P =EC = ABYV 3 allora I’ultima eguaglianza diventa

3-AB2=29%. AR. Tl[
da cui si deduce

3-AB=2- EMN,

e togliendo 2+ AB da ambo i membri: A5 —29. AM, il che
dice che M & il punto medio fra A e B,

Valendoci della costruzione ora fatfa possiamo procedere
a trovare il punto medio M del segmento AM, e poi il punto
medio M" del segmento AM'; e cosi via. Per avere il punto A7’
bastera segnare sulla circonferenza B BE) i punti I e )" tali
che sia BP' = [0 — AP, quindi, fatto centro succes ssivamente -
in Pe @), deserivere due (,uumt:\wn/e col medexunm.lggw AP:
esse determinano il punto /', che & il cereato. Difatti ¢ ¢ chiaro
anzitutto che il punto M’ sta Rll“d retta BE. Inoltre se diciamo B

il piede della perpendicolare condotta da P sulla BE, si hanno
le seguenti relazioni :

BPP— AB*4- AP2 9. 4AB- AR
PE*= AL+ AP:—2. 4E . AR,
donde sommando e osservando che & AB=— AF:

BP-PE*=2. - AP 2. 1P~
Ora

BP—=BE=2.AB, PE—=(E — AB. V3;
sostituendo nella precedente ecuaglianza si ha:
T AB=2. AB*-2. AP,
5 .
0ssia 5 AR — AP? — Pe,
Dai triangoli isosceli e simili BP'E, P UL si ha poi:

-
S . H_
EP*=BE-M'E, quindi o AR

-AB-M L {hmde-

— M'I,

e togliendo AB da ambo i membri: Il AB= AM'. Dunque M’ &
il punto medio fra 4 e 3.

Il punto M" medio fra A e M’ si otterrebbe prendendo
sulla circonferenza B(BE) i punti P e ¢ per cui si
EP'—= B =
e QAP
precedente,

ha
= AP, e poi descrivendo la circonferenza P'(AP)

la cl[moxlmmmv si conduce in modo analogo d“ﬂ
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10) Il terzo proporzionale rispetto « duwe segmenii m ¢ n
si eostruisce secondo il metodo generale che serve a trovare
il quarto proporzionale rispetto a tre segmenti; quando pero
& n<2m, si pud ntilmente sostituire a quella soluzione
(quest’ altra, e¢he & assai notevole per la sua
eleganza. Siano (Fig.6) 4 e B gli estremi di
un segmento eguale a m; deserivo le circon-
/ ferenze A(AB) e B(w), le quali si taglieranno
A \ '[B in due punti ¢, D:se ¢ & il simmetrico di ¢

\'\L/f/ rispetto a B, sard ("D il terzo proporzionale

/ﬂ (¢ rispetto a m e n.
- Difatti 1" angolo €'D(" essendo retto, le
refte AB e D(C sono parallele, onde oli
angoli ABD, BD(" sono eguali; allora i due triangoli iso-
seeli ADB, BDC sono simili, e fra i loro lati vi ha la pro-
porzione

Fig. 6.

AB: BD = BD : D(',

cioe DC' & terzo proporzionale rispetto a m e i
11) L costruzione di un segmento equale alla n™* parte di
wie segmento dato si eseguisce in modo generale formando an
seemento egnale a w volte il dato, indi cercando il terzo
proporzionale rispetto al nuovo segmento ed al primo. Prati-
camente si presta assai bene la costruzione del terzo propor-
zionale data or ora.
Supponiamo, ad es., che si voglia ecostruire la terza
parte di un segmento AB. Cominciamo (Fig. 7) a determi-
L/~ i nare il segmento AD triplo
/ >\ % A di AB, poi costruiamo il seg-
Y \ 3\ mento L'M terzo proporzionale
rispetto a AD e ad AB: sard

| / I 'MW eguale alla terza parte

l'\ /»7"/ di AB. Se poi si trova il
LM punto N in cui si tagliano le
Fig 7. circonferenze M{AB) e A{L'M),

sard, N uno dei punti di divisione del segmento AB in tre
parti eguali. _
Un angolo possiamo imaginarlo dato mediante il vertice
e due punti, ciascuno dei quali insieme ecol vertice individui
an lato. Sono ovvie allora le soluzioni, col solo compasso,
dei problemi fondamentali sugli angoli.
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12) Raddoppiare, triplicare, ecc. Vangolo BAC.
Sideseriva (Iig. 8) la circonferenza A(ADB); questa &
tacliata dalla ((CB) in un punto D, e "angolo BAD & doppio
{le;l dato. Deserivendo poi la eirconferenza [
A(AC) e tagliandola in Z7 colla DX D, si /\
ha Pangolo BAIL triplo di BAC, ece.
13) Costruire la bisettrice dell’ angolo BAC.
S deseriva la circonferenza A(ADB) e =i
determini la sua intersezione [ col lato A4(C;

: A 3

;s ; ; i

coi centri B e D e con un medesimo raggio / /

gualunque si deserivano duoe  circonferenze \-/ 7
che si taglino in un punto M. Sard AM la

bisettrice domandata., i

14) Sopra wune retta A'B" e col vertice in A" costruire un
angolo equale ad un angolo dato BAC.

Si cerchi il quarto proporzionale dopo i segmenti AR,
A'B', AC, e con questo segmento come raggio si deseriva
una circonferenza col centro in A’; similmente si segni una
seconda ecirconferenza di ecentro B’ e raggio eguale al quarto
proporzionale dopo AB, A'B, BC. Le due circonferenze si
taglieranno in due punti sitnati da bande opposte rispetto
alla rvetta A'B" detto ¢ uno gqualunque di essi, sard 1’ angolo
BAC eguale al dato BAC.

15) Dividere un segmento in media ed estrema ragione.

Nia 004 il segmento dato (Ifig.1), e si voglia determinare
salla retta 04 il punto Y tale che sia OY*= 0A - AY.
Descriviamo la circonferenza O(0A), e determiniamo su di essa
i punti B, ¢, D, IZ tali che sia AB— BC — (D = DFE = (0A;
si determini poi il punto X intersezione delle circonferenze
AlAC) e D(AC), indi il punto Y intersezione delle C(0X)
e K OX). I1 punto Y sta evidentemente sulla rvetta OA.
Volendo dimostrare che 0Y ¢ la parte aurea di 04, comin-
ciamo coll’osservare che nel triangolo rettangolo 40X si ha,
supposto per semplicita 04 =1:

AX = 40=Y3,
0X —=V2.

onde

Immaginiamo ora le rette A0D, C'Y, O, e si chiami H il punto
comune a OF e ad AD; abbiamo :

OF = 0X="58, @m=2N7

o 7
b
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onde dal triangolo rettangolo CHY :

Y e YO,
2 E
allora sara .
0Y=HY — 00 = E ,

cioé (Y & eguale alla parte aurea del raggio, supposto
eeonale ad 1. .
OssERVAZIONE. — Dalla stessa Fig. 1, abbiamo ancora:

Y o T P e e 8

DY . 0Y = }");'"1- ) ;1’-,):4]' =1,

onde
DY - 0Y = 0Dy,

cioe OD & la parte aurea di DY. Adunque la medesima
costruzione serve pure per risolvere il problema:
16) Costruive un segmento, conoscendone la parte aureda,

§ D. Divisione della circonferenza in 3, 4, 5, 10 parti

eguali. — Coll” analisi fatta nel problema precedente ¢i siamo

Il procurati tutti gli elementi che permettono di inscrivere,

| mediante il solo compasso, in una circonferenza tutti 1 poli-

| goni regolari la cui inserizione era gia stata eseguita dagli

antichi geometri facendo uso anche della riga. B guesto nmo

dei pitt bei risultati ottenuti dal MASCHERONI; insieme colle

soluzioni date mnegli ultimi anni al problema dell’ inserizione

dell’ ettadecagono regolare, esso costituisee uno dei capitoli

: pitt eleganti della Geometria del compasso. Convien notare
it che la divisione della c¢irconferenza in parti eguali fu appunto I

il prime argomento che i1 Mascusroxi atironto, ¢ 17 esservi

bene riuscito gli diede animo a stabilive in modo generale la

feoria delle costruzioni col solo compasso.

17a) 17 inserizione dell” esagono, o quindi del friangolo
regolare, fu ottenuta nel precedente problema mediante la-
costruzione dei punti 4, B, ¢, D (Fig. 1.

170) Pagliando la circonferenza ({04} colla A(OX) nel
; punto 37, sava AM il lato del quadrato inscritto, poiché
& AM=— 0X, e fu trovato OX = V2.
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17¢) 11 lato dell’ ottagono si ottiene dividendo per metd
I’ arco AM; per questo non oceorre perd fare uso della costru-
vione data al § 2: se si taglia difatti la 0(04) colla X(0A)

nel punto L, nel triangolo OLX si ha:

OL — LX—1, O0X—= V2.

Quindi 1"angolo OLX & retto, onde 1’angolo LOX vale mezzo
retto, dal che segue che L ¢ il punto medio dell’arco AN,
e il segmento AL ¢ il lato dell’ ottagono regolare inscritto.

17d) 11 lato del decagono regolare & eguale ad 0%,
perché 0Y & la parte aurea del raggio. Si ottiene anche in
tal modo la divisione della circonferenza in ecinque parti
eouali; il lato del pentagono regolare mon sarebbe poi altro
che MY, perehé ipotenusa del triangolo rettangolo MOY, i
cui cateti sono il raggio e la sua parte aurea.

Ni puo osservare, per I'eleganza delle costruzioni, che i pro-
blemi, risolti in gquesto paragrafo, richiedono 1’uso di tre sole
aperture di compasso, eguali rispettivameute a V1, V2, V3.

§ 6. Problemi risolti per approssimazione: Rettificazione
della circonferenza, duplicazione del eubo. — Nia O il centro
d’una cireconferenza (Fig. 1), sulla quale-si contino gli archi
da un suo punto A e positivamente nel senso indicato dalla
freceia. Sia P un punto qualunque della circonferenza, e per
fissare le idee supponiamo 1’ arco AP appartenente all’uno
dei due primi quadranti; diciamo poi @ il simmetrico di P
rispetto al diametro OA. Costruito il punto X come nel pro-
blema 15) del § 4, dal triangolo OPX si ha:

PX!= 0P*+ OX!— (X -2 proi. OP su 0X
= 04% 4 0X* — 0X - PQ

= AX*— 0X . PQ.

Ora posto 04 =1, arco AP =2 (in gradi), si ha:

AX=V3, 0OX=1V2, PQ =2 sen «

?

¢ indicando con b la lunghezza del segmento PX, 1’ ultima
formola si serive :

=3 -—2V2 gen (1),
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Questa formola vale qualunque sia il punto P sulla eir-
conferenza. In essa inoltre b puo sempre essere considerata
come una corda del dato cerchio, salvo per posizioni del
punto P nel terzo e qu.uln quadrante, alle quali
una distanza PN =9

Supposto z << 180° (onde b — 2),

i corrisponda

possiamo dare alla (1)
mma nuova forma. Chiamando 3 Parco del cerchio 0(0A) di
cui b & la corda, si ha:

by lTo

b—2 sen
¢ quindi

ol : B .B_ 1—cos3 -
L I‘fn,n g : (2)
D*altronde dalla (1) abbiamo
bt 3 /1 3 450
il o \ 5 Sen g =— P sen z cos 40 ; (D)
dal confronto delle (2) e (3) si deduace
B ko 1
: Cos J—=2s8en « cos 45" —-
| 2
= —=8en (% --45") + sen (= — 45°) — sen 30°,
che si pud anche serivere :
COS 3 = €08 (45" — z) — sen (45° -= 2) — sen 30°. (4)

E questa la formola che \o[ﬂdnm ottenere, e che ci servird
nella risoluzione dei due pmlnleml seguenti,

; fii 18) Rettificazione approssimata della cir conferenza.

‘ Se 0(04) & la civconferenza da rettifi :are, si costruisea
‘ il punto X come nella Fig. 1, indi si (10\(*1'1\ a la B(BX) e si

it chiami R il suo punto d’incontro colla 0(0A) situato nel-
e I'arco BOD. I errore che si commette pruulendu il segmento

AR come misura del quarto di circonferenza ¢ di cirea 0,0004
in eccesso, ]

Se difatti nell’ equazione (4) si fa z=—= AB=—60°, si ha
2806

fe. 1 s . — 43°33" T
per 5 il valore 3=453"33 2005’

ora [ & Varco i eni la corda

. ) , 280
& BX, ossia BR: ne viene che I’areo. ABR sard i 103°33 005"

D et ha b 8 R LT s ey s A



SULLA RISOLUZIONE DEl1L PROBLEMI GEOMETRICI BEOC. 41

Il doppio del seno della sua meta ci da la lunghezza della
cun corda: ora abbiamo:
arco ABR 1145

Y Rm1o4p’
2 = 516 5555 -

ed il seno di quest’ arco ¢ 0,7855998; dunque la corda AR
sard misurata da 1,5711996. D’altronde la quarta parte della
circonferenza ha per misara 1,6707963, numero che diffe-
risce in meno per circa 0,0004 da quello trovato per la
corda AR,

19) Duplicazione approssimata del cubo.

Sia 0A =1 lo spigolo di un cubo (Fig. 1), e si voglia
determinare lo spigolo di un altro eubo doppio del primo.
Deseritta la circonferenza O(0A), costruito il punto X come
nei problemi precedenti, ed il punto M, vertice del quadrato
inseritto di eui un altro vertice ¢ A (§ 5, 170), si descriva
Ia civconferenza M(MO); questa taglierd Parco AB in un
punto XN, Ja eni distanza da X rappresenta lo spigolo del
cubo doppio del dato eon un errore in difetto che non rag-
ginnge 0,0007, '

Difatti 1’arco AN, che ¢ la dodicesima parte della circon-
ferenza, & i 307; sostituendolo mnella formola (4] in lnogo
dell’ arco «, si ha per I"arco 3, la cui corda & NX:

oo 2008
p=—="756"2 T
: ) 2846 °
ed In conseguenza
—_— 1179 e
NX = 2 sen 39°1" ———— — 1,2592800.
2846 !

"
Siha daltra parte: V2 =1,2509209, ¢ questo numero supera
il valore trovato per NX di cirea 0,00064.

$ 7. Le trasformazioni per raggi vettori reciproei e le
costruzioni col solo compasso: problemi fondamentali. — La
dimostrazione, che da il sigmor ADLER, del fteorema fonda-
mentale della GGeometria del compasso, richiede che si premetta
la risoluzione, con sole circonferenze, di aleuni problemi, che
ora indicheremo. Dei problemi gia risolti da MASCHBRONI
non c¢i oceorrono che il 2) ed il 3), del § 2; dopo ¢id pos-
siamo venire ai seguenti.
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20) Dato in un piano un cerchio k di centro O ¢ raggio v,
costruire, col solo compasso, di un punto M " inverso rispetto
a k; cioé determinare sulla retta OM il punto D' definito
dalla condizione: OM - OM'—1*.

@) Suppongasi in primo luogo OM =5 . La circonte-

venza M{MO) taglia k in due punti 4, B (Fig. 9); le circon-
ferenze A(r) e B(r) si tagliano sulla refta OM nel punto
domandato M. Difatti chiamando X
il punto comune alle due ultime circon-
ferenze, e situato con M dalla stessa
banda rispetto ad 0, dai due triangoli
simili M0OA, AOX si ha:

OM . OX — 0A2— +2.

% r
JZAN Questo  dice che X coincide col
Fig. 9. punto M.

5 b) Sia ora OM <7 ;. Poiche la circonferenza M| MO} non

| -

taglia pit, come in @), il cerchio k, si costruisca il segmento
ON = n- 0M, indicando con » un numero abbastanza grande '

perché sia ON - 53 si potrd allora segnare, colla costruzione
precedente, il punto N inverso di N: infine il punto M’ sara
definito dalla relazione: OM' —n- ON’.
! In sostanza mnoi possiamo, mediante il solo compasso,
' costruire I'inverso rispetto a &k di un punto qualunque
del piano.
OSSERVAZIONE. — Se il punto M & tale che si abbia O — wr
(ove p & un intero qualunque), si deduece OM = —. SI ha cosi
1w

itk la seguente costruzione della p™ parte di un segmento: B
essendo OC il segmento dato (Fig. 9), si costruisca sulla f
it retta OC il punto M per modo che sia OM =p- OC; chia-

! ; mando M’ 1 inverso di M rispetto alla circonferenza 0| 0C), [
i sara

OM' = = - 0C.

1

Se sf confronta questa costruzione con quella data per il
il medesimo problema al § 4 (probl. 11), si vede che 1’ultima
esposta mon & che la prima alquanto semplificata e resa pit

T e
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simmetrica, sicché in pratica ¢ pitt conveniente. Pitt in gene-
rale, la costruzionse ora indicata risolve il problema: « Costruire
il terzo proporzionale dopo due segmenti dati »: ed allora
richiama subito alla mente la costruzione corrispondente
del § 4 (probl. 10), della quale ¢ un ipo’pitt semplice. Del
resto, per quel che riguarda la divisione di un seemento
in parti nguali, la presente costruzione si trova gia esposta
nel libro di MASCHERONI per il caso di p = 2; non vi i fa
perd cenno, neanche lontanamente, del prineipio dei ragoi
reciproci.

Ricorderemo le seguenti proprieta della trasformazione
per raggeil reciproei.

Una retta non passante per 0 & trasformata in un cerchio
che passa per 0, ed il cui diametro condotto per 0 & perpen-
dicolare alla retta. E viceversa.

Un cerchio non passante per O é trasformato in un cerchio
che corrisponde al primo in un’ omotetia di centro 0.

Una retta passante per O & trasformata in s@ stessa.

Vogliasi ora

21) nellinversione rispetto a k costrwive il centro della
circonferenza corrispondente alla rette data RS non passante
per O,

Sia M (Kig. 10) il simmetrico di O vispetto alla rvetta RS,
e sia M 1'inverso di M rispetio a %; se allora diciamo H
il punto comune alle rette 0M e RS, e H' il suo inverso.
sard OH’ un diametro

del cerchio corrispon- Jl
dente alld retta RS, f
onde il cerchio stesso I
avria per centro il T ATE RN OFe (b e s e rm ] Lt e By G s SRR \ M
medio fra 0 e H'. Ma H /N
poiche & :
: o
OM— 9. OH. :
’ Tig, 10.

sara di conseguenza OH' — 2. OM': dunque M’ &1l punto medio
del segmento OH', e quindi & il centro domandato.

22) Nell inversione rispetto a k costruire il centro della cir-
conferenza v corrvispondente alla data T non passante per O.

Se M ¢ Uinverso di 0 rispetto a v, € M@ Iinverso di M
Ispetto a k, sard M’ il centro domandato. Difatti: supposte
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e

costruite (Fig. 11) le circonferenze + e vy diciamo Q@ e M’ i
loro eentri rispettivi, e costruiamo il punto M invesso di M’ 1
rispeito a L. Siano R e R, i punti  incontro della retta 02

colla circonferenza v, e si chiami R il punto in cui la retta
stessa incontra v" e che corrisponde a R nell’ inversione rispetto
a iy vuol dire allora e¢he R’ corrisponde a R, nell’omotetia di
centro O nella quale v corvisponde a v. Avremo cosi le relazioni :
OR 0L
4 | — - b 19 anzidatte
=5 — == (per omotetia anzidetta),
or' — oar 'l . %
e OR - OR = OM- OM' (per I'inversione rispetto a k),
dalle quali, moltiplicando membro a membro, otteniamo :
OR - OR, = OM - OR,
i 7 In questa relazione riferiamo tutti i seementi all’ ori-
gine Q2 allora si ha:
(QR — QO)RR, — Q0)= (QM —Q0) - QQ. -
i Sviluppando i prodotti e ridueendo, coll’osservare che &
iy o 8}
QR ——0 R,

Q0. 8SM—=QR:,

! si trova o

la quale prova c¢he i punti 0 ed M sono- inversi rispetto al
i cerchio v. Questo dimostra 17 esattezza della costruzione indi-
‘ cata pel eentro di ¢y (Y.

() La dimostrazione che 1’ Aprner i per questa costruzione non &
quella da noi esposta: essa & pin breve, ma cade in difetto in tutti quei
easi in cui da O non si possono tirare le tangenti oy e av': la nostra, se ¢
meno semplice, ha perd il vantaggio di esser valida in ogni ¢aso,
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O8SBERVAZIONE. — La circonferenza corrispondente di una
retta nell” inversione si puo senz’ altro deserivere quando se
ne sia costruito il centro, poiché si sa inoltre che essa deve
passare per (0. Al conftrario la conoscenza del centro non
hastera, in generale, per poter descrivere la circonferenza '
trasformata di un’altra eirconferenza v, ma bhisognerd ancora
determinare I'inverso di un punto qualunque di v; quest’ultima
operazione diventa inutile nel solo caso in eui y tagli il cerchio
fondamentale della trasformazione, poiché i punti di questo
corrispondono a se stessi.

§ 8. Dimostrazione, mediante 1’ inversione, della risolubi-
lita dei problemi elementari col solo compasso. — Si abbia
da risolvere mel piano un problema P, nel quale non inter-
vengano altre linee all’ infuori di rette e di circonferenze, e
si chiami F la figura che risulta dal considerarve tutti i punti
e tutte le linee che compaiono nel problema, anche se vi figu-
‘ano soltanto come elementi ausiliari di eostruzione. Si deseriva
an cerchio % il cni centro O non stia suo nessuma di quelle
linee, e si costruisca la figura F' inversa di F rispetto a F:
per le proprietd poco sopra notate dell’inversione, la & sara
composta unicamente di cerchi, i quali si potranno ottenere,
col solo compasso, dalle linee di F mediante le eleganti
costruzioni del § 7. Il problema P, consistente nel tracciare
un certo numero di rette e i circonferenze, viene allora
trasformato in un altro problema P’ la cui risoluzione imporia
soltanto la costruzione di circonferenze. I punti, che costi-
tuiscono la risolnzione del problema P, non sono altro che
gli inversi, rispetto a k, dei punti che danno la soluzione del
problema P; da quelli adunque si pud passare a questi mediante
la solita inversione. I poiché tutte queste trasformazioni non

' richiedono I’ uso di alfri strumenti all’ infuori del compasso,
si conclude che ogni problema, risolubile con rige e COMPasso,
st pud risolvere soltanto con quest’ ultimo.

$ 9. Cenno sull’ applicazione dell’ inversione alla risolu-
zione di aleuni problemi elementari. — Cirea 1’ applicazione
sistematica del principio dell’ inversione alla risoluzione, col
solo compasso, dei problemi elementari, si presenta la stessa
osservazione che fu fatta fin dal principio riguardo al metodo
di MascHerONT; tanto 1’ uno, ciod, quanto 1’altro metodo,
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applicati senza ulteriori avvertenze ad un problema qualsiasi,
ne complicano, in generale, la risoluzione grafica. Ma allo
stesso modo con cui uno stidio pitt minuto del metodo di
Mascneroxt ¢i ha mostrato (v. §§ 4, 5, 6) come in parecchie
(uestioni esso si giovi di artiizi speciali i quali lo rendono
preferibile agli altri metodi pitt noti, cosi & ovvio pensarve
che nun fatto analogo si verifichi in ordine al metodo del-
I" Apper. Per quanto non vi sia dubbio sull’ utilith i una
ricerca completa delle varie categorie di problemi a cui
I"iuversione =i applica con vantaggio, pure non intendo qui
di intraprendere uesto studio; dird soltanto che sono i due
specie 1 riguardi che hisogna avere nell’ applicazione del
metodo: utilizzare, in primo luogo, per quanto ¢ possibile, le
proprieta dell” inversione, e scegliere ciaseuna volta con eura
il cerchio fondamentale della trasformazione.

Per fare un esempio, supponiamo che si debba risolvere
(questo problema : -

23) Costruire il centro del cerchio passante per tre puntd A,
B. C non allineati.

NI potra procedere nel modo seguente. Descrivo la circon-
ferenza k= A(AB), e nell'inversione rispetto ad essa costruisco
il punto ¢'" corrispondente di €': la retta BC’ & evidentemente
la trasformata del cevchio (4, B, (/) nell’ inversione medesima.
Se allora cerco il simmetrico M di A rvispetto alla retta BC’, e
di esso I"inverso M rispetto a f, avro in M il ecentro richiesto.

Questa costruzione, tenendo conto c¢he si ecompie col solo
compasso, ¢ abbastanza semplice e non maneca (i eleganza;
ed & mediante una scelta appropriata del cerchio k che ad
essa sl pervenne,

Isiste poi tutta una elasse di problemi per I quali il
metodo dell” inversione sembra specialmente indicato: sono le
costruzioni da eseguirsi enfro il foglio su elementi inacces-
sibili. I chiaro difatti che, trasformando con una conveniente
inversione la Higura quale ei ¢ data, si potra sempre, pratica-
mente, aeli elementi, che cadono fuori del foglio, sostituirne
altvi eontenuti nei limiti del dizegno; a questo punto la
soluzione completa della questione diventa ovvia, se pure non
¢ addirittura ottenuta.

Mostriamo su un problema speciale, del quale gid si
conoscono innumerevoli soluzioni, come si attui il concetto
ora espresso. Si voglia
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SULLA

o4y individuare la retta che conginnge wn punto P col
inaccessibile comune @ due rvette date A B, CD.

pr!m'u (x)
a I di eentro P, sl costruiscano

Descritita una circonferenz
¢he corrispondono alle due refte date nel-

le circonterenze
Iy quelle due cireonferenze passano

I’ inversione rispetto a
entrambe per P, ¢ si tagliano percid in un secondo punto, il
quale non sard altro se non il punto ¢ inverso di @. Siecome
(), {) sono allineati, 1a retta che si domanda & la Po).
Si capisce come sia sempre praticamente possibile avere il
to @ nei limiti del disegno. Se difatti la circonferenza &
sola delle rette AB, CD, una
queste duoe rette

i pnnti 2

pu
lascia all’ esterno anche una
delle due ecirconferenze corrispondenti a
Lecessariamente tutta interna a k, e quindi il punto ¢

sard
Jastera dunque, pel nostro scopo, sce-

cadrd pure entro k.
olieve il raggio di & abbastanza piccolo.

Se nel pr
che individuano il punto
ancora eseguire und costruzione analoga: solo Vi
osservare, per ragioni di semplificazione, che ¢ conveniente,
caso, deserivere il cerchio & in modo che tagli
e cid in base all’osservazione

yblema medesimo si gostituisse, alle due rette
0, due circonferenze, si potrebbe
sarchbe da

in questo
entrambe le circonferenze date;
con cui finisce il § T.

Fard ancora un esempio. Si vuole

05\ descrivere la circonferensa 4l cwi centro ¢ un punto
dato O, ¢ che passa per wn punto P, inaccessibile, comune d
due circonferenze % ¢ 3 di centri A e B rispettivamente.

Notiamo subito un caso in cui il problema ammette una
soluzione immediata senza ricorrere all’ inversione: ¢ il caso
in cui cadano nel foglio i punti 4 e B, il punto P, in cuile
circonferenze « e 3 si tagliano oltre che in P, ed il punto 0,
simmetrico di O rispefto alla retta AB. Allora difatti si ha
0P = 0,P,, e quindi la circonferenza domandata ¢ la 0(0,F,).
Si vede, anzi, che si puo fare a meno di uno dei due punti
A e B; giacchd se si ha nel disegno, ad es., il solo punto B,
qna circonferenza qualunque di centro B taglia la o in due
punti R, S simmetrici rispefto alla retta AB, e quindi due
circonferenze qualungue di centri K e S si tagliano in due
punti della retia AB: sicehé possiamo, anche in assenza di A,
trovare altri punti della retta AB.
invece che siano contenuti nel disegno i punti

Supposto
0, (la presenza di P, ora non ha pitt inte-

A e B, ma non




e e B
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il resse), il problema si risolve comodamente mediante 1’ inver-

sione. Difatti le circonferenze « e 3, inverse di = e 3 rispetto
ad un cerchio & di centro 0, si tagliano in due punti P e P/,
inversi di P e P, rispettivamente; allora la O(OP') sard
Iinversa della circonferenza domandata, onde prendendo su
di essa un punto M’ e cercandone 1’ inverso M (avendo cura
di scegliere " in modo che M non ecada fuori del fogliol,
la circonferenza che si richiede sard la O OM).

Anche qui si otferra qualehe risparmio di costruzione
descrivendo la circonferenza & in maniera che tagli tanto
quanto 3.
! Lo stesso problema, sostituendo le circonferenze e 5 con
! due rette, si risolve pure facilmente coll’ inversione. ‘
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