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ARTICOIO TERZO

« Sulla risoluzione dei problemi geometrici colla riga e cogli
istrumenti lineari: contributo della Geometria proiettiva »
di Amepno Gracomini ad Alessandria d’ Hgitto.

Due scopi, strettamente congiunti, sono proposti a questo
articolo: mostrare le pitl elementari applieazioni del fecondo
principio delle proiezioni, inteso come metodo i visoluzione
dei problemi costrutitivi; svolgere sistematicamente le costru-
zioni geometriche coll’uso delle sola rigea, adoperando, ove
occorra, una figura fondamentale data nel foglio del disegno
(un parallelogramma, un quadrato, un cerchio....). In fine
abbiamo dedicato anche un cenno alle principali costruzioni
cogli istrumenti lineari (rige « duwe orli, squadre e falsa
squadra).

Questi sviluppi si riattaccano alle applicazioni della
Geometria proiettiva, della qualé abbiamo dovuto quindi rias-
sumere, nella forma pitt elementare, aleuni concefti e resul-
tati; cosl per es. il birapporto, i gruppi armoniei, le punteg-
giate proiettive e i loro punti uniti, sono considerati in una
rapida trattazione.

I resultati, che formano oggetto della nostra esposizione
elementare, sono molto notevoli sotto I’aspetto pratico; essi
pongono in luce, anzitutto le costruzioni lineari (grafiche e
metriche) relative ai problemi di 1° grado, poi anche le costru-
zioni relative ai problemi di 2° grado nelle quali la riga ¢
capace di surrogare interamente il compasso ¢quando sia
deseritto un cerchio fondamentale; la riga a due orli e la
squadra o la falsa squadra (opportunamente adoperate) permet-
tono di effettuare le medesime costruzioni senza il cerchio fisso.

Si arriva pertanto a stabilire un giudizio relativo sul
valore degli istrumenti elementari, sebbene questo gindizio
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sia « limitato ad affermare, nei varii easi, la possibilita di
effettuare con un istrumento le costruzioni date da un altro
istrumento », venendo rimesso alla Geometria analitica e
all’ Algebra (art. I\, V) il giudizio sulla « impossibilith di
risolvere certi problemi con certi istrumenti ».

In compenso la Geometria proiettiva supera il punto di
vista analitico nell’insegnamento delle effettive costruzioni
pitt semplici, e porge un metodo istruttivo per la ricerca
di esse.

(i siamo fermati in ispecie sopra un modo particolare
di applicazione del metodo proieftivo, cui si collega una ele-
eante risoluzione di varii problemi classiei (problemi di sezione
d’ ApoLLoNIO e problema di GIORDANO, D’ OTTATANO).

Qualche lettore, familiare coi concetti della Geometria
proiettiva, potrebbe desiderare che la trattazione venisse
lumeggiata sotto un aspetto pitt elevato. Questa esigenza, in
contrasto col caraltere elementare che abbiamo voluto ser-
bare al nostro seritto, non pud essere appagata; ma talune
osservazioni critiche (ed in ispecie quelle che, softo questo
titolo abbiamo raccolto in uno speciale paragrafo) permette-
'anno ad un, tal lettore di riattaccare i resultati qui esposti
alle nozioni pitl astratte della moderna Geometria, illuminando
per es. la considerazione dei problemi metrici col riferimento
all’ involuzione assoluta del piano.

In luogo di notizie storiche pitt ampie diamo il seguente
indice bibliografico dei prinecipali lavori che si riferiscono
all’argomento e di cui ei siamo valsi per questo studio:

LAMBERT. Freie Perspective, (1774) — Survors, Solutions
pew connues de diffévents problémes de Géoméirie pratique,
(Paris, 1805) -— BrraxcHON. Des applications de la théorie des
transversales, (Paris, 1818) — PoxcuLur. Traité des propriéids
projectives des figures, (Paris, 1822) — STRINER. Die geometrisclen
Constructionen, ausgefiihrt miticlst der geraden Linie und cines
Jfesten Kreises, (Berlin, 1833, Gesammelte Werke, Beriin, 1881;
Osdwald, Klassiker, N. 60, Leipzig, 1895) — IRISCHATUF.
Die geometrischen Contructionen von Mascheroni und Steiner,
(Graz, 1869) — CREMONA. Geomelria proietiiva, (Torino, 1872,
Trad. I'r. R. von FrRANKREST, Stuttgart, 1882) — N. HANKEL.
Die Elemente der projekiivischen Geomelrie, (Leipzig, 1875) —
ADLER., Uber die zur Ausfiithrung geometrischer Constructions-
aufgaben sweiten Grades nothwendigen Hilfsmittel (Sitzungsbe-
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richte der math-naturw. Klasse der K. Akademie der Wiss. zu
Wien B. 99, 1890) — LONGCHAMPS, Lissai sur la Géometrie de la
Regle et de P Equerre, (Paris, 1800) — Kumin. Conferenze sopra
alcune questioni di Geometria Llementare, Trad. di F. GiupIcs,
(”I,’nrilm;. 1896) — BENrIQUES, Lezioni di Geometria Proiettiva,
(Bologna, 1898) — SEVERI, Swi problemi delerminati risolubili
colla riga e col compasso (Palermo, Cire. mat. Rendiconti, 1904).

§ 1. Proiezioni; proprieta grafiche e proprieta metriche. —
Prendiamo le mosse dalla seguente osservazione fondamentale :
Se si proietta una figura piana I’ da un qualunque punto
esterno (centro) sopra un altro piano qualunque, non passante
per esso, si ottiene una figura I la quale ha comuni con F
certe proprieta (proprieta proieitive).

Volendo analizzare le proprietd ehe_hanno nel senso sud-
detto carattere proiettivo, vi ha luogo a distinguere anzitutto
due classi di relazioni geometriche :

1) le relazioni grafiche inerenti all’ appartenersi di punti
e linee, e in particolare di punti e rette, al susseqwirsi di pit
punti sopra una linea ecc.;

2) le relazioni metriche, in cui si tratta della grandezza
(o misura) di segmenti o di angoli (uguaglianza e proporzio-
nalita, perpendicolarita di reffe ecc.).

Le proprieté grafiche sono proiettive, purché si faccia la
convenzione di riguardare due rette parvallele come interse-
cantisi in un punto improprio (all’ infinito), e due piani paral-
leli come secantisi in una retta improprie contenente tutii i
loro punti impropri.

Questa convenzione porta a modificare 1’ordinaria intui-
zione della retta, la quale (conformemente al postulato di
livcuipm) viene ad essere concepita come una linea chiusa
afitraverso il suo punto improprio (').

Il parallelismo di due rette deve quindi essere considerato
come una relazione metrica, involgente un giudizio sulla
(infinita della) distanza del loro punto comune.

Le proprieta metriche sono & ordinario alterate da wuna
proiezione della figura. Si trovano pero alenne relazioni me-
triche proiettive di cui parleremo tra poco.

Il prineipio delle proiezioni si pud considerare (con

(') Cfr. per es, ExriQues « Lezioni di geomeiria proiettiva ».
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PONCELET) come un metodo di generalizzazione e i scoperta,
la eui utilith nella risoluzione dei problemi vogliamo appunto
mettere in luce.

L’applicazione che ne faremo ricorrera di frequente alle
due proposizioni seguenti, che si giustificano immediatamente :
i Si pud sempre proiettare due rette secantisi, in due rette
: parallele (cioé si pud proiettare una figura piana in modo che

un suo punto proprio vada in uno improprio).
! Siopud ancora proiettare due coppie di rette secantisi in
' due coppie di parallele (ciod si puod proiettare una figura piana

in modo che una sua retta propria vada in una retta Impropria),

§ 2. Osservazioni preliminari sui problemi risolubili colla
riga. — Proponiamoci di cercare la risoluzione dei problemi

costruttivi adoperando fin dove & possibile la sola riga.

Giova osservare anzitutto che la costruzione fondamentale
del congiungere due punti, dataci dall’ istrumento, ci porge
soltanto il modo di verificare e i esprimere, la relazione
grafica dell’ appartenersi fra punti e rette. Dunque i problemi
risolubili colla sola riga debbono potersi tradurre nella vicerca
di elementi incogniti aventi soltanto relazioni grafiche cogli
elementi dati.

I problemi metrici pitt elementari non si trovano in

questo caso; & impossibile per es. di tradurre in una relazione
gratica il parallelismo o la perpendicolarita di due rette,
ugnaglianza di due segmenti ecc., poiche altrimenti queste
I 'I relazioni dovrebbero conservarsi invariate per una proiezione
il (efr. art. TV).
I : Accade perd che certe relazioni metriche si convertono
in relazioni grafiche rispetto ad elementi dati soddisfacenti gia
@ quelche condizione metrica Pprestabilita ; cosi per es. dire che
« una retta ¢ deve essere parallela a due rette date « e b,
parallele fra loro » equivale a dire che < la ¢ passa pel punto
(improprio) comune alle due parallele date ».

In questo senso si presentano dunque, accanto ai pro-
blemi propriamente grafici visolubili colla riga, anche dei
problemi metrici. 11 metodo delle proiezioni ¢’insegneri quale
rapporto passi tra gli uni e gli altri.

$ 3. I teoremi di Desargues e di Pappo ed i problemi
lineari grafici. — I problemi grafici elementari risolubili colla

— Ol .@nﬂﬁ.___.
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riga, si riducono in sostanza a determinare il punto d’incontro
(hl due rette date ed a congiungere con una retta due punti
dati. Queste due costruzioni fondamentali, tanto semplici
quanto importanti, non darebbero luogo ad alecuna notevole
considerazione, se non volessimo riguardarle particolarmente
sotto I"aspetto pratico. O lamo infatti che talvolta i punti
» le rette che si considerano ] SO0 non compa-
1'11'@ entro il fogli el i N0, ma essere cio non
individuati mediante altri elementi che invece compaiono
tro il foglio: cosl un punto pud essere dato fuori del foglio
0 di due re che hanno una parte nel
ere data mediante due suoi punti,
wno dati fuori del foglio.

In questi casi, la rvisoluzione di tutti i problemi grafici
di primo grado si pud ragginngere mediante il seguente teo-
rema dei triangoli omologici di DESARGUES.

Se due triangoli se elementi comuni (lati o vertici), sono
riferiti fra lovo lato a lato, vertice « - 2, ¢ 8¢ le cnppw i
lati omologhi si incontrano rispettivamente tre punti appar-
tenenti ad una stessa retta, le tre congiungenti i verti
Ppassano peJ wuno stesso punto; ed inve s SC
grungenti i vertici omologhi passano per wno stesso punto, i la
omologhi s incontrano in tre prum- della medesima reti.

Sono a consid rticolari in questo teo-
rema, quelli in cul i due h_mugu[l Jbbmun dune lati omologhi
paralleli alla retta che congiunge i punti di incontro delle
altre due coppie, ovvero abbiano i lati omologhi rispettiva-
mente paralleli, ovvero le tre congiungentii vertici omologhi
siano parallele anziché concorrenti in un punto.

ssiamo la nc attenzi sul easo particolare i due
triangoli (omotetici) eoi lati paralleli.

In questo caso il fatto che le conglungenti i vertici
Opposti passino per un pnnto (proprio o improprio) & una
conseguenza delle proprietd elementari delle proporzioni
(efr. art. VIT del vol. I).

Orbene la figura piana costituita da due triangoli tali
che le coppie di 1.1‘(1 mlnspour]euil concorrano in punti di

una medesima 1 , pud sempre : come prolezione
di quella (‘('):-if'-itlllﬁcl d.l due tria i omote . clsamente
quelli che si otterrebbero proiettando i triangoli dati da un
punto arbitrario P, sopra un piano parallelo al piano F
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2 poich¢ si tratta di una proprietd grafica, avente percid
carattere proiettivo, il teorema resta cosi dimostrato.
La sua inversione non presenta difficolt.

Con D'aiuto del teorema di DESARGUES esporremo qui la
soluzione dei quatfro problemi pitt semplici che si possano
presentare, quelli cioé nei quali si chiede di congiungere due
punti mediante una retta quando uno di essi o entrambi
siano dati fuori del foglio, come - intersezione di coppie di
rette assegnate; e di determinare il punto comune a due rette
quando una di esse od ambedue siano date fuori del foglio,
mediante coppie di punti individuate nel modo detto innanzi.

1% - Condurre wna retta per due punti, dei quali wno ¢
dato fuori del foglio (fig. 1). Siano P ed (aa’) i due punti dati.

Fig

1.

Si conducano per P due rette arbitrarie b, b'; per il punto S,
scelto arbitrariamente sulla congiungente i punti (ab), (a'l’),
si tirino I due raggi arbitrari p, ¢, e si- completino i due trilateri
omologici abe, @'b'¢’. Tl loro asse di omologia, determinato sul
disegno dai punti (¢¢’) e (bb') = P, sard la retta richiesta.

Puo essere comodo scegliere per la vetta p quella che

e Rl




SULLA RISOLUZIONE DEI PROBLEMT BOC. 1513

congiunge i punti (¢b’), («'0): in tal caso solamente le rette b, v, q
si tracciano in modo arbitrario, e la costruzione prende 'aspetto
della fig. 2.

Un’ altra soluzione del medesimo problema, fondata
anch’essa sulla omologia, consiste nel fissare un asse di 0mo-
e logia » (fig. 3) e nel costruire un triangolo che abbia un vertice

Fig, 3.

I P e gli altri due sulle «, «’; ogni altro triangolo omologico
col primo, determina la retta richiesta come congiungente i
vertici omologhi P, P,
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Evidentemente queste costruzioni permettono anche di
congiungere due punti dati entro il foglio, quando la loro
distanza superi la lunghezza della riga che si possiede.

Inoltre, il medesimo teorema sui triangoli omologici ei
permette di applicare le costruzioni ora enumerate alla riso-
luzione del problema metrico: Condurre per un punto P dato
entro il foglio la parellela a due rette parallele date a, a'.

2°. - Condurre la retta che congiunga due punti, dati
entrambi fuori del foglio. Siano (aa’), (b0, (fig. 4) i due punti

Fig. 4.

dati. Ogni qual volta si sappiano costruire due triangoli omo-
logici, di eui @, b; @', V' siano due coppie di lati omologhi, i
due rimanenti lati concorreranno in generale in un punto, il
quale apparterra alla retfa richiesta.

Sulla congiungente i vertici (ab), («'h’) si scelga un punto
arbitrario S come centro di omologie, ¢ per S si conducano
due raggi arbitrari p, q. Completati i-trilateri omologici abe,
@l'¢’y si ottiene il punto (¢c’) che appartiene alla retta richiesta;
completati analogamente i trilateri omologici abd, a'b'd, si
ottiene pure il punto (dd'). La rvetta richiesta & quella che
passa per i punti (¢c¢’), (dd'). Pud accadere che essa cada intie-
ramente fuori del foglio; in tal easo apprenderemo tuttavia
a intersecarla con una rvetta del foglio (problema 3°).
Intanto osserviamo anche qui il caso particolare metrico:

T O e e e e R e e B E e
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Date due rette parallele a, a, e¢ dato un punto fuori del
Joglio (bb), condurre per questo punto la parallela « quelle.
3° - Data una retta del foglio, ¢ data una vetta fuori del
foglio, determinare il loro punto d’ incontro, mediante un’ altra
retta del foglio che passi per esso.
Siano (aa’), (00") i punti che determinano la retta data
fuori del foglio (fig. b) e sia ¢ la retta data nel foglio. Basterd

Fig. 5.

anche qui costruire una coppia di trilateri omologici abe, a'd'¢’;
il terzo lato ¢ incognito sard la retta richiesta.

Sulla refta » che congiunge i vertici (ab), («'b) si seelga
un centro di omologia §: i raggi che partono da S e vanno
ai punti (¢b), (ca) determinano sui lati ¥, ' rispettivamente i
vertici (¢'b), (c'@’), la cui congiungente & la retta richiesta ¢.

Si oftengono quante si vogliono rette che rispondono al
problema facendo variare il centro di omologia § sulla ». T se
si voglia determinare quella che passa per un punto P, dato
nel foglio o fuori, converrd congiungerlo col punto (cc¢’) me-
diante le costruzioni indicate nei due problemi precedenti;
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altrimenti si potra sostituire alla « la retta ¢” che conginnge P -
col punto (aa’), e scegliere per centro di omologia il punto
in eni la r incontra la retta P (ac).
La costruzione -espo-
sta si applica evidente-
menteal ecaso particolare
/' metrico: Date sul foglio
- del disegno dae coppie di
/ rette parallele a, a' e |
b, b, condurre per un
punto P, dato nel foglio
o fuort, la parallela ad
una retta arbitraria o
data nel foglio (fig. 6),
il quale si ricondurra
ad nno dei due proble-
mi particolari piti sopra
citati.
Né erediamo fuori di

g 6 Iuogo esporre qui un’al- ,
tra soluzione elegante (i questo problema (1), 1a quale in so- & |
stanza ¢ anch’ essa p Q
un’ applicazione del — . T T T T T =
teorema sui triangoli
omologici.

Indichiamo con d
la diagonale che con-
giunge i vertiei (al’),
(@'D) del dato paralle- C
logramma (fig. 7), con
s, 8’ le rette che con-
giungono F rispet-
tivamente coi punti
(be), (U'c), e finalmente
con ¢ una qualsivoglia
retta passante per il
punto (dc). :

La retta » che congiunge i punti (ec), (ts) incontra la
retta » che congiunge i punti («'c), (fs) in un punto ¢, il

(1) LAMBERT, 1. c. =

SR R
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quale stard con P sopra una medesima parallela alla retta
data e.

Si consideri infatti la ¢ come intersezione di due piani, dei
quali 1’uno, , contenga le rette date «, ¢, b, V" e 1'altro, 3, con-
tenga le rette r, 2, s, §'; si vedra intanto, che i due piani (ar),
(a'r") si intersecano secondo una refta ¢ passante per () e paral-
lela al piano ¢, e che analogamente i piani (bs), (0's") si interse-
cano secondo una retta p passante per P e parallela al piano .

Le due coppie di trilateri omologici abd, rst; a'b'd, r'st
hanno un comune centro di omologia &, il quale dovendo
giacere sopra tutti quattro i piani (ar), (a'r’), (bs), (U's’) gia-
cera sopra entrambe le rette p, ¢. Queste ultime stanno dunque
sopra un medesimo piano, il quale & parallelo ad «; e la PQ &
parallela quindi alla retta data c.

4°, - Date due rette fuori del foglio, determinare il loro
punto @ inconiro, mediante dwe vefte del foglio che passino per
esso. Siano (ab), (a'0’) 1 due punti che individuano la prima
retta » (fig. 8), (¢f), (') quelli (non segnati nella figura),

che individuano la seconda retta s. Conviene qui di conside-
rare il punto d’incontro delle due rette date come centro
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di omologia di due triangoli omologici. Se «, b sono due lati
di uno di questi triangoli, e @, b sono i lati omologhi del-
Ialtro, il loro asse di omologia & la retta che passa per i
punti (aa’), (bb').

Con le costruzioni precedenti, e valendosi dei punti (ef),
(¢f"), si determini una qualunque retta del foglio che passi per
il punto in cui la b incontra la s: sia ¢ (questa retta, e sia M
il suo punto d’incontro coll’asse (i omologia. Si congiunga M
col punto (¥'s). Si avranno ecosi i due triangoli omologici abe,
a'b'c’; e la retta che congiunge i vertici (ac), («'¢’) passa per
il eentro di omologia.

Facendo variare la retta ¢, e quindi la ¢, si hanno quante
si vogliano rette passanti per il punto richiesto: bastera deter-
minarne due qualunque per poter poscia congiungere il loro
punto di concorso, cio¢ il punto (rs), con un punto P dato .
arbitrariamente nel foglio o faori.

Notiamo anche qui il caso particolare metrico: Date dure
coppie di rette parallele a, b ¢ a', b condurre da un punto P, dato
wel foglio o fuori, la parallela ad una retta data fuori del foglio.

L quattro problemi fondamentali precedenti potevano
essere risolti applicando il seguente teorema (di PaPro):
Se un esagono A A, A AL ALAL ¢ dnseritto in una coppia di
rette (cioé ha i vertici A4, A;A. sopra una retta e i vertiei
A, 4,4, sopra un’altra retta), ¢ punti di concorso delle tre
coppie di lati opposti AjA,, A A_; A Ay, AJA L AJAL, AA,
stanno sopra una medesima retia.

Nel caso particolare in eui le coppie di rette A, 4,, A A,
e A.d,, 4.4, sieno parallele, segue elementarmente da una
proporzione di segmenti, che anche le Az 4, A A, saranno
parallele. Orbene, la figura corrispondente al caso generale
in cui le 4,4,, A, A, e le’ A, Ay, A, A, 8 incontrano in due
punti di una retta propria », si lascia proietfare in quella
considerata imnanzi mandando all’ infinito la rvetta r, Trat-
tandosi di una proprieta gratica, che ha percid carattere
proiettivo, il teorema risulta dunque dimostrato in generale,

KEeeo ora le soluzioni che il teorema di PATPro ci fornisce
in ordine ai nostri quattro problemi:

1) - Dato il punto R e le rette a, b sul foglio del disegno,
8t tratte di congiungere R eol punto P (inaceessibile) comune alle
rette a, b (fig. 9). Tracciate le due vette arbitrarie ry 8, indichiamo

S T T P TS MR I
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con le lettere A,, A,, 4,, A. i punti ar, br, as, bs rispettivamente ;
e congiungendo poscia il punto R con 4, e con A, completiamo
l’esagbno A, A, 4,4, 4, A, inseritto nelle rette r, s. Per il teorema
enunciato, la retta che congiunge i punti R = (4,4,
Q= (Ad,,4, A, A)) passera per il punto P = (a, b).

Fig. 9.

2°. - Date le rette a, b; ¢, d (fig. 10), si tratia di tracciare
la retta det dwe punti (inaccessibili) P = (a, b) ed R = (¢, d).

Se si tfraceia una refitia ar-
bitraria» per A, =(a,c)e
un’altra sper A, = (b, d),
si determina l'esagono
A, A, A, A, A A, inserit-
to nella coppia r, s; il
punto @ = (4,4,, 4. A)
o allineato con P ed R.
In modo analogo se ne
trova un altro @ pure
allineato con P ed R e
si pud quindi tracciare
la retta Q¢ = PR.

3°. - Data la retia
¢ nel foglio del disegno

(fig. 11) e la retta A fuori del foglio
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(determinata mediante & dwe punti (v, a), (s, b), si tratte di
determinare una retta passante per P = (¢, d). I sei punti
Al = (}‘, a), ‘5’12 = (:Sv b.), Aﬂ =(r D)a A-i = (.Sa ¢), As = (Tr 0:)-

A= (s, @) ei danmo un esagono inseritto nella coppia », s; i
punti ) =(4,4,, 4,4)) ed R=(A,4,, A, A,) sono allineati
con P = (¢, d).

4% - Date la retta a fuori del foglio (mediante il punto
(¢, 8) ed un altro punto non indicato sulla figura) e la vetta b
pure fuori del foglio (mediante il punto (v, d) ed un altro
punto non indicato sulle figura) (fig. 12) si tratia di determi-

Fig. 12,

nare i punto P = (a, b) mediante vette passanti per esso. Me-
diante i problemi precedenti si pud sempre tracciare quella
parte dell’esagono 4,4, 4,4, 4, A, che rimane entro il foglio;
o allora i punti @ = (4, 4,, 4, 4) ed R=A,4,, A,4,) ¢i danno
una refta passante per P = (a, b). Analogamente si pud otte-
nerne un’altra, e quindi il punto P rimane determinato.

§ 4. Carattere proiettivo del birapporto di quattro punti
di una retta. — Tra i problemi risoluti innanzi abbiamo gia
avuto occasione di considerare la costruzione della parallela
per un punto ad una coppia di rette parallele date.

Altre, e pitt notevoli, applicazioni del metodo delle proie-
zioni ai problemi metriei sono fondate sopra la conoscenza
di alenne relazioni metriche aventi carattere proiettivo.

La piti semplice i queste relazioni c¢i & offerta dal con-
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siderare il birapporto (o rapporto anarmonico) di quattro punti
di una rvetta. Sussiste infatti il teorema: Se quattro punti
A, B, 0, D di una retta si proictiano da un punto O sui punti
A, B, O, D' di ww’ altra retta, v birapporti

; AC . AD A G A
DY AT T A'BO e e el
(AL("'D’—BG'BD’ (A'B'CD) B0 BD
sono eguali (fig. 13).

Per dimostrarlo conduciamo da A e da B le parallele

alla retta A'D’; si scorge immediatamente che:

A0 AD AN AP AN AP __AC AD

BO'BD BR BS MN MP BC' ' BD:

Segando dunque con una retta i quattro ragei a, b, ¢, d
che dal punto 0 proiettano O
i punti 4, B, €, D il birap-
porto dei quattro punti

che si ottengono, presi in ;
un certo ordine, ¢ sempre A
eguale al birapporto dei '
puntidati, presinel medesi- :;
mo ordine: esso dicesi an- I
che birapporto (abed) dei f
quattro raggi a, b, e, d (1). i

Coneludiamo quindi 4
che il birapporto di guattro
punti di wna retta si conserva invariato per quaite si vogliano
Proteziont e sezioni.

Questo teorema sussiste senza eccezione, purché si con-
venga che « il birapporto di quattro punti (ABCD) si riduea

: AC

BC’
della retta », e si stabiliscano le analoghe convenzioni rela-
tive al caso in cui sia all’infinito uno dei punti ¢ 0o B o A,
conformemente a c¢io che si ¢ indofti a fare da ragioni di
continuita.

al rapporto semplice quando D & il punto all’infinito

(1) Giova nofare pel seguito che « se due quaterne di raggi formano
a due a due angoli uguali, i loro birapporti sono uguali ».
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Il carattere proiettivo del birapporto i permette subito

di risolvere colla riga il seguente
PrOBLEMA. Date due

costruirve il punto D" per cui il birapporto
(A'B'C'D) = (ABOD).

Proiettiamo da 4’ i punti 3, C, D
sieno '
_BH' — Arlg . jI_fB’ " — 4: -Crf . J‘.i-l Cf’

w'= B"C".

Proiettiamo quindi D da A’ su #” in D'e D"daAsuu in D,

Il punto D' risolve
il problema.

Se infatti si con-
sidera 1’ intersezione
A" di AA" conw’,siha
che i grnppi di punti
ABCD, A'BC'D sono
due proiezioni (ri-
spettivamente fatte da A', 4) del medesimo gruppo A"B"C" D",
e perd hanno il medesimo birapporto.

La costruzione indicata non patisce eccezione se
qualenmo dei punti considerati risulti imp1
caso adoperare gli arvtifici indie

 Fig, 14,

anche
'oprio; basta in tal
ati nel precedente paragrafo.,
Osservazione. Il punto 1) per cui il birapporto (4'B'C'D') —
= (ABCD) & evidentemente unico, percid la costruzione con-
duce allo stesso punto D’ ove si prendano come centri di
proiezione B, B' (o ¢, (') al posto di A, A,

D’ altronde in forza del teorema di Parpo (§ 3) la retta "
hon muta, poiché I’ intersezione delle BC', B ecade appunto
sulla congiungente di B'— A'B. AR e "=4'C-AC.

Si noti il caso particolare in cui per es.-i punti ¢, ¢’
coincidano nel punto comune ad u, w'; allora il problema si
risolve pitt semplicemente proiettando D su o' dal punto
("incontro delle AA', BE.

I1 problema precedente pud essere posto e risoluto anche
nel caso in cui i punti 4, B, C, D e A, By ¢
una medesima retta w. i si puo infatti v
cedente proiettando il gruppo ABCD, d
sopra una retta w’ diversa da w.

sieno sopra
idurre al caso pre-
a un qualsiasi punto

RS T T T R e T P o e

rette u, v’ (di un piano) (fig. 14), ¢
sopra di esse rvispettivamente i punti A, B,C,D; A, B, C,

, da A 1 punti B, 0

b 4
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$ 5. Gruppi armonici. — Rileviamo ora un caso parti-
colare importante del teorema del birapporto.

Un gruppo di 4 punti 4, B, 0, D sopra una retta dicesi
armonico se il birapporto

(A B-Ul)rl =1l

¢ e D diconsi coniugati armonici rispetto ad A e B, e simil-
mente A e B coniugati rispetto a ¢, D.

Due punti coniugati armonici rispetto ad altri due, ne
dividono il segmento, internamente ed esternamente, nello
stesso rapporto.

Il precedente teorema generale ci dice che « la proiezione
di un gruppo armonico & un gruppo armonico »,

(Questa osservazione pud essere utilizzata per costruire
in generale, sopra una retta, il coniugato armonico di un
punto rispetito ad altri due.

Tale costruzione & fondata sopra il teorema seguente :

[ duwe punti @ incontro dei lati opposty di un quadrilatero,
sono divisi armonicamente dai punti in cui la rettq loro con-
giungente ¢ intersecata dalle diagonali del quadrilatero stesso,

La dimostrazione si ottiene
riducendosi con una proiezione L/\
ad un easo particolare.

Sia LMNP un quadrila-
tero (fig. 15), A= LM - NP,
B=MN-LP, C e D i punti
d’incontro della retta AB colle M
diagonali MP, LN,

Proiettiamo la figura sopra
un altro piano in cuisa che la Al
retta LN vada all’infinito; in-
dicando colle lettere accentate
le proiezioni dei punti 4, B, P
0, D, L, M, N, P si ha che R
A'M'B'P’ sono i vertici di un parallelogramma; percio M' P’
biseca A'B, mentre IL'N’ incontra A'B nel punto all’infi-
nito D'c. I punti €, D', essendo coningati armonici rispetto
ad A', B, altrettanto accade di C, D rispetto ad 4, B, ¢.d.d.

S 6. Problemi lineari metriei. — La proprieta grafica del
Sruppo armonico dimostrata nel precedente paragrafo, ei per-

F. ENRIQUES - II. 5]
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mefte di costruire colla sola riga il coniugato armonico di un
punto di una retta, rispetto ad altri due.

In particolare se si considera dato graficamente il punto
all’ infinito mediante una parallela alla retta, vediamo che
«si pud bisecare colla sola riga un segmento quando & data
una parallela, ad esso » e viceversa « si pud condurre una
parallela ad una retta data, quando sia dato sopra di essa
il punto medio di un segmento ».

Heeo le pilt semplici costruzioni, che risolvono i suddetti
problemi.

Dati sopra una retta due segmenti equali contigui, condurre
per un punto esterno M la parallela alla retta. Siano AC, CB
1 due dati segmenti egunali (fig. 16) si congiunga M con A

Fig. 16.

e con Bj; si scelga per es. sulla AM un punto qualunque 0,
che congiunto con ¢! determinerd il punto D; si deserivano
la BO e la DAj il loro punto d’incontro N, congiunto con M,
dara la retta richiesta.

La medesima figura offre la soluzione dei seguenti problemi:

Date due vette parallele MN, AB, ¢ sopra una di queste
un segmento AC, dividere questo segmento in due parti equali.

Date due rette parallele MN, AB, e sopra wna di queste
un segmento AB, raddoppiare questo segmento.

E quest’ultimo, ripetuto pitt volte, permette di costruire
colla sola riga wn segmento multiplo di un segmento dato,
purché si conosea una parallela al medesimo.

e costruzioni precedenti ¢’insegnano anche a risolvere
in un nuovo modo il problema di « condurre per un punto
la parallele a due vette parallele date » (cfr. § 3); basterd
assumere sopra una delle rette date nn segmento arbitrario,

G Ty L R
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che si dividerd in due parti eguali; e si proseguira poscia
colla costruzione sopra indicata.

Ma ¢ utile fare la osservazione seguente. Se sono date
le parallele AB ed MN ed il punto D, e se si indica con P
il punto di mezzo del segmento MN (fig. 16), si pud subito
trovare un punto che stia con D sulla stessa parallela ad AB;
ess0 & il punto D’ in cui si intersecano le AP, CM; infatti
i due rapporti DN : DA, D'P: D'A sono entrambi eguali al
rapporto NP AC.

1 anche notevole che le rotte D'N, DH; DK, DL, ece.
offrono un mezzo semplice per costruire un segmento mul-
tiplo di BC' o di PM.

Le costruzioni precedenti c¢i permettono ora di risolvere
colla riga un altro problema fondamentale :

Date due retie parallele, fare scorrere un segmento di una
di esse, sopra la retta medesima.

Sia 4B un segmento, ¢ un punto della vetta AR e Vo-
gliasi costruire il punto D per cui ¢, in grandezza e segno,

AB— D

Servendosi della parallela ad AB, si determini il punto
medio O del segmento BC, quindi si costruisea 0D = A0 (*).

Questa costruzione ¢i apprende in particolare @ sommare
¢ sottrarre due segmenti dati comunque sopra una retta, merce
una parallela a questa.

Passiamo ora ad un nuovo problema.

Dati sopra una retta tre segmenti @, b, ¢ la costruzione
del quarto proporzionale dopo di essi, si effettua subito quando
si abbia una parallela alla retta, adoperando il teorema di
TAruern (cfr. art. IV). Si ha cosi la moltiplicazione ‘del se-
gmento ¢ pel rapporto b:a, geometricamente dato.

La moltiplicazione di un segmento si presenta sotto un
aspetto diverso se il m?)ltip]i atore & un numero, dato arit-
meticamente. Possiamo ancora risolvere questo  problema
colla riga, se il moltiplicatore & un numero razionale.

(") Un’altra risoluzione dello stesso problema; fondata sul teorema
di TALETE, viene indicata nell art. 1V. ;
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Cominciamo a vedere come si POssa :

Dividere un segmento in n parti equali conoscendosi und
retta parallela al segmento.

Sopra questa retta si segneranno, colla costruzione testé
indieata, n segmenti eguali e contigui AB, BC, CD,.... KL.
Se M ed N sono gli estremi del segmento dato, e se 0 e il
punto d’incontro delle rette AM, LN (ovvero AN, LM),
basterd, congiungere O con B, C, D,.... K : le congiungenti
divideranno il segmento MN in n parti eguali.

Profittando perd di quanto fu esposto sui gruppi armo-
niei, possiamo pitt speditamente determinare la n=™" parte di -
un segmento dato AB, quando si conosca una parallela a questo

segmento. Si determini in-

D fatti, colla solita costruzione,

il punto di mezzo ¢ del dato

segmento; e si congiunga ¢

con M, D con € (fig. 17). 11

punto £ & coniugato armo-

nico di A rispetto alla coppia
(', B, onde

EC:EB=AC: AB=1:2
ed il segmento LB ¢ dunque
la terzea parte di AB.

Si congiunga ancora F con M, D con E'. 1l punto F &
il ¢oningato armonico di € rispetto alla coppia E, B, onde:

FE:FB=CE.:(B=1:3

ed il segmento FB & dunque la quarta parte di AB.

Cosi proseguendo si perviene & determinare la " parte
di AB.

Dato quindi un segmento ed una parallela ad esso
(oppure dato un segmento ed il suo punto medio), si
apprende a determinare colla sola riga, un segmento che stia al

dato in un rapporto ragionale ]—]l;

Osservazione. Le costruzioni fondamentali accennate con-
ducono ad effettuare sopra una retta, mediante la riga, tutte
le operazioni razionali su segmenti, quando sia data una
parallela alla refta medesima (efr. art. IV).

e T e P R N U R LT R
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Passiamo ora ad esaminare le costruzioni planimetriche
che si eftfettuano colla riga quando sono assegnate sul Joglio
del disegno due coppie di rette parallele, formanti entro il
foglio un parallelogramma ABCD (fig. 18). B facile vedere
come in tal caso si possono risolvere colla sola rviga tutte
le quistioni finora trattate, re-

: o r M N
lativamente pero a qualunque ¥ 7E y

; : U ! ‘
retta od a qualunque segmento B/ £ 2

del piano. Si osservi infatti

che quando si eonduca per il &
centro del parallelogramma L
per es. la parallela ai lati AB,
D0, le tre parallele AB, BT,
D(C staccheranno in generale !
sopra una qualsiasi retta del %
piano due segmenti eguali e ‘:
contigni, (E se questa retta i
avra tale posizione da incon- D
trare quelle parallele fuori del i

toglio, si potra far uso delle altre BC, AD, HI,, oppure si con-
durranno per gli estremi di una diagonale le parallele all’ altra
diagonale del parallelogramma, ecc.).

Ne viene la conseguenza immediata che si pud  traspor-
tare un segmento dato AB parallelamente a se stesso, in modo
che I’ estremo A si trasporti in wn punto prestabilito ©; in-
fatti basta traceiare, con 1’aiuto del dato parallelogramma,
per B la parallela ad AC e per € la parallela ad AB.

i vediamo percio, come:

Dato sul piano del disegno un parallelogramma, si ottenga
con la sola riga di :

1° costruire per un punto qualunque la parallela ad
una retta qualungie ;

2° trasportare un dato segmento parallelamente «a se
stesso ;

)

3° sommare o sottrarre due segments paralleli.

Diamo ancora un esempio.

Sia dato sopra una retta 7 un segmento qualunque, e si
voglia dividerlo in m parti eguali. Per mezzo del parallelo-
gramma fondamentale si staceheranno sopra 7 due segmenti
eguali e contigui ME, EN. Si potra allora costruire una
retta M'N" parallela alla o, e sulla M'N' m segmenti eguali e
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contigui ; si perverra quindi, nel modo pitt sopra accennato,
alla divisione del dato segmento in m parfi eguali.

Abbiamo cosi anche un’ altra soluzione del problema (§ 3):
dato sul foglio un parallelogramme, condurre per un punto
dato la parallela ad una retta data.

Ulteriori costruzioni colla sola riga si rendono effettua-
bili quando sono date nel foglio altre figure soddisfacenti a
condizioni metriche prestabilite.

Sieno dati, per es., in aggiuuta al parallelogramma anzi-
detto, anche due angoli retti ab, a'b’, coi lati non paralleli.

Impariamo allora a:

1° Condurre per un punto dato la perpendicolare ad una
retta data. '

Se il punto dato M & esterno alla retta data r, si deseri-
vano le rette MA, MB (fig. 19) rispettivamente parallele alle

Fig. 19,

rette «, &', e quindi le AC, BD rispettivamente parallele
alle ¥, b. La rvetta MO sard la perpendicolare richiesta,
perche O ¢ il punto di concorso delle tre altezze del trian-
golo MAB. Quando poi il punto M sia sulla r, converrd
traceiare una qualsivoglia parallela alla », ece.

2° Costruire un angolo n-uplo di un angolo dato.

Si costruisea (fig. 20) una perpendicolare M N ad un lato del-
Pangolo ABC, e si faceia il segmento M P— MN,’angolo ABP
& doppio del dato : per ottenere I’ angolo n-uplo, non si ha che
a ripetere la medesima costruzione.

R e S e e T o
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39 Dato il centro O (fig. 21) ed wn punto M di un cerelio
(oppure dati tre punti) determinare il secondo punto @’ incontro
di una retta per M col cerchio. Si costruisca il diametro MOM’,
e dal punto M si abbassi la perpendicolare sulla retta data:

Fig. 20, Tig. 21.

il piede di questa perpendicolare & il punto cercato. Si possono
in tal modo costruire colla sola riga quanti si vogliano punti
della ecirconferenza. Cid non significa perd che si possano
determinare colla sola riga quei punti della circonferenza che
appartengono ad una retta arbitrariamente assegnata.

4° Dato 4l centro O ed una tangente m di un cerclio,
determinare la seconda tangente passante per wn punto dato
della m. Si determini il punto di contatto della m e da esso
si abbassi la perpendicolare al diametro passante per il punto
dato; ece. Si possono in tal modo determinare quante si
vogliano tangenti al cerchio; ma c¢id non significa perd che
si possano determinare colla sola riga quelle tangenti che
passano per un punfo arbitrariamente assegnato.

I problemi anzidetti si potranno evidentemente ancora
risolvere colla sola riga, quando sul foglio i dati metrici
fondamentali vengano assegnati mediante una figura pii
complessa, che 1i possa fornire.

Ed in questi easi puo darsi che la fignra date permetta
ancora di risolvere colla riga altri problemi che nelle condi-
zioni supposte innanzi si cercherebbe invano di risolvere.

Ne abbiamo un esempio (') quando si supponga asse-
gnato sul foglio del disegno un quadrato.

(Y) STEINER, 1. c.
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-1
]

T suoi lati e le sue diagonali forniscono due coppie di
parallele e di perpendicolari.

Ma la costruzione del quadrato esige la bisezione dell’ an-
golo retto, e 1'avere dato un quadrato permette viceversa di
risolvere colla riga questo problema, e quindi di fer ruotare
un segmento di un angolo retio.

Sia ABCD (fig. 22) il quadrato dato, e si voglia ruotare
un dato segmento di un angolo retto intorno ad un estremo.
A R g Sia MN il segmento dato.

Per il centro O del quadrato
ﬂ si descriva la OP parallela
)] N S aa ad MN ; si costruisca la P@)

ﬂ parallela ad AB e la QR pa-
0 rallela alla diagonale DB. La
retta OR sard perpendicolare
M ad OP, c¢id che si verifica
C subito osservando la egua-

Bl 2 glianza dei triangoli AOR,
BOP. T1 triangolo ROP & isoscele e rettangolo; e si risolvera
dungue il problema proposto tracciando per M la parallela ad
OR, o per N la parallela ad RP.

Yolle medesime costruzioni
si riesce a far ruotare una retta
di 45°.

Possiamo procurarei un altro
esempio supponendo dato sul foglio
del disegno un esagono regolare.

T lati e le diagonali i questo
esagono forniscono due coppie di
parallele e di perpendicolari; ma
la costruzione di esso richiede la
trisezione dell’ angolo vetto. Il s
vedrd facilmente come la cono-
seenza dell’ esagono regolare per-
metta di far compiere ad un segmento una rotazione di 60,
+ ad una retta una rotazione'di 30° (fig. 23).

D

Tig. 28.

§ 7. Osservazioni critiche. — Tuatti i problemi risoluti
innanzi colla riga vengono a dipm]flem analiticamente da
equazioni di 1° grado, leganti gli elementi incogniti ai dafi,
¢ percid diconsi problemi di 17 qrado.
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I problemi di 1° grado sono i soli risolubili coll’ uso esclu-
sivo della riga (art. IV).

Ma i nostri ultimi esempii pongono bene in luce che
I’ estensione del campo dei problemi di 1° grado dipende da
cid che si prende come dato.

Quando per es. sono dati in generale un parallelogramma
e due angoli retti, la bisezione dell’ angolo retto costituirebbe
un problema di 2° grado; mentre essa viene a costituire un pro-
blema di 1° grado, risolubile colla riga, se & dato un quadrato ece.

A rendere bene determinata la classe dei problemi metrici

~di 1° grado giova pereio di stabilive per convenzione quali
enti (non costruibili colla sola riga) si ritengono dati, prima
che si proseriva "uso di ogni altro istrumento.

I8 si conviene di prendere come dati metrici fondamentali
quelli strettamente necessari perché si possa attribuire un senso
grafico (e quindi proiettivo) alle relazioni metriche (efr. § 2).

Decidere quali sieno questi dati (costitnenti un minimo
necessario) ¢ una questione molto delicata, ehe la Geometria
proiettiva risolve dimostrando il teorema: tuite le proprieta
metriche di una figura nel piano, si possono riguardare come rela-
gioni grafiche di essa colla velta impropria, e con due coppie di
puntt impropri (determinanti su questa "involuzione assoluta) (V).

Come dati fondamentali per le costruzioni mefriche si
possono dunque prendere « nn parallelogramma e due coppie
di direzioni ortogonali ».

A questi dati pud essere surrogata un’altra figura qual-
siasi, 1a quale permetta di effettuare linearmente (colla riga) la
costruzione di essi. Ma non & escluso che questa figura agginmga
qualche cosa a quei dati, permettendo di risolvere linearmente
una classe pitt estesa di problemi, come appunto abbiam visto
cogli esempii del quadrato e dell’ esagono regolare (@

3 8. Costruzioni lineari dato un cerchio. — Una piit larga
estensione del campo dei problemi risolubili colla riga, risulta
dal supporre tracciata nel piano una linea, per es. un cerchio,
di cui possiamo quindi determinare immediatamente le inter-
serzioni con una retta qualsiasi.

(') Cfr. per es. ENRIQUES « Lezioni di geomelria proietiiva ».
(*) In relazione all’art. 1V, pud dirsi che il dare un quadrato aggiunge
al campo di razionalith la radice di un mumero razionale.
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In tali condizioni, quando la linea traceciata sia Jdi 2° grado,
si perviene a risolvere colla riga tutti i problemi di 2° grado,
e quelli di grado superiore riducibili al 2° (efr. § 9 e art. IV).

Cerchiamo di mettere in luce sotto 1’ aspetto geometrico,
cio che puo farsi colla riga quando & dato nel Joglio un cerchio
(fondamentale) completamente deseritto di eni supporremo pure
dato il centro (V). .

Osserviamo anzitutto che il cerchio ei permette di costruire
colla riga, quanti si vogliano rettangoli iseritti in €s50; e percio
di risolvere i problemi (di 1° grado) gia trattati innanzi, Di
pitt aleune costruzioni possono ora essere semplificate ; vediamo
per es. come si possa:

Determinare wna perpendicolare ad una retta data r.
Se questa refta non incontra il cerchio fondamentale, oppure
se passa per il centro, si costruisca (mediante un qualunque
rettangolo inseritto nel cer-
chio) nna qualsiasi retta che
incontri il cerchio e che sia
parallela alla ». Siano M ed N
i suoi punti @’ incontro col
cerchio, e sia M P il diametro
per M. La retta NP & normale
alla r (fig. 24). Se la retta data
incontrail cerchio fondamen--
tale senza passare per il cen-—-
tro, torna inutile il costruire
una corda ad essa parallela.

Riprendiamo ancora il problema trattato nel $ 4, di

Costruire sopra wna retta u, il punto D' che forma con tre
punti dati A'B'C, un birapporio uguale a quello di altri quattro
punti A, B, O, D, dati sulle medesima retia (fig. 25).

Proiettiamo i punti 4, B, ¢, D, &', B, (', da un punto O
del cerchio fondamentale sopra il cerchio stesso; sieno
4y, B, C, D,, A/, B/, C/, le proiezioni ottenute i

Osserviamo ora che se si proiettano quattro punti del

Tig. 24,

() Se il centro non & conoscinto si puo costruirlo eolla riga quando
sia dato nel piano un parallelogramma fondamentale, giacche si riesce
allora a bisecare delle corde parallele del cerchio.

(*) Per togliere ogni eventuale eccezione devesi ritenere il punto ©
come proiezione del punto in cui la w & intersecata dalla tangente in O.

T R D I



SULLA RISOLUZIONE DEI PROBLEMI ECC. i

cerchio da due centri diversi, appartenenti al cerchio stesso

si ottengono quaterne di raggi formanti a due a due i mede-
simi angoli, e percio aventi nguali birapporti.

In particolare dunque dovranno avere uguali birapporti

. . ; ~ ; Pty ! ’ 3 (3

le quaterne di raggi A,(4,B,0,D,) e A(4,'B,/'C,/'D,). Percid

si potra costruire D,” nel seguente modo: determiniamo i punti

B'=A,B'-A'B, C"=A4,0/-4/0, ¢ D'= A;'D, B izl

punto D" ¢ la proiezione di D" fatta da A, sul cerchio. Infatti,

detto A" = A, A" B"C", le due quaterne di raggi A,(4,B,C,D,),

Fig. 25.

A,(A," B, C' D)) sono intersecate dalla retta » = B'C" nei mede-
simi quattro punti A", B, ¢, D', ¢ percid hanno lo stesso
birapporto.

§ 9. Punteggiate proiettive. - Punti uniti. — La ficura
relativa al problema ultimamente risolto ci suggerisce subito
la soluzione di un altro problema di ordine pit elevato:

Determinare sulla rette u i punti che insieme ad A, B, O
¢ ad A’y B’y T formano lo stesso birapporto.

Vediamo infatti che i punti H, K risolventi il problema
sono le proiezioni (da 0 su u) dei due punti d’incontro della
retta v col cerchio fondamentale.

In un caso particolare, quando ¢ & all’infinito, la costru-
zione precedente ci permette di: determinare sopra unda re(ta
un punto H (supposto esistente) per modo che i rapporii delle
distanze di esso da Que coppie di punti A, B e A’, B’ stieno
Jra loro nelle stessa rvagione % di due segmentt assegnati, ciod:

Abr g AT
BRI

Questo problema fu frattato da APorToNIO sotto il nome

di « sectio determinata ».
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Ritorniamo al problema generale risoluto innanzi.

(Questa risoluzione aequista un significato pilt espressivo
¢ si manifesta quindi eapace di applicazioni notevoli, ove
s introduca il concetto di « rette (o punieggiate) provettive ».

Due rette, o due serie di punti 4, B, ¢, D, K.,
A, B, ¢, D, B.. (punteggiate) date sopra di esse, si diranno
« proiettive » allorehé si pud passare dall’'nna all’altra mediante
un eerto numero di proiezioni, fatte da centri fissi su rette fisse.

Per mezzo di queste proiezioni, ad ogni punto dell’una retta
viene a corrispondere un punto determinato dell’altra; i punti
corrispondenti (o omologhi) si designano generalmente colle
stesse lettere distinte mediante accenti o apiei. La corrispon-
denza tra due rette o punteggiate proiettive dicesi protettivita.

Si pud porre una
proiettivita fra pun-
teggiate di una me-
desima retta (sovrap-
poste), come per es.
nell’ annessa fig. 26.

Per cio che abbia-
mo stabilito nel § 4:

Se due punteg-
giate sono proiettive,
il birapporto di 4 punti qualunque dell’nna ¢ uguale al birap-
porto dei 4 punti omologhi dell’ altra.

Viceversa, se mediante una costruzione qualsiasi ad ogni
punto di una retta u si fa corrispondere un punto di. una
retta ', per modo che i birapporti delle quaterne di punti
omologhi risultino ugnali, le due rette w ed u’ possono rignar-
darsi come proiettive ; si pud anzi passare da ogni punto del-
Iuna all’omologo sull’altra con due proiezioni (tre se le u, w
s0no sovrapposte) mereé la costruzione indicata nel pa ragrafo 4.

Le precedenti osservazioni appaiono in maggior luce
nell’ enunciato seguente, che & in esse contenuto:

Nel piano, un sistema di quante sk vogliano proiezioni
conducenti da una retta w ad una retta (proiettiva) w', pud
essere surrogato da due oppure da tre proiezioni secondoche
le u, w' sieno distinte o sovrapposte; e le proiezioni c¢he fanno
corrispondere a tre punti A, B, (' della prima retta tre punti
dati A, B, ¢ della seconda, conducono sempre da un punto
qualunque della prima al medesimo punto della seconda.

e T T T D T T R L T,
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In breve, la proiettivita fra due rette ¢ determinata da
tre coppie di punti omologhi, sebbene possano assegnarsi quante-
sivogliano costruzioni diverse conducenti da ogni punto al

suo omologo.

(ido posto supponiamo stabilita una proiettivita sopra
una retta (ossia fra due rette sovrapposte). Un punto che
coincida coll’omologo dicesi unito.

La costruzione indicata ¢ insegna « determinare (quando
eststano) © puntt uniti di una protetiivita sopra wna retia, non
appena sieno date tre coppie di punti omologht A, A'; B, B;

Vediamo ora di chiarire meglio sotto 1’ aspetto elementare
il problema dei punti uniti di una proiettivita.

Sieno u, u' due punteggiate proiettive (distinte o sovrap-
poste).

Consideriamo quel punto I’ della # c¢he corrisponde al
punto dell’infinito I della %, e quel punto J della % che
corrisponde al punto all’infinito J'y della «’; essi diconsi

punti limiti della proiettivita.

Questi punti sono propri tranne mnel caso in cui si corri-
\lmndann i dm‘ p[mh (lll’mlmlto delle u, ar.'; in unR'to caso

| ghi 1‘1~«11lmnn prnpm‘aondll
1)1'ende allora il nome di vilitudine.
s P, P'; @), € sono due coppie di punti eorrispondenti,
si ha:
T)—= (P9 =)

donde :

Si vede di qm che in punteggiate proieftive ¢ costante il
prodotto delle dista di due punti corrispondenti dai rispet-
tivt punti limiti.

Supponiamo ora che le due punteggiate u, u' sieno sovrap-
poste, ed eseludiamo il caso particolare della similitudine.

Un punto H & unito se

HI - HI — L.

Risulta di qui che il problema generale di costrwive i punti
uniti di una proietiivita equivale alla costruzione di due segmenti
data la loro somma (o differenza) ed il loro prodotio (rettangolo).
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E percio la costruzione dei punti wniti della proiettiviia

equivale alla costruzione grafica delle radici dell’ equazione

. generale di 2° grado, la quale trovasi gid effettuata da HucLipg,

sia mediante la teoria dell’ equivalenza sia mediante le pro-

porzioni.

Nora. La forma elementare pili semplice del problema,

si ottiene introducendo il punto medio O del segmento JI:
allora la relazione HJ - HI =T pud seriversi:

| (HO+ OY(HO + 0I=F
E_ I ovvero, osservando che 0 = — 0. :
HO* = O + k.
Comnoseciuti adunque i dne punti limiti e conosciuta una

i coppia P, P" di punti corrispondenti della proiettivitd, la
relazione

HOE=0I*+PJ.-PT

¢i permette di costruire (quando sono reali) i due punti uniti.
B precisamente: quando i due segmenti P.J, P'T hanno il
medesimo senso, esistono due punti uniti reali simmetrici
rispetto ad O, e la loro distanza da O & Vipotenusa i un
triangolo rettangolo che ha un cateto eguale ad O.J e 1’altro
cateto eguale al medio proporzionale fra PJ e P'I'; quando
. invece i segmenti P.J, P'T" hanno senso opposto (e quindi il
fi loro prodotto & megativo) i due punti uniti sono reali (di-
! stinti o coincidenti) solamente quando OJ non sia inferiore
al medio proporzionale fra PJ e P'T, ed in tal caso Ia loro
distanza da O & il cateto di un triangolo rettangolo che ha
I'ipotenusa eguale ad O0J e D'altro cateto eguale al detto .
medio proporzionale.

Percio, adoperando riga e compasso senza limitazioni, si
possono costruire speditamente i punti uniti nel modo se-
guente. Dati i punti limiti J, I e la coppia P, P, innalziamo
da I' un segmento eguale e perpendicolare a P'T e da J un
segmento eguale ¢ perpendicolare a P.J, in modo perd che
questi due segmenti giacciano dalla stessa banda o da bande
opposte rispetto alla retta sostegno delle due punteggiate,
secondoche i segmenti PJ, P'I’ sono rispettivamente i senso

255
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contrario o dello stesso senso. La retta che unisce gli estremi
@, ¢ (fig. 27) puo incontrare la circonferenza di diametro J I’
(la incontra sempre se @ e () giaceiono da bande opposte) ;
le perpendicolari alla @@ innalzate da punti @ incontro T o

determinano sulla « i punti uniti H, K. Infatti dalla simili-
tudine dei triangoli Q' T'R, HJR e dei triangoli JR(, I'RH
segue subito che .

; TaDE o fEHF = TR TR

Y 10. Risoluzione di alcuni problemi eclassici col metodo
dei tentativi. — Mostriamo subito, sopra esempii concreti,
come la costruzione dei punti uniti della proiettivita fornisea
un metodo importante per risolvere una classe di problemi
elementari. -

Questo metodo prende il nome di metodo dei tentativi
0 di falsa posizione (regula Jalst).

Incominciamo dai problemi di sezione di APOLLONIO; uno
di questi problemi (sectio determinata) & stato gia trattato
nel § 9; un altro & il seguente.

Sectio rationis :

Date su di un piano due retie T, 8, su ciascuna delle quali
sta fissato un senso ed un’ origine dei segmentt, daio inoltre
un punto S del medesimo plano, condurre per S una retia, in
modo che i due segmenti da essa determinati sulle v, s (a par-
tire dalle vispettive origing) siano fra loro nel rapporto A di
due segmenti assegnati.

Sieno 0, O’ le origini rispettivamente fissate su s

Prendasi su » un punto qualunque A, e su S si costruisca
il punto 4’, per ecni si ha in grandezza e senso OA:0A —).

Se per caso la retta AA’ passi per S, si avrd una riso-
luzione del problema. Ma generalmente il tentativo non riu-
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seird ; ed analoghi tentativi, fatti prendendo su r i punti
B, (,.... ¢ costruendo su s i punti B " per cni

0B : 0B = 00 ; 08 =4,

hanno uguale probabilité d’insueccesso.

Osserviamo tuttavia che con questi ripetuti tentativi si
viene a determinare fra le punteggiate 4, B, C...., 4, B, € ...,
una particolare proiettivitd (similitudine).

(id posto, riprendiamo i medesimi punti 4, B, C.... della 7,
e proiettiamoli sulla s dal punto dato S: otterremo rispettiva-
mente i punti 4", B’, ("...; ed anche le due punteggiate
A, B, C...; A", B', ("...., saranno f{ra loro proiettive.

Otteniamo quindi sulla retta s le due punteggiate proiet-
tive sovrapposte A, B, C'..; A', B", ("..... L loro punti uniti,
se sono reali, congiunti con S, danno le soluzioni del pro-
blema proposto.

1l terzo problema di sezione ¢ denominato

Sectio spatii:

Date in un piano duwe rette v, 8, S CLASCUNG delle quali
sia fissato un senso ed un’ origine dei segmenti, dato inolive un
punto S del medesimo  piano, condurre per S una vetta, in
modo che i due segmenti da essa determinati sulle v, s (e par-
tire dalle vispeltive origini) abbiano un prodotio dato, equiva-
lente ad quadrato .

Sieno ancora 0, O le origini fissate su r, s.

Scegliamo sulla retta + dei punti arbitrari A, B, C...., e
determiniamo sulla s i punti 4, B, C,..., € determiniamo
sulla s i punti A', B, (... in modo che

2

OA-OA =0B-0B = 0C.-00 =..=¢.

Allora le punteggiate 4, B, C...; A, B, ;... risultano
proiettive, essendo punti limiti di esse 0 ed O.

Riprendendo i medesimi punti 4, B, C,.... della r, e
proiettandoli sulla s dal punto dato S, otterremo rispettiva-
mente i punti 4A"B"C",....; ed anche le punteggiate A, B, Uy

A", B', C",.... saranno proiettive; epperd sulla s avremo le
due punteggiate soprapposte proiettive A, B, ... A7, B, ("

I punti uniti, supposti reali, di questa proiettiviti, congiunti
con S, ¢i dinno le soluzioni del problema proposto.

T A U
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I1 medesimo metodo di falsa posizione si applica al noto

ProOBLEMA. Dato il trilatero v, s, t ¢ il triangolo R, S, T,
costruire wun triangolo inscritto nel primo e circoscritto al
secondo (1),

Si scelgano sul lato s aleuni punti 4, B, C,.... e si proiet-
tino da 7" sul lato »: si otterranno rispettivamente sul lato »
i punti 4’, B, ,.... Si proiettino questi dal punto S sul
lato ¢, e sl avranno su questo i punti A", B', (",.... rispetti-
vamente. Infine si proiettino i punti 4", B, ¢",.... dal punto R
sul lato s, ottenendosi i punti A™, B”, C7,.....

Le due punteggiate A, B, C,...; A", B”, ", sul lato ¢
sono proiettive, ed ¢ evidente che se per es. il punto A coin-
cidesse con A, il triangolo A4 4’4" sarebbe una soluzione del
problema. I punti uniti di questa proiettivitd, se sono reali,
¢i forniranno dunque delle soluzioni del problema proposto.

Altre soluzioni possono ottenersi combinando in altro
ordine i lati e i vertici dei due triangoli dati.

Analogo al precedente, ma un po’ pin difficile & il

Problema di GIORDANO D’Orratano. Costruire un tridn-
golo iscritio in un cerchio e circoscritto ad un triangolo dato.

Per risolvere questo problema secondo il metodo in-
nanzi accennato, occorre premetftere 1’ estensione del con-
cetto di punteggiate proiettive, al caso punteggiaie Soprae un
cerchio.

Accenneremo brevemente alla cosa. Due punteggiate sopra
un cerchio diconsi « proiettive », se sono proiettati da un
punto del cerchio, sopra una retta, in due punteggiate proiet-
tive. Risulta dalle osservazioni fatte nel § 8 che « proiettando
due punteggiate proiettive date sopra un ecerchio da due
punti di esso, sopra rette qualsiansi, si ottengono sempre pun-
teggiate proiettive, e viceversa ».

La costruzione della proiettivita sul cerchio & quella indi-
cata nello stesso § 8, e permette di determinare gli (even-
tuali) punti uniti.

Ora si pno dimostrare che «se si fanno corrispondere i
punti di un eerchio che trovansi allineati con un punto

() Un triangolo dicesi iscritio in un altro, nel senso pilt generale
della parola, se i vertici di esso sono sui lati o sui prolungamenti dei
lati dell’altro; il secondo triangolo dicesi allora ecircoseritto al primo.

F. ENRIQUES - II. 6
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fisso 0, non appartenente alla linea, si ottengono punteggiate
proiettive ».

Questa proprietd risulta appoggiandosi ad una nota pro-
; posizione sulle polari, nel modo seguente:

Sieno AA’, BB, CC'.. coppie di
punti del dato cerchio allineate con 0
(fig. 23).

I punti A'B-AB, AB-A'B tro-
vansi sopra una retta, la quale in-
contra le AA’, BB nei coniugati armo-
niei di O rispetto alle coppie AA', BB
(efr. § B).

Ma tutti i coniugati armonici di O
rispetto alle coppie AA, BB, OC...
trovansi sopra una retta o che dicesl
la polare di O. Segue di qui che le
it EiE 28, punteggiate ABC...., A BC ... possono
{l rigunardarsi come proiezioni, fatte rispettivamente da A, A,
sul cerchio, di una medesima punteggiata giacente su 0.

Percid ABC...., A'B'("....sono punteggiate proiettive c. d. d.

Dopo ¢ido veniamo alla risoluzione del problema proposto.
(i Sia RST il triangolo dato, i
'\ eni vertici mon appartengano al

C g8

TNA

cerchio (fig. 29).

Preso sul cerchio un punto A,
lo si proietti da R-sul cerchio me-
desimo in A’; similmente si pro-
jetti A’ in A" da S, A" in A" da T.

Se A coincide con A si ha
una soluzione del problema. Ma
eid non avverra in generale. B
ripetendo la costruzione a partire
da diversi punti del cerchio ABC..., si otterranno le punteg-
giate ABC...., A"B'C"...., A"B"C"...., Puna all’altra proiettiva
e quindi proiettive fra loro. Pertanto dopo tre tentativi si
possono costruire i punti uniti della proiettivita, che risol-
vono il problema.

TUna soluzione analoga potrebbe darsi per I’ altro problema
pure di GIORDANO D’OTTAIANO:

Costruire un triangolo circoseritto ad un cerchio dato ed
iseritto in un triangolo dato.

S

Fig. 29.

TR R R R U P TR R
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S 11. Il cerchio fisso come sostituto del COmMpasso. —
Fissiamo la nostra attenzione sopra la costruzione dei punti
uniti di una proiettivitd, sulla retta, indieata nel § 9,

Questa costruzione si effettua colla sola riga, quando &
dato un ecerchio fondamentale complefamente descritto. Si
puo trarre di qui la dimostrazione dell’ importante teorema,
(di PONCELET e STEINER):

Tutte le costruzioni determinate effettuabili colla riga o
col _compasso, possono effetiuarsi colla sola riga quando ¢ dato
nel foglio wn cerchio fondamentale completamente desoritio, di
cui ¢ dato il centro.

Come si & gid osservato nel precedente Art, 2, 1a riga ed
il compasso permettono di risolvere i tre seguenti problemi
fondamentali, da_ecui dipendono tutte le costruzioni deter-
minate effettuabili coi suddetti istrumenti :

1) Trovare il punto comune alle due rette (che possono
essere individuate come congiungenti due date coppie di punti).
2) Trovare i punti comuni ad una retta ¢ ad un cerchio
(ehe puo ritenersi individuato dal centro e da un suo punto).
3) Trovare i punti comuni a due cerchi.

Il problema 1) si risolve colla riga. Il problema 2) colla
riga ed il compasso. Il problema 3) col solo COIMPASSO,

I1 nostro teorema fondamentale risultera stabilito quando
si sia fatto vedere che, dato nel foglio un cerchio fondamen-
tale 0, < il problema 2) si puo risolvere colla sola riga » ed « il
problema 3) si riconduce mediante la riga al problema 2) ».

La prima affermazione costituisce il punto essenziale
della cosa ; ci proponiamo di giustificarla in due modj diversi.

Sia dato un cerchio (M) mediante il suo centro M ed un
Suo punto N, e vogliasi intersecarlo con una reftta data »r,

Cominciamo a costruire il pumnto N’ del cerchio, simme-
trico di N rispetto ad § 6).

Prendiamo ora su » un punto qualsiasi P e proiettiamolo
da N sul cerchio M, in P, ; proiettiamo quindi P, da N su »
In P. La costruzione si compie colla riga, nsufruendo del
cerchio fondamentale 0, e non importa neppure determinare P, ,
bastando condurre per N’ la perpendicolare ad NP (§ 8).

Se P coincide con P’ si ha una delle intersezioni di M, r.
Ma ¢id non avverry In generale. Perd al variare dicP
P’ varierd anch’esso e i d
proiettive ; infatti 4 punti

S 7,
ue punti descriveranno punteggiate
qualunque del cerchio M Vengono
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proiettati da N, N secondo due quaterne di raggi formanti
oli stessi angoli e pereid aventi nguali birapporti. Ora le inter-
sezioni di M, » si ofterranno costruendo su # 1 punti uniti
della proiettivith in cui si corrispondono P, P,

Vale la pena di dare anche una seconda costruzione dei
punti comuni a M, r, ottenuta del pari colla riga e coll’uso
del cerchio fondamentale O. Hssa si fonda soltanto sulla
nozione elementare dell’ omotetia di due cerchi.

Si eonduea, nel cerchio fondamentale (fig. 30), ON’ paral-
lelo ad JING("'}; le vette MO, NN’ determinano il centro di omo-

Fig. 80.

tetia § dei due cerchi. Se ¢ H il punto d’incontro del diametro
MN colla r, il punto omologo H' sara il punto d’incontro della HS
col diametro ON'; e la retta »" condotta per H " parallelamente
alla r, sard la omologa di r. Sulla +” sieno E, Fipunti d’in-
contro col cerchio fondamentale. Congiungendo il centro di
omotetia § con E' ed F' si otterranno sulla r i due punti &
ed F, che saranno i richiesti punti @’ incontro col cerchio M.
Si puo osservare infatti che, per la simiglianza dei triangoli
EHM, E'H'O si ha:
EM:EO0=MH:O0H = MN:ON

(1) Quando il raggio dato MN gin sulla medesima retta col centro O
del cerchio fondamentale, converrd costruire per M un altro raggio eguale
ad MN. Si conduca per M una retta qualunque, su di essa si abbassi la
perpendicolare N4, e si prenda su questo un segmento 4K eguale ad NA.
11 raggio MK sard eguale ad MN, e non sard pitt allineato con O.

Bk AL T e bt L DD e D G P G L M R T A T L P SR
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onde EM— MN:
e analogamente FM = MN.

Quando accada che la retta 2" non incontri il cerchio
fondamentale, ¢id vorra dire che la » non incontra il cerchio M.

Passiamo ora al problema 3), ¢ mostriamo che si pud farne
dipendere la soluzione dalla soluzione del problema 2). Ci riu-
sciremo agevolmente applicando la nozione di centro radicale
di fre cerchi, nozione ehe converra qui ricordare brevemente,

Se P ¢ un punto sul piano di un cerchio 0, ed & PMM'
una qualsiasi segante, il prodotto

PM - PM' = PO* — 12

(r essendo il raggio del cerchio) & costante, e si dice la potenza
del punto P rispetto al cerchio 0.

Se 0 ed O sono due cerchi di raggio », » rispettiva-
mente (fig. 31) il punto P & un punto di eguale potenza
rispetto ai due cerchi se

PO? — r3— PO® —
od anche PO? — PO? — rt — 2.

Si osservi poi, che se & @ il piede della perpendicolare
calata da P sulla retta dei centri OO, ogni altro punto P, di

questa perpendicolare sard un punto di egunal potenza tutte
le volte che sia tale il panto P ; poiché infatti

PO — P,0% = PO* — PO = Q0 — Q0"

La retta PP, & dunque il luogo dei punti di egunal po-
tenza rispetto ai due cerchi, e si dice asse radicale dei mede-
simi. Quando due cerchi si interseeano, la corda comune ¢
Tasse radicale.

Dati infine tre eerchi 0, 0, 0, esiste nel loro piano in
generale un solo punto di egual potenza rispetto a tutti tre:
ed & il punto in cui si incontrano asse radicale di 0, O ¢
I"asse radicale di 0', 0" (e quindi anche 1’ asse radicale di 0, 0").
Questo punto dicesi eentro radicale dei tre cerchi: quando
65880 venga determinato mediante gli assi radieali delle coppie
0, 0°; 0, 0, esso stesso pud servire a costruive 1’asse radi-
cale della coppia 0, 0"; infatti & evidente che questo asse &
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la perpendicolare calata dal centro radicale sulla retta dei
centri 0, 0".

La costruzione dell’ asse radicale di due cerchi O, O si
(] pud fare coll’ wso della sola riga, quando uno dei duwe cerchi
I L1 sia interamente desoritto.
| ‘ Sia infatti O il ecerchio interamente descritto ¢ O il
: cerchio determinato mediante il centro O ed il raggio O'M'
‘ (fig. 31). Il raggio OM parallelo ad O' M’ servird a determinare

f Tig. 51

&

fh n - . " . . q g

{1 il centro di omoietia S dei due cerchi. Sia ancora p* la potenza
ii del punto S rispetto al cerchio 0, e ¢* la potenza del punto S
\J rispetto al cerchio O; si avra:

|
1 i SM.-SN= 2}2, SM - SN = q‘z
- e quindi : ., o 7

| SM.SN -SN-8M = p¢t.

1y altra. parte, per la proporzione :
y ' SM:SM =8N : 8N
si ha:
SM-SN =S8N .SM
onde
SN - SM' = pqg.

Un’altra trasversale SM, N, M,'N," darvebbe analogamente:

- SM)" = pq;
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donde si vede che 1 quattro punti N, M, N,, M, (e analo-
gamente i quattro punti M, N, M,, N,') stanno sopra una
circonferenza O’. Il punto comune alle rette MM, N'N,/ &
dunque il cenfro radicale ¢ dei cerchi 0, O, O, epperd sta
sull’asse radicale richiesto. Questo asse radicale sard dunque
la perpendicolare calata da € sulla retta 00 : e potrd otte-
nersi ricercando il centro radicale ¢° di un’altra analoga
terna O, O, 0" e congiungendo quindi ¢ con C'.

Cio posto riprendiamo il nostro problema < determinare
i punti d’intersezione di due cerchi di dato centro e dato
raggio ».

Sia O il eerchio fondamentale e si vogliano determinare
i punti d’intersezione dei due cerchi, i cui centri sono O, O
ed i euni raggi sono O'M, O"M",

Converra ricercare, mediante la costruzione or ora esposta,
Passe radicale »" dei cerchi 0, f, ¢ D'asse radicale » dei
cerchi 0, 0". Il punto (»'r") sard il centro radicale dei tre
cerchi; e abbassando da esso la perpendicolare sulla retta 00"
si otterra 1'asse radicale » dei due cerchi O, 0.

Il problema viene cosi ricondotto a determinare le inter-
sezioni della retta r eol cerchio O (oppure col eerchio ()
dato il cerchio interamente descritto O: e tale & il problema
precedentemente risolto.

Concludiamo pertanto, come avevamo annunciato, che
« tutte le operazioni eseguibili colla riga e col ecompasso per
la ricerca delle mutue intersezioni di rette e cerchi (salvo cioe
il tracciamento delle circonferenze) si possono effettuare col-
I"uso della sola riga, purché sul foglio del disegno sia asse-
gnata una circonferenza completamente tracciata e di centro
conoseiuto ».

In casi particolari le costruzioni generali che permettono
di surrogare 1'uso del compasso col cerchio fisso, possono
essere semplificate. Vediamo per es. come si risolvano ricor-
rendo direttamente al cerchio fondamentale i tre problemi
seguenti:

1) Data una retta, ¢ su di essa un punto, determinare
wun secondo punto della retia, clhe disti da quello di una lun-
qhezza assegnata. Sia P (fig. 32) il punto sulla retta »r, e
sia AB il segmento di lunghezza data. Si congiunga per es. A
con P, si traceino per P la parallela ad A B, per B la paral-
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i lela ad AP. Il segmento PD sard eguale e parallelo ad AB.
’ Nel cerchio fondamentale si costruisca il diametro MOM
parallelo a PD e il diametro NON' parallelo alla . Sia
allora S il punto comune alle PO, DM'. Le rette SN, SN
incontrano la » in due punti % ed F, che rispondono al pro-

Fig, 82,

blema ; ciascuno dei segmenti PE, PF sta al raggio del cerchio

fondamentale, come I’S ad OS, cioe come PD al raggio. j
2) Dafo un punio,

¢ per esso una retia, deler-

minare wnd seconda refia

per quel punto, che fuc-

et colla prima un angolo

equale ad un angolo dato.

Sia » (fig 33) la retta

data per il punto P, e

sia ABC 1"angolo dato.

Nel cerchio fondamen-

tale si costruiseano i due '

raggi OM, ON rispettiva-

mente paralleli alle rette

BA, BC, ed il raggio OH

parallelo alla . Si tracei

la corda ME parallela

alla NH e la NF paral-

lela alla M H. I due raggi OF, OF fanno colla OH due angoli

eguali ad MON, eppero le rette condotte per P parallelamente

a questi raggi, rispondono al problema.

et b I T DS A TPV I GELL AR b b RS T T o g by STt s N IR
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3) Date due rette che si incontrano, determinare le biset-
trici dei loro angoli. Nel cerchio fondamentale si conducano
i diametri paralleli alle rette date, e si congiungano due a
due i loro estremi. Queste congiungenti sono parallele alle
bisettrici domandate.

§ 12. Costruzioni eon la riga « due orli paralleli: primo
modo di usare I'istrumento. — Uno strumento che puo da
solo sostituire la riga ed il compasso, (e che permette quindi
di risolvere i problemi costrutfivi determinati di 1° e 2° grado,
o riducibile al 2° grado) & la rige a due orli paralleli. Questa
permette di tracciare quante si vogliano coppie di rette paral-
lele, distanti I’una dall’altra di nma lunghezza % egunale alla
larghezza della riga, e puo venir adoperata, in due modi, oltre
che come una semplice riga, ad effettuare le seguenti due
costruzioni fondamentali:

@) Dati due punti A, B, si puo adagiare la riga sul
foglio del disegno, in modo che un orlo passi per i punti 4, B;
I"altro orlo ei permette di traceciare ciascuna delle due rette
parallele alla retta AB, alla distanza A da essa.

b) Dati i due punti A, B (la cui distanza non sia infe-
riore a 2, si pud adagiare la riga sul foglio del disegno, in
guisa che uno dei due orli passi per A e I'altro per B; si
puo allora, in due modi, tracciare due parallele passanti rispet-
tivamente per A e per B, alla distanza X fra loro.

La costruzione «) permette evidentemente di costruire
sul foglio quante si vogliano losanghe, quindi quante si vogliano
coppie di rette parallele e quante si vogliano eoppie di dire-
zioni ortogonali (le diagonali delle losanghe). La riga a due
orli, con la sola costruzione a), fornisce quindi essa medesima,
i dati metrici fondamentali e pud quindi risolvere tutti quei
problemi grafici e metrici (di 1° grado) che si risolvono colla
riga semplice quando sul foglio del disegno si abbiano i sud-
detti dati metriei.

Ma essa permette ancora di risolvere tuita una classe di
problemi (di 2° grado), 1a cui soluzione non potrebbe raggiun-
gersi colla sola riga, qualunque figura rettilinea venisse data
nel foglio.

La costruzione «) permette infatti di j

Determinare le bisettrici degli angoli di dwe veite date.
Basta tracciare colla riga a due orli le rette che distano
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dalle date della Iunghezza %, ¢ condurre le diagonali della
losanga cosl costrutta.

Di qui diseende subito la risoluzione del problema:

Trasportare un segmento dato da wna reita data ad
wn’ altra.

Ye invero le due rette non sono parallele, basta condurre
per gli estremi del segmento le parallele ad una delle biset-
trici degli angoli da essa formafi.

Discende da queste costruzioni che lw rige @ due orli
adoperata wel primo modo pernetie di risolvere tutti i problemi
risolubili mediante un trasportatore di segmentt (V) (efr. art. IV),

Questa classe di preblemi determinata da HiuBurT rientra
in quella dei problemi di 2° grado, ma non li comprende tutti.

A titolo d’esempio aeccenniamo ancora qui, brevemente,
ad aleune semplici costruzioni colla riga a due orli adoperata
nel primo modo (*): .

1) Data una retta a e un punto gualsiasi A fuori di
essa, condurre per A la parallela alla a. Preso su ¢ un punto B
ad arbitrio, si costruiscano a partire da AB e da una stessa
parte rispetto ad essa due striscie contigue e poi, ricorrendo
alla considerazione delle diagonali, si completi il parallelo-
oramma contenuto dalle due parallele esterne e dalla « e
che ha per vertice A.

92) Trasportare un segmento AB parallelamente « se
stesso, portando U estremo A in un punio A’. Condotta per A’
la parallela b alla « = AB si determini il punto medio H i
A'B, ricorrendo alla considerazione del parallelogramma conte-
nuto dalle «, b e dalle due striseie che hanno comune il
lato A’B: si prolunghi poi la AH, ecc.

("} Viceversa quando si abbia un istrumento capace di trasportare i
segmenti {0 anche soltanto un segmento di lunghezza data ), da una retta
ad un’altra, si pud costruire alla semplice riga una parallela ad nna retta
data ad nna distanza data X (operazione a).

Infatti I’istrumento trasportatore ei permette anzitutto di costruire
quanti 8i vogliano rettangoli, determinando sui lati d’un angolo, da parti
opposte del vertice, due coppie di segmenti tutti uguali fra loro. Cid posto,
data una retta r possiamo costruire ecolla riga nna perpendicolare ad
essa (8§ 6), staceare su questa, a partire dal suo piede; il segmento A, e
condurre quindi, pel suo estremo, la parallela ad r, alla distanza 2.

() Cfr. C. MareNcur e U. CoNCINA, ( Bollettino di Matematica di
A. Coxtr. Bologna, 1901, nn. 5, 8).
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3) Trasportare wn angolo parallelamente a sé stesso por-
tando il vertice in un punto prefissato.

4) Ruotare un angolo intorno al swo wvertice, portando
un lato @ coincidere con un raggio prefissato pel vertice.

5) Condwrre da un punto A la perpendicolare ad una
rette a. Si distingnano due casi a seconda che A appartiene
alla @ o & esterno ad essa. Se A appartiene alla a, si costrui-
scano sulla @« duoe losanghe uguali aventi comune il ver-
tice A e un lato per esso e se ne considerino le diagonali,
'poi si applichi il problema precedente.

S 13. La riga a due orli come sostituto del ecompasso. —
Vediamo ora che cosa si ottenga colla riga a due orli adope-
rata nel secondo modo ad effettuare la costruzione D).

Diciamo che questa costruzione permette di surrogare
completamente I’uso del compasso, relativamente ai problemi
determinati.

Basta percio (§ 11) mostrare come si possono costruire
le intersezioni di una retta con un cerchio fondamentale,
sebbene questo non venga effettivamente tracciato.

Prendiamo come cerchio fondamentale il cerchio c¢he ha
per centro un punto qualunque O del foglio, e per raggio la
larghezza A della riga a due orli; potremo sempre con questa
riga tracciare quante si vogliano tangenti a quel cerchio: e
precisamente se 6 P un punto esterno al medesimo, appog-
giando (nei due modi) un orlo della riga ad O ed un orlo a P,
potremo ftracciare le due tangenti al cerchio, passanti per P.
Indicheremo questo cerchio con 1. Noi dunque mostreremo come
si possano sempre determi-
nare le intersezioni di una
retta data col cerchio v, quan-
do si faceia uso della riga a
due orli. B rimarrd con cid
dimostrato che tutti i pro-
blemi  determinati risolubili
colla riga e col compasso si
Possono risolvere col solo uso
della riga @ due orli.

Sia 0 il centro di'y ed r
la retta data (fig. 54). Dal ; Hig. o
bunto O si abbassi la perpendicolare 0A alla r; ed il nro-
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blema proposto consistera ora nel ricercare sulla OA un punto
tale, che le tangenti condotte per esso al cerchio, abbiano il
punto di contatto sulla r.

Si scelga sulla » un puuto P qualungue (sufficientemente
lontano da 0); da esso si conduea una tangente al cerchio y; e
si determini su questa il punto di contatto 7. La perpendi-
colare calata da 7 sulla PO incontra la refta OA in un
punto ¢, che & il punto cercato. Indichiamo infatti con M
il punto in cui si intersecano le PO, 7Q, e con N il punto
in cui si intersecano le rette r, AO. I quattro punti P, @,
M, N stanno sopra una medesima circonferenza, onde :

OM - OP — ON - 00 :

e cio significa che la media proporzionale fra OM ed OP
(cioe il raggio OT) & eguale alla media proporziale fra ON
ed 0f. Se adunque si costruisee il triangolo rettangolo che
ha per ipotenusa O e che ha il vertice 7 dell’angolo retto
sulla 7, il suo cateto OV sard eguale ad 07, e I'altro cateto
@V, sara tangente al cerchio y nel punto V. Viceversa se
da ¢ si conduce una tangente al cerchio, il suo punto di
contatto & il suno punto @’incontro colla 7.

Non sard inutile perd osservare, che il cerchio fonda-
mentale v, che ci ha servito per giungere al resultato sopra
enunciato, si rende inutile quando si faccia uso della riga a
due orli. '

Riferiamo infatti (*) una soluzione del problema: deter-
minare le infersestoni di una retia dale con wun cerchio di
centro assegnato ¢ di raggto assegnato, nella quale non si fa

uso del cerchio v che

M\ ,N ,N ¢i ha servito nel § 11.

tt*:;:y/’;"’ \*;h{\ Sia M il centro del

_______ Q '1_:’_':___’______L.,_'_":\_::\‘{QLU‘{:":‘\_\B‘____ cerchio dato (fig. 35)
< IR ed « la retta data. Se
N H il raggio dato non &

Fig. 35. i
gia parallelo alla «,

converra disporlo parallelamente a questa retta, in MN (cid
che sifard facilmente bisecando 1’angolo del raggio dato con
la divezione MN, ed abbassando dall’ estremo del raggio la
.perpendicolare sulla bisettrice). La distanza d della vetta « dal

(1) ADLER, L c.
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centro M, non sard in generale eguale alla larghezza i della
riga a due orli: si deseriva dunque la vetta « parallela ad «
(e _dismnte. di 4 dal centro M, e si cerchino le intersezioni
della @ col cerchio (di centro M) il cul rageio @ soddisfi alla
proporzione :

e N ===t

Questo raggio « si trova facilmente mediante una trasver-
sale qualunque M H e mediante i triangoli simili M’ N', MHN,
Si disponga dunque (nei due modi) la riga a due orli eon un
orlo per M e I'altro per N i Sl costrurranno cosi le due
losanghe MN'P/Q,’, MN'P,'Q,, e i punti 0,0,
@’incontro della &' col cerchio di raggio MWN'.

I ragei MQ,'. M@, daranno sulla ¢ j
evidentemente appartengono alla retta «
raggio MN.

saranno i punti

punti ¢, ¢, che
e al cerchio di

Anche 1’altro problema fondamentale: Dete
mtersezioni di due cerchi dati si puo ridurre al precedente
facendo uso della riga a due orli, senza valersi del cerchio v,
Siano infatti OM, O'M i due raggi dati (fig. 36), che dispor-
remo perpendicolarmente alla

rminare le

00, in 04, O'A’: basterd per :
cio bisecare I'angolo MOA e 0 ___ {CHte s 0
abbassare da M la perpendico- 1
lare alla bisettrice, ece. [\
Si tracceranno quindi le [
rette AB, A'B’ parallelamente | ';‘
alla 00, taleh¢ si avra !
OB,=o0M, 0B=—om. * e

Innalzando dal punto di L._-,::::;'_'__I
mezzo dal segmento BE' la per- '
pendicolare a questo segmento, L
St otterra sulla Q0 il punto ¢, il
radicale dei due cerchi:
¢ da B, e perd

quale apparterrd all’ asse
infatti esso dista egualmente da B
SI ha la eguaglianza :

e 0C -+ 0B = 0Co1- O'FF
106

0C* — OMF = 0'CF— O,
Innalzando dunc jue da 1

a perpendicolare alla 00 si ha
“asse radicale dei due eerchi,

]
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§ 14. Costruzioni colla squadra e colla falsa squadra. —
Vediamo finalmente come si possono risolvere tutlii ¢ problemi
risolubili elementarmente, facendo wuso detla squadra o della
Jalsa squadra.

La falsa squadra non & altro che un angolo di ampiezza
data o, che pud essere di 90°, nel qual caso si ha la ordinaria
squadrae. La falsa squadra (o la squadra) puo essere adoperata
anzitutto come una semplice riga. Ma essa medesima e¢i fornisce
sul foglio i dati metrici fondamentali, e quindi ci permette di
risolvere tutti i problemi (di 1° grado) che si risolvono colla riga in
base a quet dati (§ 6). Vedremo inoltre come con la falsa squadrs
(0 econ la squadra) si possono determinare le intersezioni di una
rettae data con un cerchio dato ma non deseritto, e cio porterd a
concludere altresi che la squadra o la false squadra permettono
di risolvere tuiti 1 problemi risolubili colla riga. e col compasso.

Per costruwire una parallele ad wna retta data AB, con-
verra descrivere una retta ¢'D che faceia colla AB un angolo 3,
e una seconda retta EF che faccia colla C'D un angolo pure
eguale a o, alterno col precedente. B si pud dunque costruire
immediatamente il parallelogramme fondamentele.

Per costruire una perpendicolare ad una refta data AB,

*si assumano sulla AB due punti arbitrari M, N e si deseri-

vano gli angoli EMN, ENM, FMN, FNM eguali a c. La
retta KT sard perpendicolare alla AB. E si possono quindi
costruire quante si vo-
gliano coppie di rette
perpendicolari,

; Se o — 90°, questa
ultima costruzione si
rende inutile (ed il-
lusoria).

Quanto alla deter-
minazione delle inter-
seziont di una retia
data con un cerchio
di centro assegnato ¢
di raggio assegnato,
essa si ofterra imme-
diatamente nel modo
che esponiamo. Se OM e il raggio dato (fig, 37), ed O il
centro, si costruisca mediante 1’angolo o una losanga avente

Fig. 37.
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per lato OM. 17 angolo al centro NOM & uguale a 255 e I’ areo
di cerchio capace dell’ angolo s e costruito sulla corda MN
dalla stessa banda del punto 0, é appunto un arco del cerchio
dato. La parte rimanente del cerchio & pure un arco capace
dell’angolo s, e per costruirlo si puod servirsi di nna seconda
losanga eguale e contigua alla pPrecedente, od anche, pint
comodamente, di una terza, Si vogliano ora determinare i
punti d’intersezione di una retta » colla circonferenza : hasters
fare scorrere il vertice dells falsa squadra sulla 7, in modo che
un orlo passi per es. per N, finché I altro orlo passi per f; ece.
Se, 5 = 90° la losanga non si puo costruire; in questo caso con-
verra determinare, colle note costruzioni lineari, il punto M’
diametralmente opposte ad M, e fare scorrere il vertice della
squadra su # in modo che un orlo passl per M, finchd 1’ altro
passi per /.

Il PrROBLEMA : Dati i centri

ed i raggi di due cerchi
determinare le loro intersezions

s 8L ridurra al precedente nel
modo indicato al § 11, od anche eolla costruzione seguente :

Siano OM, O'M' i due raggi dati. Se gid non sono paral-
leli, si costruisea per ¢ (mediante una losanga di lato O'r)
un raggio eguale ad O'M o parallelo ad OM. I due ragoi
paralleli bastano per determinare sulla. 00" il eentro di omo-
tetia S, dal quale condurremo, oltre lg SM, un’ altra trasyver-
sale SN. T punti d’ intersezione di queste due trasversalj si deter-
mineranno colla costruzione del problema Precedente ; e servi-
ranno a costrorre colla sola riga I’asse radic

ale dei due cerchi.
L'uso della falsa Squadra pud in pratica semplificare
alecune costruzioni, B

noi ci limiteremo a qualeche esempio.
Bisecare un angolo  dato
ABO. Assumiamo sul lato BC
un punto qualungue M (fig. 38),
€ cerchiamo sul lato BA un
punto N tale che BN sia eguale
a BM: basteri costruire col-
Pangolo ¢ una losanga BMPg
e fare scorrere il vertice della
Squadra lungo BA in modo che
un orlo passi per @), finche
Paltro venga g passare per M, e e,

Trovato cosi il punto N, si descrivano glj angoli ANH, CMH
€guali a 5. La retta Bg sara la bisettrice richiesta.
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Raddoppiare un angolo dato. Sia ABC quest’ angolo
(fig. 39). Si scelga un punto M sul lato BA (o sul suo pro-
B langamento, secondo che 1'an-
golo dato & minore o maggiore
di 5), e si deseriva 1’angolo
AMD — 5 ; si faceia scorrere la
falsa squadra lungo BA finché
I’altro bordo passi per D, e si co-
struisea cosil’angolo DIZM = o.
i | I punti M ed I ei permet-
it e S tono di completare la losanga
MDED', e 1'angolo DBD sard doppio dell’ angolo dato.
. Ripetendo la costruzione pitt volte, si potra costruire
I’angolo n-plo. dell’angolo dato. ‘
| Osservazione. Quando per la squadra o per la falsa squadra
si volessero distinguere (come per la riga a due orli) due modi
di usare ’istrumento, il primo e pitt immediato modo capace
di fornire il trasporto & un angolo di data ampiezza forni-
rebbe soltanto la risoluzione dei problemi metriei di 1° grado
(efr. § 6); invero 1’operazione pilt complessa consistente nel
fare scorrere 1’istrumento, compare necessariamente anche
nel problema citato della bisezione dell’angolo.
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