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PREFAZIONE.

Amplissima et pulcherrima scientia figu~
rarum, At gquam est inepte sortita nomen
Geometrize !

Nicopemus Friscarninus in Dialogo primo.

Perspectivie methodus, qua nec inter inventas
nec inter inventu possibiles ulla compendiosior
esse videtur, ..

B. Pascav in lit. ad Acad. Paris. 1654

Da veniam scriptis, quorum non gloria nobis
Causa, sed utilitas officiumque fuir.

Ovipius in Fastis, III, 9.

LY

Questo libro non & stato scritto per coloro che hanno
I’ alta missione di promuovere la scienza; eglino non cl
troverebhero alcuna novitd, né di dottrine, ne di metodi.
Le proposizioni sono tutte di vecchia data, tanto che per
non poche hisognerebbe risalire ai geometri della piu re-
mota antichith; e clascuno potra rintracciarle in KucLIDE
(285 a. C.), in Arorronio di Perga (247 a. C.), in Papro
&’ Alessandria (47 sec. d. C.), in DESARGUES di Lione (1593-
1662), in Pascar (1623-1662), in DELAHIRE (1640-1718),
in Newrox (1642-1727), in MACLAURIN (1698-1746), in
J. H. Lamserr (1728-1777),... Le teorie ed 1 metodi, che
di queste proposizioni fanno un insieme omogeneo ed armo-
nico, soglion essere detti moderni, perché creati o perfe-
zionati da geometri pilt vicini a noi, come Carnot, BRIAN-
cHON, Poxcerer, MOBIUS, STEINER, CHASLES, STAUDT...: le
opere de’ quali perd vemnero in luce dentro la prima meta
del nostro secolo.

Diffondere nelle scuole italiane la cognizione di queste
peregrine ed utili teorie: ecco tutto lo scopo del mio lavoro.
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Ma non si creda che in Italia non siansi gia fatti lodevoli
sforzi per tener dietro ai progressi della scienza geometrica.

x

G. BrLLavitis & stato, se non erro, il primo che li addi-
tasse alla giovent studiosa, col suo Saggio di geometria
derivata ('), che fu poi seguito da molti altri scritti; ed a
Napoli, N. Trupr1 (?) risolveva 1 quesiti di un celebre pro-
gramma « destinato a promuovere e comparare i metodi
per l'invenzione geometrica ». Nel 1854, s'era gia introdotto
nelluniversita di Pavia un corso di geometria superiore, e
la cattedra me fu poi istituita, a proposta del professore
Brioscmi, anche presso le altre nostre maggiori universita,
quando I'Italia ebbe riconquistata la sua indipendenza poli~
tica (*). Chi scrive queste pagine insegnd per sei anni la

stessa scienza a Bologna, e ne applicd i metodi alla geo-
metria descrittiva (*); pitt tardi, trasferito all’Istituto teenico
superiore di Milano, e invitato dal divettore sig. BrioscHI 2
darvi un corso di statica grafica, volle far prima, a modo
di necessaria preparazione, un huon numero di lezioni sulla
geometria di posizione, o geometria projettiva (°).

(1) Nuovi Saggi dell'Accademia di Padova, vol. 4° (1838), p. 243-288.

(3) Produziont relalive al programma di tre quistioni geomelriche, proposio dal
prof. V. Flauli nellaprile 1839 (Napoli, 1840-41). :

Cito in via d’esempio Beuravitis e Trupr, ma non intendo escludere che
altri in Ttalia siasi occupato di geometria projettiva sino da quel tempo. Anzi
chieggo venia fin d'ora pei nomi che avrd dimenticato: creda il benevolo
lettore che mon lo faccio con intenzione; e d’attronde non mi propongo af-
fatto di dare un sunto storico dei progressi della scienza, nemmeno limita-
tamente all’ltalia.

(3) A Napoli sali su quella cattedra il Barracniny, del quale tutti conoscono
l'ingegno e loperosita. Perché quell'illustre e doviziosa cittd ha lasciato par-
tire di 1a il valente professore?...

(4) Seguendo un concetto gid balenato ad altri: veggasi Bernavitis, Lezioni
di geometria descriltiva (Padova 1851). Ad un concetto analogo & informata I'ec-
cellente opera del prof. Fiensr, Die darslellende Genmelrie (Leipzig 1871), della
quale si sta ora pubblicando a Firenze una traduzione italiana, per cura dei
signori E. Panova e A. Savvo, ad uso delle scuole politecniche.

5 Per appunto come a Zurigo il sig. Reve faceva un corso di Greomelrie
der Lage, per preparare gli studenti di quella scuola politecnica ad udire le
ezioni del prof. CuLmany, il creatore della statica grafica,
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B cosi § & ottenuto che ogni anno una grossa schiera di
siovani fosse addestrata ai metodi moderni e ne apprendesse
Puso nelle varie parti del disegno tecnico.

Ma cid non doveva bastare. Tanta & la semplicita di questi
metodi che, mentre hanno in s& una grandissima fecondita
di risultati e di applicazioni, nessuna parte delle matema-
tiche offre maggiore agevolezza ad essere appresa, e do-
manda minor corredo di cognizioni preliminari. A persua-
dersi di cid, basti considerare che StauDT poté scrivere la sua
Geometrie der Lage (1847) senza presupporre alcuna no-
zione di geometria elementare; che se questo libro eccellente
non ebbe maggior diffusione, puo darsene colpa all’assoluta
mancanza di figure illustrative ed allo stile soverchiamente
arido e stringato. Lo stesso pensiero mosse altri scrittori (),
i quali, dopo avere stabilito i concetti fondamentali di spazio,
superficie, linea, punto, retta e piano, misero innanzi a di-
rittura quelli della collineazione e della reciprocita. I
forse accadra che di qui balzi fuori in un giorno non lon-
tano la soluzione del problema dell’insegnamento elementare
della. geometria: allora, ma (s'io non erro) allora soltanto,
noi avremo qualcosa che meriti d’essere sostituita al me-
todo euclideo, 'introduzione del quale ne’ nostri licei fu cosi
vivamente e ingiustamente oppugnata ().

(1) Per es. E. MOLLER nei suoi Elemente der Geomelric sireng syslematisch dar-
gestelll (Braunschweig 1869).

(® La smania di biasimare ogni atto del governo trasse anche persone ri-
spettabili a stampare cose stravaganti ‘e false intorno agli ordini scolaslici
dell' Inghilterra. Cotesti appassionati censori non vollero riconoscere il sommo
beneficio che la riforma del 1867 ha recato, cioé quello di toglier via certi pes-
simi libri da molti licei del regno; mon posero mente a cid, che la liberta
didattica coneessa ai mostri professori e il sistema degli esami levano alla
riforma ogni carattere di tirannia, e rendono assurdo il paragone colle scuole
inglesi; finalmente non ci seppero mai dire qual metodo, idoneo a raggiun-
gere i fini dell’istruzione secondaria classica, sarebbe da adottarsi in luogo
dell’enclideo. — Taccio di quelle critiche che furono inspirate da hasso inte-
resse 0 da livori di parte: si tentd, ma invano, di gettare fango sui nomi
degli uomini pilt insigni per meriti scientifici e per virtl pubbliche e private.
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VIII

Siccome perd o mi son messo dentro a cotesta penosa
impresa, cost debbo dirne le ragion. Quel libro che sopra
ho dimostrato esser necessario perche si possano attuare i
nuovi programmi, pensai che toccasse a me di farlo; a
me che di questi studi sempre feci I'occupazione mia pre-
diletta, che sempre cercai di promuoverne la diffusione nella
scuola e cogli scritti, e che vivamente desiderai la riforma
che testé il governo ha provvidamente decretata.

Ecco adunque dond” & nato questo libro, ch’io dedico
ai professori degli istituti tecnici, particolarmente ai gio-
vani che hanno fede nel moto progressivo della scienza.
Esso non ha punto la pretesa di passare per un lavoro ori-
ginale; ad altro non aspira che ad essere considerato come
an trattato clementare, scritto a bella posta per le scuole ita-
liane e propriamente nell'intento di rispondere al nuovo pro-
gramma di geometria pel primo corso del secondo hiennio
degli istituti tecnici. A questo terra dietro un altro volume,
che conterra le materie assegnate al secondo corso.

Diversi nomi erano stati dati a quell’insieme di dottrine
geometriche di cui qui si pongono i primi fondamenti. Non
mi piacque accogliere quello di geometria superiore (Géo-
métrie supérieure, hohere Geometrie), perché in sostanza
¢id che una volta poté parere elevato, ora é divenuto ele-
mentarissimo; né quello di geometria moderna (nevere
Geomelrie, modern Geometry), che esprime del pari un con-
cetto puramente relativo; e d’ altronde la materia & in gran
parte vecchia, sebbene i metodi si possano considerare come
recenti. Anche il titolo di geometria di posizione (Geo-
metrie der Lage) nel senso di Sravpr (7) non mi parve

() Equivalente a quello di deseriptiv Geomelry di Cavuey (Siwth memoir upon
quantics nelle Transazioni filosofiche della Societa reale di Londra, 1839, p.
90). Géamelrie de pusition nel renso di CarNuT corrisponde ad nn concetto affatto
diverso da quelio ch’io dovevo esprimere in testa al mio libro. Non fo men-
zione d'altri domi, come Géumélric seymenlaire & 0rgan sche Genmelrie, 1 quali
si riferiscono a nozioni troppo particolari, almeno secondo il mio modo di
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meglio conveniente, per cid che esso” esclude la conside-
razione delle proprietd metriche delle figure. Ho invece
preferito quello di geometria projettiva (*), col quale vo-
cabolo si enuncia la vera natura de’ metodi, che essenzial-
mente si fondano sulla projezione centrale o prospettiva;
tanto pit che il sommo PonceLer, il quale de’ metodi
moderni puo dirsi il principal creatore, intitold il suo libro
immortale 7'raité des propriétés projectives des figures
(1822).

La nomenclatura usata nel testo & la medesima che
accettai da molti anni cos) nelle mie lezioni pubbliche, come
in qualche scritto dato alle stampe. Essa non & propria esclu-
sivamente di una sola e determinata scuola; pigliando un
vocaholo da StrINER ed un altro da PonceLET 0 da CHASLES,
cercai di preferire quelli che mi parvero meglio corrispondenti
al concetti e pitt facili a trasportarsi nella nostra lingua: del
resto ho rigorosamente rispettato tutte quelle denominazioni
che gid sono entrate nell'uso generale degli scrittori (%).

Nello svolgimento della materia non mi sono attenuto
esclusivamente a questo o a quellautore; ma da tutti ho

vedere. Al contrario la denominazione di geomelria derivata del BeLnaviTis ah-
braccia un campo assai pitt vasto di quello che io ho preso a considerare,

(') Clr. Kuem, Ueber die sogenunnle Nichi-Euklidische Geomelrie (Nachrichten di
Goitinga, 30 agosto 1871).

(*) Per es. seguo Striver nell’uso delle voci p rojettivo e prospettivo;
prendo I'omologia da Poxcerer;la punteggiata e la stella da Bpi-
LAVITIS, perd quest'ultima in un significato diverso, cioé come equivalente al
Strahlenbiindel, non gia al Strahlenbiischel dei tedeschi; preferisco il rapporto
anarmonico di Cuasues al doppio-rapporto di Mérws e STEINER; ecc.
Adopero 'espressione forma geometrica per designare una serie d’elementi
della stessa natura (punti, rette o piani), come I’ Elementargebilde di Sravpr;
forme geometriche fondamentali sono le Grundgebilde di Steiver, che
sl distinguono in tre specie o gradi (Stufen). Cuastes chiama doppi gli
elementi che coincidono coiloro corrispondenti, cosi nell’involuzione, come
nelle forme projettive sovrapposte (divisions homographiques sur une
méme droile) in generale ; invece io amo meglio seguire 1’ esempio di coloro
che mettono qui una distinzione: e ritenuta la voce doppi pel primo caso,
dico uniti nel secondo. Ho usato la denominazione di figure correlative
nel senso di CmasLEs, non gia in quello di Canwor.

2 Cremona, Elem, di Geom. projeit.
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tolfo quarito . parve: acconcio al mio seopo, ch’era;di
fare un libro assoliitdmente elementare tecnico, acces-
sibile anche a. coloro i quali altra conoscenza non posseggono
che delle primissime cose della seometria ordinaria. Avrel
potuto, imitando STAUDT, fare a dirittura astrazione  da
qualsiasi’ corredo di nozioni preparatorie; ma in tal caso
il thio lavoro si sarebbe allungato di troppo, e non avrei
piit potuto adattarlo agli scolari degli istituti tecnici, A
quali debbono aver gia nel primo biennio studiato 1 soliti
elementi di matematica. Perd non futta la geometria tra-
dizionale & necessaria & intendere il mio libro; basteranno
le poche proposizioni fondamentali sul cerchio e sui trian-
goli 'simili. : '
11 libro, ho detto, doveva avere un carattere tecnico,
doveva 6iod condurre prontamente gli scolari ad applicare

le cognizioni teoriche al disegno. Percio diedi maggior

rilievo alle proprietd grafiche che non alle metriche; mi
attenni ai procedimenti della Geometrie der Lage di
Staunt, pit spesso che a quelli della Géométrie supé-
pioure di Cmasis ('); senza per altro volere del tutfo
escluse le relazioni metriche, il che avrebbe nociuto ad altri
fini pratici dell'insegnamento (*). Introdussi adunque I'im-
portante nozione del rapporto anarmonico e, per mezzo
di essa e delle poche proposizioni di geometria ordinaria
sopra menzionate, mi fu hen facile stabilire le pitt utili
proprieta metriche, che o appartengono alle projettive o
con esse vanno intimamente collegate.

Mi sono giovato della projezione centrale per deter-
minare il concetto degli elementi a distanza infinita;
o, dietro 1 esempio di Stmmer e di Staupt, ho posto la
legge di dualita a dirittura sul comineiar del libro, come

(*) Gfr; Reys, Geameirie der Lage (Hannover 1866}, p. xr della prefazione. '
(% Cfe Zecm, Dis hohere Geomelrie in ihrer Anwenduny auf Kegelschnitle und
Flgchen sweiter Ordnung (Stuttgart 1857), prefazions. i
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un fatto logico che scaturisce immediato-e spontaneo dalla
possibilith di costruire lo spazio. (a tre dimensioni) coll’ele-
mento-punto o coll’ elemento-piano. Gli enunciatl e le
dimostrazioni che si corrispondono in virth di quella legge
si trovano hene spesso collocati in doppia. colomna; ma
qualche volta ho tralasciato questa disposizione, per dare oc-
casione agli scolari di esercitarsi a dedurre da un teorema bt |
correlativo di quello. Non vi & nulla in geometria, giustamente
osserva il prof. Reve nella prefazione al suo liliro, che cosi
accenda 1 principianti e Ii stimoli a fare da s¢, come il prin-
cipio di dualiti; quindi importa sommamente di darne loro
la. cognizione quanto pilt presto & possibile, e di abituarli
ad usarne con sicurezza. : ' ; 7

Liordine delle materic da me seguito & uno de’ molfi
possibili a escogitarsi da chi voglia esporle n un corso di
lezioni ; io confido perd d’esser pervenuto a fare un libro
che possa servire anche a chi ami tenere altro ordine dal
mio. Dard qualche esempio. Fin -dal principio io alterno
senza distinzione i teoremi della geometria piana con quelli
della solida, giacché I’esperienza m’ha insegnato, e altri (M 1o
aveva gid osservato, che le considerazioni stereometriche
suggeriscono hene spesso il modo di rendere facile ed intuitivo
¢id che in geometria piana sarebbe coniplicato e di malage-
vole dimostrazione: di pili, esse acuiscono Iintelletto e aju-
tano lo svolgimento di quella imaginativa geometrica che &
quality, essenziale all’ingegnere, perché el possa pensare le
figure nello spazio anche senza il sussidio di un disegno o
di un modello. Ma il maestro potrebbe credere opportuno
di attenersi strettamente, almeno sul principio, alla geo-
metria piana; e in tal caso egli potra senza danno saltar
oltre parecchi numeri (%) del libro ed esporli pit tardi. —

(1) BeLraviTis, Sagyio di Geomelria de-riv.n{a., p. 247. — Cuasues, Apereu hisio-
vique sur Lorigine et le développement des méthodes en géoméire, ele. (Briixelles

1839), p. 191.
# Nt 19, 20, 98, 29, 31, 32, 41, 42,...
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Io definisco le coniche come projezioni del cerchio, e dopo
aver dimostrato per questa curva due teoremi fondamen—
tali (*), li trasporto alle coniche e quindi svolgo per esse
tutta la teoria de’ poligoni inscritti e circoscritti e quella
de’poli e delle polari, senza pitt curarmi del caso Speciale
del cerchio. Ma si potrebbe invece da quelle due propo-
sizioni fondamentali dedurre i teoremi di Pascar, di Brian-
cHON e di DEsarcUEs pel cerchio, non che la teoria dei
poli; e poscia, mediante la projezione od omologia, applicare
tutto cid alle coniche.

Ma su questo punto & inutile spendere altre parole.
Ciascun docente, tosto che abhia fatta propria la materia,
vedra da sé come gli convenga distribuirla; ed anzi ayverrs
che d’anno in anno vada rimutando il modo di coordinazione,
secondo i risultati della propria esperienza.

Non tutti i numeri del mio libro sono ugualmente impor-
tanti o necessariin un corso di lezioni. Tl maestro sagace
s'accorgera facilmente che poche sono le proposizioni fon-
damentali, le sole il cui enunciato debba essere ritenuto a
memoria ; tutto il resto consta di corollari, casi particolari
ed esercizi. Fra questi v’ha dunque una grande liberta di
scelta; alcuni potranno essere trattati nella scuola , altri
nei compiti domestici ; bisognerd, e questo & cid che som-
mamente importa, che ogni giorno gli scolari faceiano
deduzioni e soluzioni da sé; non si costringano alla sola
parte passiva dello ascoltare e ripetere le cose dette dal
maestro, ma si facciano concorrere attivamente allo svol-
gimento di cose nuove; in questo modo e non . altrimenti
si riuscira ad accendere in essi I amore allo studio ed a
renderli padroni dei fecondissimi metodi della geometria
projettiva. Si badi infine che ai ragionamenti teorici per
la dimostrazione dei teoremi e la deduzione dei corollar
vada sempre compagna I'esecuzione grafica del risolyere i

{*) N 108, 110.
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problemi ; potendosi.qui ripetere cio che MoNeE raccoman-
dava per la geometria descrittiva (*).

I trattati magistrali di PoNcELET, di STEINER, di CHASLES
¢ di Staupr (%) sono quelli ai quali maggiormente debbo
professarmi debitore, sia perché in essi fanno i loro primi
studi tutti coloro che si danno alla geometria, sia perche
da essi ho preso, oltre alla sostanza de’metodi, le dimostra~
zioni di molti teoremi e le soluzioni de’problemi. Ma insieme
con quelli ebbi a consultare anche le opere di AporLLONIO,
di Pappo, di Dmssreurs, di Devauiri, di Newron, di
MacravriN, di Lampert, di Carwor, di Brianceon, di
Mosrus, di Berravimis,... e le pit recenti di Zecm, di
Gaskin, di Wirzscrgrn, di Townsenp, di Reve, di Poubra,
di FIEDLER,...

Per non accrescermi le difficolth gia abbastanza gravi
dellimpresa a cui ho posto- mano, mi sono astenuto dallo
impormi Tobbligo di continue citazioni dalle quali appa-
rissero o tutte le fonti cui attinsi, o tutti i primi e veri
autori delle singole proposizioni o teorie. Mi si perdoni
adunque, se talvolta la fonte citata mon & la primitiva (°)
o se tal’altra la citazione manca affatto. Le mie citazioni
sono scarse; e per mezzo di esse ho avuto. precipuamente

i1} ... 11 est nécessaire, pour le cours de géométrie descriptive. que la pra-

tique et 1'éxécution soient jointes & l'anditivn des méthodes. Ainsi, les éleves
doivent s'exercer aux constructions graphiques..... (Programme de la géumélrie
descriptive).

(2) Poxcerer, Trailé des propriélés projectives des fiures (Paris {822). — STEINER,
Systematische Enlwickelung der Abhédngiykeil genmelrischer Geslullen von einander,
ele. (Berlin 1832). — Cmasnes, Traité de géomélrie supérieure (Paris 1852); Traité
des seclinns roniques (Paris 1863). — Sraupt, Geomelrie der Lage (Ntirnberg 1847),
Tralascio di menzionare altri seritti di questi grandi maestri, cosi come le
opere del celehre Pricxen e di altri geometri (Sevprwirz, GOrEL, WEISSENBORN,
Tuwquitnks, Hesse, Paurus, ScuréTer, GEseR,..., perché non ebbi a servirmene
nella composizione di questo libro.

(%) Per gli autori ricordati cito quasi sempre i trattati estesi e generalmente
conosciuti, sehbene le loro scoperte siano state la prima volta annunziate
altrove. Per es. i lavori di Cmasues sulla teoria delle coniche sono in gran
parte anteriori al 1830; quelli di Stavpr cominciarono nel 1831; eeq, ¢
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la mira di far conoscere ai giovanii nomi de’grandi geo-
metri e 1 titoli delle loro opere, divenute classiche. II
collegare agli enunciati di certi teoremi capitali i nomi
illustri di Kucnmg, di Aporronto, di Papro, di DESARGUES,
di Pascar, di Newron, di CARwOT,... non sard senza
profitto per ajutare la mente a ritenere le cose e per eccitare
quella. curiosita scientifica che & sprone ad allargare la
propria cultura (*).

Le citazioni da me fatte hanno anche un altro intento, cioé
di acquietare le paure di coloro ai quali il solo nome di geo-
metria projettiva mette 1 brividi addosso, come se si
trattasse di novita escogitate da cervelli balzani. A costoro
vorrei far toccare con mano che sono cose in gran parte
venerande per antichitd, tutte maturate nelle menti dei
pit insigni pensatori e ridotte ormai a quella forma di
estrema semplicita che GERGONNE considerava come segno
di perfezione per una teoria scientifica (*). Nella mia dimo-
strazione procedero secondo I’ ordine delle materie tenute
nel libro.

Il concetto degli elementi a distanza infinita & dovuto

al celebre DEsarcuss, il quale, or fanno piut di due secoli,
considerava. esplicitamente le rette parallele come concor-
rentl in un punto a distanza infinita (°), ed i piani paralleli
come passanti per una stessa retta all'infinito (*). Lo stesso
concetto fu rimesso in piena luce e divulgato da PowcELsT,

(") Ho citato molte volte gli Elemenli di Mafemalica del Bautzer, mon gia
come fonte originale, ma per invogliare i giovani allo studio di quell’eceel-
lente trattato, che sarebbe per essi la miglior guida attraverso i quattro anni
dell'Istituto tecnico.

(*) ... On ne peut se flatter d’avoir le dernier mot d'une théorie, tant qu'on
ne peat pas I’expliquer en peu de paroles 4 un passant dans la rue (Vedi
in CHasues, dpercu historique, p. 115).

(}) Oeuvres de Desarcuss réunies el analysées par M. Pounna (Paris 1864), t.1:
Brouillon-projert d'une alleinle auz événements des renconlres d’ un cone avec un
plan (1639), p. 104-5 e 205.

(* L. e, p. 105-6.
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che pervenne alla conclusione (come conseguenza de’postulati
della geometria euclidea) i punti dello spazio situati a di-
stanza infinita doversi considerare come tutti giacenti in uno
stesso piano (*).

Drsarcues (°) e NEwrton () riguardarono gli assintoti
dell'iperbole come tangenti, i cui punti di contatto sono a
distanza infinita. '

L’omologia delle figure piane, cccettuato il nome che
le fu dato da Poncerrmr, si trova in parecchi trattati ante-
riori di prospettiva, per es. in LAMBERT (*), anzi pud ben
dirsi in DzsArcuEs (*), che enuncio e dimostro il teorema
sui triangoli e sui quadrilateri prospettivi od omologici. Del
resto il teorema sui triangoli (N° 13) coincide sostanzial-
mente con un celebre porisma di Kucumr (N° 88), riferito
da Pappo (°). L’omologia delle figure a tre dimensioni fu
studiata per la prima volta da PoncereTr (7).

La legge di dualitd, come principio assoluto, fu enun-
ciata da GERGONNE (*); e come conseguenza della teoria delle
polari reciproche ( principio di reciprocitd polare) fu
dovuta a Poxcerer (°).

Le forme geometriche (punteggiate e fasei), dai voca-
boli in fuori, si trovano gia in DEsARGUES, e ne’ geometri
posteriori ; nel modo pitt esplicito sono state definite da
STEINER (*).

Carnor (**) considerd il quadrilatero completo, Stri-

(1) Trailé des propriélés projectives des figures (Paris 1822), Ni 96 e 580:

(L. e, p. 210,

(3) Philosophiae noluralis prinecipia mathemalica (1686), 1ib. I, prop. 27, scol.

(%) Freie Perspeclive, 2¢ ed. (Zurich 1774).

(5 L. ¢., p. 413 e 416.

(%) Cmastes, Les lrois livres de porismes d' Euclide, rétablis pour la premiére
fois d'aprés la nolice el les lemmes de Pappus, ele. (Paris 1860), p. 102.

() L. c., p. 369 e seg.

() Ann les de Mathématiques, t. 16 (Montpellier 1826), p. 209.

() Annales de Mathématiques, t. 8 (Montpellier 1818), p. 201.

(1) Systematische Entwickelung, p. Xii-xvi.

(1) De la corrélation des figures ds géoméirie (Paris 1801), p. 122.
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NER (') ne estese il concetto a tutti 1 poligoni ed alle figure
nello spazio.

La divisione armonica era nota ai geometri della pit
remota antichita; e se ne trovano le proprieta fondamentali
per es. in Aporroxio (*). Deramre (%) diede la costruzione
del quarto elemento di un gruppo armonico mediante la
proprieta del quadrilatero, vale a dire, coll’uso della sola riga.

STEINER insegnd sino dal 1832 le costruzioni delle forme
projettive (*).

A Mbgrus (*) & dovuta la teoria completa dei rapporti
anarmonici; ma gia Evcnipe, Papro (°), Desarcurs (7),
Briancuon (*) avevano dimostrata la proposizione fonda-
mentale del N° 53, b).

Della teoria dell’involuzione & autore DEsARGUES (°),
sebbene anche qui non pochi casi particolari fossero gia noti
al geometri greci (*°).

La generazione delle coniche per mezzo di due forme pro-
jettive & stata esposta da STEINER e da CHASLES, quarant’anni
fa; ed & costituita da due teoremi fondamentali (N' 113, 114)
dai quali scaturisce tutta quanta la dottrina di quelle impor-
tantissime curve. La medesima generazione comprende la
descrizione organica di Newron (") e diversi teoremi di
MACLAURIN.

Pascar a sedici anni (1640) trovo il famoso teorema del-
Pesagrammo mistico (**), e BriancHoN dedusse da esso

(1) L. e:,"p: T2 235,

{#) Conicorum lib. I, 34, 36, 37, 38.

(3) Sectivnes conicae (Parisiis 1685), 1, 20.

e e 91t

{5) Der barycentrische Caleul (Leipzig 1827), cap. 5.

(8) Cullecliones Mathemalicae, VII, 129.

() L. c., p. 425,

(8) Mémoire sur les lignes du second ordre (Paris 1817), p. 7.

(¥ L. e, p. 119, 147, 171, 176:

(1% Pappo, Gollertiones Maihemalicae, VII, 37-56, 127, 128, 130-133.
(*"y L. ¢., lib. I, lemma 21,

('2) Lellera di Lemnitz & M. Périer nelle Oeuwvres de B. Pascsr (ed. Bossut),

b. 5, p. 459,
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nel 1806, mediante la teoria dei poli, la proposizione corre-
lativa sull’esagono circoscritto (N° 117).

Le proprieta del quadrilatero formato da quattro tangenti
e del quadrangolo dei punti di contatto si leggono nell’appen-
dice latina (De linearum geometricarum proprietatibus
tractatus) all’ edizione inglese (Londini 1748 ) dell’ algebra
postuma di MacLAURIN, il quale ne aveva dedotto la costru-
zione di una conica per puntio per tangenti, in parecchi dei
casiin cuisiano dati cinque elementi (punti o tangenti). Tutti
1 casi possibili furono poi risoluti da Briaxcnow (7. ¢.)

I’idea di considerare due serie projettive di punti in una
stessa conica & esplicitamente dichiarata nel Saggio di
BeLravitis (p. 270, nota).

A Carnor (*) & dovuto un celebre teorema (N° 246) sui
segmenti che una conica determina sui lati di un triangolo.
Anche di questo teorema certi casi particolari erano gia cono-
seiuti molto tempo innanzi (%).

Eleganti costruzioni per le quali la sola riga basta a risol-
vere alcuni problemi di1° e 2° grado, presupposto perd che
siano dati certi elementi, s'incontrano nella Freie Perspec-
tive di LAMBERT; ma la possibilitd di risolvere tutti i problemi
di 2° grado colla riga e con un cerchio fisso venne messa in
piena luce da PoNcELET; e poi comprovata coll’esecuzione
di fatto da SteINER in un aureo suo libretto (N° 184).

Con diverse denominazioni la teoria dei poli e delle polari
era gid contenuta nelle opere citate di Drsarcuss (%) e di
DerLasiRe (*). In seguito, la perfezionarono Monor (%),
BrisncHON (°) e PonceLET, il quale ultimo ne trasse fuori

(*) Géométrie de position (Paris 1803), No 379.

(*) AroLroxio, Conicorum lib. III, 16-23. — DEsarauss, L ¢., p. 202. — De-
LAHIRE, L. c., V, 10, 12. — Newron, Enumeratio linearum lertii ordinis (Londini
1706), p. 4.

) L. c., p. 164, 186, 190 e seg.

(*) L. c., 1, 21-28; II, 23-30.

(%) Géomélrie descriptive (Paris 1795), N° 40.

(%) Journal de ¥ Ecole polylechnique, cahier 13 (Paris 1806).

et TS
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la teoria delle figure polari reciproche, che in sostanza &
la legge di dualitd, da lui chiamata prineipio di reci-
procita polare.

Finalmente le pil insigni proprietd dei diametri conjugati
furono esposte da AporLonIo nei libri 2°e 7° del suo trattato
delle coniche. |

Del resto, chi vorra procacciarsi pitt estesa e precisa cono-
scenza dei progressi della geometria dalle prime origini sino
al 1830 (il che basta per le materie contenute in questo libro),
non ha che a leggere il classico Apercu historique del sig.
CHASLES. '

A questo volume va unito un atlante di 44 tavole, conte-
nenti 212 figure, i cui numeri perd vanno solamente da 1 a
199. Spero che le figure, per numero e qualith, saranno
bastevoli a rendere il libro intelligibile anche pei pill inesperti
principianti. Le figure furono per la maggior parte disegnate
dal sig. ingegnere CArLO SAVIOTTI, assistente alla mia scuola
nel R. Istituto tecnico superiore; le rimanenti dal sig. Guipo
PererLi, studente licenziato dall’ Istituto teenico di Milano.
All’uno e all’altro io rendo qui pubblica testimonianza di gra-
titudine. E ringrazio anche la casa editrice, che usd ogni
diligenza affinché la stampa riuscisse nitida e corretta.

Milano, 5 novembre 1872.

L’ AUTORE.
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ERRATA.

27, linea 16, invece di operazioni leggé projezioni.
79, la mota (') dev’essere: Mopws, L ¢., N 278.
87, linea 16, invece di AB'AB’ leggi ABA’B.
4
100, » 37, invece di —((Ad,))-, leggi ((j,)),.
102, lao mota (*) dev’essere: BeLLAviTs, Saggio di geometitn derivata (Nuovi
Saggi dell'Accademia di Padova, vol. 4o, 1838), p. 270, nota.
108, linea 30, invece di AB’AB’ leggi AB'A’B.
144, 2 .97 » uniti »  doppi.
185, » 1, » sei »  cinque.




