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PREFAZIONE

Il presente volumé fa seguito al primo pubblicato due
anni or sono softo lo stesso titolo e compie I'opera collettiva
« Questioni rignardanti le Matematiche elementari ». Lo svi-
luppo dato ai nuovi articoli, valga a giustificare il ritardo
nella eseenzione dell’annunciato disegno.

T.e teorie trattate in questo volume si lasciano natural-
mente riassumere, coordinandole a tre temi generali di studio:

1) I problemi geometrici classici e la questione pit alta
che essi sollevano, ciod la possibilita di ottenerne la soluzione
con determinati istrumenti, vengono illuminati soprattutto dalle
Applicazioni dell’ Algebra (teoria delle equazioni algebriche).

La trattazione di questo argomento & svolta negli Arti-
coli 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, che, prendendo le mosse da una
introduzione metodologica, danno informazione di quegli svi-
luppi ondeé & venufa una risposta precisa alle antiche domande
della costruzione dei poligoni regolari, della trisezione del-
I’ angolo, della duplicazione del cubo, e della quadratura del
cerchio. Questa materia era gid contenuta mnella seconda
parte delle « Questioni riguardanti la Geometria elementare »
(Bologna, Zanichelli 1900), ma viene gui svolta piu largamente
e coll’aggiunta di un articolo di considerazioni sintetiche com-
parative, come gid & stato fatto nella traduzione tedesca del
nominato volume.

2) I/ Analisi indeterminata e 1 problemi sui numeri
primi, costitniscono un campo speciale di studio che dalle
pitt antiche speculazioni di Diofanto si allarga alla modlerna
Teoria dei nwmeri. Appunto I’ Art. 10 espone i primi resultati
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di questa dottrina, a compimento delle nozioni comuni sul-
I’ Aritmetica dei numeri interi.

3) Il terzo tema, a cui si volgono gli Art.! 11, 12, 13,
si pud designare come Analist infinitesimale, perché appunto
a questo ramo della scienza matematica appartengono gid
i problemi elementari sollevati dalla ricerca dei massimi e
minimi, e perché lo sviluppo piu alto dell’ Analisi infinitesi-
male propriamente detta si pud riguardare come mnaturale
proseguimento dell’ordine d’idee affacciatosi in tale ricerca.

I tre Articoli nominafi si dividono questo ecampo. I due
primi muovono direttamente dalle questioni elementari del-
I’ Algebra e della Geometria e ne riferiscono le soluzioni di
carattere parimente elementare, chiarendo le difficolta eritiche
che vi &' incontrano. [’ ultimo Articolo si solleva ad un punto
di vista pit elevato, rignardando il progresso delle idee nella. ..
fondazione dell’ Analisi moderna. Il nuovo aspetto dei problemi,
e lo spirito di generalita ond’ essi vedonsi dominati, getta nuove i
luce sulle medesime questioni elementari gid innanzi trattate,
sulle soluzioni riferitene e sulla critica che le accompagna.

Non ho altro da aggiungere sul volume, il cui contenuto
appare pitt precisamente dall’indice particolareggiato della
materia. I termino ringraziando i collaboratori ed amici che
insieme hanno lavorato al compimento dell’ opera.

In nn’ epoca come la nostra di < individualismo scientifico »,
e soprattutto mnel nostro paese, dove 1’organizzazione della
scienza tende a separare e a differenziare gli studiosi, molti-
plicando talora artificialmente gli oggetti di studio I’opera da
noi intrapresa vorrebbe pur recare un modesto esempio di soli-
darietd nel lavoro collettivo. Siffatti lavori non offrono ai sin-
goli la vana soddisfazione di camminare per una strada solitaria
ad una propria méta, ma lasciano nell’animo di ciascuno il
conforto di aver lavorato ad uno scopo che supera la personalita
individuale, per il progresso della cultura e della Scienza.

Bologna, Marzo 1914,
FEDERIGO ENRIQUES
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ARTICOLO PRIMO

Sui metodi elementari per la visoluzione dei problemi geo-
metriei () di Irrore Baroxt a Roma.

$ 1. Considerazioni preliminari. — B noto che la via
naturale da tenersi per cercare la soluzione di un problema
geometrico, consiste mnel ridurlo ad un altro gia risoluto
passando dal problema proposto ad uno equivalente, oppure
tale che abbia fra le sue soluzioni quelle del problema dato,
da questo ad un altro, e cosl via fino a ginngere, come si &
detfo sopra, ad un problema che si sappia risolvere (analisi).

A questo metodo di ricerea che, come & chiaro, non di una
via sieura da percorrere, ma ne indica semplicemente nna per
dirigere i nostri tentativi, & di aiuto la figura, ossia Ja rappre-
sentazione pit generale dei dati, e quella (quando se ne conosea
la specie) degli enti che si cercano, tenuto conto il pilt possibile
delle condizioni che li devono legare agli enti dati.

Si suppone in sostanza determinato I’ ente incognito od
una parte di esso, e si cerca considerando Ia figura e condu-

(1) Lavori consultati dall’autore dell’articolo:

Conis, Eramen des differents méfhodes employés pour résoudre les
problémes de Géoméirie.

P. SErrET, Des méthodes en Géométrie, (Paris, Mallet-Bachelier, 1865).

Duosawisr, Des méthodes dans les sciences de raisonnement. (Paris,
Gauthier et Villars, 1865-G8-70),

Prrersex Iurnivs, Metodi e Teorie per la risoluzione dei problemi di

costruzioni geometriche (Trad, di V. MoLnAME) Copenaghen, Andr. Fred. Host
e figli, 1882,

R. Burrazzt, La risoluzione dei problemi wumerici e geometrici. (Pa-
ravia, 1893).

ALEXANDROFF Ivaxn, Problémes de (féomdtrie élémentaire, trad. par
D. Arrorr. (Paris, Gauthicr et Villars, 1899),

ENRIQUES B AMALDI, Flementi di Geometria ad uso delle scuole secon-
darie superiori, (Bologna, Zanichelli, V edizione, 1912)

F. ENRIQUES - IT.




. BARONI

cendo linee ausiliari, allorchd se ne intraveda 1’ opportunita,
di trasformare le relazioni che legano i dati agli enti- inco-
gniti, cambiando se occorre questi in altri, per mezzo dei
quali essi siano determinati, e che pitl convengano in maniera
da effettuare il passaggio ora detto.

Quando cid riesea, a darve la risoluzione completa del
problema, occorreri descrivere la costruzione che ci porte &
dagli enti dati ai cereati (se il problema non & impossibile),
e dimostrare poi che gli enti trovati sono tutti o in parte
solnzioni del problema dato; dimostrazione che riesce su-
perflua qnando si sia sicuri di essere passati, col pProcesso
detto in principio, sempre per problemi equivalenti.

Finalmente, potendo i dati presentarsi in differenti casi,
tali da dave soluzioni differenti per numero e qualita, biso-
onerdy cercare i distinguere questi diversi casi. Cio ¢ ufficio
della discussione, alla guale spetta dunque riconoscere se i
dati del problema proposto Possano essere del tutto generali,
oppure debbano soddisfare a certe condizioni (che si dovranno
determinare), perch¢ il problema possa avere soluzioni.

Il procedimento ora indicato mette in luce che la riso-
lnzione di un problema consiste sostanzialmente mnella ridu-
zione di esso ad altri problemi, i quali si considerano come
gid risoluti. Si deve cosl pervenive infine ad aleuni problemi
fondamentali la cui risoluzione si suppone data da an postulato.

T postulati concernenti le costruzioni (fondamentali) atte
A risolvere i problemi che si considerano come fondamentali,
«i riattaceano immediatamente all’uso degli istrumenti adope-
rati per tali costrnzioni.

Nella Geometria elementare del piano si assumono come
costruzioni fondamentali quelle date dalla rige e dal com-
passo e precisamente le seguenti:

1) determinazione della retta che passa per due punti
dati; '

2) determinazione del punto comune 2 due rette date
(non parallele);

3) determinazione del cerchio di centro dato che passi
per un punto dato;

4) determinazione del punti comnni ad un cerchio dato
e ad una refta secante;

5) determinazione dei punti comuni a due cerchi dati,

secantisi.

X




SUI METODTI ELEMENTARI PER LA RISOLUZIONE RCC. 3

(3]

Un problema si considera come risolubile elementarmente,
allorehé la sna visoluzione si pud ricondurre alle costruzioni
fondamentali sopra ecitate. :

Occorre qui distinguere chiaramente i due concetti di
possibilita, e di risolubilitd di un problema. Un problema ¢
possibile allorché ammette soluzioni; ma pud darsi che  tali
soluzioni non sieno ottenibili per mezzo delle anzidette costru-
zioni fondamentali (ciod colla riga ed il compasso), allora il
problema & elementarmente irrisolubile.

Insistiame sul fatto che il concetto della risolubility di
un problema & relativo; in senso assoluto qualunque problema,
possibile dovrebbe riguardarsi come risolubile, purché si ado-
prassero per la sua risoluzione costruzioni fondamentali conve-
nienti, date da istromenti appropriati e pitt complessi della
riga e del compasso. '

Per i problemi della geometria dello spazio occorrerebbe
postulare altre costruzioni fondamentali, che, nel campo ele-.
mentare, sono quelle rvelative alla determinazione di piani
e sfere ed alle loro mutue intersezioni. :

Nel seguito perd limiteremo 1a nostra esposizione ai
problemi della Geometria del piano.

$ 2. Ricerca di luoghi geometriei. — T problemi, che
possono formare oggetto di una trattazione geometriea, deb-
bono anzitutto distinguersi in due classi:

1) appartengono alla 1" classe e diconsi indeterminati,
quei problemi, in cui le condizioni poste non determinano
un ente, od un numero finito di figure che vi soddisfino, ma
lasciano ancora la possibilith, di assegnare ad arbitrio. qualche
elemento della figura da costruire, o permettono di assog-
gettarla a qualche condizione ulteriore ;

2) costituiscono imvece la 2* elasse dei problemi deter-
minati, quei problemi in cni le condizioni date individuano,
in generale, una figura o un numero finito di figure,

Il tipo pit frequente dei problemi indeterminati della
“geometria piana, a cui tutti gli altri si lasciano generalmente
ridurre, consiste nella costruzione di una linea i eni punti
soddisfino ad una condizione data; questa linea si dice il
luogo geometrico dei punti soddisfacenti alla condizione sud-
detta, quando sia caratterizzata da questa, per modo che
0gni punto assoggettato ad essa si trovi sopra la linea.
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La determinazione di luoghi geometrici, col mezzi ele-
molto limitata, perché le sole linee costruibili

mentari, ©
rette e eircoli, o segmenti ed archi di

con tali mezzi sono
questi.
Pertanto la ricerca di un luogo, ove costituisea un pro-
blema risolubile elementarmente, pud essere agevolmente
in base ad un piecolo numero di tentativi, appe-
naché si sieno costruiti aleuni punti particolari di esso.

Se p. es. si sono determinati due punti appartenenti al
pud provare anzitutto se questo sia
segmento

compiuta,

lnogo in questione, si
costitnito dalla retta che li congiunge o da qualche
oppure da un cerchio o da un arco di cerchio
lazione speciale coi due punti ecc.

la linea che si tratta di deter-

di questa ;
che abbia qualehe re
[ importante & di scoprire
minare ; dopo cio diventa pitt facile di compiere I analisi del
problema, dimostrando che questa linea risponde alla condi-
zione assegnata.
Jeco aleuni esempii di luoghi geometrici notevoli:
1) II luogo geometrico dei punti del piano per i quali
rati delle distanze da due punti dati A, B abbiano una

i quad
¢%, & una retta perpendicolare alla congiun-

differenza costante
oente dei punti dati.
Supponiamo sia P un punto del luogo richiesto, si avra
allora :
P PR g

Se ¢ @ il piede della perpendicolare abbassata, da P sopra

AB, avremo :
A0 — BO = ¢
Tenendo conto di questa relazione si vede che la perpen-
dicolare PC di cui facilmente si determinerebbe il piede é
il lnogo richiesto.
(lonseguentemente :

2) 11 luogo dei punti di ngual potenza rispetto a due
insieme interni od esterni
sse) & una retta perpen-

.

circonferenze date, e che sono
rispetto ad entrambe (0 comuni ad e
dicolare alla retta dei centri. ;

3) 11 luogo dei centri delle circonferenze che tagliano
a parte dell’asse

ortogonalmente due circonferenze date, & 1
segano,

radicale esterna alle due circonferenze se queste si
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ed & I'intero asse radicale se le circonferenze sono esterne
Puna all’altra. ' e
4) Il Tuogo geometrico dei punti P di un piano tali
che, dati due punti A, B la somma di m volte il quadrato
di P4 e di n volte il quadrato di PB, sia equivalente ad un
quadrato ¢% & una circonferenza che ha il centro in un
punto €' del segmento AB per cui & nAC = mCB.
Supponiamo sia P un punto del luogo; avremo allora :

= -m.(A_P‘J"’ = n( P]’))Ev

€ se ' & un punto del segmento AR avremo facilmente :

¢* = (M A+ n)(PCY - m(AC) 4 n (BCY4-2r[CD(nBC —mA CY].

Se C'¢é un punto del segmento A B per il quale mA(Q — nOB,
avremo:
= (m +n)(PC)® - m(AC)? 4 n(BC)e 7 ok
? . =
e quindi (PC)® costante qualunque sia il ‘punto del Inogo,
onde PO o costante ; quindi ece.
Come caso particolare si ha : .
5) 1l Inogo geometrico dei punti di un piano, ke cni
distanze da due punti dati A, B hanno un rapporto uguale
a quello dei segmenti P ¢ ¢, & una circonferenza,
Per ogni punto P el lnogo si avrd :

(1) FAPB=—yp:y.

Siccome si sa che esistono due punti C, D I'uno inter

no
¢ ’altro esterno al segmento AB tali che :

AC-’:C&:I):(;-

A.D:D,B —=p.q

€08l viene subito fatto di pensare, che il luogo cereato possa

éssere la circonferenza avente CD per diametro. Cosi & infatti

glacché si dimostra, facilmente che ogni punto P che soddista

alla (1) & sn questa circonferenza, e reciprocamente che ogni
punto della eireonferenza, soddisfa alla (1).

6) I1 luogo dei punti da cui si vedono due cerchi dati

80660 un medesimo angolo ¢ una circonferenza,

L
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Siano i eerchi di centro 0, 0': P un punto del Inogo.
Gli angoli APO ed O'PB saranno uguali ed i due triangoli
AOP,0' PB simili, onde :
PO: PO=0A:0B.
Inversamente se P & un
punto per cui:
Ph:POr—=04A 08
i due triangoli rettangoli
OAP, OPB sono simili e !
quindi gli angoli APO e O'PB \ |
sono uguali. Il lnogo cereato & quindi il luogo dei punti del
piano le cui distanze dai due centri O, O’ stanno fra loro |
ome i raggi 04, OB dei due cerchi dati. !
7) Il luogo dei centri dei cerchi che sono visti da due
punti dati A, B sotto due angoli dafti «, 3 & una circonferenza. e |
Si pud trovare un punto del lnogo costruendo due trian- !
goli rettangoli con un cateto in comune, maggiore della meta
del segmento AB, e cogli angoli acuti adiacenti a questo

. sl : s Y .
cateto, nguali rispettivamente ai complementi di ja«, 508. 11 )
o il -

vertice P del triangolo costruito su AB e con AP e BP rispet-
tivamente nguali alle ipotenuse
dei due triangoli costruiti sard
il punto richiesto.

Per ogni altro punto X del
7 luogo, a causa della similituadine
5i dei triangoli rettangoli PC'4, XEA

(U;TP — XAE = ;l) oc) AVIEMO :

=

PA:XA=PC:XE.
Analogamente dai triangoli simili PDB, XFB, si ha:
‘. PB:XB=PD:XF
! e percio:
PA: PB— XA ; XB.
Viceversa s¢ X & un punto per cui:

PA:PB—=XA:;XB,

X & un punto del lnogo.
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Infatti su X4 come ipotenusa si costruisea un triangolo
rettangolo AEX in cui sia

T

e da B si conduca la tangente BF al eerchio i centro X e
raggio XFE. I triangoli simili CAP, XAE danno:

PA: XA —=P0 ; XE,
e quindi per Vipotesi fatta :
PB: XB—=PD; XF,

ed i due ftriangoli rettangoli PDB, XAF sono simili ed &
— 1 ‘ s
T I B s
RBX— o B
11 Tnogo cercato & quindi (cfr. es. 3) una circonferenza
che facilmente si costruisce.

$ 3. Risoluzione dei problemi determinati col metodo dei
Inoghi geometrici. — Non esistono, nel ecampo elementare
propriamente detto, metodi generali per la risoluzione dei.
problemi geomefrici determinati; giacché lo sviluppo da un
punto di vista sistematico caratterizza appunto gl indirizzi
superiori della geometria analitica o proiettiva.

Tuttavia, i metodi che si adopérano econ successo nella
‘tratbazione di varie classi di problemi, si lasciano riattaccare,
in definitiva, a due concetti : :

Il concetto (analitico) di scindere le condizioni che
determinano la figura solnzione, ottenendo guesta per inter-
sezione di luoghi geometriei ;

Il concetto della trasformaszione. _

Volendo parlare prima di tutto del metodo dei Inoghi,
osserviamo che esso si applica immediatamente in quei easi,
in cui la figura richiesta pud essere determinata per mezzo
di un certo numero di punti, i quali sieno assoggeftati a due
condizioni indipendenti; lasciando cadere una di queste condi-
zioni si ha una linea lnogo dei punti che soddisfano all’ altra,
e cosl i punti da costruirve si presentano come le intersezioni
di due linee. Il problema resta quindi senz’altro risoluto ele-
mentarmente, se le linee costituenti i lnoghi accennati sono
composte di rette, di cireoli, di segmenti e di archi di eircolo.
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Se ¢id non accade, pud darsi tuttavia che si riesca a
ricadere in questo caso,” col mutare convenientemente la
seelta dei punti che determinano la figura, cui si riferisce
il problema proposto.

Heeo aleuni semplici problemi che si risolvono subito,
com’® detto innanzi, col metodo dei luoghi:

Esevpro L. Costrwire un triangolo BAC, conoscendo wun
lato a, la mediane m relativa « questo lalo, ¢ sapendo inolire
ché AB: AC—=np:q; dove indichiamo con p e q segmenti dati.

Preso BO =« ¢ chiaro c¢he a determinare il triangolo
basta il vertice A (i esso, che deve soddisfare a due condizioni:

1° di avere da ¢ e B distanze tali che:

AB: AC=1p:q;

9° (i distare dal punto medio O di ¢B di un segmento
uguale ad m.

Traseuriamo la seeonda condizione : il Juogo geometrico
dei punti che soddisfanno alla prima ¢ un circolo che ha per
diametro i punti che dividono internamente ed esternamente
il segmento AB el rapporto p:gq (5 2 es. 5).

MTrascuriamo invece la prima condizione : il luogo dei
punti che soddisfanno alla seconda & un circolo col centro
in O e raggio m.

Il punto cercato si trova all’ intersezione di questi due
cerchi e si vedrebbe facilmente che il problema o mnon am-
mette soluzioni o ne ammette una, considerando come una
unica le soluzioni nguali ma diverse di posizione.

Tsenmpio IL. Costruire un civeolo che sia veduto da tre
punti dati A, B, O sotto tre angoli «, B, 7.

Si determinery prima il eentro del cerchio richiesto.

Hsso deve essere il centro di un cerchio che deve essere
veduto da A sotto ’angolo =, da B sotto I’angolo 3, da ¢
sotto Iangolo v. Trascurando la prima di queste condizioni,
il luogo geometrico dei punti che soddisfanno le altre due
& un cireolo (§ 2 es. 7). Traseurando la seconda, i1 luogo
geometrico dei punti che soddistanno le altre due & pure un
cireolo. I1 punto cercato & nell’ intersezione di questi due cerchi.

Siecome perd, invece di trascurare la prima o la seconda
condizione, si pud anche lasciare da parte la terza, cosl
chiaro che il problema pud ammettere sel soluzioni al massimo.
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,Dé;terminuto il centro P si ha il raggio del cerchio corri-
spondente conducendo per esempio da A una semiretta che
faceia con la semiretta AP un angolo uguale alla meta
di = ed abbassando da P la perpendicolare su questa semiretta.

Tn aleuni casi si pud non avere bisogno di ambedue i
luoghi geometrici ma potrd servire uno solo quando_sia data
una linea su cui il punto cercato deve giacere.

Bsempeio III. Dati tre punti A, B, O non situati in linea
retta, ed una retta AD del loro piano passante per uno di
essi A, descrivere un circolo passante per A e B che inconiri
AD in un punto B tale che BC sia tangente « questo cerchio.

Supponendo, come sempre il problema risoluto, si vede
che I’angolo BEC & uguale
all’ angolo BAD, e percio E
& un punto di AD da eni si
vede B(' sotto 1"angolo BAD
conoscinto. Non fenendo conto
che E si debba trovare su AD,
la condizione rimasta determina
il lnogo geometrico dei punti da
eni si vede BC sotto 1'angolo
BAD. II punto richiesto sara quindi nell’ intersezione di AD
con questo luogo.

Nei casi precedenti I'applicazione diretta del nostro
metodo conduce ad una soluzione elementare dei problemi
proposti. Ma ¢io non accade ugualmente in altri casi. Pud
darsi infatti che le due condizioni per mezzo di cui si vogliono
determinare «ei punti nel piano, separatamente prese, condu-
cano a dei lnoghi geometrici pitt elevati della retta e del
circolo. I punti da costruire si presenteranno allora come
intersezioni di linee siffatte, sebbene molte volte essi possano
essere ottenuti, in altro modo, mediante rette e circoli.

Cosl accade p. es. relativamente ai problemi che vengono
a dipendere dalla determinazione delle intersezioni di una
refta con una conica (ellisse, iperbole o parabola).

Per dare un’idea del modo come tale uestione possa
venire trattata, ci riferiremo al seguente enunciato che la
pone in uno dei suoi aspetti generali:

Determinare i punti d’una retta le cwi distanze da un
punto e da ww’ altre retta assegnata sono in un rapporto dato.
Il Inogo dei punti le cui distanze da un punto 4 e da
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una retta @ sono in un rapporto dato 2, én

| - .
; parabola che ha come fuoco. A e come direttrice d.
Ma non importa traceiare questa conica per trovarne le

otoriamente una

intersezioni con una retta b.

Si prenda invero su b un punto
generico P e si abbassi la perpendi-
colare PQ su @, si conduca PA, e si
indichi con B I intersezione di @ con b
A (supposte le due rette non parallele).
Al variare di P su b il rapporto

L
a Po

=

resta costante ; quindi i punti P di b per cui

PA .

po "
gsono anche tali che: '

PA A

PB

ed appartengono percio al cerchio di diametro AB, che ah-

biamo determinato nell’esempio 5.
Oltre al problema sopra accennato ed ai casi equivalenti
in cui si tratta sempre, sotto diverse forme, delle intersezioni
di nna conica con una retta, vi sono ancora altri easi di
problemi risolubili elementarmente, dove Papplicazione diretta
del metodo dei luoghi el condurrebbe a dovere intersecare una
conica con un cerchio o due coniche, in relazione particolare.
Ci limitiamo ad acecennare ad un esempio semplicissimo.
g Sia proposto il seguente problema:
IJ Determinare un triangolo, conoscendo la base AB, U angolo
la somma AC 4+ BC =s degli altri due lati.
si presenterebbe come una delle
il lnogo dei punti da
bi

opposto % ©

11 vertice incognito €,
intersezioni di due lnoghi geometriei :
de AB sotto 'angolo «, che e ‘costituito da are
i per cui la somma delle distanze
ultimo luogo &

eui si ve
di eircolo, e il lnogo dei punt
da A e B ha il valore costante s. Ma quest’
an’ ellisse, e pereid non & costruibile elementarmente.

Si puo per altro trasformare il problema nel modo seguente:
Supposto il problema risoluto si prolunghi il segmento AC
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del segmento €D = CB: la costruzione del triangolo ACB si
riporta subito a quella del triangolo A DB, del quale sono dati
due lati AB e AD—=s, e 1’ angolo

1

]
]

Quest’ ultimo triangolo si costruisce
facilmente determinando due luoghi
geometrici: il luogo dei punti da eni a
si vede il segmento 4B sotto 1’angolo

ADB =

o.

(9p]

5 %, @il luogo dei punti distantida A di s.

e

$ 4. Metodo di similitudine. — La trasformazione per
similitndine porge in due modi un mezzo per la risoluzione
dei problemi, in gquanto essa permette di modificare la gran-
dezza, 0 anche la posizione della figura da costruire o di
qualeuno dei suoi elementi dati. -

Interviene I'nso del metodo, conformemente al primo
degli scopi suddetti, quando si tratta di costruire una figura
che riesce determinata da un certo numero di angoli e da un
segmento di grandezza assegnata o da una condizione equi-
valente ; tralasciando quest’ultima condizione si ha allora una
serie di figure simili a quella richiesta, la. quale pud quindi
essere costruita valendosi del segmento dato’'per determinare
il rapporto di similitudine.

Cosi il metodo di similitndine conduce ad uno Spezza-
mento del problema proposto in due problemi pin sempliei ;
il secondo di questi ha per oggetto la costruzione di una figura
simile a una data, in base ad una condizione quantitativa.

Un’applicazione ulteriore della similitudine si ha combi-
nando la riduzione di eui sopra & fatto cenno, con un cambia-
mento di posizione della figura o di una parte della figura
nel piano; in questo caso giova ricorrere alle costruzioni
sistematiche della similitndine, come trasformazione piana,
‘mediante 1’omotetia congiunta (se occorre) ad una rotazione
intorno ad un punto o ad una simmetria rispetto ad un asse,

Cominciamo dal citare aleuni casi in cuni si applica la
similitudine soltanto nel primo dei due modi dichiarati, riman-
dando per I’ applicazione ulteriore nel secondo modo ai §$ 9, 10.

Esemrero 1°. Costrwire un triangolo ABC, conoscendo I’ an-
golo =, il rapporto dei lati AC, AB che lo comprendono
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(AC:AB=m":n), ¢ la lunghezza w, della bisetirice relativa
all’ angolo o. ,

Si costruisea un triangolo PAQ soddisfacente alla prima
ed alla seconda condizione. Per determinare il triangolo simile
a PAQ e che soddisfi alla terza condizione, si prenda, a par-
tive da A sulla bisettrice dell’angolo PAP, un segmento
AOD = w., e da D si conduca la parallela a PQ. Il triangolo
che cosi si determina ¢ il triangolo richiesto.

Nella stessa maniera si pud:

Costruive un triangolo i eni sono dati due angoli e

a) un altezza ;

b) una bisettrice ;

¢) la proiezione di un lato su di un altro;
d) il perimetro.

Esmvero 2°. Costruire un triangolo equilatero i cui vertict
appartengano « tre circonferense concentriche date.

Si costruisea un triangolo equilatero gqualunque, si trovi
un punto le cui distanze dai vertici di esso sieno proporzio-
nali ai raggi dei cerchi dati: punto che si otterrd come
intersezione di due eireoli (§ 2 es. 5). Si unisea il punto coi
vertici e si conducano dal centro dei tre cerchi concentrici
dati, i raggi paralleli. Si determineranno cosl 1 tre vertiei del
triangolo richiesto.

11 problema riesce cosi risolto per lasimultanea applicazione
del metodo di similitudine e di quello dei luoghi geometrici.

§ 5. Omotetia. — Passiamo a vedere come si applichi la
similitudine, in ecasi in eui conviene mutare, non soltanto la
grandezza, ma anche la posizione delle figure date.

La trasformazione del piano per similitudine pud essere
ottenuta generalmente mediante un’ omotetia, combinata ad
ana rotazione intorno ad un punto, o ad un ribaltamento
intorno ad un asse.

Pertanto il metodo di eni vogliamo trattare si riduce
allluso dell’ omotetia, congiunto a quello dei metodi gid de-
seritti nei §§ 3, 4.

Data, nel piano, nna figura qualunque ed un punto O,
come centro, si pud sempre costruire una figura omotetica
alla prima, e tale che il rapporio di due segmenti che da O
vanno ai punti omologhi, sia uguale a quello dei segmenti m, n
affetto dal segno 4+ o — (omotetia diretta od inversa), cio¢

T Lrb o i LT VR U S s DR T s EAp Ve b T
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tale che unendo il centro O con un punto 4 della prima
ligura il raggio 0A incontri la seconds in un punto A’ per eui

e
04’

i’

dove A, A’ saranno dalla medesima parte di O se vale il segno
superiore, da parti opposte se vale quello inferiore,
Quando si eseguisce tale operazione sopra una figura, si

. : - ; mo .
dice che si moltiplica la figura data per :t-n— rispetto al

punto scelto come centro d’omotetia, ed & chiaro che molti-
plicando, per esempio, una retta, si ottiene un’altra retta
parallela alla data, moltiplicando un cireolo un nuovo cireolo,
Con ¢id che precede sard facile risolvere il problema :
Lissendo a, a' due linee ed O un punto del loro piano posto
Juori di esse, condurre per O una retta {ale che, detti A, A’ i
punti di incontro di questa retta rispettivamente con a, a’ si
abbia
o4 __m

o4~ @

dove m, n sono segmenti dati. 7
La retta cercata & quella che unisee O col punto d’in-
contr¢ di @ con la linea che si ottiene moltiplicando «

mo . .
per :tr”— rispetto ad 0.

EseMP1O. Costruire un triangolo, dati due lati a, b e la
mediana m, relativa al terzo lato,

Descritti col centro in mm punto qualunque € due cerchi
concentrici di raggi a, b, e preso OD=m,, si moltiplichi
per —1 uno dej cerchi, per esempio quello di raggio b, ri-
spetto a D. Si avid un cerchio i raggio b e di centro C,
simmetrico di ¢ vispetto a D. Se B ¢ un punto d’ incontro
di questo cerchio con quello di raggio a, ed A quello di BD
col cerchio di raggio b, sara ACB il triangolo richiesto,

Tieeo un altro esempio in cni si fa uso del metodo (0’ omo-
tetia passando per il problema contrario. i domanda di :

Iscrivere in un iriangolo dato ABC un altro triangolo i
cui lati sieno ordinatamente paralleli a tre rette assegnate non
parallele fra lovo,
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Si costruisca un triangolo qualunque MNP’ coi lati
paralleli alle tre retfe assegnate, e si circoseriva a questo un

i

triangolo A'B'C" coi lati paralleli a quelli del triangolo dato.
Per una nota proprietd le tre rette AA', BB, CC' concorre-
ranno in un punto 0. Unendo O con M, N', P' i punti di
incontro M, N, P rispettivamente coi lati AB, BC, AU del
triangolo ABC daranno i vertici del triangolo richiesto.

§$ 6. Metodo del problema contrario. — L’applicazione
del metodo di similitudine spiegato innanzi richiede anzitutto
che si sappia costruire una figura simile a quella che forma
oggetto del problema proposto.

Ora cid pud essere conseguito talvolta con mmna semplice
inversione del problema stesso, considerando dunque in lnogo
di esso il problema contrario.

Ticeo due esempii in proposito:

TPsmpro 1°. Circoscrivere ad wn cerchio dato unda losanga
simile ad una losenga date ABCUD.

Si iserive il cerchio nella losanga data ABCD; si avra
cosi una figura simile a quella che si vuol determinare. Co-
struendo quindi la figura simile a questa e col raggio del
cerchio_dato, omologo al raggio del cerchio ora trovato, si
avra la soluzione richiesta.

BsEMPIO 2°. Iserivere in un quadrilatero MNPQ un guadri-
latero simile ad un altro quadrilatero dato ABCD.

I1 problema si riduce al suo contrario : si circoseriva ad
ABCD un quadrilatero M'N'P'Q simile ad MNPQ, quindi si

e e P L P R R P e L TR -
pda bt ey bokp ).
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trasformi la figura per similitm[im—', prendendo come rapporto
quello dei lati MN, M'N'. ¢

La cireoscrizione di MNP ad
ABCD pud compiersi in virtl dell’ ana-
lisi seguente.

Suppongasi il problema risoluto,
€ suppongasi ancora che i latj M
NP, P'Q, Q' M passino rispettivamente
per A, B, O, D. Si noti che le condi-
zioni per la similitudine dej due qua-
drilateri (convessi) MNPQ, M'N'PQ) si
Possono esprimere (condotte rispettiva-
mente le diagonali MP, M'P’) colle eguaglianze angolari :

NMP=NMP NPM— NP NMQ—=NIT¢ NPQ—=NPg,

che portano la similitudine dej triangoli MNP, ary'p

MPQ, M'P'Q. La conoscenza degli angoli N'M, ;‘(’f""(‘)’, ci
permetie di traeciare rispettivamente sui lati AD, B¢ presi
come corde, due archi a ecui debbono appartenere j vertiei
M, P, Si dicono R, 8 i punti in cui 1a diagonale M'P’ in-
conira ulteriormente i cerchi gz cui appartengono gli arehi
suddetti; gli archi AR, BS sono noti, conoscendosi gli an-
coli ;\.";-'lfl)', NPM. Si possono dunque costruire i punti R, §
¢ quindi M, P’ ece.

$ 7. Metodi di trasformazione. — T difficoltd che offre
la visoluzione di un dato problema in alcuni easi puod essere
rimossa mutando I posizione della figura, con un movimento
del piano, o pin generalmente modificando qualche propriets,
di essa o di una parte di essa per mezzo dj una trasforma-
Zione opportuna,

Le trasformagzioni pitt semplici, che cadono nel dominio
della geometria elementare, sono la traslazione parallela, la
simmetria vispetto ad una retta (ribaltamento del piano intorno
4 questa), la rotazione attorno ad un punto, la similitudine
¢ in particolare I omotetia, 1a trasformaszione per ragqi vettors
reciproci.

Vediamo su aleuni esempii, come queste trasformazioni

porgano altrettanti metodi, spesso utili, per 1

a risoluzione dej
problemi,
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§ 8. Traslazione parallela. — Un primo esempio sempli-
cissimo in ecui. si applica wuna traslazione parallela & il
seguente :

Sieno dati, in grandezza e posizione due segmenti AB,
. OD, ¢ si domandi (i costruire un triangolo avente due lati
|
} ungnali ai segmenti predefti e come angolo compreso 1"angolo
' delle dne rette AB, D (supposte non parallele).

Basta allora trasportave il segmento D parallelamente
a s& stesso, in guisa ehe B si sovrapponga ad- 4.

Un’ applicazione meno evidente del metodo viene offerta
dal seguente :

Esmyrio. Costruive wn trapezio, dati @ due lati paralleli
AB, OD, P angolo = che fanno & lati won paralleli, ed il rap-
porto di questi due lati.

Immaginando che il trapezio ABCD sia quello richiesto,
si trasporti il lato AD parallelamente a s¢ stesso in CZZ. Del
triangolo ZZC'B cosl formato, si eonosce un lato, differeuza delle
basi AB, CD, "angolo =z ed il rapporto degli altri due lati.

Il problema ¢ quindi ricondotto ad un altro facile a :
risolversi col metodo dei Inoghi geometrici. |

Le traslazioni dei lati i un triangolo e di un qnadran- I
golo offrono facile risoluzione di un esteso numero di problemi. ‘

In un triangolo qualunque ABC trasportando AC paral- |
lelamente a s& stessa in BD, prendendo A X uguale ed adia- -
cente ad AB e considerando i trian-
goli WDC, AED, ADC, AEC, sard
facile rieconoscere le seguenti pro-
prieti:

I lati di EDC sono doppi delle
mediane di ABC e ad esse paral-
leli (DC ed FC sono propriamente
posti sulla medesima retta).

I Jati di ABC sono due terzi delle mediane di EDC ed A |
¢ il baricentro di questo triangolo.

{l Due delle altezze dei triangoli AED, AEC, ADC sono
uguali a due altezze del triangolo dato, e la superficie di EDC
¢ tripla di quella di ABC.

Allorche saranno dati fali elementi di ABC da rendere
| possibile, tenuto conto delle proprieta ora enunciate, la deter-
minazione di uno dei triangoli ED(, AED, ADC, AEC, it
triangolo ABC sari sempre costruibile.

SRR S R R P R RS TR TR
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§ 9. Ribaltamento intorno ad un asse. — Col ribalta-
mento del piano intorno ad una retta si cercano i medesimi
vantagetl per cui si adopra la traslazione parallela: avviei-
nare elementi dati, introdurre elementi noti, come somme o
differenze di segmenti, di angoli, sovrapporre enti incogniti
eguali a fine di eliminarne uno.

Questo metodo si pud anche chiamare metodo di sim-
metria, poiché la trasformazione data dal rvibaltamento &
appunto una simmetria del piano rvispetto ad una retta.
S'intende che per riuseire ad una trasformazione effettiva-
mente utile, debbono essere sostitniti coi loro simmetriei,
soltanto una parte degli elementi che entrano in consi-
derazione,

Prima di mostrare qualche applicazione conereta del
metodo nella risoluzione (i problemi, vediamo come JAcon
STEINER sia ricorso appunto alla considerazione di una sim-
metria per dimostrare il seguente :

TeorEMA (). Se¢ in un triangolo ABC segmenti CR,
AD delle bisettriei di due angoli interni compresi fra i vertici
C, Aed @ lati opposti sono wgueli, il Zumua?o é isoscele.

Se Imxe infatti per esempio BC > AB sarebbe anche

_ P IC’/ , BOA cioe J)AC’/]*(JI e quindi Do = AF

Ino]n sempre in tale ipotesi sa- B
rebbe BAD > BCE, ¢ quindi per 1 due
triangoli BAD, BCE avente 1% angolo B in
comune ADC = AFC,

Se D' & il simmetrico di D rispetto
al punto di mezzo di AC sard evidente-
mente AD" nguale e parallelo a CD e
quindi :

D'C=AD= E0,

e I’dufrolo C’EI) uguale ad EID'C, e poichs
ADC > AFC sari b ADE > AFD e quindi
AIIJ/I) A od anche DO — AT, il che ¢

contrario a ¢id che abbiamo sopra stabilito. Non pud essere
quindi BC = AB,

I ") SPTRTN T T
(1) Jacor SrerNer. (Vedi « Elementare Losung einer Aufgahe iiber

das ebene und das sphiirische Dreiek — Gesammelte wereke, Bd, 11, pag, 323.
¥. ENRIQUES - 11, 2
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Nel medesimo modo si prova che non pud darsi che
sin. BC' <~ AB quindi deve essere BC'=— AB. e d. d.
Passiamo ora ad accennare come si risolvono col metodo
di simmetria i problemi che prendono origine dalla teoria

*della riflessione.

Bseypio 1°. Dati, fuori di une retta a, due punti B, C,
determinare su a un punto X, tale che i due angoli (d’ inci-
denza e di viflessione) formati dai raggi XB, XO coi due lati
della retta a, sieno uguali fra loro.

S consideri il simmetrico B’ di B rispetto ad @: il punto
X d’incontro di B'C con @ ¢ il punto richiesto.

Osservazione. Siccome BX 4+ CX= B'C, cosi si deduce
c¢he BX 4+ XCO ossia la somma delle distanze di B e ¢ dal
punto X ora trovato, & minore di ogni somma analoga rela-
tiva ad ogni altro punto di @; percid la stessa risoluzione
conviene al problema:

Dati due punti B, O fuori di una retta a ¢ da wna stesse
parte di essa, determinare il punto di a, per cui la somma delle
due distanze da B e C riesce’ minimd.
aero 2°. Dati entro un angolo POQ due punti A, D,
costruire una poligonale ABCD avente i vertici B, C rispetti-
vamente sui lati OP, OQ e tale che gli angoli PBA, OCB sieno
wguali rispettivamente agli angoli (i'ié-('_‘-, Q(',—‘I_D.

I punti D ed A, simme-
trico di A rispetto ad OF, si
trovano rispetto ad 0@ nelle
condizioni dell’esempio prece-
dente, e quindi se A’CD & la
spezzata per cui AC0=DCY,
mnendo A con B (incontro
di A’C con OP) si avra in
A BCDlapoligonale richiesta,
posto che (! e B cadano su 0¢Q ed OB e non sui loro prolun-
eamenti. . )

(Questa restrizione permette di diseutere le condizioni di
risolubilith del problema, ¢io che per brevith omettiamo.

Osservazione. Come, pel caso precedente, si prova anche
qui che la poligonale costruita riesce minima fra tutte le possi-
bili poligonali terminate ad A, D, che hanno i vertici su
or, 0Q.

In modo ricorrente, nello stesso modo che si passa dal

v
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1° esempio al 2°, si riesce a risolvere il problema analogo relativo
al triangolo, al quadrilatero ece., il quale risponde alla que-
stione fisica seguente :

Dati entro un poligono due punti, determinare il raggio
(lwminoso, sonoro ece.) che wscendo da uno di essi, ed essendo
riflesso swceessivamente da tutti © lati del poligono, va @ pas-
sare per I’ altro punto.

Daremo ancora qualche altro esempio in cui si applica.
il metodo di simmetria alla rvisoluzione di problemi.

[Isevero 1°. Costruire un triangolo ABC data la diffe-
renza AD — DO = d delle proiezioni di AB ¢ BU sul terzo
lato, I’ altezza by, relativa a questo e la differenza o degli an-
goli AOB, BAC.

Immaginiamo, al solito, il pro-
blema risoluto; si ruoti BC intorno
all’ altezza BD in BC| : si ricondurra
cosl la costruzione di ABC a quella di
ABC, di eui & noto AC, =d, I’angolo
O ,BA =3¢ e 1 altezza BD = h,, costru-
zione che ¢ facile eseguire servendosi
del metodo dei luoghi geometrici. G D C, A

BEsuvrIo 2°. Dali due cerehi vispettivamente di centro 00,
posti da una medesima parte di una retta AB, determinare siu
di essa un punto P, tale che condotte le tangenti PD, PC ai
due cerchi, gli angoli CPA, DPB siano uguali.

Supponendo il problema risoluto, si consideri il cerchio
simmetrico a quello di centro 0, rispetto ad AB: una sua
fangente sara la tan-
gente OF del cerchio
di centro 0. Percio il

1)1‘()1)]('111:!‘ ¢ ricondotto
all’altro: Dati due cerchi
dicentro O, 0" (il cerchio
di centro 0" essendo il

simmetrico del eerchio
di centro 0%, determi-
nare la tangenfe co-
miune,

Con questo metodo si pud anche risolvere facilmente il
problema :
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Essendo a, a' due linee ¢ data una retia, determinare due
punti A, A’ rispettivamente posti sopra a, 2/, in modo che la
retta data sia P asse del segmento AA'.

§ 10. Rotazione intorno ad un punto. — La rotazione

Lil] intorno ad un punto si trova il pilt spesso usata come MELZO
R4 di risoluzione dei problemi, in unione ad una omotetia (§ 5).
‘ Citiamo tuttavia un semplice gruppo di problemi nei
| ] quali la semplice rotazione conduce allo scopo.
I Si tratta di:

Iserivere in un cerchio un poligono regolare il cwi con-
torno contenga wn punto assegnato.

Questo problema pud essere risolto per il poligono di
3, 4, 5, 6, 10.... lati, ed in generale ogni qualvolta si sappia
iserivere nel cerchio il poligono regolare collo stesso numero
di lafi.

Noi ci riferiremo per semplicitdh al caso del triangolo
equilatero. |

8i jseriva percid nel cerchio dato di centro (0 un trian-
golo equilatero ABC, e sia P un punto dove il circolo di
centro O e raggio OM sega uno dei lati di ABC per |
esempio AB. Si faceia rootare il triangolo intorno ad O di
un angolo eguale ad OMP nel senso A, B, ¢ e si avra il
triangolo richiesto A'B'C". !

I1 problema sard possibile tutte le volte che il se-
gmento OM sard non minore di un terzo dell’altezza del
triangolo equilatero iseritto nel cerchio.

‘ § 11 Omotetia combinata a rotazione. — Quantunque si
tratti di applicazione simultanea di due metodi gia avanti
= descritti giova mostrare, ¢on qualche esempio, quale partito
il ' si possa trarre dal combinare, ‘nel piano, una omotetia ad |
una rotazione intorno al centro di essa.

Questa operazione si indica semplicemente designando
il centro O dell’omotetia, il suo rapporto m e I angolo di
rotazione. v, come un{ moltiplicazione per m, intorno ad 0.

IsEarpro. Costrwire un quadrilatero ABCD, dati BC = m,
0D =1, ¢ sapendo inolire che

AB:AD—=p:q, AC:AD=v:s, ABC+ ADC = «,

dove p, (, 1, § Sono segmenti ed & o < 2 refti.
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Supponiamo il problema risoluto. Si moltiplichi il se-
gmento BU per mv rispetto ad A, preso come centro, e con

m="2"e ¢ = BAD. Ottenuto il segmento LD, sard EDC =4 ¢
(

si n-vl{mum quindi dati sufficienti per determinare il trian-

golo ZZDC. Di pin avendosi :

Al AF=spzg

AC A D =533

B

=y

il punto A sara determinabile (metodo dei
Inoghi geomeltrici). Mediante AC, BC e
Pangolo ABC = o — ADU sar pure deter-
minabile B.

La risoluzione del nostro problema
¢ quindi riportata a quella di altri pit
sempliei. E

Colla rotazione intorno ad un punto si Possono risolvere
quei problemi che si riconducono alla costruzione di un trian-
golo simile ad un triangolo dato, nota la posizione di un
vertice (che si prende per centro di rotazione) e quando - si
voglia che gli altri due vertici debbano ftrovarsi sopra due
linee date (rette, archi (i cerchio).

Bseatero. In wn parallelogramma ABOD, iserivere un altro
parallelogramma di cui si conosca 17 angolo o delle diagonali e
st sappia che il rapporto di queste ¢ uguale « guello dei se-
gmenti dati p e q.

Sia EFGH il parallelogramma richiesto. TI punto O &’ in-
contro delle sue diagonali sard il punto @’ incontro delle diago-
nali el parallelogramma dato. Sia il triangolo ZOH che
abbia HOH =« ¢ tale che :

%

EO:0H=p:.qg=m.

Preso un triangolo PR¢ coll’angolo PR =4 e coi lati
“che 1o comprendono, per esempio, nguali ai segmenti p e q,
il problema dato ¢ ricondotto all’ altro :

Costruire un triangolo simile al triangolo PQR col vertice R
in O e coi vertici P o Q rispettivamente sui segmenti AD; DO

Cid si oftiene moltiplicando D¢ per mz: il punto d’in-
contro del segmento ottenuto con AD, se esiste, & il punto
richiesto B, P altro IT si ottiene facilmente.
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Se invece del rapporto dei lati del triangolo fosse dato
il loro rettangolo R, & facile vedere che si dovrebbe prendere
Pinversa di DC rispetto ad 0 colla potenza « inversione R
¢ questa inversa farla ruotarve dell’angolo «.

Date nel piano due figure simili F, ', non omotetiche (M,
sara facile determinare gli elementi O, m, v della rotazione
atta a portare la I a coincidere colla . T chiaro che 1’an-
golo v di ratazione sara 1’angolo di due rette omologhe, il
rapporto m quello di due segmenti omologhi di F, F.

A deferminare (), basta osservare che il centro di rota-
zione, il punto comune a due rette omologhe e una coppia
di punti omologhi si devono trovare sullo stesso cerchio :
percid si avrd in modo unico il punto 0, prendendo due
coppie di punti omologhi su due rette che si tagliano e con-
ducendo due di tali cerchi ¢he hanno oltre 0 un punto comune
nell’incontro delle due rette. Si pud anche determinare il
punto O in generale, notando che il rapporto delle distanze
di 0 da due punti omologhi & il rapporto stesso di rotazione.

Dopo cio sara facile determinare il centro di rotazione
di due punteggiate simili, in cui si sono date due coppie di
punti omologhi e di due cerchi su eui & data una coppia di
i punti, costituendo i centri un’altra coppia di punti omologhi,
; e risolvere quindi quei problemi in eui, date due rette, una
I condizione che determini il rapporto di rotazione, una coppia
! di punti omologhi, si cerchi un’altra coppia i punti omologhi

delle due punteggiate simili che soddisfino ad un’altra condi-
i zione, come essere posti su di una retta parallela ad una
retta data o passante per un punto dato o tali che il loro
segmento sia uguale ad un segmento dato, oppure gli altri
problemi, in cui sono dati due cerchi e su questi due punti
! omologhi e se ne vogliano trovare due altri che soddisfino
il ad un’altra eondizione,

seMP1o. Date due vette concorrenti: i punti A, A’ in
. esse, determinare due punti X, X' rispettivamente su di esse,
it in modo che sia:

AXTAX '—pig o AX'=g3,

essendo p, ¢, « segmenti dati,

() Be [, I fossero omotetiche, per portare F a coincidere con F*
basterebbe una moltiplicazione, ;

X T R R T R R
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Se immaginiamo il problema risoluto: 4, X; A’, X' deter-
mineranno due punteggiate simili: sia O il loro centro di
rotazione. T triangoli A0X, XOX' sono simili; percio, tro-
vato 0, il problema si riporta alla costruzione di un triangolo
simile ad 404" con « omologo di 44"

Per determinare 0, presi sulle rette due punti B, B,
tali che : \

AB: AB =y .y,

si ripeterebbe la costruzione gid indicata.

§ 12. Trasformazione per raggi vettori reciproci. — Te-
nendo presenti le relazioni che corrono fra una figura e la
sua inversa o trasformata per raggl vettori reciproel — con-
servazione degli angoli — contatto — che la inversa i una
retta & una retta od un cerchio, secondoché la refta passa o
no per il centro d’inversione — la inversa (i un cerchio é

una retta od un cerchio, secondoché il cerchio passa o no per
il centro stesso ece., si potra cercare di ricondurre mediante
nna trasformazione per raggi vettori reciproci, scelti conve-
nientemente il centro e la pofenza d’inversione, il problema
dato ad un altro noto, od a cui si veda come applicare i
metodi gia esposti, od in generale, la di" eni soluzione pre-
senti minori dificolta a causa della natura degli enti in cui
si trasformano gli enti dati e gquelli cereati,

BsEMP10. Descrivere un  cerchio passante per wun punto
dato I ¢ clhe tagli ortogonalimente due cevehi dati di centri O, (V.

Se si fanno le inverse dei due ecerchi dati con P, centro
d’inversione, e colla potenza uguale, per esempio, alla potenza
di P rvispetto al cerchio di centro O (per semplicizzare la
costruzione, giaecché cosi questo cerchio si trasforma in sd
stesso) 1'inversa del cerchio richiesto si cambia in una retta
che, dovendo tagliare ortogonalmente il cerchio di centro O
¢ quello inverso del cerchio di centro O, sard la retta dei
centri. Da ¢ido la facile soluzione del problema dato.

Per definizione & noto che detto O il centro (' inversione,
£ Pinversa di nna figura I rvispetto O, una retta qualunque
uscente da O incontra F, F' in due punti A, A’ tali che il
rettangolo di 04, OA" & costante anche in segno (potenzw
& inversione), intendendo che 1 due punti A, A" sono da parte
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opposta di 0, se il segno afttribuito & negativo, dalla mede-
sima parte nel caso contrario.

Ricordando cid & facile risolvere il problema generale:

Date due linee a, a' ed vn punto O fuori di esse, condurre
per O una vetta tale che, detti A, A' i punti di inconiro di
queste retta con a, a’, il rettangolo di OA, OA’ sia equivalente
ad uno dato (con segno stabilito).

Il metodo che serve a risolvere tale problema, analogo
a quello di moltiplicazione, ¢i appare anche come una forma
speciale del primo metodo indicato dei lnoghi geometrici.

Esump1o. Costruire un triangolo ABC di cwi si conosca :
il rettangolo iscritto EFGH, avente due vertici consecutivi su
BO, T angolo « swi lati del quale cadono g¢li altri due ed il
rettangolo R dei segmenti che il wertice H determine sul
lato AB.

L7 analisi mostra che il vertice 4 dell’angolo « del trian-
golo richiesto si trova su di un segmento posto al i fuori
del rettangolo dato e da cui si vede HG sotto DI'angolo z:
inoltre 4 si deve trovare sopra la linea inversa della retta
EF, preso per centro H e per potenza d’inversione R, ciod
su di un cerchio passante per H, il quale potrd avere quindi
un altro solo punto in comune coll’arco capace dell’angolo z.

La trasformazione per raggi vettori reciproci riceve
applicazioni sistematiche ai problemi della Geometria del
COMPASSO.




