CAPITOLOV
LA TEORIA DEGLI INSIEMI ED ELEMENTI DI LOGICA

CENNI STORICI

Lateoria degli indemi codtituisce il presupposto, Sa pure presentata in modo intuitivo o ingenuo, per ogni
argomentazione di carattere matematico. Essa, oltre a permettere di definire e di descrivere i concetti
matematici rapidamente e con il loro giusto rigore, consente di redizzare con una certa efficacia quella che
e sempre data una dele carateridtiche piu tipiche de matemdtici: la generdizzazione degli argoment
dudiati €, d tempo sesso, | unificazione di moddli aprimavigatradi loro anche molto lontani.

La teoria degli indemi nasce e S sviluppa soprattutto per meglio comprendere I'infinito e I adretto in
matematica ad operadi George Cantor ( 1845-1918) con le suefondamentai Memorie risdenti agli inizi
del 1880. S gprono in ta modo nuove vie di pensiero umano e tutto I’ edificio logico delle matematiche S
rafforza maggiormente; S toccano del veri culmini con il movimento Bourbakista ( Nicolas Bourbaki e
uno pseudonimo sotto cui un gruppo di matematici, a partire da 1940, sta pubblicando una serie di volumi
codituenti un trattato generde ddla matematica; sono gppard circa una trentina di volumi dell’ opera
Bourbakista: Elements de Mathematique); lo scopo del movimento € la revisone, da un punto di visa
assomdtico ed adratto, di tutta la matematica. Un ulteriore culmine nel terreno de fondamenti della
matematica fu laprova di Godel ( 1931 ) che asserival’impossibilita di provare la non contradditorieta di

un Sstemarazionde con i mezzi offerti da 9sema seso.

1. SIMBOLISMO E NOMENCLATURA

In generale dare una definizione ( di tipo esplicito ) sgnifica introdurre un concetto nuovo mediante altri

gianati ( cioé definiti in precedenza).

ESEMPIO

Un numero naturale si dice primo se non ha divisori oltre ad uno e a se stesso.
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Con la precedente frase 9 definisce il concetto di numero primo mediante quelli di numero naturae e di

divisore, che devono essere gia noti.

Ogni definizione, ciog, presuppone atre definizioni ad essa precedenti. E' evidente alora che debba esserci

un concetto dmeno ( uno o pit ) che non s definisce esplicitamente e che serve quae punto di partenza
per tutte le definizioni successive; quando un concetto non S definisce esplicitamente perché punto di

partenza 9 dice che € un concetto primitivo: i concetti primitivi o vengono affidati dl’intuito o g
definiscono implicitamente con un dstema di podulati. Riflettendo un istante, ad esempio, possamo
affermare di non esserein grado di scrivere fras nelle qudi il soggetto unico, incognito, Sia la parola punto,
retta, piano: sono anche loro primitivi; per occorre ricorrere gppunto o ad unavia assomatica ( |ettura
) oppure dlaviaintuitiva o ingenua

In tutte le branche ddla matematica &, dunque, ormai invalso I’'uso di utilizzare la terminologia e le notazioni

della teoria degli indemi, a causa essenzidmente ddlle notevoli semplificazioni che il loro uso comporta
nell’ esposizione di concetti che risulterebbero spesso pit oscuri se S utilizzasse esclusivamente il normde
linguaggio parlato o scritto che, oltre ad essere meno conciso, € a volte ambiguo e di difficile
interpretazione. Precisiamo subito perd che noi ¢i limiteremo ad utilizzare la terminologia e le notazioni
della teoria degli insemi, senza entrare nel dettagli della stessa che codtituisce di per 2 un’importante
branca della matematica che va ben oltre gli scopi del nostro corso. Avvertiamo inoltre che utilizzeremo il

linguaggio della teoria degli indemi con parsmonia, cioe solo quando penseremo che il suo uso comporti

una reale semplificazione nella comprensione di quanto stiamo esponendo, poiché §pesso un suo utilizzo piu
sgemdatico pud avere, specidmente in sudenti che S avvicinano per la prima volta a concetti della
matematica, |’ effetto opposto di quello desiderato, cioe rendere oscuri € misterios concetti invece semplici

e facilmente afferrabili con I’uso del normale buon senso ( cercheremo ciog, come dice B. De Finetti, di

noninse...mistificare lamaematica).

Riterremo, pertanto, il concetto di insieme un concetto primitivo e come tale non suscettibile di una
definizione; utilizzeremo, quindi, tale parola per indicare semplicemente una collezione (o
aggregato ) di oggetti che, nd contesto di un dato discorso, conviene considerare come un’ entita Sngola
come 9 € oliti fare ndl linguaggio comune quando, parlando ad esempio del gioco dd cdcio, § fa
riferimento ad una squadra come ad una singola entita compostada undici giocatori.

Indicheremo gli ingemi con |ettere latine maiuscole A, B, C,... e gli oggetti di un ingeme con lettere latine
minuscole a, b, c,... Riterremo assegnato un inseme quando per ogni sUo oggetto S sa dire se

appartiene o non gppartiene dl’'indeme condderato. Supporremo dunque dato un criterio mediante il

quale assegnéti a ed A sa possibile unaed una sola delle seguenti dternative:
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al A (aédementodi A oppurea appartienead A)

al A (anonédementodi A oppurea non appartienead A)
In particolare un inseme s riterra dato quando saranoto I’ elenco dei suoi eementi.
ESEMPI
1) A = {a, b, ¢ érinsemecomposto dagli oggetti a, b, .
2) A = {4, 6} él'insemedei numeri pari compresi tra3e7
3 A ={ci,t a d,n érinsemeddlelettere che cogituiscono laparolacittadina
Osservazione: lanotazione elencativa di cui sopraé utile avolte anchein dcuni cas di indemi dotati di un
numero infinito di elementi; cosl, ad esempio, scriveremo

N ={0123.}

incui i punti anno asignificare e cosi via, per denotare I'indeme di tutti i numeri naturali.

Per rendere pit conciso il linguaggio matematico torna comodo indicare con un smbolo acuni modi di dire.

In particolarei amboli " ed $ 9 chiamano quantificatori; precisamente " & noto come quantificatore

universaleed $ come quantificatore esistenziale. Eplicitamente:

1. conil dmbolo " g intende indicare una delle seguenti espressioni: qualunque sia, quali che siano, per
ogni

2. conil smbolo $ 9 intende invece indicare un’ espressione del tipo: esiste almeno un, esistono almeno

3. conil ambolo : oppure | g indical’ espressonetale che

ESEMPI

1" x per qualungue X oppure per ogni X

2"yl A per qualunque y appartenente ad A oppure per ogni y di A
3" a, bl B per ogni a e b appartenenti a B

4 $x1 A esiste almeno un x appartenente ad A

5 $xy esistono x ed y

6) $x1 A :oppure $xT A | esiste almeno un x appartenente ad A tale che

Un indeme pud anche essere descritto in atro modo indicando una proprieta, che non dia luogo ad

equivoci, che accomuni gli dementi che gli gppartengono. La descrizione o definizione ddl’ingeme viene
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simbolicamente racchiusa tra due parentes graffe e 9 adoperano i due punti per segnare la corrispondenza
trapunti e proprieta. In smboli:
A = {x ' P(X) évera}

significache A él'insemed tutti gli eementi x per cui vale la proprieta P(X) .

Definizione 1.1.
Dueingemi A e B g dicono uguali, e s scrive A = B, quando sono formati dagli sess dementi (ogni

elemento dell’ uno e anche demento ddl’ dtro e viceversa).

ESEMPIO
A={r,oma e B={mor,a

Poichei due indemi considerati sono codituiti dagli tess dementi risulta A = B.

Definizione 1.2.
Dueindemi A e B s dicono divers, e s scrive A1 B, quando non hanno ementi in comune ( cioé se

esste dmeno un eemento di uno del due indemi che non gppartiene dl’ dtro inseme).

ESEMPIO
A={r,oma e B={ai,mo,r,t}

S vede subito che A non € ugude a B, in quanto ciascun demento di A appartiene anche a B manon

veroil viceversa( leletterei et di B non appartengono ad A).

Definizione 1.3.
Chiameremo insieme vuoto, e lo denoteremo con A, un smbolo da associars ad una proprieta fasa,

intuitivamente pensato come I'indeme che non contiene acun eemento.

Definizione 1.4.

Dueindemi g dicono disgiunti se non hanno acun demento in comune.

ESEMPI

1) L’inseme del numeri primi contenuti tra 24 e 28.
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2) L’ insgeme delle consonanti ddlla parolaaia.

3) L’ingeme delle |ettere in comune trala parolaroma e laparolafine.

4) L’insdeme delle persone ancora oggi viventi e che abbiano partecipato con Giulio Cesare ala guerra
contro i Gdlli.

Osservazione: € evidente che tutti gli indemi vuati definiti negli esempi precedenti, a fini di rendere ancora
vdidala definizione 1.1., devono essere consderati ugudi ( affinché due indemi vuoti risultino divers uno
dei due dovrebbe contenere ameno un eemento non contenuto nell’dtro e cid é incompatibile con la
definizione 1.3. ), per cui parleremo in generale non di un indeme vuoto bens dell’ingeme vuoto. Puo
risultare utile alo studente non ancora ben dlenato a ragionamento adtratto raffigurard un indeme come un
contenitore ( una scatola, un barattolo, una sanza, ... ) nd quae sano presenti determinati oggetti; in ta

caso I'andogia porta a raffigurare I’ indeme vuoto come un contenitore in cui non vi Sia acun oggetto ed e
dlora evidente come non vi Sa dcuna differenza logica tra un contenitore che non contenga, ad esempio,
acun cappello ed uno che non contenga alcuna mela. Sulla base ddll’ and ogia precedente € anche evidente

come Sa necessario non confondere un demento a con I'indeme {a} codlituito esclusvamente da tale

elemento ( un cesto contenente una solamela g, infatti, concettuamente diverso ddla solamea).

2. SOTTOINSIEMI DI UN INSIEME
A partire dale nozioni ementari finora acquisite possamo dare la seguente

Definizione 2.1.
Dai dueindemi A e B, diremo che B é contenutoin A ( ovvero A contiene B) o equivaentemente che B
@un sottoinsieme o una parte di A, e scriveremo Bi A (ovwero AE B ), seogni demento di B é
anche demento di A. Insmbali s haquindi:

AiB U "al AP alB

dove U 9 legge se e solo se ( doppiaimplicazione: cfr. paragrafo 5).

ESEMPIO

Se A ={a mo,r} &/rindeme dele lettere che codtituiscono la padla romae B = {a, o} &

I'indeme delle vocdi presenti nellamedesima parola, risultabandmenteche Bi - A.
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Osservazione: scrivendo Bi A non escludiamo il caso B= A;infatise Bi A ed Al B, ciogse
ciascun demento di B € anche demento di A e viceversa, per ladefinizione 1.2. risultera evidentemente B
= A; viceversa, se A = B dloravagono entrambeleincdusioni Bi A ed Al B.
Dunque, in generde, risulta

A=B U Ai B e BI A

Definizione 2.2.
Dati dueindemi A e B, diremo che B non éun sottoinsieme di A, e scriveremo B E A, seesiste qualche

edementodi B chenonedemento di A.

ESEMPIO

Se A = {a, m o, r} élinsemedelelettere che cotituiscono laparolaromae B = {m a,r,i, o} &
I'inseme delle lettere che formano la parolamario, s araowiamente Al B e BE A.

Osservazione: I'indeme vuoto (&) € sottoindeme di qualsas dtro indeme infatti dato un indeme A
quadad, afinché & non sa sottoingeme di A, deve esistere dmeno un elemento di A non appartenente
ad A: assurdo in quanto, per la definizione 1.3., A& non contiene dcun eemento. Dunque per quaungue
indgemeA, in generderisulta

Al A vdendol'ugudeseesolose A= A

Definizione 2.3.

Poiché, come notato in precedenza, dato un qualunque inseme A * A, risulta sempre Al A e
Al A, dloraAe A sono detti sottoinsiemi impropri di A mentre tutti gli atri sottoingemi di A sono
detti propri.

Osservazione: 9 condglia lo studente di riflettere bene sul diverso sgnificato de due smboli: 1, 1 .1l
primo Smbolo | rappresenta una relazione di appartenenza di un eemento ad un indeme, il secondo |

esprime unarelazionedi inclusione di un indeme in un atro ingeme.

ESEMPI

HA={amor} b alA evera
2A={amo,r} b al A non ha significato
3 A={amor} p {ai A évera
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HA={amor} p {alA éfalsa
5A={amor} p ATA éfalsa
6) A={a,mo,r} b A A évera
7A={amor} b AEIA évera
8 A={amo,r} b AlEA éfalsa
W = evera
10) &1 {4 évera
11) £ {4 évera

Riassumendo, s puo facilmente verificare cheil smbolo | gode delle seguenti tre proprieta:

a) Al A " A B indemi riflessiva
b) Al BBBI A P A=B " A B indemi antismmetrica
¢ Al BBBIi C pP Al C " A B, C indemi transitiva

Spesso consdereremo, dato un indeme A, il nuovo insgemeA (A) i cui lementi sono le parti di A proprie

ed improprie.

Definizione 2.4.
L'inseme A (A) s chiama insieme delle parti di A ed rappresenta un primo esempio di inseme di
ingeme. In Imboli 9 ha.quindi:

"HTA(A) P HI A

dove b g leggeallora ( implicazione semplice: cfr. paragrafo 5).
ESEMPI

1)Poiché per ogni insemeA Al A, A& ed A sonodementi di A (A).

2)Se A ={a b d dloraA (A) = {/E A {a}, {b}, {c}}

3. OPERAZIONI TRA INSIEMI
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Sano A eBdueingemi quasas.

Definizione 3.1.
S chiamaunionedi Ae B, elod indicacon AE B, lacollezione degli elementi gppartenenti ad dmeno
uno dei due insemi dati ( cioé ciascun demento di AE B o appartiene ad A o a B o ad entrambi ),
prendendo gli dementi comuni ad A e B unasolavolta. In smboli:

AE B = {x:x1 Aoppurexi B}
Per convenzione s pone:

AEZE =/FAEA=A con A=/ FoppueA?! [

ESEMPI

1) A = insdeme degli sudenti iscritti dla Facoltadi Agraria per I'anno accademico in corso
B={x:x1 Aedxeémaschio}
C={x:x1 Aedxeéfemmina}

D ={x: xT Aedx non ha ancora compiuto 20 anni}

Risulta
BEC = A
BE D = indeme comprendente tutti gli studenti maschi elefemmined di sotto dei 20 anni

2)A={1,3513} e B={251215

S ha

AEB = {1, 2, 3 5,12, 15

3) A=indemeda punti ddl'intervalo gperto asnisra] 0, 5]
B =indemedd punti ddl’intervalo chiuso[ 2, 9]

Allora

AE B =indemedd punti ddl’'intervallo gperto asinistra] 0, 9]

Osservazione: I’ operazione di unione gode delle seguenti tre proprieta
a) AEB = BE A " A B indami commutativa

b) AE(BEC) = (AEB)EC " A /B, C indemi  associativa
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c) AEA = A " A inseme idempotenza

Definizione 3.2.
S chiama intersezionedi A e B, elo s denotacon AC B, la collezione degli dementi gppartenenti ad
entrambi gli indemi dati ( cioé ciascun dementodi AC B appartienesaad A cheaB). In smboli:
ACB = {x:x1 Aedxl B}
Per convenzione s pone:
ACAE = ACA = £
AC B = /& s AeB sonodiggiunt

ESEMPI
1) Conriferimento dl’ esempio 1) riportato ndladefinizione 3.1, risulta:
BCC = £
BC D = indemedegli sudenti maschi d di sotto dei 20 anni
2A={2357 e B={12347¢
Alloras ha
ACB = {2 3
3) A=ingemedd punti ddl’intervalo chiuso[ - 2, 3]
B =insemede punti del’intervalo aperto (0, 6)
Risulta

AC B =indemedea punti del’intervalo gperto asinisra( 0, 3]

Osservazione: I operazione di intersezione gode delle seguenti tre proprieta:

a) ACB =BCA " A B ingemi commutativa
b) AC(BGCC) = (AGB)GC " A B, C indemi associativa
c) ACA=A " A ingeme idempotenza

S nati indltre che le operazioni di unione ed intersezione sono distibutive I'una rispetto al’dtra, cioe

risulta
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d) AE(BCC) = (AEB)C(AE C) " A B, C ingemi
e) AC(BEC) = (ACB)E(ACC) " A B, C indemi

Definizione 3.3.
S chiama differenza di dueindemi A e B divers ddl’ingemevuoto, elas indicacon A- B, lacollezione di
tutti gli ementi di A che non appartengono a B. In smbali:

A-B = {x:x1 Aedxl B}

ESEMPIO

Con riferimento dl’ esempio 1) delladefinizione 3.1. 5 ha

C- D = indeme ddlle gudentesse di eta.non inferiore a 20 anni

D- C = indeme degli sudenti maschi di etainferiore a 20 anni

B- (BG D) =insemedegli gudenti maschi di etanon inferiore a 20 anni
A- (BE D) =indeme delle studentesse di eta non inferiore ai 20 anni
C- (CC D) =indeme delle studentesse di etanon inferiore ai 20 anni

(A- B)C(A- D) =insemedele studentesse di eta non inferiore a 20 anni

Osservazione: I’ operazione di differenza gode delle seguenti tre proprieta:

agA-B=#&£&£ U ACB-=£ " A B ingemi
byA-B=B-A U A=8B " A B indemi
o0A-B=A U AIB " A B indemi
Definizione 3.4.

Dato un indeme B, sottoingeme proprio di un fissato indeme A, S definisce complementare di A I'ingeme
A- B. In Smboli:
B = CA = {x:x] Aedxi B}
Per convenzione s pone:
CE=A
CA = A&
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Osservazione: la suddetta operazione gode delle seguenti quattro proprieta:

a) C(CA) = A " A indeme
b) AGCA = A& " A indeme
c) C(AEB) = CAGCB " A B indemi
d) C(ACB) = CAECB " A B indemi

Lerdazioni ¢) e d) sono dette formule di De Morgan.

Definizione 3.5.
Se, in particolare, B A dloral’inseme A- B prende il nome di complementare di Brispetto ad A es
ottiene evidentemente togliendo da A tutti gli elementi appartenenti a B; taleindeme s indicacon C,B . In
smboli:

CaB = {xT A:xI B}
Nel caso in cui, nel contesto del discorso, I'indeme A safissato unavolta per tutte e S supponga che tuiti
gli indemi che 9 prendono in condderazione in quel particolare contesto Sano sottoingemi di A, detto
dlorainseme universo, I'inseme C,B s indica piti ssmplicemente con B, detto complemento di B.

Se invece, B E A dloraA- B ottiene togliendo da A tutti gli elementi di B appartenenti anche ad A.

ESEMPIO

A={abcddg e B-={cd}
Segue che:

CaB ={a b, ¢

Un modo semplice e suggestivo per rappresentare graficamente gli indemi e le relazioni che intercorrono tra
e qudlo di usare i cosddetti diagrammi di Eulero-Venn, ognuno de qudi e codtituito da una regione
de piano, delimitato da una o piu linee chiuse, utilizzata per rgppresentare appunto un dato indeme
indicando i suoi dementi con punti interni a tale figura, gli dementi che non vi gppartengono con purnti
edterni mentre gli ementi del contorno non s congiderano.

Cos ad esempio il fatto che I'indeme B € sottoinsieme proprio di un dato inseme A, cioé Bl A, d

raffigura con un diagrammadd tipo
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:

Dueindemi C e D g raffigurano invece con il diagramma

(

e hanno eementi in comune, oppure con il diagramma

Se ess non hanno eementi in comune.
Di seguito riportiamo dcuni esempi di diagrammi che illustrano le reciproche Stuazioni in cui S trovano

acune coppie o terne di indemi ( I'indeme indicato sotto ogni diagramma corrigoonde ala parte tratteggiata

AE B

ACB ACB ACB
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(AEB)CC AE (BCC)

Osservazione: i diagrammi di Venn s gpplicano talvolta anche ad insemi finiti, e encando entro il contorno
gli dementi di un dato inseme A. Alcuni ingemi numeric di cui faremo uso sono indicati con Smboli ormai
consacrati dal’ uso, qui di seguito riportati:

N =indemeda numeri naturali

7. =insemedd numeri interi

Q _=indemedd numeri razionali

A = insemeda numei reali

(C =indemede numeri compless

Gli stess amboli indiciati con 1o zero o con un agterisco in dto a destra ( ad esempio N, = N* )

rappresentano ancorai suddetti insgemi priveti dello zero.

4. RELAZIONI

Definizione 4.1.
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Dati due dementi x ed y, 9 dice coppia ordinata, elad indica con (x, y), I'ingeme avente per dement
gi insemi {x} ed {x, y}, dove x & detto primo elemento della coppia ed y s dice secondo elemento
dellacoppia. In smboali:

(x¥) = {{3. {x ¥}
Per convenzione S pone:
(xx) = {{&. {xd} ={{d. (3} ={{:}  per «x
Osservazione: per X * y 9 ha

(xy) = {0 vt} + (v = {3}, {v. %}

I
<

Definizione 4.2.
S chiama prodotto cartesiano o semplicemente prodotto di dueinsgemi A eB, elos denotacon A™ B,
la.collezione dii tutte le coppie ordinate (X, y) con xT A ed yT B. Insmboli:
A" B = {(x y):xT Aedyl B}
Per convenzione 9 pone:

ANE=EB=FK E=£K

ESEMPI
HA={abd e B

(1.2

S ha

A" B ={(a 1), (a 2. (b 2, (b, 2, (c. 1), (c 2)}

8" A = {(La). (LB, (1 9. (2.8), (2.8), (2 o]

2) Le coordinate dei punti del piano forniscono un esempio tipico del prodotto cartesiano A ~ A dove A

el'indeme de numeri redi. Inta caso I'indeme prodotto viene ad essere visudizzato con un rettangolo.

Definizione 4.3. ( definizione generale)

Se A, ..., A, ..., A, sonoindemi, definiremo prodotto cartesiano A" ... "~ A~ ...~ A, l'indeme

dellen-uple ordinate (X, ..., X, ..., X,) tiche x, T A, ., x T A, ., %, T A,. Insmboli:

A TA LA S {(xl,...,xi, co X)X T AL X T AL X, T Aq}
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Definizione 4.4.
Chiamas relazione Rtradueingemi A e B unaqualsas scdtadi coppiein A” B. L'indeme G(R)
delle coppie scelte prendeil nome di grafico dellaredazione.
Se A=Bd dicecheReunarelazionein A.
Inoltre seéfissato G1 A" B ed (x, y) T G, dettaRlardazione definitada G, scriveremo
xRy inluogodi (x,y)T G
Osservazione: quas sempre, per abuso di linguaggio, s confondera Rcon G, cioeé s scrivera
(x,y)T R inluogod (x y)T G
Ri A" B inluogod GIi A" B
Dunque assegnare il grafico o assegnare la relazione sono fetti ddl tutto equivaenti.

Se s rgppresentano gli indemi A e B coni diagrammi di Venn, unardazione Ri A" B puo alloraessere
visudizzata collegando, mediante delle frecce, gli dementi x di A con gli dementi y di B in base a quanto

espresso dalla relazione stessa.

ESEMPI
DA={1234 e B={24 6
Rélarelazione formatadatutte le coppie (x, y) T A" B taechex <y.

Risulta

R = {(t 21 4) (1 6. 2.9) 2. 6). (3. 9. 3 ). (4, 6]

Rappresentando graficamente larelazione RS ha

2) A = {R = Roma, V = Vienna, P = Parigi}

B = {I = Italia, F = Francia, S = Spagna, G = Grecig}
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T elardazionetde che x e capitdedi y.

Alloras ha

T={R 1) (r.F)

Unatae rappresentazione prendeil nomedi grafo associato ad R

Definizione 4.5.

S chiama dominio di una rdlazione Rtradue insemi A e Bl'inseme D(R) I Acostituito dagli elementi x
di Aperiqudi essedmenounyd BconxRYy.

S chiama codominio di una rddazione Rtradueinsemi A e Bl'inseme C(R) | B codtituito dagli elementi

y di B periqudi essedmeno undementox di AtdechexRy.

Definizione 4.6.
Dati dueinsemi A e B ed unardazione Ri A" B, sead ogni eemento di A lardazione R associa un
solo demento di B essa prende il nome di corrispondenza univoca o applicazione o funzioned AinB;
las indica con unaletteraminuscola dell’ afabeto ed invece di scrivere f 1| A” B S scrive
f:A® B oppure y =f(x) conxl AyiB

Generdmente 9 visudizza una funzione mediante delle frecce ( daogni eemento di A parte unaed unasola
frecciaverso B).
Osservazione: affinché una relazione Sa un’ applicazione deve accadere che:

nessun demento di A abbia due o piu corrispondenti in B

nessun eemento di A sSaprivo di corrispondenti in B

ESEMPI
a) A =indemede dittadini itdiani
B =indeme ddle regioni itdiane
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S ottiene una semplice corrispondenza univoca associando ad ogni personala suaregione di gppartenenza
b) N =indeme de numeri naturdi
R: N® N elardazionechead ogni demento n1 N associan+11 N

Allora R & un’ gpplicazione perché ad ogni demento n1 N associauno ed un solo demento n+11 N,

Utilizzando i diagrammi di Venn S ha

C) Z =indeme da numeri interi
R: Z® 7Z élardazionechead ogni x| Z associail suo quadrato, cioé x?
Allora R & un’ applicazione perché ogni demento x I Z haun solo corrispondentein Z (il suo quadrato ).

La rappresentazione grafica ddl’ applicazione R in esame é riportata nella pagina seguente.
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Osservazione: ndla definizione 4.6. gli dementi di A hanno un ruolo prioritario rigpetto agli dementi di B;
infetti data una corrigpondenza univocatrai due indemi A e B é utile condderare tragli ementi di B quelli
che provengono, ndlla corrispondenza, da qualche eemento di A. Tai dementi formano un sottoingemedi

B che s diceimmagine.

Definizione 4.7.
S definisce immagine dell’ gpplicazione f: A® B il sottoingemedi tutti gli dementi di B che provengono
daquachedementodi A.

Osservazione: sef & un' gpplicazione non & detto chelasuainversa f ! siaancora unafunzione.

ESEMPIO
Sed condderalafunzione
y = Snx con xITA ed yi[-11]
dloralafunzioneinversa
X = arcsiny
non € in generdle un’ gpplicazione; se, perd, las consderatae ( e cio accade spesso in Analis ) occorre
limitare, ad esempio, i vaori x del’intervalo €pP Pu oppure [0, p] in modo da avere una funzione

g 2' 24

invertibile atratti ( cfr. capitolo sulle funzioni inverse riportato nd terzo  fascicolo ).

Definizione 4.8.
Sa f: A® B un'gpplicazione. S dice che f € iniettiva o iniezione ( in ) se per ogni coppiadi eementi
distinti x, X' appartenenti ad A risulta f(x) * f(x') o equivalentemente se non esistono elementi distinti

di A conlamedesmaimmeaginein B.

ESEMPI
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1) L’ applicazione dell’esempio b) precedente @ iniettiva; infatti se n, N'T N con n t n' é fadle
verificaeche f(x) = n+1 1 f(x) = n'+l.

2) L’ applicazione riportata nell’ esempio ¢) precedente non e invece inigttiva; infatti esstono eementi didinti
del dominio Z aventi lamedesmaimmeagine ( ad esempio - 2 e 2 hanno lagtessaimmagine 4).

3 A={a,b} e B={a

L’ applicazione che agli elementi di A associaa, come e di facile verifica, non e iniettiva

Definizione 4.9.
Sa f: A® B un'gpplicazione. S dice chef € suriettiva o suriezione ( su) setutti gli dementi di B sono

immagini di demerti di A, ciogse f(A) = B.

ESEMPI

1) L’ gpplicazione andizzata ndll’ esempio a) e suriettiva; infetti I'immagine é fornita datutte le regioni, cioé e
B stesso.

2) L’ applicazione dell’esempio b) non e suriettiva; infaiti ndll’indeme di arrivo ¢'é I'demento 0 che non e
immagine di acun demento dd dominio.

3) L’ applicazione dell’esempio c) non é suriettiva; infati - 1, - 4, 2, ... non sono immeagini di eementi del
dominio.

HA={an e B={aq

L’ gpplicazione che agli dementi di A associaa, come e di facile verifica, € suriettiva

Osservazione: & f: A® B é un'applicazione non suriettiva vuol dire che esstono in B eementi che non
sono immagini di alcun demento di A. Se s considera come inseme di arrivo f(A) anziche B é evidente
che I'gpplicazione f diviene suriettiva. Pertanto un’ gpplicazione f: A® B non suriettiva s pud rendere
tale consderandola come f: A® f(A). A rigore, pero, le due applicazioni sono diverse essendo
Bt f(A).

ESEMPIO

SaA l'indemedi tutti gli sudenti di una classe e Sainvece B I'indeme di tutte le paia di scarpe esgtenti in
Itdia. Congderiamo |’ applicazione che associa ad ogni studente di quella classe il paio di scarpe che sta

portando. La funzione & chiaramente iniettiva in quanto a sudenti divers corrispondono paia di scarpe
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diverse. L'immagine f(A) & codtituita dalle paia di scarpe calzate da qualche studente. Pertanto f(A) &

un sottoindeme di scarpe che S identifica naturalmente con I'ingeme B di tutte le scarpe.

Definizione 4.10.
Sa f: A® B un'applicazione. S dice che f & biiettiva o biiezione (bi) se essa é contemporaneamente
iniettiva e suriettiva
Osservazioni:
le applicazioni biiettive sono rdazioni molto particolari in quanto in esse ogni demento di B éimmeagine (
auriettivita) di un solo (iniettivita) demento di A
tutte le corrigoondenze biunivoche sono suriettive perché dtrimenti ad eventudi dementi di B che non
provengono da A non s potrebbe far corrispondere inversamente acun eemento di A; non vae pero il

viceversa, cioe una corrigpondenza pud essere suriettiva manon biiettiva

ESEMPI
1) A={0, 246, ..,2n.}
R: N® A élardazionecheadogni nl N associa 2nl A
L’ gpplicazione cosi codtruita e biunivocs; infatti essa e
inigttivain quanto s n', Nl Nconn t n'eéfadleveificaeche 2n' 1 2n"'
suriettivain quanto ogni demento di A @éimmaginedi un demento di N
2) L’ applicazione riportata nell’esempio a) non € biunivoca in quanto, ad esempio, a tutti i lombardi (
dementi didinti ddl'indeme A ) corrisponde sempre la regione Lombardia ( cioe un solo demento
ddl'indemeB); come gia visto essa e pero suriettiva
Osservazione: ogni hiiezione e invertibile, inoltre I'inversone é possibile se ad dementi divers di A

corrispondono sempre eementi divers di B.

5.CALCOLO LOGICO
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Il linguaggio matematico, come ogni dtro linguaggio, fa uso di “espresson” dette proposizioni;
conddereremo, pertanto, in matematica, solo quelle proposizioni della lingua itdiana delle qudi s possa
affermare senza ambiguita che esse sono vere o false. Queste proposizioni sono quelle che Aristotele,

I'Eudlide ddlalogica, chiamagiudiz.

ESEMPI

1) Tre € un numero dispari: vdore di veritavero (v)

2) Quattro é divisibile per tre: vadore di veritafalso ( f)

3) Ogni triangolo ha quattro lati: vaore di veritafalso (f)
4) 1l leone e un animale: vdoredi veritavero (v)

Non sono del tipo suddetto |e proposizioni seguenti:

Piovera domani

Sudiare non mi piace

Questa proposizione € falsa

che quindi non faranno parte dd calcolo logico.

Definizione 5.1.
Date due proposizioni P e Q diremo che esse sono uguali o logicamente equivalenti se sono entrambe
vere o entrambe fase. In smboli:
P=Q
0 pill comunemente:
1 PUQ

La(1) s legge P e equivalente a Q oppure P e necessaria e sufficiente per Q.

ESEMPI

1) P = a &un numero positivo
Q=5+a emaggioredi 5

Segue immediatamente che:

Péverapera>0; Pefdsaperaf 0

Qeveapera>0;, Qéfdsapaat0
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Quindi qualunque Sail vaoredi ale proposzioni P e Q sono entrambe vere ( per a > 0) oppure entrmbe
fase (pera£0). Dunque P U Q ( P éeguivdente o ugude a Q) oppure “a € un numero postivo” &
necessario e sUfficiente affinche“5+a emaggioredi 5°.

2) P =I'individuo x risede aRoma

Q =I'individuo x risede ndlaregione Lazio

E fadile veificare che P U Q, cioé P e Q non sono equivaenti; infatti P e Q sono entrambe vere se X
indica un resdente a Roma e sono entrambe fase se x indica un resdente di un qualsas luogo non
gppartenente dla regione Lazio ma 9 ha anche il caso P fdsae Q vera se, ad esempio, X indicaun

resdente di Rieti.

Seoraindichiamo con W* |'indemeda numeri naturali privati dello zero, cioe:
N* ={12 ..,n .}
dlorale propogzioni:
P:" xI N*, x+1>0 e Q:$xI N*:x<10
sono entrambe vere; infatti per ogni intero pogtivo x risultasempre x+1 > 0 ed esste dmeno un intero
positivo X, ad esempio x = 5, minore di 10. Invece le proposizioni:
R:" xI N*, x-4>0 e S:$xI N*:1+x<0
sono ambedue fase, come é facile verificare.
Osservazione: puod capitare, a volte di dover scrivere la negazione di una proposizionein cui compaiono i
due quantificatori " ed $. Illustriamo dlora con un semplice esempio come bisogna comportars in ta

Caso.

ESEMPI
HA={12 3 4,5

P:" xI A x>3
Allora P é fdsa in quanto essa afferma che tutti gli dementi ddl’indeme A sono maggiori di tre. La sua
negazione P ( non P) & “non & vero che tutti gli dementi di A sono maggiori di tre” ossia“esiste dmeno
undemento di A non maggioredi tre’.
E' grave errore pensare che la negazione di P sa “tutti gli dementi di A non sono maggiori di tre’ (s
cosi fosse, P e P sarebbero entrambe fase! ). In simboli s ha

P:$xl A:x<3
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2)A={12 3 4,5
Q:$x1 A:x<0
Alloralasua negazione e data da:
Q:" xI A x>0
cioe “non é vero che esste dmeno un demento di A negetivo’, ossa “tutti gli dementi di A sono non

negativi e quindi postivi”.

In generderisulta:

P:" xT AD(x)evera Pb  P:$xT A:D(x)nonévera (éfalsa)

v

:$x1 A:D(x) évera
Q:$x1T A:D(x)evera P Q:" x1 A D(x) nonévera (éfalsa)
Q:" xT A D(x)evera
Dunque da quanto visto finora discende la seguente regola di carattere generde per negare una
proposizione P ndla quae intervengano uno de due quantificatori " , $ ed una proposizione D basta

cambiare il quantificatore e sodtituire D con lasuanegazione D .

ESEMPI
1) P : tutti i triangoli sonoisosodli (fdso!) P P : esisedmeno un triangolo isoscele
Errore: tutti i triangoli non sono isoscdi
2)A={1 2 3 4,5
P:$x1 A:xémultiplodidue P P :" xI A, xnoneémultiplo di due
Errore: $x1 A: xnon & multiplo di due
3 A=N
P:"xITN,x¥*t 5 b P:$xI N:x* =5

Definizione 5.2.
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Date due proposizioni P e Q s dice che P implica Q, se accade che Q everaselo e P. In smbali:

@ PPQ

Osservazione: il smbolo P P Q s puo leggere in uno dei seguenti modi:

P implicaQ

daP segueQ

P e sufficiente per Q

Q econseguenzadi P

Q e necessariaper P
S nati inoltre che la (2) afferma che se P é vera anche Q e vera, cioe il verificars di P e sufficiente a
garantire il verificars di Q; cio, pero, non sgnifica che se P non g verificadloranon s verifica neanche Q.
Secondo la definizione 5.2. se P é fdsa non possiamo dire nulla su Q che, quindi, potrebbe risultare vera
o fasa. Da ci0 segue che, se sgppiamo che Q e fasa possamo senz dtro concludere che P efdsa, mase
Q e vera non possamo concludere nulla su P che potrebbe essere vera o fasa. Riassumendo, Pb Q
ggnificache P é sufficiente per Q" oppure, se s preferisce, “Q e necessaria per P”, cioe:
a) 4 veificaP dloras verificaanche Q
b) il fatto che P non g verificanon esclude il verificard di Q
) Q s puo verificare senza che da verificata P
d) se Q non e verificatadloranon lo e neanche P
In particolare € importante osservare che la d) afermal’ equivaenza delle seguenti implicazioni:

PP Q e Qp P

cioedire“P implicaQ” éequivdenteadire“non Q implicanon P”.

ESEMPI
1) P = x éuno studente di Scienze Palitiche ddl’ Universtadi Teramo
Q = x euno studente ddl’ Universita di Teramo
Intd caso s puod afermare che:
a) Pb Q (seeveaP dloraéveraanche Q)
b) PH Q (il fato che P non sia verificata non implica che non sia verificata neanche Q; in dtre paroleil

fatto che P non gaverificatanon esclude che g verifichi Q; nel nostro esempio, quindi, il fatto che x non sa
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di Scienze Politiche ddl’ Universta di Teramo non implica che x non Saiscritto atae Universitao, se
preferisce, non eclude che egli Sa studente ddll’ Universitadi Teramo )
c) QF P (s Q éveranon e detto che lo sia P: x potrebbe essere uno studente di Giurisprudenza
del’Universtadi Teramo ed in tal caso Q sarebbe veramentre P fdsa)
d Qb P (se Q non é veificata dlora non lo & neanche P: se x non & uno studente dell’ Universita di
Teramo dloranon puo essere ddlla Facolta di Scienze Politiche dell’ Universitadi Teramo ).
2) P =T euntriangolo equilatero

Q = esgono unacirconferenzainscrittain T ed unacircoscrittaa T
Evidentemente 5 ha
a) PP Q (s T éun triangolo equilatero alora esstono sa una circonferenza inscritta in sauna
circoscrittaad esso)
b) PH Q (se T non é un triangolo equilatero non & detto perd che non Sa possbile inscrivere una
circonferenza e circoscrivere una circonferenzain T; se, ad esempio T € un quadrato, cioé P éfadsa, sara
senZ' dtro possibile inscrivere e circoscrivere circonferenze in T, cioe Q € vera; se, invece, T € un panino
conil sdame, cioeé P efdsa, dloraanche Q éfasa
c) QF P (seedstono Sa una circonferenzainscrittaa T che una circoscritta ad non edetto che T
slaun triangolo equilatero: potrebbe, ad esempio, essere un quadrato )
d) Qb P (s non esistono né una circonferenza inscritta né una circonferenza circoscritta a T dlora T

Scuramente non € un triangolo equilatero ).

In maniera nadoga a quanto faito nel precedenti paragrafi per gli indemi € possibile definire le seguenti due
operazioni traproposizioni:
disgiunzione, indicatacon U ( dd latino vel ): o anche oppure o ( non exclusivo)

congiunzione, indicatacon U: e

ESEMPI

1) Cercas segretaria o dattilografa= cercas segretaria U dettilografa
2) AEB = {x:xT AoxT B} = {x:xT AUxI B}

3) Vado dl’ Universita e sudio = vado dl’ Universita U studio

4) ACB = {x:xT Aexl B} = {x:xT AU xI B}
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Osservazione: s goplichiamo I’ operazione di hegazione vagono le seguenti relazioni:

a) non(PUQ) = PUQ

b) non (PUQ) = PUQ

che storicamente sono le vere formule di De Morgan, anaoghe a quelle viste per I’ unione, I'intersezione
ed il complementare di indemi.
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