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Un’osservazione sulle disposizion

circolari.

Sommario. Si prova direttamente (1) la coincidenza
tra la classica formula di Moreau (2) delle disposizioni
circolari con ripetizione con quella derivante dal teorema
di Polya (3). Si trovano anche legami aritmetico-funzionali
tra dette disposizioni e quelle semplici, con funzioni espri-
menti la soluzione del classico problema delle collane

aperiodiche.

* * *

E noto che se m, n& N, = {1, 2, 3, ...}, indicando con
Z..(n) il numero delle disposizioni circolari con ripetizione

di m oggetti di classe n (ad n ad n) si ha:

1 p
2.n) = £ — I p(—) m?
p|n p d|p d

la somma essendo estesa rispettivamente ai divisori p di n

e d di p ed essendo 1t la ben nota funzione di Mobius.

(1) Questa nota & nata da una strettissima collaborazione tra gli
Autori nell’ambito degli Istituti matematici delle Facolta di Scienze
e Ingegneria dell'Univ. de L'Aquila e non €& possibile discriminare i

singoli contributi.

(2) Cfr. C. Moreau I[1]. T numeri I[1], [2], .. indicano i numeri

d'ordine dei lavori riportati nella bibliografia.

(3) Cfr. L. Comtet I[2].
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Introdotte le funzioni aritmetiche:

Nn) = n
uln =1 v nE N,
D.(n) = m"(n) =m=®

(—1)"n=p;..p, primi dist.
=1

p.(n) = \ 1
f 0  altrimenti

dove m™ & il numero di disposizioni (rettilinee) con ripeti-
zione di m oggetti ad n ad n, e ricordando che se f, gEN;*
(¢ campo complesso) si definisce il prodotto (4) alla Di-

richlet ponendo:

n

(fxg) (n) = Z fld) g (—)
a|n d
puo scriversi:
1
-@m = T (mep*)xu
N

da cui ricordando che si pone (5):

of =Ff xp
Jf=FfXu

pud scriversi essendo u l'inversa della p.

1 1
agm:—_amN=

—— 0 Dn.
N N

(4) Cfr. F. Pellegrino [3].
(5) F. Eugeni [6] cfr. la (3, 4) e la nota (16).



Del resto seguendo Mac Mahon (6) e piu recentemente
Polya (7) puo anche dirsi. che é:

i n

D) = — ¥ @o(—) mt
n din d
e quindi:
h
D, = —— (exm") .
N

Proviamo direttamente l'identita dei secondi membri
delle formule esprimenti Z,..

Poiché N é una funzione incondizionatamente (o com-
pletamente) moltiplicativa (8), essa & distributiva rispetto
al prodotto alla Dirichlet e si-ha:

NZ,=m"X t X Nu=m"XpXN=m"% ¢,

e pertanto & provata la coincidenza de! secondi membri
delle formule di Moreau e di Polya.
__ Per proseguire le nostre considerazioni & indispensa-
bile, sia pur trascurando gli ovvii dettagli, trattare a sommi
capi la soluzione di Rota (comunicataci verbalmente) del
problema delle collane aperiodiche. y

Siano D = {1, 2, 3, .., n}, R un insieme di cardinalita
m ed f, g € RP. Si pensi agli elementi di D come vertici di
un poligono regolare di n vertici ed agli elementi di R
come m tipi di perline (o colori) da sistemare nei vertici
del poligono, cosi da formare collane: una f € R® pud es-
sere pensata come una collana. Se C, & il gruppo ciclico
generato dalla permutazione (123 ... n) allora si dira che

(6) Mac Mahon I[5].
(7) L. Comtet [2] (cfr. pag. 263 opera citata).

- (8) F. Pellegrino [41] (cfr. 1a (17, 2) e teorema seguente).
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f e g sono in relazione ~ se esiste una ¢ € C, tale che
f o = g. Si prova facilmente che ~ & una relazione d'equi-
valenza e chiamo modello una classe di equivalenza. Di-
remo che f &€ R® & aperiodica se:

fo = =06 = ¢

dove ¢ & la permutazione identica di C,.. Una f € R” & pe-
riodica se esiste almeno un ¢ € C,, ¢ ¥ ¢ tale che fo =1,
Si prova agevolmente che:

G;:{GE-ECn:fG f}

& un sottogruppo di C,. Possiamo cosi associare ad f € R’
il sottogruppo G; che chiameremo il periodo di f. Le fun-
zioni periodiche corrispondono cosi biunivocamente ai sot-
togruppi di C, e quindi ai divisori di n.

Ad ogni sottogruppo G di C, associamo i due numeri
f(G) e g(G) cosi definiti:

f(G) = il numero difunzioni di periodo G,

g(G) = il numero di funzioni il cui periodo contiene
G come sottogruppo.

Allora sara:

g(@ = I fHD)
H2G

essendo H un sottogruppo di C, e quindi per il teorema d’in-
versione di Rota (9) risulta:

flG) = X gH) w (G, H
H2G

(9) G.C. Rota [8]. Si tratta del teorema d'inversione che genera-
lizza il classico teorema d’inversione di Mobius nel prodotto di Dirichlet
all’algebra introdotta da Rota.
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dove | & la funzione (9) di Mébius-Rota del reticolo dei
sottogruppi di C,. Se G = {&} & il sottogruppo di C, co-
stituito dalla sola identita, allora f( {e}) & il numero di fun-
zioni aperiodiche. Se il sottogruppo H & di ordine d, un
divisore di n, allora g(H) = m", Inoltre il reticolo dei sot-
togruppi di C, & isomorfo al reticolo dei divisori di n e per-
tanto (9) é: |

v {e}, H) = p (1,d) = p (d)
quindi:

f{e})) = 2 u (d) mol

dj'n

¢ il numero di funzioni aperiodiche definite su un n-insieme
ed a valori in un m-insieme rispetto al gruppo ciclico C,.
Denotato con <7, (n) tale numero, pud dirsi che:

Indicato ora con M,,(n) il numero di modelli aperiodici
di funzioni da un n-insieme in un m-insieme rispetto al
gruppo C,, si ha:

M. (n) Z nld) m"®

H
L

(10) 11 principio d’inversione di Mébius con il nostro simbolismo
dice che se G = S g allora g = 3G. Cfr. ad esempic F. Eugeni ([8].



e quindi: ,
L 1 ’ 1
Mm:_“—_(I-LXmN) ="_"_"‘aDm
N ‘ N
ed essendo
1
N
si ha
Mm — 9m

ed invertendo secondo Mobius:

Dy = Mu=M, X u.

Ad esempio per m = 2 ed n = 4 risulta 2,(4) = 6 ed
M. (4) = 3, quelle di fig. 1 sono le collane o disposizioni cir-
colari, di due oggetti a quattro a quattro, le prime 3 es-
sendo quelle aperiodiche, ed R & un insieme di due
colori, atto a caratterizzare in figura le ripetizioni.

| o |
D O- lu_,__ — i B &

Si noti inoltre che se n & primo, diciamo p, allora la
espressione di M. (n) diventa:

Q
O

—

1 1
— 2 pld mP? = —— (1) m? + plp) ml =
p p
1 m
- —— (M —m) = —— (mk—1)

p h - P
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e quest’'ultimo & un naturale. Se p & primo con m allora esso
deve dividere m**—1, pertanto segue:

p primo, (m,p) =1=>m*> =1 (p)

ritrovando cosi il classico Teorema di Fermat sulle con-
gruenze per via combinatoria.

Ci sembra possa valere la pena di indagare ulterior-

mente nel significato di analoghe formule che estendano
quelle trovate ai razionali, nell'ordine di idee di quanto
ha fatto B. RIZZI (cfr. [7]).
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