ARTICOLO DODICESIMO

Sulla teoria elementare degli isoperimetri di OscA®r CHISINI
a Bologna.

La teoria antica degli isoperimetri quale si frova mnel
V libro di Parro & dovuta a ZENODORO (‘): essa contiene gia
le proposizioni principali, cioé che il triangolo isoseele ha
area maggiore di ogni triangolo di ngual base e perimetro,
che il poligono regolare ha la superficie massima fra tuttl
i poligoni isoperimetri collo stesso numero di lati, che
I'n - 1-gono regolare racchiude area maggiore dell’n-gono
regolare di ugual perimetro, e che infine il cerchio ¢ mag-
giore di ogni poligono che sia racchiuso da egual contorno.

L teoria resta poi invariata finche, col sorgere del calcolo
differenziale e con la diffusione delle ricerche di massimo e
di minimo, nasee il problema del poligono articolato, cio®
il problema di trovare quale sia il poligono di area massima
fra tutti quelli con dati lati. La risoluzione di questo problema.
& dovuta a OraMER (%); il quale dimostra, prima elementar-
mente ¢ poi col sussidio del ealeolo differenziale, che fra tutti
i quadrangoli con dati lati ha area massima quello iserittibile
in un cerchio, e da questa proposizione deduce che il poli-
gono iscritto ha area maggiore di ogni altro che ne abbia i
medesimi lati.

Questo resta il contenuto fondamentale della teoria
classica sul massimo delle figure piane isoperimetriche,
quale la troviamo ecodificata per esempio mnel trattato di

(4y Cfr. Zeitschsift fitr Math. wnd Phys. Bd 22 nell’ Hist. und Diter.
Abteilung a pag. 173 Part. di CANTOR.

&) Cfr. Histoives de U Academia Royale de Sciences et Belles Lettres,
Bel‘lino anno 1852, pag. 283,

{
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ToMMASINO (') e nel notissimo Abregé de Isopérimetrie (*) di
LHUILIER.

Se il sorgere del caleolo differenziale aveva richiamato
I’ attenzione sulle questioni di massimo e di minimo della
geometria, i metodi del caleolo fecero poi abbandonare i pro-
cedimenti sintetici: questi ritornano in onore con STEINER (),
il quale riprende le proposizioni dell’isoperimetria piana,
deducendo le proprieta dei poligoni iseritti e dei poligoni
regolari dalla proprieta di massimo del cerchio che egli
dimostra direttamente: e per questa via egli puod facilmente
-estendere i suol teoremi alle figure sulla sfera.

T notevole in SteINER la varietd e ricchezza dei metodi:
merce cai egli pud anche trattare brillantemente i problemi
«(di massimo e di minimo relativi ai solidi determinando quali
piramidi ¢ prismi racchindano volume massimo sotto deter-
minata arvea, e dimostrando che la sfera & il sclido di volume
massimo fra quelli di egual superficie. Inoltre egli infravede
“ed enuncia il teorema dimostrato poi da LiNpeLOR (*): fra i
poliedri di data specie, quello che raechiude il volume mag-
simo softo data superficie & circoscritto a nuna sfera che tocca
le singole faccie nel loro baricentro.

Cosl si svolge e si compie la teoria degli isoperimetri,
di eui — con qualche dilucidazione e complemento — rico-
struoiamo storicamente lo sviluppo nei primi Capitoli di questo
Artieolo.

Le dimostrazioni pero, quali furon date da Parro fino
a4 STEINER, presentano tutte una lacuna fondamentale,
messa in rilievo dall’ analisi moderna: si ammette che esista
un n-gono di area massima fra guelli di dato perimetro,
una curva d’area massima fra quelle di dato eontorno, ecc.
Quindi la mnecessith o di dimostrare gmesto postulato o
‘di stabilive in modo diretto i teoremi, indipendentemente
~da esso.

(1) Ctr. ToamasiNt Jac. ANDREAE, De Mawimis et Minimis, Pisis, 1774

(*) Questo Abrégé © 1’appendice del libro di Luumnier intitolato
Polygonometrie ed edito a Ginevra nel 1789, Cfr, anche dello stesso A. il
De relatione mutua capacitatis et terminorum figuraruwm, Vorsoviae, 1782

(*y Cfr. nel « Journal de Crelle » del 1842 le due memorie di STRINER,
Sur le maximum et le minimum des figures dans le plan, swr le sphive e
~dans T espace en -général.

* Cfr. Math. Annalen, Bd. II, pag. 150,
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Ora la dimostrazione del postutato consegue dagli svi-
luppi saperiori dell’analisi moderna (Cfr. Art. 13). Ma anche
restando nel campo elementare, 1 teoremi di ZENODORO e
di OramMuRr si possono dimostrare rigorosamente, seguendo
CARATHEODORY e Stubpy (Y), ove s’interpretino le dimostra-
zioni classiche come procedimenti di trasformazione che
conducono a serie illimitate di figure convergentt wverso unda
figura limite.

Appunto CArATHROPORY e S1UDY, prendendo le mosse
dalla teoria di STEiNeR, hanno dimestrato: il primo che il
cerchio ha area massima fra tutte le curve di ugual contorno,
e il secondo ehe il cerchio ha area maggiore di gualunque
poligono che ne abbia lo stesso perimetro; ed una semplice
trasformazione dei ragionamenti usati da CARATHHODORY,
¢i offre la trattazione elementare dei poligoni isoperimetri
emendata dalla lacuna tradizionale.

Con cid la teorvia stessa potrebbe ritenersi esaurita; ma si
affaceia naturale la domanda se gli stessi teoremi non pos-
sano rendersi indipendenti dal presupposto del massimo, con-
frontando direttamente il poligono regolare a uno di quelli
di ngual perimetro o il poligono iscritto nel cerchio a uno di
quelli ehe ne abbia i medesimi lati ¢ dimostrando in ciaseun
caso che il primo ha area maggiore del secondo. Ho potuto
rispondere a questa domanda limitandomi all’uso di proce-
dimenti affatto elementari ed euclidei, e presento quindi i
risnltati cosi ottenuti, come a coronamento dell’edifizio. Cio
che qui appaia di meno semplice e rapido in confronto ai
metodi classici varrd almeno a mettere in maggior luce tutto
il valore che appartiene alle proposizioni esistenziali nelle
ricerche di massimo.

L’ ultima parte della nostra trattazione si riferisce all’iso-
perimetria solida. Qui per altro. e¢i limitiamo ad esporre i
classiei sviluppi di STrRINER, compilati per 1 poliedri da
LINDDLOF, ammettendo in generale il postulato del mas-
simo. A cid servono di complemento alcune note critiche.

() Cfr. Math. Annalen, Bd. 68, pag. 133,
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Carrmroro L.

La teoria degli isoperimetri in Pappo (*).

§ 1. Lemmi sui triangoli. — Lemma I. Fra tufti i trian-
goli di data base e dato perimetro il massimo & I'isoscele,
e pit generalmente fra due ftriangoli di ugual base e di
ngnal perimetro & maggiore quello che pitl si accosta al
triangolo isoscele, cio¢ in eui & minore la differenza fra gli
altri due lati.

Per la dimostrazione vedi Cap. ITI, n. 2 e 3.

Lemma. II. Siano dati (Fig. 1) 1 triangoli ABC e BDE
isosceli e simili fra loro, e i triangoli ABC" e BDE' pure
isosceli, ma non simili fra loro, e sia

BC-\- BE = B(' + BE'

¢iod 1 due primi triangoli ABC, BDE abbiano insieme lo
stesso perimetro degli altri due triangoli ABC', BDE'.
Dico che i triangoli

ABC e BDE
presi insieme hanno area maggiore dei triangoli

ABC e BOE
pare presi insieme. ;
Noto che ¢ e €' sono sull’asse di AB, ed £ e £ sul-
1asse di BD.

BEssendo
BC - BE = BC' 4+ BE'

se (' & esterno al triangolo A BC sard I’ interno al triangolo
EBED o viceversa, {
Per fissare le idee supponiamo che sia £ esterno ad 4BC.

(Y) Ofr. Parpi ALeExANDRINI, Mathematicae Uollectiones, Bononiae,
MDCLX, e anche nel terzo volume dell’edizione Hultsch (Berlino, 1878)
alla pag. 1189 il supplemento Zenodori Commentarius de Iliguris isope-
rimetricis.
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Distinguiamo due casi
1) AB = BD
2) AB > BD.

Per semplicitda daro la dimostrazione del teorema solo
nel primo caso che é
quello che effettiva-
mente serve per il resto
della teoria,

Riapo (e Oy
simmetrici di ¢ e
rispetto AB.

Per ipotesi ¢

ABC—EBD

quindiitre puntiC, B, F,
sono per diritto, ed &
quindi ¢, B+BE—=C E.
Inoltre pur per ipotesi &

ABC == E'BD

<3

quindi i ftre punti
¢'B, E', non sono per Fig. 1.
diritto, e quindi &

C'B+ BE > C'FE.

Siccome poi ¢ anche

EB-+ BO=—TF B BC’
cosl ho

EC, =EB+ BO=EB+ BC'=EB+BC'>EC,.

Ora essendo 0C' e EE parallele fra di loro, ho che C E
¢ pit inelinata su E'E che non la C,E quindi se da (|
mandassi Ia parallela alla €' E’ questa taglierebbe il segmento
F'E, qunindi ho

EE = 0,0/
e quindi anche
HE =0,

F. ENRIQUES - TT. ; 35
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Ho quindi che la differenza fra le altezze dei triangoli
ABC e ABC & minore che la differenza fra le altezze del
triangoli

BDE e BDE

esgendo inoltre
AB < BD

& la differenza fra le aree di ABC e ABC' minore che la
difterenza fra le aree di BDE ¢ BDE, quindi

area ABC 4+ area BDE > area ABCQ' + area BDE'.

§ 2. Teorema di Zenodoro: massimo fra i poligoni isope-
rimetri. — Ammettiamo che fra tutti i poligoni isoperimetri
di n lati ne esista uno di area massima., Da questo postualato,
che non & enunciato esplicitamente da Parro e sul quale
ritorneremo pitt avanti (Cfr. Cap. V, § 18) e mediante i lemmi
del paragrafo precedente deduciamo il

Teorema. Fra tutti i poligoni isoperimetri di = lati il
massimo © il regolare. (Vedi Fig. 2).

Infatti sia A, A4,...4, il poligono che realizza il massimo.

Hsso deve essere equilatero.
Se cid non fosse esso avrebbe
almeno due lati consecutivi di-
suguali. Siano essi per esempio

A s A A

Sulla base A, 4, costruiamo
il triangolo isoscele 4, 4,"A, per
il quale sia

AiAgl =+ A;A;l = 'A'IA‘E . ‘AE A?-‘

Il punto A, insieme cogli
altri A, A,....A, mi determina un
poligono A A, A, ... A, che ha lo stesso perimetro di 4, 4,....4,
avendone perd area maggiore, in quanto il triangolo 4, A4, 4,
ha area minore del triangolo 4, A, 4,; e civ sarebbe contro
I’ipotesi che il poligono A, A,.... 4. sia il massimo fra tutfi
gli ennagoni che ne hanno il medesimo perimetro.

11 poligono A, 4,....A, che realizza il massimo deve anche
essere equiangolo. ‘ ‘

Fig. 2.
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~ Questo si vede immediatamente nel caso di n =4, perché
il guadrato ha evidentemente altezza (e quindi area) maggiore
(i un rombo che ne abbia gli stessi lati.

Possiamo adunque supporre n > 4. Occorre mnotare dap-
prima che se il nostro poligono non ¢ equiangolo vi sono
almeno due angoli disuguali non consecutivi. Infatti se questo
non fosse, anzitutto dovrebbero essere tutti gli angoli di indice
pari nguali fra di loro, e cosi pure uguali fra di loro quelli
di indice dispari. Per di pit dovrebbero essere uguali i due
angoli non consecutivi A, e A4,. Ma essendo uguali 4, e 4,
tutti gli angoli di indice dispari (che gono nguali fra loro) saveb-
hero ugunali a tutti gli angoli di indice pari (che sono uguali fra
loro) e il poligono sarebbe equiangolo contro I’ ipotesi. Dungue
& assurdo che non vi siano due angoli disuguali consecufivi.

Oid posto siano A, e A, due angoli non consecutivi disu-
guali. (Vedi Fig. 3).

Supponiamo, per fissare le idee,

A=y
‘Consideriamo i triangoli

Ar—lAs‘A-r+1 e As—lAeAs—H-

Hssendo
3 Apdy =— N A0 — -A-é-‘ g4, = -A-.c AH—I
sara
A,-_]_,A,,- 1= Asfl A.H 1.
Divido il segmento As

24, 4,41 In due partixz e ¥y
proporzionali ad A, 14,4
e A, (Aeq, cioé ho
r+y =244
€ 4-49'71 AT‘rl

'?f " As—l As+1 ’

Uio fatto costruisco il
triangolo isoscele

Ay A Ay g
in eui &

A, = A dy v=w
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e il triangolo pure isoscele
As+1A’s-Asfl
in eni &
_{h+1 A’g = A’sAs*l =1
Ora se nel poligono

1, NE
Aa'—l A—‘l‘—A-'i' 11

ai triangoli

e
. As—f] AsAs-kl
sostitnisco i triangoli
Arfl A’?‘-‘{i-’JLFI

A—s—l Als Ae-l 1

ottengo un poligono dello stesso numero di lati, dello stesso
perimetro e di area maggiore, in quanto per il lemma IT la
somma dei triangoli

Ar —1 A’,. -A-a'—i—i e —A-e—l Ars As+1
& maggiore della somma dei triangoli
Ap A An & As g A A,

Ma questo contraddice all’ipotesi che 4 A,....A, sia ’en-
nagono che racchiude 1’area massima fra i snoi isoperimetri,
dunque & assurda D'ipotesi che esso non sia equiangolo. -

Concludendo 1’n-gono d’area massima fra i suoi isoperi-
metri dovendo essere equilatero e equiangolo ¢ 1’ n-gono
regolare.

Dal teorema precedente deriva il

Corollario. 11 poligono regolare di » lati ha area minore del
poligono regolare di -1 lati che ne abbia lo stesso perimetro.

La dimostrazione datane da PArro consiste essenzial-
mente nel far vedere che 1’apotema dell’n-gono & minore
di quella dell’ n + 1-gono.

Pin semplicemente: prendiamo un punto 4,4 sul lato
A, A, dell’n-gono. Allora I’n-gono regolare A A4,... 4, si puo
riguardare come un » -+ 1-gono non regolare 4, A4,....A, 4, €
questo, sappiamo, ha area minore dell’n + 1-gono regolare di
ugnal perimetro.
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§ o. Proprieta isoperimetrica del eerchio. — Il cerchio.
ha area maggiore di ogni poligono P’ che ne abbia lo stesso
perimetro p.

Per il teorema di ZeNxoporo basta dare la dimostrazione
nel caso che P sia regolare.

Sia ¢ il eerchio di perimetro p. Sia P’ il poligono simile
a P eirvcoseritto a C': p° sia il suo perimetro. Indico con a e
a' gli apotemi di P” e P e noto che «' & il raggio di C.

Si ha

@ P

7

a  y
Ma p" perimetro i un poligono circoseritto a ¢/ & maggiore
i p civconferenza di '; & quindi « <~ a'.

: e 1 ; A
Ora Parea di P é data da 5ap e quella di U'da ap,

quindi 'area di € ¢ maggiore di quella di P.

JAriTono ILI.

I1 Teorema di Cramer: massimo dei poligoni articolati (‘).

§ 4. Caso del quadrangolo. — Teorema. Tra futti i qua-
«drangoli con dati lati quello iserittibile in un cerchio & massimo.

Siano (Fig. 4) i due quadrangoli
ABCD e A'BCLD

col lati omologhi uguali, e sia ABCD iserittibile.

Nel quadrangolo ABCD la somma di due angoli opposti ¢
nguale a due retti, esso avra quindi due angoli non acuti
consecntivi.

Siano essi A e B.

Sia il qnadrangolo A'B'C" D" non izerittibile, quindi diverso
dal quadrangolo ABCD. Sara

A+4 ¢ B+B

(1) Cfr. Histoires de I Aeademie Royale de Sciences e Delles Letires
de Berlin, Auno 1852, pag. 283 la memoria postuma di CRAMER.
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Se

Az A,

i due triangoli ABD e A'B'D’ hanno

A<= A
AB=A'F
AD=A"D",
& quindi
B'D < BD.

(Considerando allora i due
triangoli BDC e B'D'C si ha
(il 0

Per la stessa ragione se
fosse anche B << B sarvebbe
D' =< D, il che ¢ impossibile
essendo

A+B+ 04+ D=A+B 0+ I

dunque non pud essere contem-
poraneamen te

A< A e B<B

Fig. 4.

e per la stessa ragione non
Pud neppure essere contemporaneamente

A=At e B<=B.

Conclidendo uno dei due angoli A" e B dovrad esser
maggiore e 1’altro minore dell’omologo: per fissare le idee

snpponiamo che sia
B =B,

Conduco AE perpendicolare a BC e AF perpendicolare
a DC e analogamente costruisco A'E" e A'F.

Consideriamo per ora il caso in cui F” non sia esterno
a D'F, cioé il caso in cui

|

<

g owll -Df S

Lol
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Sicecome il quadrangolo ABC'D & iserittibile sard B+ D=180°,
quindi _ _ :
ABE = ADF !

e quindi i triangoli
ABE ¢ ADF
sono simili e si ha
I AE AF
) BE~ DF

Inoitre essendo per ipofesi
ABC < A'B(,
EAB< E'A'FB,
ad essendo inoltre, come abbiamo gid notato

ADC < A'B'Cf

e
J DAY > DA'F.
B quindi
o AL AE
& BE~ BE
- ) AE = J_i;li
DF ~DF

Dal triangolo ABC si ha

AC" = AB’ 4+ BC* +2BE- BC
e dal triangolo ADC

AC' = AD* + DG' — 2DF - DO.
Indi

4y AB'4 BO +2BE-BC=A4D+ DC" —2DF: DC.

La stessa relazione vale per il quadrangolo A'B'C"D" e si ha

5] AR LB+ 2B E-BC =40 +-DC —2DF" .

Essendo

AB=A'B, BC=PFC, AD=AD, H=D¢
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si ha dalle 4) e 5)

BE-BC+DF-DC=BE-BC +DF-DC.
Quindi essendo BO=B, DO = D
_ BUBE — BE)— DO(DF — D'F)
cioe ‘

6) BC DF e F

: D0 BE—BE
I triangoli rettangoli
ABE e A'BE

hanno ugual ipotenusa: ¢ quindi

AE'+ BE = A'E" + BE"

ciod

. AE+ABYAE—AH)=(BE + BEXEE — BE)
ciog

7 AE+AE __BI — BE

BE L BE AE-—AE
Nello stesso modo si ha

AF+AF DF—_DF

8 == —— = =
)| DF--DF AF —AF
J Ma dalla 2) si ha

2 AE - 4F - AF
BE+ BE ~BE

e dalla 3) e 2a o],

%) AF + X'F _ AT
DF+DF D

Quindi per le 1) 7) 8) si ha
9) BE—BE _DF-—DF
A A7 AW —AF
cioé

DF—DF >ﬁ’ — AF
BE — BE~ AE—A1FE
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e per la 6)

BC AF —AF
e AF -3 F

S
Cloe

BC.-AE+ DC-AF > DC-AF +BC-A'E.
Ma

BCO.AE & Davea del triangolo ABC,
DC-AF & Vavea del triangolo ADC

quindi BC- AE 4 DC- AF & Iarea del quadrangolo ABCUD ¢
analogamente, essendo BC = B¢, DC =D, BC-A'E +
- DC- A'F & Darea del quadrangolo A'BC'D.

81 ha quindi che I"area di. 4 BCOD ¢ maggiore dell’area
di A'BCD. )

Abbiamo dimostrato il teorema nell’ ipotesi di D' < 90",
Se D’ fosse > 90°, costruisco il quadrangolo A"B"C"D" coi lati
ugnali agli omologhi di A’B'C"D’, in eui I'angolo D" & retto.

Bssendo D' > D sara B' >> B, quindi il quadrangolo
A'B'C'D" sard minore del quadrangolo ABCUD.

Inoltre il triangolo A"D'C” & maggiore del triangolo
A' D' essendo ngnali le basi A'B e A'B', ed essendo 1’al-
tezza di A"D'C" maggiore dell’altezza di A'D'C" essendo D°
reftto.

Ora essendo D' D' & B' < B, pur restando B’ ottuso
essendo maggiore i B.

Analogamente il triangolo A'B'C" & maggiore del
triangolo A'B'¢f, in quanto hawno uguali le hasi A'B
e A'B, e Daltezza di A'B'C" & wmaggiore di quella di
A'BC, in quanto I’angolo ottuso B" & minore dell’angolo
oftuso B j

Quindi 1" area del quadrvangolo A'B'C’D" & minore del-
Parea di A'B'C'D’, e in definitiva « fortiori 1"arvea (i
A'BCD & minore di quella di ABCD ().

(1) La dimostrazione che Cramer di di questo suo teorema ha I’ aspetto
puramente enclideo non contenendo passaggi algebriel 1 guali sono sosti-
tuiti dalle trasformazioni sulle proporzioni. Ilo ecreduto perd opportuno
presentare la dimostrazione in questa forma per facilitarne la leftura che,
per la dimostrazione originale, riesee in veritd pinttosto faticosa.



bod ¢ 0. CHISINI

Nora. L'ipotesi che il quadrangolo ABCD sia iscritto
in nn cerchio, cioé che
AE AF
BE  DF’

serve solo per passare dalle 7) e 8) alla 9).
Per questo passaggio & sufficiente che sia

AL o4l
BE ™ DF

Notiamo inoltre che le formule 6) 7) 8) esprimono solo le

costruzioni esegnite sni quadrangoli ABCD e A'B'C'D'.

Possiamo quindi concludere che 1’area di tn quadrangolo
ABCD ¢ maggiore di quella di un quadrangolo A'B'C'D’ (i
cui lati sono uguali agli omologhi del precedente) quando si
abbiano le tre disnguaglianze :

7 < " B DF
cioe per gli angoli,
FAB>EAB> DAF > DAF
B —90°>B—90°>>90°— D=9 —D,
B D— 180" < B+ D — 1807,

ciod quando la somma di due angoli opposti del primo qua-
drangolo differisea da 180° gradi meno che non T analoga
somma del secondo.

$ B. Uaso del poligono generale. — Ammettiamo ora che
esista un poligono di area massima fra tutti quelli con dati
lati: questo postulato & adoperato da CrAMER nel suo ragio-
namento senza essere esplicitamente ennnciato, e su di
“esso  ritormeremo in seguito (Cfr. Cap. V, §§ 8-13). Cio
ammesso, dal teorema del numero precedente deriva I'altro

Teoreme (Ai OrRAMER), Fra tutti i poligoni di cui sono
dati i lati, suecedentesi in un ordine assegnato, & massimo il
poligono iseritto in un cerchio.

Questo teorema & gid stato dimostrato per il quadrangolo.

Si considerino ora i poligoni con n >4 lati assegnati (in
orandezza ed ordine). Per quanto abbiamo ammesso vi sard

1
)
!
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in questa eclasse un poligono P di area massima. Se I’ non
fosse iserittibile avrebbe
almeno quattro vertici

A, A A,4,

non appartenenti a un Aq."
cervehio. /

Considero allora (vedi
Fig. 5) il quadrangolo
A AA,A,

Sostituisco, nel poli-
gono dato, al quadran-
golo A.AA,4, il qua-
drangolo A,/ 4,4,/ A che
ne abbia gli stessi lafi
e sia inscritto in un
cerchio, e ¢id lasciando invariate le altre parti del poligono.
Ottengo cosi un poligono P’ che ha un’area evidentemente
maggiore di P pur avendone gli stessi lati.

BEbbene (uesto & contro I’ipotesi, quindi P & iserittibile
in nn cerchio.

§ 6. Unicith del poligono articolato inserittibile. — A
questo punto & opportuno dimostrare che & unico il poligono:
con dati lati inserittibile in un cerchio.

A tale oggetto premetto aleuni lemmi.

Lemma I. Se due poligonali (convesse)

Aol
e
Y i e I
hauno i lati ordinatamente nguali, e tntti gli angoli uguall
meno uno, il lato di chinsura & maggiore in quella che ha,
I’angolo disuguale maggiore.
Infatti
Supponiamo che sia

-A-:' < A["
Noto che i poligoni

A Aoy o6 ALy v dd
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.

sono uguali, e eosi pure 1 poligoni
Ay Ay,
AfA7 . AL -
Oonsidero i triangoli
A, A4:4, e ASAA).

B evidentemente

. AT, AT
ed essendo inoltre

A A =A'A! o AA,— A/AS
.A IA"‘ > Ai’A"'"

che ¢ quanto volevamo dimostrare.
Da qui deriva immediatamente il
Lemma 11, Se due poligonali

Ay Ay s iy
e RER o

hanuo i lati ordinatamente uguali e gli angoli della prima
sono tutti maggiori o ugunali (ma non tutti ugnali) ai lati

della seconda & '
A A A4

F come conseguenza si ha
Lemme ITI. Se due poligoni

2 A, e A
000 ndo Lk

hanno i lati omologhi nguali non possono -essere tutti gli
gli angoli del primo, meno due consecutivi, maggiori degli
omologhi del secondo.

Uio posto veniamo al

Teorema. Hsiste un solo poligono iserittibile in un cerchio
che abbia lati dati susseguentisi in un ordine assegnato.

Sieno a,, @,.... a, i lati dati; vi sard certo fra questi un
lato del quale nessun altro & pitt grande: sia eS80 ..
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(=1
+

Supponiamo che esistano due poligoni
Ay Higases Ay
PG e | B 1§
A AL il

di lati rispettivamente uguali ad @, «,.... @, ambedue inserit-

"
tibili. Vogliamo dimostrare che essi sono uguali.
Per ipotesi ¢
ahy =, A =—A ]
=l A =l A
i — il A =

Comineiamo col dimostrare che i due cerchi € e
circoseritti ai due poligoni sono uguali,

Supponiamo che non lo siano: sarva allora il raggio r del
primo diverso dal raggio 7" dell’ altro: per fissare le idee sia

e,
Hssendo @, non minore degli altri lati, i lati
.S [ (9 ROSDOR Y [
AAS, ASA, e Ay 1 A
saranno inseritti in archi minori di =, ed essendo r <<+ sard
: arco A, A, > arco A/ A

arco A, A, > arco 4,4,

arco A,_1 4,1 >arco A 1A, 4.
Sara quindi per gli angoli
A A A >AAAS
A, 4,4, > A'A'A/ -
A A A, >A'A'AS
A 11191_1 A" = AL’A'nfl.An’.

Il che & assurdo per il precedente Lemma III.
B adunque » =1
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Essendo »=1", gli avchi

d Al A Lt

risultano ugnali ai eorrispondenti, e cosl pure per gli angoli
s1 ha

y, =
Ab' ==: AHI
A==t =y

I due poligoni quindi, avendo ungnali tutti i lati e n—2
angoli consecutivi, sono uguali.

Da questo teorema, notando che una poligonale 4 4, .... 4,
inseritta in nn semiecerchio insieme alla sua simmetrica rispetto
al lato di chiusura 4,4, costitnisce un poligono inscritto in
un cerchio, si deduce immediatamente il

Corollario. E unica la poligonale di dati lati insecritta
in un semicerchio,

Nota. Fra i trattati sngli isoperimetri che mi sono noti,
Tunico che esamina la questione di unicitd sopra risoluta & il
Traité de Geometrie Elementaire di LmaoNprn. Ma la risposta
che egli porge & incompleta. LuanNpre dimostra etfettivamente
che & uniea la poligonale con dati lati iseritta in un semicerchio
ed afferma che la sua dimostrazione si puo estendere al caso
di un poligono qualundue. In fatto 1’ estensione del ragiona-
mento svolto dall’ A. suppone che ogni lato del poligono
inseritto nel eerchio sia sotteso da un arco minorve di 180°.

Carrroro III.

I’ assetto della teoria Classica.

§ 7. Proprieta di minimo della riflessione della luce e sue
-conseguenze. — Lemma. Se un raggio di luce deve andare da
un punto 4 a un punto B riflettendosi su di una retta HE,
-esso segue la via pit breve posgibile, cioe, dati in posizione
i punti 4 e B e la retta HK esterna al segmento AB, fra
tutte le spezzate ACB aventi il vertice C sulla retta HK, &
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minima quella in cui sono uguali gli angoli ACH ¢ KCE
che HK forma con i due lati AC e OB (!). (Fig. 6).
Per dimostrarlo costruiamo B’ simmetrico di B rispetto HA.
(onsideriamo la spezzata
ACRB in cul

HCA—= KCB
¢ la spezzata AC'B’ in cui
HO' A= KC'B
Noto che
B =0(CB
OB =5,

Sieccome

HCOA = KCB

Tig. 6.

i punti 4, €, B sono allineati.
Ho quindi che nel triangolo AC'E

AB < AC'+ C'B
e per conseguenza
: AC+ CB< AC'+ C'B.

Da questo lemma nel caso particolare c¢he HK sia paral-
lela ad AB si deduce immediatamente il

Teorema. Fra tutti i triangoli di ugnal base e ugnal area
’isoscele & quello che ha perimeftro minore.

Ora per la legge di reciprocitd (vedi Art. 11) resta dimo-
strato senz’ altro che:

fra tutti i triangoli di ugual base e ugual perimetro
1 isoscele ha la massima area.

Per 1a dimostrazione diretta di questa proposizione vedi
Cap. TV, § 13. 11 teorema ora dimostrato puo assumere la
forma pit generale:

Fra due triangoli AC, B e AC,B di ugual base 4B ¢ ugual

(1y Erone di Alessandria dednce appunto le proprieta della riflessione
della luce dall'ipotesi che essa percorra il cammino pitt breve possibile.
Cfr. Maon, Die Mechanik, TLeipzig 1901, pag. 398.
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altezza I, ha perimetro minore quello in eni & minore la
differenza degli altri due lati. (Ifig. 7).

Supponiamo
|
B
,a’ff} ‘AOL = Oz B
g A€, >¢€,B
¥ 0 o e e per di pit
% FEsly ey
S S R R .
s R AC,—C,B> AC, — C B,
e el dico che ¢
A B AC, 0, B AC-+ 0.8
Fig. 7.

Sia HK la parvallela
alla AB alla distanza Tv: su HK si troveranno ¢, e .

Sia ¢ il vertice del triangolo isoscele di base AB e
altezza h. Per le nostre ipotesi €, dovra esser distante da €'
pitt di €. Posso supporre €, e C, dalla stessa banda di C:
se ¢id0 non fosse mi ba%terebbe sostituire al triangolo
AC, B 11 triangolo AC'B suo simmetrico rispetto la mediana
di AB.

Sia B" il simmetrico di B rispetto HA.

Ho allora evidentemente

AC - €/ B AC,+C B

~quindi anche
ACQ, + C, B< AC,+ C, B.

Anche qui per la legge di reciprocitia risnlta implicita~
mente dimostrato che:
fra due triangoli di ugual base e ngual perimetro ha
area maggiore quello in cui & minore la differenza degli altri
due lafi.
Per la dimostrazione diretta di questo teorema vedi
Cap. 1V, § 13.

Nora. Le dimostrazioni sono qui sviluppate secondo il
ToMMARINO; in PAPPO invece si dimostrano direttamente le
due proposizioni reeiproche, pur fondandosi sulla propriefi
di minimo della ritlessione della luce.
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§ 8. Equilaterith del massimo-fra 1 poligoni isoperi-
metri. — Ammettiamo ora che esista un triangolo di area
massima fra tutfi i triangoli isoperimetri. Da qunesto postu-
lato (Y) deduciamo facilmente il

Teorema, Di tatti i triangoli di egual perimetrc I’ equi-
latero & il massimo.

Infatti il triangolo ABC che realizza il massimo deve
essere isoscele rispetto a qualsiasi suo lato assunto come base:
deve quindi essere :

AB=—FC —tid,

Come per il triangolo ammettiamo che in generale esista
mm n-gono di area massima fra tutti gli n-goni isoperimetri.

Da questo postulato (*) deriva il

Teorema. Fra tutti i poligoni isoperimetri di un dato
numero n di lati, il massimo deve essere equilatero (Fig. 8).

Sia A, A4,....4, il poligono
che realizza il massimo: se due
dei sunoi lati per esempio

A A, o A

non fossero uguali, sostituendo
al triangolo 4, A, A, il triangolo
isosecele 4, A,"A, di ngunal base
e di ungnal perimetro, ofter-
remmo un poligono 4 A, ... 4,
di perimetro uguale a quello
di A, 4,....4, e di area mag-
giore, contro I'ipotesi che
A, A, . A, sia il massimo.

Notiamo che mentre il triangolo equilatero ¢ determinato
dal suo perimetro, non cosi accade per i poligoni di piu di
3 lati: per determinave guindi quale fra gli n-agoni isoperi-
metri abbia la massima area dobbiamo premettere 2 lemmi
svolti nei due paragrafi seguenti.

Fig. 8.

§ 9. Lemma sul triangolo rettangolo. — Fra tutti i trian-
goli di eui sono fissati due lati « e b, e per i quali & arbitrario

(1) A proposite di questo postulato vedi Cap. V, § 18.
(3) Anche a proposito di questo postulato vedi Cap. V, § 18.

F. ENRIQUES - II. 36
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I’angolo compreso €, & massimo quello nel quale ¢’ & retto.
(Fig. 9)-
Consideriamo i due triangoli ABC e A'B'C’ nei quali &

A ‘ BOLEC —6

A=t =5

('—=90° mentre ' ==90°.

Dico ehe Parea di ABC &
maggiore di quella di A'BC.
Infatti consideriamo CB come
base del triangolo ABC e C'H
A ' come base del triangolo A'B'C.
Abbiamo che Daltezza di A'B'C"
& minore del lato A'B, quindi
¢ minore anche di 4B altezza
di ABC. 1l triangolo ABC avendo
© = ™. pn ugnal base e altezza maggiore

del triangolo A'B'C" ha 1 area
maggiore.

Pig. 9.

§ 10. Lemma sulla poligonale articolata. — Data la poli-
gonale 4, 4,... A, per semplicita di dicitara chiameremo super-
ficie della poligonale la superficie del poligono 7. W IO

Ammettiamo ora che esista una poligonale d’area mas-
sima fra tutte le poligonali di dati lati. Ammesso questo postu-
lato (*) veniamo al

12. Teorema. Fra tutte le poligonali 4, 4,...4, aventi i
medesimi lati susseguentisi nel medesimo ordine (per le
quali ciod sono arbitrari gli angoli) ha I’area massima quella
che & inscritta in una semicirconferenza di cui A4, 4, & il
diametro.

Sia A, A,...A, la poligonale che realizza il massimo.
Sia A. un suo vertice qualunque. Per dimostrare che la
poligonale ¢ iuseritta nella semicirconferenza di diametro
A, A, basta che dimostri che 1’angolo 4,4, 4., & retto (vedi
Fig. 10).

) A proposito di gnesto postulato vedi Cap. V, § 18
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Supponiamo che A, non sia retto, esso sard uguale a
90° 4 2° (B =0r).
Consideriamo la poligonale A,'A,/A." coi lati uguali a
quelli della precedente, ma per la quale I’angolo

A, & divenuto uguale a A, —35-
restando
i S R — . RS =1
‘Osservo che il poligono

A Ay
¢ ugnale al poligono
’ r
ASA). A,
mentre il triangolo 4,'A/A,’, che vien ad avere I’angolo in 4,
retto & maggiore (per il
$ 9) del triangolo A, 4, 4.;
inoltre il poligono
A Ay A,
© uguale al poligono
AR LA

&i  conelude che la
poligonale

ATH A

ha area wmaggiore della
poligonale

LA

contro Dipotesi che quest’ ultima sia la massima.

Abbiamo cosi che la poligonale d’area massima ha retto
ciaseun angolo A, 4.4, ed ¢ quindi iseritta in una semicir-
conferenza.

§ 11. Massimo fra i poligoni articolati. - Poligoni isope-
rimetri. — Fra tutti i poligoni di eui sono dati i lati 4, 4,,
A, A, ... 4, 1A, e il loro modo di succedersi & massimo quello
inseritto nel cerchio.
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Per fissare meglio le idee prendiamo a considerare (Fig. 11)
i due esagoni

A A, A,
b e

dei quali solo il primo &
inseritto in un cerchio.
Costruiamo il diametro.
A/ B. Siano A4, e A, i due
vertieli del primo poligono
contigni a B. Costruiseo il
triangolo 4,BA, e su A/ A/
. costruiseoil triangolo 4,/ B'A
A+ uguale al triangolo 4,BA, e
similmente posto. Cio fatto
conduco la 4 B e la A'B.
Noto ce¢he le poli-
gonali A A'A'A'B e
A'ASAJA'B mon possono
entrambe essere inseritte in
: un semicerchio di diametro
Az A,'B perché altrimenti I’ esa-
Fols gono A,'A,....A, sarebbe in-
seritto mel cerchio di diametro A,'B. Ora per il teorema
precedente ciascuna delle parti in cui Pettagono 4, 4,4, BA 4 A,
& diviso dalla A4, B dovra essere maggiore od ugnale della
corrispondente parte dell’ettagono A, ’A,/A/B'AAA e per
T'osservazione testd fatta una almeno dovra essere maggiore:
quindi il primo ettagono ha area maggiore del secondo.
BEssendo poi uguali i due triangoli A, BA, e A/BAS
sard anche Pesagono 4,.... A, maggiore dell’esagono A...A;".

Come caso particolare di questo teorema si ha il

Corollario. Fra tutti i poligoni isoperimetri di dato numero
di lati, massimo ¢ il regolare.

Infatti il massimo deve essere equilatero e deve essere
iserifto in un cerchio.

Di qui, tenuto conto che il poligono regolare di n lati
puo essere considerato come un poligono non regolare di n -1
lati in eui due lati siano per diritto si deduce (come al § 2
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del Cap. I) che il poligono regolare di n--1 lati ha area
maggiore del poligono regolare di u lati che abbia il medesimo
perimetro.

§ 12. Proprieth isoperimetrica del cerchio. — Ne consi-
deriamo il cerchio come un poligono regolare di un numero
infinito di lati, ¢iod praticamente confondentesi con un poli-
gono regolare di un numero abbastanza grande di lati il cui
perimetro sia ugnale alla eirconferenza del cerchio, tenuto
conto che I'area dei poligoni regolari isoperimetri aumenta
con I'aumentare del numero dei lati, avremo che il cerchio
ha area maggiore (i ogni poligono P che ne abbia lo stesso
contorno p.

Possiamo rendere rigorosa questa deduzione nel modo
geguente :

Sia a il numero dei lati del poligono P. Sia P il poligono
regolave di 2nr lati di perimetro p. La sua area sard mag-
giore di quella di P: sia 8 la differenza fra queste due aree.

Si sa che (Cfr. KNRIQUES e AMALDI, Geometria Liementare
ed. sesta, n. 533) che I’area di un cerchio differisce dall’ area
del poligono regolare circoseritto di m lati per meno dell’ area
del triangolo isoscele che ha per base il perimetro del poli-

3y 0

. 180 ; —
gono e per angoli alla base s Determino un m tale che 'area

o

’ ; ) : . 180" .
del triangolo isoseele di base p e di angoli alla base — — 8ia
i m

minore di 3. Valendo questo per ogni m > m pbsso supporre
m > 2n.

Considero ora il poligono regolare P di m lati di peri-
metro p.

Sia O il cerchio insecritto: la sna eirconferenza € minore
di p perimetro di P

L'area di P & maggiore di quella di I’ che supera di 3
quella di P; quella di O differisce da quella di P per meno
di &, quindi I’area di ¢ & maggiore di quella di P.

Sia ora C il cerchio di circonferenza p: esso bha area

maggiore di quella di 0, quindi @ fortiort maggiore di I

Nora. Una dimostrazione pit breve di questo teorema
3 1a dimostrazione di PAappo la quale si ottiene confrontando
I’ apotema del poligono P con il raggio del cerchio ¢ che ha
lo stesso perimetro (Ofr. Cap. I, § 3).
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Carrrorno 1V.

La teoria secondo Steiner (').

§ 13. Lemmi sui triangoli e equilateralita del massimo. —
Lemma 1. Fra tutti i triangoli di ugual base e ugual peri-
metro 1’isoseele ha 1’area massima. (Fig. 12).

Siano il triangolo ABC, isoscele, e il triangolo A’B'C' non
isoscele, aventi ugual base e ugual perimetro.

Per ipotesi & adunque AB— A'B

AC+H-CB=A'C + C'B.

Nel triangolo A'B'C’ non _isoscele, dei due angoli alla
hase 4" e B suppongo che sia B’ il mag ggiore.

Per la dimostrazione pongo il triangolo A'B'¢" ad aver la
base in comune col triangolo 4 BC come in fignra. Noto anzitutto
che I’angolo C’AB deve essere maggiore dell’angolo ¢"AB.

_Imfatti bupposto C"AB > CARB, essendo ('BA > O"4B,
e CAB— /B4, il punto ¢! risulterebbe interno al triangolo
ACB, e quindi sarebbe AC 4- OB << AC' 4 (/B il che & contro
I"ipotesi. Per la stessa ragione anche (¢ deve essere esterno
al triangolo ABC; essendo inoltre DAB < OAB, il lato AD
dovra intersecare il lato CB:
sia ) questo punto d’inter-
sezione.

Hssendo OBA = BAC >
—>(C'AB,nel triangolo A DB,ho

DA > DB.

Posso quindi prendere
nell’interno di DA nn punto
B’ tale che

Fig. 12,. DB — DB

Prendo ora sul raggio DC un segmento DC'— D(". Con

(1) Vedi nel Jowrnal de Crelle del 1842 le due memorie (i STEINER,
Sur le mazimum et le minimum des figures dans le plan, sur la sphére et
dans Uespace en général.
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questo i due triangoli D B(C', DB'D' visultano uguali: se riuseiro
4 dimostrare che C" & interno a D(" e che quindi il trian-
oolo DAC contiene il triangolo DB'C", risultera il nostro as-
santo, ¢iod che il triangolo ABC (somma dei triangoli ADB
e ADCQ) & maggiore del triangolo ABC" (somma dei triangoli
ADB e BDC').

Ora ¢ facile vedere che € non pud cadere in C, e nep-
pure in un punto % esterno a DC. Infatti se (" cadesse in C
si avrebbero uguali i due triangoli DB'C e DBC' quindi
B'C=— BC', e OB, che & uguale a D -- DB, risulterebbe
ngnale a B'C, che & la somma di B'D D', Si avrebbe allora

AB'+BC=(AC — OB)+ CB=AC'+ CB—CUB =
—AC+O0B— (OB =AC+CB—CB=AC

mentre nel triangolo AB'C il lato AC deve essere minore
della somma degli altri due.

Dunque ¢’ non pud eadere in . Ma tanto meno pud
cadere in I7, perch¢ in questa ipotesi 1’analisi precedente
porterebbe alla conclusione, evidentemente assurda,

AB + BE—=AC— CE.

Il nostro teorema resta cosi completamente dimostrato.

Notiamo che con questo
stesso procedimento (vedi
Fig. 13) si dimostra la pro-
posizione pit generale :

« Dati due triangoli A BC
e A’B'C' aventi la medesima
hase AB— A'B e ugual pe-
rimetro, se dei quattro angoli "
('AB, OBA, CA'B, OBA AA
I’ angolo (AR’ & il minore, il
triangolo A’B'C" ha arvea minore del triangolo 4 BC.

Fig. 13.

Osservasione. L'ipotesi che I'angolo C'A’B’ sia minore
degli altri angoli

OAB, CBA, B4, porta A'C > AC.

Tofatti non pud essere AC = 4'C" perché i due triangoli
ABC e A'B (' risulterebbero uguali.



568 0. CHISINI

Non pud neppur essere A'C' << AC', perché .verrebbe
B'(' > B(, e quindi nel triangolo (’BC sarebbe

=0
quindi @ fortiori nel triangolo AC'C si avrebbe

Vi 5%
e per conseguenza
AC > AC

contro 1'ipotesi AC" < AC.
Deve quindi essere AC' > AC.
Ora noi possiamo supporre di aver sovrapposto il trian-
golo A'B'C" al triangolo ABC ponendo il vertice A" su quello
dei due vertici A e B da cui parte il maggiore dei due lati
AC e BC: possiamo supporre cioé che in figura sia

AQ = BC.

Siccome & A'C" > AC, si conclude che A'C' & maggiore
anche di BC.
Bssendo poi A'C'+ ("'B'=—= AC+ OB si ha che O'B ¢
minore di AC e di B, quindi

AC —CB > AC-—CB.

Adumngue coneclndiamo che nel maggiore dei due triangoli
ABC e A'B'C" & minore la differenza dei due lati AC — OI%

Possiamo cosl enunciare il

Lemmea II. Fra due triangoli aventi ugual base e ugual
perimetro, ha area maggiore quello in cul ¢ minore la diffe-
renza degli altri due lati (*).

Ammettiamo ora come fa SreINuR (senza ditlo perd espli-
citamente) che esista un ennagono di area massima fra tutti
gli ennagoni di dato perimetro: deduciamo come al Cap. 3§ 8 il

Teorema. Fra tutti i poligoni isoperimetri il masgimo
deve essere equilatero.

() Per la legge di reciprocitd restano implicitamente dimostrati 1
reciproci dei lemai I e IT: ehi volesse la dimostrazione diretta di questi
reciproei veda Cap. 3 § 7.
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§ 14. I1 teorema principale: proprieth isoperimetrica del
cerchio. — Stabilito, come al § 9 del Cap. 3, che fra tutti i
triangoli di euni sono fissati due lafi @ e b, ¢ per i quali €
arbitrario 'angolo compreso ¢f; & massimo qne]io nel guale ¢ &
retto, ¢ ammesso che esista una curva di area massima fra
tutte quelle di dato ¢ontorno ('), veniamo al

Teorema privcipele. Fra tutte le figure di ugual peumetm
il eerchio ¢ queila che ha 1’area massima.

Sia ('la curva di perimetro p che racchinde Iarea massima.
Anzitutto € deve essere con-
vessa. Infalti: supponiamo
che la € possieda una conca-
vith (vedi Fig. 14), cio¢ che
esistano due punti A ¢ B del
contorno tali che la corda AB
gia esterna alla €. T punti 4
e B dividono la (' nei due
archi - iDBe;‘TB Cosl I"ares
racchiusa dalla curva O rvi-
sulta Ia differenza fra 1'area
racchiusa dal segmento AB e dall’arco BEA e I'area racchiusa
del segmento AB ¢ dall’arco ADB.

[’ area quindi racchiusa dalla ¢ ¢ minore dell’area rac-
chiusa dalla curva €’ composta della corda AB e dall’arco
BEA. La lunghezza di ¢ & evidentemente minore di p. Con
una similitudine ridu- E
ciamo " ¢con una curva ¢/

di lunghezza p. C avra

area maggiore di (f,

quindi anche di €, contro

"ipotesi che la C abbia B
I’ area massima. La curva

¢, quindi, non pud avere A

concavita, Se,

Cid premesso consi-
deriamo sulla curva ¢ un
punto arbitrario A : sia B
il punto della ¢, tale che
I’arco ADB sia uguale all’arco AEB (vedi Hig.

E

Tig. 14.

N

Fig 15.

ot
(1
S

() A proposito di guesto’ postulato vedi Cap. V
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Niano S, e S, le due parti in eul la superficie di C & divisa
da AB. Dico che 8, e S, hanno ugual area. Supponiamo che
¢id non sia e supponiamo che sia S, la parte che ha I’area
maggiore. Sostituiseo a S, la figura Sq’ simmetrica di S, rispetto
ad AB. §, e §, insieme costituiscono nna figura ¢ che evi-
dentemente ha perimetro nguale al perimetro di ¢ ed ha
area maggiore, e ¢io contro 1’]1)0138&1 che C realizzi il massimo,

Dimostrerd ora che 1'arco

p AEBe I’arco ADB sono due

gsemicerchi, e cosi risulterd

dimostrato che €' ¢ un cerchio.

Per dimostrare che questi

A archi sono due semicerchi,
B "~ Dbasta che dimostri che da un
punto qualunque P di uno

di essi il segmento AB ¢ visto

secondo un angolo retto. Di-
mostreremo (uesto per as-

sardo: supponiamo adungue

che 1’angolo APB non sia

retto (v. Fig. 16). Costruiamo

(vedi Fig. 17) un triangolo A'P'B', rettangolo in P, e tale che sia

P =l P = PB.

Fig. 16.

Tl triangolo cosi ottenuto ha area maggiore el trian-
golo APB. Su A'F' costruiamo un_arco uguale all’arco AP e
su P'B un arco uguale all’areo PB. Fatto questo costruiamo

. gli archi A'P" e P'B sim-
B metrici di AP e P'B.
Otteniamo cosl la curva
A'P'B'P' che ha evidente-
mente contoruo uguale a
quello della enrva ¢, pur
avendone area maggiore,
contro 1'ipotesi che la C
fosse la curva d'area
A ; fel! MASKIima.

Quindi 1’angolo APB
non pud non esser retto;
dhg. 1"arco A PB ¢ adunque un
semicerchio, e la curva € un cerchio.




SULLLA TEORLS ELEMENTARE DEGLI ISOPERIMETRI 571

§ 15. T teoremi di Cramer e Zenodoro dedotti dal teorema
prineipale. ]

Teorema (di ORAMER). Fra tutti i poligoni con dati lati il
massimo ¢ quello insecrittibile
in un cerchio.

(Consideriamo i poligoni P
e P aventi i medesimi lati.
(Pig. 18).

Supponiamo P inserittibile
in un cerchio ¢ P’ non inserit-
tibile. Oircoseriviamo a P il
cerchio C. :

(lostruiamo sul lato A'B" di
P un arvco di cerchio ugnale
all’aveo 1B del eentro €. Nello
stesso modo operiamo sugli altri
lati di P.

Otteniamo cosi unatigura 1
composta del poligono P e di
an certo numero i segmenti
di eerchio (numero uguale a
quello dei lati di P). Questa
figura ha come contorno una !
linea la eui lunghezza & evi- A<
dentemente la lunghezza del
cerchio (. 0 pure evidente che

Tig. 18.

Tavea di ¢ meno Pavea di P & uguale all’area di F' meno

Iavea di P, ma area di € & maggiore dell’ area di F, quindi
? = =i ’
Iarea di P ¢ maggiore dell’area di P'.

Teorema (di ZrNOoDORO). Fra tutti i poligoni isoperimetri
di n lati i1 massimo ¢ il regolare.

Infatti I’n-gono di area massima deve essere equila-

tero (5 8) e inserittibile in un cerchio.

§ 16. I1 metodo di simmetrizzazione, — Del suo « Teorema
principale » STEINER (4 ben cinque dimostrazioni : eredo oppor-
tuno riassumere qui una di esse, interessante per il mefodo
su cui si fonda, metodo che STRINER stesso estende alla dimo-
strazione che la sfera &, fra i solidi di uguale superticie, quello
di volume massimo.
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Facciamo prima due osservazioni:
Sia dato il triangolo scaleno ABC: sappiamo gid che
il triangolo isoscele A'B'C" di ugual
base e ugual altezza ha la somma
dei lati A'C" 4+ "B minore della
somma dei lati omologhi A -+ B
dell’altro triangolo (vedi TFig. 19).
lome evidente conseguenza
di ¢id, si ha che dato un trapezio
ABCD nel quale i lati AD ¢ OB
uon siano uguali, il trapezio
ABCD (vedi Fig. 20) avente la
medesima altezza ¢ le medesime
basi che il precedente, ma nel
quale i lati non paralleli A'D" e
B¢ siano uguali, ha la somma
dei lati A'D"+ B'C" minore della
somma dei lati omologhi 4D BC

et I G |

AI

Consideriamo ora il pen-
D\ : C tagono ABCDI.
Servendoeci delle due
proposizioni precedenti ¢ fa-
\ cile costrnire, come mostr:
la figura 21, un oftagono
A'B'E'C'DCE'B equiva-
lente al pentagono dato, ma
! el di perimetro minore, ¢ avente
D C un asse di simmetria A D'
gL v parallelo a mna direzione
: prefissata.
. Dato cosi un poligono
qualungque che non abbia un
asse di simmetria parcallelo
a una qualehe retta, esso puo
esser fragformato in un poligono equivalente, e di minor
perimetro, avente nn asse (i simmetria parallelo a questa
retta.
Siccome questo stesso procedimento si puod evidentemente
adoperare per una curva qualunque, si conclude che la curva
la guale ha 1’area massima fra tutte quelle che ne hanno lo

A = ' B

Fig. 20.
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stesso perimetro, deve avere un asse di simmetria parallelo
a gqualunque retta, cioé deve
essere un cerchio.

Tralasciamo di ripro-
durre le altre tre dimostra-
zioni di questo stesso teorema,
nonché le moltepliei appli-
cazioni fattene da STIBINER
sembrandoci tuttocio di se-
condario interesse. Crediamo
piuttosto utile seguire ancora
SeBINBER nella sua

B,

§ 17. Teoria degli iso-
perimetri per le figure sfe-
riche. — La teoria <degli
isoperimetri ora svolta per
le figure piane si pud ripe-
tere per le figure sferiche,
quasi alla lettera: valgono
infatti per le figure sferiche le stesse proprieta enunciate per
le figure piane, in quanto sussistono anche per la sfera le due
proposizioni fondamentali che reggono tutta la teoria: si ha cioé

1) Fra tutti i triangoli sferici di data base e dato pe-
rimetro 1’isoscele racchiude la massima superficie.

9) Fra tutte le figure sferiche di dato perimetro il
cerchio racchiude l'area massima. : ‘

La dimostrazione della proposizione 1) si da ripetendo
parola per parola la dimostrazione data al § 13 per la pro-
posizione analoga riguardante i triangoli piani.

Anche la proposizione 2) si dimostra come P’analoga per
le figure piane, occorre perd dimostrare un lemma analogo
a quello sul triangolo rettangolo (Cfr.§ 9 e § 14) lemma il eui
enunciato e la cui dimostrazione differiscono notevolmente
da quelli dati per le figure piane.

11 lemma per le figure sferiche si enuncia cosi:

Fra tutti i triangoli, di eui sono date le lunghezze di due
lati, il massimo & quello nel quale 1’ angolo compreso fra i duoe
lati & uguale alla somma degli altri due: in questo triangolo
il terzo lato & il diametro del eerchio circoseritto al triangolo
STES8S0.
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Prima di dimostrare questo lemma sard bene rvicordare
due proposizioni di trigonometria sferica.

a) I vertici di tutti i triangoli equivalenti, di data
base AC, si trovano su un cerchio che passa peripunfi 4, e C,
diametralmente opposii ad 4 e a €, e reciprocamente: inoltre
I"area di un triangolo sferico di base AC e tanto maggiore
quanto meno il cerchio passante per il suo vertice e per 4, e €/,
¢ inclinato sul piano del lato AB.

b) quando sulla sfera due cerchi sono tangenti fra loro,
il loro punto di contatto e i loro poli si trovano su uno stesso
cerchio magsimo.

E ora veniamo alla nostra dimostrazione (vedi Fig. 22).

Prendiamo uno dei lati, per esempio AC, come base fissa:
allora il nostro frian-
golo, di cui e data anche
la lunghezza del lato
AB, dovra avere il ver-
tice B sul cerchio DBE
di ¢ni A ¢ il polo e di
cui il raggio sferico e
uguale alla lunghezza
data di AB. Siano A,
e ', 1 punti diametral-
mente opposti ad 4 e
a (': allora eiascuno dei
cerchi che passano per
A, e €, & il luogo geo-
metrico dei vertiei i
un sistema di triangoli
22, equivalenti costrniti

’ sulla base AC.

Il cerchio ', BA,, che contiene il vertice del triangolo
massimo che ricerchiamo, dovra essere inclinato il meno pos-
sibile sul piano del lato AC'; esso, dovendo inoltre avere almeno
un punto (il vertice del triangolo cereato) comune col cerchio
DBE, sard il cerchio O, BA, tangente in B al cerchio DBE.
Allora il triangolo ACB che ha per vertice il punto B,
punto di contatto dei due cerchi ¢, BA, e DBE, ¢ il triangolo
cereato. ,

' Notiamo che per la proposizione b) il polo I7 del cerchio
‘C,BA, si trova sul prolungamento del lato AB.

Fig

£
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Sard allora
FA, =FB=FC,

e nel triangolo 4, BC, si ha

=46, .

Ma & anche
s ) :}’4;‘)/1:180“

(perhé z e o, sono uguali agli angoli supplementari di z e 1)
onde

g1 conclude quindi che é
|

il che costituisce la prima parte del nostro enunciato.
Dimostriamo ora la seconda parte.
Oostruiamo il cerchio massimo AC che divide I’angolo 2 in
modo che sia
BAO —=3: BAC =1

Allora si ha
A= B0 =06

dunque @ & il polo e BC il diametro del cerchio cir-
coseritto al triangolo ABC, che & quanto volevamo di-
mostrare.

Restando cosi stabilite per le figure sferiche le due
pl'f)pmlmonl 1) e 2) restano implicitamente dimostrate tutte
le proprietd che da esse derivano, fra le guali notiamo le pit
importanti, cioé:

1) T1 cerchio ha arvea maggiore (’ogni altra figura sfe-
rica di ngual contorno.

9) Fra tutti poligoni sferici di dati lati il massimo &
quello inserittibile in nn cerchio.

3) Fra tutti gli n-goni sferiei di dato perimetro il masg-
simo & il regolare.

4) Fra due poligoni sferici regolari di ugual perimetro
& maggiorve quello che ha maggior numero di lati.
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Oarrmrono V.

La critica moderna e I’esistenza del massimo.

$ 18. Sul postulato del massimo. - Caso del triangolo. —
Al § 11 abbiamo dimostrato che I’ n-gono regolare ha area
maggiore di ogni n-gono non regolare che ne abbia ugual
perimetro, e ¢io ammettendo che fra tutti gli n-goni isoperi-
mefri ne esista uno che racchinde 'area massima, e, fondan-
doci su wn postulato analogo, abbiamo dimostrato che fra
gli n-goni con dati lati quello inseritto nel cerchio ha ’area
maggeiore di tutti.

Per Parro e per tutti i suoi suaceessori, STRINER compreso,
non v'era alean dubbio sull’esistenza di questo massimo, esi-
stenza che veniva sempre tacitamente ammessa; solo la cri-
tica moderna (efr. Art. 13) ha messo in luee che si racchinde
qui un postulato di eui & naturale chiedere la dimostrazione,
affineheé venga colmata la lacuna tradizionale.

A cid si perviene appunto mered i teoremi sull’esistenza
del massimo e del minimo delle funzioni continue, da cui si
dedunce in particolare che esiste effettivamente un n-gono di
area massima tanto fra quelli di dato perimetro, come fra
quelli di dati lati (efr. Art. 13). Parimente, la teoria delle
funzioni di linea permette di stabilive 1 esistenza ' una
linea @’ area massima fra tutte quelle i langhezza data
(ibidem). 3

Se si fa astrazione da questi teoremi generali, e non si
da per concessa @ priori Pesistenza del massimo a cui essi
si riferiscono, i procedimenti svolti inmanzi per stabilive i
teoremi di ZmNonoro e di ORAMER, ci appariscono come
dimostrazioni insuflicienti; un poligono di dato perimetro non
regolare, oppure un poligono di dati lati non iseritto in un
cerchio, danno luogo ad una serie illimitate di trasformaziond
che anmentano I’area senza mutare il perimetro o i lati dati.

Che cosa si pud dedurre rigorosamente da cid?

Un esame approfondito della questione basato sul postu-
lato della continwita (Vol. I, Art. 5) ci fard vedere che la serie
anzidetta di trasformazioni permette di riconoscere I esistenza
&’ una figure limite che risponde al massimo rvichiesto. In
questo modo si riesce dungue a colmare la lacuna delle trat-
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tazioni classiche e a dimostrare vigorosamente i teoremi di
7ZexoDoRO & di URAMER sui poligoni. ‘

I ovvio inoltre che la proprietd di massimo del cerchio
(¢che diventa il teorema principale di STEINER) risulterd quindi
. sua volta rigorosamente dimostrata dato che la lunghezza e
I’ area @’ una linea chiusa sono definiti come limiti della
lunghezza e dell’ area dei poligoni iseritti.

saminiamo ora la dimostrazione data al § 8 del fatto
¢he il triangolo equilatero & il massimo fra tutti quelli di
egnal perimetro. .

Ammettendo 1'esistenza del massimo e fondandoeci sul
teorema che dice essere il triangolo isoscele maggiore i
ogni altro di ugunal base e ugual perimetro, affermiamo che
il triangolo che racchiude I’area massima deve essere isoscele
rispetto a qualungue suo lato assunto come base, cio¢ deve
essere equilatero.

Possiamo trasformare come ha fatto LHUILIER ('), questo
ragionamento per assurdo in un procedimento infinito che
trasforma un triangolo qualungue 4BC, non equilatero, in un
altro equilatero di ugual perimetro e di area maggeiore.

Sia 3p la somma dei lati di ABC.

Riduciamo ABC isoscele sulla base 4B conservandone
il perimetro. Otteniamo un triangolo A, B C, di area
maggiore.

Sia 2 1a differenza fra uno dei due lati uguali e la base 4, B,.
Preso uno dei due lati uguali, per esempio 4,C, come nuova
base, ripetiamo la stessa operazione. Otteniamo un triangolo
isoscele 4, B, 0, nel quale la differenza fra la base e uno dei lati

] @t : oo ]
nguali & evidentemente ;. Ripetendo indefinitamente questa
2

operazione abbiamo una successione dei triangoli
ABC A B,C, A4,B,C,.. 4.B.C,..

di ugual perimetro e di area crescente nei quali la differenza
dei lati tende a zero, avendo essa per 1’ ennesimo triangolo il
€
valore .
P

Yy Vedi nella Polygonometrie di Luuitier, (Geneve, 1789) 1'dbrégé
' Tsopérimdirie.

1. ENRIQUES - 1L 2



578 0. CHISINI

I triangoli anzidetti tendono adunque al triangolo equi-
latero di perimetro 3p. Siccome le loro aree vanno crescendo,
¢i ha che larea di ABC & minore dell’area del triangolo
equilatero che ne abbia il medesimo perimetro 3p.

§ 19. Procedimento di Caratheodory. — In modo analogo,
quantunque pitt complicato, si riesce a dimostrare che, fra
tutte le poligonali di dati lati, quella inserifta in una semi-
circonferenza racchinde 1’ area massima, e c¢io nel modo
seguente.

Clonsideriamo la poligonale A, A4, ....4, non inseritta in una
semicirconferenza. B intuitivo che se la poligonale 4 4,.... A,
avesse qualche angolo concavo, la si potrebbe ridurre con-
vessa con aumento di area; e c¢io & dimostrato rigorosamente
al § 21 (Corollario del teorema 2). Possiamo quindi supporre
che la poligonale 4,4, ...4, sia convessa.

Indichiamo con #; e s i segmenti 4,4, e 4:4., e con {;

indichiamo 1'angolo
A Ay

Notiamo che se reundiamo refto 1’angolo sotto il quale
A, 4, & veduto dal vertice 4;, I’arvea della po]monale viene
amnentata di
21?-,: ${1 — sen ;).

(io posto, nella nostra poligonale A4,4,....4., rendiamo
retto ’angolo 0, per il quale ¢ massimo il valore ;

1
3 r;:8{1 — sen 6,)

e se vi sono pitt angoli pei quali questo valore & massimo,
rendiamo retto 1’angolo di indice minore. Otteniamo cosi una
nuova poligonale A4, ....4,/, che riduciamo convessa qualora
non lo sia, e su questa operiamo come sulla 4,4, .... 4, e cosi
di seguito.

Otteniamo cosl una successione di poligonali

P,P,...P,

nelle quali I"area va erescendo.
Dico anzitutto che esse tendono alla poligonale con lati
uguali a quelli della P, inseritta in una semicirconferenza.
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Per dimostrarlo riportiamo tutte queste poligonali ad
avere in comune il punto 4, ed avere 1’estremo 4, su una
medesima semiretta. Su questa semiretta otteniamo cosi un
insieme numerabile di punti

kS WA M. Do

che ammetters almeno un punto limite: sia M uno dei punti
limiti di questo insieme: M non sard certo all’infinito essendo
tubtti 1 punti A%, dista-nti da A4, per meno della lunghezza
della poligonale 4,4, ....4,.

Possiamo allora (LLH.&L siccessione delle P estrarre una suc-
cessione di poligonali P, P,...P,.... 1 cui estremi da un certo

anbo in poi eadono nell’intervallo M — M=, dove = &
P P 57

c)?
arbitrariamente piccolo.

Poiché le aree delle poligonali P P,....P,.... n0D POssono
crescere all’infinito, cosi da upba certa poligonale in poi il
massimo valore di

%fr{ s:(1 — sen 0))

deve essere minore di una quantita v piccola a piacere; quan-
titd che possiamo facilmente determinare in modo che i ver-
tici di ciascuna poligonale (da quella in pei) distino per meno

di T dal semicerehio che ha per diametro la congiungente gli

estremi della poligonale. Abbiamo quindi che le poligonali
P B e Py, da una di esse in poi, hanno tutti 1 vertiei

ﬂl‘?;tdnbl dal semicerchio di diametro OM per meno di =.
Tsse quindi tendono a nna poligonale

ingeritta in questo semicerchio. Avendo tutte que%te poligonali
i lati ugnali ai lati della poligonale A,4,...4., si ha che
anche la poligonale limite ha i lati uguali a quelh della poli-
gonale 4,4, .4,.

A que&,to pmlto notiamo che, essendo unica la poligonale
(i dati lati inserittibile in una semicirconferenza, la successione

A At
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ammette un unico punto limite, e quindi, come srecessione

PP e P

si pud prendere addirittura la successione

P,P,..P,..

Siccome poi queste poligonali hanno area crescente, cosy
la poligonale limite A, 4, .... 4., che & la poligonale inserittibile
in una semicirconferenza, ha area maggiore della poligonale
Ay, ... 4, dalla quale eravamo partiti. In questo modo resta
stabilito il nostro teorema indipendentemente dal postulato
del massimo.

Nora. La dimostrazione che abbiamo esposta ¢ dovuta a
OARATHAODORY. Veramente egli (Math. Annalen. Bd. 69,
pag. 133) adopera questo procedimento per dimostrare che il
semicerchio racchiude area maggiore di qualunque altra curva
aperta di ugual lunghezza. Notiamo che anche in questo caso
bisogna supporre che le curve di euni si tratta siano convesse.
A questo proposito Ofr. § 21.

$ 20. Metodo di Study. — Sarda bene far vedere come
anche il metodo di simmetrizzazione adoperato da STEINER
per passare (a una fignra a un’ altra di ngual perimetro, ma
di area maggiore, metodo che gli permette di concludere che
il cerchio ha 1'area massima fra tutte le figure di ugnal peri-
metro, possa esser modificato in modo da dare un procedi-
mento col quale si trasforma un poligono qualunque in Tn
cerchio i ugnal perimetro e di area maggiore.

J1 procedimento che stiamo per esporre ¢ dovato a
Sruny ().

Consideriamo un poligono convesso I di perimetro p.

Tsso pud essere supposto convesso: infatti & intuitivo
¢he se non fosse convesso lo si pud render tale aumentandone
Parea e conservandone il perimetro p, come & rigorosamente
stabilito al § 21 (Teorema 1°).

Dividiamo il contorno in due parti uguali mediante i
punti 4 e B. La retta AB taglia il poligono in due parti

iy Math. Annalen, Bd. 69, pag. 157,
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P’ e P'. Supponiamo che sia P'= P". A P’ sostituisco il sim-
metrico di P': ottengo cosl un poligono P, di perimetro p
e di area maggiore od uguale di quella di P, e avente AB
come asse di simmetria.

Siano ora €' e D i dne punti i mezzo dei semiperimetri
AB. La OD & perpendicolare ad AB e diyide il poligono P,
in due punti P, ¢ P,". Supponiamo che sia P'=P'. A P
sostituiseo il simmetrico di P,” vispetto a C'D, e ottengo cosi
un poligono P, avente due assi di simmetria 4B e CD, peri-
metro p e area maggiore od nguale a quella di P, (vedi Fig. 23).

Ora indichiamo con
) il punto d’intersezione
dei due assi di simme-
tria, e eon M il punto i
mezzo della parte di eon-
torno compreso fra 4 e B.

Mando per M 1a retta
parallela alla biseftrice
dell’ angolo COB. Hssa
intersechi

0Cin Y e OB in X. Fig. 18,

Consideriamo i1 due settori

§,=CYM e 8,—MXB

o60°
=T
che la somma dei settori S, + 8, ¢ maggiore o mnguale del
settore JOB.

Supponiamo 8, = §..

Noto che gli angoli CYM e MXB sono uguali a

Se immaginiamo i due lati €Y e MY di S, costituiti da
specchi, S, per successive riflessioni c¢i da un poligono I,
dotato di quattro assi di simmetria e composto di ofto set-
tori uguali a 8,: il poligono I, cosi ottenuto ha evidente-
mente quindi perimetro p e area maggiore od uguale a
quella di P,.

Sia ora M, il punto di mezzo di CM. Mandiamo da M,
la parallela alla birettrice dell’angolo CY M.

Hssa incontri Y in ¥, e YM in X,.
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Clongsideriamo 1 dne settori

8, =0y, M, §'=MX M
E
4 e
Si -+ Sl = Sr
Supponiamo che sia
Sll 2_ S .‘a’
9 [}
16 7
mi definisce un poligono P,, che si ottiene da 8, come P,
da §,, poligono dotato di 8 assi di simmetria e composto
di 16 settori nguali a 8,"! P, ha quindi perimetro p e area
maggiore od nguale a quella di P,.
Ripetendo la stessa costruzione ofteniamo una successione
di poligoni

Siecome I’angolo €Y, M, & uguale cosl il settore §,°

P,P,..P,..

ciaseuno di perimetro 'p e (i area maggiore od nguale a quella
del precedente: inoltre il poligono P, & dotato di 2°-! assi di
simmefria ed ¢ formato di 2’ settori uguali fra di loro e
“ottenuti per suceessive immagini speeulari di un settore 8.

Indichiamo con r; e s i due lati del settore S, lati che

¢ o
risultano inclinati fra di loro di —-. Siccome il settore S; &
-l
limitato da », e s; e dalla 2-esima parte del perimetfro p del
poligono P;, cosl la difterenza fra i suol due lati 7 e s; sard

minore di f)— e tutti i punti del contorno di P; disteranno per
-

8

. 2p oy :

meno di —)l dal cerchio di raggio p—1,
-

L’ ageregato dei valori +: avra al meno un valore limite r.

Allora dalla successione dei poligoni P; possiamo estrarre
nna suceessione di poligoni P convergenti al cerchio ¢ di
raggio r. '

Ora poiché la lunghezza della linea limite & minore od
nguale del limite della lunghezza della linea variabile si avra

P =2y,

Per di pitt ¢i oceorre far vedere che C ha area maggiore
di P. Siecome i poligoni P, P,....P,.... hanno '‘ciascuno area
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maggiore od uguale del precedente, cosi © evidente che il
cerehio € avrd avea maggiore od uguale a quella di P. Ora
per esser sicuri che C abbia area effettivamente maggiore di
quella di P occorrerebbe dimostrare (il che non & difficile) che
non pud aceadere che ciaseuno dei poligoni P, P,.... P,.... abbia
area precisamente uguale a quella del precedente. Ma senza
fare quest’analisi ei basterd trovare il modo di passare dal
poligono P al poligono P, con effettivo aumento di area.
A cid si arriva facilmente servendosi della costruzione di
SPRINER indicata al § 16. Ottenuto con essa dal poligono r
un poligono P, avente area uguale e perimetro minore, e 1N
asse di simmetria 4B, con una similitudine si otterra il poli-
gono P, avente lo stesso perimetro p, area certamente mag-
giore e un asse di simmetria 4B. Dimostrato cosi che si puo
ottenere um cerchio € d’area maggiore di quella di P e i
perimetro minore od uguale, risulta subito che il cerchio, la
cui circonferenza sia ugnale a p, ha area maggiore di quella

A

di P, che & quanto si voleva stabilire.

Nora. Modificato leggermente il procedimento di STUDY
puo essere reso privo di passaggio al limite.

Preso il poligono P col metodo di STREINER Ora accen-
nato, lo riduciamo a un poligono P’ di perimetro uguale
e area maggiore. Sia z la differenzn fra le aree di Pe P.
Al poligono P’ applichiamo il procedimento di Srupy, fer-

mandoei al poligono P; per il quale &

TE-I)-—P<1.

on
Oonsidero il cerchio di raggio

2p
— 5

Ly

Ti

esso O tutto interno al poligono P, quindi ha eirconferenza
minore di p.
Invece il cerchio di raggio
2p
L
=l

4

& esterno al.poligono P; e quindi ne ha superficie maggiore.
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Notiamo inoltre che & r, <7 p: la differenza quindi fra 1’aves
di ¢ e quella di P; & minore di

L A
Te 9,
e quindi minore di «.
Siccome P; ha area maggiore di P, cosi 1’area i € &
maggiore dell’area di P: quindi a maggior ragione il cerchio
di circonferenza Pp avra area maggiore di quella di P.

§ 2L. Sulla convessita. — Eliminato il postulato del mas-
simo, dal quale si deduce che di tutte le curve isoperimetre
la maggiore deve essere convessa, e che cosi pure deve essere
senza concavitd la poligonale e il poligono (’area massima
fra quelli con dati lati, nel riprodurre i procedimenti di
OARATHEODORY e di SrupYy, abbiamo dovuto supporre che
le poligonali, i poligoni e le eurve che abbiamo incontrato
fossero convessi. Dovendosi ora giustificare appieno queste
ipotesi mi propongo qui di dimostrare:

1) Che dato un n-gono coneavo P, si pud costruire un
n-gono P convesso di ugual perimetro e di area maggiore,

2) Che dato un m-gono P, concavo, si pud costruire
un n-gono I, convesso, avente gli stessi lati e area mag-
giore; e che anche data una poligonale P concava, si puod
costrnire una poligonale P, convessa, avente gli stessi lati e
area maggiore.

3) Che data wna curva ( coneava, cowposta di un
numero finito di segmenti e di archi di cerchio, si pud co-
struire una cnrva (', convessa, di ugual contorno e di area
maggiore.

Per le curve mi limito adunque a quelle che sono con-
siderate dalla geometria elementare: eredo perd opportuno
notare che con metodi superiori si dimostra che data una
qualunque curva ¢/, purch® continua, esiste una curva con-
vessa (f, di lunghezza minima, che abbraccia la curva €
(Art. 13). Se C & concava questa curva (' ha area mag-
giore e perimetro minore di . Con una similitudine si
riduce € ad avere perimetro uguale a €: si ottiene cosi
una curva concava di perimetro uguale a quello di €' e di area
maggiore.

Ed ora veniamo a dimostrarve le nostre fre Pproposizioni.
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Teorema 1), Dato un n-gono concavo P si pud costruire
nn n-gono convesso P i ugual perimetro e area maggiore.

Dimostrerd questo teorema prima nel caso del quadran-
golo (n=—=4) e poi, supposto che esso sia vero per il polis{ono
di n lati, lo dimostrerd per quello di n—+1 lati e cosi sara
dimostrato in generale.

Sia adunque P un quadrangolo 4, 4,4, 4,.

Sia 4, I'angolo concavo: allora il friangolo A,4.4, ha
evidentemente area maggiore del ¢nadrangolo 4 4,44, ¢
perimetro minore.

Sia A, un punto interno al segmento A, 4,. Considero
ora il qnad rangolo A, 4, A, A, che coineide col tr laupolo Ay A
Con una similitudine lo riduco ad aver perimetro uguale a
quello di 4,A,4,4,. Ottengo cosi un quadrangolo AA A AS
di area maggiore del quadrangolo 4,4,4,4, e quindi anche
del quadrangolo 4,4,4.4, del quale ha lo stesso perimeiro.

Td ora dimostro il teorema in generale. Siano A, 4,.... 4,1
i vertici dell’n -+ 1-gono P che supponiamo concavo. Sia 4, 1
un suo angolo concavo. Considero 1"n-gono 4,4, .... A.. Questo
ha area maggiore di P e perimefro minore.

Con una similitudine lo trasformo in un n-gono P di
perimetro uguale a quello di P: I’ area di I’ risulta maggiore
di quella di 4,4,...4, e quindi @ fortiori maggiore di quella
di P.

Se P & coneavo costruiseo un nm-gono P convesso di
perimetro uguale a quello di P e di area maggiore, e questo
lo posso fare per ipotesi perché P ha solo n lati. Se P & con-
vesso prendo come poligono I il poligono P stesso.

Siano A,/4, .4, 1 vertici di . 11 lato 4,4, lo divido
in due merhcmte un punto A4,,q, preso comunque nel suo
interno. P & cosi divenuto un n --1-gono

A A ot
convesso, di perimetro nguale a quello di P, e di area mag-
giore, che & quanto volevamo ottenere.

Se invece P fosse ﬁl‘ltO convesso avrei considerato P come
un w4 1-gono.

Teorema 2). Dato i poligono P, coneavo, si pud costruire
un poligono P, convesso, avente gli stessi lati di P ed area
maggiore.
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Anche questo teorema lo dimostro prima nel caso del
quadrangolo poi, supposto che esso sia vero per il poligono
di » lati, lo dimostro per quello di n -1 lati, e cosl resta
dimostrato in generale.

(onsideriamo adungue prima il caso che P sia un ¢ua-
drangolo: 4,4,4,4, (vedi Fig. 24).

Sia 4, 'angolo eoncavo.

Distinguo due casi
@) A, = 90°

b) A, < 90°.

@) Consideriamo il primo caso.
Bssendo 4, = 90° gli angoli

A, A4, o AAA,

sono entrambi acuti. Allora ribalto il triangolo 4,4 4, intorno
ad A4, e ottengo cosl il triangolo 4,4 (P

Essendo A A4, o 4,44, acuti ed essendo quindi o
Sortiori tali gli angoli A, 4,4, e 4,4,4,, gli angoli 4,4,4, e
A,A4,4, saranno cerfo minori ‘11 180°, e quindi il quadmnw)lo
lllAzAaA , & certo convesso: siccome esso ha i lati uguali e area
maggiore del quadrangolo 4,4,4.4,, cosl esso ¢ precisamente
il quadrangolo cercato.

b) Snpponiamo ora che 4, sia acuto.

Immaginiamo il gquadrangolo
A A A, costruito di quattro
spranghe rigide collegate a
cerniera,

Dilato 1’angolo 4, finché o
esso ¢ diventato retto, o i due
lati 4,4, e 4,4, sono venuti per
diritto. Noto c¢he con questa dila-
tazione 1’ area del triangolo A4, 4,4,
¢ aumentata.

A, Nell’ipotesi di aver dilatato

A, fino a renderlo retto, opero sul
quadrangolo cosl trasformato come ho faito nel caso @)
e otterrd cosl un quadrangolo avente i lati di 4,4,4.4, e
area maggiore, in quanto il gquadrangolo tra€f01mat0 ha area
maggiore del triangolo 4,4,4, quale risulta dopo la trasfor-

Fig. 24.
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mazione, e il quadrangolo primitivo aveva area minore del
triangolo A4,.4,4..

Nell’ipotesi invece di aver dilatato .1, fino a che i lati
A,4, e 4,4, siano venuti a esser per diritto, il quadrangolo
s0s1 trasformato & ridotto convesso, essendo ridotto a coinei-
dere con un triangolo, ed ha area maggiore del quadrangolo
primitivo, in quanto, come abbiamo gia notato, il triangolo
A, 4,4, aumenta di area, con questa dilatazione il quadrangolo
pnmltl\ o ha area minore del triangolo 4,4,4,, eil qu‘l.dlanuolo
trasformato coincide con detto triangolo.

Ora supposto il teorema vero per il poligono di n lati lo
dimostro per quello di n—+ 1.

Sia adunque ora 1'n -+ 1-gono concavo P di vertici
A Ay e dney (vedi Fig. 25). Sia I’angolo 4,1 concavo. Posso.
supporre che esso sia
P’unico amgolo concavo 1t
perch¢ I’n-gono costituito
dai vertiei 4,4,...4, se
non & convesso, POsso per .
ipotesi renderlo convesso e
¢id con aumento della sua
area e quindi dell’area di P,

Indico con = e § i
due angoli 1,4, 14, e
An 14,4,

Distinguo due casi

@) z e B sono en-
trambi retti o ottusi

b) 0 x o B o tuttie
due sono acufi.

@) Consideriamo il primo caso.

Bssendo 2=>90° e 3> 90° gli angoli A, 14,4, e 4,4 4,
SONO entramhi acati, e cosl pure a fortiori gli " angoli
;‘ln,HA,,,A i n_HAl i 1o

Cid po.sto costruiseo A, 1 simmetrico di 4,1 rispetto 4, 4.

Considero 1'n + 1-gono

Tig. 25.

A1AJ- nA r1+1
Noto che gli angoli

»’J i—1 A i lﬂln—l—i e I’J-n-pi .('1 1 _r'_l 3
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somme di angoli acufi sono minori di 180°: I'n + l-agono
Ay Ay dy g visulta cosi evidentemente convesso, e di avea
maggiore a quella di P, pur avendone gli stessi lati: esso ¢
quindi il poligono P’ eercato.

b) Consideriamo ora il secondo caso.

Supponiamo per il momento che uno solo dei due angoli,
per esempio =z, sia acuto. : ,

Immaginiamo il nostro peligono costituito di spranghe
rigide collegate a cerniera in A, 1, An, dui1, A, e collegate
rigidamente negli altri vertici.

Ora dilato I’angolo « finché

0 esso diventa retto,
01 due lati A, 4,1 e Ay 4d, vengono a essere per
diritto, '
01due lati A4, 4, 1 ¢ A, 314, vengono a esser per
-diritto.

Noto che 'arvea del quadrangolo A, 4,4 A, & aumen-
tata con questa dilatazione.

Nell'ipotesi di aver dilatato = fino a renderlo retto, opero
sul poligono cosi trasformato come ho operato nel caso a) e
otterrd cosi un poligono che evidentemente & convesso, ha
i lati di P e area maggiore, ed & quindi il poligono P’ cercato.

Nell’ipotesi di aver ampliato = finché¢ sono per diritto i
lati A.dupn e Ay A, Ve -+ 1-gono cosi trasformato & gia
convesso e; avendo esso avea maggiore di P, ¢ il poligono I
cercalo.

Nell’ipotesi infine di aver dilatato « finche sono per diritto
ilati A, 4,1 e 4, 1.4, o, costruisco A, 1 simmetrico di A,
rispetto ad A4,4,. Oftengo cosl un n + l-gono P di area
evidentemente maggiore di quella di P, ¢ nel quale i due
lati A, 4,1 e A, 14, o sono per dirvitto. Posso quindi consi-
derare I’ come un n-agono che, per ipotesi, posso ridurre
convesso con anmento di area e lasciandone invariati i lati.
Arrivo cosi a un ni-gono di area maggiore di P, che posso
considerare come un - 1-gono avente gli stessi lati di P,
due dei quali perd formanti un angolo piatto. P ¢ quindi
I"n - 1-gono cercato.

[ ipotesi che anche I’angolo ? sia acuto non nuoce nel
caso di aver dilatato I’angolo « fino a che siano venuti per
diritto o 1 lati A, Any € Anyr1 d, 0 1 lati 4,4, 1 € 4n .

Se invece ho dilatato = fino a renderlo retto, per otte-
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nere il poligono P dilaterdo 3 con le stesse restrizioni tenute
prima per «, e opererd nei singoli casi come ho fatto prece-
dentemente.

In ogni caso, adunque, 81 pud eostruire il poligono con-
vesso P’ aventi gli stessi lati e area maggiore di P (*).

Corollario. Data una poligonale eoncava 4, 4,.... 4, se ne
puo costruire una convessa avente gli stessi lati e area maggiore.

La poligonale 4, 4,...4., con la sua simmetrica rispetto il
lato di chiusura A, A, costituisee unpoligono A, ... A, Ay 10w dyps
concavo che posso rendere convesso con anmento d’arvea: ho
codl il poligono trasformato A '...A, A'piqe A spyo.

La diagonale A4, divide questo poligono in due parti,
nna delle quali deve aver area maggiore della poligonale
A A4,..A,. Orale due poligonali A,"4,....45 e 4, 'Ayp 5.0 4
hanno gli stessi lati della poligonale .l J,....4,, e sono am-
bedue convesse: una di esse quindi & la poligonale cercata.

Teorema 3). Data una curva coneava, ¢, composta di un
numero finito di segmenti e di archi di cerchio, si puod costruire
una eurva ¢, ancora composta di un numero finito di segmenti
e di archi di cerchio, la qunale sia convessa, abbia lo stesso
perimetro di € ed. area maggiore.

Noi costruiremo dapprima una curva C convessa, di area
maggiore di gumella di ¢, e di perimetro minore: con una
similitudine ridurremo ¢ ad avere il perimetro di C': otter-
remo cosi una curva la cni area sard ancora maggiore di
quella di €: questa curva sard la curva € cercata.

Vediamo adungue come si oftenga (.

Se C contiene degli archi di cerchio concavi, sostituendo
a essi le rispettive corde otteniamo una curva C, di perimetro
minore e di area maggiore. Possiamo adungue supporre addi-
rittnra che €' sia priva di arehi econcavi.

C per ipotesi ha delle concavila: esse possono essere di
tre tipi:

@) angoli concavi formati da due archi di cerchio,

b) angoli concavi formati da due segmenti,

¢) angoli concavi formati da un arco di cerchio e da
un segmento.

(Y) Ad aleune parti del nostro procedimento, abbiamo dato per mag-
gior chiarezza, forma meccanica; esse perd possono ridursi e senza alcuna
difficolbd, a ragionamenti puramente euelidei.
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Vediamo dapprima come si faecciano sparire le conecavitd
del primo tipo.

Sia 4, un angolo concavo formato dai due archi di
cerchio A* 14, e A.4:*t. Costruisco (vedi Fig, 26) la ¢, tangente
comune ai due archi eui appartengono i due cerchi, e precisa-
mente quella (delle due tangenti comuni) che & dalla parte
della congiungente i due centri da cul si trova la concavith
dell’angolo A,.

Siano M e N i punti di contatto della ¢ coi due cerchi.

Distingniamo quattro
casi.

1) M si trova sul-
. 1"arco A4;4;.1 e N sul-

Al-t Aivt Tarco A; A4
g A, 2) M si trova sul

prolungamento dell’arco 4;4; 4 e N sull’arco 4; Aea

3) vieeversa: M si trova sull’arco 4;4; 1 e N sul pro-
lungamento dell’ arco A, 4; 4.

4) M si trova sul prolungamento dell’arco 4.4, 1 e N
sul prolungamento dell’arco 4,4;4.

Vediamo ora come si operi nei singoli casi.

1) Nel primo easo sostituisco agli archi M4, e A:N il
segmento MN. _

2) Nel secondo caso mando da 4, 4 la tangente al
cerchio eni appartiene I’arco 4;4..1, @ precisamente, delle due
tangenti, quella che & dalla parte di 4, rispetto la congiun-
gente di 4, 4 col centro. Il punto di contatto N viene allora
a cadere nell’arco 4, N, e l’arcsa A; 1 4; risulta esterno a questa
tangente. In questo caso quindi sostituisco agli archi 4, ; 4,
e A; N il segmento A; 1 N.

3) Similmente opero nel terzo caso.

4) In quest’ ultimo ecaso la ;1.1 ¢ risulta evidente-
mente mon secante i due archi A, 4, e A;4;,;. Sostituisco
adunque il segmento 4, ;A1 ai due archi A; 1.4, e A dia.

In tutti i quattro casi adunque trasformo la curca data '
in nn’altra ¢, che ha una concavita del primo tipo di meno
di quelle che avesse C.

Siccome € ha un numero finito di conecavita del primo
tipo, ripetendo la costruzione indicata un namero sufficiente
di volte, arriverd a una curva C,, di area maggiore di quella
di ¢, di perimetro minore e senza coneavitd del primo tipo.
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La curva €, adunque ha solo coneavitd del secondo e
del terzo tipo.

Indichiamo con n, il numero degli elementi (segmenti o
archi di cerchio) di cui & composta la C.: essa & adunque
un poligono mistilineo di n, versici: A, A, ..An.

Indichiamo con s. il numero degli angoli concavi
di O.: indichiamo coun 8, il numero 2n.—s., relativo alla
curva C.,.

Fard vedere come, se €, ha un angolo conecavo, si possa
costruire una curva €, di area maggiore e perimetro minore
di O, e per la quale ¢ S, 1< 8. Non potendo il nnmero o S dive-
nir negativo applicando al masgimo 8. volte questa costruzione
arriverd a una curva ¢ senza angoli concavi, e quindi con-
vessa, di perimetro minore di €, e di area magg iore, & quindi
anche di perimetro minore e di area maggiore dl c; C &
adunque la curva che ci proponiamo di costruire.

Vediamo adunque come si passi da C. a O

Sia A4; un angolo concavo di C..

Distinguiamo due casi:

1) 4, & formato da due segmenti.
2) A, & formato da un segmento e da nm arco di cerchio,

1) Counsideriamo il primo caso: sia A; formato dai segmenti
;L; | A,- e A':lf A i4-1s

Ad essi sostituisco il segmento A; 14;.,: ottengo cosl
una curva C,,4 d’area maggiore e di perimetro minore
di 0,, con un lato di meno di C, e tutt’al piu con un angolo
coneavo in pitt (questo nel easo che i due vertiel 4y € Ay
fossero diventati vertici di due angoli coneavi): ¢ adunque

N1 —N,.— 1

GRS T |
guindi
81'4—1 < S;--

2) Esaminiamo ora il secondo caso.
. Sia I’angolo concavo A; formato dal segmento A;_;d: e
dall’arco di cerchio A,4.;,1. Mando da A4; 1 la tangente al
cerchio cui appartiene I’ arco A;Aqq, e precisamente la tan-
gente che, rispetto la cong uungenro A;_1 col centro del cerchio,
& dalla stessa parte di 4,. Sia M il punto di contatto.
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Due ipotesi possono avverarsi:
@) M & sul prolungamento dell’ arco Ao
b) M & sull’arco A;dsq.
a) Nella prima ipotesi la 1, ;A1 & mon secante I’arco
A;4; 1, e quindi sostituiseo la ;1.4 al segmento A; 1.4 e
all’areo A,.4;,1. Ottengo cosi una curva (.11 i area maggiore
e i perimetro minore di C, per la quale, come nel caso pre-
cedente € ;
Sipi= 8.

b) Nell’ipotesi che M sia sull’areo .lid; 1 sostituisco al
segmento A; .1, e all’arco ;M il segmento ;M.

Se facendo e¢io in ;1 mon ho introdotto un nuovo
angolo concavo, la eurva cosi trasformata da gia evidente-
mente la O, .1 cercata per la guale & 8,41 < 8.

Se invece ho introdotto un nuovo angolo eoncavo in A; 4
congidero 1’elemento (segmento o arco di cerchio) .y od; 4.

Dlshnouo ora due sottocasi:

o) A; ool & un segmento.
B) - ;—;411771 & un aeco i cerchio.

%) Nel primo sottocaso ai segmenti Ay oAy 6 Ay M
sostituiseo il segmento ;M. Oftengo cosl una curva Crpa
che ha al massimo un angolo coneavo di pin di €. ma ha un
elemento di meno: per essa quindi & 8,41 <7 S.: I poi inutile
dire che arvea di 0,4 & maggiore dell’area di C, e il peri-
meftro minore.

3) Qonsideriamo ora il secondo sottocaso, cioé suppo-
niamo che 4, ».; 1 sia un arco di cerchio. ,

In quest’ ipotesi operiamo sui due archi di cerchio
A; sA; 4 e MAg, come abbiamo operato quando ci siamo
proposti di togliere le concavita formate da due cerchi (vedi
pag. 590).

Sia ¢ la tangente comune dei due cerchi, M' e N' i punti
di contatto.

Se M’ e N’ sono interni ai due archi la curva che ottengo
O,.1 ha lo stesso numero di elementi dello €, ma un angolo
eoncavo di meno. _

Se solo uno dei punti M' o N’ & inferno al proprio arco,
la curva C,..; che oftengo ha un elemento di meno di C. e
al massimo lo stesso numero di angoli concavi.

Se M' e N sono esterni ai due arehi la curva C.,1 che
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ottengo ha due elementi di meno della €. e al massimo nn
angolo eoneavo in pii.

Coneludendo adunque se la eurva ¢, ha una concavita
posso in tutti i easi costrnire una curva Cit1, di area mag-
giore e di perimetro minore, per la quale &

-S'r 11 < S:--

K il nostro teorema & cosi finalmente dimostrato.

Carmrorno VI.

La teoria degli isoperimetri resa indipendente
dall’ esistenza del massimo.

§ 22. Introduzione. — Abbiamo rilevato che le trattazioni
classiche della teoria degli isoperimetri contengono una lacuna
14 dove presuppongono 1’ esistenza del massimo (o del minimo)
in una classe di poligoni dati. Ma si & pur visto che questa
lacuna pud essere colmata, e che gli stessi procedimenti classiei
possono interpretarsi come serie di trasformazioni conducenti
ad una figura-limite, la cul esistenza si dimostra rigorosa-
mente — in base al postulato di continuitah — seguendo
CARATHBEODORY 0 STUDY (').

Resta tuttavia la domanda se questo 1)100(;(111]3@11’50 infinito
non possa essere evitato, fondando in nuovo modo ftutta la
trattazione sopra uno schema diverso ed affatto elementare,
in cui si confronti direttamente la figura-massimo colle altre
fienre di eni vuolsi dimostrare maggiore.

A questa domanda rispondono i seguenti sviluppi in cul
dimostro appunto direttamente ed elementarmente il teorema
di OrRAMER e ne deduco il teorema di ZENODORO.

Il teorema di OraMBR afferma, come sappiamo, che il
poligono di area massima fra quelli con lati dafi, ¢ inserit-
tibile in un ecerchio. Quando nulla si presupponga cirea
1’ esistenza del massimo occorre anzitutto dimostrare che un
poligono articolato pud deformarsi in guisa da divenire

() Chi desiderasse una trattazione elementare ed essenzialmente alge-
Lrica dei problemi dell’isoperimetria veda R. Sturm, Maseima und M-
wima in Blementaren Geometrie. Bdito da Teubmer a Lipsia nel 1910.

. ENRIQUES - [I. 38
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jseritto in un cerchio: in altre pavole occorre dimostrare
1’ esistenza di un poligono iserittibile con lati dati.

Dopo ¢io si fara il confronto diretto fra questo poligono
iserittibile e un altro poligono gualunque coi medesimi lafi,
dimostrando che il primo ha area maggiore del secondo.

La deduzione del teorema di ZENODORO (massimo fra gli
isoperimetri) si otterrd subito dal teorema di ORAMER, appena
si faccia vedere che ogni poligono, non equilatero, puod tra-
sformarsi in un altro equilatero, avente lo stesso perimetro
e area maggiore. Qui 1'esistenza del poligono regolare che
realizza il massimo non esige una dimostrazione nuova, sia
perché questa dimostrazione consegue dall’ esistenza del poli-
gono iserittibile, sia perché pud rvitenersi data mnel § 2 del-
I’ articolo 5 del volume I in quanto la costruzione del poligono
regolare si riduce alla divisione in parti uguali dell’angolo
di 4 retti. Qualora non si voglia far uso del postulato della
continuita a cui si ricorre in quelle dimostrazioni, il teorema di
ZENODORO risulterd ancora stabilito nell’ ordine di idee stret-
tamente euclidee per i poligoni costruibili elementarmente.
E qui si riconosce appunte un vantaggio della trattazione
esposta in questo capitolo su quella del capitolo precedente.

Ora la trasformazione di un poligono in un altro equi-
latero di area maggiore, dove si lasci invariato il perimetro
e il numero dei lati, suggerisce 1’idea analoga di aumentare
’area di un poligono gia reso equilatero rendendone uguali i
lati. Per tal modo si otterra infatti una diretta dimostrazione
del teorema di ZeNopoRO indipendente dal teorema di ORAMER
e conforme al punto di vista storico dove si considera il poli-
gono regolare come poligono equilatero equiangolo anzich¢
come poligono equilatero inscritto in un cerchio.

Abbiamo creduto interessante svolgere questa secomda
dimostrazione del teorema di ZENODORO quantunque per verita
gli sviluppi occorrenti a compierla risultino alquanto com-
plicati. Bssa varrd in ogni easo a lumeggiare le difficolta che
g’incontrano da chi voglia trattare sotto diversi aspetfi, ma
in modo rigoroso ed elementare, la teoria classica degli
isoperimetri.

$ 23. Lemma sull’esistenza del poligono con dati lati
inserittibile di un cerchio. — Dall’ammettere che esista un
poligono di area massima fra quelli con dati lati, siccome
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questo deve essere inseritto in un cerchio, deriva che esiste
almeno un poligono con dati lati inserittibile in un cerchio:
questo poligono inoltre e munico come abbiamo dimostrato
al § 6. Ora, non volendosi accettare il postulato del mas-
simo, occorrerd dimostrare direttamente 1’ esistenza di un
poligono P,, inseriftibile in un cerchio, ¢ avente i lati ordina-
tamente ugnali a quelli di un poligono dato.

A tale oggetto comineieremo col far vedere come esista
un poligono P, inseritto in un cerchio, i cul lati siano, non
uguali, ma proporzionali agli n lati @ a,,..a, di on altro
poligono.

Supponiamo ora che il segmento @, sia maggiore o sem-
plicemente non minore degli altri; siccome 1 segmen bl @, @y ety
sono lati di un poligono dovrd essere il massimo di essi

5
i

minore della somma degli altri; e sara:
Ay, << @y = @, + -

g. 27) il triangolo isoscele ABL, in cui

=

Costraiseo (vedi Hi

AB=ua,

e
AlLi=1L5E— 5(((,1 =y oo 1)

Ora costruisco il cerchio C' passante per 4 e B e quivi
tangente rispetti-
vamente alle rette
AL e BL.

Ho allora che
1’arco AB (che ¢
minore di 180” es-
sendo acuti gli
angoli 4 e B) &
minore di A L+~ BL
& quindi anche di
€ A=y eeee = by 1.

Ora inserivo
nel cerchio €, a
partire da A e dalla parte di B, una poligonale di lati
@, dy....an—1. L7 estremo D di questa poligonale verra evidente-
mente a cadere al di 1& di B.

Tig. 27.
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Sul prolungamento dell”’ arco DBA prendo un arco AR
minore di - della circonferenza e del resto arbitrario.

Preso ora un punfe generico P dell’arco BDFE (estremi
inelusi) costrniamo la corda 4 P. Poi costruiamo n — 1 segmenti

N ]
tali che
1 7
& G 54 AP

¥ a, Sk B I s

Fatto ¢id iseriviamo nel cerchio ) a partlre da A e dalla
parte di B, una poligonale di lati @, 'a, ....a's_1: sia Q I estremo.
di questa poligonale. Cosi a ogni punto P viene associata
una poligonale ¢ un punto @, estremo di essa.

Conveniamo per fissare le idee che il cerchio ¢ vada
percorso a partire da 4 nel senso ABD; possiamo dire allora
che il punto ¢ o precede P, o coincide con P, o segue P.

Ora fra i punti P dell’arco BDE operiamo una parti-
zione: assegniamo alla prima classe e indichiamo con H ogni
punto P tale che per esso e per ciascuno dei precedenti il
punto ¢ segua P, assegniamo alla seconda classe e indichiamo
con K ogni punto P tale che o per esso o per qualcuno dei
suol precedenti il punto @ preceda P o coincida con P. Con
cid ¢ evidente che il punto B appartiene alla classe H. Inoltre
il punto £ appartiene alla classe K : infatti il suo punto omo-
logo @p & Vestremo di una poligonale i eni n — 1 lati sono
minori od nguali ad A, quindi ciaseuno iseritto in un areo

. ]_ a - " |
minore od uguale ad = del cerchio; quindi Parco ABQ, &

: Cn—1 2 g »
minove (i del cerchio, quindi Qg precede F.

Siccome poi ogni punto H precede ogni punto K, e ogni
punto dell’arco BDE appartiene o alla prima o alla seconda
~classe, ed inoltre esistono eﬁ'ettivameute punti di entrambe
le classi, esiste certo nun punto di separazione X.

cho che il punto ¢x corrispondente di X coincide con X,
e che quindi la corda AX e la poligonale relativa al punto X
costitniscono un poligono P, ingeritto nel cerchio ¢, i cui lati
sono evidentemente proporzionali ad a, a,....@,. Per dimostrare
che il punto Qy corrispondente di X coineide con X comincio
col notare che se due punti P e P’ distano di un arco «, le
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corde AP e AP differiscono per meno di z, e quindi ciascun
lato della poligonale relativa a P, che & minore od ngnale ad
AP, differisce per meno di « dal lato omologo della poligonale
relativa a P’: quindi, se indichiamo con § I’arco che sottende
nna corda di lunghezza o, ogni arco che sottende un lato della
prima poligonale differisee di meno di § dall’arco che sottende
il lato omologo della seconda poligonale, e in definitiva i
due archi

AQ e A

i eni estremi sono gli omologhi di P e P differiscono per
meno di

(n—1)f

Ci6 posto dimostriamo che X non pud né precedere né
seguire Qy. '

Supponiamo che X preceda @x (vedi Fig, 28).

Sia n3 la lunghezza dell’arco AQy e sia « la lunghezza
della corda sottesa dall’arco di ‘

lunghezza B: ¢ « << . Considero i Qy
: b 1717 *
un punto X' compreso fra X %

€ f)x e tale che I'arco X X abbia
la lunghezza minore di . Il
punto X' ha per omologo un
punto @x’ che deve distare da
@)y di un arco minove di (n — 1)3
¢ che deve quindi seguire X'
8i ha cosl che ogni punto P dell’arco XX & seguito dal suo
punto omologo &; quindi X' & un punto A mentre esso deve
essere un punto K venendo dopo di X che, per ipotesi ¢ il
punto di separazione fra le due classi. B quindi assurdo
ammettere che @y segna X.

In modo analogo si dimostra che §y nmon pud meppure
precedere X. '

Resta cosl dimostrato che @y coincide con X, e che esiste
un poligono P, inseritto nel cerchio €' i cui lati sono propor-
zionall ai segmenti «,a,.... ..

(Uostruiamo ora il poligono P, simile a P,” e che abbia
per lati @, @,...a.: anche P, sara inscritto in un cerehio.
I1 nostro assunto resta cosi dimostrato.

A

Fig. £8.
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§ 24, 11 teorema di Cramer. — Fra tutti gli n-agoni com
dati lati ha massima area quello inserittibile in un cerchio.

Questo teorema & stato gia dimostruto per il quadrangolo
© cioé per n=4. '

Dimostro ora che, supposto che esso sia vero per i poli-
goni di n lati, esso & vero anche per i poligoni di n—+ 1 lati
e cosi risulterd dimggtrato in generale.

Sia 'n -I- 1-agono P, 1 di vertici

Al AE ....An_|.1

non inserittibile in un ecerchio.
Consideriamo anche I'n -+~ 1-agono P,.1 di vertici

AJJA; ..... 4 ’n_; 3

i eni lati siano uguali agli omonimi del precedente, e sia P, 1
inserittibile in un cerchio che indico con ('.

Devo dimostrare che 1’area di I, 1 ¢ maggiore di quella
i _Pn+1

Possono VGl‘lﬁOd:l‘Fsl due. casi
1) Un angolo almeno di P,,; & uguale all’omonimo
(VB P ETHE -

2) Nessun angolo di P,y ¢ 11g11a]e all’ omonino di P’ 43.

Vediamo come si dimostri il teorema in ciascuno di questi
due casi.

1) Consideriamo il primo caso e per fissare le idee sup-

poniamo che sia
Aol pid, S A AS A

Noto che i due triangoli
A dpii Ay e Ay Anygd)

avendo due lati e 1’ angolo compreso uguali sono uguali, ed
in particolare &
ANAJ_ = Au’fli’

Considero ora i due n-goni P, di vertici 4,4,...4, e P,
di vertiei 4,’4,".... 4,’. Hssi hanno i lati omologhi uguali. Inoltre
P, ® inseritto in un eerchio e P, non lo &. Infatti se lo fosse
sarebbe uguale a P, e allora essendo uguali i triangoli
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A, Adpad, e A,/ Aniad), Payy sarebbe uguale a P contro
Iipotesi che P, sia non iserittibile. Da ¢id deriva che P,
ha area maggiore di P,, in quanto ammettiamo che il teorema
di CrAMER valga per i poligoni di n lati: siccome poi i due
triangoli A, A A, e A, 4,14, sono uguali, cosi risulta che
anche I’area di I”,41, che & la somma dell’n-gono P, e del
triangolo A,/ A’y 1 4,, & maggiore dell’area di P,.i, che & la
somma dell’ n-gono P, e del triangolo A, 4,14, .

9) Qonsidero ora il secondo caso, cioé suppongo che Py
non abbia nessun angolo uguale all’ omonimo di 4.

Per dimostrare il teorema in questo ecaso mi riduco al
caso precedente, e c¢id costruendo un poligono P’y i, avente
gli stessi lati di P,.1, la cui area sia maggiore di quella
di Pu,1, @ nel quale inoltre un angolo sia uguale all’omo-
nimo di Py .

Allora avro

Pw—i-l < lD"u-l I Pl’ll+1

e (uindi
Pn.--}—l < Prfle

che & quello che in fine si vuole dimostrare.

Vediamo adunque come si costruisce Pq.

Supponiamo che nel poligono P,y sia 4,4, il lato mas-
simo, o che per lo meno nessun altro lato sia maggiore di
Ay

Consideriamo 1'n-gono P, di vertici 4, A4,...4.. (vedi
PFig. 29).

- S¢ esso non @ inserittibile in un eerchio costruiamo
I'n-agono P, i cui lati siano nguali a quelli di P, e che sia
inscrittibile: siano A, 4,....4, i suoi vertiei e sia T il cerchio
circoscritto a P,.

Se in P, 1 a P, sostituiamo P, otteniamo un » -+ 1-agono

'P-,Hl (somma di P, e del triangolo A,A4,,14,) di vertici

41] Az ....,ln :’L,H_j_
di lati nguali agli omonimi di P,; e di area maggiore.
Naturalmente se P, ¢ inscrittibile prendo come poli-
gono P,y il poligono Pn1 stesso,
Costruiseo ora il cerchio €' passante per A, e A, uguale
al centro C circoseritto a Pns € bado che Parco 4, DA,, che,
& I'arco uguale a quello di €' che sottende il lato A4,'4,
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di Py.1, cada dalla banda di 4,4, da eui non ecade il poli-
gono P,.

Dico ora che i due vertici d,,; e A, non pogsono essere
entrambi esterni al eerchio C.

Infatti se 4, & esterno, anche gli altri vertici A A.....4,
che si trovano sul cerchio I' sarebbero esterni, ¢ quindi sareb-
bero esterni tutti i vertici A,}....A,hq.

Allora ciasenn lato

ol R S U

sarebbe veduto dal centro O del cerchio € sotto angolo minore
di quello sotto il quale & visto il lato omologo di P, dal
centro 0" del cerchio (', e quindi I’arco A,CA, sarebbe minore
dell’arco di " in cui & inseritta la poligonale 4,4 ... A,
mentre 1’abbiamo assunto uguale.

Restano quindi da considerarsi tre casi: 4, e A, ; sono

@) ambedue interni al cerchio C.
b) uno almeno sul cerchio C.
¢) uno interno e 1'altro esterno al cerchio O

. Hsaminiamo i singoli casi:

a) Supponiamo che A, e A,y siano entrambi interni al
cerchio C: in questo caso anche gli altri vertici 4, A.... A,
essendo come A, su I' risultano interni. In quest’ ipotesi si
vede direttamente che P', 1 ha area maggiore di P,.; e quindi
anche di P, ;. ‘

Jomsideriamo infatti P’,;; come somma (1) di m 4 1
triangoli aventi per base i lati di P, e per vertice il
centro 0" di ¢' e analogamente eonsideriamo },Hq Vediamo
allora che ogni triangolo in eui & scomposto P, ha
base uguale e altezza maggiore (meno il triangolo 4, 0A, che
ha altezza wguale) dell’omologo di P, i, quindi I’area di
Poii & maggiore di quella di P,y.

Tralasciamo adunque questo caso mnel quale il teorema

() Effettiva se (' & interno a Py i1, algebrica se & esterno. In (questo
caso ¢ il lato massimo A A’, che ¢ inseritto in un arco maggiore di = e
percio in Pyt solo il triangolo A/ 0'4'; va preso col segno negative, e in
Pnai va preso certamente col segno negativo il triangolo 4, 04’, ed even-
tualmente amche qualehe altro triangolo. La nostra proposizione & quindi
vera anche in questo caso.
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di OrAmmr sarebbe wverificato direttamente, semza ricorrere
alla costruzione del poligono P, .
b) Supponiamo ora che uno dei dune vertici A, o A,
cada mnel cerchio (. Per fissare le idee ammettiamo che sia A,
a cadere sul cerchio (. Allora evidentemente I’angolo A, A, 4,
risulta uguale all’angolo 4,'4,°4.".
Si ha cosi che il poligono P,,( che ha area maggiore
di P,.; ha un angolo ugnale all’omologo di P',.1; quindi come
poligono P’y possiamo assnamere il poligono Pyyi.
¢) Veniamo ora all’ultimo caso: noi supponiamo che
A, e A,.1 siano uno interno e Paltro esterno al cerchio €, e
per fisssare le idee supponiamo che .1, sia interno e /1, sia
esterno,
Counsidero il quadrangolo @ di vertici A, ., 4, 4,1
Noto che esiste un unico quadrangolo Q di lati nguali
a quelli di @ e inscrittibile in un cerchio; siano A, :gfl 7 e
i suoi vertici e sia K' il cerchio circoscritto a Q.
Jostruisco (vedi Fig. 29) il eerchio K passante per 4, e A,

uguale al cerchio K' e bado c¢he I"arco 1[ HA,, che ¢ 1"arco
uguale all’arco di K" che sottende al ]ato A, A, del quadran-
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golo @, cada dalla banda di A, A, da cui non cade il quadran-
olo Q.
Possono avverarsi due ipotesi: 5
2y Parco 4, KA, del cerchio K & tutto interno a C.
B) Parco A, KA, del cerchio K & tutto esterno a C.
Vediamo come si operi in ciasecuna di esse.
) Consideriamo la prima ipotesi.
Costruiseo il quadrangolo @' di vertici A4,"4,"A," A" 1,
i eui lati siano uguali a quelli di @, e nel quale il vertice 4,"
sia sul cerchio C.
Ricordo che & A, 4,= 4,4, quindi essendo 4," esterno
a K ¢ certamente

L R L T T
A‘L dy gy >r11_442;'13

e anche, essendo ., esterno a C,

A A g e

"

Ora dall’esame dei triangoli 4, 4,’4," e A,"4,"4," si deduce
facilmente

AJAS > A

¢ quindi, considerando i due triangoli A 'Ae1 4 e 44" 4,
si ricava
A A A = A A Ay

Nello stesso modo si conelude che &
;14”-44"134‘1 ‘fl:,'” > ;[1 AI” 'H_ rl:] .

Abbiamo cosl che nel quadrangolo @ la somma dei due
angoli 4,” e A"y differisce da 180° (somma degli angoli A
e A’y del quadrangolo @ che & iscriftibile) per meno che
la somma analoga nel quadrangolo @: @' adunque ha area
maggiore di @ (*). i

Ora nel poligono P,y al quadrangolo € sostituisco il
quadrangolo @: ottengo cosi un m -+ l-agono P’ che & il
poligono cercato in quanto esso viene ad avere gli stessi lati

Yy Ofr. § 4. - Nota.
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¢d area maggiore di P, e per di pit il suo angolo 1 "4,"4,"
risulta uguale all’omonimo di 4.

») In modo analogo procedo nell’ipotesi che I"arco
JL,KJL sia tutto esterno a €, costruendo questa volta il qua-
drangolo @ di lati nguali a quelli di ¢ in modo che sia il
sno vertice A,.s" a cadere sul cerchio C.

B cosi il teorema di CRAMER resta completamente
stabilito. '

§ 25. T teorema di Zenodoro. — Ricordato il lemma che
fra dne triangoli di ugual perimetro e di ugual base ha area
maggiore quello in eni & minore la differenza degli altri due
Jlati (1), dimostriamo il

Teorema. Dato i poligono P di n lati e di perimetro np,
che non sia equilatero, si pud costruire un poligono equi-
latero I, avente gli n lati nguali a p ed area maggiore
i P

Siano A, 4,..,4, i vertici di P. Notiamo dapprima che,
dato un poligono P, & facile costruire un poligono @ che abbia
la stessa area e gli stessi lati (i P ma susseguentisi questi
in modo che due lati prefissati di P siano consecutivi in Q.
A tale oggetto costruiamo prima
un poligono ¢ avente 1’ area ¢ i
lati di P, susseguentisi come in P
tutti tranne due prefissati 4 4, e
4,4, che vengono scambiati fra
di loro: per ottenere questo (vedi
Fig. 30) basta nel poligono P al
(riangolo 4, 4,4, sostituire il tri-
angolo A4, A4,4,, nel quale &

e i
A, d, =4 A,

B ora evidente che, ripetendo convenientemente questa
costruzioune, si possono portare a essere consecutivi due lati
arbitrari di P, ottenendo cosi un poligono ¢ che ha ancora
la stessa area di P.

() Per la dimostrazione vedi § 13.
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Cio premesso veniamo alla costruzione di P/ (vedi Fig. 31), '
: Non essendo P equilatero,
Aj Sy esso avra almeno un lato mag-
Ay giore di p e nno minore di p. Pos-
siamo supporre questi due lati con-
A secutivi: se essi non lo fossero al
poligono P sostituiremmeo il poli-
gono @ in cul questi due lati sono
portati a esser consecutivi. Siano
questi due lati i lati 4,4, e 4,4,
Sulla diagonale A, A4, assunta
come base costruisco il triangolo

Fig. 31. 4,4,4, avente

e
Ay e A AL ol e
La differenza fra i lati
Ayt a A
risulta minore della differenza fra i lati
A4, e cd. A,

quindi, per il lemma su ricordato, il triangolo 4, 4,' 4, ha area

maggiore del triangolo 4, 4,4, pur avendone ugual base e

ugual perimetro. ; ' '
Indico econ P, il poligono

A d e e 5

Noto anzitutto che in P, il numero dei lati uguali a p
¢ maggiore che mnon in P: inoltre P, ha area maggiore
di P pur avendone lo stesso perimetro e lo stesso numero
di lati.

Se P, non ¢ equilatero applico ad esso questo stesso pro-
cedimento: ofterrd un poligono P, che ha un numero di lati
uguali a p maggiore che non P, e che ha area maggiore di P,
pur avendone lo stesso perimetro.

Se P, non ¢ equilatero riapplico lo stesso procedimento,
e 0osl seguitando.

Siccome nei poligoni P, P, P,... cosi ottenuti il numero
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dei lati uguali a p va crescendo, al pit tardi dopo n—1
operazioni otterrd un poligono P’ ehe ha tutti i lati uguali
a p (il poligono che ha n —1 lati uguali a p, avendo peri-
metro np come tutti i precedenti ha uguale a p anche I’ enne-
simo lato).

II poligono P’ & il poligono che volevamo costruire:
infatti esso & equilatero, ha perimetro np, e per di pit ha
area maggiore di P in quanto i poligoni PP, P,... hanno
clascuno area maggiore del precedente.

Ravviciniamo il fatto ora stabilito col teorema di CRAMER.
Ne deduciamo il

Teorema di ZENoporo. — 1l poligono regolare di n lati
ha area maggiore di ogni altro poligono dello stesso perimetro
e dello stesso numero i lati.

Infatti sia P un poligono qualsiasi di » lati.

Se esso & equilatero il teorema di CrRAMER ci dice gia
che P ha area minore dell’n-gono regolare di ugual peri-
metro che & precisamente 'n-gono inserittibile che ha gli
stessi lati dit P. Se P non & equilatero, per qnanto abbiamo
visto, si pud costruire un n-gono P’ equilatero avente lo stesso
perimetro di P e area maggiore. Ora per il teorema di
CraMiER 'n-gono regolare isoperimetro a P ha area mag-
giore di quella di P, quindi, « fortiori, ha area maggiore di
quella di P.

§ 26. Seconda dimostrazione del teorema di Zenodoro. —
La dimostrazione del teorema di ZeNoDoro indipendente dal
teorema di CrRAMER si ottiene facendo vedere:

1) che dato un n-gono equilatero P, che mon abbia
aleun angolo nguale ad @, angolo dell’n-gono regolare dello
stesso perimetro di P, si puod costruire an peligono P’ avente
eli stessi lati e area maggiore di P, e nel quale un angolo
sia divenuto uguale ad w©;

2) che dato un n-gono equilatero P, che abbia » —1
angoli consecutivi uguali ad v, si pud costruire un poligono P’
avente gli stessi lati e area maggiore di P, e nel qnale vi
siano + angoli consecutivi uguali ad w. '

Queste due proposizioni permettono evidentemente di
stabilire il teorema di ZrNoDORO indipendentemente dal teo-
rema di ORAMER. ;
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Per la loro dimostrazione dobbiamo premettere il
Lemma. Dati due quadrangoli ABCD e A'B'C'D’ 'Wenh i
lati rispettivamente uguali e supposto che sia BC = 4D,

dico che se &
BB <A

la superficie S, del qnadrangolo ABOD & minore di quella &,
del quadrangolo A'B'C"D".

Questo teorema & anzitutto evidente nel caso in cui sia
anche AB— OD. In questa ipotesi, infatti, i due quadrangoli
ABCD e A'BC'D si riducono a due parallelogrammi ed &

8§ —= 4B - B( sen B
§=ABEB-B(sen B.

Iissendo poi per ipotesi A e B supplementari ed essendo B’
compreso fra A e B & sen B' > sen B e quindi anche 8= 8.
Supponiamo ora che sia AB== CD.

Facciamo anzitutto vedere (vedi Fig. 32) che & |
|

(g g e el e |

& Per arrivare a questo, noto dap-
7/ prima che se &

A>B
dal confronto dei triangoli

ABD e BAC
risulta

BD > AC

e quindi dal confronto dei triangoli
DCB e CAB
> D,

Cosi pure se
A-B' !
Tig. 2. BB
dal confronto dei triangoli

ABC e ABC
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o dei triangoli
DAC e DAC

risulta
D<D.
Inoltre dovri essere
.‘L > 4'1.’
perché se fosse
4 < 4

si dedurrebbe con le considerazioni di sopra
(AR O
¢ quindi si giungerebbe all’ assurdo
A+B4+C+ D<A+ B+ 0+ D.

Cosi pure &

0> .
Analogamente essendo
B< A
sara
=B
¢ =>D
D=,

Quindi in ogni caso, tanto che le differenze B — A
e D' — (' siano positive come negative,

| A — e |C—D|>|C

Supponiamo ora per fissare le idee che fra i due lati
disuguali AB e €D sia AB il minore. Costruisco (vedi Kig. 33) il
quadrangolo BAC, D, ngnale al quadrangolo ABOD e disposto
in modo che sia € AP_ ABC. B evidente che i puntl CDC D,
risultano i vertici di un parallelogramma’ di cui ¢ centro il
punto O, punto di mezzo del Emg,mento AB. Sia M il punto
medio di ¢D,: il segmento OM & parallelo ad DC ed nguale
alla metd di DC. Indichiamo con 2z la differenza fra gli
angoli ABC' e BAD. Ho evidentemente OBM — 180° —o. Cid
posto vediamo come si esprima 1’area S del guadrangolo




(I 0. CHIBINT
ABCD in fouzione dell’angolo « semidifferenza degli angoli
Ae B | :

Chiamiamo % il segmento BM altezza del triangolo iso-
scele CBD, e Iv I’ altezza del parallelogramma 0D, C, D rispetto
il suo lato /D, assunto come base.

Fig. 33.

Abbiamo allora evidentemente

1.

S=, CD,( — k)= CM(h— ). [ I

Lo

Tacciamo ora le analoghe costruzioni relativamente al
quadrangolo A'B'C'D’ usando delle stesse lettere con 1'ag- E B
ginnta dell’ accento. Avremo cosl I’arvea & del quadrangolo E B
A'B'C"D’ espressa da - :

8 =CMW—%). »

Ricordiamo il teorema di geometria elementare che dice
c¢he fra due segmenti che congiungono un punto B, interno
a twn cerchio di centro O, 'uno con un punto M e 1altro
eon un punto M della circonferenza, ¢ minore quello che
forma un angolo maggiore con la semiretta uscente da B
e passante per il centro del cerchio. Immaginiamo orva di
portare il triangolo O'B M sul triangolo OBM in modo che O'B
coincida con OB: allova M e M’ si troveranno sn uno stesso
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cerchio che ha per centro O e nel eui interno si trova il
punto B.
Bssendo per ipotesi « > «' e quindi OBM < OBM sari
per il teorema ricordato BM >> B'M, ciod sard &k >k
Notiamo ora che & CM = CB + k' e cosi pure
OM° =CB’ +§k": essendo k> I sard anche M > C'M'.
Confrontiamo in fine h e I/. A tale oggetto indichiamo
con 3 'angolo BMO e con ' ’angolo B'M'O.
Dal triangolo OBM ricavo

. OB
sen stenxll)ﬁ

oM

Ma 2z, come 2, essendo differenza di due angoli con-
secutivi di un quadrangelo non intrecciato ¢ minore di 180°,
quindi 2« e « gono acuti. Hssendo per ipotesi o >o &
sen « > sen«, e quindi anche sen 3 > senj’; essendo inoltre
g e come angoli interni rispettivamente minori di « e o/, e
quindi acuti, sard cos 3 < cos .

Osserviamo in fine che 6 h—= DCeosB e W= D'C' cos 7.

B quindi b < . '

Riassumendo essendo OM << C'M, E=>=k e h<<h e
S < 8. Che & quanto volevamo dimostrare (*).

e per la stessa ragione & anche sen ' = sen «'-

Osservazione. Possiamo considerare i quadrangoli ABCD
e A’BC'D come due diverse posizioni di un medesimo qua-
drangolo articolato variabile. Mettendoci da questo punto di
vista si pud enunciare il teorema ora dimostrato nel modo
seguente:

Un guadrangolo articolato ABCD, nel quale siano uguali
i due lati opposti BC e AD, aumenta di area col diminuire
della differenza fra i due angoli adiacenti a uno dei lati non
supposti uguali.

Questo stesso teorema si potrebbe dedurre dal teorema di
CraMBR sul quadrangolo facendo vedere che A’ C"—180° <C
< A+ 0—180°.

(1) In questa nostra dimostrazione ci giamo serviti di formule trigo-
nometriche, solo per amore di brevita; ed & evidente come questa dimo-
strazione possa ridursi — e senza aleuna difficolth — a tipo puramente
enclideo,

F. ENRIQUES - IL. 39
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Per questo sarebbe necessario che A’ € fosse maggio .,;-:
di 180°: se ¢id non fosse ci si ridurebbe a questo caso chia-
mando (vedi Fig. 32) A'B'C"D" il quadrangolo A'B'C'D".

Teorema. 1) Se un poligono equilatero P, di n lati, non ha
(n— 2)m

nessun angolo uguale a ) si pud costruire un poli-

gono P, maggiore di P, e mnel guale uno degli angoli sia
(n—2)m
nguale a s
Siano 4, 4,...4, i vertiei di P. Indico con v ! angolo di |
X (n— 2)7
ampiezza ————.

Siccome la somma degli n angoli di P ¢ (n—2)r, essi
non possono essere né tutti maggiori né tutti minori di w: ve
ne saranno quindi due consecutivi uno maggiore e I'altro
minore di w, Siano essi 4, e 4, e supponiamo

A >o
A, < 1w,
Qonsideriamo (vedi Fig. 34) il quadrangolo
A A, A4,
e costruiamo il quadrangolo
And A4,
il quale ha
AN —d, A,
AlA =4, A,
AjA, —=dd,

e per il quale &

—

Tig. 84, 4, =w.

Questo quadrangolo si ottiene costruendo prima il trian-
golo A,4,4, di cui son dati I'angolo A/ e i lati che lo
comprendono, ¢ costruendo poi su A.A,, preso come base,
il triangolo 4.4,’4, di cui son dati gli altri due lati. Notiamo
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inoltre che il quadrangolo 4, 4,'4,’4, & effettivamente costrui-

bile ed & unico essendo tali i due triangoli 4,4,'4," e 4,4,'4,

come ¢ facile verificarsi. :
Cio posto essendo

A >d >4,

per il lemma precedente il quadrangolo 4,4,'4,’4, ha super-
ficie maggiore del quadrangolo 4, 4,4, 4,, e quindi il poligono
P’ i cui vertici siano

AAS A Ay

ha superficie maggiore del poligono P, pur avendone gli stessi

; nw— 2)n
lati e avendo un angolo 4, uguale a (——)
\ n
Teorema. 2) Se un poligono equilatero P, di n lati, ha
' n—2

r— 1 < n angoli consecutivi uguali a T, 81 puod costruire

un poligono P’ che abbia gli stessi lati e area maggiore di P, ed

o : {ea . n—2
abbia inoltre r angoli consecutivi uguali a =

Riano A4,4,..4, 1 vertici di P. Siano 4, 4,...4,—1 gl
o

: S
angoli uguali a T.

d

Noto che gli angoli
Al A—n A:- e A‘r—lArAn

sono uguali fra di loro: indico eon o il loro valore e indico
con p 1’ angolo '
n—2

—= TR
n

Possono accadere tre casi
1) 4, e 4,4 sono uno maggiore e 1’ altro minore di
w— 2

L

Ve

i

S . I
2) 4, e A,_1 sono ambedue maggiori di

~ 0.

1
—2
TE-

; R
3) 4, e A,y sono ambedue minori di ——
n
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Vediamo come si operi nei singoli casi.
1) Congideriamo il primo caso (vedi Fig. 35) e per fiss
le idee supponiamo che

precisamente
0w — 2
A:a < e L
n
n — 2
A, > —m

Consideriamo il qua-
drangolo

fl“A,. .A 1 flﬂ 1.

Tn esso evidentemente &

An < L
A, > .

Pig. 35.

Costruiamo il quadrangolo
A A Ay Ay

che abbia i lati uguali agli omologhi del precedente e mnel
quale I’ angolo 4, 14,4, sia uguale a 9. Questo quadrangolo
si costruisee come abbiamo fatto nel caso analogo del teorema
precedente, e nello stesso modo si prova la sua uniecita; esso
inoltre per il lemma stabilito al principio di questo paragrafo
ha area maggiore del quadrangolo A g da:

Se oranel poligono 4, 4, .... 4, al quadrangolo 4, 4, A'y4y Alp
sostitniamo il quadrangolo A, 4.4 14", € ¢id lasciandone
invariate le altre parti, otteniamo un poligono P’ che ha area
maggiore di P avendone gli stessi lati: inoltre nel poligono P
i

— ; 9 .
Iangolo A, A, Adra lha 'ampiezza o+ @ = r mentre gli

n—2

angoli A, 4,....4, 1 sono ancora uguali a .

II poligono P’ & quindi il poligono cercato.
2) Consideriamo ora il secondo caso cioé supponiamo
n—2

che 4, e A, siano ambedue maggiori di T.

In questa ipotesi ei riduciamo al caso precedente sosti-
tuendo al nostro poligono un altro poligono P che se abbia
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la stessa area e gli stessi lati, in ceui gli angoli A el sl
0 n—9

A i b — 2 % %
siano ancora uguali a — ~m, 4, sia ancora maggiore di - T

i n

&

2
w. Operando poi

?

i s P . , B—
e per (i pin 4, sia divenuto minore di
T

su P come abbiamo operato su P nel caso precedente otte-
niamo un poligono P’ che soddisfa mﬂdmﬁff-mente alle condli-
zioni volute.

Per ottenere P trasformiamo il nostro poligono in un
altro avente la medesima area e i medesimi lati nel quale
sia ogni angolo

Ay r'lni'li = Air\ 1 A,:Aw
e ¢id per _
t—w, 7-+1. n— 2.
E questo I’otteniamo nel modo seguente. (Vedi Fig. 36).
Congiungiamo
A, econ 4. Notiamo il ,,___.,.-»Ahz
che il poligono ¢ il
quale ha per vertice = ; A Si]

o L SO L B 0 An-i(t . \HIAR
sempre  essere sup- i
posto convesso,
perché¢ qualora non

|
lo fosse lo si rende- An-An AP:AF
rebbe tale (') — la-

seiandone invariati i |

lati — com aumento As= At Ar-t1=Ar-
della suna area e Fig. 36.

qnludl anche del-
'area di P. 0id posto siamo sicuri che, nel poligono P, la
diagonale 4.4, sia interna,
Se &
A.n,lfin A » fl,— i1 A.,. A,,

sostitniamo al poligouo A A Aiq.dn g 11 suo simmetrico
rispetto 1’asse del suo lato A,4,. Cosi il nostro poligono
A,4,....4, viene trasformato in un altro poligono 4,4, ....4,’
certamente mon intrecciato, avente uguali al precedente i

) Cf. § 21.
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lati e gli angoli 4,4, ...A,_4': angolo 4, in esso & ancora

27: e inoltre &

4 o W=
maggiore di

Ap 1A, A, < Apr A, Au.

Fatto cid conginngiamo 4, con 4,1 : questa diagonale
& tutta interna al poligono in quanto il poligono @ & eon-
vesso quindi anche & convesso il poligono 4.'4," Ayi1.... An— che
ne ¢ nna parte. : g
Nell’ ipotesi che sia

/
Ajn—l An’ 4 vl > A’a'+'2 Ar-r+1 An’

ripetiamo la costruzione fatta prima, lasciando naturalmente
invariato il poligono nell’ipotesi contraria.
Otteniamo cosl un nuovo poligono 4,"4."...4."
Congiungiamo A, con A,,s' e ripetiamo il procedimento
di prima; e cosi via.
Alla fine arriveremo a un poligono P, certamente non
intrecciato, che ha P'area e i lati di P e gli angoli A A4
uguali agli omologhi di P, e in esso I’ angolo A. & maggiore

n-— 24

i)
di n, ed & ogni angolo

e ¢id per i=17r, r-+l..n—2.
Vogliamo ora dimostrare che in questo poligono I'angolo

g A A,

nw—2

¢ minore od uguale a e

A tale oggetto ‘costruisco il cerchio passante per i ver-
tici And,...4,: in questo eemhlo I’angolo formato da due

—2
7 : easo & dungue il eerchio

corde uguali ai lati di Pé ai 2
circoseritto all’ ennagono regolate che abbia i lati di P.

++1 sard fuori di questo

" Hssendo 4, 1

eerchio. Tutti gli a.ltu vertici ApiaArrgeeedn1 NON DPOSIONO
cadere sul cerchio o fuori, perché in quest’ipotesi ogni lato
del poligono P sarebbe veduto dal centro O del cerchio sotto un
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: . 2m 2 3 1 SO o

angolo minore od uguale di ~— e siccome il lato A, Arpy €
’ . 2w

veduto secondo un angolo minore di = (essendo A, esterno)

la somma degli »n angoli sotto i quali dal centro si vedono
gli n lati di P sarebbe minore di 2%, contro 1’ipotesi che
guesti lati costituisecano nn poligono.
A partive da A,, nel senso degli indici crescenti, trove-
remo un primo vertice intorno al cerchio: sia esso A..
11 vertice precedente A, ; pud essere tanto sul cerchio
quanto fuori.
Distinguiamo due casi
a) O e A, 4 sono dalla stessa parte della diagonale
A, A, oppure su di essa
b) 0 e A, 1 sono da banda opposta di R
Tsaminiamo questi casi.
«) Oominciamo eol primo (vedi Fig. 37).
(fongiungo O con A,—1. L’angolo 0A, 1A, & evidente-
v— 2
n

13
mente minore dl =

Te

Noto che
04,4, 1= Od, 4.

('ugunale vale nell’ ipotesi
che A, { sia sul cerchio
oppure che O sia sulla
4,4, 1) ma per ipotesi

fI“71 -‘in /Ia.‘—l =< Ai-s A;A /In

quindi
1n—2
A, 0= A4, 10< ;2 "n
essendo 1" angolo
- - 1ln-—2
OA A = Gy

risulta

{ .

-fiﬂfl [fli_‘
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'b) Consideriamo ora il secondo caso (vedi Fig. 38).

-Bia Q Dinterseziome di 4,4, ; col cerchio. Costruisco il
segmento @A, ugnale e parallelo al segmento A 1A, o dif
retto nello stesso senso.

Dico che 4, & in-
terno al cerchio.

Per dimostrare
questo costruisco il
rageio OM perpendico-
lare ad 4An@: noto che
la A, A,/ & parallela alla
A, A,_1, quindi, essendo
. A, interno, se A/ fosse
esterno o sul cerchio
S dovrebbe essere dalla

Tig. 8. parte di OM dalla quale

8i trova A“., quindi Q.1

sarebbe maggiore di @M. Noto inoltre che A, ¢ ¢ minore

di 4,.14,, in quanto la retta 4, 1@ & pit vicina al centro

che non la retta A, 14, e § & sul cerchio, mentre A, &

interno. Cid posto considero il poligono MA,,A sitee E_IQ

esso ha evidentemente al massimo n lati, ciascuno dei guali &

minore od ugunale di p, lato del poligono P: & quindi assurdo

che esso abbia tutti i suoi vertiei sul cerchio o fuori: & quindi
assurdo che 4, sia sul eerchio o fuori.

Ora per ipotesi 1'angolo

Aﬂ-lfin.gg_l = A.,,.EL-_L/I“ = .KL’Q.AT’JI-
quindi 4, ; & interno al cerchio e quindi I’angolo

n—2

iT.

-fzin—l f_L,; ‘il < n

3) Consideriamo ora l'ultimo easo, cioé supponiamo che
‘ — 2
A, e A, siano ambedue minori di " “—

Anche in quest’ ipotesi mi riduco al caso 1).

Con costruzione analoga a guella impiegata nel secondo
caso costruisco un poligono P non intrecciato che ha uguali
a P 1area, i lati, e gli angoli 4,4,4, 4, nel quale 1’angolo
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2 : e T Sl ;
A, & ancora minore di —— =, © che di pint & tale che sia
i1 ;
ogni angolo
4:1')’1,—1 ‘41; ‘4-1‘ 2 ‘{-'li 1 -‘-'/11: il’b

e cid per i=7r, r+1..n — 2.

R I - 7 —2
Ora dovrd dimostrare ¢he in P 1’ angolo 4, © > - =
= e 9

n
dimostrato questo potrd operare su P come ho operato su P
nel caso 1); ofterrd cosi un poligono P’ che soddisfa eviden-
temente alle condizioni volute.

Per dimostrare adungue che Ao ?i;—zn costruisco anche
qui il eerchio €' passante per A A, A.. Bssendo A, << ]}—:—2.
il vertice A,.1 cade internamente al cerchio. Supponiamo che
qualche vertice cada fuori dal cerchio: si potrebbe dimostrare
che se P & convesso (uesio accade effettivamente, ma per
il nostro scopo (costruzione del poligono F) basta notare che
se ogni altro vertice fosse sul cerchio o interno, il poligono P
avrebbe area minore dello ennagono regolare R di lati uguali
a quelli di P e quindi inseritto nel cerchio C (*): possiamo
quindi assumere €OIMO poligono P e il poligono R.

Supposto adunque c¢he non tatti i vertici siano sul cerchio
o dentro, sia 4, il primo vertice, a partire da A, nel senso
degli indici crescenti, che cade fuori dal eerchio C.

Congiungo A, con A; 1.

Se 0, cenfro del cerchio C, & sulla A, A, 1 o dalla stessa
banda di A,4,.1 dalla quale cade A,_y, si dimostra, come
abbiamo fatto nella analoga ipotesi per il caso 2) ehe & I'angolo

L P e |
AnflAnAi > »

.
(]

Analisi particolare Invece richiede il caso che O e An i
sianmo da bande opposte di A.A4, .. Consideriamo adunque
questo easo.

Angitutto se Hgl_1ﬁ11}15,..12 ) il vertice An—1 © evidente-

i
(3
)

() Cid si vede facilmente scomponendo E in tanti triangoli aventi
per base i lafi di B e per vertice il centro di ¢ e cosl pure operando
¢u P: si ha allora che ogni triangolo di R ha base nguale e altezza Mmag-
giore dell’ omelogo di P, quindi B ha area maggiore di i
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mente esterno a ' e quindi:

= == n—=2
Aﬂ_l.Aﬂ.Ai > —ﬂ T,

Possiamo quindi supporre:

A-,,,_]_AT,,HS =g ;’E

Costruisco OM raggio perpendicolare ad A, A, 1.
Sia @ 1’ intersezione di 4,4, 1 col cerchio C.
Distinguo due casi:

a) 4, e G sono dalla
stessa parte] di OM o A, si
i+ trova su OM;
________________ L L N D) 4, e @ sono da banda
’ : As-t ' opposte di OM.
Vediamo come si operi
! in ciascuno di essi.
/ a) Supponiamo che A,
/ @ @ slano dalla stessa parte
: /i OM. Oostruisco (Fig. 39)
il segmento G4, uguale e pa-
CRahl T rallelo al segmento A4, 14, e

=
p=dl

4,

1

s /?\s
!

oo
;
;

D=

diretto mnello stesso senso.
Fig. 89,

Allora 4, risulta evidente-
mente esterno a €, e quindi essendo

b 0 S B P

84

anche A, ; esterno & al cerchio,
e quindi &

47111 IAT-M. Es = iii:_gﬁ;

b) Supponiamo ora che

{ 4, sia dalla banda di OM op-

/ posta a quella in cui si trova
G (Fig. 40).

Dimostrerd essere assurdo

che A,_; sia nel cerchio o dentro

e quindi risulterd che A, ; &
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esterno e quindi:
n—2

A‘Iﬂf'l £ ln *Lfl >

T .
v
a T intersezione di 4, 1A, col eerchio. Se A, | fosse
interno al cerchio o sul eerchio, non dovendo il poligono essere
intreceiato, An_i dovrebbe essere interno al triangolo misti--
lineo 111413 4. Ma i punti di questo triangolo hanno distanza
da 4,4, ; minore che non 4, (questo perche 4, & dalla parte
di OM da cui si trova A,). Quindi A,_1 dovrebbe distare
da A,A,_; meno di quel che dista 4.. Ma per ipotesi I’an-
golo rl,,,ulmls_l & acuto ed & maggiore od uguale dell’ an-
0010 A\Jls 14, ed essendo inoltre 4, (4, — A A, 1, la distanza
di A, 1 da A4, 4 & maggiore od uguale a quella di A,.
B quindi assurdo che A, 4 sia interno o sul eerchio.
B cosl il nostro Teorema 2) & completamente stabilito.
Da esso, tenuto conto del Teoreme 1) deriva, come primo:
ed evidente corollario ehe
Se P & un poligono equilatero e non equiangolo esso ha
area minore del poligono equiangolo che ne abbia gli stessi
lati, cio® del poligono regolare.
Confrontando poi questo risultato con quello stabilito
al principio del § 256 otteniamo il
Teorema di ZuNODORO: 'ennagono regolare ¢ massimo
fra tutti gli ennagoni isoperimetri
la eni dimostrazione risulta cosi stabilita indipendente-

mente dal postulato del massimo e anche dal teorema di.

CRAMER.
Carirono VIII.
Isoperimetria solida.
§ 27. Dei prismi e dei eilindri (*). — Cominciamo col

dimostrare il
Teorema 1), Fra tutti i prismi di data base e data altezza

il prisma retto & quello che ha la minima superficie laterale,

e quindi anche la minima superficie totale.

() Cfr. nel « Journal di Crelle » del 1842, la prima Memoria di

SeeEmver, Swr le massimum et le minimum des figures dans le plan sur la

sphére et dans Vespace en général.

S ——— =
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Tnfatti sia P un prisma qualungue, e P’ il prisma retto
di ngual base e ugnal altezza. Allora le faccie laterall omo-
loghe di P e P’ hanno ugual base, ma I’ altezza i una
faccia di P & maggiore od uguale, e in qualeuna certamente
maggiore, all’altezza dell’ omologa faceia di P, quindi la
superficie laterale di P & maggiore di quella di I’.

Da questo teorema, tenuto conto della (lefinizione di super-
ficie Interale di cilindro, segue facilmente il

Corollario. Fra tutti i eilindri di ugual base e ugual
altezza, il retto & quello che ha la minima superficie laterale.

Tenendo poi conto del fatto che I’ ennagono regolarve ha
perimetro minore di ogni ennagono non regolave i ugnal base,
s deduce il

Teorema 2). Fra tutti i prismi retti di eui & dato il numero
dei lati, Paltezza e I'arvea della base, quello a base regolare
ha la superficie laterale minima.

E, per la legge di reciproeitd, abbiamo anche che fra
tutti i prismi retti di eui & dato il numero dei lati, 1"area
della base e la superficie laterale, quello a base regolare ha
la massima altezza, e quindi il massimo volume.

Nello stesso modo si stabilisce il

Teorema 3). Fra due prismi retti e a basi regolari aventi
ugunale I'area della base e I’ altezza, quello che ha maggior
pumero di lati ha la superficie laterale minore. K reci-
procamente: fra due prismi a basi rvegolari aventi uguall
1’ area della base e la superficie laterale gquello che ha
maggior numero di lati ha maggior altezza e quindi maggior
volume.

I infine:

11 eilindro retto ha minor superficie laterale di ogni prisma
che abbia la stessa altezza e basi equivalenti; e ancora: il
cilindro retto ha maggior altezza, e ‘quindi maggior volume;
di ogni prisma che abbia basi equivalenti e ugnal superficie
laterale.

Ammesso ora che esita un prisma di volume massimo
fra i poligoni quadrangolari racchiusi da una medesima super-
ficie, dimostriamo il

Teorema 4). I1 cubo & il prisma quadrangolare di volume
massimo fra quelli di data superficie.

Infatti il prisma quadrangolare di volume massimo deve
avere le basi regolari, quindi quadrate: ma ogni faceia di un
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prisma quadrangolare pud essere assunta come base, quindi
tutte le faceie del prisma che realizza il massimo devon
essere quadrate e quindi questo prisma & il cubo.
Per chiarvire considerazioni ulteriori & bene notare qui che
il parallelepipedo di massimo volume fra quelli di data super-
ficie totale gode delle due proprieta
1) la somma delle sue basi & la meta della superficie
laterale
2) esso & cirvcoscritto a una sfera che tocea ciascuna
faceia nel suo baricentro.
Per stabilive ora, quale fra i prismi di data superficie
totale, abbia il massimo volume premettiamo il
Lemma. Fra tutti i prismi triangolari retti aventi la
base 4BC simile a un triangolo dato e aventi cosfante la
somma S delle aree delle due hasi e della faccia laterale
relativa al lato (B, ha il massimo volume quello in cui la

l
‘—_;S.

base ABC ha per area

Infatti sia P, un prisma generico soddisfacente alle con-
dizioni volute, ¢ sia 4ABC la sua base. '

Costruniseo (vedi Fig. 41) il qua- E
drato DI'FG di centro ' e nel quale
il lato D@ si trovi sulla retta A4B. Noto
che D& & oguale al doppio di CH
altezza del triangolo ABC,

Considero il prisma quadrango-
larte P, di base DEFG e di altezza
uguale all’altezza di P,. Sia I la sua
superficie totale.

Noto che Parea di ABC sta al-
I’area DEFG come AB sta a 4-DG.
Inoltre la superficie della faceia late-
ale di P,, relativa al lato 4B, sta alla superficie laterale
di P, nello stesso rapporto. Si ha quindi

Fig. 41.

8§ AB _ area ABC _ vol. P,
2) %~ 4DG  area DEFG ™ vol. P,’

Iissendo ABC variabile in una serie di triangoli simili,
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; AB Rale ! AB
il rapporto O & costante; quindi & costante anche Do

sendo DG —2CH. Bssendo inoltre costante S ho che X e
costante.
Inoltre siccome il volume di P, sta al volume di P, come

le loro basi, il eui rapporto 1{11% & costante, ho che P, avra

il massimo volume, quando lo avrd anche P,.
Ma P,, di cni & costante la superficie laterale X, rag-
giunge il massimo volume, qnando ¢ un cubo, cioé quando

Iarea della sna base & % di ¥, quindi per la 2) P; avra il

massimo volume quando 1’area di ABC & un sesto di 8.

Ed ora veniamo al '

Teorema 5). Fra tutti i prismi aventi la base simile a un
n-gono prefissato, e dei quali & data superficie totale, & magsimo
quello in eui I"area della base ¢ un sesto dell’area totale.

Sia P, un prisma generico soddisfacente alle condizioni
volute. Sia B la sua base. Costrniamo un prisma triango-
lare P, di altezza uguale a quella di P,, la cui base ABC
sia equivalente alla base di Pn, e tale che il lato AB di essa
sia uguale al perimetro della base di P.. Al variare di p
(e quindi di P,) il triangolo ABO varia restando simile a se
-stesso.

Notiamo che la superficie totale di P, ¢ uguale alla
somma S delle due basi di P, e della faccia (sempre di P)
relativa al lato AB. Sieccome il volume di P. & uguale a
quello di P,, cosl esso sard massimo quando ¢ massimo
quello di P,, ciod per il lemma precedente, quando I’ area
di’ ABC & un sesto di § e quindi quando 'area di § é un
sesto della area totale.

Da questo teorema deduciamo immediatamente

Corollario 1). Fra tutti i prismi di cui & fissato il numero
delle faccie e la superficie totale, ha volume massimo quello

2 . 2l
che & con la base regolare e in cui I’ area della base ¢ 6 della

superficie totale. y

Corollario 2). Fra tutti i prismi e cilindri di data super-
ficie totale, ha volume massimo quel cilindro circolare retto
in eni la base & un sesto della superficie totale.
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§ 28. Sulle piramidi e sul cono (').

Lemma 1). Cominciamo eol notare che se di due triangoli
rettangoli sono dati i due cateti i, e h, (uno per triangolo) e
la somma degli altri due
Pp,-+p,, lasomma delle ipotenuse
1, +1, ¢ minima, come risulta B
evidentemente dalla figura 42, h,
quando gli angoli opposti a h,

€ I, sono uguali cio¢ quando P,

i triangoli sono simili, cioé P,

quando si ha

q = l_z hz
h, h,
P, P, Tig. 42,

Lemma 2). Di due triangoli rettangoli siano dati i cateti h,
e T, e la somma dei rettangoli compresi tra ciascuno degli
altri e i due segmenti prefissati a,, e @, vale a dire la somma
p, @, + p,a, dico che la somma dei rettangoli compresi tra le
ipotenuse , e 1,, e i segmenti a, e «, ciod la somma I, a, + 1, a,,
& minima quando i triangoli sono simili eioé quando

h h,

=low

L

Poniamo
Lanpe=l, = dgay==d,

P, =p, Pty =Py
’ i ’
how,=h" N, =h.

Abbiamo allora che 1./, p, e h,’ sono i lati di un triangolo
rettangolo simile al triangolo rettangolo di lati i, p,, I, e
cosl pure 1, p,’, b, sono i lati di un triangolo rettangolo
simile al triangolo rettangolo di lati 1,, p,, ©,.

Di questi due triangoli sono dati i eateti

’ =
k' e h,

e la somma degli altri due

Py

(1) Cfr. SreiNmg, loc. eib,
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3

la somma delle ipotenuse I,'—+ 1, ¢ minima, per guanto
abbiamo visto, quando essi sono simili, ¢iod quando

<

2

Ma,
V+1,'—=al + a,l,

quindi @, + a,l, & minimo quando

h/ R’

L
ciod¢ quando

Wy ok

o PR

Lemma 3)
Dati di pit triangoli rettangoli i cateti

hip sk,
e la somma
Dty Polly e = Patty,,

somma dei rettangoli compresi fra gli altri cateti e dei segmenti
prefissati a, a,....a,, dico che

La, +1la,..4La,,
" somma dei rettangoli compresi fra le ipotenuse 7,1,...7, e i

segmenti «, a,....a,, ¢ minima quando i triangoli sono simili,
vioé quando :

Questo fatto, ammessa I’ esistenza del massimo, si deduce
immediatamente dal Lemma precedente notando che i nostri
triangoli devon essere a coppie tutti simili.

Teorema 1). Date due piramidi P e P aventi n faccie
laterali di basi equivalenti e di ugual altezza, delle quali una,
la P, sia circoscritta a un cono retto e I'altra, P, no, dico
che ha superficie laterale minore quella che & circoseritta al
cono circolave retto.
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Siano, infatti,
0 Ty woss Oy
i lati della base di P, e
@, @y e
quelli della base di .
Sia O il piede della perpendicolare abbassata dal vertice
di P sulla sua base, 0’ il punto omologo in P, punto che per
il momento suppongo interno alla base di P
Siano” p,p,....p. le distanze di O dai lati ¢, @,....a., © cosl
pure p,'p, ..p. le distanze di O dai lati @,'a;....a, .
Indichiamo inoltre con 1,1,...1, le altezze delle facce late-
vali di P, e con 1,%,... le altezze omologhe di P'. Indicata
con I I’altezza comune di P e P pongo

hy=ly =i, — B = ey =R ==,

Noto che p; e h; sono i lati di un triangolo rettangolo
di cuil; & I'ipotenusa e ¢id per i =1, 2...n, e la stessa cosa
sia detta anche per p/, I ed 1.

Per ipotesi ho

D, - Gy Py e~ Gy = P, =GP, P

Inoltre, essendo P circoseritto a un cono retto, ¢

, c Pr=Ps = seee — Pus
Quindi ho
Tii _ b h,,
2 R — -
Ma non &
h’lj i | -h’ﬂf e I/ ”’
B i e e

by

perché P’ mon & circoscritto a un cono retto: quindi, per il
lemmae precedente

La,+1,a ..+ lLa <l'a'+1/a .+ ba

ciod la superficie laterale di P ¢ minore di quella di P.
1] nostro teorema & cosi dimostrato nell’ipotesi che O
sia interno alla base di P’

F. ENRIQUES - 1L ; 40
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Se O fosse esterno, allora sarebbe
a,P, A QP e G P’ > @ Py Uy Py ees = AP

Consideriamo ora la piramide " circoseritta a un econo
circolare retto che abbia altezza h, base simile a quella di P
e area uguale a

@,/ P, = @y Py e = WP

La superficie laterale di P" & allora evidentemente mag-
giore di quella di P mentre, sempre per il Zemma 3, & minore
di quella di P. In definitiva quindi, anche se O esterno, la
superficie laterale di P’ @ maggiore di quella di P.

Teorema 2). Tutte le piramidi che hanno uguale altezza,
basi equivalenti e sono eircoscritte allo stesso cono retto, hanno
superficie laterale uguale.

Consideriamo due piramidi siffatte P e P’ siano @, ¢, ....a,
i lati della base di P, a,/a@. ...@, quelli della base di P

Indico con p il raggio del cerchio base del cono, e con I
la lunghezza della generatrice.

Per ipotesi &
o, 4 yoner = ,) = 6, - Gpvere = ")
quindi ¢ anche
W, 4 g 1) = U@, 4= " e a,)

cioé
Ta, + Uty oo L, = 1@, 100, oo - la,

onde le due superficie laterali sono nguali.

Teorema 3). Tra due piramidi P e I’ circoscritte a coni
diversi aventi ngual altezza e basi equivalenti ha superficie
laterale minore quella la cui base & circoseritta al cerchio di
raggio maggiore. i

Siano p e ¢ i raggi delle basi, I e 7 le lunghezze delle
generatrici dei due coni inseritti alle piramidi di P e P'.

Supponiamo p > p': essendo ugnali le altezze risulta che
I’ angolo d’apertura del primo cono & maggiore dell’angolo



B
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' apertura del secondo, e quindi

l (%
= < =i
2
Ma per ipotesi &
o(tt, 4ty - woe + @) = (@, 4 @ - eros == )
quindi
Ha, 4+ oo +a,) < (@) 4 @, 4 e + @)
ciod

. la, +1a, + ... +la, <Va "+ la, + ...+ Va,’

il che mostra che la superficie laterale della piramide eir-
coseritta al primo cono & minore di quella della piramide
circoseritta al secondo.

Da questo teorema si deduce immediatamente il

Corollario. Se P, e I, sono due piramidi a basi regolari
di ngual altezza e di basi equivalenti e la prima ha un numero
maggiore di faceie laterali, la sna superficie laterale & minore
di quella della seconda; e inoltre, come limite, il cono ecirco-
lare retto ha superficie laterale minore di.ogni piramide a
base regolare di ugual altezza e di base equivalente.

Teorema 4). Fra tutte le piramidi con n faccie laterali aventi
ugual altezza e basi equivalenti, la piramide a base regolare
& quella che ha minor superficie laterale.

Questo fatto si deduce subito dai teoremi 1) e 3) e dalla
proprietd dell’ n-gono regolare di aver perimetro minore i ogni
n-gono di ugual area, tenendo conto che se due n-goni £ e K,
eircoseritti a due eerchi € e €', hanno ugual area, quello di
perimetro minore & circoseritto al cerchio di raggio maggiore.

I reciprocamente si ha

Teorema 5). Fra tutte le piramidi aventi un medesimo
numero di faceie laterali, basi equivalenti e ugual superficie
totale, la piramide a base regolare & quella che ha il massimo
volume. E infine, come caso limite: il cono circolare retto ha
superficie laterale minore di ogni piramide di ungual altezza
¢ di base equivalente, ed ha volume maggiore di ogni pira-
mide di base equivalente e di ugual superficie laterale.

Ammettiamo ora che tra tutti i tetraedri racchiusi da
nna medesima superficie ve ne sia nno di volume massimo.
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Ammesso questo postulato dimostriamo il :

Teorema 6). Fra tutti i tretraedri di ngual superficie quellg.
che ha il massimo volume & il regolare.

Infatti il tetraedro e una piramide ftriangolare rispetio.
una qualunque sua faccia assunta come base: il tetraedro
di volume massimo deve quindi avere per faccie tutti trian-
goli equilateri.

Notato che nel tetraedro regolare I’ arvea della base &

1 della superficie totale, si dimostra in modo perfettamente

nguale a quello usato per dimostrare analoga proposizione
per i prismi il

Teorema 7). Di tutte le piramidi di data superficie
totale, e aventi ciascuna la base simile a un poligono date

; ; ; o i
ha volume massimo quella in cui area della base & i del-

I’ area totale.
Da queste proposizioni si deduce immediatamente.

Corollario 1). Fra tutte le piramidi aventi un ‘medesimo
numero di facecie laterali e ugnal superficie totale, ha volume

massimo la piramide a base regolare in cui la base sia idell& :

superlicie totale.

Corollario 2). Fra tutte le piramidi e i coni di data
superficie totale ha il massimo volume il cono eircolare retto

in cui la base & i della superficie totale.

§ 29. Proprietd isoperimetrica della sfera (‘). — Teorema.
Fra tutti i solidi di ngual superficie la sfera ¢ quello che ha
volume massimo.

Per dimostrare questo teorema dobbiamo premettere 1
3 lemmi seguenti. '

Lemma 1). Una piramide triangolare gualunque 4BCD &

divisa in due parti di ugunal volume dal piano « che passa
per lo spigolo OD e per il punto M, punto di mezzo dello

(1) Cfr. Sremer. Loc. cit.
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spigolo ABj; inoltre I'area della figura d’intersezione CDM
& minore della semisomma delle due faccie ACD e BCD che
non sono intersecate dal piano «.

Per dimostrarlo proiettiamo i
triangoli ACD e BCD sul piano .

Siano A4, e B, le proiezioni
di 4 e B.

I punti 4, M B, si troveranno
in linea retta, e sard evidente-
mente

MA, = MB,.

Allora il triangolo CDM &
ugunale alla semisomma dei trian-
goli 4,CD e B, CD {

Ma il triangolo 4, CD & mi- A M B
nore del triangolo ACD e cosi
pure il triangolo B, CD & mi-
nore del triangolo BCD: risulta guindi

area CDM << % (area ADC —+ area BCD).

Lemma 2). Una piramide quadrangolare ABFED, di cui
Ja base & un trapezio ABFE, & divisa in due parti di ugual
volume dal piano = che passa per il vertice D e i punti M
e N, punti di mezzo dei lati paralleli 4B e EF della base ;
inoltre la figura di intersezione DMN & minore della semi-
somma delle faccie AED ¢ BFD che non sono intersecate
dal piano .

La dimostrazione deriva immediatamente dal lemma pre-
cedente notando che ¢

triangolo AED __ triangolo MND __ triangolo BFD
triangolo ACD ~— triangolo MCD  triangolo BCD’

Lemme 3). Un prisma triangolare tronco AKGBFH ¢
diviso in due parti di ugual volume dal piano = che passa
per i punti MNO, punti di mezzo degli spigoli AB, EF, GH;
inoltre la figura d’ intersezione MNO & in generale pitt piecola
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della semisomma delle basi A G, BFH (essa & ugnale a questa
semisomma quando le basi sono parallele).

Questo Ilemma deriva immediatamente dal Iemma Pre-
cedente.

Da questi tre lemmi discende il

Corollario : se la superficie di un solido & incontrata
solo in due punti soltanto dalle rette » parallele a una data
dirvezione, i punti di mezzo dei segmenti che la superficie
stacea su queste rette formano una superficie ¥ che divide il
solido in due parti di ngual volume ed & essa stessa pitt piccola
della meta della superficie totale.

Per la dimostrazione di questo corollario basta conside-
rare il solido come somma di tanti prismi triangolari tronchi
aventi per spigoli paralleli le rette », e aventi le basi trian-
golari infinitesime tangenti alla superficie.

B ora veniamo al nostro

Teorema. Fra tutti i solidi convessi di ugual superficie la
sfera ha il volume massimo.

Sia § il solido che realizza il massimo volume.

Faceiamo vedere che § ammette o<* piani di simmetria
e che quindi & una sfera.

Presa nello spazio una retba qualsiasi » esiste evidente-
mente un piano « perpendicolare alla + che divide la super-
ficie di S in due parti equivalenti 8, e §,. _

Anzitatto il solido compreso tra &, e « (solido che indico
con S ) deve essere uguale al solido compreso tra 8, e «.
Supponiamo infatti che sia §, « > 8, 2. Consideriamo la super-
ficie S," simmetrica di §, rispetto ad «: allora la superficie
S, + 8, ¢ uguale alla superficie § e racchiude volume mag-
giore, e cid contro 1’ ipotesi. :

Dico inoltre che S, e S, sono simmetriche. Supponiamo
che non lo siano. Costruisco allora 8, simmetrico di S: sia K
la curva intersezione di § con «. Noto che le superficie §, e 8,
avendo lo stesso contorno I costituiscono insieme una super-
ficie chiusa X. ;

Le rette parallele a » segano I in due punti. Sia v la
superficie luogo dei punti di mezzo dei segmenti che X taglia
in queste rette. 8i ha che vy ha superficie minore della sewmi-
somma §,'+ 8§, quindi minore di S, e di S,.

Occorre ora dimostrare che y e « racchiudono un solidae
equivalente a quello racchiuso da « e §,.



—.—

SULLA THORIA DLEMENTARE DBEGLI ISOPERTMETRI 631

Sia @ la parte comune ai due solidi =8, e xS,
Le superfici 8 e 8, possono essere una interna all’altra:
esse intersecandosi determineranno un certo nomero di solidi

tali che &

Inoltre la superficie v dividerd in parti uguali tutte le
superfici

. & »
. Y U s TN

e sara quindi

1
.’/.’.Y —_— (I) —- -'?_.(Ell + El‘i"" + 233)

eiod

g = ==,

La superficie quindi .formata da §, e y ha area minore
della S e racchinde volume uguale alla §,, contro 1’ ipotesi che
la § sia la snperficie che racchinde il volume massimo.

B quindi assurdo che S8, e 8, non sian simmetriche e
quindi il piano « ¢ un piano di simmetria. ;

Ma essendo del piano o arbitraria la giacitura, si ha che
la § ammette o<? piani di simmetria, ed & quindi una sfera.

Cosi, ammesso anche il postulato del massimo, il teorema
che la sfera ha volume maggiore di ogni solido che ne abbia
la medesima superficie, resta stabilito solo per i solidi che
siano convessi. )

La dimostrazione che abbiamo riportato si puo facilmente
estendere alle superfici concave per le quali esiste una dire-
zione d tale che le rette facenti con essa un angolo minore
di un e piccolo a piacere, ma maggiore di zero, incontrino la
superficie in due soli punti.

Sia infatti § la superficie che realizza il massimo fra le
superfici ora considerate. Non & detto che § sia convessa,
¢id nonostante si dimostra subito, come si ¢ fatto precedente-
mente, che esiste un piano =, perpendicolare alla d, il quale
& un piano di simmetria per la superficie S.
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(osi pure si prova che, presa una retta ¢ che faccia con @
un angolo y minore di ¢, @ non commensurabile con =, esiste
un piano « perpendicolare ad r, il quale sia anch’esso piane
di simmetria per la S.

Risultando « e « inclinati dell’angolo v che non & com-
mensurabile con w, la § risulta di rotazione intorno alla retta
intersezione dei piani « e «'.

Nello stesso modo si trova che § & anche di rotazioune
intorno a un’altra retta.

La superficie S, ammettendo adunque due assi i rota-
zione ¢ una sfera.

In questo modo si arriva a dimostrare che la sfera & il
solido di volume massimo in una classe molto ampia di corpi
di ngual superficie, ma non si arriva ancora a stabilire che
la sfera abbia volume maggiore di ogni altro solido racehiuso
da una superficie equivalente.

: Per arrivare a questo, rimanendo nell’ ambito dei mnostri
metodi elementari, occorrerebbe dimostrare che la superficie
di volume massimo non pud avere delle concavita. A prima
vista si & indotti credere che questa dimostrazione si possa
ottenere estendendo senz’altro 1’analoga dimostrazione dafa
per le curve. Cid sarebbe effettivamente possibile se le coun-
cavitd delle superfici fossere costituite tutte da punti ellittici.

Infatti considerizono una regione concava di una super-
ficie S, regione che supponiamo composta di tutti punii ellitiei.
Sia P un punto di essa (non sul contorno). Sia = il piano
tangente in P. '

Spostiamo © parallelamente a se stesso, verso 1 esterno
della superficie 8. Se abbiamo spostato = sufficientemente poco,
esso taglierd la superficie § (nell’intorno di P) secondo una
curva chiusa €. La ¢ spezza cosi la § in due parti: §, e §,,
di cui una (S,) contiene il punto P. Se ora alla parte S,
sostituiamo la regione di piano limitata dalla €, otteniamo
una superficie S che ha area minore e volome maggiore
di S. ' ' '

Possiamo quindi dire che la superficie di volume mas-
simo non ha certamente concavitd costituite da punti ellittiel.

Ma con questa e con simili costruzioni mon si possono
escludere le conecavitd costitnite da punti iperboliei.

Infatti esistono superfici concave che non posson esser
contenute da nessuna superficie convessa d’area minore:
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per esempio la superficie che si ottiene tagliando un iperbo-
loide di rotazione con due piani perpendicolari all’ agse di
rotazione (‘). :

Queste difficolth ehe presentano le coneavita formate
da punti iperbolici non sembrano sormontabili coi mezzi
elementari, ¢ la necessith di ammettere o la convessita
o per lo meno delle restrizioni sulla natura delle conea-
vith, & stata riscontrata anche da autori (*) che hanno
trattato la proprietd isoperimetrica della sfera, ameche con
altri mezzi.

La difficolth perd & stata sormontata in questi ultimi
tempi dal Prof. L. ToxnmLui, che & riuseito a dare la dimostra-
zione completa del nostro teorema, dimostrazione che & anche
indipendente dal postulato del HUESSTING.

11 lavoro del ToxpLri, Sulla propricta di minimo della
sfera, che verrd pubblicato fra poco nel « Qircolo Matematico
di Palermo » mi fu dall’ A. gentilmente comunieato, cosl che
posso qui riassamere il suo procedimento.

Sia data una superficie § ¢nalungue: faremo vedere che
la S ha area maggiore di una sfera % che ha ugual volume di §
e quindi risulterd che S ha volnme minore della sfera che
ne ha la stessa superficie. i

Vediamo adunque come i ottenga Z.

Fissiamo nello spazio una retta ». Seghiamo S eon un
piano generico perpendicolare alla . Sia @ la curva sezione
di S eon @, e sia O I’ intersezione di » con =.

Costruiseo, nel piano «, il cerchio € di centro 0 che abbia
area nguale all’area di a. Al variare di «, ¢ varia deseri-
vendo una superficie che & i rotazione intorno all’ asse 7.

Chiamo 8, questa superficie.

Sieccome ogni eerchio ¢ ha area uguale a quella della
eurva corrispondente «, cosi il volume di 8, sard uguale a

(1) Questa superficie si ottiene elementarmente facendo ruotare un
gegmento A B intorno a una retta r non complanare con esso, e comple-
tando la superfieie cosl ottenuta con i due cerchi determinati da 4 e da B.

(%) Cfr. A. SCHWARZ. Beweis des Satges das di Wugel kleinere Ober fliieh
besetz. als jeder andere Ilorper gleichens Volumens. (Sesmmelte Math,
Abhand., pag. 527-360), — H. MiNKOWSKL Volumen und Oberfliche, (Math.
Ann. Bd 57. — 1. 0. MiiLter. Ueber die Mininu leigenschaft der Kugel.
Inaugural Dissertation. Gottingen, 1903. Per maggiori particolari vedi la
memoria del ToNBELLI citata pifi avanti.
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quello di S. Possiamo poi verificare abbastanza facilmente
che la superficie di 8, € minore di quelle di S.

Prendiamo ora una retta »’ perpendicolare alla r, e ope-
riamo su S, come abbiamo operato su 8, costruendo una
superficie S,, di rotazione intorno a 2, la quale ha volume
uguale e area minore che non la §,. Ora, sempre con lo
stesso metodo, torniamo a trasformare S, riducendola ad una
superficie S, di rotazione intorno a # e cosi via.

Otteniamo cosi una successione di superfiei,

1) 8808 8a
che tendono a una sfera .

Siccome nella sneeessione 1) i volumi non variano e le
superfici vanno diminuendo cosi la sfera =, oftenuto in questo
modo, avra volume uguale e arvea minore della superficie S,
che & ¢i0 che si voleva stabilire.

§ 30. Dei poliedri in generale. — B facile verificare
come tanto fra i prismi che fra le piramidi di dato
numero di faceie il prisma e la piramide c¢he raechiudono
il massimo volume sotto data superficie totale risultano eir-
coseritti a una sfera che toeea le singole facee nel loro eentro
di gravita, '

SteiNgr fu indotto da ¢id a eredere che questa proprieta
fosse generale, ciod che fra tutti i poliedri di data specie,
quello che sotto data superficie totale racchiude il volume
massimo, sia eircoseritto a una sfera che tocea ciascuna faccia
nel sno baricenlro: questa proprietd fu poi riconosciuta vera,
e dimostrata dal LINDBELOF.

Crediamo utile riassumere la dimostrazione di LINDELOF

quantungue essa si scosti completamente dai procedimenti
- geometrici, rimandando ad essa il lettore che me volesse i
particolari ().

LinpeLOF comincia col dimostrare che fra tutti i poliedri,
di cui & data la superficie, il numero delle faccie, ¢ la dive-

(") Math. Adnnalen, Bd 2, pag. 150, LiNpeLOF. Propriété générale des
polyédres qui sous une étendne superficielle donnée, renferment le plug
grand volume. ;
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zione delle loro normali quello eircoserifto a una sfera ha il
massimo volume, \

Sia U la superficie e V il volnme del poliedro. Siano
Pgr .... le perpendicolari abbassate da un punto fisso O sulle
faccie ABC....

Siano @, a,a,... gli spigoli che costituiscono il contorno
della faceia A, e a,%,7,... gli angoli diedri corrispondenti:

Per la faccia B questi stessi elementi 1li' indichiamo
con bbb, ..., B,8,8,, per la C eon b b,b,....; v, V37

Spostando la faccia A parallelamente a se stessa di nna.

lunghezza dp, I’ incremento di volume del poliedro &

Adp,
& quello della superficie

o, a o &
(@, cotg o~ a, cotg - + a, cotg 5 ....)dp = dpZa cotg .
d - ey ey

Assumiamo pgr.... come variabili prineipali.
Cio posto i differenziali totali di U e ¥ sono

dV — Aap + Bdg + Cdr |- ...

=

AU = dpZa cotg :; —+ dg2b cotg g -+ drXe cotg ; - .....

S

Supponendo di spostare le faceie in modo che le perpen-
dicolari pgr.... erescano nella stessa proporzione si ha

AV _dU __dp__dq dr

v 20 » g

Di qui dedueciamo
3V—=A-p+B-q+C-r...
B

| 1 =1
2U — pZa cotg a GZb cotg 5 rZc cotg g
Se V7 & un massimo, U essendo costante.

deve essere
dU=0

dV =0



636 0. CHISINI
ciod ‘

Adp + Bdp + Cdr.... =0
e

o TV b oy ‘x) X,
(Zp(+Ea,(os 2)—& dq (Eo cotg 2) | dh( ccotg2 i = (08

e siccome la prima equazione deve esser soddisfatta per tutfi
i valori di dp dg dr.... che soddisfano la seeconda, sara

A B g B

= = Ee=— o
Za eotg% b cotg-g e Gotg% : 2U ‘
dove R & una certa costante, cioe
a4
24 — RIa cotg 5
1) 2B = RZX) cotg ;

20 = RZe cotg t

............

Trasformiamo questa condizione.

Counsideriamo la faceia 4,, e di essa particolarmente lo
spigolo @, e i tre diedri conseeutivi o, «,% : sia p, il raggio
della sfera inscritta contemporaneamente nei tre diedri:
abbiamo cosl che a eiascun spigolo @, @,a,... corrisponde un
determinato raggio ¢,p,72, ..

Sia P on punto qualunque della faccia 4, e siano

[ L
le distanze di P dai lati @, a,a,....
Si ha cosi
2) 24 =@a,h, + &, h,+a,h, ...

Supponiamo di spostare la retta a, parallelamente a sé
stessa in modo che h, riceva 1’incremento infinitesimo dh,:
in questo modo varieranno gli spigoli @,, a,, @, mentre gli
altri spigoli e le distanze h,h,.... resteranno invariate. Diffe-
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renziando la 2) si ha

2dA = a,dh, + h da, + h,da, 1+ h,da,.

Ma poiché & evidentemente dA— a,dh,, la nostra for-

mula diviene
dA —=h da, + h,da, + h,da,.

Assumiamo eome punfe P il punto in cui Jla faceia A
tocea la sfera inseritta relativa a lo spigolo «,. Si ha allora

o
h; — p, cot

3
7 €
2

h, = p, eot

24
—‘j , h,—g¢, cot—

L2 LS

e quindi

7 o, %y
d4A =7, (cot % da, - cot B da, - cot % dws) :

Di qui, ponendo per dA4 il valore a,dh, e supponendo che
gli angoli o restino costanti, si ha

(74 &
dZa cot o = —* dh,.
Z 2

n = i 5 (74 s
Questo & il differenziale della Za cot 5 quando si prenda h,

come variabile indipendente: inveee se tutte le perpendico-
lari k, h,h,.... variano contemporaneamente, 1’espressione pre-
cedente assumerebbe altri termini analoghi, e il differenziale
totale. della X sarebbe

cot da +cot-da Fo.="0 1dhi—|—p al, + ...
Ps 2

Supponiamo ora di dilatare il poligono A uniformemente-

in modo che sia

da, _ da, __dh, _ dh,

e —

a, o, Iy @y

arriviamo cosi alla relazione

Bl @ a,
@, cot + @, cot = § :?1 h, 4+ P R 1=

'y
Tis .
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che seriviamo pilt semplicemente

3) ' Yah— RE@'.

2

Ora, tenuto conto della prima delle relazioni 1) e delle

3]

relazioni 2), dalla 3 ricaviamo

Yah = R3 a!?h

che si puod serivere anche

Z(ég%)mh: 0.

Questa & evidentemente soddisfatta se p= R, cio¢ se la
faceie del poliedro sono tubte circoscritte alla sfera di raggio .
Con un’ analisi un po’ minuziosa si arriva a vedere che
la condizione = R & non solo sufficiente ma anche neces-

~ saria perché sia
2(15— %)ah:o.

Cosi ¢ stabilito che di tutti i poliedri di ngual superficie
di cui & dato il numero delle faccie e la loro giacitura,
quello di volume massimo & cireoscritto a una sfera.

Lasciamo ora andare la condizione che le faccie abbiano
una data giacitura: dico che in questo caso nel poliedro di
volume massimo ciascuna faceia deve toceare la sfera mel
suo centro di gravita.

Per dimostrarlo si consideri il poliedro P circoseritto
alla sfera: supponiamo che il centro di gravita di una sua
faccia non coiucida col punto di contatto con la sfera. Fae-
ciamo ruotar questa faceia di un angolo infinitesimo intorno
ad una sua retta passante per il baricentro, in modo da allon-
tanarla dalla sfera. Notiamo che per un teorema (i GULDINO
I’ incremento che cosi subisce il volume ¢ di second’ordine,
mentre quello della faceia & del prim’ordine. Spostiamo pot
la faccia parallelamente a sé stessa fino a ritornare tangente:
il volume diminuird di un infinitissimo del primo ovdine.
Con questa doppia trasformazione riduciamo il poliedro P
a un poliedro P’ circoscritto alla stessa sfera e avenfe un
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volume V7' <Z V. Inoltre la superficie totale sard diminuita
nella stessa proporzione, perché la superficie U e U’ dei due
poliedri sono proporzionali ai volumi 7 e V.

Ridueciamo il poliedro P’ ad avere la superficie U mediante
una similitudine: il volume V' erescerd ma crescerd pit che
la superficie perché si ha

av’ __ 4av

T
ciog

av: 34U

V=T

Quindi il nuovo poliedro avra volume maggiore del po-
liedro P, contro 1’ipotesi che esso fosse il massimo.

Concludendo resta cosi dimostrato che fra tutti i poliedri
convessi di dato numero di faccie quello che sotto una data
superficie racchiude il volume massimo, & circoscritto a una
sfera che & fangente a ciascuna faccia nel suo centro di
gravita.




