ARTICOLO OTTAVO

« Sui problemi trascendenti e in particolare sulla quadratura
del eireolo » di Bexmpmrro Cand a Napoli.

§ 1. Problemi algebrici e traseendenti. — Negli art. 4" e 5°
sono state studiate, dal punto di vista della Geometria ana-
litica e dell’ Algebra, le questioni relative alla risolubilita dei
problemi per via elementare, cio¢ colla riga e col compasso.

Quando sia proposto un problema costruttivo, si trasformi
anzitutto in modo che i dafi sieno punti (poniamo per es. in
un piano), e gli elementi incogniti sieno anch’essi dei punti
aventi col dati relazioni assegnate.

Affinche il problema proposto sia risolubile elementar-
mente, occorre e basta che

a) le relazioni assegnate si possano tradurre econ equa-
zioni algebriche (ciod il problema sia algebrico);

b) le equazioni algebriche in diseorso sieno risolubili
con operazioni razionali ed estrazioni di radiei quadrate (a
partire dalle coordinate dei punti dabi).

Le guestioni relative alla possibilita di risolvere nel modo
anzidetto (con irrazionalitd gquadratiche) un’equazione alge-
brica hanno trovato posto negli art. 5%, 6° e 7°.

Noi ci rivelgiamo qui al primo gruppo di questioni ten-
denti a decidere dell’ algedricita, o, per contrapposto, della
trascendenza di un dato problema. Ed avvertiamo subito che
i problemi trascendenti debbono riguardarsi come piu elevati
degli algebriei in questo senso, che la risoluzione. loro non
solo non ¢ effettuabile colla retta e col ecireolo (riga e com-
passo), ma nemmeno col tracciamento di curve algebriche
superiori (come quelle utilizzate nell’art. 7°), o cogli istru-
menti atti a descrivere tali curve.

F. ENRIQUES - 11, 18
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Per procedere nelle nostre considerazioni, prendiamo le
mosse dal classico problema della quadratura del cireolo.

Traduciamo anzitutto questo problema in forma analitica.

Se indichiamo con # il raggio di un cerchio, con d il sno
diametro, con ¢ la circonferenza e con « la sua area, abbiamo

(1) g —mnd = 2nr
Lgn e frr iy Sl
(2) (L:TE?"—;__LT"-J»“:ET-C;

ove = © il rapporto costante della circonferenza al diametro.

Dalla formola (2) risulta il noto fatto che I’area del cerchio
equivale all’area di un triangolo avente per base la circon-
ferenza e per altezza il raggio del cerchio. Se dunque siamo
in grado di costruire colla riga e col compasso un gegmento
equivalente alla circonferenza, partendo dal raggio, se, cioe, sap-
piamo eftettuare elemen tarmente la rettificazione del cerchio,
potremo costruire il detto triangolo e trasformare poi facil-
mente questo, sempre facendo uso della riga e del compasso, in
un quadrato equivalente. E inversamente, se mediante una
costruzione elementare si potesse trasformare il cerchio in un
gquadrato equivalente, trasformando poi questo in un triangolo
equivalente avente per altezza il raggio del cerchio, si otter-
rebbe mediante una costruzione elementare la rettificazione
della circonferenza.

I1 problema della quadratura del cerchio si trova cosl
ricondotto a quello della rettificazione della circonferenza. B
se, per semplicitd, scegliamo come unita di misura il dia-
metro, quest’ ultimo problema si riduce all’altro di costruire
un segmento di lunghezza = (0 brevemente costruire =) a
partire dal segmento unita.

T ovvio che al segmento stesso si pud dare una posi-
zione assegnata, in modo che il problema sia. posto sotto la
forma in cui abbiamo detto di considerare un problema costrut-
tivo; in modo, cioe, che i dati sieno punti (il centro [o, o] ed
un punto del cerchio [0, 1]), e gli elementi incogniti siano
anch’ essi dei punti (per es. il punto [o, ©]).

Ma, cosi essendo posto il problema, non appare se esso
venga a dipendere o no dalla risoluzione di un’equazione
algebrica, giacchd, invero, non viene posta in evidenza aleuna
equazione da risolvere, di eni = sia radice.
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Guardiamo di generalizzare il problema, da eni siamo
partiti, considerando la questione della settificazione di un
arco circolare qualsiasi.

Dell’arco possiamo supporre date (oltre il rageio preso
come unitd) la corde, oppure il semo, cid che & equivalente
pel nosiro scopo.

I1 problema della rettificazione dell’arco viene quindi a
dipendere dalla risoluzione dell’ equazione

y = arc sen «.

E poiché questa equazione & trascendente, il problema é
in generale trascendente, sicché non é possibile assegnare wuna
determinata costrugsione genevale algebrica, e tanio meno ele-
mentare (cioe effettuabile colla riga e col compasso), mediante la
quale, data la corda (o il seno) dell’ arco, si oltenga la lun-
ghesza dell’ arco.

Se, per es., una costruzione elementare determinata fosse
in generale possibile, si troverebbe una deferminata espres-
sione di z, formata con operazioni razionali e radici quadrate,
la quale per tutfe 1 valori di z fornirebbe y. Quindi la y
risulterebbe radice di nn’equazione algebrica, i eui coefficienti
sarebbero funzioni razionali di 2 (efr. art. 5°), cioé la o sarebbe
una funzione algebrica della », Ora nna funzione trascendente
come la y — aresen x (che, nel piano complesso, ha infiniti
rami) non pud certo equivalere ad una funzione algebrica.

Ma se ¢ impossibile dare algebricamente, e tanto meno
in modo elementare, la risoluzione generale del problema della
rettificazione dell’ arco, non ne segue per questo ¢ priori che
la risoluzione stessa non possa ottenersi, sia trovando per ogni
corda (0 semno) assegnata una particolare costruzione algebrica
o elementare la quale fornisea I’ arco; sia trovando una costru-
zione siffatta per arehi particolari, ad esempio, quando la
corda (o il seno) dell’arco da reftificare & espressa pel raggio
mediante operazioni razionali e radiei gquadrate, e quindi &
cssa stessa elementarmente costrunibile ; in particolare, nel easo
corrispondente alla rettificazione dell’ intero cerchio. 12d infatti,
se la curva y= arcsena & trascendente e quindi non pud
coincidere intieramente con una curva algebrica, chi ci dice
che le coordinate di ogni punto di essa mon possano soddi-
sfare ad una particolare equazione algebrica a coefficienti
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razionali (variabile da punto a punto), o almeno che essa non
contenga punti particolari, le cui coordinate soddisfino ad
una tale equazione, ed in special modo punti aventi come
coordinate delle espressioni irrazionali quadratiche, a eui cor-
risponderebbero appunto degli archi rettificabili?

Chi ci assicura che il punto [0, ] di essa non si trovi
fra i punti particolari accennati?

Tale questione esce, come si vede, dal campo della teoria
delle funzioni, per entrare nel dominio dell’aritmetica.

Dando forma pitt generale alle conclusioni che emergono
dalla precedente discussione, possiamo dive:

La questione, di decidere se un problema assegnato sia
algebrico o trascendente, si presenta diversamente a seconda
che si considera un problema in cui i dati sono variabili o
fissi. Nel primo caso, se le equazioni che legano le incognite
ai dati sono trascendenti, il problema & trascendente, ed &
impossibile una generale risoluzione algebrica valida indipen-
dentemente dai valori dei dati.

Quando si tratta di un problema in cui i dati sono fissi,
o (eid che & lo stesso) quando i dati, pur capaci di variave, si
considerino figsati in un modo particolare, oceorre domandarsi
se le equazioni trascendenti, che legano le incognite ai dati,
in quanto servono alla determinazione delle incognite, non
possano essere rimpiazzate con equazioni algebriche.

Guardando le cose sotto (uest’ultimo aspetto, I’ esistenza
stessa di problemi (aritmeticamente) trascendenti pud essere
posta in dubbio. Il dubbio si riattacca alla domanda:

Esistono dei numeri (trascendentd) non soddisfacenti ad
aleuna equazione algebrica « coeflicienti rasionali? ;

Soltanto dopo avere risolto affermativamente la predetta
questione (nel § 3), ci volgeremo a quella, da cui dipende la
quadratura del eircolo:

1l numero = deve porsi tra i numeri trascendenti?

Diciamo fin {’ora che anche per questa seconda questione
la risposta & affermativa (§§ 4, 5, 6); essa chinde 1'éra dei
tentativi infruttuosi rivolti a cercare, per via elementare, la
quadratura del circolo, mostrando che il problema stesso non
o wisolubile md elementarmente, cioé mediante relte e civeoli, né
col tracciamento di curve algebriche pit elevate.

Nel § 6 si troverd ancora 1’esténsione di questi resultati
relativa al problema generale della rettificazione dell’ arco.

L]
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Abbiamo poi esposto nel § 7 una breve descrizione del-
’integrafo di ABDANK-ABAKANowICZ e della soluzione grafica
¢h?esso fornisce del problema di rettificazione e quadratura
del cerchio; e nel § 8 si trovano citate alcune delle costru-
zioni elementari pilt comuni per la risoluzione approssimata
del problema stesso. Il § 9 & dedicato alla considerazione di
alcune superficie limitate da archi di cerchio e quadrabili
elementarmente. Nel § 10 abbiamo riassunto brevemente in
un quadro storico le principali ricerche relative al problema
della quadratura del cerchio, e col § il terminiamo il pre-
sente lavoro esponendo la dimostrazione della trascendenza
di ¢ e = nella~forma pilt semplice ed elementare a cui & stata
portata dalle piti recenti ricerche.

§ 2. Prime proprieth dei numeri algebriei. — Diciamo
col KRONECKER numero algebrico ogni numero 2 che & radice
di un’equazione algebrica della forma

e, 8" ¢, T 6, a" P i+t =1,

a coefficienti razionali, la quale, moltiplicata per un conve-
piente numero intero, potrd sempre ridursi ad avere coefli-
cienti interi. '

Osserviamo subito ehe da questa definizione non restano
esclusi i numeri radiei di equazioni algebriche i eni coeffi-
cienti sono numeri algebrici, ossia la definizione data di numero
algebrico & la pitt generale possibile; cid resulta dal seguente
teorema:

Ogni radice di uw’ equasione algebrica @ coefficientt algebrici
¢ ancora radice di un’ equazione alyebrica a coefficienti interi.

Td invero, sia il numero o radice dell’equazione

(1) o eatt  Lan =10,

ove o, B,..., v siano numeri algebrici, cioé rispettivamente
radiei di equazioni della forma seguente:

{ SU“"F‘AIQ;M—:L —+ Azﬂ]a_ 2'—]‘ o An == 0!
ab Blﬂ;b—l =i B2 =2 ...+ B, =0,

2~ Clx“—l = 0233_"-2 = 0!: = 03

in cui i coefficienti sian tutti numeri razionali.
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Indichiamo con p il prodotfo % - @ b...c & cON ©,, Vy,.usy 0,
tutti i prodotti della forma

che sono appunto in numero di p.
I facile vedere che i p prodotii OWyy Oy 5eueey o, S si pos-
sono esprimere nel modo seguente

v, =k, 0, +L,0, 4 w50,
(i=1, 2,...., ?);

ove i numeri k,, sono tutti razionali.
Ed infatti, abbiamo

e = I o7 4 ;0
wew; = w" ROl

ora distinguiamo due casi:

1° sia 2’ << n—1; allova »'--1<"n, e percid ww, equi-
vale ad una delle p quantitd w,, Wy, w,;

2' gia n'=mn — 1; allora #' 4 1 =n, e percid 0" *+! = w";
ma, essendo w radice dell’equazione (1), varrd I’identita

W= — gmﬂ_l — [ﬂw’"‘_g — e
quindi
(3) By — - WPt et LN, et
A man-uafgfﬁb’+1 o Yc’ s SIS “rar[ﬂb’ ol Yf,-’+1;

prendiamo ora a considerare il primo termine del secondo
membro, ciod
(t) @l oL B ety

possiamo distinguere ancora due casi:
osi ha o' <a—1, ed allora @' +1<a, e percio il
termine stesso equivale ad una delle p quantiti

Wiy Wageesry Wy3

ovvero & a =a—1, ed allora ¢ +1=ua, e percid
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g/ l=—ge; ma, essendo x radice della prima delle equazioni (2),
varra 1’ identita

D’."’:—Aﬂ.“ I_Aaﬁa,-2_ "”__A“.

Sostituendo dunque nel termine () in lnogo di e+ que-
st'ultima espressione, il termine stesso risulterd una funzione
lineare ed omogenea delle p quantitd ,, ;.. v, CONR coeffi-
cienti razionali. Lo stesso potendo ripetersi per ogni termine
del secondo membro della (3), anche ww; risultera una fun-
sione lineare ed omogenea delle p quantitd w,, wyye.., 0, CON
coefficienti razionali. Varranno dunque p equazioni della forma

ww, =k, 0, + k0, + e =By,
0wy == Ky, 0, T T 005 A e = Fgp0,,

wo, = Fipy 0, Ky 0 e - by ,w,,

in eui i coefficienti &, sono tutti numeri razionali. Ora queste
equazioni possono scriversi nel modo seguente:

(= w)w, -+ Fsw, 4= e+ Iﬁwu)?}: 0,
Ly 0, - (Kyy — 0) 0y = v = By, = 0,

kw1 0y = eees 4+ (k,, — w)w,=20.

Ne segue che, non potendo essere le quantitd w,, vy, ..., v,
tutte nulle, il numero w dovra esser radice dell’ equazione

by —t Ty eseliye
7621 T‘"ze—t‘)---‘keﬁ D
== 7

B oa W W e e e s

ke oy —w

e questa & un’equazione algebrica di grado p in v, a coefli-
cienti razionali, che, moltiplicata per un conveniente numero
intero, potrd esser ridotta a coeflicienti interi. Cosl il teorema
enunciato resta stabilito. '

Un altro teorema, del quale faremo spesso uso, e il
seguente: Se %, 3,..., ¥ sono numeri algebrici, ogni numero, for-
mato con essi mediante operazioni razionali, é ancora algebrico.

Bastera dimostrare che, se «, 3 sono numeri algebrici, anche

. 2 ot - S,
le espressioni « -8, «—3, «-§, g sono numeri algebricl.
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Principiamo ad osservare che dalla definizione di numero
algebrico discende immediatamente che, se « ¢ un. numero

; 1 : : o
algebrico, anche —«, =, o 41, « — 1 saranno numeri algebriei.
o

Applicando ora il teorema, dimostrato precedentemente,
all’equazione lineare
Bt +a=0

a coefficienti «, 3 algebriei, avremo che — 3 e quindi anche ~ sard
H

algebrico; poi se § & algebrico, sard tale anche 1., e quindi

1 \ e 2 o
anche @l =g p. Cosl pure savanno algebrici s e Iy e
£ I

percio anche
(G-+1) p=atg, (F—1)p=a—s;

cosi il teorema resta dimostrato; esso poteva stabilirsi anche
indipendentemente dal teorema precedente (‘).

§ 3. Dimostrazione dell’esistenza di numeri trascendenti. —
Nel presente paragrafo i occuperemo della prima delle que-
stioni poste nel § 1, se, cioé, esistono dei numeri che non
siano radici di aleuna equazione algebrica a coefficienti razio-
nali. Di tali numeri, detti trascendenti, il primo a dimostrare
I'esistenza & stato il Lrouvriune. La dimostrazione del L1ov-
VILLE, che ora riprodurremo un poco modificata, comparve per
la prima volta in forma succinta nei Comptes rendus del 1844,
vol. 18, pag. 883 e 910, e poi pit diffusamente nel Giornale
di Liouville, vol. 16, pag. 133 (1851), col titolo seguente: Susr
des classes trés-étenduwes de quantités dont la valeur west i
algébrique ni méme réductible & des irrationelle algébriques.

Principiamo dallo stabilire un carattere numerico che
ogni numero algebrico reale e positivo presenta, quando sia
sviluppato in frazione continuna. Sia x, un numero algebrico
qualunque, cio¢ radice di un’equazione della forma

(1) J@)=ax* +ap" 1 + 02" 4 oo 0, =0

() T due teoremi dimostrati son devuti al Deprxinp: efr. Uultima
appendice alle Lezioni sulle teorvia dei nuwmeri di LEJEUNE DIRICHLET.
Trad. italiana del Fairorur, pag. 443-446.
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a coefficienti interi (v. § 2). Senza alterare la generalita,
potremo supporre che le radici di questa equazione sian tutte
diseguali; ed infatti, se essa avesse delle radici fra loro uguali,
dividendo il suo primo membro per il massimo comun divi-
sore ch’esso ha colla sua derivata prima, potremmo far si
che la nostra ipotesi fosse realizzata.

Supponiamo che il numero z, sia reale e positivo e sia
sviluppato in frazione continua nel modo seguente:

== e
r., — 7P, =
o — Po e = :
P, 1
~ ., + —
D1t
s
OVe Pyy Py Payees 3 Pio1y-- Tappresentano numeri interi e posi-
tivi; e sia 7, il resto dello sviluppo stesso, quando si arresti al
denominatore pz_1; sard #, ancora un numero algebrico (v. § 2)
reale e positivo e sard p, il massimo numero intero conte-

e ol
nuto in —.
T.’L

Se indichiamo in generale con
& o9 3
i (S _— 1, 2, Dy ....)

la ridotta che si ottiene limitando la frazione continua al
denominatore p,_1, avremo, per la nota legge di formazione
delle ridotte,
) €r  Cx1Pr-1-1-Cp—p
e T ’ 3
Gy Cp—1Pr—1 1 Cp—2

e se in questa espressione, in lnogo di pr_;, poniamo Py 1 - ¥x,
avremo '
O TrGe—i
P A T

Cio posto, abbiamo

’
G . G ST Tl ¢k—1 — CxCr 1)
ka 4 O ¢+ 1iCh_1 ¢'x (U,Ir —+ 301
ossia,
Chrs (4_ 1};" T
(2) e xo _— 7 7 G «
¢ ¢3¢ 4+ Tk Cr1)

D’ altra parte, se @, ¥,,..., To—1 S000 le altre n — 1 radici del-
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L2

I’equazione (1), che per ipotesi son tutte diverse fra loro e
da z,, potremo scrivere

f(CE) =t (2 — 0)(7/ == ‘rl) A(x—w 11—1)

v

. . . X
Se in questa espressione per x poniamo =2 avremo

Gz G?; c‘., G
f(—’,’) — au(f,f — 10)( S T -’51) A '1,,171) —
¢ e 4] % C 7 b3

@y, e e v - Gnm1 0065 Sa, €
— : .

&5

Ma le quantita a, ¢, ¢ sono tutte numeri interi, quindi
potremo scrivere ‘

“ (Ck ,) ) (ch a‘/ ) (Gh & ) U
— —— g N—"— I s
] ﬂ’;,i 0' c’7c_ 1 C’k n C’h” "

essendo ¢ un numero intero.

Ora, col crescere indefinito di k, la quan’rlté " tende al
.TL

limite z,; dunque da un certo valore di % in poi sard sempre

il L : : :
— diversa da %,, #,,...., T,—1 © minore in valore assoluto di
Ch

una certa quantita positiva finita ; pereio da un certo valore di k
in poi sard il pumero intero €' diverso da zero e quindi in
valore assoluto maggiore o eguale ad 1, e sard 1’ espressione

Gy Oy,
@, ——SL Py
C'?., Gk

minore in valore assoluto di una certa quantitd positiva
finita 7; sara dunque in valore assoluto

() ) 1
- — 2, )l > —
(c’h o) b= [

Cy,
L
Cr

ossia
—
0> le'y
in valore assoluto. Ed ora, tenendo conto della (2), avremo

. Tr . 1
G’?:(G’k —+= c’k—l) lc’kn 2
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ossia
Cy, +1Cp—1

< Jc’kuhl ;
Ty

e, poichd ¢, ¢x—y sono quantitd positive,

1 /
J m—2.
F < l(/ hﬂ i)

a

: : : ikl s
ed essendo p, il massimo numero intero contenuto In o
i

avremo infine
(3) 1);; < l(jlh,nfg.

Questa diseguaglianza rappresenta il carattere aritmetico che
volevamo stabilire riguardo al numero algebrico z,; esso si
pud enunciare cosi:

Se si sviluppa in frazione continua una radice reale ¢
positiva di un’ equasgione algebrica di grado n « coefficienti
interi ed o radici disequali, ogni denominatore parziale di
questa frazione continua now supera il prodotto di wna ceria
quantita costante ), positiva e finita, per la potensa (n — ) i
del denominaiore della ridotta precedente.

Cid premesso, se riusciremo a costruire una frazione con-
tinua della forma

P —|—1 i
0 o —
Peftegr oy

2

a denominatori parziali interi e positivi, per cui la condi-
zione (3), da un certo valore di k in poi, non sia soddisfatta,
qualunque sia il valore della costante { e dél numero intero n,
il nmumero rappresen'tato da questa frazione continua non
potrd esser radice di aleuna equazione a coefficienti interi ed
a radici diseguali, e quindi neppure potrd esser radice di
aleuna equazione algebrica a coefficienti razionali (v. § 2);
sard dunque un numero traseendente.

Ora una frazione continua di tal natura si pud nel fatio
costruire; basta, per es.,, formare ogni denominatore par-
ziale p, in modo che stia coi precedenti in questa relazione

Pu=10" (e === 0 R e
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Ed infatti, qualunque sia il valore che hanno n ed 1, il
numero k, crescendo, finird per superare n; ma, crescendo k,
il numero ¢, aumenta indefinitamente ; dunque possiamo asse-
vire che, da un certo valore di k& in poi, sard

k>, €8 =1

per la prima di queste diseguaglianze sard

r Py |
Pr S0t

e per la seconda avremo, a fortiori,

Pr == 1-d "

Dunque, poiché, qualunque sieno i valori di ! e di m, si puod
trovare un valore di k tale che da quel valore in poi la dise-
gnaglianza (3) non sia mai soddisfatta, il numero rappresen-
tato dalla frazione continua cosi costruita sard un numero
trascendente.

Si noti che alla stessa conclusione si giungerebbe se si
prendesse

Py = 05" Wi 1,590 Byl

da questa arbitrarietd risulta la possibilita di costruire infiniti
numeri trascendenti; e cosi il teorema di LIOUVILLE resta
dimostrato.

Dalle classiche ricerche di G. Caxtor (') sulle proprietd
dell’aggregato dei numeri algebriel scaturisce una nuova dimo-
strazione dell’ esistenza di numeri trascendenti, molto pit sem-
plice e naturale di quella data da LIOUVILLE.

Riporteremo qui la dimostrazione di CANTOR attenendoci
alla facile esposizione che di essa ha dato F. KinIN (&Y.

Un aggregato di infiniti elementi (per es. numeri) si dice
numerabile quando gli elementi siessi Possono esser posti @
corrispondenza biunivoca coi numeri della serie naturale 1,2, 3,....

Ciod, un aggregato di elementi si dice numerabile quando
gli elementi stessi si possono ordinare, con una legge qual-

() Uber ecine Iigenschaft des Inbegrifls aller reellen algebraischen
Zahlen. (Giorn. di Crelle, vol. 77, 1873). ;

() Conferenze sopra alcune questioni di geometria elementare. Redatte
da F. ThgEurt, e tradotte in italiano da F. Gropics, Torino, 1896.
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giasi, in una successione nella quale ciascuno di essi abbia
un determinato posto numerato.

Cio premesso, dimostriamo che~la totalita dei numeri
algebrici reali & un aggregato numerabile, ossia che:

La totalité dei numeri algebrici reali e quella dei numeri
interi positivi si possono porre tra loro im corrispondensa
biunivoca.

Tutti i numeri algebrici reali si ottengono determinando
tutte le radiei reali di tutte le equazioni irriducibili della
forma

a,w" + a0+ .. +a,=0,

in eui puod sempre supporsi che i coefficienti @, «,,...., @, siano
numeri interi razionali, primi fra loro, ed a, diverso da zero
e positivo.

Diremo altezza di un numero algebrico, radice dell’ equa-
zione precedente, la somma "

(4) N=m—1)~+a,+|a|+]|a]|+ ...4|a,

7

ove |a,| rappresenta il valore assoluto di «,.

Ora & evidente che ad ogni valore assegnato ad N appar-
tiene solo un numero finito di numeri algebriei. Hd infatbi,
per la (4), n non pud superare N, e, fissati N, n, i numeri
a,, (@], |@yl,eey |@n|, essendo interi positivi, non possono
esser determinati che in un numero finito di modi; cosi ad
un valore assegnato di N appartiene solo un numero finito
di equazioni, fra le quali devono poi ritemersi solo le irredu-
cibili; dunque ad un dato valore di N appartiene solo un
numero finito di numeri algebrici.

I numeri algebrici reali potranno dunque ordinarsi per
gruppi secondo la loro altezza crescente, e quelli (in numero
finito) di uno stesso gruppo, ossia della stessa altezza, potranno
ordinarsi secondo la loro grandezza; cosl tutti i numeri reali
algebrici verranno ordinati in un’unica successione, in cui
ciaseuno di essi avrd un posto determinato; quindi i numeri
algebrici reali costituiscono un aggregato numerabile. e. d. d.

Tissato comunque un aggregato numerabile di numeri
reali, eonsideriamo tutti i numeri reali rappresentati dai punti
di un segmento arbitrariamente piccolo dell’ asse reale; dimo-
striamo che fra essi ve ne sono sempre infiniti che non appar-
tengono al dato ingieme numerabile.
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Percid immaginiamo ordinati i numeri di questo insieme
e seritti sotto forma di frazion] decimali; se in una di queste
tutte le cifre, da una di esse in"poi, fossero eguali a 9, il
numero corrispondente equivarrebbe ad un numero deci-
male terminato, e, per evitare questa doppia rappresenta-
zione, conveniamo di escludere le sueccessioni di infinite cifre
eguali a 9.

Ora ¢ facile formare un numero reale che non appar-
tenga all’ insieme considerato, per quanto sieno ristretti i
limiti fra i quali il numero stesso dev’essere compreso.

Hd infatti, se del numero son date, per esempio, le prime
cinque cifre decimali, basterd scegliere come sesta una cifra
diversa da 9 e dalla sesta cifra decimale del primo nu-
mero dell’ insieme, come settima una cifra diversa da 9
e dalla settima cifra decimale del secondo numero dell’in-
sieme, ece.

La frazione decimale cosi costruita rappresenta un numero
che evidentemente non appartiene all’aggregato numerabile
considerato; e poiché per determinare ciascuna cifra, oltre
quelle date, si pud scegliere fra 8 cifre, cosl abbiamo in ogni
intervallo arbitrariamente piccolo dell’asse reale infiniti numeri
che non appartengono al detto aggregato.

Se dunque per aggregato numerabile assumiamo quello
dei numeri reali algebriei, resta dimostrato che in ogni inter-
vallo reale arbitrariamente piccolo esistono infiniti numeri
trascendenti.

§ 4. I1 lemma di Weierstrass. — Dobbiamo ora prendere
in considerazione I’altra domanda posta nel § 1, dalla quale
abbiamo visto dipendere la questione della possibilitd di risol-
vere elementarmente il problema della quadratnra del eerchio;
si tratta, cioé, di decidere se il numero = debba porsi tra i
numeri algebrici o tra i numeri trascendenti. Tale questione
¢ stata risoluta nel 1882 dal LiNDEMANN ('), il quale, pren-
dendo le mosse dalle ricerche con eui Hermitm (%) (1873)
aveva stabilita la trascendenza del numero ¢ (base dei loga-
ritmi naturali), riusel a dimostrare che anche il numero = é
trascendente.

() Uber die Ludolpl’sche Zahl, Berichte der Rexliner Akademie der W.
(1) Swr le fonction exponentielle. (Comptes rendus, vol. 77).
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Ia dimostrazione del LixpDEMANN fu poi notevolmente
semplicizzata dal WEIBRSTRASS ('), ed estesa a dimostrare un
teorema generale gid enunciato dal LinpDmEMANN. Da dquesto
teorema discende non solo la trascendenza dei numeri ¢ e T,
ma anche, come il WEIERsTRASS ha rilevato, la trascendenza
di ogni arco ecireolare la cui corda sia espressa algebricamente
mediante il raggio, restando cosi risoluta la questione della
possibilith di effettnare elementarmente la rettificazione del
cerchio o di un arco ecireolare qualunque.

Principiamo dallo stabilire un lemma, dal quale il
WEIERRSTRASS mosse per dimostrare la trascendenza di m ed
il teorema generale di LINDRMANK.

Siano f(2), h(z) due polinomii nella variabile z, di gradi
rispettivamente n -1 ed n:

( f(2) = a, 2" + a,8" + .. + W8+ Gy,

)L
m iig) = e;8" tigp 12 4 vt 0,5

il polinomio f(z) sia scelto in modo che I’equazione f(z) =10
abbia tutte le sue radiei diseguali, mentre i coefficienti di h(z)
sono del tutto arbitrarii.

Formiamo con questi due polinomii la funzione

(@) o) = M)

o (m intero positivo)

che sard di grado p=mn-+m(n-1); e consideriamo la funzione
(3) #(2) = F(2) + F(5) + F'(5) + o -+ FW(2),

ove gli apici indicano le derivate successive di F(2).

La funzione w(z) sard dello stesso grado che F(z), ciod di
grado p=mn - m(n+ 1); inoltre, derivande ambo i membri
della (3) rispetto a z e tenendo presente che F(”+1)(z):0,
abbiamo :

?(2) = F'(5) -+ F'(8) -+ F"(3) 4 . + P o).

Sottraendo membro a membro questa relazione dalla pre-
cedente, risultera
P(e) — ¢'(2) = L£1(2)

(1) Zu LixpeMaNNs Abhandlung: Uber die Ludolpl’sche Zahl. Berliner
Berichte, 1885.
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e per la (2)
oy ME)F2)"
@) o) — (e = MESA)"
' !

Supponiamo ora che i coefficienti ¢, di h(z) non siano
tutti nulli, cioé che N(z) non sia identicamente nulla; ne
seguird che anche ¢(z) non potra essere identicamente nulla.
Neppure potrd o(z) ammettere f(2) come fattore; altrimenti
potremmo porre

9(2) = B(2) - f(2)°,

ove f(z) indiea un polinomio in z non divisibile per f(z) e

p<-m—+ 1. Ora c¢id & impossibile, perche I’ equazione (4) assu-
merebbe la forma

hiz) f(2)™

m !

10() — 02 A — ofl) - (& £ ()=

ossia

7

hz)fle)™ P+ |

m! :

10(2) — 0'(2) (S (2) — o - B(z) - f (2) =

ed il termine p-0(z)- f'(2) dovrebbe esser divisibile per f(2);
ma 6(z) si & supposta non divisibile per f(2), ed f(¢) non puod
avere alecun fattore comune con f(z), perché I’equazione f(z) =0
" ha per ipotesi radici tutte diseguali. Dunque p - 0(2) - f'(z) non
puod esser divisibile per f(z) e neppure u(z) sara divisibile
per f(2).
Ora osserviamo che derivando F(z) successivamente rispetto
a z, la prima derivata non divisibile per f(z) sard la m=™", la
quale conterrd termini divisibili per f(z) e I'unico termine
h{z)f(z)" non divisibile per f(z). Questo termine ¢ una fun-
zione razionale intera in ‘
Z, @

i B ety iy Oy Bybey | Ly

a coefficienti interi, lineare ed omogenea rispetto alle guan-
tith ¢ e di grado (m—41)n in z. Analogamente in tutte le
derivate suceessive di F(z), fino alla p=™“, i termini non divi-
sibili per f(#) saranno funzioni razionali intere in

By By Bygorrey Dnily Ogy Olmeeesys  Oap

a coefficienti interi, lineari ed omogenee rispetto alle quantita ¢
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e di grado non superiore ad (m -+ 1)n rispetto a 2. Dunque,
se nell’espressione di ¢(z), data dalla (3), raccogliamo in uno
futti 1 termini contenenti il fattore f(z), potremo secrivere

5) o(5) = K(2) - f(2) + H(a),

ove K{(z) & un polinomio in 2z, ed H(z) una funzione razionale
intera di

Dy By Gpoiong  Onsidy Byl Oigeoies Gy

a coefficienti interi, lineare ed omogenea rispetto alle quan-
tita ¢ e di grado (m--T1)n in z; e non potrdh H(z) essere
identicamente nulla, perché ¢(z) non & divisibile per f(z).

Moltiplichiamo ora H(z) per @, e poi dividiamo per f{z),
proseguendo la divisione algebrica finché & possibile; otter-
remo per quoziente un polinomio in 2z e per resto una fun-
zione ¢(z) razionale intera in

St g @iy ollnsty  GATC s,

a coeflicienti interi, lineare ed omogenea nelle quantitd ¢ e
di grado non superiore ad n rispetto a z; per modo che la
relazione (5) si potra serivere nella, forma seguente.

(6) @, () = G(2) - f2) + g(3),

essendo G(z) un polinomio in #, mentre g(z) ha le proprietd
gia dette e di pilt non pud essere identicamente nulla, come
non lo era H(z).

Infine, poiché g(z) & lineare ed omogenea rispetto alle
quantita ¢,, ¢, ,..., ¢z, potremo rappresentarla come una somma
di n—+ 1 termini nel modo seguente

ove le n—+1 funzioni ¢(z) saranno funzioni razionali intere
di z, a,, @,yuy @1, & coeflicienti interi e di grado non
superiore ad n rispetto a z; ed avremo per la (G)

n

@, p(2) = G(2) - fl2) + 2 c:9.2).
£=0

—_—
=1
LS

F. ENRIQUES - 1I. i 19
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Cid premesso, consideriamo 1’integrale indefinito
]
J ¢ F(z)dz;

applicando successivamente p--1 volte I’ integrazione per
parti e ricordando che F Fl+(z) =0, avremo

ja*z F(z)ds =

e per la (3)

e=(F(2) 5 F(2) 4 oo - F®(2)),

Ie*zF(z)dz = — ¢ "9(2).
Moltiplicando ambo i membri di questa eguaglianza per a,””
e tenendo presente la (2) e la (7), abbiamo

j‘(“' m! e We)edz = — e G(2) - 112) — 6'251[;% g:(2)-

Siano ora #, 2 due radici dell’equazione f(z)—=0, che,
per ipotesi, ha tutte radici diseguali. Integrando nell’ultima
formola lungo un cammino qualunque, nel piano della varia-

bile complessa #, fra i due punti di indici ¢, 2', e tenendo
presente che

A= e")=0.
avremo
” _5 ”‘))
—z \‘\ mor T‘ Ne—2dz.
6= 2 e () —e o g:(2 m‘ h( i

Ora ricordando che

1
Mz) =2 a7,
i=0

la precedente relazione risulta lineare ed omogenea rispetto
alle ¢, e quindi, poiché queste sono arbitrarie, si scindera

nelle n—+ 1 equazioni seguenti

> l.'

(8) e=?'gi(2") — e Ygde) = — L '?z(, " i oete

Zl

(1=0, 1, 2uer; W)

11 numero m fin’ora & rimasto indeterminato, e le fun-
zioni ¢;(z), sebbene non lo abbiamo esplicitamente indicato,
dipendono pure da esso.
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Ora mostriamo che, crescendo m indefinitamente, il mo-
dulo degli integrali che compariscono nel secondo membro
delle equazioni precedenti tende al limite zero. Hd infatti,
lungo il eammino @’integrazione, la ecui lunghezza indiche-
remo con I, sia M il massimo modulo di z'e—* ed M’ il mas-
simo modulo di a,"f(2). Il modulo dell’integrale rimarra sempre

’m
minore di %-l; ma, col crescere indefinito di m, la

"

guantiti tende al limite zero, mentre M ed I rimangono

costanti; dunque anche il modulo dell’integrale tendera al
‘limite zero, e lo stesso accadrda dei primi membri delle equa-
zioni (8), quand’ anche si moltiplichino per ="
Coneludendo, possiamo dire che al ereseere indelinito di m
le espressioni
& gi(e") — & g:(2) (=10, 1, 2y )

tendono al limite zero.

Percio si pud supporre di aver scelto il numero m tanto
grande che i moduli di tufte le espressioni precedenti siano
minori di un numero positivo o scelto piccolo a piacere.

Se ora indichiamo con z,, 2,,...., 2. tutte le radici del-
I’equazione f(z)=20, che per ipotesi son fra loro diseguali, e
supponiamo che i coefficienti dell’ equazione stessa sian tutti
numeri interi, ne seguird che anche le n -1 funzioni ¢.(2)
risulteranno funzioni razionali intere di z a coefficienti interi;
e, per cid che precede, si potrd scegliere per m un \¢L101e
cosl grande che i moduli delle espressioni

(101 (L SRR 'H)
0 S,

risnltino tutti inferiori ad un numero positivo o, scelto pie-
colo a piacere.
Mostriamo ora che le n -1 funzioni g,(2), ¢,(2)s0.., ga(2),

oltre alle proprietd gid stabilite, godono anche della seguente :
il determinante

i

¥
e-gle) — o) ()

9o(25)  9(%6) e gu(20)

F: go(zl) gl(‘zl)"" g“{zj)
0,(5) GiEn) e gals)
& diverso da zero.
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Ed infatti, se fosse eguale a zero, sussisterebbero le n -1
relazioni

% 6:9:(z0) =0 =
=)

=

0,1, 2, ngy 2tk
per valori non tutti nulli delle quantitd ¢;, ¢,..., ¢,; quindi
la funzione

n
G(:) =X 6}9:(5),
i—0
il eui grado in z non supera n, dovrebbe annullarsi per n—+ 1
valori di z e percid dovrebbe essere identicamente nulla,
mentre, per uanto abbiamo sopra dimostrato, ¢id non puo
essere.

Riassumendo quanto abbiamo stabilito in questo para-
grafo, si pud enunciare il Lemma di WEIERSTRASS nel modo
seguente :

Se f(z) ¢ una funzione vazionale intera di z di grado
n—+1, a coefficienti interi ed a vadici z,, Z,, Zyy,y 7, tutie
diseguali, si puo costruive un sistema di n4-1 funsioni !

go(z)'ﬂ' 9. (:)7 et gn(z)?

razionali intere in z, di grado non superiove ad n ed a coeffi-
ctenti interi, tali che il determinante delle quantita gi(z) sie
diverso da zero, ed ognuna delle differense
& (= L Bl
i s gz(ga) e gzogi(\gk) ( . 3 q "
=012
abbia un modulo inferiore ad un nwmero positivo o, scelto pic-
colo @ piace)e.

§ 5. Dimostrazione del teorema generale di Lindemann., —
Appoggiandosi sul lemma del paragrato precedente, il WrrERr-
srrass ha dato la dimostrazione del teorema generale di
LixpumANy, che ora esporremo, attenendoei alla Memoria
originale gi4 citata.

Principieremo dallo stabilire il seguente teorema, dal
quale poi, per via di suceessiva estensione, arriveremo facil-
mente a stabilire il teorema generale di LINDEMANN.

A) Se X, X,yuy Xio oS00 le T radici di un’ equazione
algebrica ' |
(1) Aot 4t 6= 0,
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di grado v a coefficienti razionali ed a radici tutte disequali,
e s N, N,,uu., N: sono © numert interi, dei quali wio almeno
diverso da zero, la somma %‘IIN,-e‘i ¢ diversa da zero.

==

Supponiamo ordinati i numeri @,, %,,..., 2, in modo che
la parte reale di uno qualunque di essi non superi la parte
reale dei precedenti; in tal modo potra darsi che nella serie
dei numeri z,, @,,..., @ si presenti un gruppo di numeri sue-
cessivi aventi parti reali uguali; supporremo allora ordinati
i numeri del gruppo stesso in modo che i coeflicienti della
parte immaginaria vadano decrescendo.

Con queste ipotesi, le differenze &, — @,, @ — @,,....
%1 — %, che si ottengono togliendo da uno qualunque dei
numeri stessi uno, qualunque dei successivi, avranno per parte
reale un numero positivo, oppure avranno la parte reale nulla
e positivo il coefficiente della parte immaginaria.

Ne segue che se a, b,..., I sono del numeri comunque
scelti fra gli r numeri 1, 2,...., r e se «, §,..., A sono altret-
tanti numeri scelti pure fra 1, 2,..., #, ma tali che sia

4= b=, VL=,
la gquantita
(T, 42, + e +2) — @y + T3+ +5) =
= (& — 2.+ (5, —tg) =t s 5,2

non potra esser nulla; ciod &, + 2, + .... - 2; non potrd essere
uguale ad z, + %+ .... + ;.
Cio premesso, indichiamo con X' la somma

Y
% N.e
=1
e con X', X",.., X tutte le altre somme che resultano da
quella permutando i numeri N, N,,..., V. in tutti i modi
possibili.
Sara k—o!, ed una qualunque X® potrd seriversi nel
modo seguente ,
gy ik o
=y m (== 1,2 0005 By
=1
ove N,©, N,® .., N rappresenta una delle I permntazioni
degli » numeri N,, N,,...., N..
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Costruiamo ora il prodotto

P Y. X", Xt

.

se dimostriamo ch’esso & diverso da zero, anche la somma
g
X' =X N,¢"%, che ne & un fattore, dovra esser diversa da zero
=1
e cosl resultera dimostrato il teorema A).
Pogsiamo scrivere

r I r

e . e o

P=3 N,/ 5% Ny 6" ...’ NP6,
a=l =1 ==l

ossia, piu brevemente,

.l r “ K o e
(2) P = BN NS
l

(5 ey

(b e U =15 s ¥
Pra tutti 1 valori che puo assumere la somma
To 1+ Ty aeen 1= Tyy

per tutti i possibili sistemi di valori degli indici, i valori
diversi fra loro siano in numero di n-+1 e indichiamoli con
Zyy & 4oy Znj DOtremo allora serivere piti semplicemente

m
(3) P=3 O, ¢,
p=0

ove, per ogni valore di p, &

(4) U =5 N N N,

a,0,0...0
essendo la somma estesa a tubti quei sistemi di valori di
@, b,.... I, per eul x, +a, + ... + = 5.

Ora ¢ facile vedere che delle n—+ 1 quantita Cp una
almeno & diversa da zero; ed infatti, siccome nel gruppo
degli » numeri N,, N,,..., N, uno almeno & diverso da zero,
in ognuna delle & permutazioni

r ’ vl
b e el

N®, N,®,.., N®

del gruppo stesso vi sard un primo numero diverso da zero:
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sia questo Nz’ per la prima permutazione, Ng’ per la seconda,....,
N0 per la ke ; secondo la formola (2), sara

T I} ey
ATZ'A‘B ....AT)L‘ "G'T-:ﬁ' |;$4Pt A

uno dei termini che compongono P.
Se
N N oo N gttt

& un altro termine qualunque di P, il cui coefficiente sia
diverso da zero, sard

aZa, =By 124

quindi, per il modo con cui fin da prineipio abbiamo supposto
ordinati i numeri «,, ©,, ... &, NoN potri essere ¥, + T, 4.
eguale ad z,+ 23+ ...+ 2. Il coefficiente N,/ Ny'".... N} sardy
dunque una delle quantitd O, fra le quali se ne trova dunque
almeno una diversa da zero.

(id premesso, si pud costruire una funzione f(2), razio-
nale intera in z, di grado n-+1 a coefficienti interi, che
abbia per radici le n +1 quantitd z;, 2,,..00y Zn-

Infatti, si consideri il prodotto di tutte le guantita

(@ Tt w4 Doy V=1, 250y 1)

Z

esso sard una funzione razionale intera di z, i eui coeflicienti
saranno funzioni simmetriche intere a coefficienti interi delle »
radiei @,, %,,..., 2, dell’equazione (1); pereid saranno espressi
razionalmente per i coefficienti di questa e quindi saranno
numeri razionali. I1 prodotto comsiderato resultera dunque
una funzione intera di z a coeflicienti razionali; essa poi si
annulla solo per z=2,, 2,,....; %, quindi, dividendo questa
fanzione per il massimo comun divisore ch’essa ha colla sua
derivata prima, il quoziente resultera una funzione intera
in 2 di grado n—1, che, moltiplicata per un conveniente
numero intero, dari una funzione

o) = a2+ a8 + il -Gyl

razionale intera di grado » -1 in z, a coefficienti interi, e
che si annulla solo per g—2,, & ....; &u-
E adesso il momento di applicare il lemma stabilito nel
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paragrafo precedente. Partendo dall’ equazione

@2 @y B il =0,

colle radici diseguali 2, #,,....,2,, 81 polrd costruire un sistema,
di n-- 1 funzioni ¢,(s), ¢,(2)y.ey ¢u(2) razionali intere in z di
grado non superiore ad n ed a coefficienti interi, tali che il
determinante delle quantitd g:(z,) sia diverso da zero ed ognuna
delle differenze [

. ” =0, 1.2
e gilo) — - gls) (| g )

abbia un meodulo inferiore ad un numero positivo s scelto
piccolo a piacere, ossia si abbia

s —01,2. .0, ﬂ)
’

Sl L A Bu) ==&
(5) ¢ g*("‘o). ¢ 9'.( ) e (!.L: 0’1,9,....,11

ove tutte le quantitd ¢y hanno un modulo minore dell’ unita.
Cio posto, moltiplichiamo ambedue i membri della for-
mola (3) per ¢ *.g¢/(z]); avremo le n+ 1 equazioni

"% g{({@o) w e E. Opﬁzu- f. g'!'(zo)

=0

(=0, e s e
ma dalle relazioni (5) si ricava
% gi(2,) = gi(an) it foigg-0
(8, ==, 1 2 4 W)
Sostituendo nelle precedenti, si ottiene

(6) e~%-gi(z,) P= X% Opgi(op) - €505+ Bequlh
=0 =0

(=0, 1, 2,...., 0.

Dimostriamo ora che le n 4+ 1 somme

b

2 Cugi(op) =0, 1 )

}1:0

sono numeri razionali, dei quali almeno uno diverso da zero.
Bastera percid dimostrare che le dette somme sono fun-

zioni simmetriche intere delle radici z,, @,,..., z, dell’equa-
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-

zione (1); ed infatti se indichiamo con §,, ,...., . delle variabili
fra loro indipendenti, il prodotto
= 5

e E th
DNe E N,]”e s BNy 8
a=1 b=1 =k

=

hai 4

e (uindi anche la somma

l\'ﬂ'N v _N?””gEC,,+fE,,+....+§,
t.',_,b .....

gard una funzione simmetrica di §,, §,,...., &,; 1o stesso dunque
sard anche della somma:

5 \T’(, N B -8 e B
a,b,.,
(@ By g L=y By 1)

ove m ¢ un numero intero qualunque. Ponendo allora

x., avremo che tutte le quantita 3 “ C\y2 7"
p=0

saranno numeri razionali, e percid anche tutte le espressioni

';L:ﬂ;“Eg::vg,.“., §1

k

2 Ou- ¢i(2n) (i=

p=0

- R )

saranno numeri razionali. Inoltre almeno una di esse sard
diversa da zero; ed infatti, se fosse

2 Ohgi(ep) =—0 (6= 0, 12 s

p=0

noichd tutte le Cy non sono zero, dovrebbe essere nullo il
determinante delle quantiti g(.ap.) 01{’» che non &, per il modo
con cui si son costruite le funzioni giz). Potremo infine mol-
tiplicare tutti i numeri razionali

= C’]lgg(f&'p) ('l‘.‘ = 0, 1, 2,...., ’H‘},

p=0

per un conveniente intero M, in modo che essi si mutino
in n--1 numeri interi

(L)O? Qi?""? Q"?

dei quali almeno uno diverso da zero. Per il lemma del para-
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grafo precedente potremo inoltre supporre scelta la quan-
titd o tanto piceola che ognuna delle guantita

Th
M-e%-5- BenCp (4 =0, 1.0y 1}
=0
risulti nguale ad una quantitd , di modulo minore dell’ unitéa.
Le relazioni (6) assumeranno allora la forma seguente:

M-e%-g.(2,)- P=@,+7n (t=0,1,2,..,n);

e poich® dei numeri interi ¢, uno almeno & diverso da zero,
mentre tutte le quantitd », hanno un modulo minore del-
1" unith, una almeno delle quantitd
Me=2-g,(z,)- P V=0, 1, 2y.us; 1)
sard diversa da zero. Dungue il prodotto P e percid anche
k3
la somma = N.e”;, che ne & un fattore, sarvd diversa da zero;
=1
e cosl il teorema A) resta dimostrato.
Da questo teorema ne dedurremo ora altri pitt generali,
fino ad arrivare al teorema di LINDEMANN.
B) Se x,, X,y «uey X s000 le v vadici (fra love disequali)
di uw’ equazione algebrica

e Ul.’ﬂ“'*l e s el

di grado v a coefficients razionali, ¢ se N, N,,...., N, sono v
numert razionali, dei quali uno almeno diverso da zervo, la
1
somma 2 Nies ¢ diversa da zero.
1=

A
Bd infatti, basta moltiplicare X N.e™ per un conveniente
=1

numero intero, per ricondurei nelle condizioni del teorema A).

Dal teorema B), facendo
@ =l e =l e — -

segue in particolare il teorema di HERMITE, cioe: I1 numero e
non puo esser radice di aleuna equazione algebrica :

Nl N, q¢24 ...+ N, =10
i

a coefficientt razionali.
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Passiamo ora a dimostrave il teorema:

C) Se x,, X,ymeey Xo S000 T numeri algebrici tra loro indi-
pendenti, cioé non radict di unae shesse equaz zione algebrica di
grado T a cocflicientt ras zionali, e diversi I wuno dall’ alivo;
se N, Noyoewy Ne s0000 2 numeri razionali, dei quali almeno uno

n
diverso da gero, la somma X Nie% & diversa da zero.
1=1
BEd infatti, potremo supporre che v, @,,...., . siano radiel
di nna stessa equazione algebrica di grado s > r a radiel dise-
gualieda coefficienti razionali; queam oltre le radiei &, .00y Ty
ammetterd le altre i1, Tyia, e, . Allora, se N, Nyjyowy Noy
Nyg1yeeeey Ns 80D0O 8 nNUMEri maionah tali che uno almeno dei
primi r sia diverso da zero e che N..;1 = Nq+1— =0
avremo, per il teorema. B), che la somma N ev, di s termini
=1
dovra essere diversa da zero; ma, poiche i suoi ultimi & —7
termini sono nulli, anche la somma ¥ N,¢"; di » termini dovra
i1
essere diversa da zero; e cosl resta dimostrato il teorema ).
Bd ora resta facile la dimostrazione del teorema gene-
rale di LINDEMANN, che contrassegneremo colla lettera D).

D) Se X,, Xy, Xgjemry X S000 T nUtmers algebrici qualunque
diversi fra loro ed N, N,,...., N, sono r numeri algebrict, dei
qualy almeno wno diverso da zero, la somnms"\ esi ¢ sempre

i=

diversa da zero.

Ed infatti, ¥,, N,,..., N, si potranno considerare come
radici di un’equazione algebrica di grado s> a coefficienti
razionali. Siano N, Nyyeuey Noy Nogayon, N, tutte le radiei di
questa Pquamone, delle quali potremo supporre che non ve
ne siano piltt di » — 1 egnali a zero; riguardandoli come disu-
guali,formiamo tutte le disposizioni (1ng]1 selementi N, N,,...., N,

presi + ad r; esse saranno in numero di
k=s(s — 1)(s — 2).cc.(s —r + 1),
e potranno indicarsi nel seguente modo:

7 S ! 13
Ve Ny ey N
T [ 1"
N N e

s & 2 8 8 ® s & » W = &

k) M ()
N®, N, ., N®.
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Per ipotesi in ciascuna di queste disposizioni vi sard
almeno un numero diverso da zero. Formiamo ora tutte le
somme

»
¢ =

A =1, 2,..., k);

=i

una di queste sard la somma

i
2 N
=1

che vogliamo dimostrare diversa da zero. Facciamo poi il
prodotto

]

) r ¥

Rl

_P— E lvnfe:r“ 5 2 l\fbu guh E ATI( 'Je.wz;
fi =it =il =1,

esso si potrd serivere, pilt brevemente, cosi:

[ % A R T 1)
o2 — ) N,_L,Nb!....I\TFL )(Ja“‘ AR

b, iyl

Rl AR R R B

Ora, indicando con z,, 2,,..., 2., 1 valori diversi che assume
la somma x, -+ 2, + ... + 2 per tutti i sistemi di valori che
81 possono attribuire ad «, D,...., I, potremo serivere

n
P—= 3 Oue,
=0
avendo posto
TN h
CIL —— N'“’i s .A..I\‘TI( ),

U S T

ove la somma deve intendersi estesa a tutti quei sistemi di
valori di @, D,...., I, per cui &, + @&, 4 .. 4~ = 2u.

Le quantitd Op sono evidentemente simmetriche intete
nelle quantita N,, N,,..., N, ed a coefficienti interi, quindi
saranno tutti numeri razionali. Di pitt una almeno delle C)
sard diversa da zero, ¢id che pud dedursi ragionando come
nella dimostrazione del teorema A).

Ora, essendo z,, 2,,..., 2. numeri algebrici fra loro diversi -

e U, U,.., O, numeri razionali, di cui uno almeno diverso

9
da zero, per il teorema () la somma X Cpet non potra esser
p=1



SUL PROBLEMI TRASCENDENTI ECC. 301

!
nulla. Dunque P e quindi anche la somma % N;¢%, che ne &

=1
an fattore, non potrd essere uguale a zero. E cosl il teorema
generale di LINDEMANN resta dimostrato.

§ 6. Trascendenza dei mumeri e ¢ =. Impossibilita di retti-
fieare con riga e compasso una circonferenza di dato raggio
o un arco di cerchio di cui & data la corda. — Dal teorema
generale D), dimostrato nel paragrafo precedente, si possono
dedurre molti importanti teoremi, dei quali ora andiamo a
rilevare i pitt notevoli, ed in special modo la trascendenza
dei numeri e & =.

1°. Si ponga

- —_— . — - — = . ) —_— . s =,
r—=2 N =1 N.==—X: p =3,% =0
-
nell’ espressione ¥ N,e%; essa diverrd ¢— X e non potrd mai

i=
esser nulla se # & un numero algebrico diverso da zero ed X
un numero algebrico qualunque; dunque: !

I esponenziale e & un numero {rascendente tutte le volte
che x & un numero algebrico diverso da zero.

Come caso particolare, facendo » =1, si ha che il numero
8 ¢ ulk numero trascendente.

1l logaritmo naturale di wn numero algebrico X diverso
da 1 & sempre un numero trascendente.

In particolare, poiché sussiste DIidentitdh eri——1, il
numero T ¢ quindi anche ©™ sard un numero trascendente.

Segue da questo teorema (cfr. § 1) che partendo da un
segmento, scelto come unitd di misura, non si pud, con una
costruzione in cui intervengano solo eurve algebriche, costruire
un segmento che abbia per misura n. E poiché la rettifica-
zione e quadratura di un cerchio si riduce alla costruzione
di un segmento eguale a w, partendo dal diametro preso
come segmento unita (efr. § 1), cosi:

Non si pud effettuare la rettificazione e la quadratwra di
un cerchio, di cui & dato il diametro, mediante costruzioni
geometriche in cui indervengano solo curve algebriche.

Ne segue « fortiori che non si pud effettuare la retlifi-
cazione e la quadraturae di un cerchio, di cwi @& dato il dia-
metro, mediante costruzioni geomelriche in cwi non wvengano
impiegati altri strumenti che riga e compasso,
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7 B
9°, 8i faccia nell’ espressione X Nie®s
g=1

ne segue che I’ espressione |

non potrd esser nulla, finchd » ed X sono ambedue numeri
algebrici diversi da zero; ma, se scegliamo come unitd di

misura il raggio del cerchio, 2 sen arappresenta; Ia corda sot-
e

tesa dall’arco di lunghezza z, dungue:

Un arco di cerchio, la cui cordd, rispetto al raggio come
wnite lineare, abbia per misura un numero algebrico, ¢ espresso
da un numero trascendente; e lo stesso sara del settore civco-
lare corrispondente al detfo arco.

Da questo teorema potremo concludere (cfr. § 1), che:

Se la corda di un arco di cerchio di raggio unitd
o espressa da un numero algebrico, non si poira rettificare
P arco, né quadrare 4l settore circolare corrispondente, me-
diante costruzioni geometriche in cui intervengano solo curve
algebriche.

: A maggior ragione (cfr. § 1) potremo concludere che:

Non si pud rettificare un arco di cerchio né quadrare @l
settore circolare corrispondente, mediante costrugioni geometriche
di sole relte e circoli, quando la corda sottesa dall arco ¢
espressa pel raggio mediante operagioni razionali ¢ radici qua-
drate e quindi ¢ essa stessa elementarmente costruibile.

3°. Inversamente, per ogni arco circolare che sta al
raggio in un rapporto x esprimibile algebricamente, eccetiuato
x =0, sard X =senx un numero trascendente.

Cid segue dal teorema di LINDEMANN essendo 2iX—=
e Gz':n e il

Lo stesso si pud dire per tutte le altre linee trigonome-
triche cos z, tg z, ecc.
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§ 7. Risoluzione grafica del problema di rettificazione e
quadratura del cerchio mediante I’integrafo. — La questione,
intorno alla quale si affaticarono i matematici per tanto tempo,
se si possa rettificare o quadrare un cerchio di dato Taggio
con costruzioni di sole rette e cireoli, ossia mediante il solo uso
della riga e del compasso, rimane dunque, per i risultati esposti
nel paragrafo precedente, risolufa negativamente ed in un
senso anche molto pitt ampio di quello in cui & stata posta.

Nella impossibilitd di vettificare il eerchio mediante il solo
impiego di rette e circoli, si pud cercarve di ottenere la retti-
ficazione stessa mediante curve di natura pitt complicata ;
appunto come, per risolvere i problemi della trisezione del-
I’angolo e della duplicazione del eubo, non bastando rette e
cireoli, si ricorre alle sezioni eoniche od a curve algebriche
superiori.

Per costruire =, a partire dal segmento scelto come unita
di misura, basterebbe, per esempio, poter tracciare una curva,
che, riferita ad un determinato sistema di assi cartesiani
ortogonali, avesse un punto di cui una delle coordinate fosse
esprimibile per ™ mediante operazioni razionali e radici qua-
drate, e 'altra coordinata fosse costruibile elementarmente,
ossia rappresentata da un’espressione contenente solo numeri
razionali ed irrazionalitd quadratiche (cfr. § 1).

A causa della trascendenza del numero =, la prima coordi-
nata del punto stesso risulterebbe pure trascendente ; ne segue
che una ecurva dotata di questa proprietd non potrebbe essere
che una curva trascendente.

Una curva che potrebbe essere impiegata per il nostro
secopo & la sinusoide

g —arcsenz;
ed infatti i punti d’intersezione di questa curva coll’asse y ci
darebbero, colle loro ordinate, = e tutti i snoi multipli. Si
potrebbero moltiplicare gli esempi di curve trascendenti che,
una volta deseritte con un tratto continuo, fornirebbero la
soluzione grafica del problema di rettificazione del cerchio.

Mostriamo ora come alcune di esse si possano effetti-
vamente disegnare in modo continuo mediante degli stru-
menti detti integrafi.

Chiamando curve differenziale una curva qualunque

y = fl@),
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si diee curva integrale la curva che ha per equazione

Y = F(z),
essendo

)= J‘f(a:)(lﬂ;.

Data la curva differenziale, la curva integrale resta dunque
definita 2 meno di una traslazione parvallelamente all'asse .
Cosl, per es., la sinusoide

9 — are sen o
& la curva integrale della curva
1
¥ it y == T
R Vi

-,(_ihé & algebrica del quart’ ordine. Analogamente, se par-
tiamo dal cerchio di raggio 1, col centro nell’origine delle

coordinate,
Ty =1,

come curva differenziale, la sua eurva integrale sara

T g
arcsena + 5 V1 —a’;
-

Sl

y_tji\/],-—m3 e —

e le ordinate dei punti d’intersezione di questa curva col-
I'asse o ci daranno = ed i suoi multipli.

Uno strumento, che ci permefta di descrivere con un
tratto continuo la curva integrale, una volta che sia dise-
gnata la curva differenziale,
potra dungue essere impie-
gato per la costruzione
grafica di =.

Un tale strumento, detto
integrafo, & stato. effettiva-
.mente inventato or sono
pochi anni dal russo ABDANE-
Plxy) ABARKANOWICZ e poi peife-
: zionato dal Corapr di Zurigo.
0 SP?Q C XL  Accenneremo qui breve-

mente al prineipio fondamen-
tale su cui ¢ basato e descriveremo le parti essenziali di cui

o




SUI PROBLEMI TRASCENDENTI ECC. 305

I’ apparecchio si compone, rimandando per la descrizione
particolareggiata dell’appareechio e delle sue svariate appli-
cazioni all’opera dello stesso inventore tradotta in tedesco dal
BrrTERLI col titolo Die Integraphen, Lipsia 1889 (1),

Immaginiamo tracciati i due assi ortogonali Oz, Oy e la
cirva ¢ di equazione

Y = f(2).

Considerando un punto qualunque P, di coordinate =, v,
appartenente alla eurva €, formiamo il triangolo che ha per
vertici: il punto P, il piede @ dell’ordinata abbassata da Vi
ed ¥4 punto §, dell’asse Oz, distante da ¢ di un segmento
eguale all’unitd di misura. La tangente dell’angolo o che
Iipotenusa del triangolo forma coll’asse delle ascisse sard
data da

P
tg‘@:?g:y-

D’ altra parte, essendo
Y = | fle)az

I"equazione della curva integrale I, avremo che la tangente
trigonometrica dell’ angolo, che la tangente ¢ alla curva stessa
nel punto P’ corrispondente a P (cioé avente la medesima
ascissa x) forma coll’ asse delle ascisse, sard data da

ay _
de

@) =y.

Ne segue che per ogni punto delle curva differenziale
U ipotenusa del triangolo considerato ¢ costantemente parallela
alla tangente della curva integrale cercata nel punto corri-
spondente.

L questa osservazione che ha guidato ABDANK-ABAKA-
Nowicz nella costruzione dell’ integrafo, che ora descriveremo,
tenendo conto delle modificazioni portatevi dal costruttore
Corapr.

Nelle due figure (fig. 1 e 2), qui tracciate, sono rappre-
sentate sechematicamente le sezioni orizzontale e verticale del-
I’ appareechio.

("' Se ne pud vedere una deserizione sommaria anche nel Eepertoiio
d@i Matematiche Superiori di E. Paggar. Milano, 1898, vol. I, p. 634 ¢ segg.

F. ENRIQUES - II. 20
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Tre guide orizzontali e parallele fra loro L, I,, L,, son
collegate da due sbarre trasverse 7, 7" in modo da formare
un telaio solido rettangolare ; questo riposa su quattro ruote R
per le quali pud assumere sul foglio del disegno un moto
rettilineo in direzione parallela all’ asse delle ascisse. Le
guide L ed I, portano nella loro superficie superiore una
scanalatura, lungo la quale possono scorrere le due rotelle r, v,
che rendono mobile il carrello A lungo la guida L, e le due
rotelle r,, 7,, che rendono mobile il carrello B lungo la
guida I,. A mantenere i due carrelli perfettamente orizzon-
tali servono la ruota r,, fissata nel carrello A e mobile lungo
una scanalatura della guida L,, e la rnota r,, fissata nel
carrello B e mobile lungo la scanalatura di una guida L,
sottoposta ad L, e parallela ad L, (invisibile nella fig. 1).

i
[ Ly, L3
|
R
La
-
bl
BB
0

Fig. 1.

Nel carrello A ¢ fissato un asseé verticale a (invisibile
nella fig. 1), intorno al quale & libero di girare un carrello
portante due piceole rotelle r,, »,. Il braecio F, orizzontale
e girevole intorno ad un asse verticale fissato in D), porta
nella sua superficie inferiore nna scanalatura nella quale sono
impegnate e possono scorrere le due rotelle r,, r,. Con questa
disposizione, se immaginiamo tracciate nel foglio del disegno
due assi rettangolari, oz perpendicolare ed oy parallelo alla
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guida L, ad una punta b invariabilmente collegata al ecar-
rello A potra esser impresso un movimento nel senso ox e
un movimento nel senso oy; e percid essa potra deserivere

Fig. 2.

mna linea qualungue y = f(z). Il punto in cui I’asse « incon-
trerebbe il piano ay, essendo legato invariabilmente al punto b
e partecipando dello stesso movimento, descrivera 1’identica
curva, ed il segmento, che lo congiunge colla proiezione orto-
gonale del punto D sul piano zy, manterrd sempre durante
il movimento una proiezione costante sull’asse delle ascisse;
& questa proiezione, variabile nello strumento. che stiamo
deserivendo fra 10 em. e 20 em., che rappresenta 1 uniti
lineare dell’ apparecchio ed & la base di quel triangolo ret-
tangolo di eui sopra abbiamo parlato; per modo che la dire-
zione variabile dell’ipotenusa del detto triangolo sara in ogni
istante rappresentata dal braceio I7 girevole intorno a D.

Le parti dell’apparecchio che andremo ora a desecrivere
hanno 1'ufficic di gunidare snl foglio del disegno una punta K
serivente, in modo che la direzione del suo movimento sia in
ogni istante parallela alla direzione variabile del braccio F,
per modo che K venga a deserivere la curva integrale della
curva ¥y — f(z). 11 bracecio I' porta anche nella sua superficie
superiore una scanalatura; in questa possono scorrere le
rotelle #,, r, di un carrello orizzontale €, sul quale & fissata
una sharra orizzontale M perpendicolare al piano delle due
rotelle cio¢ perpendicolare al braccio F.

Alle due estremitd della sbarra M son fissati due assi 4, 4
verticali.

Nel carrello B si trova un asse verticale cilindrico o, intorno
al quale & girevole un telaio M'; su guesto teldio sono fissati

7"

superiormente i due assi verticali ", ¢ tali che il segmento
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che li congiunge & eguale al segmento che econgiunge gli
assi 4, ¢ fissati nella sbarra M; gli assi 4, ¢ son legati agli
assi i, 77 mediante due asticelle gg' eguali fra loro in modo
da formare un parallelogramma articolato. Nella parte infe-
riore del telaio M si trova la rotella R’ disposta in modo da
avere il suo asse parallelo al segmento 4" i ed il suo centro
sul prolungamento dell’ asse o.

La votella B’ & premuta contro il foglio del disegno dal
peso del telaio M, per modo che essa non possa muoversi
che in direzioné parallela al proprio piano, ciod nella dire-
zione s normale al segmento ¢ " e percido parallela al
braceio F. -

Per tale disposizione, mentre il carrello 4 seorre lungo
la guida F, il bracecio F ruoterd intorno a D in modo da
obbligare il carrello C a scorrere lungo il braceio stesso; e,
poiché 1’asta ¢ ¢ riman sempre perpendicolare al braccio F,
mediante il parallelogramma snodato anche il segmento i i
e quindi anche la rotella B partecipera dello stesso movi-
mento angolare del braccio F. Al telaio M & fissato un braceio G
che, passando al disotto dell’apparecchio, termina con un
tiralinee o punta serivente K; mentre la punta b disegna la
curva differenziale, la punta K disegnerd la curva integrale.
I punti corrispondenti delle due curve stanno sulla medesima
ordinata.

Per la determinazione di = si pud ricorrere anche ai
planimetri, ciod a quegli strumenti che servono per la misura
delle aree delle curve piane, che danno cio¢ il valore del-
Iintegrale definito di una funzione traceiata graficamente.
Con un tale strumento si pud infatti determinare 1’area di
un cerchio di dato raggio e se ne ricava quindi il valore di w.

Citiamo fra i planimetri, come il meglio conosciuto, il
cosidetto planimetro polare di AMSLER-LAFFON.

§ 8. Costruzioni geometriche per rettificare e quadrare
il ecerchio in modo approssimato. — Quando si voglia far uso
soltanto della riga e del compasso senza ricorrere a strumenti
trascendenti, quali sarebbero, per es., gli integrafi, la risolu-
zione del problema, del quale e¢i occupiamo, non si potrd
ottenere in modo esatto; sono state proposte, per altro, e sono
in uso nella pratica, delle costruzioni, mediante le quali, con
sole rette e circoli si puo effettuare la rettificazione e qua-
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dratura del cerchio in via approssimativa, cioé commettendo
un errore per gli usi comuni trascurabile.
Eeco nna costruzione ideata dallo SpecHT (*), mediante la
quale si puo rettificare il cerchio con grande approssimazione.
Sopra una tangente al eerchio di raggio » (fig. 3) si stacchi,
a partire dal punto di contatto 4, il segmento AB uguale al

D

E CB A

Fig. 3.

diametro pilt un quinto del raggio, e di seguito si porti il
segmento BC eguale ai due quinti del raggio; si unisea O
con B e con (; sul diametro che passa per A4 si stacchi AD
eguale ad OB e per D si conduca ad OC la parvallela che
incontri la tangente in E. Il segmento AFE sard con grande
approssimazione eguale alla circonferenza.

Ed infatti si ha

AB_AC_13
AD™ A0 B’
da cul
B 18 / B i

Eseguendo le operazioni, si frova

AB = - 6,2831839.... ;
e poiche si ha
2n = 6,2831853....,

risnlta che AFE differisce per difetto dalla circonferenza per
meno di due wilionesimi del raggio.

Il rettangolo che ha per lati AF e la meta del raggio r,
o il quadrato equivalente, dard con grande approssimazione
la quadratura del cerchio.

(1) Giornale di Crelle, vol. 3, pag. 83.
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Quando si abbia in mira soltanto la quadratura del cerchio,
si pud far uso di quest’altra costruzione ().

Sul diametro AB del cerchio dato (fig. 4) si porti il
segmento 0D eguale a tre quinti del raggio e dalla parte
opposta il segmento OF eguale a
tre volte la metd del raggio; si

y divida poi il raggio OB per meti
f \ F nel punto K e sopra DI, AF,
i BRI e come diametri, s1 deserivano da
bande opposte del diametro due
semicerehi.
Per O si conduca al diametro
H AB la perpendicolare che inecontri

le due semicirconferenze in &, I7;

dico che il quadrato avente per

lato GH equivale con grande approssimazione al eerchio dato.
Ed infatti si ha per costruzione

Fig. 4.

o

3

5 OE=r7-

(W=

| Sl

o

il = OF=—=a%+ 5

L2

Ma 0& & medio proporzionale fra 0D, OF ed OH & medio
proporzionale fra 04, OF; quindi

OG:T-'\/E, OH:q--\/g

. Y30+ VI50
W

e percid

GH—= 7 1,TT246....;

e poiché si ha
V&= 1,77245....,

GH differisce per eccesso dal lato del quadrato equivalente
al cerchio dato, per meno di dune centomillesimi del raggio.

(1) Vedi Geometria elementare di SANNIA ¢ D’ OviDIo, ove son ripor-
tate anche altre costruzioni per la rettificazione e quadratura approssi-
mata del cerchio.
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$ 9. Lunule quadrabili. — 1/ insuccesso dei tentativi per
guadrare I'intero cerchio coll’ uso esclusivo della riga e del
compasso, prima che avesse avuto la sua naturale spiega-
gione nella dimostrazione del ecarattere trascendente del
pumero =, doveva apparire tanto pitl notevole, in quanto
che molte superfici piane limitate da arehi cireolari erano
state oggetto, fin dall’ antichitd, di frattuosi studii: alcune
di esse, gli arbeli, ricche di curiose ed eleganti proprieta
stabilite col semplice soccorso delle teorie geometriche pitt
elementari (*); altre, le Junule d’ IrrocrATE, trovate suscet-
tibili di esser quadrate in modo semplicissimo mediante riga
e CcOmMpAasso.

1 noto il teorema che la somma dei due menischi
(o lunule) determinati dalle tre semicirconferenze aventi
per diametri i lati di un triangolo rettangolo e situate
con esso da una stessa banda dell’ipotenusa, & equivalente al
triangolo.

In particolare, se il triangolo rettangolo & isoscele, cia-
scuno dei due menisehi & equivalente al triangolo rettangolo
isoscele metd del precedente, ed & quindi quadrabile elemen-
tarmente, quando sia nota la sua corda. '

Questa lunula, considerata da IPPOCRATE, rappresenta
una prima soluzione del problema: se si possano costruire colla
riga e compasso lunule quadrabili elementarnente. Altre quattro
soluzioni furono indicate nel 1840 da TH. OLATSEN (%), il guale,
ritenendole tutte nuove, esprimeva nello stesso tempo I’ opi-
nione c¢he non esistessero, oltre i cinque noti, altri casi di
Innule quadrabili.

() Molte di queste proprietd, di eni rileviamo quelle relative alla
serie di eircoli, ingeritti in un arbelo o tangenti ciascnno al SUCeessIVO,
si trovano esposte e dimostrate in PAPrT ALEXANDRINI Collectiones (ed. da
Fr. Hultseh. Vol. T, pag. 219 ¢ segg. Prop. 15, 16, 17, 18).

Sremver (in Crelles Journal. Bd. L, zweites Heft, 5. 260) ha dato
nuove, pit semplici ed eleganti dimostrazioni dei medesimi teoremi, ¢ di
aleuni di essi anche notevoli estensioni.

Si pud consultare su questo argomento anche — T. 8, Macxay, The
Shoemaker’s Wnife — (nei Proceedings of the Edimbury meth. soe. — Vol ITT,
pag. 2-11, 1883), nel quale seritto son riunite ¢ dimostrate in modo uni-
forme le principali e pitt semplici proprietd degli arbeli.

() Vier neue mondformige HNlichen, deren Tnhalt quadrirbar st
Giorn. di Crelle, 1840, Bd. 21, pag. 375.
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Recentemente II. Laxpau (*), ritornando sulla questione,
ha posto in modo pitt generale 1’equazioni e le condizioni
arvitmetiche del problema, e ha dimostrato che esse sono
mmcompatibili fra loro in una certa serie infinita di ecasi, la
quale, peraltro, & ben lungi dal comprendere tutti i casi pos-
sibili; cosicch¢ nulla c¢i autorizza finora a ritenere che le
sole soluzioni del problema siano lé cingue sopra indicate.

Siano AEB, AE'B (fig. 5) due archi eircolari aventi in
comune la corda AB e situati dalla stessa banda della corda;

s . silano €, €' i loro rispettivi centri

ed », » i raggi; indichiamo poi

con 2@, 29" gli angoli al centro
dei due settori CAEB, O AE'B.

B Presa come unité la corda AB,
& intanto evidente la relazione

1
Q?

(1y wsenp=y'seny' =

per modo che, nota la corda AB,
si potrd costruire con riga e com-
passo il menisco AEBE', quando le linee trigonometriche
degli angoli ¢, ¢’ (e quindi per la (1) anche 7, ¢') siano espri-
mibili per soli radicali quadratiei.

Inoltre il menisco AXFBE sard quadrabile elementar-
mente quando la differenza dei due settori CAEB, C"AE'B
sia espressa da un numero algebrico contenente solo irrazio-
nalitd quadratiche; quindi, se con @, b, ¢ indichiamo numeri
contenenti sole irrazionalitd quadratiche, e se @, b sono <1,
I’equazioni del problema saranno

sen o=@, Seng =
')"E:P o
ossia, i)er la (1),
' ( seng=a, seny =17
2) ? ¥ A .

sen’y sen’y

(1) Sitzungsberiehte der Berl. Mathem. Gesellschaft. 10 Sitzung am
29 October 1902, (inserito in Archiv der Mathem. wnd Physik. Leipzig und
Berlin, 1903, Serie 3%, Bd. 4).
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F!"

Ora, posto = p, LANDAU osserva che, se p indica un
)

numero algebrico, dev’essere ¢=0; ed infatti, dalle (2) segue che

LR 1
@ b?
ossia
1 p__ e
(3) e
. Iyt
e, se ¢ non fosse nullo, neppure b Tt sarebbe nullo e
resulterebbe
: B
= 1 P ’
ey

guindi v sarebbe un numero algebrico diverso da zero, e, per
il teorema di LINDEMANN, sarebbe sen ¢ trascendente (1), contro
la prima delle (2).

Limitando la generalith della questione, supporremo p

2

: e, : b g
algebrico e quindi ¢=0; allora la (3) c¢i da p= ik quindi p
, T
dovrd contenere solo radicali quadratici; e 1 equazioni (2)
assumeranno la forma
seng=—a, seng =1>b
Vp - sen o= gen po.

Oosi la questione & ridotta a cercare per quali valori di p,
contenenti solo radiecali guadratici, I’ equazione

(4) Vp - sen ¢ = sen po

& soddisfatta da valori di seng, o di cosyp, espressi per soli
radicali quadratici.
I casi segnalati da OLAU%N in eui cio ha luogc) effetti-
vamente, sono i seguenti:
1° p=2. L’ equazione (4) diviene

V2-sen o= sen 2p

() Cfr, § 6-3°.



CoS g =—

L. 20 p=3. L’equazione (4) diviene

V3 -sen o = sen 3+
¢ ¥

e ci da
5 Vi+V3
COSp = ! 4{)- V% B
- 3 ., . el e
3" p=45. I equazione (4) diviene

e SR
‘—lse]]cp senzp,

che si riduee all’equazione di 2° grado

deos® p+cosp—2=0,
da cui rieaviamo
a9 —1
Cos @ — —v;__a

8
4* p=>5. LI’ equazione (4) assume la forma
V5 sen o = sen 5y

che si riduce all’altra

16 sen*p — 20 sen® ¢+ 5 — V5 =0,

da cui si otfiene

senfp—— ' °

_ 8
e quindi
GOSQ@:V5+44V—0—__]‘ (2:p<g).

b° p—_-g L’ equazione (4) diviene

\/586]1' —sen'ﬁ—r
3 8en p=sen ; ¢,
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che si riduce all’altra

1 *P - [y} /5) 2 ~? /
16 cos 3 (1 - —L\ 08 %_|_]+'\
da questa si ricava

)0 '7{

20
29 \/ o v \/ g \/ (‘2.—5

3:

(3
o
(¥l
w
WG

e quindi

COS

Di questi cinque casi il primo corrisponde alla lunula
d'IppocraTE precedentemente considerata; gli altri furon
ritenuti da CLausEN tutti nuovi, mentre LANDAU osserva che

i due corrvispondenti a p=3, p=, erano gia nobi dal
-

IPPOCRATE.

Per cid che rigunarda la ricerca di altre soluzioni del
problema, il LaxpAU, appoggiandosi sopra una proposizione
di Ersexsrniy, relativa alla irreduocibilith di certe equazioni
algebriche, dimostra il seguente teorema di eni el Jimiteremo
a riportare il solo enunciato:

Se il rapporto p dei due angoli al centro 2%, 20" & un
nuntero primo che mon appartiene i nwmeri prim di GAUSS
om 4 1 =241, 4l menisco non & quadrabile.

§ 10. Cenno storico sulle ricerche relative al problema
della quadratura del cerchio. — Le ricerche relative al pro-
blema della quadratura del cerchio si possono distribuire in
tre pm‘lodl di tempo ('):

11 primo si estende dai principii della speculazione ma-
tematica fino alla scoperta del caleolo differenziale e inte-
grale, ciod fino alla metd del secolo 17°; scopo dei lavori in
esso compresi & la determinazione numerica approssimata del

() Per traceciarve questo breve quadro storico abbiamo preso & guida
1 accuratissima opera del Rupio: Archimedes, Huyghens, Lambert, Leyendre.
Lipsia, 1892,
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rapporto della eirconferenza al diametro, ottenuta mediante
costruzioni geometriche. :

Nel secondo periodo, che dalla scoperta del ealcolo diffe-
renziale e integrale va sino alla metd del secolo 18°, al posto
dei metodi geometrici degli antichi subentrano i nuovi metodi
analitici; le ricerche di questo periodo hanno un ecarattere
essenzialmente teorico, avendo in mira la rappresentazione
del numero = mediante espressioni analitiche contenenfi un
numero infinito di operazioni, cio® mediante sviluppi in serie,
in prodotfo infinito, in frazione continua.

Infine il terzo periodo, dalla metd del secolo passato fino
ai nostri giorni, contiene memorie d’indole critica, nelle quali
non si tratta pitt di determinare la grandezza o 1’ espressione
analitica del numero =, ma di ricercare qual sia la natura di
questo numero, se ragionale o irrazionale, se algebrico o
trascendente. :

Periodo 1°. I1 problema di costrnire un quadrato equiva-
lente ad un dato cerchio si trova enunciato per la prima
volta nel piti antico documento matematico che si conoseca,
cioé nel Papyrus Rhind, di cui fu autore lo serittore egi-
ziano AHMES cireca 2000 anni av. Or., e che si trova ora con-
servato nel Museo britannico. In esso si trova enunciata senza
dimostrazione la seguente regola per risolvere il problema:
L’area del eerchio equivale a quella di un quadrato, il cui
lato & il diametro del cerchio diminuito di % della sua lun-
ghezza. Secondo questa regola, si trova per area del cerchio,

B %
(.) . 81[

che, confrontato coni:(lﬂ, da per = il valore
266
ﬁ: 3,1604: sany

cioé¢ un valore gia discretamente approssimato.

Il primo accenno al problema della rettificazione della
circonferenza si trova nella Bibbia, in eui si attribuisce alla
circonferenza una lunghezza tripla di quella del diametro;
se ne deduce per = il valore 3, molto pit inesatto di quello
assegnatogli dagli Egiziani.
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Soltanto presso i Greei hanno prineipio le ricerehe scien-
tifiche sull’argomento, raggiungendo un alto grado di §Vi-
luppo nell’opera di ArCHIMEDE di Siracusa (287-212 a. C.).
Fra i matematici greci, che prima di ARCHIMEDE si occupa-
rono della quadratura del cerchio, meritano speciale menzione
TppOCRATE di Chio (circa 450 anni a. O.) e DINOSTRATO
(cirea 530 a. C.). Si deve ad IPPOCRATE la prima dimostrazione
del teorema che le superficie dei cerchi sono proporzionali ai
quadrati dei diametri, ed il primo esempio di un’ effettiva
quadratura di superficie limitate da linee curve, ciod della
cosidetba lunule di TrrocraTh, della quale gia abbiamo fatto
parola nel § 9. :

Profittando di questi resultati, egli sperava di giungere
mediante costruzioni elementari alla quadratura del cerchio,
ma i suoi tentativi dovevano necessariamente riusecire inutili.

DINOSTRATO mostrd come si potesse impiegare per la
rettificazione e quadratura del cerchio una ecurva gia costruita
ed utilizzata da Ippia di Hlide (eirea 450 a. C.) per la trise-
zione dell’ angolo. I questa una curva trascendente nota
appunto sotto il nome di tetoxywviovsz o quadratrice; dalla
sna definizione geometrica si pud ricavare la seguente equa-
zione in coordinate cartesiane ortogonali z, v,

i

ﬂ}:—f—.

Tl punto, in cui essa incontra 1’asse delle w, ha per
gy :
ascissa —. Dunque, disegnata la curva e trovato questo punto,
(i

con sole rette e ecircoli si pud rettificare il cerchio; ma la
costruzione della curva si pud effettuare solo per punti, e
quindi pud dare soltanto uma soluzione approssimata del
problema.

Risultati di gran lunga pitt importanti son quelli dovuti ad
ARCHIMEDE, il quale, nel suo seritto intitolato whxdov pétorais,
dimostrd I’ equivalenza dei due problemi della quadratura e
della rettificazione del cerchio ed espose con rigore scientifico
il noto metodo dei poligoni inseritti e eircoseritti. Bgli applicod
questo metodo alla rettificazione approssimata del cerchio:
partendo dallo esagono regolare inscritto e eircoseritto, caleold
i perimetri dei poligoni successivi ottenuti raddoppiando il
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numero dei lati; e spingendosi fino al poligono di 6-2' = 94
lati, trovo per il rapporto della circonferenza al diametro i

S T : AE .
limiti 3 Iik 3 = del quali il secondo, approssimato per eccesso
a meno di 1000 & ancora spesso utilizzato in pratica a causa

della suna grande semplicita.

I1 problema della quadratura approssimata del ecerchio
con un grado qualunque di approssimazione poteva conside-
rarsi come completamente risoluto dal metodo di ARCHIMEDE,
e, malgrado la lunghezza dei calcoli ch’esso richiede per
oftenere una risoluzione discretamente approssimata, guesto
metodo rimase in uso, quasi senza aleuna modificazione, per
an lungo tratto di tempo, cioeé fino a ehe, per opera dello
SyeLLIo ¢ del HuveHENS, non fu portato a quel grado di
perfezione e di semplicita che ancora si potesse raggiungere
con mezzi elementari. Fra i molti matematiei, che in questo
intervallo di tempo si oceuparono del calcolo approssimato
del rapporto della circonferenza al diametro, il primo a tro-
vare un valore, molto pitt prossimo al vero di quelli trovati
anteriormente, ¢ stato il matematico olandese ADRIANO
Muzio (seconda meta del see. 16°), che assegnéd per © il valore
%:3,141502&).... diverso dal vero solo dalla 7* cifra deci-
male in poi e di particolare interesse per essere una delle
ridotte dello sviluppo di = in frazione continua. In seguito il
matematico francese FRANOESCO VIETA (1540-1603), sempre col
“metodo di ArcHIMEDE, spingendo il calcolo fino al poligono

di 6-2' lati, détte il valore di m con 9 cifre decimali esatte;
questo grado di approssimazione fu sorpassato in seguito dal-
I’olandese ADRIANO RoOMANO (morto nel 1616), che, giungendo
al poligono di 2°° lati, caleold = con 15 ecifre decimali; ed
infine da Luporpm van OpuLeEN (1559-1610), che, con una
pazienza e costanza ammirabili, spinse il caleolo fino a 35 deci-
mali esatte.

Sopra tutte queste ricerche si elevarono di gran lunga, per
originalita e per valore scientifico, i classiei lavori dei due
grandi matematici e fisici olandesi, SNmLLIUS (15680-1626) ed
Huveuens (1629-1695). Specialmente per opera del Huycuexs,
nella sua memoria De circuli magnitudine inventa, risulto che
dal confronto delle aree e dei perimefri di due poligoni rego-
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lari, uno inseritto e I'altro circoseritto al cerchio, si possono
ricavarve per il rapporto = due limiti assai pitt ristretti che
non coll’ordinario procedimento di ARCHIMEDE; per modo
che il calcolo di © viene molto semplicizzato. Cosi, per esempio,
dall’impiego del poligono di 60 lati, il Huveness ottenne il
numero = con 9 decimali esatte, mentre secondo ARCHIMEDE
oceorre il poligono di 96 lati per avere appena due cifre
decimali,

Periodo 2°. Appartiene alla seconda meta del secolo 17°
il primo sorgere dell’analisi moderna per opera principal-
mente del Newrox, LemsNiz e dei due fratelli BERNOULLL
Nuove idee e nuovi metodi si sostituiscono agli antichi e le
grandi scoperte di cul sono fecondi eambiano fino dalle fon-
damenta 1’edifizio delle scienze matematiche. In particolare,
nella teoria della misura del cerehio si abbandonano i metodi
geometrici di ArRCHIMEDE e del HuvgHENS per rivolgersi a
ricerche di un carattere essenzialmente diverso, tendenti cioé
a trovare per il rapporto della circonferenza al diametro delle
rappresentazioni analitiche contenenti una serie infinita di
operazioni.

In ordine a questo nuovo indirizzo di studii, il WALLIS
(1616-1703) détte il seguente sviluppo di = in prodotto infinito

5 22446688
B 18 8.5 BT i B

e dimostrd esatto lo sviluppo in frazione continua

81
2 4.,

3

enunciato dal BRoUNCKER (1620-1684) senza dimostrazione.

Per gli sviluppi del numero = in serie infinita, trovati in
questo torno di tempo, il punto di partenza & costituito dal
seguente sviluppo di are tg & trovato prima dal GREGORY (1670)
e poi indipendentemente dal LEBIBNIZ (1673)

ot o i o LS
A =t el b
& SRE . T a
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al quale si pud giungere facilmente applicando la mnota for-
mula del Mao-Lavrix. Facendo x =1, si oftiene la cosiddetta
serie del LBIBNIZ

Ma questa serie, come I precedenti sviluppi in prodofto
infinito ed in frazionme continua, & lentamente convergente.

Molti altri sviluppi pitt appropriati al caleolo di = sono
stati dedotti dalla serie che di aretg 2, tenendo conto della

relazione
1=

are tg o -+ are tg y = arc tg ————— T

e delle altre che ne conseguono. Fra tutti citiamo come oftimo,

per il caleolo di =, il seguente, dato dal matematico inglese
MacHin (1680-1752),

1:_4(1_1 *1__1_!_)_
IS T E e e e e

el SO DRR - (G
239 -« 5-239° b 280¢ - 2397

Ttilizzando questa serie ed altre consimili fu continuato
il calcolo, di = e spinto, ai nostri giorni, fino alla 707" cifra
decimale.

Tutti questi studii, sebbene abbiano per sé una grande
importanza scientifica, non svelano tuttavia niente riguardo
alla natura del numero w; ed all’epoea di cui el oceupiamo non
ancora si sapeva se questo numero fosse razionale o irrazio-
nale; cosi la questione della possibilitd della quadratura del
cerchio mediante circoli e rette rimaneva insoluta, ed anzi
neppure era stata ancora enunciata in un modo tanto preeciso
(efr. § 1) da permettere una risposta decisiva.

La ehiave per la soluzione della guestione doveva esser
fornita da ricerche aventi un indirizzo essenzialmente diverso,
le cui basi fondamentali furon poste da HuLmrO nei suoi
studii sulle funzioni trigonometriche e sulla funzione espo-
nenziale e~.

I’ inglese NapiEr (1614) fu il primo a prendere in con-
siderazione il numero ¢ e la funzione esponenziale ¢7, avendo
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scelto il numero ¢ come base di un sistema di logaritmi, detti
logaritmi naturali o neperiani.

Kurero (1707-1783), applicando i metodi dell’ analisi infi-
nitesimale allo studio delle funzioni, ed estendendo la varia-
pilith delle grandezze a valori complessi, scopri la intima
relazione che passa fra la funzione esponenziale ¢* e le fun-
zioni eircolari sen #, ¢osa,..... Partendo dagli sviluppi delle
espressioni ¢”, sen z, cosx in serie di potenze

eyl @ e
FELS TR g T

gos =1 "L—JﬁA—Ei—
ISy O T

2

xﬂ xﬁ
e Y B O O T B et

Sen © —

=i s

che valgono, secondo la formola del MAc-LAURIN, per valori
reali della variabile #, BuLero, assicuratosi della loro econ-
vergenza in tutto il piano, cioé per qualsiasi valore anche
complesso della variabile, 1i prese a definizione delle funzioni
corrispondenti, e ne dedusse I’identita

¢ — cos & - i sen x.

che stabilisce appunto la dipendenza fra la funzione esponen-
ziale e le funzioni circolari. Se in questa identitd si pone v ==,
si ottiene la relazione

sulla quale pitu tardi (efr. § 6) doveva esser basata la dimo-
strazione della trascendenza del numero =, e quindi la risposta
alla questione della quadratura del cerchio. Ad BEULERO si
devono inoltre innumerevoli sviluppi dei numeri ¢ e © in serie
ed in frazione continua, fra i quali rileviamo il seguente

2 142 1
Sy mee g |
4 il

| =

ik

9.8

5 i

. ,
che doveva poi servire al LamBerT per dimostrare che i due
numeri ¢ e © sono irrazionali.

F. ENRIQUES - II. i 21




392 B. CALO

Periodo 3°. Dopoché EULERO ebbe scoperta 1’ intima rela-
zione esistente fra la funzione esponenziale e le funzioni tri-
gonometriche, fra il numero ¢ ed il numero =, nuove vie di
ricerca venivano aperte per rendersi conto della natura di
questi numeri, che, malgrado tutti gli studii di cui finora
erano stati oggetto, rimaneva completamente ignota, ed in
cul si riconosceva doversi trovare la chiave della questione
della quadratura del cerchio. I primi risultati di importanza
fondamentale in quest’ ordine di rieerche si devono al LLAMBRERT
(1728-1777), il quale, nella sua memoria Vorliufige Kenntnisse
Jiir die, so die Quadratur und Rectification des Circuls
suchen (1766), dimastrdo che i due numeri ¢ e = sono irrazio-

: el - :
nali. Partendo dallo sviluppo di 4 5 in frazione continua

dato dall’ EvLeRO e di sopra citato, ne dedusse i due seguenti

gr =2 n L
G e |
B
& 500 A
z 14
AN
1
e e
SRl R |
P e
" A |
z 9 ‘
. & el

-

basandosi sui quali egli stabill i due seguenti teoremi:
1°. Se x ¢ wn numero razionale diverso da Z6ro, non
potrd mai essere e° un numere razionale.
Per x = L resulta come caso particolare I’ irrazionalita del
numero é.
20, Se x & un numero razionale diverso da zero, non
potra mai essere tg X un numero razionale.

T T i .
Per v —- & tg ;1 — 1, e resulta come caso particolare 1'irra-

zionalitd del numero w.
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La dimostrazione di questi teoremi fu poi resa rigorosa
¢ completa dal LrerNDRE (1752-1833), il quale dimostro collo
«tesso metodo che anche il quadrato di = é¢ un nuMero
irragionale.

Tn seguito (1840) il LrovvinLe (1809-1882) dimostrd che
il numero e non pud esser radice di alecuna equazione qua-
dratica a coefficienti razionali.

Da questi resultati sorgevano spontaneamente le domande :

Di- quali equazioni algebriche a coefficienti razionali pos-
sono esser radiei i numeri e e n?

Non c¢i troveremmo per caso di fronte a dei numeri che
non sono radiei di alenna equazione algebrica di questa speecie?

Il dubbio contenute in quest’ultima domanda fu dap-
prima esplicitamente espresso dal LEGENDRE e poi confor-
tato dalle ricerche del LrouviLLe, le quali, per la prima
volta (1844), stabilivano 1’esistenza di numeri non algebriei
e rendevano giusta la distinzione dei numeri in algebrici e
trascendenti (efr. i §§ 1, 2, 3).

In seguito ad una minuta analisi delle proprieta della
funzione esponenziale, come abbiamo gia detto nel § 4,
HerMITE rinsel a dimostrare nel 1873 la trascendenza del
numero ¢ ¢ il LINDEMANN, appoggiandosi sulle ricerche di
HerMITE e traendo profitto dalla relazione ¢ — — 1, scoperta
da BuLero, dimostrd nel 1882 che anche = & un numero
trascendente, provando in tal modo I’impossibilita di rettifi-
care e quadrave il cerchio mediante costruzioni elementari
{cfr. § 1). Delle semplicizzazioni apportate dal WEIRRSTRASS
alla dimostrazione di LiNDEMANN gid abbiamo fatto parola
nel § 4 ed abbiamo esposto npei §§ 4, 5, 6 la dimostrazione
data dal WEIERSTRASS del teorema generale del LINDEMANN,
pel quale resta risoluta anche la guestione piu generale della
rettificazione di un areo eircolare gualunque.

Dalle recenti ricerche la dimostrazione della tr aseeudenza
dei numeri ¢ e © fu ancora notevolmente semplicizzata : allu-
diamo alle dimostrazioni date successivamente dal HinBert,
Hurwitz e GORDAN ¢ raccolte nel vol. 43 dei Mathematische
Annalen (1893).

* SBupponendo che il numero e verifichi 1I’equazione alge-
brica a coefficienti razionali interi

(1) a+ a6+ a,6 + ... + @ ¢" =0,
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il HiLBerT moltiplica ambedue i membri di questa equaziong
per I'integrale definito

{ )0 — 1)(5 — 2).... (¢ — 1) P*Le—*dz (o int. pos.)

e poi decompone il primo membro nelle due parti

oo

P = Jl+aie -+ a,é +....+ane"j
0 1 1 1

1
P,—=ae| +a,é +....+aﬂ6"f.
0 0 0

Per modo che, dividendo ambo i membri dell’ equazione
risultante per p!, verrebbe 1’ equazione
R o)

P*+ =0,

@) .

Ora, tenendo conto dell’ identité
j' e "de=p!,
0

il HinrerT dimostra che, qualunque sia p, il numero ﬁ &
sempre intero e diverso da zero, mentre si pud scegliere p in

modo che % risulti in valore assoluto minore di 1; per modo
che ’equazione (2) e quindi anche la (1) & impossibile; cosi
resta stabilita la trascendenza del numero e.

Per passare da ¢ a = si utilizza la relazione di EuLero
¢T—=_1: supposto che «, = 4w sia radice di un’equazione alge-
brica a coefficienti interi, che abbia le radici «,,...., %,, il prodotto

A4+ e)(1 4 ™) (I 4 e¢) =1+l el .4 ¢

dovrebbe esser nullo; ¢io che il HinperT dimostra impossi-
bile, tenendo un procedimento analogo a quello gil usato per
il numero e,

Il Hurwirz mostrd come si potesse evitare, per dimo-
strare la trascendenza del numero e, la considerazione del-

I’ integrale
00
Jl 2Pe “dz.
0



SUI PROBLEMI TRASCENDEXTI HCC. 325

Tgli parte dalla formola degli incrementi finiti
ole) —g(0) =z () (0¥ <L)
ed applica questa formola alla funzione
o= F(z) =} f(z) + [ () + . + D) 7,

ove f(x) & una funzione razionale intera di grado r della forma
geguente

fla)= 221) (1 — B)2 — @)t — 2) &

il
1)
essendo p un numero primo; cosl trova

Fla) — ¢ F(0) = — x- 4797 f(bw),
E ponendo in questa formola successivamente

g=1, Zyey Wy

deduce le relazioni
[ Fy— e F0) ==y
F(2)— & TF(0) ==,

F(n) — ¢"F(0) =¢,,

OVE By Eyyuinay Ey HONO quantitd che col crescere di p tendono al
limite zero, mentre F(1), F(2),...., F(n) son sempre numeri interi
divigibili per p, ed F(0) & un numero intero non divisibile per p.
Supposto ora che e soddisfi all’equazione algebrica a
coefficientl interi
0,4+ 0,6+ .. + Cue" =0,

se ne dedurrebbe per le relazioni precedenti che I’ espressione
C,F1)+ O, F(2) + «.. + Co F(n) + C,F(0)

dovrebbe, per un valore conveniente di p, essere identica-
mente nulla, ¢id c¢he & impossibile, perché essa rappresenta
un numero intero non divisivile per p.

Infine il GORDAN riusel a stabilive la trascendenza di e
e = togliendo a prestito dalla teoria delle funzioni solo lo
sviluppo in serie di ¢” e la nozione di derivata di una fun-
zione razionale intera.

La dimostrazione del GorpAN & stata poi esposta in modo

pitt semplice e chiaro da H. WeBpr nell’opera <« Lehrbuch
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der Algebra » (1), e poi ancora pit elementarmente nel primeo
volume dell’ Encyklopddie der Elementar-Mathematili (*).

Termineremo riportando questa dimostrazione divenuta
ormai tanto semplice da essere accessibile a tutti.

§ 11. Dimostrazioni della trascendenza di e e = secondo
Ia piii recente esposizione di H. Weber. — Partiamo dallo
sviluppo in serie di e

3

(1) e"“:1—|—x—|— —!—JL =+ ..

e it
3! n

n!
che vale per x qualunque, reale o complesso. Indicando con n
un numero intero positive qualunque, moltiplichiamo ambo
i membri dell’eguaglianza precedente per n!l, cosi avremo

n!

a—1
Ty a1l U,,

(2) 1zle“:az'+1!:c+ :zc"+....—l—

avendo posto

(®) Tn=2r+

1 n-4-1 2 i
T R T (Y N P T (T VL

Osserviamo ora che, se s ¢ un numero intero positivo non
b
superiore ad n, la derivata s*™* di x", che potremo indicare

" n! j
cosi D,z*, & uguale a m 2", mentre per s superiore ad n

g1 ha D.z*—0,
Quindi, se nella (2) sostituiamo ad n successivamente 1
valori n —1,n — 2,..., 2, 1, otterremo le seguenti eguaglianze

3
nler=U, +3Da»
=1
i
(n—1)!ee=U,1+ 32 D1,
=1
IS A e i o I
2Nee=0U, 2D ,

(') BrauNscHWEIG, 1898, Bd. II, 25° Abschnitt.
() H. Weeer und J. WErLLsTEIN. Encykl. der Blementar-Mathem.
Bd. T, 8. 418-432.
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Consideriamo ora una funzione razionale intera f(z) di
grado » seelta arbitrariamente, ma tale che sia f(0)=0; essa
potra rappresentarsi cosl

(5) J(2) = 1a %" 4 Yno1@" o e 1@ 1,25

indichiamo eon f(x), f'(x)y...; f™(2) l& sue prime n derivate
e poniamo : _
(6) Fl@) = (@) -+ f'(@) - woe [P,

Sard evidentemente

(7) F(O) =y n'+ PO (LS e R, o SRR

Moltiplichiamo le eguaglianze (4) ordinatamente per
oy Trestyony Tey G2 © gommiamo; posto

(8) U(SU) = Un Sl o Uﬂ-—l —+ eee 1+ Y ‘(T1
e, avendo riguardo alle (4), (5), (6), (7), otterremo
9) F(0) - ¢ = F(z) + Uw).

Questa relazione sard il punto di partenza per dimostrare
la trascendenza di ¢ e m.

Riguardo alla funzione Ulz), el basterd, di stabilire un
limite superiore per il suo valore assoluto.

Indichiamo percid con r il valore assoluto di z; dalla (3)
avremo allora per il valore assoluto di U, la seguente dise-
guaglianza

i 3 ?.i! ‘1'3
| U, | <7 (1+i!+§1+31+"")
cloe

| | ™

—

Tenendo conto allora dell’ espressione (8) di U(z) e indi-
CANA0 GO Cny Cp—1yeeeey Coy 0, 1 VALOTT aSSOLUGL AL Yy Yuigeeees Vo3 Vo5

avremo
| U@) | < (ear™ 4 Cn 19" - eeci - 6,7) - €
ossia

(10) | Ulw) | < @) - e,y

ove ®(r) indica 1’espressione ¢,1" - ¢a1- 1"t e 0,7,
ossia ¢id che diviene f(z) sostituendovi per &, Ya, Ta-1y.ey Ty 1
loro valori assoluti 7, €., Gu—1,.my €. ‘
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Trascendenza di e. — Supponiamo che il numero e sia
algebrico, cioé radice di un’equazione algebrica di grado m
a coefficienti interi razionali

(11) C,+-Cet+0,8+....+ Crem =0,

ove i coefficienti C,..., ¢, potranno sempre esser supposti
diversi da zero. ‘

Sostituiamo nella (9) per = sucecessivamente 0, 1, Dy aciey 201
moltiplichiamo per C,, C,, C,,...., €, e sommiamo; avremo,
per la (11), '

v L L
(12) 20,Fv)+20,U(y)=0.
0 v=0

Y=

Ora dimostriamo come, scegliendo opportunamente la fun-
zione intera f{z), che, all’infuori della condizione f(0)=0, &
del tutto arbitraria, 1'equazione (12) risulta impossibile; da
cid seguird che non pud sussistere un’ equazione come la (11),
. e quindi che il numero ¢ & trascendente.

Scegliamo un mumero primo p che sia maggiore di m e
prendiamo per f{z) la funzione intera

2P Hx — 1) (x — 2)’..cc(®— m)»
(» —1! f

che si annulla per x—20 ed & di grado

(13) Sy =

n=(m-41)p — 1.

Sara resa evidente 1'impossibilitd dell’ equazione (12),
quando avremo dimostrato che con una scelta conveniente
del numeroe primo p,

"

1° la somma X O, F(y) € un numero intero diverso da
y=0
zero, e quindi in valore assoluto non minore di 1;
g

2° la somma X C, U(v) & in valore assoluto minore di 1.
=0

Se ordiniamo la f{x) per le potenze crescenti di z, avremo

Ap g22 L+ A ¥ - Apga? 4 ...+ A 2"
(p—1)! g

ove i coefficienti 4, 3, 4,, A4,,1,... S0n0 numeri interi; sard

(14)  flo)y=
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Ap_lf_i(m!)ﬁ, quindi, poiché p & primo e maggiore di me,
A, 1 noND sara divisibile per p.

Formando dalla (14) le prime n derivate di f(z) e ponendo
in esse =0, si ha

f(O) =0, .fr(o\) =050y ']"{Pf2)({]) =0
Fo-(0) = Aty FOO)=p- Ay FEI0) = (2 1) dpi,
F(0) =p(p+ L)oo - A,

quindi, ricordando la (6), avremo
F(O) = Ap—l +PAP +P(P 1= 1)Ap+1 =} viaig

dunque sard F(0) un numero infero non divisibile per p, e,
se scegliamo per p un numero primo tanto grande, che il
pumero €, (diverso da zero) non sia divisibile per p, anche
O, F(0) sard wn numero intero now divisibile per D.

Ordiniamo pei f(z) per le potemze crescenti di (v — V),
ayremo

 By®m— v+ Bpna(® — v 4 v+ Bu(z — V)"

ove i coefficienti By, Bpii,- S0n0 numeri interi. Derivando
snccessivamente e ponendo # =v, si ha

Jv) =0, f,(") =0,...,, JEHN = 0
Fo () =p- By, Fe ) = p(p 4 10 2t e
f'('n‘b)(\)) :1)(1) —+ l)....?lﬂ . _Bn,

guindi, ricordando la (6), avremo
F(v) = pB, 4+ p(p + 1) Bpi1 + oo

Dunque F(1), F(2),...., F(m) sono numeri interi divisibili
per p.

m
La somma X O,F() risulterd allore un nwmero intero non
y=0

divisibile per p, ¢ quindi, in valore assoluto, non minore di 1.
Oosl & compiuta la prima parte della nostra dimostrazione.
Passiamo ora alla seconda parte.

Percid utilizzeremo la diseguaglianza (10). Indicando
ancora con # il valore assoluto di z, principiamo ad osservare
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che 1'espressione che si ottiene dalla funzione f{z), sostituen-
dovi ad z ed ai coefficienti i rispettivi valori assoluti, ¢

Y r 412 (r + 2)p... (r +m)?
A i —) :

| U@) | < qlr)- o5

(1)
ma per la (10) si ha

ponendo quindi per breviti

W7 1)+ 2) e (v +m) =,

sara,
‘ U v [ < i— 6‘)
) v(p — 1)!
ossia
pye’ Pvp—l
| OO <T p— D"

Ma poiché la serie (1) & convergente per ogni valore di z,
; 5 BE
il suo termine generale b’

limite zero. Quindi si pud scegliere il numero primo p tanto

crescendo n all’infinito, tende al

p—1
grande che ﬁ, e quindi anche | U(v)|, sia piccolo a pia-
cere; percio anche X C, U(v) potrd rendersi in valore assoluto
=0

piceola quanto si vuole e in particolare anche << 1 e¢. d. d.

Quindi il numero e ¢ trascendente.

Trascendenza di =. — La dimostrazione della trascen-
denza di = si basa ancora sulle due relazioni (9), (10) e sulla
relazione
(15) 14 5=,

che lega i due numeri ¢ e =.
Se supponiamo che w sia un numero algebrico, anche ix
sara algebrico e quindi radice d’un’equazione algebrica

b(@)=0,

a coefficienti razionali interi.
Se v & il grado di ¢, indichiamo con ¥,, ¥,,...., ¥, tutte
le radici dell’equazione stessa, fra le quali figurerd anche #rx;
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avremo quindi a causa della (15)
(14 e")(1 + e¥2).enn (1 + ) =0
ed effettnando le moltiplicazioni, -
(16) 1 4 Se¥fi - De¥iFYr - RVt =0,

Wy —1) S i i
Le ——5— somme J; -y, Saranno radiei di una seconda

-l

equazione algebrica
D, (’1,) =0, 1

giacehé ogni funzione simmetrica di esse & anche funzione
simmetriea delle g, e percid & un numero razionale. Analoga-
; w(v — 1)(v — 2)
mente si prova che le = T somme Y; —+ ¥, —+ Y 8010
radici di una terza equazione algebrica ¢,(¥) =0, ecc.
Cosicehd il prodotto

(17) | G(@) - 1, (@) by () e

sard una funzione intera che si annulla per & eguale ad uno
dei numeri
(18) Yir YitYuy Yih Yot Yoyos

di questi aleuni potranno esser nulli; indichiamo con ¢ —1
il numero di quelli egnali a zero, sard ¢ un numero intero
positivo =1; eguagliando a zero il prodotto (17) e soppri-
mendo il fattore 2%, avremo un’equazione y(v)=0, che si
potrd sempre immaginare ridotta a coefficienti interi. Le sue
radiei, ‘

W yseidn o - Ty

saranno quelli fra i numeri (18) che sono diversi da zero, e
soddisfaranno, per la (16), all’equazione

(19) C + % + €2 + o + €77 =03
& evidente che (o) & diverso da zero e che y(v) pud seriversi
cosl

(@) = a@™ + 6, 5™ A= @277 A v - Uy

OVe @y () eeeey (b, SONO NUMEr] razionali interi, @, @, POSSONO
supporsi diversi da zero ed a positivo.
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Moltiplicando allora y(x) per ™! e ponendo

ar=2z, a"'y@)=0(2); axv,=2, T, =2, T, = Zn )

@ = by, o, =W, 878 = B A ey ==,

avremo che z,, 2,,...., 2, saranno le radici dell’equazione a
coefficienti interi

(20) B(e) =™ + b 2™ 1+ ba" P - i - b = 0.

Cid premesso, applichiamo 1’equazione fondamentale (9).

Sostituendo in essa successivamente per « i numeri
Byy Byeeeny Tmyy POi sSommando e agginngendo ad ambo i membri
C- F(0), avremo per la (19)

(21) C- F0)+ = Flz,)+ 3 Ula,) = 0.
=il v=1

Ora dimostriamo come, scegliendo opportunamente la
funzione intera f(a), che, all’infuori della condizione f(0) =0,
¢ del tutto arbitraria, 1’equazione (21) risulta impossibile;
cosl resterd dimostrato che m© mom pud essere un numero
algebrico.

Indichiamo con p un numero primo e scegliamo per f(x)
la funzione intera

2 (0(g))r @ lap-l(y(x))?
e—DI " p—1

che si annulla per x =0 ed & di grado

(22) Aa) =

n=m-+1Lp—1. °

Sard, resa evidente I impossibilith dell’ equazione (21)
gquando avremo dimostrato che con una scelta conveniente
del numero primo p,

e
1° la somma C-F(0)+4- 2 Flz,) ¢ un numero intero

y="

diverso da zero;

i
2° la somma ¥ U(z,) ¢ in valore assoluto minore di 1.
V=1

Ordinando secondo le potenze crescenti di z, avremo

By =A,+ 4,2+ A, + ...
=A + A+ A 0’2 + ...,
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ove i coefficienti A,, 4,, A,,..., sono numeri interi; sara
A,=1,” e quindi diverso da zero.
Avremo inoltre :

A ar—ar=t + A arar + A arH ot -,

iy 1)

Derivando successivamente e ponendo =0, si ottiene

AO=0, 7(©0)=0,.., f20)=0;
FO-0(0) = A,a? 1 =brar—t, fHO0)=p- A,ar,
FuH0) = p(p + 1) - A, @2, ...,
Scegliamo il numero primo p maggiore del maggiore dei

numeri @, b,, C; risulterd allora f®=(0) non divisibile per p,
mentre tutte le altre f®(0) sono o nulle o divisibili per p; e

sara F(0) = E‘; 7U)(0) un numero intero non divisibile per p,
y=1

e quindi enche C-B(0) sard un numero intero non divisibile

per p. :
Ordinando poi per potenze crescenti di 7 — z,, avremo

(z = zv)pBl(zV)_i_ (Z —— zv)pil_l Bs (Zv) g T
@l —m)Bu(e)+ @ (@ — 2B ()
U @ —1)! ’

ove B,(2,), B,(2,),... sono funzioni intere di g, a coefficienti
interi.
Segue allora, come precedentemente,
f@)=0, [f'(z,)=0,.., frz,)=0;
f®(w,)=pa,B,(2,), fO(@,)=pp+1)arB, (2.
& ponendo ; .
Qzy) = @’ B,(2,) 4+ (p + 1) a?*1 B, (5) ~+ wove

avremo per la (6)
F(ﬂ’v) = Q(Zv), :
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e quindi
2 F(xv) =pZ Q(ﬁv),
V=, y=I

=

i
Ma ¥ @(z,) ¢ una funzione intera simmetrica delle m radieci
=l

dell’equazione (20), quindi sard un numero intero, e percid

m
la somma 2 F(x,) sard un numero intero divisibile per p.
v=1

m
Ne segue infine che € F(o) + = Fl(a,) risulterd un numero
y=1
intero non divisibile per p e quindi diverso da zero.
Cosi ¢ compiuta la prima parte della nostra dimostra-
zione.
Passiamo ora alla seconda parte.
Percio utilizzeremo la diseguaglianza (10).
Possiamo scrivere

@) = alz — )z — 2,)e (@ — 2,,)

e per la (22) avremo

_amt el gl g V(% — ) Pers (X — Z)?

Indichiamo con », »,, 7,,.., 7, i valori assoluti* di
Xy &yy Lyyeeny T © Ticordiamo che a & positivo;.allora & evi-
dente che i coefficienti della f{(x) non sono maggiori dei coeffi-

cienti della funzione

alm 02101 4 0 V(2 - 1) (B 1)
(p— 1)1

Se dunque poniamo
. o(r) = @™ (r 4 1)1 4 15) e (0 - 1,),
sarda, per ogni numero positivo r,

: (2(r))?
o(r) < arlp — D)1’
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i (1) (ol
N BE) TR
?(r)< ar (p—1)V
gcegliendo dunque p abbastanza grande, ¢(r) e, per la (10),
anche | U(z,)| potrda rendersi piccolo a piacere, percio anche

mn
% U(z,) potrd rendersi, in valore assoluto, piccola quanto si
y=1

vuole, e in particolare anche <C1, e.d. d.
Quindi i1 numero © & trascendente.




