ARTICOLO UNDECIMO

Sui Massimi e Minimi delle funzioni algebriche elementari
(i ALESSANDRO PADOA, a Genova.

Introduzione. — Or sono eirca seftant’ anni, lo STEINER
si doleva che, nello studio delle questioni geometriche di mas-
simo e di minimo, la sinfesi fosse stata quasi interamente
negletta, per seguire i procedimenti pitt comodi dell’ analisi;
ed il lagno, oggi ancora opportuno, era giustificato. Invero —
quantunque nei mirabili saggi dello STRINER stesso (') la cri-
tica abbia poi rilevato I’aiuto offerto qua e la dall’ intuizione
al raziocinio, in modo inconseio o non sufficientemente ana-
lizzato, sicché I’eliminazione di tale difetfo attenua la sem-
plicita, talvolta illusoria, di alecune sue dimostrazioni — certo
& che la Sintesi pone in viva lauce I’intimo legame tra le
proprietd, delle figure, e consente dimostrazioni notevoli per
rigore ed eleganza anche nei casi in cui le regole generali del-
I’ Analisi non conducono direttamente allo seopo. E, comunque,
per imprendere lo studio analitico di qualsivoglia questione
geometrica, & necessario trasformarla preventivamente, sosti-
tuendo alle singole grandezze (di ciascun gruppo omogeneo)
le loro misure (rigpetto ad nna medesima grandezza del gruppo
stesso); sicché lo spagio appare nulla pitt che un campo di
applicazione delle proprieta del numeri.

In compenso, ’Analisi estende ed approfondisce lo studio
diretto delle proprietd dei numeri oltre le esigenze pratiche
dell’indagine geometrica, e consente di farne poi applicazione
in ogni eampo dello scibile in eui si ricorra al sussidio dei

.

() Sur le maximum et le minimuwn des figures dans le plan, sur la
sphére et dans U espace en général [Crelle’s Journal, t. 24, Berlin, 1842,
Premier mémoire p. 93-152 ; second mémoire p. 189-250].
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numeri. Inoltre, la ricerca sintetica & frutto di un lavorie
psicologico molto complesso ¢ in parte inconscio, che trae il
suo stimolo dai caratteri particolari della questione esaminata,
e il nutrimento dalla copiositd delle soluzioni ehe al pensiero
si affacciano quali verosimili e dalla prontezza e siecurezza di
questo nell’eliminare le fallaci ed accertare la vera; perecid
essa richiede pit genialita che disciplina e, quando sia felice-
mente compiuta, essa si preéta meglio ad essere ammirdaia
nelle sue espressioni palesi (di asserzione e di verifica) che
imitata ne' snoi procedimenti reconditi (di tentativi e di eri-
tiea). Invece, la generalita e I’uniformita dei procedimenti ana-
litiei, per la determinazione dei massimi e minimi, ha permesso
di trarne un vero metodo (i ricerca, compendiabile in regole
di ampia e sicura applicazione; sicché allo studioso le singole
questioni appaiono semplici esercizi, utili per addestrarlo a
padroneggiare il prezioso strumento, wa i cui risultati non
& necessario restino affidati alla memoria, potendo essere
agevolmente ritrovati quando che sia.

Senoncheé, accennando allo studio analitico delle questioni
di massimo e di minimo, il pensiero di c¢hi abbia vivo il
ricordo degli studi universitari ed un po’ sbiadito quello del-
I’insegnamento medio (ancorché esso non sia stato manche-
vole in questa parte) ricorre subito al metodo delle derivate.
Ma, se tal metodo & il pit seducente per la sua generalitd
e la sna uniformita, ¢i sembra che per giudiearlo il pitt sem-
plice occorra prescindere da’ suoi non lievi presupposti con-
cettuali ed algoritmici (che bastano a renderlo disadatto al
primo ciclo almeno dell’ insegnamento medio) e fermare 1’atten-
zione piu sulle condizioni necessarie che sulle sufficienti (queste
essendo tutt’altro che semplici, specie per le funzioni di pit
variabili). B giova anche non esagerare la sua indiseussa
potensa, la quale & pin trasformatrice che risolutrice: facendo
ricadere sull’ Algebra la responsabilita dell’ eventuale insue-
cesso, per le difficolta, talora insormontabili, opposte dall’ equa-
zione o dal sistema di equazioni cui esso conduce.

Ora — essendo affidato ad altri, in questo stesso volume,
il compito di esporre i procedimenti sintetici ed il metodo
delle derivate — noi qui ei proponiamo anzitutto di provare
col fatto che, ove manchino le difficoltd dianzi accennate,
I’ Algebre basta de sola alla risoluzione divetta delle questioni
proposte, ‘senza 1’ ausilio trasformatore del metodo delle deri-
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vate. Tl quale, inoltre, ha per iscopo principale la ricerca dei
massimi e dei minimi funzionali, e solo in modo A6GEessoTio
«i cura dei massimi e dei minimi incondizionati, ciot del
massimo e del minimo fra tufti i valori assunti da ciaseuna
funzione nel suo pitl vasto campo di variabilita reale (consi-
derando, ad es., il massimo incondizionato quale massino deb
massimi funzionali o quale valore assunto dalla funzione in un
punto del contorno del suo campo di variabilita, ed analoga-
mente facendo per il minimo ineondizionato); mentre & proprio
1a ricerca di cotal massimo e di cotal minimo quella che pit
spontaneamente si presenta nello studio dell’Algebra, alla quale
tuttavia non & negata la determinazione dei massimi e dei
minimi funzionali (quali massimi e minimi incondizionati spet-
tanti ad opportuni intorni contenuti nel campo di vavi iabilita).

I’ accennata differenziazione nei fini, nei pregi e nei
difetti dei vari procedimenti, non mira ad esaltare o depri-
mere 'uno o Paltro di essi, ma piuttosto ad invogliare il
lettore ad istituire egli stesso quei raffronti di cui ei accon-
tentiamo di offrirgli I’ oceasione e gli argomenti: a ¢id gui-
dati sovratutto dalla convinzione (estesa a qualunque ramo
dello seibile) che ogni metodo legittimo di indagine sia parte
inalienabile del patrimonio intellettuaie ecollettivo, quanto i
risultati che mercé sua furono conquistati; e che percio sia
opportuno raccomandarli tubti allo studioso, ancorché ragioni
di economia didattica o di lavoro debbano poi eostringerlo a
dare ad un solo di essi una decisa preferenza, sovente deter-
minata soltanto da rvagioni intellettuali soggettive.

Parecchi autori di trattati seolastici mostrano di ritenere
che il rigore e la semplicita siano esigenze rispettabilissime,
ma fra loro antagoniste; e — presumendo che, almeno sotto
I’ agpetto didattico, esse debbano farsi confinue concessioni —
finiscono col sacrificarle entrambe, senza che aleuna delle
due tragga aleun vantaggio sostanziale dal sacrificio dell’ altra.

Accade cosi — per quanto concerne le questioni algebriche
elementari di massimo e i minimo — che proposizioni vere

siano dimostrate in modo #llusorio [$ 10] e che 1)1'0blemi Jacily
sian fatti apparvire ardui per la mancanza di un’accurata
indagine cirea il linguaggio ed i mezzi sufficienti ad enun-
ciarli e risolverli con precisione e chiarezza; anzi, ne’ trattati

pill recenti, per un male inteso amorve di generalita, essi ven-
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gono presentati quali easi particolari di questioni molto pit
complesse o piu elevate, ingenerando nei giovani la fallace
@ scoraggiante persuasione che la risoluzione di quelli sia neces-
sariamente subovdinata alla risoluzione di queste [$ b Nota 2,
§ 8 Nota]. Per contro, nel modo piano e diretto in cui le
abbiamo esposte, riteniamo che numerose ed attraenti que-
stioni aritmetiche e geometriche (i massimo e i minimao,
oggl differite al corso universitario di esercizi di calceolo,
potrebbero essere utilmente introdotte persino nell’ insegna-
mento medio inferiore, specie per gli alunni che non prose-
guiranno gli studi [§ 5, 6, § 7]; nel qual caso sard opportuno
non enunciare quelle proprieta fondamentali, che un po’ troppo
aridamente abbiamo riunito per comodita di consultazione [§ 3],
se non quando si presenti effettiva occasione di ricorrervi.

Abbiamo anche cercato di mettere in luce la organicita
della teoria algebrico-elementare dei massimi e minimi, fon-
dandola su un solo teorema, che percid abbiamo chiamato
fondamentale [§ 9], e sulla sua generalizeazione [§ 13]. Infatti:
i due teoremi del & 5 ne sono un’ antecipazione particolare,
dovuta a considerazioni didattiche; 1’uso dei fattori indeter-
minati & presentato quale artificio mediante il quale si riesce
a far dipendere dal metodo generale talune questioni che a
prima giunta sembrerebbero ad esso ribelli [§ 15]; mentre lo
studio dei prodotti di polinomi [§ 12] e delle funzioni esplicite
[S 18] ed implicite (§ 19] qui viene considerato come il sod-
disfacimento complementare di curviositd teoriche.

Abbiamo inoltre precisata e dimostrata la legge di reci-
procita [§ 16], la quale da un ausilio prezioso ancorchd non
necessario, sovente negletto e non soltanto nei trattati sco-
lastici; infatti, essa consente di evitare le dimostrazioni awuto-
nome di due proposizioni reciproche o la deduzione di una
di esse dallaltra con argomentazioni la cui validitd sembra
connessa ai caratteri particolari della questione di eui si tratta.

3 1. Definizione. — Dato un gruppo & di numeri, chiame-
remo <« massimo jminimo{ di &> un numero che appartenga
a G e sia maggiore }minore| di ogni altro di & (V).

(") Nel raggruppare due ennnciati analoghi, vengono racehiuse entro !
le locuzioni del secondo che vanno sostituite alle immediatamente prece-
denti del primo.
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Nora 1. Dopo ciaseuna delle locuzioni « numero intero »,
« numero ragionwle », « numero reale » — che non sia imme-
diatamente seguita dalla parola <« positivo » o dalla parola
« negativo » — sara sottintesa la parola « relativo ». Sard
inoltre sottintesa 1’esclusione dello zero tanto dai positivi,
guanto dal negativi.

La parola « numero », senz’altro, va interpretata quale
abbreviazione di una qualunque di codeste- frasi.

Se G & un gruppo di numeri, in ciascuna delle locuzioni
« nessun G », « aleuni & », ece., davanti a G va softintesa
(al singolare o al plurale) la frase « numero appartenente a ».

APPLICAZIONE. La minima somma di due numeri posi-
live reciproci & 2.

Infatti: se uno di essi & 1, tale & anche 1’altro e la
loro somma & 2; se invece uno di essi, ad es. @, & diverso
da 1, allora « (@ —1)* >0 », cioé « ¢*—2a+1 >0 », ciod
« @*+1>>2a », da cui (poiché « a >0 »)

1
a4+ - > 2.
a

Nora 2. Dalla proposizione dimostrata si potra poi dedurre,

mediante la § 32 che:
lo massima somma di due numert negativi reciproci é

« —2 9,

Ma si puo dimostrarlo direttamente cosi: se uno di essi
¢ « —1 », tale ¢ anche 1’altro e la loro somma & « —2»;
se inveee uno di essi, ad es. @, & diverso da ¢« — 1 », allora
«(@+1)*>>0», ciod «a*+2a+1>>0», cio¢ «a®*+1>—2a»,
da cui (poiché <« ¢ <0 »)

1
- << — 2,
@
Ad es., il minimo valore positivo di
tg & - cotg @
i ] : . 1 )
€ 2, corrispondentemente ai valori « e di x (dove
7 & un numero intero arbitrario); ed il suo massimo valore

S ; : : 1
negative & « — 2 », corrispondentemente ai valori « (n — i

di .
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§ 2. Unicith ed esistenza. — La wunicité del massimo
minimo { dei G & manifesta; perche, se G ammettesse due
massimi } minimi { distinti, ciaseuno dovrebl’essere maggiore
Y minore | dell’altro.

Invece la esistenza o non esistenza del massimo } minimo ¢
dei @ dipende dalla particolare struttura del gruppo consi-
derato, ed essa non implica né esclude la esistenza o non
esistenza del minimo | massimo | dei 6.

Nora. L’insieme dei numeri primi fra 31 ¢ 37 (estremi esclusi)
& un gruppo wullo, e percio & privo di massimo e di minimo.

L’ insieme dei numeri primi da 49 « 57 (estremi dnclusi)
racchiude wun solo numero, il 53, e percid questo & in pari
tempo il massimo e il minimo del gruppo.

Se G & un gruppo finite (nell’ accezione volgare) cui appar-
tengono almeno dwe numeri, i ¢ si potranno sempre disporre
in ordine c¢rescente, formandone una successione che ayra
due estremi, primo ed witimo, i quali saranno ordinatamente
il minimo ed il massimo dei G. Ad es., nell’abituale sistema
di numerazione, la minima cifra & 0, la massima & 9.

Ma d’ora in poi ci occuperemo esclusivamente di gruppi
infiniti di numeri. :

Se G & un gruppo di numeri énteri, esso ha massimo
) minimo | col quando vi sia almeno un numero maggiore
i minore { di ogni G; in particolare, ogni gruppo di numeri
interi negativi } positivi{ ha massimo } minimo {.

Se @ & un gruppo di numeri razioneli, la condizione
enunciata ¢ necessaria, ma non suficiente. Invero, ad es., se
« e b sono numeri tali che « a < b » e se G & Iinsieme dei
numeri razionali fra « e b, allora, se = & un & arbitrarvio,
« @ << x<Db »; conseguentemente

¢ @ @ b
m<L;:—<rc<-_:

<,

il che esclude che z (comungue venga scelto in &) sia il mas-
simo o il minimo dei &;
ma, se al gruppo G ora considerato si aggrega il nu-
mero b }il numero a{, questo & il massimo ) minimo { del nuovo
gruppo, il quale perd & ancora privo di minimo jmassimo (;
infine, I’insieme dei numeri razionali da @ a b ha per
minimo @ e per massimo b.
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I quattro casi ora esaminati giustificano 1’asserto gene-
rale da noi fatto eirca la esistenza o non esistenza del mas-
simo o del minime. L’ultimo porge esempio di un gruppo
infinito dotato di minimo e di massimo; il che & possibile
per i numeri ragtonali, ma non per i numeri interd.

Quanto si ¢ detto per 1 numeri razionali, vale anche per
I numeri reali. Inoltre, se G & un gruppe di numeri reali,
esso ha massimo }minimo{ sol quando i numeri maggiori
Yminori ! di ogni & formano un gruppo non nullo privo di
minimo } massimo {.

Anche tale condizione & necessaria, ma non suffictente,
per i numeri sazionali; perché ad es., se x ¢ un numero
irrazionale e se G & 1'insieme dei numeri. razionali minori
)maggiori{ di =z, allora ¢ & privo di massimo }minimo |,
quantunque i numeri razioneli maggiori jminori{ di ogni &
formino un gruppo non nullo privo di minimo }massimo {.

Ma di tali criterl non e¢i varremo; perché la ricerca
del massimo } minimo{ di ciascuno dei gruppi di numeri di
cui dovremo occuparei verra compiuta senza aleuna indagine
preventiva cirea la sua esistenza, ed anche indipendentemente
da ogni ordinamento dei numeri appartenenti al gruppo stesso.

§ 3. Proprieth fondamentali. — Dalla definizione [§ 1],
e da proprietd note delle disegnaglianze, si deducono le pro-
posizioni seguenti, ciascuna delle quali va riletta scambiandovi
fra loro le parole « massimo » e « MiniNo ».

Se @ & un gruppo di numeri dotato di massimo, rappre-
sentiamo questo con la serittura « max @ »; analogamente,
se G & dotato di minimo, rappresentiamo questo con la serit-
tura « min G ».

La serittura « G-« » indiea il gruppo ottenuto aggiun-
gendo separatamente « a ciascun individuo di G; analogo
significato hanno le seritture « G — a », «a — G », « Ga » ece.

1 Qualungue sia il numero «:

max (G + a) = (max @) + «,
il che implica max (G — @) = (max &) — a; inoltre
2 min (— §) =— (max &)

e qﬁindi min (¢ — 6) = a — (max &).
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-3 Se @ & positivo:

max (Ga) = (max Ga,

s g ! & max G
il che implica max — =-— .

4 Se invece a & negativo, dalle -2-3 risulta:

min (Ga) = (max G)a,  min g — %f(}

5 Se 1 @ sono tutti positivi o tuiti negativi (nel qual
caso & escluso che lo 0 appartenga a @ [§ 1 Nota 1]):

min . .
G max G’

Nora 1. Quando @ sia la riunione di un gruppo N di
numeri negativi e di un gruppo P di numeri positivi, ¢ chiaro

Y

(per la 5 e perché ogni negative ¢ minore di ogni positivo)

1 3 : . :
che Pl ha minimo sol quando N abbia massimo, e precisamente

minl—ﬁinl— L,
G N max N’
i) £ ; T
analogamente, « ha massimo sol quandoe P abbia minimo, e

precisamente

: 6 Ancora nell’ipotesi che i G siano tutti positivi o tutti
negativi, dalle -3-4-5 segue:
a U 5 oy : < ek
——— & il ménimo o il massimo di —,
max & G
positive 0 negativo.

secondocheé « ¢

Nora 2. Invece, nell’ipotesi della Nota 1, quando a &
positivo :
o @ @ a« _ a

min = —min = ——— max— ——Hx— — - =
G N A G i in B’
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e quando @ & negativo:

min = = min > g max = ax — x

= —_—=— — = maxX —= ——-

[ P~ max P’ G N min N’
sicché la esistenze del minimo o massimo di pe & subordinata,

come indicano codeste formule, a quella del massimo o del
minimo di N o di P.

7 8e n & un numero intero positivo:

max ( G21z+1) [ (max G)2n+1

2n+1 2n+1
da eui max V&= Vmax G,

avvertendo che dei radicali ad indice dispari consideriamo
soltanto il valore reale;

% e, s¢ 1 G sono tutti positivi:

max (") = (max G)

n n
da cui max VG = Vmax &,

avvertendo che dei radicali ad indice pari (e radicando positivo)
consideriamo soltanto il valore positivo;

-9 mentre, se i G sono tuiti negativi:
min (G%") = (max &)*.

Nora 3. Nell’ipotesi della Nota 1, G* ha massimo jminimo |
sol quando abbia massimo }minimo { il gruppo | G| dei valori
assoluti di G, nel qual caso

max (6%) = (max | ¢

)2

dove « max |G| » & « max P » ovvero « |min N | ».
In particolare, se lo 0 appartiene a @&,

min (G*) =0.

10 Se @, e @, sono gruppi di numeri dotati di massimo,
allora
max (&, + G,) — max @, + max G,;
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e, secondoche 1 & ed i G, sono tuiti positivi o tutti negativi,
< (max G )(max @,) » & il valore del massimo o del minimo di
« G,G, ». (La serittura « &, -+ @, » designa 1'insieme delle
gsomme che hanno per addendi un &, ed un @,, in tutti i modi
possibili; analogamente per « G, G, »).

§$ 4. Osservazioni critiche. — Se @ & un gruppo di numeri
€ se « m=max & », alla conoscenza di tal fatto si pud giun-
gere per vie diverse, due delle quali sono indicate dagli schemi
seguenti :

Scheme I. I1 numero m appartiene a & ed & maggiore
di ogni altro G.

Schema IT. Tl massimo dei & si pud esprimere in funzione
del massimo o minimo di un altro gruppo G, e cosi succes-
sivamente sino ad un gruppo G., il cui massimo o minimo
¢ noto; eseguendo le operazioni accennate, si trova che
« max G —=m ». A

Lo schema I (del quale nel § 1 abbiamo dato un’ appli-
cazione) deriva immediatamente dalla Definizione; ma, quan-
tunque di concezione semplice e di applicazione rapida, esso
presenta il difetto di essere soltanto uno strumento di verifica.
Invece lo schema II & quello di una ricerca, che lascia impre-
giundicata sino all’ ultimo la questione della esistenze del mas-
simo ¢ che alla fine la risolve implicitamente, mediante la
effettiva determinazione del massimo.

Ed analogamente per la determinazione di un minimo.

APPLICAZIONE. Fra i triangoli, di cui due lati sono equeli
@ duwe segmenti dati, il massimo é (ciod: I’ area massima spetta a)
quello in cui I angolo fra essi compreso & retto (1)

Schema I. T/ area del triangolo rettangolo avente per

’ 1 o :
cateti we b & « 5 ab ». Se h & 1'altezza corrispondente ad « in
un aliro dei triangoli considerati, 1’area di questo & « 3 al »;

poiche « b = 1 », risulta « %ab = é ah ».

(1) In questo Articolo, la trattazione delle questioni geometriche ¢ sempre
analitica; rimane quindi sottinteso che ogni grandesza considerata ¢ sosti-
tuita dal nwmero che la misura, e che ciasenna volta i gsegmenti sono
misurati rispetto ad uno stesso segmento, le arce ed i volumi rispetto al
quadrato o al cube di tale segmento.
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-

Schema IT. 1) Se h & 1'altezza corrispondente ad @ in
uno qualungue dei triangoli considerati, 1'area di questo é

1 = >
“3 ah »; ora

1 1 1
(1) max (§ al) = 5 (max h) = 5 ab
perch¢ « max =12 », corrispondentemente al caso in cul b
¢ perpendicolare ad «.
2) In altro modo, se y & 1'angolo compreso fra « e b
in uno qualunque dei triangoli considerati, ’area di qguesto

N

1. ;
o « - absiny »; ora
2

ab

S

(2) max (; ab sin y) - :—é ab (max sin y) =

. ; - i
perché « max sin y =1 », corrispondentemente al valore 5 di .

AvverrENZA. Nel comune lingnaggio matematico, @ e b
sono chiamate costanié, h e y sono chiamate variabili. I1 vero
& che @ & un numero (e cosi pure b), mentre . nelle spiega-
zioni & un numero gualunguwe di un certo gruppo, e nelle
formule & un gruppo di numert (e cosl pure y ¢ «siny »);
senza di che, le seritture « maxh » e « maxsin vy » sarebbero
prive di senso.

Dopo cio, & chiaro che il passaggio dal primo al secondo
membro della (1) o della (2) & un’applicazione di § 33, ed
& quindi subordinato all’ ipotesi sottintesae «se I o sin y ammette
massimo », la cui verith ¢ perd implicita nel passaggio dal
secondo al terso membro.

Chiarita in tal modo la legittimita logica dello schema I1,
rimane evidente la sua superiorita euristica, e percio ¢ ad
esso che daremo la preferenza. Né tragga in inganno la forma
di teorema sotto cui presentiamo ciasecuna questione, per como-
ditdh di consultazione ; invero, poiché nella trattazione non ci
gioveremo dell’ anticipata notizia del valore del massimo o
del minimo (tranne nel teorema fondamentale [§ 9]), avremmo
potuto presentare ogni problema in forma di domanda e
risposta, frapponendovi la ricerce. Eccone due esempi.

Esempio 1. La potenza di un punto, rispetto ad una cir-
conferenza ) superficie sferica | data, ammette massimo o minino?
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N
Se r & il raggio della circonferenza ) supérﬁeie sferica { data
e se d & la distanza di un punto qualunque (del suo piano,
trattandosi della circonferenza) dal suo centro, allora la po-
tenza del punto considerato & espressa dalla formula « d* — 1% »;
sieché [§ 3-1]

min (#* — #*) = min (&*) —»* = — +*

quando « d=0 » [§ 3 Nota 3], e percio il centro della circon-
ferenza )superficie sferica { data ha la minime potenza rispetto
ad essa. Nessun punto ha potenza massima ; invero, dato un
numero positivo grande a piacere, ad es. n°, basta assumere

« d>Vn*4 1 » affinché risulti
d2 —= r* =n-.

Esempio 2. L'espressione « sinzcosz » ammette mas-
simo 0 minimo ?

Poiché
: 150
sin 2 cos ¥ =  sin (22),
si ha [ 33]:
- 1 A
max (sin z cos x)= 5 Max sin (22)
S 15y o)
e min (sin @ cos x) = 5 Win sin (22);
ma max gin (22) =1
e min sin (22) = —1,
: ol i
sicché : max (sin @ cos 2) =3
T 1
(2 min (sin z cos x)z;g.

Per « 0 <z < 27 », i valori di  corrispondenti al massino

b Sy i

s s ' 2 {19
sono ; e ; quelli corrispondenti al minimo sono + ¢

4° 4
NoTa. Sarebbe stata erronea I’applicazione della § 3105
infatti, posto « @ =sina » e « Gy =cosx », NoOL &
« G,6,=sinx cos z », perchd in <« sin z cosz » ciascun valore
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di « sinz » va moltiplicato per il valore di « eosz » che
corrisponde al valore considerato di z. La § 3-10 sarebbe da
applicarsi per la ricerca del massimo di « sinzcosy », in
quanto x ed y fossero wvariabili fra lovo indipendenti; in tal
€aso,

max (sinz ecosy) =1

e cid perchs, oltre a « maxsinz=1 » e « maxcosz=1 »,
si ha « minsinz=—1 » e « min cos s =—1 » ; sicchd, per
valori di z e di y del primo giro, il massimo indicato corrisponde

~
a7
» ed « y=0 », quanto ad « x==—"» ed

2

tanto ad ¢« x—

(Sl

& y:ﬂ: P

§ 5. Prodotto di due numeri aventi somma o differenza data.
1 Il prodotio di due numeri, aventi somma data, & mas-
simo quando esst sono fra loro eguali.
Dim. Sia « 2¢ » la somma data. I due numeri si possono
rappresentare con « s+ x» ed « s — 2 », dove z ¢ un numero
arbitrario, e quindi il loro prodotto con « s* —a* », Si ha:

max (s* — z°) = 8* — min (2*) = §*
gquando « s =0 » [§ 3 Nota 3], cioé quando ciascuno dei due
numeri & s.

2 Il prodotto di due nuwmeri, aventi differenza data, é
minimo quando esst sono fra loro opposti.

Dim. Sia « 2d » la differenza data. I due numeri si pos-
sono rappresentare ordinatamente con « x4 d» ed « x —d »,
dove z & un numero arbitrario, e quindi il loro prodotto con
« 2 —d* ». 8i ha:

min (2* — d*) = min (&*) —d* = — @*

quando « =0 », cioé quando i due numeri sono ordinata-
mente d & « —d ».

Nota 1. Le <12 si possono anche deduorre dall’identita
(@ +y) — @ —y) = doy;

1) se « x+y=2s », allora « a2y » ¢ massimo guando

« (z — ) » & minimo [§ 3-2], ciod quando « (x—y)*=0 »,
ciod quando ¢« y—x »;

-F. ENRIOUES - IL ! 20
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92) se « ¥ —y=2d », allora « zy » ¢ minimo quando
« (x4+y)* » & minimo [§ 3-1], cio¢ quando « (49> =0 »,
¢iod quando « Yy =—=x ».

Nora 2. Per dimostrare la -1, in pareechi trattati scola-
stiel =i rappmsuﬂa con «2s» la somma data, con @ uno dei
due numeri e quindi con « 2s —a » 1’altro numero, &€ con ¥
il loro prodotto. Risultando

y = 250 — a7,

la, determinazione del massimo di y & fatta dipendere da quella
del massimo o del minimo della funzione

y=uar’+br-t¢

per la quale determinazione si ricorre alle derivate, prima e
seconda, di y rispetto ad =z.

Un tale procedimento, suggerito da un eccessivo amore
di generalitd, ci sembra il pit adatto a sgomentare i giovani
che sono alle loro prime armi nell’affrontare le dliﬂeolta di
una ricerca.

Del resto, chi preferisse rappresentare i due numeri
con ¥ e « 28—z », potrebbe attenersi a quest’altra dimo-
strazione, pure molto facile.

Quali che siano s ed z,

(s — ) =0,
da cul §° = 28w — 27,
da cui %(2s — x) = §°;

a

dunque il prodotto considerato & minore di « s* », tranne
quando « s —x=0 », nel qual caso il prodotto & <« & »,
« x—s » @ « 28 —x =25 »; quindi ecc.

Nora 3. Nei comuni trattati, la questione :2 non viene
nemmeno posta, probabilmente perché anch’essa si considera
inclusa nella determinazione generale cul abbiamo accennato
nella Nota 2; eppure essa & suscettibile di un’importante
applicazione, forse nuova sotto 1’ aspetto del metodo, di cul
si occupiamo nel § 8.
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Frattanto, si osservi che la -2 potrebbe anche venir pre-
sentata quale corollario della -1, cosi:
se « x—y=2d », cioe se <z + (—y)=2d », per la 1
« o(—y) » & massimo quando « ¥ =—y »; ma il massimo
di « o(—¥) », ciod di « — (2y) », corrisponde al minimo di
« oy » [§ 32]; quindi ece.

AVVERTENZA. Giova rilevave, per quanto diremo nel
seguito, che la 1 & valida indifferentemente nel campo assoluto
o relativo, cosi per la somma che per i due numeri. In essa
non si parla di minime, perché mnel campo assoluto esso &
sempre 0, corrispondentemente ai numeri « 2s » e 0; e nel campo
relativo esso non esiste, pomhe i numeri « - \fq +n® » ed
« s —Vs+n®» (in cui » & un numero qualunque) hanno
per somma < 25 » e per prodotto « —n® ».

Invece la -2 & valida nel campo relalivo, come appare
dall’ enunciato, mentre nel eampo assoluto il minimo del pro-
dotto & sempre 0, corrispondentemente ai numeri < 2d » e 0.
In essa non si parla di massimo, perché esso non esiste; infatti,
i numeri « Vil 4-d*+d » e « Vi +da—d » (in eui » ¢ un
numero qualungue) hanno per differenza « 2d » e per pro-
dotto « 1 ».

§ 6. Prime questioni geometriche. — Ecco un mggm di
applicazioni della sola proposizione § 5-1, ristretta anzi al
campo assoluto.

1 Fra i rettangoli aventi un perimetio dato, il qua-
drato ¢ il massimo.
Invero, ’area di ciaseuno di tali rettangoli & il prodotto
delle sue dimensioni, la cui somme (essendo la meta del peri-
metro dato) ¢ data; quindi ece.

9 Fra i triongoli di cui sono dati wn lato ¢ la somma
degli altri due, il massimo ¢ quello in cut quests alivi due lati
sono fra loro eguali.

Dati il lato a e la somma « 28 » degli altri dne lati, si
ponga « 2p—2s +a ».

Se ¢ ed y sono codesti due lati in uno qualunque dei
triangoli considerati, 1" area di questo diviene massima assieme
al suo quadrato [§ 3], ciod a

Pp — a)p —2)(p — )
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ciod [§ 3] a (p—2)p— W)
dove (p—2)+(p—y)=2p—2s=0a;

dunque 1’avea & massima quando
p—a2=pu

cio¢ quando B =3

.3 Fra i triangoli @i cwi sono dati un angolo ¢ la somme
dei due lati che lo comprendono, il massino é quello in cuwi
questi dwe lati sono fra loro eguali.

Infatti, se due lati  ed y di un triangolo comprendono
I’ angolo dato p ed hanno la somma data « 2s », I’arvea A di
tale triangolo & data dalla formula

1 :
A=jaysmg

e percido [§ 38] diviene massima assieme ad <« 2y », dove
« &4y =2s »; sicché A & massima quando « x—=Yy =328 ».

4 Fra i triengoli di cut ¢ data la somme di due lati,
il massimo & quello in cui questi duwe lati sono Jra loro eguuli'
e perpendicolari.
Tnvero, riferendoei alla questione precedente e conside-
rando ¢ quale wvariabile indipendente da 2 e da g, risulta
[$ 310, § 4 Nota]:

max A =

Sl

max (zy) [max sin 7]

: , -
e percid A & massime quando « t=y =35 » & « o= >
~

5 Fra i rettangoli insoritti in un triangolo dato, sono
massimi quei tre le cui dimensioni sono le meta di ciascun
lato del triangolo ¢ della corrispondente altezza; percid 1 area
di tali rettangoli & la meta di quella del triangolo dato.

Dicendo che un rettangolo & inseritto in un triangolo,
intendiamo dire che un lato di quelle sia contenuto in un
lato di questo e che gli altri due vertici di quello appartengono
uno a ciaseuno degli altri due lati di questo; pertanto, i
rettangoli considerati si possono distinguere in tre gruppi
secondo il lato del triangolo dato su cui poggiano.
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Consideriamo dapprima un rettangolo gualunque appar-
tenente ad wuno di codesti gruppi; sia « il lato del rettangolo
che & contenuto nel lato @ del triangolo, e ne siano y ed I
le corrispondenti altezze.

Risulta che a:x="n:(h—uy)), da-eni

(1) z=2(Hh—1).

: . a
L’area del rettangolo considerato essendo perciod « % (—y)y »,

egsa diviene massima assieme ad

(h—u)y
dove (h—y)+y=h;
; . . h
dunque 1’ area & massima quando « y=g ».
o
0 i— s t Sy ] 1 «4—{(} #
ontemporaneamente, per la (1), « L=z ¥
o et : ah
Poiché in tal caso 1’area del rettangolo risulta « >

ciod la meta di quella del triangolo dato, al medesimo risul-
tato numerico si deve giungere per gli altri due gruppi di
rettangoli; pertanto i ire rettangoli, ciascuno dei quali & il
massimo del proprio gruppo, sono fra loro equivalenti, ¢ quindi
essi sono 1 massimi del gruppo complessivo.

6 Fra i cilindri tnscritté in un cono dato, ha la mas-
sima superficie laterale quello la cwi altezza & la meta del-
P altezsa del cono; percid tale superficie ¢ un quarto della
superficie laterale del cilindro circoscritto al eono dato. (Qui,
e nel seguito, le parole « cilindro » e « ¢ono » hanno il con-
sueto significato elementare) (*).

Se  ed y sono il diametro e 1’altezza di un eilindro
anseritto nel cono dato, di diametro o e di altezza h, la super-
Jicie laterale « may » del eilindro considerato diviene massima
assieme ad « ay », cioé all’area del rettangolo inseritto nel
triangolo (isoscele) di base « e di altezza h. Quindi [5], tale

(Y) Vegoasi pin innanzi la questione analoga per la superficie fotale
[§ 8 Appl. seom.] e per il volume [§ 14-2].
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superficie & massima quando « z =5 > ed «y =g », nel qual

Sl =~

caso essa & appunto un quarto di < nah ».

§ 7. Corollari aritmetiei e loro applicazioni.

1 La somma dei quadrati di dwue numers, dei quali @
dato 4 valore della somma o del prodoite” (positivo), & minimg
quando essi sono fra lovo eguali.

Invero, se
&4y =12s,
allora a? + gy = 48° — 2zy;
quindi « 2® 4-y* » & minimo quando « xy » &
ciod [§ 51] quando « x =Yy =3 ».

massimo [§ 323,

Se invece Y=,
allora 4= (z— Y+ 2p%;

quindi [§ 31] « 2> +y* » diviene minino assieme ad « (x —y)° »,
ciod [§ 3 Nota 3] quando « z —y=0 », da cul « z=y »
(il che accade quando @ vale p 0 « —p »).

9 La somme ed il prodotto di due nwmeri positivi, di
cwi ¢ data la somma dei quadrati, sono massimé quando i due
numert sono fra lovo eguali.

Infabti, se
@ ottt

allora (& +y)* =25° + 22y,

e percid «z -4y » diviene massimo assieme ad « xy » [§ 8138];
quindi entrambi divengono massimi assieme ad « 2°y® » [§ 38],
ciod, per la (1), quando « 2* =#* » [§ B1], cioé quando

===}
sicché : max (x + y) = 2s, max (zy) = s°.

Nora. Data la (1) e se = ed y sono numeri relativi, allora
« max (zy) =s> » anche quando « z=y = —s$ », cul pero
corrigponde
min (z + ) = — 2s;
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invece min (zy) — — §°
quando —rt= g el —=hk

Beco aleune applicazioni immediate della -1.

3 Fra i rettangoli aventi un dato perimetro o una data
area, il quadrato he la minime diagonale (simultaneamente,
la circonferenza ed il cerchio circoseritti hanno lunghezza ed
area minime); in altri termini:

4 fra i triangoli rettangoli, di cui ¢ data la somma
dei cateti o U arem, Visoscele ha la minima ipotenusa; od
anche: ;
5 fra i quadrati inscritti in wn quadrato dato, quello,
che ha per vertici i punti medi dei lati di codesto quadrato,
e perimetro ed area minimi.

Ed ecco aleune applicazioni immediate della -2.

¢ Fra i rettangoli inseritty in un cerchio dato, il qua-
drato ha perimetro ed area massimi; in altri termini:

7 fra i triangoli rettangoli aventt una data ipotenusa,
quello isoscele ha perimetro ed area massimi; od anche:

8 fra i quadrati circosoritit ad un quadrato dato,
quello, i cui lati sono paralleli alle diagonali di codesto qua-
drato, ha perimetro ed area Mmassing.

Seguono alcune applicazioni della -2, meno manifeste delle
precedenti.

.9 Fra i cilindri inseritti in wna sfera data, Uequila-
tero (in cui I'altezza & eguale al diametro) he swuperficio late-
“rale massime (che & la mete di quella della sfera) (V).

Infatti, se z e « 2y » sono il raggio e 1'altezza di un

cilindro inseritto nella sfera di raggio a, risulta
5 g g
1 Ty =a;

la superficie laterale « 4=xy » del cilindro considerato diviene
massima assieme ad < zy », ciod; per la (1), quando « =% »; in

: 14 s : :
tal caso essa vale « 4:-5-5(:,3 », cioe la meta di <« 4na® ».
. i

() Veggasi pitt innanzi la questione analoga per il wolume [§ 14.2] ¢
per la superficie totale [§ 20 Quest. V].
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10 Il massimo rettangolo inseritto in - un’ ellisse data @
simile al rettangolo ad essa circoscritio, ed & la meta di esso.
Siano infatti « 2a » e <« 20 » gli assi dell’ellisse, « 2% »

e « 2y » le dimensioni (rispettivamente parallele ai detti
assi) di un rettangolo inseritto qualunque, la cui area sia s.

Poiche
a® g" i
E2TE Ly
s b ST T
risulta max (E@ . b) =5
quando iy ==y
ab
Segue che max () = -5
: 1
da enl max § = 2ab = 9 (2a - 2D).
11 max (sin 2 -+ eos z) = V2

1 ' s
quando w:(Znﬁlﬂ; z, dove m & un intero arbitrario;

¢ min (sin x-+cosx) = — V2

quando z = (20t+z>n;

inoltre : max (sin & cos ¢) =

N

L2 =

per qualunque dei detti valori di z, mentre

Gl 1
min (sin x cos x) = — 5

3 T
quando z = (2n +1 = OVVere = 2%—}—31 T =
Tutto cid si deduce da
sinfx4-coste=1

e dalla Nota; ma i risultati che riguardano « sinzcos »
furono gid trovati per altra via [§ 4, Es. 2]
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§ 8. Prodofto di due fattori lineari.
TEOREMA. Sia

(1) y— (e, x4+ a)b,z+b,)

in eui «,, @,, b,, b, sono numeri dati (a, e b, diversi da 0)
ed z & un numero arbitrario; secondoché « a,b, » & positivo
o negativo, y ammette minimo o massimo, il quale in ambo
i casi é
@ )= (b — by

: i 4a,0,
corrispondentemente ad

@b, +a,b,

(%) = e, b,
Dim. Dalla (1) ¢i deduce
(4) da,b,y =2a,b,xz+b,) 2b(a,x+ a,)
in cul
(5) 2a,(b, x + b,) — 20,(¢, x + a,) = 2(, b, — a,b,);

quindi [§ 5-2], il minimo di « 4@,y » & sempre « — (@b, — a,b,)* »,
da cui [§ 3:34] la (2); il minimo o massimo di y corrisponde
al valore di x per cuil

(6) 2a,(b, x + b,) = a, b, — a,b,,
da cui la (3).

Nota. Dalle (4)(5) visulta [§ 5 Avv.] che « 4a,b,y, » @
privo di massimo ; percid y & privo di massimo o di minimo,
secondoché ammeite minimo o massimo.

Alla formola (2), che da il valore del minimo o del mas-
simo di y, siamo giunti con proecedimento aritmetico, senza
ciod risolvere alecuna equazione; mentre di solito la questione
di cui ¢i siamo occupati vien fatta dipendere dalla teoria
delle equazioni di secondo grado.

Solo in quanto si voglia conoscere il valore di # che corri-
sponde al minimo od al massimo di ¥, occorre risolvere
un’ equazione di primo grado, per passare dalla (6) alla (3).
Nello serivere la (6) abbiamo preferito eguagliare il sottraendo
della (5) alla semidifferenza, anziché all’ opposto del sottrattore.

Anche senza premettere il Teor. ora dimostrato, si puod
insegnare praticamente a ricondurre il problema all’una o
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all’ altra delle questioni -1:2 del §5, e ad operare coi pit pie-
coli numeri possibili. Eecone due esempi.

Esempio 1. Sia
(T) y= (5 + 62)(13 — 14x)

e si voglia conoscere il minimo o il massimo di y.

Poichd il minimo multiplo di 6 e di 14 & 42, ed inoltre
«42°6—7T » & « 42:14 =3 », distribuiamo il fattore 7 entro
la prima parentesi, il fattore 3 entro la seconda, ed in com-
penso moltiplichiamo il primo membro per « 7>3». La (7)
equivale dunque a

(8) 21y — (36 + 42x)(39 — 42x2)
dove
(9 (35—!—4‘2:{:)—{—(39—4‘2:r):74:2><37;

quindi [§ 5]
max (21y) = 37> = 1369

. 1369 4
da cul ! max § = —- _G5+2—1.

Dalle (8)(9) risulta [§ 51] che y & massimo quando

35 422 =37,
. - : 1
ciod quando =5
el

Esempio 2. Analoga questione per
(10) | y=(18z — 7)(30z —13)

Operando come sopra, la (10) equivale a

15y = (90z — 33)(90z — 39) dove
(11) (902 — 35) — (902 — 39) =4 =2 2;
quindi [§ 52] min (16y) = — 22 =—4
da cui min 4y = — )

15"
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Dalle (10)(11) risulta [§ 52] che y & minimo quando

90z — 35 =2,
iod quando T 21
elod qu: i
1 90

APPLICAZIONE GEOMRBTRICA. Fra i cilindri inscritlt in
un cono dato, ve W & uno di superficie tolale massima | minima {,
purchd nel cono ¥ altezea sia maggiore ) minore { del raggio;
in ambo i casi, tale cilindro @ quello in cwi la somma del
raggio e dell’ altesza & la metd dell’ altezza del cono. (Nel § 6-6
venne fatta analoga ricerca per la superficie laterale).

Dim. Siano z, v, s il raggio, I’ altezza e la superficie totale
di un cilindro inscritto nel econo dato, di raggio a e di altezza h;
& noto che
(1) s = 2nz(x + ).

Se h—ua, allora « z+y=—@a » e percid « §—=2rnazr »;
ma ¢« 0 < z< a» e quindi nd ¥ né s ammettono massimo
o minimo [§ 2 Nota e § 3:3].

In ogni caso,

(2) zia=h—y). h

e percio la (1), eliminandovi z, diviene
N @ )
§=2x 73 (h — y)[ah + (b — a)y]

da cui, quando « h=a»:

£ a ah
e = 2 72 (h — y)( —+ y)

“ h—a
dove
(h—fz)—i—( £l +1)— L
bl b 2 TR
quindi h'_g > diviene massimo [§ 3-3, § 51] quando
" h?
(3) h—y= m ]

simultaneamente [§ 3-34], s diviene massimo o minimo secon-
dochd « h—a » & positivo o negativo.
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In ambo i casi, eliminando « h—y » fra le (2)(3),

N ah
T 2(h—a)
T’
e dﬂ;l]a (3) ’y = h — m’
: 5 h
sicehe r+Y=3z, e. d. d.

§ 9. Il teorema fondamentale.

TrOREMA. Il prodotto di un gruppo finito di numert asso-
luti, in numero dato e aventi somma data, ¢ massimo quando
¢sst sono fra loro eguali.

Dim. Sia n (intero e non minore di 2) il numero dato e
sia « ns » la somma data, sicch® « s* » & uno dei prodotti
considerati.

Se « s=0 », Uunico prodotto che verifichi le condizioni
poste & 0, e percid esso & il massimo [§ 1 Nota]; ciascun suo
fattore essendo 0, in questo caso il Teor. & dimostrato.

Se invece « s>>0 » e se p, & un altro di tali prodotti,
si vuol dimostrare che
(1) i 8 T

T fattori di p,, che sono diversi da s, non possono essere
tutti maggiori, nd tutti minori, di s (altrimenti la somma
complessiva risulterebbe maggiore o minore di « ns »); percio
di essi uno almeno, ad es. a, & maggiore di s, ed uno almeno,
ad es. b, & minore di s.

Poiché

a+b—s8>0 ed s+ (a+-b—s)=a-+b,

fra i prodotti considerati ve n’é uno p, che differisce da p,

per avere quali fattori s ed « a+b—s », invece di a e b,

tutti gli eltri fattori essendo comunt a p, e p,.
Dall’identité

s(a + b — 5) = ub -+ (a — s)(s — D)
e dall’ipotesi @« >8s>b, si deduce -
(2) Py > Py

Se « p,=s" », la (1) & dimostrata. Altrimenti, si operi



QR s

SUI MASSIMI B MINIMI DELLE FUNZIONI ALGEBRICHE 477

su p, come dianzi su p,; se p, & il nuovo prodotto cui si
perviene in tal modo, « p, >p, » e quindi, per la (2),

1. >
Py~ Py

Se « p,—=s"», la (1) & dimostrata. Altrimenti, si prosegue
gempre allo qtus@o modo, finché si giunga ad un plodotto Py
tale c¢he « p,—s" »; in tal caso, poiché

P = Pin1 = e Py = Py = Py

la (1) & dimostrata.

Rimane solo da chiarire che ad un tale prodotto p,, si
giunge necessariamente; si puo anzi precisare che « m = n ».
Infatti — poiche di fattori eguali ad s ve n’d in p, almeno
uno di pitt che in p,, ve n’¢ in p, almeno uno di pitt che
in p,, ece. — mel caso piw sfavorevole ve ne sara 1 in p,,
2 in p,, €ce., « n—1 » in p,; ma, in tal caso, I'n="e fattore
di p. & « ns— (n—1)s=s », sicche « p,=s" ». (Il caso pin
sfavorevole, per cui « m—mn », accade quando ogni fattore
di p, & diverso da s, e clascuna volta la somma dei due fattori
seelti in p,, in p,, ecc., € diverse da « 2s »).

VARIANTE, in cui si rende esplicito il procedimento di
induzione completa.

Dimostrato il teorema quando « n=2 » [§ 51], sl sup-
ponga nota la sua veritd quando « n=2x ».

Osservato che « s**1 » & uno dei prodotti di « @ +1 »
fattori assoluti aventi per somma <« (x4 1)s», sia p un altro
di tali prodotti; si tratta di dimostrare che

(3) gl =,

Si ragioni su p come dianzi su p,, e si ponga « g=p:(ab)»;
essendo ¢ positivo, giunti alla formula che precede la (2), si
deduce:

(4) s(a +b—s)g > p.

Ma « (a-+b—s)g » & un prodotto di = fattori assoluti
aventi per somma <« xs »; dunque, per il supposto,

= (a—+ b — 8)q, da cui
(5) s >s(a+ b — s)q.

Dalle (5) e (4) si deduce la (3).
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AvverTENZA. Mentre nel caso in ¢ui « n=2 » il teorema
¢ valido indifferentemente mel campo assoluto o relativo
[§ B Avv.), invece per « n>2 » il teorema sarebbe jfalso
qualora vi si cancellasse la parola assoluti.

Infatti, quando « n >2 », dato un numero « grande a
piacere, si possono sempre determinare n numeri relativi aventi
per somma « ns » (dove s & un numero relativo dato, senza
escludere che sia positive), in modo che il loro prodotto p
risulti maggiore di a. A tal fine, chiamato ¢ il maggiore dei
due numeri @ ed « n(s— 1)+ 6 », si formi p attribuendo a
tre de’ suoi fattori i rispettivi valori

c, < n(s—l)—{l—ll—c », «— 13

ed a ciascuno degli altri « m — 3 » (s « >3 ») il valore 1.
In tal modo p & uno dei prodotti considerati, perché la somma
dei suoi n fattori &

¢+ (s —1)+4— ¢ — 1+ (n— 3)=ns;
e risulta

(1) p=cn(s—1)+4—¢](—1)=clc—[n(s— 1)+4]{.
Ora, per il modo in cui venne secelto ¢, si ha
c=a ¢c—[n(s—1)4+ 4] >1;

da ¢id e dalla (1) si deduce appunto

P> a.

COROLLARIO. La medic aritmetica di un gruppo finito di
numert assoluti, non tuiti eqguali fra lorvo, é sempre maggiore
della loro media geometrica.

Sia n il numero dei numeri dati , « ns » la loro somma
e p il loro prodotto; poiché i fattori di p non sono tutti
eguali fra loro, per il teorema fondamentale si ha: -

s>,
da cui s> Vp.

§ 10. Nota storico-eritica. — Il teorema fondamentale per
il caso di due fattori, da noi dimostrato nel § b, risale alla
Matematica antica. In forma geometrica [§ 6-1] esso si trova
nel libro II di ETOLIDE.
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APOLLONIO pone esplicitamente fra i suol lemmi che
« z(e —m) » ¢ massimo quando « x=a » ().

All’ epoca in cui Zexoporo fondd la teoria gemerale
degli isoperimetri (efr. Art. 12), se non gid prima, dovette
pure presentarsi la scoperta che il volume di un parallele-
pipedo rettangolo, di cui & data la somma degli spigoli, é
massimo quando esso & un cubo; eiod il nostro teorema fon-
damentale per « n=—3». Intorno alle origini di questa scoperta

non abbiamo precise notizie; ma — per analogia col proce-
dimento seguito nello studio dei poligoni isoperimetri — si

pud arguire che la dimostrazione venisse dedotta dal caso
particolare in eui « =2 », conformemente ad uno schema
tradizionale che si ¢ mantenuto di poi e si ritrova ancora in
molti trattati scolastiel.

Dimostrazione tradizionale. Si considerino i prodotti

P= @ ty.ce.lln
in ciascuno dei quali

&, —+ t, + . + an —=N8,

dove s ha un valore assegnato. Si vuol dimostrare che p &

massimo quando
6y — Gy —mein—— e— s

A tale scopo, si dimostra che un altro qualunque dei pro
dotti p, in cul cio® i fattori non siano tutti eguali fra loro,
non pud esser massimo. Infatti, se per es. i fattori a, e «,
sono diseguali,

a, +a, a -«
i 2 1 g
i) 5 5 CgueesOpp > Oy Gy Cann o iy

mentre ancora

a, +a, @ +a,
2 2

+ @, + oo+ @, = 0S;

sicché il primo membro della (1) ¢ un prodotto p maggiore
di quello dianzi considerato.

Questa dimostrazione suppone tacitamente U esistenza di
wn massimo fra i prodoiti p.

%y Cfr. Zeitschrift fir Math., und Physik. Bd. XXII. Historisch-
literarisch Abtheilung, p. 178, (1877).
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Ove non si formuli e giustifichi in aleun modo codesto
presupposto, il ragionamento precedente si lascerebbe ridurre
al seguente

Schema falso. Il numero m, appartenente a G, & il mas-
simo dei @, perché si pud assegnare un procedimento che,
applicato ad un qualsiasi ¢ diverso da m, determina on @
che & maggiore di quello dianzi considerato.

Con questo pseundo-ragionamento, nota argutamente
O. PERRON in un recente articolo critico dell’Iahresbericht
der deutscher Math. Vereinigung, si potrebbe provare che:

il numero 1 & il massimo dei numers interi e¢ positivi;
infatti: se » & un numero intero e positivo, anche n* ¢ un
numero intero e positivo; e, se n & diverso da 1

nE > 9.

Ed in generale si potrebbe giustificare questo assurdo:
se & & un gruppo non nullo privo di massime, comungue si
scelga m in @, € m il massimo dei G.

Se si vunole colmare la lacuna del procedimento suaccen-
nato, occorre dunque dimostrare 1’ esistenza del massimo. Si
avra allora uno schema vero da aggiungersi a quelli gid con-
siderati nel § 4:

Schema III1. Il gruppo @ ammette massimo; inoltre, se
¢ un G diverso da m, si pud sempre determinare un G che
sia maggiore di #; dunque m & il massimo dei G.

Per approfondire I’analisi della dimostrazione tradizionale
del teorema fondamentale, consideriamo un prodotto a,«,a,,
limitandoei per semplicita al caso di tre fattori diseguali fra
loro; il che permette di supporre < «, 3= @, ».

La dimostrazione anzidefta indiea una trasformazione che
vale ad ottenere un prodotto maggiore di quello dato, lasciando
invariata la somma « 3s » de’ snoi fattori.

In tal modo, da

pP=u,a,da,

si passa a p=0aMDa,Da,D,
: @, + @,
dove (&1(1) —= (LS(U e 9-—', (63(1) =da,
-

e quindi ancora a, D+ a,®+ q,M = 3s.
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Se era < a,—s », risultera
by Lhie hye—
g =g —g

e quindi « p, =3s° », da cui « s* > p »; il che dimostra intanto,
conforme allo schema I [§ 4], che s* & il massimo di quelli
fra i prodotti considerati in eciascuno dei quali un fattore
(almeno) & s. :
! . Ao a, + a,
Altrimenti, se < a¢,5=s » e quindi « a, :k% », da

eni « a,P3=a,P », allora da p, si passa a

S (B
P, =a,Pa,®q,®

dove

a, D 4 g @

) iy 4 ) — ey L
al( ) — (51( ), H’g( ) — (f,:s( ) — 5

ed in eui percio ancora
a4+ a,D 4 a,® =3s.

Di nuovo si sostitnisea a ciascuno dei numeri «,® ed «,®
la loro semi-somma e cosl suceessivamente.
Si ofterra in tal modo una successione illimitate di pro-
dotti del tipo
Pr—ua, P, Mg @,

in cul sempre @, - @, 4 @, — 3,
e tali che Pl = e P Paidlese.

Infatti, designando con » un numero intero assoluto (0 non
escluso), secondoche n & dispari o pari, risulterd:

“,1(2"‘">‘1) == (.l;‘,,(i"‘-l‘l" :i: (ﬂn(Q'p'+1)
ovvero @, 2= g, — g,

Quindi la trasformazione che conduce da p, a p,.1 si pud
proseguire illimitamente senza che si arrivi mai ad un mas-
simo; pereid la successione crescente dei p,, ciascuno dei
quali & certo minore di « (ns)" », ammette un limite superiore.

Inoltre, posto

h=a,—s,

F. BNRIQUES - II. 31
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risulta

h I
— 1y— IS 2)— N—=8 2 2r) — @r4-1) — .
a,—=a,V=s+h, a; I— ’_.3—1—2,... s =il ’_84—21_,...,

quindi, secondochd h & positivo o negativo, s & il limite infe-
riore o superiore degli a,™. Simultaneamente, s & il limite
superiore o inferiore degli @, e percid & anche il limite cui
tende (oscillando) la snccessione degli a,™.

Sicehd, il limite superiore dei p., del quale abbiamo giu-
stificato 1’ esistenza, vale ¥

Riassumendo: s* & il massimo dei prodotti considerati in
ciaseuno dei quali un fattore (almeno) & s, ed & il lemite supe-
riore di quelli in cui nessun fattore © s; sicche esso & il mas-
simo di futti 1 prodotti considerati.

Cosi il procedimento, di cui abbiamo rilevato la insufficienza
nella dimostrazione tradizionale, formisce una dimostragione
rigorosa, in accordo col teorema generale che ogni funzione
continua limitate ammette un massimo (cfr. Art. 13).

B si noti che allo stesso risultato si arriva per il pro-
dotto di un numero qualunque n di fattori, purché si proceda
ordinatamente a sostituire con la loro semi-somma, una prima
volta il 1° e il 2° termine, poi il 2° e il 3% ... V(n — 1)*"* e
I netme, quindi di nuovo il 1° e il 2°, ece. (ovvero, circolarmente,
I’n=ime ed il 1°, ecc.).

La prima dimostrazione rigorosa del nostro teorema fon-
damentale & incontra in CavcHY « Oeuvres » s. IT, t. 111,
p. 375-77 (%); la riproduciame poco pitt innanzi, rimaneggiata
in modo da introdurvi esplicitamente il principio di indu-
zione completa, perché essa fornisce una bella ed istruttiva
variante di quella del § 9. [

STRINER ha avuto occasione di osservare che in aleuni
casi il procedimento di trastormazione maggiorante, suggerito
dai metodi classici per la ricerca del massimo, si puo conver-
tire in un procedimento finito, ponendo addirittura al posto
di una variabile il sno valor limite. Appunto questo artifizio
serve di base alla dimostrazione del § 9, che sostanzialmente
abbiamo desunta dall’« Algebra ad uso delle Scuole medie »

(1 Cfr. DarBoUX, Bulleltin des Sciences Mathématiques,-s. 11, t. XI,
p. 149, (1881).

Vedi pure Arzuri, Nota finale ai Complementi @i Algebra (Suce. Le
Monnier, Firenze, 1894, p. 220-223).



STUT MASSIMI BE MINIMI DELLE FUNZIONI ALGEBRICHE 483

di F. Giup1ck (%), e che & stata nuovamente svolta da E. VENE-
roNI (%) e P. OarTaxmo (°). w
Un artifizio analogo & adottato da R. STurm <« Maxima
und Minima in der elementaren Geometrie » (*); ma I’ A, in
luogo di cercare il massimo del prodotto di % numeri di cui
& la somma, eerca il minimo della somma di » numeri di cui
& dato il prodotto. Cosi egli & condotto a uno sviluppo meno

semplice, dovendo ridur minima un’espressione del tipo

n—1

x+wn])\/g

Ed ecco I’accennata

Dimostrazione di CAvoay. — o) Si dimostra il teorema
nel caso in cui « m=2 » [§ 51].

8) Supposta nota la veritd del teorema per x fattori,
si (imostra ¢h’esso ¢ vero per x 2z » fattori.

Infatti, se p & uno qualungue dei prodotti di « 2z » fat-
tori, aventi per somma « (2z)s », siano p, ed «.xs, » il pro-
dotto e la somma di 2z qualunquedi essi, e siano p, ed « 28, »
il prodotto e la somma degli altri x. Per il supposto,

g2 =, 8,7 = da cui
(1) (8,8,)" = p;
ma xs, + w8, = (2x)s
da cui 8, + 8, = 24, © sicche [«]
(2) =88 '
dalle (1) (2) segue §*= =y,

v) Da &) e B), mediante induzione completa, risulta che
il teorema & vero quando n sia una potenza di 2.

Z) Se m non ¢ potenza di 2, sia m una potenza di 2
maggiore di n. Se p-¢ uno qualungue dei prodotti di n

(') Remo Sandron, Palermo, 1886, p. 211, es. 202.

() Intorno ad aleune questioni elementari di massino e di minimo,
Per.” di Mat.®, Giusti, Livorno, luglio-agosto 1908.

(%) Cfr. G. FraTTINT, Lezioni di Algebra, Geomelria e Trigonometria,
G. B. Paravia, 1912, v. I, 2* ed., p. 162.

(*) Tenbner, Lipsia, 1910. Cfr. p. 1-4.
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fattori, aventi per somma « nx », sard < s"""p » uUn pro-
dotto di « (m—m)+n=mn » fattori, aventi per somma

« (m—n)s—-ns = ms »; gquindi [v]:

S‘Th Z 81?1——?11)
da cui § = . -

§ 11. Applicazioni geometriche. — Fra 1 iﬂngoh di peri-
metro dato, U equilatero & quello in cui
1 & massimo il rettangolo dei raggi delle c-i'rconfea'enze
inseritia e circoscritia, 3
-9 & massima U area (efr. Art. 12),
3 & massimo il raggio della circonferenza inscritia.
Dim. Siano =z, 9, ¢ i lati di un triangolo qualunque, fra
quelli (i semiperimetro dato p; ne siano » ed R 1 raggi
delle cireconferenze inseritta e circoseritta, e ne sia A I’area.
B noto che

— o e
) r=2, @ r==,
(3) A2 =plp — 2)p — NP — 2)-
1 Dalle (1)(2) segue
N s e
By — 5

e percid [§ 3] « Rr » diviene massimo assieme ad « a2yz »,
Sin eni
zs+y+e=2p;

quindi [§ 9] « Rr » & massimo quando

€3

2 Dalla (3) risulta [§ 383] che A diviene massima
assieme a (p —2)(p—y)p— 2)
in cui (p—2)+(p—y)+(@—2)=p.

La nota condizione necessaria e sufficiente all’ esistenza
di un triangolo di lati assegnati, che eciascuno di questi sia
minore della somma degli altri due, si puo esprimere dicendo
che ciascun lato & minore del semiperimetro; sicché « p—@ »,
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«p—1Y» «p—g» sono bubbi positivi per ipotesi. Si deduce
[$ 9] che A & massima quando

p—r=p—y=p—2,
da cul la (4).
-3 Dalla (2) risulta [§ 3:3] che  diviene massimo assieme
a A, ciod [-2] quando sussiste la (4).

4 Fra i parallelepipedi vettangoli di cui é date la
somma degli spigoli, o la superficie, il cubo ha il massimo
wolune.

Dim. «) Siano =z, y, 2z le dimensioni di un parallelepipedo,
in cui la somma data degli spigoli & « 125 »; allora

&+ 4y +2=3s

e percid il volume « zyz » & massimo quando «x=y=s=s»

[$ 9]
o

8) Siano @, 4, 2 le dimensioni di un parallelepipedo,
in cui la superficie data & « 6s® »; il volume « azyz » diviene
massimo assieme ad « (wy2)® » [§ 3], cioé assieme ad

Y - Yz - 2T
in cui xy + yz -+ 22 = 3s°;

dunque [§ 9], il volume considerato diviene massimo quando

cioé gunando ="

5 Divisa ciascuna altezza di un tetraedro in due parti
tali che quella verso il wvertice sia tripla dell alira, ¢ segnato
per ciascuno dei punti divisorii il piano parvallelo alla faccia
corrispondente all altezza constderata, i quatiro piani passano
per uno stesso punto (baricentro); questo punto & quello, fra
futti @ punti interni al tetraedro, per cui il prodotto delle
distanze dalle faccie & massimo.

Sia « 4v » il volume del tetraedro dato. Siano y,, ¥,, ¥, , Y,
le distanze di un punto interno ad esso dalle sue faccie, le
cui are¢ sono 3b,, 3b,, 3b,, 3b,, mentre le alfezze corrispon-
denti sono 4h,, 4h,, 4h,, 4h,.
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Il prodotio
YUY Yy

diviene massimo assieme a [§ 3-3]

(b, 9D, y.)(0, 9, y,)
in eui by, + by, + by, + by, = 4v;
dungue [§ 9] « y, 9. 9,y, » & massimo quando

by, = bzygh 1)31 3:1')4?}4 =l

cioé quando

y,=h,, Y=y, Ys = Dy, y;':hw

Dunque: il massimo di «y,y,4,%, » corrisponde al punto

di intersezione dei quattro piani dichiarati, del qual punio
risulta cosi dimostrata la esistenza.
Analogamente si dimostra che:

6 Fra tutti i punii interni ad un triangolo, il bari-

centro & quello per cwi & massimo il prodotto delle distanse dai
tre lati.

§ 12. Prodotto di s¢ polinomi lineari ad = — 1 variabili.
Sia

(1) E=Y Yy Yn

dove n & un numero intero maggiore di 1 e dove, per ogni
valore intero di » da 1 ad n,

(2) Yy = 3/1 = ry Y, —+ ciie @y, -1 Yn—1 —t= G

Osserviamo subito che, se si pone

B (Foneanei€hy o

g | By vuns Sy

(3) nA =

(b,,i (Gng o Cﬂ,m
sl pud sempre supporre
(4) A=0

perche, se fosse stato A <0, sarebbe bastato scambiare prima
fra loro due fattori di z, per cambiare il segno di A.
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Ma, per una ragione che verra chiarita fra breve, qui si
sappone che il minore d’un elemento qualunque dell’ ultima
colonna sia diverso da 0; sicche, desi gnando con A, il minore
corrispondente ad a,,, si suppone che

(5) A=A, Ay A, =0

Ora, assoggettando le variabili @, ;... ¥ alla sola
condizione che y, abbia sempre il medesimo segno di 4,
il quale contiene gid il fattore « (—1)**», cio¢ che

(6) A y. =0,

dimostreremo: che z & sempre dotato di massimo o di minime
secondochd A & wositivo o negativo, che il valore di questo
massimo o minimo & dato, in ambo i easi, dalla formola

(7) : BNt

e che questo valore 5" di z corrisponde sempre ad wn solo sistema
di valori (determinati e finiti) delle variabili @, ;... Tn—.
Dim. I1 valore del determinante (3) nmon cambia se
all’ nltima colonna si aggiungono i prodotti delle altre per
ey &, _1; quindi, per la (2),

) ag e

@ Ay e Yy

R I

Oy e U

da cui, sviluppando secondo I’ultima colonna,
(8) ALy, + A, + - A, Y — NA.
Moltiplicando membro a membro le (5)(i), s ottiene
Az = (4,,9,)(Aonls) woe (A U);

da cido e dalle (6)(8) risulta [§ 9] che, purché si possa determi-
nare un sistema di valori delle variabili tale che

C — ) —_— P P
(')) Alﬂyi Y A?‘ii yz =i R Ann .'In?
a questi valori corrisponderd il massimo di Az, e precisamente

20y + - max (Az) = A";
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quindi, essendo A diverso da zero (3), la (7) ei dara il mas-
gimo o il minimo di z secondocheé A & positive o mnegutivo
[§ g4,

A cagione della (8), la (9) & verificata sol quando, per
ogni valore considerato di »,
(11) Ay, =A.

Oonsiderando come éncognite x,, ©,,.... Tn_1, la (11) rap-
presenta un sistema di n equazioni lineari; ma, guantunque
il numero delle equazioni sia maggiore di quello delle inco-
gnite, questo sistema ammette sempre una soluzione. Hssa &
data dalla formula

s A, A
12 P s — ( s = 2K 3 ns)
(1) T Am_+ A2H+ +A

9

dove, per ogni valore intero di s da 1 ad « n —1 », con =z,
si designa il valore cercato dell’incognita x,; valore che &
sempre determinalo ¢ finito, in conseguenza dell’ipotesi (5),
di eui ora appare I’importanza.

Infatti, designando con y,’ il valore assunto da y, quando,
nella (2), alle variabili x,, z,,.... ,—1 si sostituiscono i numeri

12

v ¥ .
By By gowes Tn—1, OLEENIAMO

A A A
M, == sy (A bdi o i R “)

Al% -A-zn Ann
—+ a (‘1“ -+ ay S S ii—“)
s Ain Agu et Aﬂn
by e B,y g PR R e
3 Al a—I1 A9 n—I1 An n—1
+ “'7, n—1 ( ; = + ane s )
Am Azn Aﬂﬂ-

+ d (&+A3"+ +A”")
e Al'». -A:J_u =t Ann ;

dove 1’ultimo termine & una semplice trasformazione di
« Ny, >.

Hseguendo le moltiplicazioni indicate e addizionando poi
in colonna, per una ben nota proprietd deli determinanti

ciascuna delle somme parziali & zero, tranne quella di
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s
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nA
A

n

posto » che, a cagione della (3), vale ; 81 oftiene dunque

nA : ;
p 'H-'y,.':A—-— », da cui, per la (),

79

‘4 T y"’ = A

e quindi il sistema (11) & wvérificato.

D’altronde, tale sistema non potrebbe avere altre solu-
zioni; perche, lasciando da parte una qualunque delle sue n
equazioni, si oftiene un sistema di « n—1 » equazioni ad
« n— 1 » incognite, per il quale il determinante dei coefficienti,
essendo il minore di un elemento deil’ ultima colonna del deter-
minante nA, & sempre diverso da zero, per 1'ipotesi (5).

Dunque: la formola (12) di 41 solo sistema di valori delle
variabili al quale corrisponde il massimo o il minimo di z,
che gid sappiamo essere determinato dalla (7) (*).

§ 13. Generalizzazione del teorema fondamentale.

Dati un numero intero n (non minore di 2), i numeri
razionali positivi @,, @,,.... @, e un numero assoluto (anche
irrazionale) s; e posto

N e e i
(1) ] Pp= e

in cui %,, %,,... T, sono numeri assoluti assoggettati soltanto
alla condizione
(2) L e o S et )

p diviene massimo allorchd le basi variabili sono proporzionali
agli esponenti costanti, cioé quando
i T, S

(3) Wb =21

a, a, @

() Vedi « Une question de mazimum ow de mininum par A. PApoa —
International Congress of Mathematicians — Cambridge, Angust 1912 ».
In tale comunicazione viene analizzato il caso particolare in eni A=0 e
viene dato un esempio di applicazione del teorema, il quale chiarisee il
gignificato geometrico delle condizioni (5) e (6); ma la importanza della (5)
¢ sufficientemente lumeggiata dal commento alle (12); e la (6) & necessaria
per giungere alla (10) [§ 9, Avv.]. Quanto all’applicazione geometrica, essa
viene poi ripresa in modo elementare, come qui & stata esposta al § 10-5.

81 osservi che il teorema ora dimostrato ¢ una generalizzazione di
guello del § 8.



490 A. PADOA

in cul
(4) 0= Gy —a,~ o0,

e precisamente, posto

(5) t=a,%a, ... 0%,
risulta:
S (1
6 max p—¢ (—) .
(6) 1 =

Dim. ) Gli esponenti siano tutti interi. Da (1) e (5) risulta

’ 2F Cohnl ot
i = el = ke i) RS
M - p_.c(al) gl Nt

quindi, sciolte nei loro fattori le potenze quivi indicate, p risulta
prodotto del numero positivo ¢, determinato dalla (5), per un
gruppo finito di fattori, dssoluti per ipotesi, il eui numero,
per la (4), & a e la cui somma, per la (2), &

xl

@, +- 'rt —+ .. —l——”’(bnzs.
@, 3 i,

Da tutto cid si deduce [§ 33, § 9] la (6) e 1a (3).

B) Gli esponenti non siano tutii interi. Indicando con m
un maliiplo comune dei loro denominatori (ad es. il minimo),
dalla (1) si ricava
(8) 1)’.’}1. — xllﬂﬂll xg’m,ﬁ',z e xnman

f

in cui ma,, ma,,.... ma, sono numeri interi, la eni somma,
per la (4), & « ma ». In tal modo ei ritroviamo nel caso «);
quindi, confrontando la {1) con la (8) e rammentando le
(6)(B)(4), si ha:

| 8 ma
max (Pm,.) = (Tnal)?”“i (ﬂlaz)’ﬂlﬂ;g 3% (qna“)ﬂ?tﬂlh (m_(é) ==

: nma miee aqm
8 S S
O m( ) =N Gm(_) S [c(_) :|
‘ ma @ @

da cui [§ 3] la (6). Oorrispondentemente, si avrd 1’analoga
“della (3),- cioé
B, R et g Dl TS0 A0 o =

me, ma, — me, lea,’

da cui segue la (3) stessa.
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Notra. Per le applicazioni & sufficiente che il teorema ora
dimostrato sia conosciuto nel ecaso «); perché dal caso f) si
pud passare ciascuna volta al caso «), mediante un’opportuna
elevazione a potenza, appunto come indica la (8). Anzi,
quel che importa rammentare & soltanto la (3), cio® la
condizione di massimo, la quale per n=—2 & sufficientemente
espressa da

@, s
BT

§ 14. Altre applicazioni geometriche.
1 Fra i parallelepipedi rettangoli di cui é data la somma
degli spigoli e la cui base & simile ad un rettangolo dato, quello

; , e
di massimo volume ha per altezsa D di codesta somma.
d

Dim. Siano z, ¥, z e v le dimensioni ed il volume dinn
parallelepipedo, in cui la somme data degli spigoli & «12s»,
sieché
(1) 3:+1/+z:33;

gia o il rapporto fra le dimensioni del rettangolo dato e
precisamente

Biy=m-

Dalla (1) e da cid si deduee

38 —s=gw+y=(r+ 1),
da cui (Bs —2)* = (T_J;_l) T
da cul ":x;z/z_( +1) (8s — 2)*z,
dove (8s — 2) + z = 38;

quindi [§ 13], ¢ diviene massimo quando « z=3s ».

Nota. Si confronti con § 11-4, osservando che, data la
somma degli spigoli, 1’altezza del massimo parallelepipedo &
ndipendente dalla condizione che la base gia simile ad un
rettangolo dato.



492 A. PADOA
9 Fra i cilidri inscritti in un cono dato, quello la cui
) {
altezza é 3 del? altezza del cono ha volume massimo (*).

Dim. Siano =z, ¥, v il raggio, 1 altezza ed il volume di
un cilindro inscritto nel cono dato, di raggio « e di altezza h.

Poiché z:ia=(h—y) h
. 4 «® ;
risnlta v= nEty — “ﬁ(h — Y)Yy
in cul (h—y)+y="n;
quindi [§ 13], » diviene massimo quando « y = 2 S s

3 Fra & celindri inscritti in une sfera date, ovvero fra
© cong che hanno il vertice nel centro di una sfera data e la
circonferenza di base sulla sfera stessa, ha volume massimo

] o, ] .
quello in cui il quadrato del raggio & 3 del quadrato del raggio
della sfera; in tale cilindro }cono{ il rapporto fra I’altezza
e il raggio }fra il raggio e Paltezza{ & V2 (*).

Dim. Sia r il raggio della sfera; sia z il raggio di uno
qualunque dei cilindri o dei coni considerati, ¢ ne siano 2y
ed. .y le rispettive altezze, cosicché
1y - ok 2+ =1

I wolumi del cilindro e del cono considerati sono « 2nz*y »
Bie = may »; pereid essi divengono massimi assieme a « 2y »,
ovvero ad « (z°)*y® ». Dunque, per la (1), essi divengono
massimi [§ 13] quando ;

) 2
P ra— 2

7

Lol b2

»;
simultaneamente

Zg,/:m:\/ﬁ e iy =—V2.

() La medesima questione fu trattata nel § 6:¢ per la superficie late-
rale e nel § 8, App. geom. per la superficie totale.
(®) Per i cilindri, la questione amaloga per la superficic laterale fu
risolta mel § 7.9; quella per la superficie totale verrd risolta nel § 20,
Quest. V.
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4 Fra i coni insoritti in una sfera data, quello la cui
4 ; Eak
altezza @ 3 del raggio della sfera ha volume e superficie late-

rale massimi.

Dim. Se x ed « r4y » sono il raggio e I’altezza di un
qualunque cono inscritto nella sfera di raggio dato » (), &
ancor vera la (1); e se v ed s ne sono il volume e la superficie
Jaterale, poich®é il quadrato dell’ apotema del cono risulta

« 2r(r -+y) », si avra:

i é nt(r+y)  S=nte’-20(r+y)

e percid v ed s divengono massimi assieme ad « 2*(r—+¥) »,
ciod, per 1a (1), ad « (r* —y*)(r -+ y) » cioe ad

(r+yyr—u),
in cui (r+9)+ (r — y) = 2r;

dunque [§ 13], » ed s divengono massimi quando

U D£
‘32"43{,

(2) fr—l—y:%fr.
& 5

Nora. Si ha pure [§ 13}

oo| &
~——
&

£)
max [(r +y)*(r — y)I= 22(

S , A (2 )
aa cml ]]]ELX'U—:—_}TC 3@

ciod : il cono considerato equivale ad una sfera il cui raggio
l') "
asia '—; di quello della sfera data.

Inoltre F—y =5

Wl b2

la quale eguaglianza, moltiplicata per la (2), da, per la (1),

(1) y risulterd positive, ma le operazioni che eseguiremo non lo pre-
suppongono; esse esigono soltanto che 4? < 2% il che & vero manifestamente.
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e percid, nel cono considerato, il rapporte fra 1'altezza e il

raggio ¢
o 2 O
(r+y)z=zgri—3

o

g\ 2.

5 Fra i coni di data superficie laterale, ha volume mas-

simo quello in cui il rapporto fra P apotema e il raggio 2 V3.
Dim. Se z ed y sono il raggio e ’apotema di un eono

di superficie laterale data « zs® », & se v e ¢ il volnme, risulta

v = ‘; n’ VyP—a® ed ay =+,

«

. 1 e E—"
da cul v=3 nr Vs — o
1 4
da cui = (f}n) ai(s* — ')’
dove ot 4 (st — o) = &

Quindi [§ 13], v diviene massino guando « 2*=1¢":3 »;
corrispondentemente « y* =3s' », e percid « y*iat=9>», da
cul « y::r::\/B ».

6 Fra i trapezi inscritti in un semicerchio dato (aventi
per basi il diametro ed una corda), il semi-esagono regolare
ha U area massime.

Dim. Sia « 2z » la base minore di un trapesio inseritto
nel semicerchio di diametro dato « 2r »; indicando con y la
sna area « (v - %) Vo*—a? », risulta

Y= +2)'r—2)
in cui C () - —x) = 2r;

pereid 1%, e quindi y, diviene massimo [§ 13] quando «r —x =z»,

2l =

ciod quando « 2x=m ».

.7 Fra i rettangoli inscritt in un segmento parabolico
(la cui corda sia perpendicolare all’asse), massimo & quello

L ; 1 ¢
la cuwi dimensione sull’ asse é 3 della freccia.

Dim. 8e p ed « sono il parametro e la freccia del segmento
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parabolico, se « @ —% » € « 2y » sono le dimensioni (paral-
lela e perpendicolare all’asse) di un rettangolo inscritto e
se & & Iarea di questo, allora

Y= 2px
o percid §* = (& -— 2)*(2y)* = 8pla — 2)°x
dove (¢ —2) 4+ 2= ﬁ";

o, e 5" - @
quindi [§ 13], s diviene massimo quando x = 3
8 Fra i trapezi inseritti in un segmento parabolico (la
cui corda sia perpendicolare all’asse), il massimo & quello in
. ; ok
cid la Dase minore é 3 delle corda.

Dim. Se p ed @ sono il parametro e la freccia del segmento
parabolico, « 2V2pe » & la sua corda, che assumiamo quale
base maggiore del trapezio; designando eon « 2y » D'altra
base, con « @ — =z » la sua altezza, e con s la sua area, risulta

5= (V2pa+ y)la —z) ed y*=2pz,

da cui
s = (V2pa+ y)(a ~ Y= L (Vapa+ 9 (Vapa — )
2p 2p :
dove (V2pa + ) 4+ (V2pa — y) =2V 2pa.

Quindi [§ 13], s diviene massimo quando
(Vapa+9):2=2V2pa:3
cio® quando y= —é V 2pa.

.9 Problema. Dato un foglio quadrato, di lato < 3a »,
toglierne quattro quadrati, di lato 2, ciasecuno avente un ver-
tice comune con quello dato, determinando z in modo che
risnlti massima la capacitd della scatola avente per fondo il
quadrato rimasto nel centro del foglio e per faccie laterali i
quattro rettangoli ad esso aderenti (').

(1) I1 problema pint generale, in cui il foglio dato & di forma rettan-
golare, & rigolto nel paragrafo seguente.
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Soluzione. La base di una scatola costruita nel modo indi-
cato & un quadrato di lato « 3a — 2% », e la sua altezza & v;
guindi, indicando con y la sua capacita, risulta

2y = (3a — 2x)*(2x)
in cul (Ba — 2@) + 20 = 35
percid [§ 18], y diviene massimo quando
2x—=a.
Risposta. 11 lato dei guadrati da asportare & (—13 di. quello

del foglio dato.

§ 15. Metodo dei fattori indeterminati. — Una difficolta
si oppone talvolta all’applicazione del teorema fondamentale
[$ 9], nonché della sna generalizzazione [$ 13]: 1'indole par-
ticolare della questione che si sta esaminando puo escludere
che i numeri variabili in essa considerati possano assumere
i valori cui, secondo i teoremi rammentati, corrisponderebbe
il massimo cercato. :

Proponiamoci, ad es., di risolvere il Problema del Foglio
e della scatola [§ 14-9], supponendo invece che il foglioc dato
sia un rettangolo di dimensioni a € b; per non escludere il caso
gid trattato e poterlo anzi ritrovare come caso particolare,
poniamo
(1) a=D0.

Indicando con » la capacite di una scatola costruita nel
modo indicato, risulta

(2) Y= (@ — 22)(b — 2x)z
da cul dy = (@ — 22)(b — 2x)(42);
ora, quantunque

(@ —22) + (b —20) + 4o =a -+ Db,

non si pud applicare in tal caso il teorema fondamentale,
perché, se « @>>Db », non Vi & aleun valore di & per cui
¢ a—2=0—2x». :

Si usa ricorrere in tali casi al metodo dei fattori indeter-
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minati, che qui spiegheremo applicandolo senz’ altro alla que-
stione proposta (*).

Riserbandoei di determinare opportunamente i numeri
w e v, diversi da 0, dalla (2) si ricavs

(3) uvy = u(e — 22) - (b — 22) - vx
in cui

u(e — 20) + (b — 2a) + v = (aw +b) 4 [v — 2w - 1)]o;

bastera dunque porre
(4) v=2(u—+1),

per ottenere, qualungue sia =,
(5) w(@ — 2x) 4+ (b — 22) + vz — au 4+ b.

Esaminiamo ora se sia possibile la equaglianze dei tre
fattori indicati nel secondo membro della (3); ciod, per la (4),
se sia possibile soddisfare il sistema

w(e — 22) = 2(u + Dz b— 22 =2w + 1)z,
ovvero il suo equivalente
(6) wle — 4z) = 2 (7) b — 4o — 2ua.

Moltiplicando membro a membro queste due equazioni e
dividendo poi ambo i membri per u, si ottiene

(@ — 42)(b — 4x) = 42>

ciod

(c) 122° —4Ha+d)x 4 ab=0
che risolta da

() xij:wﬁ—bi\/cﬁ — ab bg.

Al 6

Ma dalla (1) si deduce
¢+-b=20 e Va*—ab+0*=0,

da eui « ,=7 », e percid z, mon soddisfa alle condizioni
—

() Vedi nel § 20 (Quest. IV) altra soluzione, pin rapida, della mede-
sima questione,

F. ENRIQUES - II. 32
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del problema. Invece, dall’identita

(@ + ) —3ab=a*> — ab + b* —= (¢ — b)* + ab

si ricava
(9) a+b>Va* —ab+4- 0 > a—D,
da eul
(@ 4+b) —Va* — ab+ b < (a4 b) — (@ — D),

cioé « 6z, << 2b », ed « %, >0 »; da cui
(10) b=—2x >0.

Per calecolare comodamente il corrispondente valore o,
di u, trasformiamo le (6) (7) nelle eguaglianze

auw — 2 — duz, 20 — 8z = dux,

dal cui confronto risulta <« aw— 20=—2b— 82 », da cui
<« au=2b—6z ». Quindi, al valore =, fornito dalla (8)
corrisponde

— (@ — l’))—|_—_'\,/'nn2 ab -+ b

o @
da cui, per la (9),
(11) 5 1P o, )
da cui, per la (4),
(12) v, > 0.

Da quanto precede si deduce che
. e —2u,)—=0b— 2% =ww,

dove, per la (10), il valore comune di tali espressioni & posi-
tivo. Quindi [§ 9], indicando con y, il valore di y corrispon-
dente al valore z, di x, dalle (3)(5) segue che
max (uey) = u, v, 9, ;
ma, per le (11)(12), :
w,v, >0,

quindi Wax y =1,.

Dunque, affinché la capacita della scatola risulti massinma,
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il lato dei quadrati da asportare ha il wvalore wz, fornito
dalla (8), .

atb—NaE—ab - .
6 2

ciod

in particolare, per « ¢« =17 », », & un =esto di «, come gia
abbiamo trovato per altra via [§ 13-9].

§ 16. Legge di reciprocita. — Le definizioni di massimo
e di minimo [§ 1| differiscono tra loro soltanto per lo scambio
delle parole maggiore e minore; di qui la perfetta dualitd
fra le proprietd fondamentali dei massimi e dei minimi [§ 3].

Ma, oltre a ¢id, moltissime guestiond di massimo e di
minimo (non tutte perd) obbediscono ad una legge di reci-
procitd, per cul ciascuna di esse si puo enunciare a piacere
quale proposizione di massimo o quale proposizione di minino. |
Ad es., sono fra loro reciproche (nel senso accennato, che ci '
riserbiamo i precisare) le proposizioni:

@) « fra i triangoli, aventi perimetre dato, I’equilatero
¢ quello in cui Varea & massima > [§ 11-2], |

B) « fra i triangoli, aventi aree data, 1'equilatero & .
quello in cui il perimetro & minimo ».

La mutua dipendenza fra le due proposizioni di questa
coppia & apparsa — fino dall’antichith — ai geometri che |
s1 sono occupati della teoria degli isoperimetri. Dimostrata |
comunque la proposizione «, 'argomentazione mediante la
quale ne vien dedotta la proposizione 3, & del tipo seguente : ‘
« se. A" & un triangolo equilatero equivalente ad un triangolo
« dato A, si tratta di dimostrare che nessun triangolo B pud ‘
« essere equivalente ad A ed avere perimetro minore di '
« quello di 4’; invero (dimostrazione per assurdo), se B’ & }
<« un triangolo equilatero dsoperimetro a B, allora (per la i

.

« proposizione o) 5
(1) B & suvvalente o equivalente a B';

<« ma il perimetro di B', eguale a quello di B (per ipotesi),
« & minore (i quello di A’ (per ipotesi); inolire B ed A’ sono
« entrambi equilateri, sicché

(2) B & suvvalente ad 4';
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< dalle (1)(2) e dal fatto che (per ipotesi)

A’ & equivalente ad A,

« segue che
B @& suvvalente ad 4,

« gontro il supposto ».

iy chiaro che lo schema di tale argomentazione pud
applicarsi immediatamente a molte altre questioni, ed In
particolare a quella delle figure picne (a contorno semplice)
isoperimetre o equivalenti; invero, a tal fine, basta che nelle
proposizioni « e 3, e nell’argomentazione esposta, si seriva
dovunque < figura piana » invece di « trian golo », e « cerchio »
invece di « triangolo equilatero ».

Ma, sotto 1'aspetto enalitico (prescindendo cioe dalla
specie delle figure considerate e dalla ferma di quella dotata
di massimo o di minimo, per tener conto unicamente dei
numeri c¢he le misurano), 1o schema essenziale di una coppie
di proposizioni reciproche (quali « e ) & il seguente :

fra due gruppi X ed Y di numeri (che nel caso parti-
colare sono l'insieme di tutti i « perimetri » e quello di tutte
le « arvee », sicchd ciascuno di essi & la totalita dei numeri
positivi) & stabilita una corrispondenza che ad ogni individuo
di ciaseun gruppo fa corrispondere una parte determinata
dell’altro (nel easo particolare, dando forma triangolare ad
un « perimetro » qualungue, le « aree » corrispondenti formano
un grappo infinito, che perd & una parte di tutte le « aree »
possibili ed istessamente scambiando fra loro le parole « peri-
metro » ed «area »); — cid premesso, una delle due propo-
sizioni afferma che, comunque si scelga @, in X, il grappo
parziale degli Y che corrispondono ad x, & dotato di massimo;
e 1'altra proposizione afferma che, comunque si scelga 4, in Y,
il gruppo parziale degli X che corrispondono ad y, ¢ dotato
di minimo; e precisamente, se (per la prima proposizione) y, &
il massimo dei corrispondenti di z,, allora (per la seconda
proposizione) x, & il minimo dei corrispondenti di y,.

Ora, affinehd la prima proposizione implicht la seconda
nel modo dichiarato, mostreremo esser sufficiente -che: se y, ¢
il massimo dei corrispondenti di z,, e se y, & il massimo dei
corrispondenti di w,, allora, secondoch¢ x, ¢ minore o eguale
o maggiore di x,, anche y, sia minore o eguale o maggiore
di y,; la qual condizione (cui nel seguito accenneremo chia-~
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mandola <« condizione di reciprocitd ») esprimeremo breve-
mente dicendo che

z, ed y, variano concordemente.

Si ha infatti il seguente :

TroreMA. Se fra due gruppi X ed Y di numeri sussiste
una corrispondenza tale che 1'insieme dei corrispondenti di
un X arbitrario & dotato di massimo, il quale varia concorde-
mente con I’ X prescelto, e se

(1) y, ¢ il massimo dei corrispondenti di x,
allora :
(2) x, & il minimo dei corrispondenti di ¥,.

Dim. Per la (1),
z, & uno dei corrispondenti di y,;

quindi, per giustificare la (2), basta dimostrare che nessuno
dei corrispondenti di y, & minore di z,. Ora ¢id & vero, perche,
se ad es. « &, <z, » e se y, & il massimo dei corrispondenti
di 2, (il quale massimo esiste per ipotesi), allora (per l'ipo-
tesi del variare concorde) « 1y, <y, », sicché y, non & fra i
corrispondenti di z,, ciod x, non & fra i corrispondenti di y,.

Nora 1. Sussiste pure una seconda legge di reciprocita
il cui enuneciato si ricava da quello della prima sostituendovi
« discordemente » a < concordemente » (nell’ipotesi) e « mas-
simo » a « minimo » (nella tesi); e la cui dimostrazione si
ricava dalla precedente sostituendovi « maggiore » a « minore »,
«m, >z, » ad « x,<<®, » e « discorde » a <« concorde ».

Questa seconda legge ha applicazioni nfeno frequenti;
tuttavia, eccone un esempio.

La eorrispondenza fra X ed Y sia stabilita mediante la
formula « fe,“fyg] », dove z & un numero maggiore di 1,
mentre y ¢ un numero fra 0- ed 1, e dove, coulspondeute—

mente a ciascuna scelta di =z o di y, si deve attribuire ad

¥ o ad x ogni valore compatibile con la formula data e con
ogni valore intero positivo di n. Allora, comunque si scelga
z, in X, i corrispondenti di #, in Y sono
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il cui massimo (poichd per ipotesi « ¥, >1 ») @& o recipro-
i
camente, posto

i - Hi=

7

5

xl

i corrispondenti di y, in X sono
N T
LYo R
v Voo vy,

goouse

: g ; e
il cui massimo (poichd per ipotesi « 0 <y, <1 ») ¢ o cioe,

<L
per la (1), #,; il che si poteva arguire dalla seconde legge di
reciprocitd, perchd dall’ipotesi risulta il variare discorde di @,
e di y,.
[Per il caso in cui la corrispondenza stabilita fra », ed y,
non sia sempre concorde nd sempre discorde, si veda 1" Arti-
colo 13]. '

i !

AVVERTENZA. Entrambe le leggil di reciprocité obbedi-
scono alla legge di dualitd, cui abbiamo accennato da prin-
cipio, e quindi ciascuna di esse si pud rileggere scambian-
dovi fra loro le parole « miassimo » e « Mminimo ».

Ritornando alla prima legge di reciprocita, quale risulta
dal Teorema e dal suo duale, si badi che la sua applicazione
dev’ esser fatta con qualche accorgimento, se si vuol giungere
a risultati notevoli.

Ad es., sappiamo che « tra i cilindri inseritti in nna
sfera data, ve n’d uno il cui volume & massimo » [14:3], ed &
chiaro che il volume della sfera considerata ed il volume di
codesto cilindro variano concordemente; ma il dedurne per
reciprocita che « tra le sfere circoscritte ad un dato cilindro,
ve n’¢ una il eui volume ¢ minimo » sarebbe inutile, essen-
dovi sempre une sole sfera cirvcoseritta ad un cilindro dato.

Perd una lieve modificazione del primo asserto, ad es. cosi:
' « tra i volumi dei cilindri inseritti in una sfera di

raggio dato, ve n’¢ uno che & il massimo »,

basta a rendere non traseurabile il suo reciproco :

« tra i raggi delle sfere circoseritte ad un ecilindro di
volume dato, ve n’ & uno che & il minimo » [vedi pilt innanzi -13].

In tal modo, dalla risoluzione della maggior parte delle

questioni geometriche di massimo o di minimo si deduce
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immediatamente (per reciprocitd) la risoluzione di questioni
altrettanto notevoli e la cui trattazione diretta sarebbe non
meno laboriosa.

Tuttavia, in un Corso di carattere molto elementare puod
essere opportuno di non occuparsi, e quindi di non valersi,
della legge di reciprocitd; appunto per soddisfare anche a
questa eventuale esigenza, abbiamo dimostrato in modo anto-
nomo le § 7-1-2, che sono fra loro reciproche. Si osservi inoltre,
nel § 7, che le applicazioni -3-45 della -1 hanno ordinatamente
per reciproche le applicazioni -678 della -2.

Ma ecco un saggio di

DEDUZIONT PER RECIPROCITA. -1 Fra i rettangoli avents
area data, il quadrato ha perimetro minimo [§ 6-1].

2.3 Net triangoli di cui sono dati Uarea ed wn lato | an-
golo !, la somma degli altri due lati ) dei lati che lo compren-
dono | & minima quando essi sono eguali fra lorvo [§ 6-2:3].

4 Nei triengoli aventi area data, la minima somma di
due laté ¢ quella dei lati equalt del triangolo isoscele retlan-
golo [§ 6-4].

5 Fra i triangoli circoseritts ad un rettangolo dato, sono
minimi quelli (aventi stessa area, doppia di quella del rettan-
golo dato, ma infinite forme diverse) in cui un lato ¢ la corri-
spondente altezza sono doppt delle dimensioni del rettangolo
dato [$ 65] (M)-

6 La superficie ed il volume della sfera circosoritia
ad un cilindro di cwi & data la superficie laterale, soo mininti
quando il detto cilindro é equilatero [§ 7).

7 Il miminmo rettangolo circoscritto ad un’ellisse civeo-
seritte ad un rettangolo dato, & simile a questo ¢ doppio di
questo [§ T10].

8910 Fra @ triangoli aventi area daia o circoscritti
a circonferenza data o di cui & dato il rettangolo dei raggi
delle civconferenze inseritta e civcoseritta{, ¥ equilatero ha
perimetro minimo [§ 11 2-31]. =

1112 Fra i parallelepipedi rettangoli di volume deato, il
cubo & quello in cui sono minime la sommae degli spigoli e la

(1) Da § 6-¢ non si ricava per reciprocitd nulla di importante, fuorché:
« nei eoni cireoseritti ad un eilindro dato, I’area della sezione meridiana
& minima quande il raggio e 1’altezza sono doppi di quelli del eilindro »;
il ¢he & implicito nella 5.
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superficie [§ 11-4]; e, fra quelli la cui base & simile ad un
rettangolo dato, la somma degli spigoli € minima quando
essa & 12 volte Paltezza [§ 141].

1314 A ffincheé la sfera circoseritta ad un cilindro jeono{ di
volume dato abbia raggio minimo (e guindi amche superficie e
volume minimi) & necessario e¢he nel eilindro | cono | considerato
il rapporto fre U altezza ¢ il raggio sia V2 (cid vale anche
se del cono eni la sfera dev’essere circoscritta & data invece
la superficie laterale) [$ 14-34, Nota].

15 Fra i cont di volume dato, ha superficie laterale
minima quello in cui il rappovto fra Uapotema e il raggio
¢ V3 [§ 145].

16 Il minimo foglio quadrato, dal quale si possa rica-
vare (nel modo indiecato al § 14-9) une scatola di data capa-

3

cite v, ha per lato < 3\/; P

IL RECIPROCO DEL TEOREMA FONDAMENTALB. La somima
di un gruppo finite di numeri assoluti, in numero dato ¢ aventi
prodotto dato, & mintma quando esst sono fra loro eguali.

Dim. Sia n (intero e non minore di 2) il numero dato.
A ciascun numero asgoluto s corrisponde un gruppo di pro-
dotti di % numeri assoluti aventi per somma « ns » e questo
gruppo ha per massimo <« s » [§ 9]. La condizgione di reci-
procita & verificata, perche, quando « s, <7 s », anche « 8" <s" »;
quindi « ns » € la mindmne somma di »n numeri assoluti aventi
per prodofto « s» ». Che questa minima somma corrisponda
al easo in cui ciascuno degli addendi & s, risulta dal fatto che
altrimenti il loro prodotto non sarebbe <« §* » (ma minore
di « s » [§ 9]).

Nora 2. Dunque se p & il prodotto dato, la condizione di

k1
minimo & che ciascun fattore sia « Vp », considerando sol-
tanto il vailore reale assoluto di tale espressiome; e percio la
.

minima somma cervcata & <« n'\Vp ».

In particolare, se « p=1 » ed « n=2 », la minima
somma & 2, come gia si trovd direttamente [§ 1 Appl].

Sappiamo che, se « n—2 », il teorema fondamentale &
valido anche senza la restrizione, necessaria quando « n > 2 »,
di considerare soltanto numeri assoluté [§ 5 Avv.]; ma per
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il sno reeciproco, ora dimostrato, tale restrizione & necessaria
anche se « n=—2 »; altrimenti non garebbe verificata la con-
dizione di reciprocita.

Analogamente, si ottiene

IL RECIPROCO DEL THOREMA. GENERATIZZATO. Conservando
4 ciaseuna letfera il significato attribuitole nel § 13, ma sup-
ponendo dato p invece di s, si ha

@

: P

80:]]11]18:(&\ =
¢
o la condizione di minimo ¢ ancora
BB Ta %
e AL
Ad es., se
=, 0, —bhi 684 375,

calcolati

G—B43—=8 ¢=B>3=8437 p:o=06561,

. 8
risulta s, = min (z, + ,) = 8V 6561 = 24,

corrispondentemente ad

X @, 2
e = o 3’
5 ) 8
ciod ad 7, =15 o =, =19.

AppricazioNu. La conoscenza dei reciproei del teorema
fondamentale e del suo generalizzato permette di risolvere
immediatamente aleune questioni di minémo di cui mon sia
stata ancora trattata la corrispondente questione di massimo;
poi, per reciprocita, viene risolta anche questa.

Proponiamoci ad es. di cercare quali debbano essere il
raggio x e D altezza y di un cilindro — di cui & dato il volume
o la superficie laterale o la superficie totale — affinehé risulti
minimo il perimetro (i una sua sezione meridiana; si cerca
dunque, se ¢’&, il minimo di « 4+ 2y », ciod di « 2z +Y ».

1 Sia =z® il volume dato, cosicchd « iy =2 », da oul
‘ % _Yy

« (2%)y = 42° »; allora la condizione di minimo ¢ « —=—=25»
7 g 1 7

L
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ciod «x=y =2 », e quindi il cilindro cercato ¢ quello in cui
I’altezza & eguale al raggio.
2 Siang® la superficie laterale data, cosicchd « (22)y = 2° »;

allora la condizione di minimo per « 2z -y » &

‘_’,’1":?}:;’

che si avvera nel cilindro equilatero.

3 Sla =g’ la superficietotale data, cosicehé « 2(x*+xy)—=2"»,
da cui « 2249 =2"4+ 9" ». Qui « 204y » diverrebhe
minimo assieme a « (22 -+ y)°* », cioé a « 22 +y°» e quindi,
poiché 2* & dato, assieme ad ¥ cioé ad y; ma y pud assu-
mere qualunque valore assoluto tranne lo 0, e pereid non ha
minimo; dunque, in questo caso, anche « 2x+y » & privo
di minimo.

§ 17. Funzioni vazionali di una variabile. — Dicendo-che

y & una funzione razionale di z

intenderemo che la dipendenza di y da x sia espressa da nna

formula del tipo
. P
(1) = @ ’

in cui P e @ sono polinomi in @, non entrambi di grado zero
e nessuno dei quali sia lo zero, sicehd a ciascun valore (reale)
di , che non sia radice dell’ equazione « @ = 0 », corrisponda
un valore di 7. Supporremo inoltre che P e ¢ siano primi
Jra loro (nel significato che ha tale loeuzione nel caleolo let-
terale), sicche la (1) sia equivalente a

poy vl i Dl

Diremo che un numero (reale) & un valore lecito o wietato
di y secondochd I’equazione in =z, che deriva dalla (2) attri-
buendo ad y quel valore, ammette o no almeno una . radice
reale; il che puo essere deciso (coi mezzi dell’Algebra elemen-
fare ed indipendentemente da qualsiasi particolaritd propizia
alla ricerca) sol quando la (2) non sia di grado superiore al
secondo rispetto ad =z (potendo essere perd di terzo grado
complessivo rispetto ad = e ad ).
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Sigchd ogni funzione razionale BLEMBNTARE di una varia-
bile & espressa (0 esprimibile) mediante una formola desunta da

) s az® + 2bx +¢
(3) Y= pa® +2qv -7

attribnendo un valore particolare a ciascuna delle lettere
@, b, ¢ Py ¢ T, COL la restrizione che mnon siano simultaneda-
nente nulli nd @, b, p, g, nd @, b, ¢, n& P, ¢, T, © che i polinomi

ar* +2x+c¢  pr’+2qu+T

siano primi fra loro.

Dei sei numeri che appaiono nella (3) uno potrebbe sem-
prare di troppo, ambo i termini della frazione potendo essere
preventivamente divisi per uno di quei numeri (che mon gia
nullo); ma ¢id non sarebbe comodo qualora essi fossero intert
complessivamente primi fra loro, al qual caso gioverd amzi
ridursi preliminarmente qualora i detti numeri siano razionali.

T1 nostro scopo principale & quello di accertare od esclu-
Jere la esistenza del minimo o del massimo dei valori leciti
di v e, quando vi siano, di determvinarli. Ora, poiché a tal
fApe noi risolveremo la (3) rispetto ad =z, per desumere dalla
formula ottenuta la separasione dei valori leciti di y da quelli
vietati, il metodo che ci accingiamo 2 seguire pud chiamarsi
di RISOLUZIONE RISPETTO ALLA VARIABILE INDIPENDENTE
0, pitt brevemente, di SEPARAZIONE (cfr. Art. 13).

La determinazione dei valori leeciti di y ei consentird di
scoprire aleune altre proprietd del loro insieme, di eui non
¢i siamo oceupati sino ad ora, ma che talvolta sono non meno
importanti di quelle che formano 1'oggetto principale della
nostra ricerca. C

Ci proponiamo di analizzare partitamente ciascuna Pos-
sibilitd, principalmente per mettere in luce quanto esse siano
varie; ma il metodo cui abbiamo accennato & cosl uniforme
che sarebbe superfluo affaticar la memoria a ricordare ipotesi
o tesi di ciaseun easo, potendo esser sicuri di ritrovarle senza
aleun artificio. Perd mon sempre codesto metodo ¢ il pil
breve, e percid talvolta gli preferiremo albri procedimenti,
suggeriti da qualche particolaritd dei casi considerati, lasciando
al lettore di giungere alle medesime conclusioni applicando il
metodo generale.
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Agsumendo x ed y quali coordinate cartesiane nel piano,
I"imagine della (3) sard nna refte o una conics 0 una cubica;
ma, affinché essa fornisea una rappresentazione delle varie
- possibilitd analitiche che verremo esaminando, bisogna con-
siderarla rigidamente collegata agli assi di riferimento, perchd
-4 casl analiticamente distinti corrisponde talvolta una stessa
imagine diversamente collocata rispetto agli assi. Quanto alle
rette parallele all’asse delle ¢ sappiamo a priori che ciascuna
di esse ha nun sol punto (proprio) comune con la detta ima-
gine; tranne quelle (se ve me sono) che tagliano 1’ asse delle
in punti la eni ascissa sia radice (veale) dell’ equazione « Q=0 »,
le quali (per I’ipotesi che P e @ siano primi fra loro) non
hanno aleun punto (proprio) ecomune eon 1’imagine stessa.
Non sappiamo invece, ed ¢ quello che desideriamo conosecere,
come si comportino rispetto a tale imagine le rette parallele
all’asse delle z; per brevitd, chiameremo regione aitraversata
dalla detta imagine i1 luogo delle parallele all’asse delle o
che hanno almeno un punto (proprio) comune con essa, ciod
che tagliano I'asse delle y in punti le cui ordinate sono i
valori leciti di y.

Nell’esaminare i vari easi possibili, contrassegnati con
numerazione romana e riferiti alla (3) per la notazione, sot-
tintenderemo ciascuna volta che non sia nullo il primo numero
(da sinistra a destra) effettivamente indicato in P ed in ¢.

Ne
200 4 ¢
(1) i
Yy — ¢
allora ; p— T;

sicché ogné numero & un valore lecito di ¥, e percid non vi
& né minimo, né Mmassimo.
Geometricamente, la (I) rappresenta una retta non paral-
lela ad aleuno degli assi (infatti essa taglia 1’asse delle @ nel
[

punto di ascissa « — 55 > @ I'asse delle y nel punto di ordi-

[ o : :
nata « — ») e che percid atiraversa tutto il piano (nel senso
i

dichiarato).
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Se
11 P
(I ) J—?-QQJ—F?"
allora 2qr +7m)y=¢,

che per « y=0» darebbe (qualunque sia ) « ¢=20», contro
I’ipotesi generale; ma, per ogni altro valore di y,

NP i
. 2qy

sicch® ogni numero diverso da zero & un valore lecito di v,
e percid non vi & né minime, né Mmassimo.

Analiticamente, i due casi esaminati differiscono fra loro
in quanto nel caso (I) lo zero & un valore lecito ed Invece
nel caso (IT) esso & il limite separatore dei due gruppi par-
ziali in cui si seinde 1'insieme dei valori leciti di y, corrispon-
dentemente alle condizioni « y<<0» ed « y >0 ».

Geometricamente, la (II) rappresenta un’iperbole (mai
degenere) di cui 'asse delle = & un asinfoto ed i cui rami
percid attraversano i semipiani uscenti dall’asse delle z, questo

eselnso (I’altro asintoto & la retta « x = ——2% »).
Se 5

(I1D) Y=g r’

allora 2(qy — b)x = ¢ — 1y,

che per « qy—b=0 » darebbe (qualunque sia 2) « ¢ —1ry=0»
¢ quindi « br =c¢q », sicehé¢ P ¢ @ non sarebbero primi fra
loro, contro il supposto. Quando « gy —b==0 »,

c—1TyY
B,
2qy — )
Mgt ; : b _ : .
sicché ogni numero diverso da « i » & un valore lecito di y,

e percid non vi € né minimo, né Massimno.
Il caso (III) differisce dal caso (IT), analiticamente In

S ek ; ' b ;
quanto il limite separatore, invece di zero & « 5»; e geometrica
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mente perché un asintoto dell’iperbole, anziché I’ asse delle z,
3 b . . :
& la retta « y:é ». Sieché, liberando il easo (ILI) dalla

restrizione « b==0 », se ne dedurrebbe il caso (II) per
@ h=0»,

Se si volesse soltanto concludere, nei casi finora conside-
rati, che ’insieme dei valori leciti di y & prive di minimo e di
massimo, basterebbe osservare che in ciasecuno di essil’equa-
zione proposta & di primo grado rispetto ad « ; tale condizione
& sufficiente, non perd necessaria, come risulterd da parecchi
dei casi seguenti.

Se
% -+ 20+ ¢
v __ gz Sl
W) 2z +r
allora ax® — 2(qy — bz + (¢ —ry) =0,

da cui, per ogni valore lecito di y,

i e Y —bEV(gy — b — alc —19)
o

3

e percid sono wvietati (se ve me sono) i valori di y per iquali

(qy — by — a(c—ry) <0,
cioé per i quali

¢*y® — (2bg — ar)y -+ (b° — ac) < 0.

Quindi (poiche «¢* >0 ») i valori wietati sono i numeri ¢om-
presi fra le radici dell’equazione

(4) ¢*y* — (2bg — ar)y + (b* — ac) = 0,

purché esse siano reali e fra lovo distinte. Comunque, i valori
leciti di y non hanno né minimo, né Massino.

Geometricamente, anche la (IV) rappresenta un’iperbole,
ma i suoi asinfoté sono le rette :

(8) 2qz +1r =20 2aqx — 4¢*y + (4bg — ar) =0

bl

seconda non & parallela ad aicuno degli assi.

dalle quali la prima & parallela all’asse delle y, mentre la
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{
Per fare un’analisi esanriente della (IV) bisogna esami-
nare il diseriminante della (4) )

A = (2bg — ar)* — 4¢*(b* — ac¢) = alar® + 4q(cg — b7)].

Se « A>0 », le radici y, ed y, della (4) sono reali e fra

. loro distinte e, come si & detto, i valori wietati di y sono i

numeri compresi fra 4, ed y,; essi sono dunque interposti fra

due gruppi di valori lecité di y, dei quali (posto « y, <"y, »)

uno (determinato dalla condizione «y =y, ») ha y, per mas-

simo ¢ I'altro (determinato dalla condizione « y = y, ») ha y,
per minimo, corrispondentemente ad

g, =2 b ied g, =7 b,

@ a
gicche y, ed y, possono considerarsi quali massimo ¢ minimo
parziali dei valori leciti di y. Geometricamente, 1’iperbole &
contenuta nell’ angolo completo degli asintoti cui non appar-
tiene 1a parallela all’asse delle x passante per la loro interse-
zione; sicch® essa atfraverse con un remo il semipiano
sottostante alla retta « y=w, » e con 1'altro il semipiano
sovrastante alla retta « y—=—1, », le quali due rette (parallele
all’asse delle z) sono tangenti alliperbole nei punti di ascisse
rigpettive ., ed x,.

- Se « A=0 », le radici della (4) sono complesse od eguali,
¢ percid non vi sono valori vietati di y; sicché ogni numero
¢ un valore lecito di y. Perd, geometricamente, bisogna sepa-
rave i due casi ora considerati: se « A<Z0 », I'iperbole &
contenuta mell’ altro angolo completo formato dagli asintofi;
se invece « A=0 », Viperbole degenere mnella coppia di
rette (5); e pereid, in ambo 1 casi, I’imagine della (IV) attra-
versa tutto il piano.

Badando soltanto alle scopo principale della ricerca, che
sinora ha avuto per risultato la inesistenza del minimo e del
massimo dei valori leciti di ¥, potrebbe sembrar eonveniente
liberare la (IV) dalle restrizioni <« a==0 » e « ¢g==0 », e
dedurne la (ITT) per « a =10 », la (IT) per <« a=0=0 », e
la (I) per « a=¢==0 »; ma Dbisognerebbe tener presente
la esclusione (meno agevole a ricordare) che sia « g=0 » ed
¢« a=E0 », perchée tal caso (che esamineremo subito) conduce
a eonclusione diversa.
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Se

) . _ar’+2bx+c

9 ’

abbandonando il metodo generale, deduciamone
ary = (azx 4+ b)* + (ac — b?)

“da cui [§ 31 ¢ Nota 3]

min (ary) = @c — b*, perché min (ax+ b)* = 0;

(q°]

quindi il numero

Ll corrispondente ad 2z,— b
et Bl ST T

Y
& il minimo o il massimo dei valori leciti di g, secondoché
« ar » & positivo o negative [§ 3-34]. Corrispondentemente i
valori leciti di y sono tutté i numeri non minori o won maggiors
di y,; e percio, nel caso considerato, quando ¢’é minimo non
vi ¢ massimo e quando vi & massimo non vi ¢ minimo.
Geometricamente, la (V) rappresenta una parabola (co-
nica) di eni « 2, , y, » & il vertice, « z==2, » & 'asse, ed
« y=1y, » & la tangente nel vertice; inoltre essa ailraversa
il semipiano sovrastante o sottostante alla detta tangente,
secondoche « ar » & positivo o negativo.

Se
¢
¢ Y=o 2w -
allora
6 cpYy = 0022}2 . x
@ Py (pz +q)° — (¢* — pr)

In particolare, quando

(VL) ¢ —pr=0,

7 ___¢p
Y )

e percio i valori leeiti di # sono i numeri che hanno il segno
di « ¢p », lo zero escluso; sicehé essi non hanno né minimo,
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ne massimo, ma hanno lo zero quale limite superiore o inferiore,

(efr. Art. 13) secondoché « cp » & negativo o positivo.
Quando invece

(VL) Lk

dalla (6) si dednce « ¢py >0 », da cui [§ 31:6]

max (epy) = — qchp‘w’ perch¢ min (pz 4 q)* = 0;

(2}

e quindi [§ 3-4-3] il numero

cp

— —+—_ corrispondente ad x,—=— =
G4 — pr 1

Yo = Y

& il minimo o il massimo dei valori leciti di y, secondoché
« ¢p » & negativo o positive. Inoltre, i valori leciti di y hanno
il segno di « ¢p »; percid essi hanno lo zero quale limite supe-
riore o inferiore secondochd « ep » & negativo o positivo.
Infine, quando
(VL) ¢t —pr>0, -

si osservi amnzitutto che, per la (6), < ¢py » ha il segno di

(7) (pz+9* — (¢ —p1);

dalla inesistenza del massimo dei valori negativi (0 escluso)
di tale differenza e del minimo di quelli positivi (0 escluso),
si deduce [§ 3 Nota 2, parte prima] la inesistenza del minimo
e del massimo di <« epy », e quindi di .

Osservando perd che i valori negativi della (7) hanno per
minimo « — (¢ —pr) » (quando « z=w=, »), si conclude
[§ 3, duale della parte prima della -¢] che « epy, » ¢ il mas-
simo valore negativo di <« epy »; quindi y, & il minimo o il
massimo di quei valori di y che hanno il segno di y,, secon-
doché « ep » & negativo o positivo [§ 3-43], cioé secondoché y,
& positivo o negativo.

Per contro, i valori positivi della (7) non avendo massimo,
quelli positivi di « epy » hanno per limite inferiore lo zero;
quindi quei valori di # che hanno segno opposto ad ¥, hanno
per limite superiore od inferiore lo zero, secondoché y, €
positivo o negativo.

¥, ENRIQUES - IT. 33
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Riassumendo, i valori leciti di y, nel easo (VI,) sono tutti
i numeri tranne lo 0 e tranne quelli fra 0 ed y, (sicehé il loro
ingieme si scinde in due gruppi parziali, dei quali quello cui
appartiene y, si estende infinitamente nel verso che corri-
sponde al segno di y,, mentre 1'altro si estende wnfinila-
mente nel verso opposto). Alla qual conelusione qui ei &
piaciuto di giongere (per varieta di metodo, guantunque
meno agevolmente) rvicorrendo alle proprietd fon(@nentali
dei massimi e dei minimi, anziché ai complementi della
teoria delle equazioni di secondo grado. Chi preferisse
quest’altra via, potrd dedurre I’analisi della (VI) da quella
della (VII).

Geometricamente, la (VI) rappresenta una cubica sim-
metrica rispetto alla retta « @ = x, », come risulta manifesto
dalla (6), avente un jflesso improprio sull’ asse delle » (ivi
tangente alla cubica). Questa altraversa: nel caso (VL) il
semipiano sottostante o sovrastante all’asse delle z (escluso),
secondoch® « ¢p » & negativo o positivo; nel caso (VI,), la
striscie di piano avente per lati I'asse delle x (escluso) e la
retta « y =1y, » (tangente alla eubica); e nel caso (VI1,), tutto
il piano tranne la detta striscia, compresa perd la retta
« y=y, » (tangente alla cubica).

Se

(VII) % 2bx 4+ ¢

= o7

riprendiamo il metodo generale, osservando preliminarmente
che lo zero & un valore lecito di y, corrispondente ad

¢ . : :

€@y =—gz » (il guale valore di x, annullando il numera-
tore della frazione, per 1’ipotesi generale non ne annulla il
denominatore).

Dalla (VII) si ha
pyx® +2(qy — bz +(ry — ¢) =05

siechd, per ogni valore lecito di y che sia diverso da zero,

— =a =24 <31 TR TERTT
(8) o V= WEVO— gy —pglry —c)
vy
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¢ percid sono vietati (se ve ne sono) i valori di o per i quali

(O — qy)* — py(ry — ¢) <0,
ciod per i quali

(9) (¢ — pr)y® — (2bg — ep)y +1* < 0,
Quando
(VIL,) ¢ — pr =20,

\ 7
N\

il valore « _jq) » di z, annullando il denominatore della (VII),-" >

per 1ipotesi generale non ne annulla il numeratore; sicché
q G ‘o '

¢ —= == — = », cioe
St 12

2bg — ep==0;

quindi, per la (9), secondoché « 2bg —cp » & negativo o posi-
tivo, 1 valori vietati di y sono i numeri minori o maggiori di

St b*
Ys= 2bg — ¢p

(fra i quali non & lo zero). Pereid, secondoché y, & negativo
o positive, esso & il minimo o il massimo dei valori leciti di y
(il cui insieme si estende infinitamente nel verso opposto a
quello e¢he corrisponde al segno di y,); per la (8), ¥, corri-
sponde ad

b ijal (I?I:] q ¢
;173 —_— . —
PYs p b
Quando inveee
(VIL,) g — pr >0,

i valori wietati di y sono i numeri compresi fra le radici g,
ed y, dell’equazione .

(10) (g2 — pr)y* — (2bg — ep)y + * =0,

purchd esse siano reali e fra lovo distinte (nel qual caso hanno
il medesimo segno e percid lo sero non & compreso fra esse);
comunque i valori Zeciti di y non hanno né minime, né Massimo.

Designato con A il diseriminante della (10), allorehé
<« A>0», come gid nel caso (LV), i valori vietati di y sono
interposti fra due gruppi di valori leciti di y, sieehe (posto
«y, <9y, ») y, ed y, saranno rispettivamente il massimo ed il
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minimo parzieli dei valori leciti di y; per la (8), essi corri-
gspondono ad

Invece, allorché « A=0 », ogni numero & un valore
lecito di 9.

Infine, quando
(VIL,) ¢ — pr <0,

allora « A >0 » ed i valori leciti di y sono i numeri da y,
ad #, (questi inclusi, che hanno segno diverso e fra i quali
percid & compreso lo gero); quindi ‘essi formano un gruppo
continuo, di cui y, & il minimo ed y, & il massimo.

Geometricamente, la (VII) rappresenta una cubica che
tocea 1’ asse delle # nel suo punto improprio e la taglia nel punto
proprio di ascissa x,. La eubica attraversa: nel caso (VIL),
il semipiano sovrastante o sottestante alla retta « y=y, »
(tangente alla cubica), secondoché « 2bq — ep » & negativo o
positive; nel caso (VIL,) con « A > 0 », il semipiano sottostante
alla retta « y=y, » ed il semipiano sovrastante alla retta
« y=1, » (entrambe tangenti alla cubica); nel caso (VIL,)
con « A=0 », tutto il piano; e nel caso (VIL), la striscie
di piano avente per lati le rette « y—y, » ed « y=1u, »
(entrambe tangenti alla cubica).

Dall’ analisi della (VII) si pud dedurre quella della (VI),
facendovi « b=20 »; in tal caso, ¥, ed uno dei numeri y, ed vy,
valgono gero, il quale, mentre per la (VII) é un valore lecito,
per la (VI) & invece un valore wietato; inoltre, per « b=0 »,
il caso (VIIL,) da sempre « A >0 ».

Per ultimo, se
(VIII) e ax® + 2bx +-¢

T opet 4+ 2qr 40
anziché applicare il metodo generale, giova osservare che

1’ equazione proposta equivale ad

g @ 2bp—aqle+(op—ar),
Y p ppr4-2qx—+71)

e cosl, secondoché <« bp — aq » & zero o diverso da zero, siamo

i“ IJ,H fl S |-.'-|
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ricondotti alla (VI), od alla (VII) e possiamo trarne le con-
geguenze cambiandovi

)

y b ¢ PG (
(11).

2

: a
in L bp—aq cop—ar p* pq pq.s

(Quindi, se
(VIIL,) bp—ag=0 e ¢ —pr=20,

i wvalori leciti di » non hanno né minimo, mé massimo,
@ [ : ! ; 5
ma hanno - per limite superiore od 4inferiore secondoche

« ¢p— ar » & negativo o positivo;
mentre se
(VIILL,) bp—ag=—0 e ¢ —pr<0,

ridueendo si trova che il numero

bg — cp
Y= qa_—lj )
corrispondente ad '
e e
e 5

ne & il minimo o il massimo, secondoché « ¢p — ar » & negativo
it : @ o
o positive; corrispondentemente, « P » & ancora il limite supe-

riore od inferiore dei valori leciti di w;
ge poi
(VIIL,) bp—ag=—0 e ¢—pr=>0,

i valori leciti di ¥ sono tutti i numeri tranne ; e tranne 1
numeri compresi fra Ei od ;.
Quando ;
(VIII) bp—ag=0 e ¢—pr=20,
riducendo si trova che il numero

o b — ac
87 2bg -—— ep— ar’

corrispondente ad

_ bg—op

T ag—p’
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& il minimo o il massimo dei valori leeiti di y secondoché il
denominatore di y, & negativo o positivo;

quando Invece

(VIIL) bp—aq+0 e ¢ —pr=>0,

essi non hanno nd minimo, né massimo; inoltre, se le radiei
y, ed gy, dell’equazione

(12) (¢ — pr)(py — a)* — [p(2bg — cp + ar) — 2a@’)(py — @) +
—+ (bp — ag)’=

sono reali e fra loro distinte, posto « 4, <<y, », ¥y, ed ¥, s0no
rispettivamente il massimo ed il minimo parziali dei valori
leciti di ¥, corrispondentemente ad

’Bl:ufg ed %:M_q’
ppy,—a) p P p(py, —a) P
infine, quando
(VIIL,) bp—ag=0 e ¢ — pr<0,

le radici y, ed y, della (12), certamente reali, sono distinte

@ .
fra loro e da « 5 », ¢ &1 ha

min ¢y —= e maxy=—ua..
1 o2

Le imagint geometriche di questi sei casi sono iden-
tiche a quelle -dei corrispondenti ecasi (VI ) (VL) VI)VIL)
(VIL,)(VIL,), purché si tenga conto della sostituzione (11), la
quale esige inoltre una #raslazione della detta imagine, deter-

minata (in grandezza e segno) dal vettore « 5 » collocato snl-

1’asse delle .

D’altronde, liberando il caso (VIII) dalla restrizione
« a==0 », ne derivano in particolare i casi (VI) per
«a=>b=0 » ed i casi (VII) per « a =0 » e « b==0 ».

§ 18. Fuanzioni impliecite di una variabile. — Ci propo-
niamo anzitutto di determinare (quando vi siano) il minimo
ed il massimo di ¥, allorché la dipendenza di y da z ¢ data
mediante un’equazione del tipo

(D) @, @ 4 20,y + )8 + (@Y + 205,y + a;,) = 0
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e di illustrarve tale ricerca precisando in ciaseun caso I’ima-
gine della (I) in coordinate cartesiane e la sua posizione ri-
spefto agli assi di riferimento.

Le costanti

Gy gy Wy ayy Gy, Oy

sono arbitrarie: tuttavia, affinehé i casi forniti dalla (I) siano
tutti diversi da quelli esaminati nel paragrafo precedente,
supporremo

(1) Uy, =05

ed afineché nella (I) non manehi nemmeno la z, supporremo
che
(2) se « a, =a,—0 », allora « @,=540».

Inoltre, com’& consuetudine nella teoria analitica delle
coniche, porremo

by = yyy fly) = Gz hyp = oy ;
e riferendoci al determinante

| @yt @y

A= N e gy

23

gy Uiy ({*33‘

rappresenteremo con A, il subdeterminante, gia moltiplicato
per (— 1y, di a,.

Talvolta il primo membro della (I) sard designato abbre-
viatamente con f{z, ).

Caso I. Se

@)= =—0,
la (I) diviene )
2’“’13”" —= (a‘zzyz i Za’zsy S (‘5‘33)
dove per la (2) a,,=+=0,

sicch® ogné numero & un valore lecito di y.
Inoltre, risulta
A4, =0
ed « A=— a®,a,, », da cui per le (1)2)

(4) «A:|:O » 5



520 A. PADOA

quindi I’imagine della (I) & una parabola non degenere, il
el asse & <« @,y +a,, =0 » e che percid incontra (in un
sol punto proprio) ciascuna retta parallela all’asse delle .

Se invece (come vedremo nei due Casi secuenti
] S

a, =0 e a,F0,
allora, posto
a
13

Y, =——=2

Yo @y’
ad ogni valore di y diverso da Y, la (I) fa corrispondere un
valore di z; mentre, qualunque sia @, risulta

; A
(5) f(mayo):a’zzqoz_'—gﬂﬂyo_'_ass:_ P
12

Caso IT1. Quindi: se

a, =0, a,50, A0,
la (5) da ’

Mz, y,) 7= 0;

a

sicche, per quanto precede, y, & il solo valove wietato di Y.
Inoltre, risulta
A, = — a,,* < 0;

quindi I’imagine della (I) & un’iperbole non degenere, di cui
« Y=y, » & un asintoto e che percid incontra (in un sol punto)
ciascun’ altra retta parallela all’asse delle .

Caso I11. Se
=4 =0,

dalla (4) segue per assurdo « @, 4= 0 » e quindi sussiste la (54,
da cui per ipotesi .
J@,y)=0

e percid y, soddisfa la (I) unitamente ad un valore arbitrario
di z; sicché, per quanto precede, ogné numero & un valore
lecito di 9, come nel Caso I.
Ma in questo caso 1'imagine della (I) & invece una coppia
di rette fra loro ineidenti, una delle quali & « Y=y, », mentre
1’ altra
2“’213: +a,, ('U 1= yo) = 2“’23 =0

incontra (in un sol punto) ciascuna parallela all’asse delle w.
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Fsaurita cosi 1’analisi dei casi in eui ¢« a,, =0 », prose-
guiamo supponendo

(6) @y, 5 0.

Risolvendo la (I) rispetto ad x e semplificando, si ottiene

(7) e (Y 8, & V— Ay +24,,4 — Azg ]
7
@y,

sicchd i valori leciti di y (se ve ne sono) sono quelli per cui

(8) 'Asayg o 2A2:;'y+A22 go'

Caso IV, Se X
4, =4,,=0,

dalla (8) risulta che ogni o nessun numero & un valore lecito

di y secondoché
A4,,=0 ovvero A, >0.

D?altra parte, per 1'ipotesi, la (I) equivale all’equazione
(@2 +auy+a,)=—4,

la cui imagine & una coppia di rette fra loro parallele (reali
e distinte se 4,, & negativo, coincidenti se « A,, =0 », ima-
ginarie coniugate se A,, & positivo); comunque, per la (6),
esse non sono parallele all’asse delle z e pereid sono incon-
trate rispettivamente in due, uno, nessun punto da ciascuna
retta parallela all’asse delle x ().

() Non sorprenda che la conica sia degenere quantunque non si sia
supposto « 4 =0 », perché tale eondizione & implieita nell’ipotesi. Infatti,
per essa, 'identitd

g A s+ tpg Ay + A Ay =0

diviene (o A3 =0;
ma per ipotesi « A, =0 », ciod <« @@, =a;* » da cul per le (1)(6)
« (=0 »; sicché

Ay =0;

da c¢io e dall’ipotesi segue appunto

A=0.
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Caso V. Se
A,=0 ma 4,0
la (8) diviene QA=A
P e 4,,
quindi il numero 1, :Eg

& il minimo o il smassimo dei valori leciti di y secondoché
A,, & positivo o negativo, ed in ambo i casi il corrispondente
valore di z, dedotto dalla (7), &

a‘iﬂyo =i “"E?.
aa

& —F —

[’}

11

I imagine della (I) & una parabola, il cui asse

(a;ll —|_ a22)(“llx + ajiﬁiy) + ((ﬂ‘ilalil + a’;lia‘:?.ﬂ) == O

non & parallelo ad aleuno degli assi di rviferimento (*); essa
giace nel semipiano sovrastante o sottostante alla retta « y=y, »
secondochd A4,, & positivo o negativo, ¢ tangente a codesta
retta ed incontra in due punfi distinti ciaseun’altra parallela
all’asse delle z che giaccia nel detto semipiano.

Proseguiamo supponendo

Arm j|: 0
ed osserviamo anzitutto che, posto
(9) d= A ~= 22 Am 7
risulta
(97 _ d——a,A;

sicehe le radici dell” equazione

Asay? = 2“1331’ 1 Az’ﬂ =0
S01n0
A.. —\d d
(10) ?h:flg:} Vd A+ Ve

Y, =
Ay : Ay,
() Infatti, per ipotesi,

gy gy = 5

da cui per le (1)(6) « ap==0 » @ percid « ayydqy >0 », da enl « @y 4 ayp==0s;
da eid e dalla (b) risulta appunto :

(e =+ ) vy F=0 (@ + @)ty == 0.
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el i corvispondenti valori di z, dedotti dalla (7) mediante
1’ identita

Gy Ay +pd+a,4,,=0,
$0N0

Caso VI. Se

4,0 e d<0,

allora, per le (10), », ed y, sono complesse coniugate e quindi,
per la (8), nessun numero & un valore lecito di y.

In tal caso manea ogni imagine (reale) della (I), che
rappresenta nn’ ellisse imaginaric.

Caso VII. Se

allora, per le (10),

e quindi, per la (8) questo & il solo valore lecito di y; sicché
esso & in pari tempo il minimo ed il massimo dei valori
leciti di 1.

Dall’ipotesi e dalle (6)(9) segue « 4 =0 », sicché la (I)
rappresenta wuna coppia di rette imaginarie coniugate, la cul.
equazione complessiva &

@+, = == (yV— e vl* Az

e la cui imagine (reale) & quindi 4/ punto di loro intersezione

(10") e AL:; yl:-‘ie:;_

33 33

Caso VIII. Se
A, ., >0 e d>0,

allora, per le (10), , ed y, sono reali ed «y, <7, »; quindi,

per la (8), i valori leciti (i y sono quelli per cul
NLEy=1y,

sieché: min gy =14, © Mmaxy=>u,.

1/ imagine della (I) & un’ellisse giacente nella striscia di
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piano che ha per lati le rette (tangenti alla curva e parallele
all’ asse delle @)
y=y, ed Y=1,-
Caso IX, Se
T Ad,<0 & d<0,

allora y, ed y, sono complesse coniugate e quindi, per la (8),
ogni numero ¢ un valore lecito di y.

L’imagine della (I) & un’iperbole non degenere; per le
(1)(6), nessuno de’ suoi asintoti, aventi per equazione com-
plessiva

(11) au(A:ssx =T A13)2 -+ lez(Assm T Ais)(Aaay ¥ Azs) Al
ekt Ay —d ),

& parallelo ad alecuno degli assi coordinati; i suoi rami sono
contenuti in quell’angolo completo formato dagli asintoti
che contiene la retta

(12) Assy TE A:la = 05

sicché ciascun ramo incontra in un punto ciascune retta paral-
lela all’ asse delle =.

Caso X. Se
A, <0 e d=0,

allora « y, =y, » e quindi, per la (8), ogné numero ¢ un valore
lecito di .

Dall’ipotesi e dalle (6)(9') segue <« A =0 », sieché 1’ima-
gine della (I) ¢ una coppie di rette incidenti fra loro e con
ciascuno degli assi coordinati, di eul la (11) & 1’equazione
complessiva; anch’esse sono incontrate in due punti (distinti)
da ciasecuna retta parallela all’asse delle z, tranne dalla (12)
che le incontra simultaneamente mnel punto (10") di loro
intersezione.

Caso XI. Infine, se
B0 8 =0,

allora 7, ed y, sono reali ed «y, << ¥, »; e quindi, per la (8),
i valori vietati di y sono interposti fra due gruppi di valori
lecité di y, uno dei quali (privo di minimo) ha y, per mas-
simo, mentre I’altro (privo di minimo) ha y, per minine; ma
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il gruppo complessivo dei valori lecitéi di ¥ non ha ne minimo
né massimo.

L’imagine della (I) & un’dperbole non degenere, i cui
asintoit hanno per equazione complessiva la (11) ed i cui rami
sono contenuti nell’angolo completo formato dagli asintoti
che non contiene la (12); essl stanno I’uno nel semipiano
sottostante alla retta « y—=uy, e ["altro nel semipiano sovra-
stante alla rvetta « y —wy, », sono rispeftivamente tangenti
a codeste rette e ciascuno incontra in due punti distinti
ciascun’ altra parallela all’asse della 2 che giaceia nel rispet-
tivo semipiamo.

Rrassunto. Sotto I’aspetto analitico e prescindendo dalle
rappresentazioni geometriche, 1’indagine compiuta si pud
riassumere cosi: il gruppo complessivo dei valori leciti di y
rispetto alla (I) non ammette mai limite inferiore o superiore
(finito); esso:

%) ammette minino e massimo, quando « A4,, >0 » e
« d=0 » (casi VII ed VIII);

) ammette soltanto minimo o soltanto massimo, secon-
doché A4, & positivo o negativo, quando <« A,,—0 ma
« Ay, ==0 » (caso V); .

v) non ammette né minimo né massimo, negli altri casi.

GENERALIZZAZIONE, La dipendenza di y da x sia data
mediante un’equazione del tipo

(13) 2 F,(y) 4 27(y) 7 ,(5) = O

dove f,, /.y f,; sono funzioni monodrome arbitrarie di una
sola variabile ed in particolare costanti. Affinché  ed y entrino
effettivamente nella (13), supporremo che f,, f,, f, non siano
tutte costanti e, se f, ed f, sono entrambe costanti, che una
almeno sia diversa da zero.

Rammentato che qui consideriamo soltanto valori reali,
determinati e finiti, e chiamato campo di f, 1'insieme dei
valori di ¥ a eciaseuno dei quali corrisponde un wvelore di
« f.(y) » (il quale campo & la fotalit@ dei numeri allorche
f» & una costante) stabiliamo di designare :

con ( la intersezione dei campi di f,, di f,, di f,, ciod
I"insieme dei valori di ¥ a ciascuno dei quali, associato ad
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un valore arbitrario di x, corrisponde un valore del primo
membro della (13);

con L 1'insieme dei valori leciti di y 11.5petto alla (13),
ciod di quei valori di €' a eiascuno dei quali si pud associare
almeno un valore di z in modo che risulti verificata la (13),
e eon V l'insieme dei numeri appartenenti a ¢ ma non ad L,
i quali, assieme al numeri non appartenenti a ¢, formano la
totalith dei valori wietati di y rispetto alla (13);

con O, I'insieme delle radici dell’equazione

(14) Ji(y)=0

e con C, I'insieme dei numeri appartenenti a ¢’ ma non a C;
con L, o con ¥V, I'insieme degli L o dei ¥V apparte-
nenti a .
La scissione del gruppo €, nei gruppi L, e V, non pre-
senta aleuna difficoltd teorica. Appartiene infatti a V7, ogni
radice della (14) che sia anche radice della

(15) Ly =0
ma non della
(16) Js(y)=0;

perchd, qualunque fosse =, dalle (13)(14)(15) si dedurrebbe
la (16), contro il supposto.

Ogni altra radice della (14) appartiene invece ad L, ;
infatti: o essa verifica anche le (15)(16) ed allora essa veri-
fica la (13) assieme ad un valore arbitrario di z, o essa non
verifica: la (15) ed allora essa verifica la (13) assieme al corri-
spondente valore di = fornito dalla formula

1)
2f,(y)”

r[‘.ﬂle seigsione. (del ﬂmppo C, nei gmppl L,e ¥V, & esau-
riente nel caso in eui f, & costante ed eguale a zero, cioe
quando la (13) si riduce a

an %, (y) - 1, (4) =0

perchd in tal caso il gruppo C, & nullo, e quindi « L= L, »,
Si osservi che i primi tre casi della (I) somo compresi
nella (IT) e che in essi il solo valore vietato di y @, nel
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caso II, quel numero g, che e radice della (I5) ma non
della (16).

Procediamo nell’indagine generale, supponendo che f,
non sia costante o sia diversa da zero, ma subordinando
la (13) alla condizione che, posto

(19) Fln=1") — 1S (),
risulbi
(19') Fly) = (py* + 2qy + 1) 9" (y)

dove p, ¢, r, sono costanti ¢ ¢ ¢ una funzione monodroma
di una sola variabile.

Per ogni valore di y spettante a €, la (13), a cagione
delle (19)(19"), da:

— foly) = () V' + 2qy + o
Tu(y) >

(20) © =

gicché: un numero appartenente a C, spetta ad L o a ¥ secon-
doeh® per esso risulta soddisfatta o no una (almeno) delle
condizioni

(21) ¢ly) =0

(21%) py* - 2qy +r=0.

Indichiamo .con Y, I’insieme di tutté i valori (reali) diy
che verificano la (21), con Y, ’analogo insieme per la (21)
e con Y la riunione di Y, e di Y,.
' Giova rilevare c¢he dalla (14), mediante le (19)(19'), si deduce

(py° + 2qy -+ 1)9*(y) = 0

da cui la (21) o la (21"); sicch® Y contiene, oltre ad ogni L
gpettante a C,, anche (,, cioe L, e ¥V ; contiene dunque tuft
gli L e tutti i V,, ma nessun ¥ spettante a . Poiche
ad Y possono spettare anche numeri non appartenenti a C,
si pud stabilire la seguente

REconA ¢ENERALE. Per determinare L, basta escludere
da Y ogni numero appartenente a ¥, o non appartenente a C.

Designando con L, Iinsieme degli L appartenenti ad Y,
se ne deduce il ]

CoroLLARIO. Per determinare L,, basta escludere da Y,
ogni numero appartenente a ¥, o non appartenente a C.
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Della determinazione di Y, abbiamo trattato esauriente-
mente a proposito della (I), dal Caso IV in poi. Infatti,
dal confronto delle (7)(20) risulta che quanto si disse per
A, A;q, 4,, dev’essere ripetuto in generale per « —p »,
g, « —r »; inoltre, per la (9), si dovrad porre
(22) d=q* — pr.

Servendoei di tali notazioni e coordinando i risultati
ottenuti, sappiamo che al gruppo Y, spetia:

1) messun numero, quando « p= g=0» ed ¢« r<C0»
(parte del caso IV) o quando «p<T0» e « d<<0>» (caso VI);

2) soltanto « ——‘g », quando « p<<0> e «d=0>

(caso VII);

: 5 . . ¥
3) ogni numero now MENOTE O NON NAYYLOTE di « — 4y »,

quando « p=0 », secondoche ¢ & positive o negativo (caso V);

4) ogni numero da

P P
(caso VIII);

5) ogni numero non compreso fra
e P R = b

P P
(caso XT);

6) ogni numero negli altri casi, ciod quando « p=¢=0»
ed « r=0 » (parte del caso IV) o quando « p>0» e «d=0>»
(casi IX e X). '

Eeeo aleuni y

Tipr NoTEVOLT di equazioni soddisfacenti alla (197) e cor-
rispondentemente a ciascuna delle quali sappiamo quindi
determinare il gruppo Y ,:

>, quando «p<<0» e «d>0>.

», qunando «p>0»> e «d_>0>

(A1T) a2+ 20,y + b woly) + (e, ® +2¢, + e,) P () =0
(IV)  (@y + @) + 20,y -+ b)ee(y) + (0y + e)e*(y) =0
(V) (@0 + 20,y 4 a,)2* + 2(b,y +b)23(y) -+ 69° () = 0
(VD) 4,25 (5) +20,9 + b)we(y) + (0,2 4+ 20, +¢,) =0
(VIT) (a,y + @)@ 2 (y) + 2D,y + b)ze(y) 4 (¢y +0) =0
(VITI) (@9 + 20,y + a)z*¢*(y) -+ 200,y +Db)we(y) + ¢, =0

dove @yy @y Gy byy by Gy Gy G
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sono costanti arbitrarie e p ¢ una funzione monodroma arbi-
fraria di una variabile, ed in particolare una costante.

Affinché i casi particolari di tali equazioni siano tufbi
differenti fra loro e da quelli della (II), supporremo che in
ciascana di codeste ‘equazioni sia

(23) &y =0

¢ che, nelle (VI)(VIL)(VILI), (y) non sia costante. Inoltre
nella (ILI), affinché non manchi nemmeno y, Supporremo
che non sia :

bU:bi:coer:Gg:O

e, s¢ ¢ & costante, che non sia

b, =a,—u0;=0.

Si noti che, se o & costante, la (I1L) coincide con la (1),
a cominciare dal caso IV, la (23) equivalendo alla (6). Inoltre,
se » & costante, nel qual caso (data Parbitrarieta di a,) pos-
siamo supporla eguale ad « 1 », la (IV) & risolta da ciaseuna
radice comnne (se ve ne sono) alle equazioni

@4)  aa*+2b,5+¢=0 oz +2,a+e¢=0,

assieme ad un valore arbitrario di y; ovvero da ciaseun valore
di 2 che non risolve la prima della (24), assieme al eorrispon-
dente valore di y fornito dalla formula

a2+ 2bz+ ¢,
w,x® 4+ 2b,x ¢,

Y=

del cui studio ei siamo oceupati nel paragrafo precedente.

In ciascina delle sei equazioni considerate, C coincide
col campo di p; quindi, per poter applicare a ciascnna di
esse la Regola generale, ci rimane soltanto a determinare il
eruppo V.

Ricordando c¢he ¥, & Iinsieme delle radici comuni alle
(14)(15) che non sono radici della (16), si conclude che:
nella (IV), a V, spetta soltanto

(25) W= i

P. ENRIQUES - II. 34
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purché _
(25’) b, ¥+ b, =0, (25”) EP(."'/o) ==, (25™) ey, + ¢, == 0;

nella (V), a ¥, spetta solianto
(26) i

purcheé

(26) ayy + 20,7, +a, =0, (267) o(y,)=F=0, (267) ¢, 5=0.

Tuoitre, ciascuna radice reale w, dell’ equazione (21
’ s

P(y) =0

(se ve ne sono) spebta a V:
nella (VI), purché risulti

(27 ' R S AT R S U

nella (VII), purché risulti
£

(277) o s -0, ==05

nella (VIII), purehe sia :
@7 ¢, <= 0.

Al gnal proposito giova osservare che, se « ¢, =0 », la (VIII)
§i seinde nelle equazioni

so(y) =0, (¥ 4+ 2a,y+a,)vey) + 20y, +b)=0;

delle quali: la prima & risolta da « o =10 » assieme ad un
valore arbitrario di y spettante a €, nonché da ciaseun Y,
cioé da ciascuna radice (reale) della (21) assieme ad un valore
arbitrario di x; la seconda invece & un caso particolare
della (LI). Dopo c¢io, c¢i occuperemo della (VILI) solo in quanto
sia verificata la (27").
Ma il gruppo ¥V, va completato, aggregandogli:’
nella (VII), il numero y,, purché verifichi le (257)(25")(25");
nella (VIII), il numero y,, purchd verifichi le (26)(26")(26").
Quando non egista aleun numero che soddisfi alle con-
dizioni precisate, il grappo V, & nullo; tale esso ¢ sempre
nella (III), a cagione della (23).
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Terminiamo ¢on aleane osservazioni circa il gruppo Y
delle radici (veali) della (21).

Qiascuna delle equazioni (LLL)(LV)(V) é risolta da ogni ¥,
assieme ad « =0 », e percio Y 6 & contenuto in L; quindi,
se Y, & un gruppo prive di minimo e di massimo, tale ¢
geny’ altro anche I, In tal caso pud essere utile determi-
nave L, al qual fine provvede il Corollario.

Affinehé an Y, risolva la (VI) o la (VIL) oecorre che
sia rispettivamente radice dell’ equazione

¢,y +20,y+¢, =0 ovvero ¢ y-+¢ =0,

nel qual caso si pud associarlo ad un valore arbitrario di ..
Ma ciascuna di codeste radiei spetta anche ad Y,, perché,
indipendentemente dal, valore assunto da ¢(y), essa risolve
Ja (VI) o la (VII) assieme ad « z=05»; sicch¢ L & conte-
nuto in Y. .

Nessun Y, risolve la (VILI), se in essa & verificata la (27),
come abbiamo diehiarato ormai di supporre; sieché ancora L
& contenuto in Y.

Da cio la

Recons sercranm per le (VI)VIL)(VILII). Per determi-
nare L, basta escludere da Y, ogni numero appartenente a 17
o non appartenente a C.

HEspyer SumMerictr. Fs. 1. I equazione
(28) 2elog(y — D)+ —sy +1)=0

& un caso particolare della (II), che non & caso parficolare
della (T).

Il eampo di « " —3y*+1 » & la totalith dei numeri;
gquindi €' coineide eol campo di <« log (¥ —3) », il quale &
I’ insieme dei numeri maggiori di b; la sola radice del-
1’ eqnazione

log (y —5) =0

¢ 6, che non verifica 1’ equazione

yle=dyinst=—\)
e pereio 6 & il solo numero spettante a V.

Dunque nella (28), L & I'insieme dei numeri imaggiori
di b e diversi da 6; sicché 5 & il lwmite inferiove di L (che



H32 A. PADOA

non ha massimo, né limite superiore), mentre 06 & il limite
separatore di due gruppi parziali di L.

Esempio 2. I equazione

(29) «* +2(2y — 3) cos (zyy) - (Ty* 2y + 17) cos® (ry) = 0

.

& un caso particolare della (ITI), che non ¢ caso particolare
della (I).
Dalla goniometria, 1’equazione

cos (ny) =0

: )

equivale ad y—=mn-tz
- -

dove n & un intero arbitrarvio; poichd questa formula rappre-
senta Y,, per quanto precede L & privo di minimo e di
massimo.

Volendo determinave L, (vedi Corollario), osserviamo che,
per la (19),

Fiy) = [(2y — 3)* — (Ty* 42y - 1T)] cos® (ny) =
— (— 3y — 14y — 8) cos” (zy); :

sieche, per la (19,

Pp==3, == r——=~,

-~
=

da cui, per la (22), = 2b.

Ci si trova cosi nel caso 4) e percid Y, & I'intervallo da

)

?h:** ad yz:‘_;'}
i cui estremi (spettanti ad Y,) eorrispondono, per la (20), ad

! 1e : g
@, =11cos(—4n)=11 ed 2,= ‘—3 cos | — in —— ]—5
- B3 B

Nella (29), € & il ecampo di « cosmy », ciod la totalita
dei numeri, e V, & nullo, come sempre nella (ITT); quindi

.L.l = ¥,

e pereio: minL, =—4 e maxl =—

[SLTR Ce
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Esempio 3. I equazione
(30) (3y — B)x® — 2(3y — B)xr 4+ Yy — 10) =0

& un caso particolare della (LV), con «g(y)=1» (qualunque

sia y); percio ¥, & un gruppo nullo, e qnindi

(307 © Y=Y, % el =1L ..
Per la (19),
() = By — b)* — (By — b)Yy — 10) = — (6y — BBy — b)
e percid siamo ancora nel easo 4); quindi Y, ¢ l'intervallo
5 b
(a = & 5.
6 (3]

Nella (30), il campo € & la totalith dei numeri, ed a ¥,
spetta il numero

Yo —95

dato dalla (25) e che verifica le (26")(25"), la (26") essendo
vera qualunque sia 1.

el

Quindi L, & 1"insieme dei numeri non minori di

o ) o
minord di - ; da cio e dalla (307):
(3

; b
min L= B lim sup L=
)

C:t

(]
=

il minimo corrispondendo al valore « 1 » di 2.

Esempio 4. I equazione
(31)  (yr— 4)* — 2y — 5)x are sin y 4 (y — 6) arc*sin y =0
& mn altro caso particolare della (IV), in euni perd ¢ non &
costante.

Dalla goniometria, I’equazione

aresiny =0

equivale ad e Yy —=mnn
dove n & un intero arbitrario; come nell’ Es. 2, concludiamo

che L & privo di minimo e di massimo, ¢ procediamo a deter-
minare I,.
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Per la (19),

Fly) = [ — B — (y — 4)(y — 6)] ave® sin y = are’ sin y
sieche, per la (19),
P =g —08con: r—_1,
e ei si trova nel caso 6); quindi Y, & la fotalite dei numeri.

Nella (31) il gruppo ¥V, & nullo, perché « y,—4 > nom
verifica la (25); e percio, in questo caso,

L,=0C

dove C & il campo di « aresin », che & l'intervallo da
« —1 » ad 1. Dunque :

iy — —1 e max L —=1;
per <« y==4 », la (31) da

_g—b=t1

are sin ¢
y—4 %

da cui le coppie di valori di & corrispondenti al minimo ed
al massimo di L, :

(6 == ]_)l(én — 1) U (4 1)(;“& + 1) i

dove » & un numero intero arbitrario.
Esempio 5. L’ equazione
(32) (y* — 20y +9)x® + Ay — Tx— B =0

& un caso particolare della (V), in eni Y, & un gruppo nulle
{(come nell’ Es. 3).
Per la (19),

Flyy=(y — 7)* -+ 5(y* — 20y + 91) = 6(y — T)(y — 12)

e quindi ci si trova nel caso 5); sicch¢ Y, & I’insieme di tutti
i numeri tranne quelli fra 7 e 12,

Nella (32), il campo € & la totalita dei numeri, ed a

V, spetta il numero
e
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dato dalla (26) e che verilica la (26), le (26")(26") essendo
vere qualnnque sia 1.

Quindi L & 1"insieme dei numeri minori di 7 0 non Mmi-
wori di 12, e percio si seinde in doe gruppi disgiunti uno
dei quali ha per limite superiore T, mentre 1'altro ha per
minimo 12 ; ma, complessivamente L non ha né minime, neé
massimo, né limiti (inferiore o superiore).

Esempio 6. 1 equazione
(33) Tewa? — 2(6y -4 b)erw + dy(y +-2) =10

& un casop particolare della (VI), enl percio si applica la Regola
speciale..
Per la (19),
Fly) = [(6y +B)* — T dyly +-2)]e* = (y — by e™
dove, per le (19)(22),

p=1 e d=0;

¢i si trova cosi nel caso 6) e percid Y, & la totalita dei numeri.
Nella (33), il campo C coincide con quello di e, e quindi

& la totalité dei numeri; inoltre, I’ equazione .
el—)
non ammette aleuna soluzione (finita), e pereid ¥, & un gruppo
awullo. 8i conclude che i
LT,

ciod che ogni numero appartiene ad L.
Esempio 7. 1) equazione
(34) 2y —4)log* (3—y)— 2y —1)log 3 —y)+(y—1)=0

& un caso particolare della (VIIL), cui percid si applica la
Regola speciale.
Per la (19),

Flyy=—=[(y — 1" —(—4)y — 7)]1og* (3 — y) =9y — 3)l0g*(3 — )
dove, per la (19'),

= 2¢=19, et
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N,

pereid siamo nel caso 3) ed Y, ¢ Dinsieme dei numeri non
minori di 3. :

Nella (34), ¢ coincide col campo di < log (3 —y) », che
& Pinsieme dei numeri minori di 3. Quindi, senza nemmeno
oceuparci di 7, si conelude che 7 ¢ un gruppo aullo.

Esempio 8. L’ equazione
(35)  ( — By—+10)e° tg® (my) — 25y — ) tg (zy) — T=0

& un caso particolare della (VILL), cui pereid si applica la
Regola speciale. ‘
Per la (19),

Fly)=[(by — 3)* + T(y* — by - 10)] tg” (ny) =
— (329 — T2y 4 T9) tg (=)

dove, per le (19')(22),
Pp=82 8 d=—36F— 392,79 =— 1232;

percid siamo nel caso 6) ed Y, ¢ la totalite dei numeri.
Nella (35), ¢ coincide col campo di « tg (zy) », che ¢ la

totalits dei numeri. Poiché « ¢,— — 7 » verifica la (277), al

gruppo T, spetta ogni radice reale dell’equazione, corrispon-

dente alla (27),
tg (ny) =0

ciod ogni numero intero; né si deve aggregargli il numero
5]

« fylzg » fornito dalla (26), perchd esso non verifica la (26").

Quindi L & la totalith dei numeri non interi, e pereid
non ha né minime, né massimo, né limiti (inferiore o supe-
riore); L perd si scinde in infiniti gruppi parziali, fra loro
disgiunti, dei quali i numeri interi sono i limiti separatori.

Nora 1. Il metodo esposto & sufliciente a risolvere la
questione di cui ¢i oceupiamo in ogni caso particolare delle
equazioni (LLI)-(VIII)?

Per determinare . mediante la Regola generale, occorre
conoscere Y, (! e V,. Ora, quanto ad Y, sappiamo -sempre
ricondurlo ad uno dei casi 1)-6); quanto a €, esso coineide
col campo di o, la cui determinazione nei casi comuni non
presenta difficolth; e, quanto a ¥, esso & nullo per la (LLI),
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mentre per le (IV)(V) esso o ¢ nullo o & formato di un sol
numero, determinato rispettivamente dalla (25) e dalla (26),
Ia cui effettiva appartenenza o no a ¥, é subordinata rispet-
ivamente alle condizioni (25)(25")(25™) o (267)(26")(26™), le
quali sono di verifiea immediata.

Invece la determinazione di V, per le (VI)(VIL)(VILIL)
esige 1a conoscenza delle radiei (veali) dell’ equazione (21)

wly) =0
]
(la eni risoluzione pud essere difficile od anche impossibile
coi metodi algebrici elementari) od almeno (ricorrendo alla
Regola speciale) di quelle spettanti ad Y, cioé che verificano
la econdizione (21

W2y =0

(la ricerea delle quali pud essere tuttavia non agevole).

B quindi opportuno rilevare che la questione di cui ¢l
oceupiamo pud essere risolta indipendentemente dalla risolu-
zione della (21); purché si sappia che le radici (reali) di tale
equazione formano un gruppo (sia pure infinito) di numeri
isolati.

Infatti, determinato il gruppo Y, se ne escludano anzi-
tutto 1 numeri non appartenenti a C'.

Ne il gruppo cosl ottenuto non ammette massinto | minimo |
ovvero ammette o non emmette limite superiore | inferiove {, lo
stesso potra dirsi di L senza preoccuparsi di V.

Soltanto nel easo in eui il grappo aceennato abbia per
massimo } minimo { un numero y?,'si dovrd esaminare se v,
appartenga o no a 7 ; il che richiede soltanto di accertare se

o meno « o(y,) =0 » — e, nel caso affermativo, se, cOorTi-
spondentemente alla (VI)(VIL)VIIT), sono veriticate o no le
(27T)(277)(27") — e se, mettendo y, al posto di ¥y, o di y,

secondoch® si tratta della (VLI) o della (VLLI), visultano veriti-
cate 0 no le (25)(25)(25")(26"") ovvero le (26)(26")(267)(26™);

pitt generalmente — ciod riferendoci, non soltanto alle
(IID)~-(VIII), ma ad ogni equazione che verifichi la condi-
zione (1) e quindi cui sia applicabile la Regola generale, ¢
riferendo %, ad Y anziché ad Y, — bastera accertare se o
meno y, verifica le (14)(15) e non la (16);

gualora gy, non appartenga a ¥, sard y, il massimo
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»minimo { degli Z; altrimenti y, ne sard il linite superiore
) inferiore (.

Teco nn’ applicazione di tale procedimento.
Tsempio 9. L’equazione

(36) (3y* —8y*+ 1Ty — 11)a? 4+ 2A3y* — by + a4+ By — =10

non & di aleuno dei tipi (I)-(VILL), ma & del tipo (13); in
essa f, non & costante e, per la (19),

Fly) =By —By+T1)'— 3y —Sy*+1Ty—11) By —2)=—3y+31,
ciod & soddisfatta la (19°) con
p=0 e Pg=—rad.

Ci si trova cosi nel caso 3) e quindi Y, ha per nasgsino 9;
anzi, poiché nella (36) « oy =1 » (qualunque sia o), ¥, &
nn gruppo nullo e quindi « Y=7Y, », sicehe 9 ¢ il massimo
degli Y.

Nella (36), € & la totalitd dei numeri; inoltre Y non é
radice dell’ equazione

Syt — 8y* + 1Ty — 11 =0
o percid non appartiene a V,; sicch® 9 & il massino di L.

Nora 2. Naturalmente, in tal modo, cioé rinunciando a
determinare ¥, si rinuncia a determinare L (e persino L)
e quindi a conoscere se ed in gqual modo esso si seinda in
gruppi parziali, fra loro disgiunti, e pereid quali siano even-
tnalmente i suoi minimi o massimi parsiali, nonché i ol
limiti parziali o separatort.

Qi osservi tuttavia che, per la effettiva  daterminazione
di V,, e quindi di L, non occorre saper risolvere ciascuna delle
equazioni (14)(15)(16); basta ad es. saper risolvere una delle
equazioni (14)(15) e sperimentare quali fra le sue radici verifi-
chino ¥ eltra, ma non la (16).

Anzi, se f, ed f, sono polinomi, basta determinare il loro
massimo comun divisore f, e cercare quali radiel dell’equazione

(37) Ty)=0

non risolvano la (16). Se non si sapesse risolvere nemineno
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la (37), ma anche f, fosse un polinomio, basterebbe determi--
nare il massimo f, tra i divisori di f, che sono primi con f,;

perche ¥, ¢ appunto I'insieme delle radici dell’ equazione

(38) S =0.

Con tali accorgimenti, si superano difficolta ben pit gravi
di quelle che ordinariamente si presenfino mnelle questioni

spettanti alle matematiche elementari.

In taluni easi, essi possono agevolare anche I’accerta-
mento se un’equazione proposta del tipo (13), ma non di
aleuno dei tipi (I)-(VIIL), verifichi o no la (19'); e quindi se

ad essa sia applicabile o no il metodo esposto.
Esempio 10. 1. equazione

(39) (y* — 4y* — 26* + 60y -+ 225)x* — 2(y* — 2y* — Ty° +

11— ddy — 10D -y (gt — 4y + 14y +1) =0

& del tipo (13); ma, eseguendo coi dati della (39) le opera-
zioni indicate nella (19) e riducendo i termini simili, si ottiene:

Fly) = 3y° — 409° + 83y* + T12y° — 2279y° - 3360y - 11025,

dal che non & facile arguire se o meno sia verificata la (19')..
Tuvece, applicando alla (39) il procedimento dianzi indi-

cato, sl trova _
Flgy="9yF = 2y—1b

e, dividendo poi separatamente f, ed f, per f, i quoti risultano-

y—2 —1h Y =1

sicche la (39) equivale a

(39) a7 (n)—20y° — 2y +Daf () + 1y —4y° + 1y +1) =

Applicando ora la (19) alla (39'), si ottiene

Fl) =0 —29 -7 — oy —49 + 1y = DY) =
= (39> — 28y -+ 49) 1 2(#)

¢ cosl & manifesto che la (19') & wverificata, con

P:Si g=—14, r—=49, 'P:f;.
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Ci & trova cosi nel caso 3) e percid ad Y, spefta ogni
numero non compreso fra le radiei dell’ equazione

3y — 28y -1-49 =0,

5

Wl =

cio¢ non compreso fra

D'altra parte le radiei della (21), cioé (nel caso nostro) di
v—2y—15=0,

gono « —3 s e b, ciascuno dei quali numeri spetta a 1,
perché ciaseuno annulla f, ed f, ma non f,; pereid « L=1, ».

Sostituendo separatamente « —3» e bad yin « py*~-2qy+ »,
cio¢ (nel caso mostro) in

By — 28y - 49,

si ottiene rispettivamente 52 e « — 16 » ; sicehé « — 3 » verili-
cando le (21)21), & comune ad Y, ed Y,, mentre b, verifi-
cando la (21) ma non la (21), spetta soltanto ad Y.

Poichd nella (39) il campo €' & la totalite dei numeri, si
ottiene L, (cio®, in questo caso, L) escludendo « —3 » da Y,
(vedi Corollario).

In conclusione, L & privo di minimo e di massimo, nonché
di limite inferiore o superiore; ma abbiamo appreso inoltre
che esso 8i compone di tre gruppi purziali, fra loro disgiuwnti,
e cio¢ dei numeri: '

minori di « —3 » (il qual gruppo, privo di minimo o
.di limite infeviore, ha per limite superiore « —3 »),

maggiori di « — 3 » e non maggiori i ; (del qual gruppo

LIl = &

Tl :
g © il massimo),

non minori di 7 (il qual gruppo, privo di massimo e
«di limite superiore, ha per minimo 7);

sicche, rispetto alla (39), « — 3 » & un limite separatore

« — 3 » & il limite inferiore ¢

flosey

di L. - ne & un massimo pargiale © T ne € un minimo parziale.
£l

e



