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Sunto: Utilizzando un teorema di Liouville su problemi di decisioni per inte-
grali indefiniti (Casolaro 1991), si propone una dimostrazione della non integrabi-
lita per via elementare della funzione di Gauss e si riporta un particolare esempio
di integrale che, in generale, non é calcolabile elementarmente ma, con la variazio-
ne di una semplice costante additiva ad uno dei fattori dell’espressione analitica, si
riscontra un unico caso di esistenza della primitiva.

Parole chiave: Integrazione, decisione, esponenziali, logaritmi.

Abstract: Using a Liouville theorem on decision problems for indefinite inte-
grals (Casolaro 1991), a proof of the non-integrability of the Gauss function is pro-
posed and we report a particular example of an integral which, in general, cannot
be calculated elementarily but, with the variation of a simple additive constant to
one of the factors of the analytic expression, we find a only case of existence of the
primitive.
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1 - Introduzione

Nell'ultimo decennio del secolo scorso, sono stati pubbli-
cati alcuni risultati relativi a problemi di decisione per integra-
li indefiniti (Casolaro 1991, Casolaro 1993), utilizzando un al-
goritmo che consente di decidere a priori se la primitiva di
una funzione data sia esprimibile mediante funzioni elemen-
tari. Tale problema - insolubile per integrali qualsiasi - aveva
caratterizzato gli studi di alcuni matematici nel XIX secolo.

In particolare, il francese Joseph Liouville (1809-1882) aveva
enunciato due teoremi che, relativamente all'integrabilita di
alcune classi di funzioni, assicurano l'esistenza di primitive
delle funzioni razionali espresse analiticamente da funzioni
elementari, a meno di problemi operativi legati alla scomposi-
zione del polinomio al denominatore (Casolaro 1999).

Successivamente, nella seconda meta del XX secolo, il ma-
tematico statunitense Henry Rischl ha sviluppato due algo-
ritmi (il primo nel 1968, il secondo nel 1976) che permettono di

decidere per le classi di funzioni del tipo f [X’ e, Ig S(X)], con
R(x) e S(x) funzioni razionali della variabile x (Casolaro 1991).

Con I'utilizzo dell’algoritmo di Risch e I'applicazione delle
formule di Eulero,

ix

e _ e—ix

senX =———~—; COSX = ———; tg X = —— :
2i 2 g |ie'X +e™ )

che esprimono le funzioni goniometriche mediante espo-
nenziali nel campo complesso, I'autore di questa nota ha am-

1 Robert Henry Risch (1939) & un matematico americano che ha lavorato
sull'algebra informatica ed & noto per i risultati sulle proprieta algebriche
delle funzioni elementari e per il suo lavoro sull'integrazione simbolica da
cui nasce ]'algoritmo di Risch.
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pliato l'applicazione dell’algoritmo di Risch anche a funzioni
che si presentano sotto forma razionale o irrazionale di sen x,
cos x e tg x (Casolaro 1993).

Per uno studio piu esaustivo ed anche ordinato delle que-
stioni in oggetto, € opportuno classificare le funzioni mediante
particolari strutture, i campi differenziali (Pessa E., Rizzi B.
1990), per i cui dettagli rimandiamo alla bibliografia (Casola-
ro, lorio, Prosperi 2009).

Ai fini di questo lavoro, ci limiteremo ad enunciare solo il
primo teorema di Liouville, rimandando alla bibliografia gli
ulteriori approfondimenti del tema in oggetto.

2 - Interpretazione del 1° teorema di Liouville

Primo teorema di Liouville - Siano g(x) e h(x) funzioni ra-
zionali, con g(x) non riducibile ad una costante?. Allora se

[e5 h (x) dx
e esprimibile mediante funzioni elementari, si deve avere:

jeg(*) h(x)dx =e?¥ r(x) (2.1)

dove r(x) & ancora una funzione razionale di x.

Una significativa conseguenza di questo teorema si pud
formulare come segue:

Date due funzioni razionali g(x) ed h(x) soddisfacenti alle
ipotesi del primo teorema di Liouville, I'integrale al primo
membro della (2.1) & esprimibile mediante funzioni elementari

2 Se g(x) = costante, il problema si riduce alla semplice integrazione di

una funzione razionale.
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se e solo se esistono due polinomi p(x) e q(x) {con r(x)= 0
q(x

primi tra loro, tali da soddisfare la relazione:

P()a'(x) =[p'(x)+9'(x) p)—h(X)a(x)]a(x) (2.2)

Dim. - Se l'integrale J.eg(x) h(x)dx & esprimibile mediante
funzioni elementari, per il primo teorema di Liouville, deve

esistere una funzione razionale r(x) _ P tale che:
q(x)

[ h(x)dx = 2" p((x)) 2.3)

con p(x) e q(x) polinomi sul campo complesso.

Derivando ambo i membri della (2.3) si ha:

e9Mh(x) = 90 g (x) LX) | gaco PIAM) =) P(x)
q(x) a°(x)

cioe

h(x)a?(x) = g'(x) p(x) a(x) + p'(x) a(x) —q'(x) p(x)
da cui la (2.2).

P(X)g'(x) = [p'(x) + g'(x) p(x) - h(x) q(x)]a(x)

3 - Applicazione del teorema di Liouville alla
funzione gaussiana

E ben noto, dalla teoria del calcolo delle probabilita, che
la distribuzione normale, & rappresentata dall’ integrale de-

+00 2
finito | € dx=+7 @31

noto come “integrale di Gauss” e la sua rappresentazione
grafica e detta “gaussiana”, in quanto calcolato per la prima

volta da Gauss.
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Il risultato della (3.1) si ottiene dallo sviluppo in serie della
funzione integranda in quanto mai e stato possibile calcolare
la primitiva.

Utilizzando il teorema di Liouville con l'espressione (2.2),
vogliamo dimostrare che non esiste alcuna primitiva esprimi-

bile elementarmente della f(x)=e™

Teorema - L'integrale di Gauss
2
jex dx

non e esprimibile mediante funzioni elementari.
Dim. - Con riferimento alla (2.3), applicando la (2.2)

P(x)a'(x) =[p'(x) + g'(x) p(X) — h(x)a(x)]a(x)
con g(x)z_xz’ h(X)=1 , siha:

P()a'(x) = p'(x)a(x)-2x p(x)a(x)-a*(x) (50

Sia m il grado di p(x) ed r il grado di q(x), conm =0, r 2 0;
ne consegue che i gradi dei tre polinomi al secondo membro
della (3.2) sono rispettivamente:

m+r-1; m+r+1; 2r.

Siccome il grado del polinomio al primo membro € m+r-1,
uguale al grado del primo addendo del polinomio al secondo
membro ma minore del grado del secondo addendo, per il
principio di identita dei polinomi, il termine di ordine massi-
mo del secondo polinomio al secondo membro deve annullar-
si col termine di ordine massimo del terzo polinomio; quindi,
deve valere I'uguaglianza:

m+r+1 =2r

cioe:

m+l =r. (3.3)
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Poiché la (3.3) vale per qualunque scelta di r, varra in parti-
colare perr =1.
Cio comporta che p(x) e g(x) abbiano la forma:
p(x)=¢ q(x) = ax+b (34)
con 4, ¢, entrambi non nulli per ipotesi.
Pertanto, il primo membro della (3.2), p(x)q'(x), deve essere
di grado zero, cioé una costante.
Sostituendo le (3.4) nelle (3.2) si ha:
c-a=0-(ax+b)-2x-c(ax+b)—-(ax +b)
da cui:
—2acx® —2bcx —a®x’ —2abx—b%* =c-a
a(2c+a)x?* +2b(c +a)x+b*+c-a=0
che, per il principio di identita dei polinomi, impone:
2c+a=0
2b(c+a)=0 (3-5)
b*+c-a=0
Poiché a e c sono entrambi non nulli, dalla terza equazione
si evince che anche b risulta essere diverso da zero, per cui
dalle prime due equazioni si ha contemporaneamente

a=-2C
a=-C
che, da c # 0, € un assurdo da cui si evince che l'integrale di

Gauss non e esprimibile mediante funzioni elementari.

4 - Lo “o-1”. Il quasi-sempre “non integrabile”

La (2.2) ci permette di decidere sull’integrabilita di classi di

funzioni espresse da integrali della forma Ieg(x) h(x)dx .
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Di seguito si presenta un esempio di funzione - in generale
non integrabile elementarmente - in cui variando solo una co-
stante additiva in uno dei fattori dell’espressione analitica si
ottiene l'integrale di una funzione esprimibile mediante fun-
zioni elementari.

X—n

2
Teorema - L’integrale J' ( j e* dx € esprimibile me-

diante funzioni elementari solo nel caso in cui n = 2 (oltre, ov-
viamente, al caso banale di n = 0).

2
Dim. - Con g(x) = x, h(X):(ﬂ) nella (2.1), la (2.2) diven-
X

ta:

2
P00 = p)a(x)+ pXIA)-(* | (1)

cioe:

x*p(x)q'(x) = x*p'(x)a(x)+ x*p(x)a(x)- (x-n)g*(x) ~ (41)

Sia m il grado di p(x) ed r il grado di q(x); ne consegue che i
gradi dei tre polinomi al secondo membro della (2.2) sono ri-
spettivamente:

m+r+1; m+r+2; 2r+2.

Siccome il grado del polinomio al primo membro & m+r+1,
uguale al grado del primo addendo del polinomio al secondo
membro ma minore del grado del secondo addendo, per il
principio di identita dei polinomi, il termine di ordine massi-
mo del secondo polinomio al secondo membro deve annullar-
si col termine di ordine massimo del terzo polinomio. Quindi,
deve valere I'uguaglianza:

m+r+2 = 2r+2 (4.2)

da cui:
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m=r, vmeN; vreN.

Poiché la (4.2) vale per qualunque scelta di m ed r, varra
particolarmente per m = r = 1. Cid comporta che p(x) e g(x) ab-
biano la forma:

p(x) = ax+b; q(x) = cx+d (4.3)

con a, ¢, entrambi non nulli per ipotesi.

Sostituendo i valori (4.3) nella (2.2), risulta:

(a—c?)x* +(ad +bc—2cd +2¢n)x® + (ad +bd —d? + 4cdn —c?n? )+

+(2nd? - 2n%cd )x—d?n? = bex?

Per il principio di identita dei polinomi, deve dunque risul-

tare:
ac—c’=0
ad +bc—2cd +2¢’n=0
ad +bd —d? + 4cdn—c?n? =bc (4.4)
2nd? —2n°cd =0
d’n*=0

Dalla prima equazione c(a—c)=0,con ¢ # 0, si ha: a = ¢
dalla quinta equazione, essendo n # 03, risulta d = 0. Pertanto,
le prime tre equazioni del sistema (3.4) si riducono a:

a=c
bc+2¢c°n=0 (4.5)
—c?n® =hc

da cui risulta:

b=-2nc ,
= 2n=n
b=-n’c

relazione verificata solo per n = 2.

3 Se n =0, si ha il banale integrale della funzione esponenziale
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Precisamente la (2.2), che e condizione necessaria e suffi-
ciente affinché sia calcolabile elementarmente I'integrale

2
J‘ (x;nj e*dx , & verificata solo per n = 2.

X

Del resto, per n = 2, dalla (4.5) si ha:
a=c
b=-4c

che, con d = 0, a meno di una costante moltiplicativa che
non influisce sul calcolo della primitiva, ci daivaloridia, b, ¢,
d della (4.3).

Per semplicita, ponendo ¢ =a =1, quindi

plx)=x-4; q(x) = x

2
si vede immediatamente che, con h(x) = (X;ZJ , € verificata
X

la (2.2) con I'identita:

I U R W )
-

X

Sostituendo nella (2.3) [equivalente alla (2.1)]

_(x=2Y _P()_x=4
=132 =400~
risulta:

2
[ (X;Zj edx= e X" (4
X X

con il secondo membro primitiva della funzione integran-
da, a meno di una costante additiva.
Infatti, derivando il secondo membro della (4.6), si verifica
il risultato:
d ,x-4 ,x-4  X-Xx+4 X{xz —4x+4}_ X(X_ZT
e +e =e =e| ——

_— =g
dx X X x? x? X

133



Ferdinando Casolaro Decisione per integrali indefiniti

che ¢ la funzione integranda al primo membro.

In questo procedimento, I'applicazione del primo teorema
di Liouville ci ha permesso di calcolare addirittura la primiti-
va della funzione. In generale cio non é possibile, in quanto
procedimenti basati su tale teorema non hanno natura costrut-
tiva, nel senso che non consentono di determinare la forma
esplicita della funzione. In alcuni casi generalizzati, pero, gli
algoritmi di Risch permettono di determinare la primitiva del-
la funzione integranda nel caso in cui esiste. Di cid non ci oc-
cuperemo, in quanto esula dalla trattazione elementare di
questo lavoro.
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