Su alcuni modéelli geometrici
non Archimedel

Eugeni Franco’, Mascella Raffael€®

Sunto: In questo lavoro vengono costruiti una serie di modelli di rette
non archimedee su strutture del tipo G x R, con G gruppo ordinato: tra

questi sono compresi il classico modello di Veronese e un modello
che “copre” integramente il piano cartesiano reale. Nei paragrafi
successivi si procede ad un’ampia analisi della nozione di retta non
archimedea definita assiomaticamente. Si prova che ad una retta non
archimedea si pud associare uno speciale gruppo quoziente T ordinato,
attraverso il quale laretta é ricostruibile, ameno di isomorfismi, come

modello generale T x R.

Parole Chiave: Geometria non Archimedea, Geometria della retta.

Introduzione

Tutte le problematiche legate ala geometria non archimedea s
riconducono, storicamente, al lavoro di G. Veronese [6], [8], [10], [11]
che ne evidenzio le peculiarita e ne descrisse un modello, tuttora noto
come “Rettadi Veronese”, e T. Levi-Civita[4], [7] che giustifico, con
la costruzione dei cosiddetti “monosemii”, tale geometria anche sotto
il profilo epistemologico. Lo scopo del nostro studio e stato fin
dall’inizio incentrato sulla ricerca di ulteriori modelli di retta non
archimedea utilizzando, da un lato, I'idea di base di Veronese, e
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dall’atra, I’ assiomatica euclidea e la struttura logi co-deduttiva che ne
deriva se si hega |’ assioma archimedeo.

Da un’'attenta analis dell’assiomatica (ved. [23], [25] e anche in
questo libro nella sezione dedicata alla retta euclidea) s arriva a
provare |’ esistenza di un gruppo additivo totalmente ordinato (T, +)
attraverso il quale, e a variare dello stesso, sono ricostruibili tutti i
modelli di retta non archimedea, con opportune strutture assegnate su

G x R. In tal modo s trovano come casi particolari strutture di retta
non archimedea su Z x R, su Q x R, e su Rx R. Di questi modelli,

quello costruito su Z x R, come provato in [23], & sostanzialmente il
modello di Veronese. Inaltre, poiché quando G € un gruppo ordinato
ogni struttura G x R e strutturabile a sua volta come gruppo additivo
ordinato, nasce una genesi di modelli di rette non archimedee del tipo
GxR,(GxR) xR, (GxR)xR) xR, ... il cui esame, a nostro
awiso, potrebbe condurre ad ulteriori sviluppi dei quali ci
occuperemo in altro momento. Giova pure osservare che, nel modello
R x R, come si dimostra, tutte le volte che si assegna una direzione, a

questa coppia di oggetti risulta associata una struttura naturale di retta
non archimedea che sostanzialmente da luogo ad una sorta di struttura
classica “ruotata’. Quest’ ultimo modello e di notevole importanza per
un lavoro paralelo, di cui ci stiamo occupando, nel quale, a partire
dalla medesimaidea, vengono costruiti modelli di piani affini reali, sia
desarguesiani che non desarguesiani, nei quali ogni retta € non
archimedea.

1. Il modello generaledi retta non archimedea

Sia (G, +g, <) un gruppo abeliano totalmente ordinato, con G # { Og},
e sia (R, +, <g) I"'usuale gruppo additivo ordinato dei numeri reali.

Consideriamo, quindi, il prodotto cartesiano G x R e I'insieme dei
suoi segmenti G x R) ={((g1, r1), (9, r2)) | (g, 1) D G xR, =1, 2}.



Su questa coppia di enti definiamo le seguenti relazioni binarie:

(a) unarelazioneternariadi “stare fra’ sui punti di G x R cosi fatta:
(9o, o) stafra(gy, ry) e (gs, rs) sevale unadelle seguenti (D]

') 01 <¢ 92 <¢ Gz Oppure gs <¢ 9> <¢ 1 ;

i) h=0:<cgs€ri<rlz;

!”) 01<cP2=0z€ra<gls;

V) Qs =02 <c g1 €r3<Rl2;

V_) PB<cP=01€M<rl;

Vi) g3=02=01€r1<rl2<rl30ppUrers<gfy <gri.

(b) unarelazione di congruenza“=" su §G x R) cosi fatta:

((91, 1), (92, 12)) = (93, 13), (Gar 1)) S 2
Qotc(—0) =0atc(—0Qs) €ra—ri=r,—r3.

Si dimostra facilmente che la congruenza “=" appena descritta € una
relazione d’ equivalenza.
A partire da queste relazioni, ma in realta semplicemente a partire

dagli ordinamenti e dalle operazioni di G ed R, posso inoltre definire:
(c) unarelazione binaria“<” cosi fatta

(91, r1) £(gz, 12) SeE€S0lO SE ©)

01 <c Q2 0ppureg; = G, r1 =gz,

(d) un’ operazione binaria“ 0" cosi fatta
(91, 1) O (G2, 2) = (91 +6 Ga, F1 +RT2). 4)

E' da osservare, e la dimostrazione € un semplice esercizio, che la
struttura (G x R, [0, <) e di gruppo abeliano totalmente ordinato.

Vogliamo ora soffermarci sulle proprieta delle relazioni di “stare fra’
e della congruenza dei segmenti.

Teorema 1.1. Lerelazioni di “stare fra” e di “congruenza’ su G x R

soddisfano tutti gli assiomi geometrici della retta non archimedea
(ved. appendice): 11, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 111, 1112, 1113, 1114,
Non-1V1, IV2.
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Dim. La verifica degli assiomi discende facilmente dalle definizioni
date. L’assioma |1 & banalmente vero mentre gli assiomi del gruppo Il
discendono dalla stessa definizione dello “stare fra’ e dunque dagli

ordinamenti di G ed R. Gli assiomi del gruppo Il discendono dal fatto
che G ed R sono gruppi mentre I'assioma 1V2 di Cantor discende
dallasuavaliditain R. Verifichiamo invece I’ assioma Non-1V 1. Presi

due segmenti A = ((gy, 1), (01, I'2)), B = ((gs, r3), (da, r4)) in modo che
0z <g Qa4, Se reiteriamo il trasporto del segmento A a partire dal punto
(gs, 3) possiamo raggiungere tutti i punti del tipo (gs, r) ma non i
punti del tipo (g, r) con gz <g g dungque non s raggiunge (Qs, r4).
Concludendo: la struttura (G x R, “stare fra’, =) e di retta non
archimedea.

Osservazione. Per quanto visto, da un qualsiasi gruppo abeliano G
totalmente ordinato s pud ottenere una struttura di retta non

archimedea G x R. Nella costruzione di esempi significativi di tale

struttura considereremo, innanzitutto, gli insiemi numerici classici che
soddisfano alle ipotesi su G g, vista I'arbitrarieta della struttura di
gruppo iniziale, studieremo solo acuni modelli rappresentativi di
class non isomorfe. Per questo motivo € interessante capire quali
siano le proprieta che G ha gia dal punto di vista “geometrico” per
essere un gruppo ordinato, e quali potrebbe ulteriormente avere cosi
da modificare, in maniera non isomorfa, la struttura conseguente. Da
questo punto di vista erilevante il teorema che segue.

Teorema 1.2. Sia (G, +g, <g) un gruppo abeliano totalmente ordinato
con G # {Og}. Allorasu G e sull’insieme dei suoi segmenti SG) sono
indotte le relazioni di “stare fra’ e congruenza“=" che soddisfano agli
assomi 11, 111, 112, 114, 1I5, 116, 111, 1112, 113, 1114 della retta
euclidea.

Dim. L’assioma |1 deve valere perché atrimenti G sarebbe formato
dal solo elemento neutro Og . Definiamo orale relazioni di “stare fra”
e congruenza

) g stafragi €9z e 01 <c 92 <c Y3 OppuUre gz <c 2 <c i (5)
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i1) (91, G2) = (93, 94) € Q2 *+6 (— G1) = Ga *6 (— ) (6)

Gli assiomi 111, 112, 114, 115, 116 derivano facilmente dalla definizione
(5), e dunque sono conseguenza dall’ ordinamento totale su G. Gli
assiomi 1111, 1112, 1113, 1114 derivano banalmente dalla definizione (6)
e dunque sono conseguenza della struttura di gruppo di G.

Osservazione. Se G € un gruppo abeliano totalmente ordinato la
coppia G, §G) soddisfa, dunque, gran parte degli assiomi
“geometrici” della retta (riportati in Appendice). Rimangono non
dimostrati e “non valutabili” soltanto tre assiomi, sulla cui validitain
G e YG) non possiamo asserire nulla. Gli assiomi in questione sono:
I’assioma di densita 113, I'assioma di Archimede IV1 (o la sua
negazione) e |'assioma di Cantor 1V2, ovvero un postulato di
“ordinamento” e tutti i postulati di “continuitd’. Nel prossimo
paragrafo descriveremo alcuni modelli che fanno luce su questi aspetti
e che dimostrano come questi postulati possano sia valere che non
valere su G, avendo in ogni caso strutture non archimedee coerenti.

2. Particolari modelli di rette non archimedee

Il primo esempio sul quale vogliamo soffermarci & quello che
denominiamo “modello planare standard di retta non archimedea’.
Consideriamo, utilizzando la costruzione del primo paragrafo, il

modello ottenuto ponendo G = R, ovvero prendendo il prodotto
cartesiano R x R e applicando le definizioni (1), (2) che caratterizzano
la struttura generale di retta non archimedea.

Le omografie che mutano la retta non archimedeaR x R in sé, hanno
eguazioni del tipo

. Eal = Clla'+C_I.3
[g' = C21a+c22a +C23

T con c,C,, 20 @)

in cui allacoppia (a, a) viene associatala coppia(a, a).
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Le isometrie del modello in s& ovvero le trasformazioni che
individuano quei movimenti per i quali valeil postulato del trasporto,
hanno, invece, |e equazioni seguenti:

v [(A'=ga+Cy

; EP’ —catem +e, con £,8, =#1 (8)

dovei coefficienti ¢, siain (7) chein (8), sono tultti reali.

Osservazione. || modello planare standard & un esempio di modello in
cui il gruppo G = R soddisfa tutti gli assiomi euclidei, ved. teorema

1.2 e osservaz. seguente, dunque sono soddisfatti tutti i postulati 113,
IVielV2.

Il modello planare standard € molto semplice da un punto di vista
intuitivo: basta immaginare il piano reale rigato con le rette parallele
al’asse delle ordinate, ovvero secondo il punto al’infinito (0, 0, 1). In
modo analogo s possono considerare, attraverso una semplice
variante, tutta una serie di modelli isomorfi a modello standard.
Questi modelli sono caratterizzati, nel piano reale rigato, da rette
parallele ad una data, ovvero dal fascio improprio corrispondente ad
un determinata direzione, individuata dal punto al’infinito (O, I, m).
Fissiamo dunque il punto P(0, I, m) con (I, m) # (0, 0). Il punto P.,
individuale rette di equazioni parametriche x = X, + It, y =y, + mt.
Allorapossiamo considerare larelazione di ordinamento “<p”:

(a, a) <p (b, B) seesolo se 9

m(a —B) <l(a—b) oppurem(a —fB) =l(a—b)eda<b

che ¢, come si dimostra facilmente, di ordine totale. Ora, attraverso la
relazione “<p”, possiamo definire unarelazione di “stare frap”:

(az, a0) stafrae (g, o) € (as, a3) € (10)

(a1, 01) <p (22, 02) <p (a3, O3) OppUre (as, 3) <p (82, O2) <p (&1, O1).

Definiamo, infine la congruenza dei segmenti in questo modo:
((aq, a1), (b, B1)) =p ((a2, O2), (b2, B2)) seesolo se (11)
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bi—a; =b,—a, em(a; —B1) — (a1 —by) = m(a, —B;) — (@ —b) .

Proposizione 2.1. La struttura (0 x [, “stare fras”, “=p") individuata
daladirezione (0, 1, m) édi retta non archimedea.

Dim. La verifica € un facile esercizio. L’assioma |1 & banamente
vero; gli assiomi 111, ..., 116, riguardanti larelazione “stare frap", e gli
assiomi I111, ... 1114, riguardanti la congruenza “=p", sono verificati
proprio per via della loro definizione. La validita dell’ assioma V2
discende dalla suavaliditain [1, mentre quelladell’ assioma Non-1V1 e
banalmente verificata: se prendiamo due segmenti ((a1, a1), (by, B1)),
((az, ay), (by, B2)) in modo che a, < b, e se reiteriamo il trasporto del
primo segmento a partire dal punto (a,, a) non possiamo raggiungere
nessun punto del tipo (a, a) sevale a, < a, dunque nemmeno (b, 3.).

Consideriamo ora le affinita che mutano il modello planare standard
nel modello individuato da (0, |, m). Le equazioni sono del tipo:

[B'=ca+le,a +¢,

E Cu
[0 =Cu@+mCya +Cy

C, m

con z0 (22

dovei coefficienti ¢; sono tutti reali.

Da punto di vista geometrico queste equazioni rappresentano le
affinita che mutano fasci impropri in fasci impropri. In atre parole la
geometria planare standard definita sulle coppie (x, y) O 0 x 0 pud
essere trasportata sulle coppie (X', y') OO x [J, dove le “sotto-rette”
sono quelle di equazione ly — mx = k, mediante la trasformazione
affine (12). Tale modello verra detto “modello planare associato ala
direzione P,(0, a, b)”".

Assegnato, dungue, un arbitrario piano rrin " ed una sua direzione
P, la costruzione precedente si chiamera “costruzione standard di
retta non archimedea nella coppia (77 P.,)”.

I modello non archimedeo Q@ x R. Il modello che s ottiene ponendo
G = Q con le relazioni (1), (2) € di retta non archimedea ma non &
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isomorfo a modello planare standard. Dal punto di vista geometrico,
infatti, I'insieme dei razionali, preso singolarmente, soddisfa il
postulato di densita 113 e il postulato archimedeo 1V2 ma non il
postulato di Cantor V1.

Le omografie che mutano la retta non archimedea Q x R in sé hanno
equazioni del tipo (7), maconcy, ;3 Q.

Ulteriori modelli si possono ottenere a partire da Q considerando una
qualsiasi estensione di campo [ [s] con s [ [y,

Il modello non archimedeo Z x R. || modello non archimedeo ottenuto

ponendo G = Z, sempre con le relazioni binarie (1), (2), € una nuova

struttura non isomorfa ai modelli gia illustrati. Infatti, dal punto di
vista geometrico, I'insieme degli interi relativi, preso da solo, non
soddisfa il postulato di densita 113 e il postulato di Cantor IV1 ma
soddisfail postulato archimedeo IV 2.

Le trasformazioni omografiche che mutano il modello Z x R in sé
hanno equazioni del tipo (7), macon C3, Ci3 1 7Z .

E' da osservare, infine, che a partire da Z si puo ottenere una ampia
classe di modelli che risultano tra di loro isomorfi. Cio avviene, ad
esempio, considerando i gruppi additivi di tipo dZ, con d [J N,.

Quest’ ultimo modello coincide, tra I’ altro, con la cosiddetta “retta di
Veronese’, come mostrato anche in [23].

Il modello non archimedeo G x R, con G non archimedeo. La struttura

G x R descritta nel primo paragrafo lascia ampio spazio a humerose

costruzioni di modelli non archimedei. Un'ulteriore ed interessante
strutturain tal senso si puo ottenere prendendo un gruppo additivo non

archimedeo, ad esempio uno dei modelli precedenti comeG=R xR 0
G = Q x R. Seguendo questa ottica si crea, tra |’atro, una genesi di
modelli di rette non archimedee del tipo, ad esempio:
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ZxR,(ZxR)XR, ((Z*xR)*xR)xR,...

RxR,(RxR)xR,((RxR)xR)xR,... ecoslvia

Per quanto visto, dunque, i modelli che s possono costruire sono
molteplici. Inoltre, quelli che noi abbiamo individuato possono essere
opportunamente classificati dal punto di vista degli isomorfismi,
identificandone le proprieta geometriche in riferimento agli assiomi di
densita, di Cantor e di Archimede. Lo schema seguente riassume tali
caratteristiche:

Proprietadi G
Gruppo G | Modello GxR [ pengita | Archimede | Cantor
(ass. 113) | (ass. 1V1) | (ass. 1V2)

Z Z xR NO S NO
Q QxR S S NO
R RxR g S S

Z xR (ZxR)xR S NO S

-Tab.1-

3. L’assiomatica non archimedea: conseguenze

Sia L un insieme non vuoto di elementi detti “punti”. Supponiamo
siano validi tutti gli assiomi 11, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 1111, 112,
3, 1114, Non-1V1, IV 2 riportati in Appendice.

Osservazione. Ricordiamo, come detto anche in Appendice, che la
relazione di “stare fra”, induce una relazione binaria d’ ordine totale
“<” frai punti di L (cfr. in questo libro la sezione sulla retta euclidea).
Con la notazione (A, B) indicheremo il segmento ordinato (]A, B[, <).

Definizione. Fissiamo un punto O O L. Per mezzo del postulato del
trasporto € indotta un’ operazione binaria di somma sui punti di L
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“riLxL oo L (13)

definita ponendo A +. B =C dove C e cosi individuato:

a) se O < Asi prendel’unico punto C O I(B) per cui (O, A) = (B, C);
b) se A< O si prende I’ unico punto C [1 1" (B) per cui (A, O) = (C, B).
Ricordiamo, inaltre, che la struttura (L, +.) € un gruppo abeliano con
elemento neutro O (cfr. in questo libro la sezione sulla retta euclidea).

Definizione. Un segmento (A, B) s dice “commensurabile” con (C, D)
se esiste un naturale n tale che il trasporto del segmento (A, B)
reiterato n volte da C sulla semiretta passante per D, porta al di |a del

punto D. Intal caso scriveremo n(A, B) > (C, D).

Definizione. Un segmento (A, B) € detto di “prima specie’ se ogni
segmento (H, K) in contenuto € commensurabile con (A, B)
stesso, cioé se esiste un naturale n tale che n(H, K) >~ (A, B).

Un segmento é detto di “ seconda specie” se non é di prima specie.
Queste definizioni inducono unarelazione binariatrai punti di L: seil
segmento (A, B) e di prima specie diremo anche che “A e di prima
specie con B” e scriveremo A [0B; seinvece (A, B) édi seconda specie
diremo che “A e di seconda specie con B” e scriveremo A < B.

Corollario 3.1. Se (A, B) & un segmento quasiasi e (H, K) € un
segmento in contenuto, allora (A, B) & sempre commensurabile
con (H, K).

Dim. Basta osservare che si ha sempre 1(A, B) = (H, K).

Corollario 3.2. | segmenti contenuti in un segmento di prima specie
sono tutti di prima specie. Inoltre, tutti i segmenti che contengono un
segmento di seconda specie sono di seconda specie.

Dim. Siano (A, B) di prima specie, (C, D) O (A, B) e (H, K) un
qualsiasi segmento contenuto in (C, D). Allora (H, K) é contenuto in
(A, B) per cui e con commensurabile, in altre parole esiste un

naturale n tale che n(H, K) > (A, B) ed essendo 1(A, B) - (C, D) si ha
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anche n(H, K) > (C, D). Supponiamo infine che (A, B) siadi seconda
specie e che (A, B) O (C, D). Allora in (A, B) esiste ameno un
segmento contenuto, diciamo (H’, K'), con non commensurabile.
Dunque, essendo B< D e A< C, (H', K') non & commensurabile
nemmeno con (C, D),

Proposizione 3.4. Sia (A, B) commensurabile con (C, D) esia(C, D)
congruente con (E, F). Allora (A, B) € commensurabile con (E, F).

Dim. Siantaechen(A, B) > (C, D) esia(C, B') il segmento ottenuto
reiterando il trasporto del segmento (A, B) a partire da C: per ipotesi
vale (C, D) O (C, B'). Reiteriamo n volte anche il trasporto di (A, B) a
partire dal punto E e verso I’atro punto F e sia (E, B") il segmento
cosi ottenuto. Per come sono stati costruiti vale (C, B') = (E, B") e

poiché (C, D) = (E, F) s ha(E, F) O (E, B"), ovwero n(A, B) > (E, F).

Proposizione 3.5. Un segmento di prima specie ed uno di seconda
Specie non sono mai congruenti.

Dim. Siano A OB, C ~ D e supponiamo (A, B) = (C, D). SiaH tale che
(A, H) O (A, B) dlora esiste n tale che n(A, H) = (A, B). SiaH’ il
punto sulla semiretta destradi C tale che (A, H) = (C, H’). Alloras ha
n(A, H) = n(C, H’), cfr. in questo libro la sezione sulla retta euclidea,
dacui n(C, H’) = (A, B) dunque n(C, H’) > (C, D) contro I'ipotesi
cheC ~ D.

Osservazione. E' banale conseguenza della prop. 3.5 che segmenti
congruenti devono essere della stessa specie. Da questa angolazione si
intuisce che larelazione di “essere della stessa specie” sia comunque
“pit debole” dellarelazione di congruenza.

Proposizione 3.6. Larelazione “ [T é d’ equivalenza.

Dim. Laverificadelle proprietadi “[I' € immediata:

i) vale banalmente A ~ Ain quanto (A, A) = [J;

ii) se (A, B) édi 1% specie anche (B, A) e di prima specie, cioé B UA,;
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iii) siano A~BeB~C. Sia(H, K) O (A, B) ed nil naturale tale che
n(H, K) > (A, B). Siainfine K’ il punto sulla semiretta destradi B tale
che (H, K) = (B, K’), dloraesisteramtae che m(B, K') > (B, C). Per
quanto detto vale (n+m)(H, K) > (A, C), ovvero anche A~ C.

Definizione. Consideriamo, a questo punto, I’insieme quoziente
T=L/ ={L}n (14)
che denominiamo “quoziente trasversale” di L. Con il passaggio al

quoziente I'insieme L viene diviso secondo una partizione che, come
si vedranel seguito, risultera di importanza cruciale.

Proposizione 3.7. Se A O L adlora Ly = {POL | (A, P) € di prima
specie} coincide con L.

Dim. Poiché A O L;, vale chiaramente Lo O L;. Sa H O L; allora,
sempre poiché AU L, vale A~H, per cui H O Ly ovvero L [ La.

Proposizione 3.8. Su ogni classe d equivalenza L; vale |'assioma di
Eudosso-Archimede.

Dim. Siano A, B, C, D O Lj, dunque A ~ B e C ~ D. SiaH il punto
ottenuto trasportando (A, B) a partire da C e nella direzione di D in
modo che (A, B) = (C, H). SeD <H dloral(A, B) > (C, D); seinvece

H < D, essendo C ~ D, esiste n naturale tale che n(A, B) > (C, D).

Teorema 3.9. Ogni classe d’ equivalenza L; € isomorfaad R.

Dim. E' sufficiente provare la validita di tutti gli assiomi della retta
euclidea all’interno di ogni classe L;. La validita degli assiomi 111, 114,
115, 116, 111, 1112, 1113 su ogni L; & banalmente indotta dalla validita su
L, mentre la validita di IV1 é stata gia provata nella prop. 3.8.
Rimangono da provare, dungue, solo gli assiomi di “esistenza’ 11, 112,
113, 1114 e 1V2. In dettaglio:

11) Su L; ci sono ameno due punti. Se tutti gli L; consistessero di un
solo punto, i segmenti sarebbero, tutti di prima specie in quanto ogni
segmento non vuoto, non restando confinato all’interno di una classe,
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s estenderebbe fino ad intersecare piu classi e sarebbe, cos,
commensurabile con qualunque altro segmento. Cio sarebbe in
contraddizione con la validita dell’assioma Non-1V1. Dunque esiste
ameno unaclasse L, contenente due punti e, per trasporto, in base alla
prop. 3.5 ogni classe ha almeno due punti;

112) Dati i punti distinti A e CinL; esiste, per il trasporto, un punto D
in L tale che (A, C) = (C, D). Ma A ~ C per cui deve essere C ~ D,
quindi D enellastessaclasse L;;

[13) Dati i punti distinti A, COL; O L, ¢'ésempre un punto B [J L tale
cheB O ]A, C[, maA~CimplicaA~BovveroB [ L;;

[114) Dati i punti A, B, A" O L; ed una semirettadi origine A’, esiste un
unico punto C su tale semiretta tale che (A, B) = (A’, C) ma per la
congruenza, essendo A ~ B, deve essere A'~ C ovvero C [ L;;

IV2) Ogni coppia di classi contigue S, S di punti di L O L haun
elemento di separazioneinL. Se A0 S, B 0 S e H e l'elemento
separatore delle classi S, S, poiche A<H <B,daA~BsegueA~H
ovvero H O L.

A questo punto I’isomorfismo con R discende dagli assiomi dellaretta

euclidea (cfr. in questo libro la sezione sulla retta euclidea).

Proposizione 3.10. L’insieme quoziente T = {L;};n; € composto da
infinite classi d’ equivalenzaL;.

Dim. L’insieme quoziente T non pud essere composto da una sola
classe L = L perche altrimenti sarebbe sempre valido |'assioma
archimedeo, come visto nella prop. 3.8. Supponiamo, dunque, che T
sia composto da due class distinte Ly, Lg € sSiano A U Ly, B U Lg dei
punti rappresentanti delle due classi. Supponiamo inoltre A < B (nel
caso B < Aiil ragionamento € analogo). Il segmento (A, B) e di seconda
specie ed il suo trasporto sulla semirettadestra di B individua un punto
K tale che (A, B) = (B, K) con anche il segmento (B, K) di seconda
specie per via della prop. 3.5. Essendo A < B < K con K [ Lg, segue
che K OL —(Ls O Lg) inquanto se K O Ly il segmento (A, K) sarebbe
di prima specie e dunque anche (A, B) [0 (A, K) sarebbe di prima
specie, contraddicendo cosi I'ipotesi. Pertanto esiste un’ulteriore
classe L, = Lk . Iterando il ragionamento, cioé trasportando infinite
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volte il segmento (A, B), s prova I’infinita delle class L, ovvero la
tesi.

Proposizione 3.11. Siano ALy, BOLg con Ly # Lg, A< B. Se A'L,,
B'OLg alloraA’ <B'.

Dim. Per le ipotesi fatte i segmenti (A, A’) e (B, B’) sono di prima
specie, mentre (A, B), (A, B'), (A, B) e (A", B') sono tutti di seconda
specie. Allora:

i)se A < AeB< B perlatransitivitadi “<” s haA’ < B’;

i) se A’ <AeB <Biterando il trasporto di (B', B) apartire daB nella
direzione di B’ si va subito oltre B' ma hon si pud andare a di la del
punto Ain quanto A~ B, percio A< B’ dacui A’ <B’;

iii) seA< A’ eB’ < B, iterando la stessa costruzione del puntoii), si va
subito oltre B’ manon a di ladel punto A" poiché A ~ B, percio vale
A <B;

iv) se A< A eB < B, iterando il trasporto di (B, B') a partire da B’
nella direzione di B si va subito oltre B ma non si puo andare a di la
del punto A’ in quanto A’ ~ B’, perci0 A’ <Bdacui A’ <B'.

Definizione. Consideriamo I’ ordinamento totale “<” su L, allaluce del
nuovo insieme quoziente T. Su questo insieme, e quindi con
riferimento alle classi d’ equivalenza, € indotta unarelazione “<;”.
Presi A, B O L definiamo:

1) La<rLgseAD Ly, BOLg, conlLy ZLg, € A<B;

i) Lq <t Lg se Ly <t Lg Oppure Ly = Lg. (15)

Corollario 3.12. Larelazione “<¢” € ben definita

Dim. La verifica discende dalla prop. 3.11, in quanto la scelta di
rappresentanti diversi non influenzain alcun modo la definizione.
Proposizione 3.13. Larelazione “<;” éd ordine totale.

Dim. Laverifica e immediata:

a) (riflessiva) Ly <t Ly infatti Ly = Lg;

b) (antismmetria) siano Ly <t Lg eLg <1 L. SefosseL, <rLg aloras
avrebbe daunlato A< B edal’atroB < Aperogni ALy, BOLg, il
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che e assurdo, cosi se fosse Lg <7 L, Si avrebbero B < Ae A< B per
qualunque A [0 Ly, B O Lg, il che e ancora assurdo. In definitiva deve
valere L, = Lg;

C) (transitiva) Siano Ly <t LgeLg <rL,. Sevaeameno unafral,=Lg
elg =L, sarebbe banamente L, <t L, ; nel caso Ly <r Lg eLg <r L,,
presi dei rappresentanti A, B, C delle tre classi valgpnho A<BeB < C
per cui A< CowvveroLq <rL,.

d) Slano L, Lg O Tesiano A O Ly, B O Lg. SeLq, Lg sono distinti si
ha che A < B oppure B < A da cui L, <7 Lg oppure Lg <t L. In
definitivasi hal, <t Lg oppure Lg <t L.

Corollario3.14. SeA<BadloraLa<tLg. SelLr<tLgaloraA<B.
Dim. Le verifiche discendono banalmente dalle definizioni (15).

Osservazione. Nel seguito, per indicare I'ordinamento totale sulle
classi di T, in luogo della notazione “<1”, useremo la stessa notazione
“<” utilizzata sui punti di L, visto che I’una e indotta dall’ altra e ne
conserva, sostanzia mente, tutte le proprieta. Questa scelta, comunque,
e fatta per semplificareil piu possibile le notazioni utilizzate.

Proposizione 3.15. Il punto B stafrai punti A e C se e soltanto sevale
unafrale seguenti affermazioni:

i)La<Llg<LcoppureLc<Lg<La;

||) La=Lg<Lc.eA<B;

|||) La<lLg=LceB<C;

iV) LC=LB<LAeC<B;

V) Lc<lLg=LpreB<A;

Vi) La=Lg=LceA<B<CoppureC<B<A.

Dim SeB stafraAeC dloraA < B < C oppure C < B < A per cui
rimane verificata una delle condizioni i) ...vi). Supponiamo, invece,
che siavalidaunadelle condizioni i) ...vi), alora

i) sevale La < Lg < L¢ (rispettivamente Lc <Lg < Lp) s haA<B<C
(rispettivamente C < B < A);
ii)La=Lg<LceA<BpoichévdeB<CsegueA<B<C;
iii)La<Lg=LceB<CpoichévadeA<Bsegue A<B<C;
ivVyseLc=Lg<LpreC<BpoichévaeB<Asegue C<B<A,
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V)selc<lLg=LaeB<ApoichévadeC<BsegueC<B<A;
vi)sevaleLa=Lg=LcevadeunafraA<B<CeC<B<Alates e
subito provata.

In ogni caso vale A<B < CoppureC<B< A, ovwero B stafraAeC.

4. Le proprieta della nozione di congruenza

In questo paragrafo s fissa ancora I'attenzione sulla retta non
archimedea (L, “stare fra’, =) definita attraverso gli assiomi riportati
in Appendice. Lo scopo del paragrafo e di approfondire la nozione di
congruenza ed in particolare esaminare la struttura che questa
relazione induce nel quoziente trasversale T.

Definizione. Consideriamo il punto O fissato nella definizione (13).
Definiamo “ampiezzatrasversale” di un segmento (A, B) I'insieme:
F(A,B)={Lj DTl(A, B) N Lj¢ [E :{Lj DTlLAS LjS LB}

Dati due qualsiasi segmenti (A, B), (C, D) diremo che hanno stessa
ampiezzatrasversale se M 5 = p) -

Definiamo, infine, “ampiezzatrasversale” I, di un punto A I’ ampiezza
del segmento ]O, A[, cioé: Ta=To A -

Proposizione 4.1. Segmenti di stessa ampiezza trasversale sono della
stessa specie.

Dim. Se |’ampiezza trasversale di due segmenti € formata da una sola
classe, cioe ' g = M, by = {La}, alora sono segmenti di prima
specie; se invece la loro I'ampiezza trasversale contiene piu di una
classe L, sono segmenti di seconda specie.

Proposizione4.2. SanolMp e =Ter, (6 c=TFrcCONA<B<Ce
E<F<G AIIoraF(A, o= I'(E, G) -
Dim. Laverifica e immediata, infatti:
r(A,C) ={Lj O TlLAS L]' < Lc} =
={LiOT|LasLsLgt O{LOT|LgsLj<sLc} =
=lTapUleo=TenllEe =
={Lj DTlLES L]'SLF} D{L] DT'LFS L]'SLG} :r(E,G)-
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Proposizione 4.3. 1l punto A’ [0 L se e solo se, preso un qualsiasi
atropuntoB, si hal(ag =Tx, 5.

Dim. SiaA’ O La . Alloraessendo Ly =Laesupposto A’ <B:
I'(Av,B)={L,- O TlLA < L]' < LB} ={Lj DT'LAS Lj < LB} = I'(AYB) . Se
vale B < A’ laverifica e analoga.

Siaoral a s =T, g . Alloralatesi A’ [ L segue dal fatto che

{LJ DTlLAS LjSLB} ={L] DT'LA' SLJ'SLB} perCUi La=La .

Corollario4.4. 1l punto A’ O LyseesoltantoselMa=Ta .
Dim. Basta applicare la prep. precedente con B = O.

Osservazione. A tutti i punti di L, rimane associata, dunque, la stessa
ampiezzatrasversale.

Proposizione4.5. Sia(A, B) = (A', B') conA~A'. AlloraB ~B'.
Dim. Da (A, B) = (A', B') discende, per le proprieta della congruenza,
(A, A) = (B, B). Ma (A, A') e di 1° specie, per cui, per la prop. 3.5,
anche (B, B') édi 1% specie.

Definizione. L’operazione di somma "+_” induce un operazione
binaria di somma sulle classi d'equivalenza“+;": T x T - T definita
ponendo Ly +rLg =L, se:

AL, BOLgeA+ B=CconCOL,. (16)

Corollario 4.6. L’ operazione “+1" & ben definita.

Dim. Supponiamo AU Ly, B O Lg, A+ B=CeC L, Siano, inoltre,
A OLy, B OLg A +B =C. Supponiamo infine, ma non & una
l[imitazione, che A< A’,B<PB'.

Alloraesiste H taleche (A, A') = (C, H) ma A~ A’ per cui, per laprop.
precedente, C ~ H. Inoltre, dalle proprieta delle congruenze, essendo
(O,A) =(B,C)e(A A) = (C, H) discende (O, A") = (B, H) per cui,
essendo anche (O, A') = (B, C'), segue (B’, C') = (B, H) e poichévale
B ~ B’, ancora per la proposizione 4.5 si hache C' ~ H. In definitivaC
~H~CovveroC' L.
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Teorema 4.7. La struttura (T, +r, <7) € di gruppo commutativo
total mente ordinato.

Dim. Abbiamo provato nella prop. 3.13 che la struttura € totalmente
ordinata. La prova cheil quoziente trasversale T € un gruppo abeliano
derivadal fatto che (L, +.) & stesso gruppo abeliano.

Definizione. Consideriamo il medesimo punto O fissato in precedenza
econ la classe d’ equivalenza che lo contiene Lo.

Denominiamo “segmento trasversale assoluto” I’ insieme cosi formato:
JLa, Lg[ ={L; O T | L« <L; < Lg}. E evidente che, se AU Ly, B O Ly,
esso soddisfa: F(A, B) = ]La, LB[ OL, O LB'

Dato il segmento trasversale assoluto L, Lg[, con Ly < Lg,definiamo
il “segmento trasversale orientato positivamente” come il segmento
trasversale ordinato (Lq, Lg) = (JLa, Lgl, <), ed il suo segmento opposto
_(I—aa LB) = (]I—aa LB[1 2)-

Consideriamo infine’insieme Sy = {(Lq, Lg) | Lo, Lg O T }.

Definiamo su Sy la seguente relazione binaria:

(Lo, Lg), (Ly, Ls) sono in relazione di “congruenzatrasversale’, ein tal
caso scriviamo (Lq, Lg) U(Ly, Ls), se presi due segmenti (A, B), (C, D),
conA Ly, BOLg COLy, DO Ls, il loro trasporto, a partire daO e
verso la semiretta destra, individua la stessa ampiezza trasversale, cioe
r(o’ H) = r(o] K) dove (O, H) = (A, B), (O, K) = (C, D)

Corollario 4.8. Supponiamo N g = ', &) € Siano (O, K) = (A, B),
(O, K,) = (A’, B’) Allora r(o’ K) = r(o’ K') -

Dim. Dale ipotes s ha che Ly = La, Lg = Lg. Inoltre dale
congruenze si deducono K +. A=B eK’ +| A" = B'. Dunque passando
dla somma delle classi s hanno L +1 La = Lg, Lk +1 La = Lg ed
essendo T un gruppo si ha Lk = Lk per cui Mo k) =T o k) -

Corollario 4.9. Larelazione “[I' & ben definita.

Dim Siano A, A" ULy B, B OLg C, C ULy, D, D OLs, esiaper
ipotesi o, ) = [0, k) dove (O, H) = (A, B), (O, K) = (C, D). Siano
infine (O, H') = (A", B"), (O, K') = (C’, D) i segmenti ottenuti in
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corrispondenza degli altri rappresentanti. Per come sono presi i punti
valgono I'x g =a,8) €M, 0) = (e, o) €peril corollario precedente
s deducono Mo, 1y = Mo, 1) € Mo, k) = Mo, k). Infine, combinando
queste uguaglianze con I 1) = o, k), S hal o ) =0,k -

Proposizione 4.10. Larelazione “[I' & d’ equivalenza.

Dim. La validita delle proprieta riflessiva, transitiva e simmetrica
deriva dal fatto che la congruenza dei segmenti € una relazione
d’ equivalenza, infatti “[T' & definita attraverso “=":

a) (riflessiva) (L, Lg) O(La, Lg), € non ¢’ € nullada provare;

b) (smmetrica) supponiamo (La, Lg) O (Lc, Lp), aloral o, 1y = o, k)
dove (O, H) = (A, B), (O, K) = (C, D) einvertendo I’uguaglianza si ha
(Lc, LD) D(LA, LB):

¢) (transitiva) supponiamo (La, Lg) O(Lc, Lp) € (Lc, Lp) O (Lg, Lg),
aloral o w = (o, k dove (O, H) = (A, B), (O, K) = (C, D) einoltre
Mo,k =T o, x dove (O, X) = (E, F), dunque I o 1) =0, x cheimplica
(La Le) O(Le, Le).

Proposizione 4.11. Se (A, B) =(C, D) dlora(La, Lg) O(Lc, Lp).
Dim. SiaH taleche (O, H) = (A, B) =(C, D). E’ del tutto evidente che
r(o’ H) = r(o] H) perCIO ne segue (LA, LB) O (LC, LD)

Proposizione 4.12. Siano L¢ < Ly, L¢c < Lp con (Lc, Ly) O (Lc, Lp).
AlloralLg =Lp.

Dim. Siano H, H' tali che (O, H) = (C, K), (O, H") = (C, D); dlora, per
ipotesi, I o, 1y = o, ). Poiché (O, C) = (H, K), (O,C)=(H", D) s ha
(H,K) = (H’, D) ed essendo Ly = Ly, per laprop. 4.5, s deduce che
LK = LD .

Proposizione 4.13. Siano (La, Lg) U (Lc, Lp) e (A, B) = (C, K) dove
A La, BO Lg, CO Le. AlloraKO Lp.

Dim. Per la prop. 4.11 vae (La, Lg) O (L¢, L) € per la proprieta
transitivasi ha(Lc, L) O(Lc, Lp). Oraper laprop. 4.12 s halatesi.

Proposizione 4.14. Supponiamo (La, Lg), (Ls, Lc) disgiunti, cosi come
(LA', LB’): (LB’1 LC’)- Se(LA, LB) D(LA', LB') e(LB, Lc) D(LB', LC‘) dlora
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vae pure (LA, Lc) D(LA', LC’)-

Dim. La verifica discende dall’ assioma di addizionabilita 1113 e dalle
prop. precedenti. Infatti siano A [0 L, B O Lg, A" [ Lo, K U Lp tdi
che(A,B)=(A,K)eCUOLcg K OLc tali che(B, C) = (K, K’).

Per I'assioma I113 si deduce (A, C) = (A’, K’) dacui, per laprop. 4.11,
Si ottiene (LA, Lc) D(LA', LK') ovvero (LA, Lc) D(LA', Lc').

Definizione. Chiamiamo “semiretta destra’ di L, I'insieme cosi
definito I(Ls) = {L; O T | Ly < L;}. Chiamiamo, inoltre, “semiretta
sinistra’ di Ly I'insieme I’ (L) ={L; O T|L; < Lo}.

Proposizione 4.15. Siano date le classi La, Lg, Ly ed una semiretta di
origine Ly . Allora esiste un’unica classe L¢ su tale semiretta tale che
(La Le) O(La, Lo).

Dim. Siano A La, B O Lg, A" 0 Ly. Per I’'assioma 1114 del trasporto,
su una qualungue semiretta esiste un punto C tale che (A, B) = (A, C)
e tale punto € unico. Chiaramente C individua un’ unica classe Lc. Per
laprop. 4.11 segue (La, Lg) O(La, Lg).

Proposizione 4.16. La coppia T, Sy soddisfa agli assiomi 11, 111, 112,
114, 115, 116, 1111, 1112, 1113, 1114 dellaretta (vedere Appendice).

Dim. L’assioma |1 deve valere perché altrimenti T sarebbe formato da
una sola classe e dunque L sarebbe archimedeo.

Gli assiomi 111, 112, 114, 115, 116 derivano dall’ ordinamento di T.

Gli assiomi 1111, 112, 113, I1l14 derivano dalla congruenza
“trasversale” di T.

Proposizione 4.17. Se (La,Lg) O(Lc,Lp) aloralg +(—La) = Lp +(—L¢).
Dim. Da(La, Lg) O(Lc, Lo) segue T o wy) = (o, k) dove (O, H) = (A, B),
(O, K) = (C, D) ovvero Ly = Lg. POlChéLH +La=Lgelk+Lc=Lps
ottiene Lg + (—LA) =ly=Lk=Lp+ (—Lc).

Osservazione. La coppia T, Sy soddisfa, come si € visto nella prop.

4.16, gran parte degli assiomi della retta riportati in Appendice.
Rimangono a momento fuori dalla nostra considerazione soltanto tre
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assiomi, sulla cui validitain (T, Sy) non possiamo asserire nulla. Gli
assiomi in questione sono: I'assioma di densita 113, I'assioma di
Archimede IV1 e I’assioma di Cantor 1V2. | modelli descritti nel
secondo paragrafo provano come questi postulati possano sia valere
che non valere, dando luogo, in ogni caso, a strutture non archimedee
coerenti.

5. La ricostruzione della retta non archimedea come modello
generaleG xR

Nel presente paragrafo, utilizzando particolari isomorfismi tra R e
ciascuna delle classi che sono elementi di T, s deducono alcune
proprietasu T x R indotte dall’ assiomatica della retta non archimedea.

Tali proprieta permettono di provare che una qualsiasi retta non
archimedea, definita dagli assiomi in Appendice, e interpretabile come
struttura T x R che eisomorfaa cosiddetto “modello generale’ G x R
introdotto nel primo paragrafo. Si tratta dungue di una prova che il
modello generale & atto a rappresentare una qualsiasi retta non

archimedea. Sara il variare di G afornire modelli di rette traloro non
isomorfe.

Proveremo ora, in dettaglio, che la strutturaindottadaL su T x R &

isomorfa ala struttura del modello generale G x R (di retta non
archimedea).

Definizione. Consideriamo il punto O fissato in (13) e fissamo un
altro punto U O Lo. Su ogni classe L; fissiamo un punto O, ed un punto
U; in modo che questi punti, nel loro insieme, soddisfino |e proprieta:
1) Og + O =0ysely+Lg=Ly; a7)

i) (O, U) =(0,, U;) per ogni j O J.
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Proposizione 5.1. Siano ALl Ly, BUO Lg e CO L, tali che A+ B=Ce
siano Ao, Bo, Co U Lo tdi che (O, Ao) = (Oq, A), (O, Bo) = (0Og, B) €
(O, Co) =(0,, C). AlloraAg+Bo=Co.

Dim. Dalleipotesi st ha Ao + Oy = A, Bo+ Os =B, Co + O, = C, ma
vale anche, per ipotesi sui punti O;, che O, + Og = O,. Dall’ipotesi che
A+B=CseguedloraAo + Oy + Bo + Og = Co + O, e per le proprieta
di gruppo di L, s hainfine Ao + Bo=Co.

Proposizione5.2. (A, B) =(C, D) seesolose B+ (-A) =D + (-C).
Dim. Sia K tale che (O, K) = (A, B) = (C, D). Queste congruenze
valgono, per come é definitalasommain L, seesoltantoseK + A=B
e K + C = D e ancora, per le proprieta di gruppo di L, cio vale se e
soloseB+ (-A) =K =D + (-C).

Corollario 5.3. Siano Ao, Bo, Co, Do O Lo. Allora:
(Ao, Bo) = (Co, Do) seesolo se Bo + (—Ao) = Do + (—Co).
Dim. Laverifica é analoga aquelladellaprop. 5.2.

Proposizione 5.4. Siano dati i punti ACL,, BOLg, COL,, DOL5 tali che
(A, B) =(C, D) esiano Ao, Bo, Co, Do i punti in Lo che soddisfano (O,
A0)=(Oq, A), (O, Bo)=(Cg, B), (O, Co)=(Cy, C), (O, Do)=(Cs, D).
Allora (Ao, Bo)=(Co, Do).

Dim. SiaK tale che (O, K) = (A, B) = (C, D). Alloravalgono, per come
definita la somma dei punti, K + A= B e K + C = D ovvero, per le
proprieta di gruppo di L, A+ D = B + C. Per le ipotesi, inoltre,
valgono Ap + Oy = A, Bo+ Oy =B, Co + O, = C, Do + O5 = D dacui,
sommando: Ao + Oy + Do + Os = B + Og + Co + O, . Madal fatto che
(A, B) =(C, D) segue, per le prop. 4.11 e 4.17, O, + O5 = Og + O, che
assieme alla precedente equazione implica Ao + Do = Bo + Co Ovvero,
per il corall. 5.2, (Ao, Bo) = (Co, Do).

Corollario 5.5. (A, B) = (C, D) se e soltanto se (L, L) O(Lc, Lp) €
(Ao, Bo) = (Co, Do).

Dim. Se (A, B) = (C, D) la tesi segue dalle prop. 411 e 5.3.
Supponiamo invece che (La, Lg) O (Lc, Lp) € (Ao, Bo) = (Co, Do).



Innanzitutto vale Og + (-0,) = Op + (—Oc) per via della congruenza
dellaclassi e Bp + (-Ao) = Do + (—Cp) per via della congruenza dei
punti corrispondenti in Lo. Allora, sommando le due equazioni, si ha
O+ (—OA) +Bo + (—Ao) =0Op + (—Oc) + Do + (—Co) e qUindi, tenendo
COI’\tOCheOA+Ao=A, OB+ Bo = B, Oc+Co=C, OD+DO:D,5i
ottieneB+ C=0g + B+ Oc+ Co=0Op+ Ao+ Op + Do = A+ D
dunque, per laprop. 5.2, si ha (A, B) = (C, D).

Definizione. In base a teorema 3.9 ed dle definizioni (17) possiamo
considerare, per ogni classe Lj, unisomorfismo ¢ : Lj — R tale che:
i) 44(0) = Yo(0) = 0; (18)

v) i(U) = (V) = 1

V) Gi(rYy) = go(ru) =r.

Osservazione. La conclusione del paragrafo ci conduce alle seguenti
ulteriori considerazioni sul gruppo quoziente trasversale (T, +) che,
ricordiamo, € un gruppo abeliano totalmente ordinato.

Alla luce di quanto ci appare, definite le classi {L;};n; che sono
elementi di T, ciascuna di esse, come struttura geometrica, € unaretta

euclidea, ovvero unacopiadi (R, +, <). Ne segue che I’ intera struttura
di retta non archimedea pud essere concepita come una struttura
definibile, ameno di isomorfismi, nel prodotto cartesiano T x .

Poiché un qualsiasi elemento di L, diciamo A, appartiene ad una classe
L;, possiamo considerare la proiezione canonica di L sul suo insieme
quoziente, ovvero n: L — T, in cui n(A) = La . Possiamo considerare,
inoltre, gli isomorfismi (18) ¢u: Lj — R, ed il numero corrispondente
ad A secondo " applicazione opportuna: (s (A) = a. A questo punto,
combinando tali applicazioni, si pud costruire una corrispondenza

biunivoca @: L —» T x R, compatibile con le relazioni utilizzate, che
associa ad ogni punto A [0 L una coppia (t, @) O T x R nel modo

seguente: @(A) = (N(A), Ynw(A).
Dunque, utilizzando questa particolare trasformazione, possiamo

ricostruire su T x R ['intera struttura di modello generale non
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archimedeo semplicemente rileggendo in termini di coppie le relazioni
“assiomatiche” di L, ovvero lo “stare fra’ e la congruenza, definendo:

i) (tp, &) stafra(ty, &) e(ts, &) se Ay stafraA; e Ag; (29)
i) ((ty, @1), (t2, @) = ((t3, @), (L4, As)) S (A1, A = (As, Ag);  (20)

dove A = @\(t,, &), peri =1, 2, 3, 4.

Teorema 5.6. La struttura non archimedea che L induce sul prodotto
cartesano T x R e la stessa struttura costruita su G x R con le
definizioni (1) e (2).
Dim. Lavalidita del teorema deriva, in ultima analisi, dalla prop. 3.15
edal corollario 5.5.

Osservazione. Per quanto provato, dunque, la struttura di retta non
archimedeainduce su T x R una struttura che & equivalente a modello

generale G x R (cfr. paragrafo 1). In altri termini, I’insieme quoziente

trasversale T e tale che la geometria ottenuta e esattamente quella del
modello generale costruito a partire da un qualunque gruppo abeliano
totalmente ordinato.

Gli assiomi della retta non archimedea non sono di tipo categorico,
dunque esistono piu modelli, tra loro non isomorfi, di tale retta
Possiamo affermare che I'insieme quoziente trasversale T, anzi il
gruppo quoziente ad associato, che é costruibile in ogni retta non
archimedea, & I’elemento che discrimina tra loro i vari modelli.
Dunque attraverso T € possibile rappresentare la retta non archimedea

data mediante un modello generale T x R e quindi ritenere non

isomorfe due rette che producono quozienti trasversali non isomorfi
come gruppi ordinati.

Appendice

SiaL uninsieme non vuoto di elementi detti “punti”.
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Ass. | 1. Su L ci sono ameno due punti.

Definizione. Comunque dati due punti A, B ad € associata una
parte di L, denotata con ]A, B[ che s chiama “segmento assoluto
aperto”.

Ass. 111. SeB O ]A, C[ aloraA, B, C sono punti distinti e B [ ]C, A[.

Ass. 112, Dati i punti distinti A e C, esiste almeno un punto D tale che
CO]A DI.

Ass. |13. Dati i punti distinti A e C, ¢’'e sempre aimeno un punto B tale
cheBO]A, C[.

Ass. |14, Dati comungue tre punti distinti, ne esiste almeno uno che
stafragli altri due.

Ass. |15. Dati i punti distinti A, B,C,DseB]A C[eseCL]B, D[
dloraB staanchefraAeD.

Ass. |16. Dati i punti distinti A, B,C,DseB]A C[eseCL]A D[
dloraC staanchefraB eD.

Definizione. La relazione di “stare fra” induce una relazione d’ ordine
totale “<” su L. Dato un segmento assoluto ]A, B[, con A < B,
definiamo il “segmento orientato positivamente” (A, B) = (JA, B[, <

ed il suo opposto A, B) = (]A, B[, 2).

Ass. [111. Ogni segmento (A, B) € congruo a suo opposto (A, B).
Ass. I112. Sevalgono (A', B') = (A, B) e (A", B”) = (A, B) dloravae
(Al’ BY) E (Aﬂ, B”).

Ass. 1113. Siano (A, B), (B, C) segmenti disgiunti cosi come (A', B') e
(B, C). Sevagono (A, B)=(A',B) e (B, C)= (B, C) dloravae
pure (A, C)= (A, C).

Ass. I114. Dati i punti A, B, A’ ed unasemirettadi origine A’, esiste un
unico punto C su tale semiretta tale che (A, B) = (A', C).

Ass. Non-1V1. Dati due segmenti qualsias (A, B), (C, D) non &
sempre possibile determinare un numero naturale n tale che il
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trasporto del segmento (A, B) reiterato n volte da C sulla semiretta
passante per D, portaal di ladel punto D.

Ass. IV2. Ogni coppia di class contigue S, S, di punti di L ha un
elemento di separazione.
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