Periodico di Matematica (IV) Vol. V (1) marzo 2023, pp. 29-42

Un confronto tra i teoremi del
valor medio

Cesare Palmisani*

*Liceo Classico “Pietro Giannone” Caserta; Dipartimento di Scienze
Politiche Universita “Federico II” di Napoli;
cesarepalmisani59@gmail.com; cpalmisani@unina.it

EY WG MDD

DOI : 10.53159 /PdM(IV).v5n1.104

Sunto: Si usano alcune funzioni elementari per confrontare i punti che
soddisfano il teorema del valor medio per le derivate e il teorema del valor medio
per gli integrali definiti.
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Abstract: Using elementary functions we compare the solutions of the mean
value theorem for derivatives and the mean value theorem for definite integrals.
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1 - Introduzione

Siano a e b due numeri reali fissati, con a < b . Se la
funzione f e continua in [a;b] e derivabile in ]a;b[, allora il
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Teorema del valor medio per le derivate stabilisce che esiste
almeno uno £ € |a; b tale che

Se invece f e continua in [a; b] il Teorema del valor medio
per gli integrali definiti asserisce che esiste almeno £, € [a; b]

tale che

1 b
m_[?f(x) dx = f(<)

Osserviamo che se consideriamo la funzione f(x)=¢e*
allora il Teorema del valor medio per le derivate e il Teorema
del valor medio per gli integrali definiti sono soddisfatti
entrambi dal punto

Infatti, dalla relazione

si ottiene

mentre dalla uguaglianza
1 o i
efdx = e
b— CIJ;
seguono le precedenti relazioni, e cioe

b—a ¥

Scopo di questo lavoro é di fornire semplici controesempi
di funzioni per le quali non e vero che £= £, con & £ € ]a; b[.
= B - T
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2 - Controesempi

Applichiamo ad alcuni casi semplici i due teoremi del valor
medio.

2.1 - Applicazione del teorema valor medio per le
derivate

Applicazioni al Teorema della media per le derivate di
funzioni a funzioni del tipo f(x) = Ax + B:

flx)=Ax+B; fi(x)=4; f'(H=A

F) - fl@) _, Alb-a)

=4;A=A(VIeE]lab
b—a " b—a ' (v < €la;bD

I Teorema e soddisfatto dagli infiniti punti interni
all'intervallo [a; b], e l'insieme dei punti che lo soddisfano si
puo considerare “indeterminato”.

Applicazione del Teorema della media per le derivate a
funzioni del tipo f(x) =Ax*+Bx+C , dove A, B, C sono
numeri reali ed A e diverso da 0.

Caso:B=C=0
fx) = Ax?; f'(x) = 24x; f'(£) = 24¢

b)— A(b? —a® b
) ~fl@)_,, AG - _at
b—a " b—a - 2

Caso:B=0

flx) =Ax*+C; f'(x) = 24x; f'(5 = 24¢
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f(b) — f(a) _2a (Ab* 4+ C) — (Aa® + C)

b—a - i .bﬂ—n:
_ A(b"—a”)  a+b
=245 ——=2A5 £ =
- b—a - 2

Caso: C=0
flx) =Ax*+Bx; f'(x)=24x+B; f'(5) =242 +B

FO - F@ ., AW ) +B(G-a)
b—a - b—a
_c1+b
2

=24£ +B; &

Caso : B e C sono non nulli

Si riconduce facilmente al caso precedente.
La funzione cubica
flx) =Ax*+Bx*+ Cx+ D;f'(x)=34x*+2Bx+ C; f'(9)
=345 +2BL+C

f(b) - f(a)

=345 + 2B&+C
b—a

Ab: —a?)+ B(b*—a*)+ C(b—a)

=345+ 2B5+C
b—a

A(b®> +ba+a®)+B(b+a) +C=3AF + 2B+ C
345 +2B5= A(bB® +ba+a*) + B(b+a)

Detto E il termine a destra dell'uguaglianza, siccome il
Teorema della media per le derivate assicura l'esistenza di
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almeno uno ¢ che soddisfi 'equazione, allora il discriminante
A dell’equazione di secondo grado

3AZ +2B£—E =0
€ non negativo e le soluzioni si possono cercare attraverso la

formula
—2B _ E

~ 34

=

T 64
nel caso in cui A = 0, oppure mediante la formula

—2B ++/A
N 64
se A> 0.
Nel caso particolare in cui B=C =D =0 allora

|a,3 + ab + b*?

N
N 3

Wiy

Quest’ultimo risultato lo ritroveremo nell’applicazione del
Teorema del valor medio per gli integrale relativamente alle
funzioni quadratiche f(x) = Ax* + Bx + C.

La funzione f(x) = +/x

1.,."'3 —a _ 1

= (a=0;b =a)

b—a 2\ ¢

s_1 b-a a+vb

Ve 2 V- va 2
_a+b+2Vab

[Ia

4
Nel caso in cui @ = 0; b = a non & complicato provare che

a< & <b. Siha
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L = =Va > é>Va->£>a
. Va+vVb VBHVE - - =

a.ft’=" < =vVb - Jé<Vb—= £ <b
- > 5 G C

Nel caso particolare in cui a = 0 allora

b
0<&é=—-<b
4

che e accettabile perché interno all’intervallo [a; b].

2.2 - Applicazione del teorema valor medio per gli
integrali

Applicazione del Teorema della media per gli integrali
definiti relativo a funzioni del tipo f(x) = Ax + B

1 b
—f (Ax+ b)dx=AZ +B
b—al, !
Ax?

1 b
—-l-Bxl =ﬁ1_i + B

b—al 2
1 A(b* — a?)
b—a 2

-I-B[b—a]]:A_i +B

A(b+ a) .

————+B=4, +B
a+b

= 5

Applicazione del Teorema della Media per gli integrali
definiti relativo a funzioni del tipo f(x)=Ax*+Bx+C ,
dove A, B e C sono numeri reali e A e diverso da 0.

Consideriamo i seguenti casi:
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Caso:B=C=0

b

i [ e ] e o) -

b—al3 b—
1 A " - A - 5
=—— —+(b—a)(b+bat+a")==-(b"+ba+a")
b—a 3 i 3
flH=A8
. A . 5
A;‘=§-[b‘+ab+a']
, ,
. |a®+ab+ b7
C, ‘ul 3

N.B. Il radicando ha sempre significato per ogni a e b reale.

E’ facile mostrare che la funzione
o(x,y) =x* +xy+y°
ammette minimo assoluto nel punto (0;,0), e quindi
p(x,y) =x*+xy+y* = @(00) =0 per ogni x e y reali
Determiniamo gli eventuali zeri delle derivate parziali prime
di @(x. ).
{:‘z Y 6.00)= 9, (00) =0

L’unico zero delle derivate parziali prime e O(0,0).
Calcoliamo I'Hessiano della funzione ¢(x, y) :

Pz Pa ¥

H[:x.! "J:] = q;}_x ‘P}'}'

2 l‘
= =3=0
;-

Essendo H(0,0) =3 = 0; ¢,.,.(0;0) = 2 = 0, allora O(0,0) e
il minimo assoluto di ¢(x, v).
Si pone il problema di verificare se £ € ]a; b[. Nel caso in

cui @ =0, b >a, il punto £ e sicuramente interno ad [a; b].
Infatti

35



Periodico di Matematica (IV) Vol. V (1) marzo 2023, ISSN: 2612-6745

5 2
ja* + ab + b* ||; — —
|T} 3= /3 lal=V3a=a;
N N
| ¥ ¥ | 5
a® + ab + b* 3b°
——< [5=bl=0
N N
Nel caso particolare in cui a = 0 (e quindi b > 0) allora

== 2 = b, soluzione accettabile perché interna ad [0; b] . Piu

= V3

complicato analizzare il caso in cuia <0 <b. Ad esempio sia

[a; b] = [—a; a], con a > 0. Otteniamo

2 5 -~ 2 ' '
. |a®—a?+a? ||;_~J3-|a:|_w“3ﬂ
= 3 S 3T T3 T3 ¢
\ \

e quindi la soluzione ¢ & esterna ad [a; b].
Osserviamo che, per ogni a e b reali positivi, a < b, vale la
disuguaglianza

Enl ¥
a+b |a-+ab+b-
= <

| 3
\
Infatti, la precedente disuguaglianza e equivalente alle

seguenti

a* + 2ab + b* ::af+ab+bf
4 3

3a’ + 6ab + 3b”% < 4a® + 4ab + 4b7
0 < 2ab < a® + b
0 < (a—b)*

Definizione: Una funzione continua M: R — R si dice che
& una media di due numeri a e b se e solo se
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M1) min{a, b} < M(a, b) < max{a, b}
M2) M(a, b) = M(b, a)
M3) M(Aa, Ab) = AM(a, b)
perognia, b, AER,.
Osserviamo che le funzioni
———
ath [a®+absn®

Ala,b) = — ,M[a,b]=w| 3
soddisfano le condizioni M1, M2, M3, con 4(a, b) < M(a,b).

Caso:B=0
flx)=Ax*+C
1 b A b
—— | (Ax*+ C)dx= [— : c]
b—aL(x+ ) b—a3x+xﬂ

=b—ia[§[b3—a3]+£'[b—a]]=
1

= E-[b—a][b:—kba-k a®) +E(b_“]]

A, .
=§-(b'—|—ba+a')—|—c
fld=ac+c
a A , ,,
A§‘+C=§-[b'+ab+a']+ﬂ

[ n
|a:-+c1b—|-b-

<, |
\ 3

Caso: C=0
f(x) = Ax* + Bx

- fb(ﬁl3+5]dx— - [ﬂ 542 fr
b—al, * YTy a3t T2 a
1

e
1

A . ,. B
=Tﬂ-[§-(b—aj(1}-+ba+a)+E(b—a)(b+ﬂ)]
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A i . B
=§-(b-+ba+a')+g(b+“)
(&) =48+ B¢

T . H = 2 B
A;—+3;=§-[b-+ba+a‘]+5(b+ﬂ]

Posto D = :i- (b2 + ba +a?) +2 (b + a), l'equazione in ¢
diventa A= + BZ— D = 0. Poiché per il Teorema della media
per gli integrali e assicurata 'esistenza di almeno uno £ che
sia soluzione dell'’equazione allora il discriminante
A= B* —4A(—D) = B* + 4AD = 0. Le soluzioni saranno, nel
caso in cui A=0, due radici reali e coincidenti, date da

B . . .
=-—05€ nel caso in cui A= 0, saranno fornite dalla formula

T

. _ —Bx/a

T 24

2

A
, da
3

N.B. Qualora fosse [a;b] = [—a;a] avremmo D =

44%a”

cui A= B? + 44D = B* + -

> 0, e si ottengono sicuramente

due radici reali e distinte.
Caso : B e C sono non nulli

flx)=Ax*+Bx+C
b

[A 542 f+c]
3.’1’ 2.’1’ :Xﬂ

O
EJ; [:ﬂ.’l’ +B.’1’+de.’1’—b_a
1

A 3 3 5 2 2

1 :F[E(b ~a®)+= (b —;HC(b—aJ]

:m-[g-(b—aj(b:+ba+a:)+E(b—ﬂ)(b+ﬂ)+cﬁb
_a)]

A Y Y B
=§-(b'+ba+a']+5[b+a]+ﬂ
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flH=4F8+Bs+cC
=7 . A 3 2 B
AZ+BL+C=o (P +bata’)+S(b+a)+C

5 A . Y B
AF +B;=§-[b‘ -I-ba:—I-ﬂ']-I-E[b-I-a]
Si procede allora come nel caso precedente (C = 0).

flx)=Ax*+Bx*+Cx+D

1 [(* . N
b—f (Ax*+ Bx*+Cx+D)dx=AZ +BE +CE+D
—a)

1 A 4 4 B 3 3 € Z 2
L0t -a) + 0P - @)+ (0P — ) + D - )]

=A8 +BE+CE+D
A . . B \ C
z(h+a](b'+a'] +§(b' + ba+ a”) +E[b+a] +D
=AS+BE+CE+D

Posto
E=2(b+a)(b* +a*) + (b +ba+a?) + - (b+a),
occorre risolvere I'equazione )

AZ +BE+CE4+D—-E=0

le cui possibili soluzioni reali possono essere anche tre.

La funzione f(x) =x (x =0; a=0;b > a)

1 (" _ :
5 J-w,,fxdx=¢?(azﬂ:b:=a]
—al

1 . -
— [x:if_]: — \.f:'
1

- n:- [baf: _ ﬂaf:) — n’?

o B3/2 _ g3/2 B b,@_m@ 2
T b—a B b—a

= 0 allora £ = b, che ¢ da

Nel caso particolare in cui a
scartare perché la soluzione coincide con I'estremo destro del

dominio della funzione. Pertanto, ai fini dell’esistenza di &,

occorre supporre a > 0.
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2.3 - Confronto tra i due teoremi

Eseguiamo un confronto tra le soluzioni trovate applicando

i due teoremi.

Soluzioni Soluzioni mediante
mediante il il Teorema valor
Funzione Teorema medio per gli
valor medio integrali definiti
per le derivate
g? —g™) g? — g™
flx) =e* E-=m(b—n) é'zln(b—n)
wEE]mb[ . _a+b
flx) =dx+ B =3
._a+bh [ oh o p?
fi..rj:.‘ll': = = 2 . T '|'If'ill.:"|'|!:I
LE s
b . A
- 2 a+ —B A
) =4dx"+C £ = o —
) i 2 =T 24
. . a+b —B++A
x) =Ax-+ Bx £ = g — e —
) i 2 =T 24
) . a+h — i
Flx) = Ax%+ Bx +C £ = . _—BEVA
2 - 24

flx) =Ax* + Bx* +Cx+ D

AZ+BE+CE+D—E=D

fo) =%

= (b\.‘E: Z\"E)

3- Conclusioni

Abbiamo visto che nel presentare alcuni controesempi
accadono cose molte curiose anche in semplici funzioni quali
flx) = Ax*

e cioe che applicando il Teorema del valor medio per le
derivate esiste un unico punto che lo soddisfa ed & dato dalla
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ath

media aritmetica A(a,b) = degli estremi dell’intervallo
[ab] dove e definita la funzione; invece, applicando il
Teorema della media per gli integrali definiti, una sconosciuta

= -
|a” tab+b”

media M(a,b) = J degli estremi dell'intervallo [a;b] &

soluzione, con A(a,b) <M(a,b) e cosi via...

Tra i due teoremi intercorre una proprieta pitt profonda. E’
stato dimostrato (Kung Kuen Tse, 1921) che sea <bed f € una
funzione analitica, e se esiste un punto & che soddisfa
contemporaneamente i due teoremi allora f deve essere una

funzione lineare oppure una funzione esponenziale.
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