CAPITOLO VII
DERIVATE

1. GENERALITA’

Definizione 1.1)

La derivata & un operatore che ad una funzione f associa un’ dtra funzione e che obbedisce dle seguenti

regole:

(1) D (aox”) = (aox”)I = na,X"*
ESEMPL

2>3%* = 6X

D (3¢)

D(5x4) 45531 = 20x°

D (-4x) = 3x-4)x" = - 12x¢

(2 D (ax) = a
ESEMPI

D (7x) = 1x7>x**

B D(x) =1
@ D(c) =0
ESEMPI

D(4 =0,D(10 =0,D(29 =0

(5) D (x”) = nx"*
Fiuin generderisulta
(5.1)D (x"") = ax*! (arealequalsias )

Ricordando le regole delle potenze:

7xX°=74=7,D

derivata di un monomio

derivata di un monomioconn=1

(10x) =10, D(X) = 3

derivata di un monomiocon a, = 1=n

derivata di una costante

derivata di un monomiocon a, = 1
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Fiuin generde s ottiene:
-
nAy [f(x)]n' !

3x%- 4

243 ax+2

(x3 - Ax+ 2)I

2 (-
(4x3 +6x7 - 5)|

D(M) -

x+2

12x% + 12X

} 1
b) a n = ?
1
-— 1

c)a" = —
2T T
SEgUONO Varie proprieta gpplicate nel seguenti
ESEMPI
D(xs) = 3! = 3¢, D(x5) = 5! = Bx*, D()(B) = 8x%1! = 8x’, D(x‘/z) = J2x71,
D(x“w) = (1+§’/§) X2

1 .
Sea = = dlorad ha

n

®elo 1 1 =° 1
D(;X”+ = =X" = =X" = =%
e g n e
X
che s puo scrivere, in modo pit semplice, come segue:
1 . . .
(6) D 2/x) = derivata della radice n-esima
( ) nn/Xn—l

ESEMPI

_ 1 1 3 _ 1 _ 1 s _ 1 _ 1
D(&) S 2t 20X D(&) 33t 3 D(&) 53¢t 53

derivata della radicen-esma di una funzione

A% + 4x

D (\3/ 4%° + 6X° - 5) = =

3§/(4x3 +6¢-9"

3 i/(4x3+ 6x- 5’

%/(4x3+ 6x- 5’
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(5¢+3) 5 1

53/(x+3°"  5(x+3"  gf(5x+ )’

D (¥/5¢+3) =

(8) D[af(x)ibg(x)] = aDf(x)tbDg(x) derivata della somma ( o differenza ) e linearita
ESEMPI

BX' +3x* + 7x+6) = 5D (x*)+3D (x*)+ 7D (X) +6D () = 20x°+6x+7

D
D (6x°- 2" +4x- 6) = 6D (X°)- 2D (x*)+4D (x)- 6D (1) = 18¢° - 4x+4
(-

4 +7x) = - 4D (X)) +7D (X) = - 12 +7
(9) D [f(x)g(x)] = [f(x)g(x)]' = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) derivata del prodotto
ESEMPI

D[(-1) (x+2)| = (- 1(Bx+2)+(x*- 1) (5c+2) = 2x(5x+2)+(x*- 1) 5 =

= 10x* +4x+5x* - 5 = 15¢° +4x- 5

D[(2x+3) (@ +2x)] = (2x+3(x* +2)+(2x+ 3 (¥ +2x) = 2(x + 21 +(2x+ (2x+2) =
= F +4x+ A+ AX+6x+6 = B +14x+6

D [(3¢ + ax+1) (3¢ +4)] = (3¢ +ax+1)/(a¢ + 4)+ (3¢ + 4x+1) (3¢ +4) =

= (96 +4) (3¢ +4) +(3 + 4x+1) 6x = 27x* +36x° +12x° +16+18x" + 24X + 6x =

= 45¢* + 72x°* + 6x + 16

e _ el 1(9ey- (e o erivata del quoziente
(10) Dmg 8 [g(x)]2 g(x) + 0 derivata del q t
ESEMPI
2 X 0 _ (X)I(X2+1)' X2(X2+1)| _ X+1- x;Qx _ 1 x22
B CREI
s&xX 6 _ (X ’)(a- X)'X:(4' X _ 3¢ )l | -20+12¢
8- (4-) (4- % (4-x)
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o+ xz(':j _ (1+ x2)|(4+ x2) - (1+ x2) (4+ x2)I _ (4+ x2) - (1+x2) 2 _

§4+xX 5 (4+x) (4o x]
_ 6X

(4+x2)2
(11) Df[g(x)] =f[.]g[.] =F [g(x)] g'(x) derivata di funzioni composte
ESEMPI

| 8x 4x
4¢% - 3| = =
( ) 244x3-3 A4 -3
N|

: 3, 1\2U : 5 120 3 ) 2 (3, 4\t 3
D%/(Zx +1) g = gl 1)y = d2x +1)5§ = = (2¢+1) % [(2x +1)] =

é
_ 2 6 = 12x°
55/(2x° +1)° 55/(2¢ +1)
, J
D(3 X2 7x) = gxz 7x)%3 = 1 (x2 7x)§ (x2 7x) = ZX—72
e U 3 331/(x2 - 7x)

(12) D [ef(x)' = ¢'Mf(x) derivata di funzioni esponenziali

5 X2 +1g ¢ (x2 + 1) g (x2 + 1)
52 namd ezfj‘;x 9% + 4x9' _ ez;?jsx €ax (3¢ +5)- (24 + 4x) 6xl‘] )
5 £3+5 0 & (e v
_ e - 240+ 20K
(3¢ +5)
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(13) D [Inf(x)] = (%) derivata di funzioni logaritmiche

ESEMPI
1 | 6Xx
D |In3x*+2)| = X +2) = ——
[r( )] 3x2+2( ) 3x° +2
1 | -2
D[I x3-2x-1] = —(¥®-2x-1) = ——_
r( ) x3-2x-1( ) x3-2x-1
€ a2 +4x00 2 +5 X2 +4x0  3x2+5 -24x2+20x - 24x2+20x
Dénc———"0= —= St e .~ 52 ra >
g e3xX"+o5gy 2X"+4x e3X"+b g 22X~ +4x (3x2 +5) (2x +4x) (3x +5)

Osservazione: riteniamo opportuno richiamare |’ attenzione dello studente su dcune proprieta dei logaritmi

che g riveeranno particolarmente utili soprattutto per lo sudio di funzioni:

log,(bxc) = log, b+log, c con ab>0 e a'l
Iogaa@% = log,b- log,c con ab,c>0 e atl
c
Ioga(b”) = nlog, b con a,b>0 e al'l e ninteropositivo
Ioga(Q/B) -1 log, b con ab>0 e al'l e ninteropositivo
n
log,a = 1 con a>0 e at'l
log,1 = 0 con a>0 e a1l
log,0 = - ¥ con a>0 e a1l
log, N o . -
log, N = formula del cambio di base con N intero positivo

Indltre, sfruttando la definizione dassica di logaritmo, € facile verificare I'equivdenza ddle seguenti
espressoni:
z = log,b; a’ = b, a®" = b;

Ingenerde s é saliti indicare con In 0 anche con log il logaritmo naturale o Neperiano, cioéin basee.
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2. TABELLA DELLE DERIVATE PIU’ COMUNI

Riportiamo qui di seguito una tabella riassuntiva delle derivate di dcune funzioni dementari, scrivendo a

snisralafunzione e nelasessalinea, adedra, lasua derivata

y=¢ y' =0
y =X y'' =1
y =x",nlA y' = nx"?
y=x,al Aex>0 y' = ax?
1
= & "=
y y > JxX
y = X", n>m y' = nmn_m
n &/ x
y = 9nx y' = CosX
y = COSX y' = - s8nx
y = tgx y' = 12 = 1+tg®x
cos’X
y = ctgx y' = - _12 = - 1- cotg®x
sSn’x
y=¢€ y = ¢
y =a*a>0 y' = a*loga
y =X y' = x* (1+Inx)
y =1Inx, x>0 y' :l
X
y = logx, x>0,a>0,a' 1 y' = 1Iogae
X
. p p , 1
= arcsinx, - — <y< — =
y 2 y 5 y T
y = arccosx, 0<y<p y = - 1 :
1- x



1
1+ x°

i 1
1+ x°

y = arctgx y =

y = arcctgx y' =

Riportiamo adesso un elenco di derivate di funzioni eementari ottenuto dalla tabella precedente sostituendo

dla variabile indipendente x una certa funzione f(x) di cui s conosca la derivata ed applicando poi la

regoladi derivazione ddle funzioni composte;

y = [1(] y = n[t(x]" ()

¥ = a zfli)?x)

y =4[t (9] y =ﬁ

y = sinf(x) y' = cosf(x)f'(x)

y = cosf () y = -sinf(x)f(x)

y = tgf(x) y' = COSZJ%(X) f'(x)

y = ctgf(x) y o= sin211‘(x) (¥
= arcsinf (X "= __r '(x

y = arcdnt(x) y 1[f(x)]2f()
= arccosf (X S ST

y = f(x) y - [f(x)]zf()

y = arctgf(x) y = Tl(x)]ZfI(X)

y = arcctgf(x) y = -Tl(x)]zfl(x)

y = ef(x) y = ef(x)f (X)

y =a'™ y =a'l Inaf'(x)

y = Inf(x) y = ﬁf (x)
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