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INTRODUZIONE

Osserviamo, in primo luogo, che le funzioni esponenziali sono della forma y = a* con a costante
positivadiversada 1l (il caso a =1 e banale per cui non sara oggetto del nostro studio).

S possono alora verificare i seguenti due casi (s raccomanda di andlizzare i due cas
parallelamente e di effettuarne la letturain senso verticale):

| CASO [ CASO
P<a<1 a> 1

In entrambi i casi lafunzioney = a* si pud studiare per punti
e constatare che essa presentai seguenti andamenti

YA YA
1 1
O\yzo ‘%
& y=0 &

E facile verificare che:

Poiché le funzioni esponenziali, come si evince dai due grafici precedenti,
sono definite su tutto |’ asse redle, il loro campo di esistenza coincide
con il campo di esistenza dell’ esponente

x=0p y=a=1b A=(0,1) x=0p y=a®=1b A=(0,1)
Le funzioni non presentano intersezioni con I’ asse delle x

Le funzioni sono sempre positive
indipendentemente dal loro esponente

lima* =+¥ lima*=0
X® - ¥ X® - ¥
(y = 0 éun asintoto orizzontale sinistro)
lima*=0" lima* =+¥
X® +¥ X® +¥

(y = 0 eun asintoto orizzontal e destro)

Lafunzione é sempre decrescente Lafunzione & sempre crescente
Laregoladi derivazione delle funzioni esponenziali

verraillustrata negli esempi che seguono

Osserviamo, infine, che, nel nostro studio, ci occuperemo esclusivamente delle funzioni
esponenziali aventi per base il numero di Nepero e > 1.



CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché la funzione data € esponenziale ed il suo esponente e un polinomio, essa risulta definita su
tutto |’ asse reale, cioe:

CE. ={xI R:- ¥ <x<+¥}

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.
Per determinare I'intersezione della funzione con gli assi cartesiani occorre risolvere, come di
consueto, i seguenti due sistemi:

i x=0 1x=0 _a 10| @il punto di intersezione
fy=et Ty:e-lz_@,36 e afunzione con |'asse y
e
jy=0 jy=0 jy=0 perche comes evinceda due grafici soprariportati,

| T T Py le funzioni esponenziali, indipendentemente
10=e e =0 1M , . o
dall’ esponente, nonintersecano mai I’ asse delle x

SEGNO DELLA FUNZIONE.
Anche in questo caso, per lo studio del segno della funzione, occorre risolvere la disequazione:

y>0
Ne segue:
y>0Pbp e“1>0 b sempre perché, come s evince dai due grafici introduttivi, le funzioni
esponenzidi, indipendentemente dai loro esponenti e dalle loro basi, sono sempre situate al di sopra
dell’ asse x. Ne segue:

+++++++++++++

y>0

LiMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

Calcoliamo ora i limiti della funzione esponenziale assegnata ricordando le regole riportate nella
nota introduttiva.

Risulta, pertanto:

) lim(¥-9  lirdx*)
f = ex -l):ex®+¥ = o :e+¥ = +¥
fim 3 = Jim {
lim(¥-3  lim¥*)
lim Y= lim () =e” Tzt =e¥ =¥
X® - ¥ X® - ¥

Nesegueche, per x® £ ¥, lay® + ¥ : dungque lafunzione non ha asintoti orizzontali.

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
Ricordando che:

D(ef(x)) =e'txf '(x)
S ottiene:
D(exz'l) =D (x2 - 1) =e*" ! {2x) = 2xe



Per determinare i punti di massmi e di minimo della funzione, bisogna sempre risolvere la
disequazione:

D(y) >0
cioe:

21 i2x>0 i x>0
2x€">0pb | P i
tet>0 jsempre

p x>0

Ne segue che la derivata prima € positiva per X > 0, cio€:
x=0
©

---------- ++++++++++

Crescenza

m

Per x =0, vaorein cui laderivata primas annulla, la funzione presenta un minimo m.

x=0p y=¢* —et=1d @0,36
e

2 1g .. o
Dunque m=8 ,—E eil punto di minimo, ovverom?® A.

1. Ogni funzione esponenziale é definita dove e definito il suo esponente.
2. Lefunzioni esponenziali sono sempre positive.
3. Nédlo studio della derivata prima e sufficiente andare a studiare la derivata dell’ esponente.

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, si avra il seguente grafico della funzione:

VA

A £




CAMPO DI ESISTENZA.

Poiché la funzione data e ancora esponenziale ed il suo esponente € un polinomio, risulta
definita su tutto I’ asse reale, cioe:

CE. ={xI R:- ¥ <x<+¥}

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

ix=0 1 x=0 b [A=(0.e) il punto di intersezione
1'<y:eX3+1 %y:e@2,71 dellafunzione con I'asse y
jy=0 iy=0

I x3+1 P I xC+1
T0=e e =0

iy=0 . . .
b |’y ~ P non ci sono intersezioni con |’ asse delle x
1 mai

SEGNO DELLA FUNZIONE.
Anche in questo caso, per 1o studio del segno della funzione, occorre risolvere la disequazione:
y>0
Ne segue:
G +1

y>0pP € >0 b sempre perché e unafunzione esponenziale, ciog:

y>0
LiMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risulta:
[im(x¢+1) lim(x)

nmy:nm@ﬂﬁ:mw —een | =g a4y

X® +¥ X® +¥

. . 33 +1 li (X3+1) |||’T{X3) _y 1 1
|Im):||m(e )=ex®'¥ = e®¥ =g =—¥:_:I§
X® - ¥ X® - ¥ e ¥

Ne segue che, per X ® - ¥,la y ® 0: dunque laretta y = 0, ovvero I'asse X, € un Asintoto
Orizzontale sinistro (lafunzione, cioé ci tende solo da sinistra).

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
S ha

D(ex3+1) - ex3+1xD(X3 +1) - ex3+1 >(3X2) = 32 >ex3+1
dacui:

3150 b ?3X2 >0 I sempre (& un quadrato)
) e1>0 T sempre (& una funzione esponenziale)



Ne segue che la derivata prima e sempre positiva, cioe la funzione &€ sempre crescente ovvero non
ha né massimi né minimi:

Crescenza

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, si avra il seguente grafico della funzione:

VA




X

y=ex

CAMPO DI ESISTENZA.

Anche questa funzione €& esponenziale ma il suo esponente € una frazione, motivo per cui
risulta definita su tutto I’asse redle tranne che nei punti in cui il denominatore della frazione s
annulla, cioe:

CE. ={xIR:ix+1t 0} ={xI R:x! - 1} ={xI R:- ¥ <x<- 1,- 1<x<+¥}
Ne segue subito che larettax = - 1 € un asintoto verticale per la funzione assegnata.

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

1.x:0 er 0
i o« P 0 b [A=(0.2)]eil punto di intersezione della funzione con I'asse y
fy=e+ 1y eel=¢ =1
py=0 =0 y=o o
| x P i x P [ P non ci sono intersezioni con I’ asse delle x
|

fo=e*l  feli=0

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha:
X

y>0b et >0 p sempre in quanto s tratta di una funzione esponenziale, cioé:

+++++++++++++++++++H+

y>0
LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risulta:
X o_ limba,  limg:
Ilmy—llmg c=ern o gen® —glzg
X® +¥ X® +¥
@
Bl 6 limbes _ limg:
lim Yy = lim Qe" szer P oer ¥ =gl e
2

Ne segue che, per x® ¥, lay® e:dunquelarettay = eeun Asintoto Orizzontale sia destro che
snistro (lafunzione, cioe ci tende sia da destra che da sinistra).

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Si ottiene:
Dgex+1o—ex+1>o & X 6— x+l a'>(X+1) XX]_O eﬁ a(-‘-l- ;(gzex_ilx l >
o x+1s cF 5 S)s (x+)



dacui:

| =

i
X . ex+1 > O . . . )
X re (in quanto funzione esponenzial€
eX+l X 1 5 > 0 p ? 1 :, m ( q - esp . )
(x+ 1) i ( )2 >0 {sempre (in quanto il denominatore & un quadrato)
i X+1

Ne segue che la derivata prima & sempre positiva, cioe la funzione € sempre crescente (chiaramente
al’interno del campo di esistenza), ovvero non esistono né massimi né minimi.

Crescenza

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute ed osservando che per x = - 1 la funzione presenta un buco in
quanto non é definita, si avrail seguente grafico:




CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché s tratta ancora di una funzione esponenziale con esponente frazionario, si ha:

CE ={xXI R:x?1 0} ={xI R:x1 O} = {x] R:- ¥ <x<0,0<x<+¥}

Ne segue subito che laretta x = 0, ovvero I'asse delle y, € un asintoto verticale per la funzione
assegnata.

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

Si osservi in primo luogo che non ci possono essere intersezioni con I'asse y, in quanto tale retta &
un asintoto verticale per la funzione che, quindi, non & definita per x = 0. E inutile, pertanto,
risolvere il primo dei due soliti sistemi!!!

Inoltre, essendo una funzione esponenziae, non ha neanche intersezione con |’asse delle x.
Dungue la funzione data non interseca nessuno dei due ass cartesiani.

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha
><_-1
y>0Pb eX >0 b sempreinquanto s trattadi unafunzione esponenziae, ciogé:

t++++++++++

y>0
LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risulta:
X-1 2= . w(;lg 4
||m y:llm &é_g:e!g)g}éxzéj IAIIEX EJ_ e@gﬁg_eo:l
X® +¥ X® +¥ ﬂ
- . 106 &X 0 o
%X_lo || EB(_ II 20 Lo
lim y=lim g€~ z=e* ez —e*@’mé o= e@n‘gl o= 41
X® - ¥ X® - ¥ ﬂ

Nesegue che, per x ® £ ¥,lay® 1. dunquelarettay = 1 e un Asintoto Orizzontale sia destro che
sinistro (lafunzione, cioe ci tende sia da destra che da sinistra).

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Si ottiene:
X-1A x-1 - x-1 2 - X-1 2 2 . x-1 2
= = -1 == aaxx- (x-1J¥x0 = - 2X°+2X = - X+ 2X
DceX’ i:ex2 >‘D£( 5 E:e G (4 ) =¥ ?—4 gzex2 X——
§ o &xX g e X %) e X o X



dacui:

[ i sempre (in quanto funzione esponenziale)

2 X2 +2x jer >0 |
exX x——"">0b | P {j-x*+2x>0 iX%- 2x<0 ix(x-2)<0
X4 ..-X2+2X ‘I[ p Ir p \% p
T 00 {1x'>0 1 sempre T sempre
i sempre (in quantofunzione esponenzale)
b {j0<x<2
Hsempre
cioé

Crescenza
m M

Osserviamo innanzitutto che il minimo non esiste perché in x = 0 abbiamo gia detto che la funzione
non é definita.

Pertanto s ha:
211
x=2b y=e? =¢* @.,28
&

Dunque |M =¢2,€* < &il punto di Massimo per |a funzione.
e

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, si avra il seguente grafico della funzione:

10



X2

y=e!

CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché si tratta ancora di una funzione esponenziale con esponente frazionario, si ha:

CE ={xXIR:x- 12 0} ={xI Rix® 1} = {xI R:- ¥ <x<1,1<x<+¥}
Ne segue subito che larettax = 1 € un asintoto verticale per la funzione assegnata.

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

2 b i . b |A=(0,1)|&il punto di intersezione dellafunzione con I'assey

P non ci sono intersezioni con |’ asse delle x

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha
i
y>0pb e*1>0 P sempreinquanto s trattadi unafunzione esponenziale, cioe:

y>0
LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risulta:
.. . &y . 24 .
@X 0 limgg  ling-z  limx
lim Y =i ex'li:e"@’Q‘EXl’z’zeX®+¥ Xo—gew  —g¥ =hy
X® +¥ X® +¥ ﬂ
1 . 29
: Co@Xo linggE lims im0 1 1
lim Y= limgevt+=e®** P=gr ¢ o=ger —g¥= ==
X® - ¥ X® - ¥ 5 ) ¥

Ne segue che, per X ® - ¥,lay ® 0. dunque laretta y = 0, ovvero I'asse X, € un Asintoto
Orizzontale sinistro (lafunzione, cioé ci tende solo da sinistra).

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Si ottiene:
exy x 2 g i 0 2 2 20 X 2.
Dge“ O i EX O_ g )g? ]) x40 exlé@x 2x X o X 2)2(
P &x- 1g (x- P (x-1)

1



dacui:

i x

X 1 sempre (in quantofunzioneesponenziale)
X_z X2_ 2X {ex—l>0 .I.‘
@i 550 (e 5 BP0 ix(x-2)>0
i (x- 1) 1i(x-19°>0  psempre
i sempre (in quantofunzione esponenzale)
b {ix<0,x>2
1 sempre
cioé
Crescenza Decrescenza Crescenza
M m
x=0pP y=1

2
x=2p y=e?!=¢'@b4,6

Dunque, |[M =(0,1)° Al &il punto di Massimo per la funzione ed m:(2,e“) il suo punto di
minimo.

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, si avra il seguente grafico della funzione:
y4 |
I
I
4
€ I m
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>
0 I 2 y=0
I
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CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché s tratta ancora di una funzione esponenzide, avente per esponente un polinomio,
moltiplicata per un atro polinomio, s ha:

CE.={xI R:- ¥ <x<+¥}

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

:,x:o2 ; i x=0 2 A=(0,0)° O OIeeli: p;Jnto.di inters?zione
Ty =xe" 1y =0 = afunzione con I'asse y
i 0 i 0 1y=0 0

1y= IYy= T V=
P i, P ii¢=0 ix=0 P Y b
10=x%" TXe* =0 yi i 1x=0

pre " =0 ma
b |A=(0,0)° O]&il puntodi intersezione dellafunzione con I’ asse x

Dungue I’ unico punto di intersezione della funzione con gli assi cartesiani € proprio I’ origine.

SEGNO DELLA FUNZIONE.

S ha

IxX>0

y>0b x’&*?>0p }
1€X2>0

j sempre (in quantoun quadrato)
% sempre (in quantofunzioneesponenzial e)

y>0

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risulta:
lim = lim (X% **?) = lim X ™ ) o) =
X® - ¥ X® - ¥ x® - ¥

, lim(-x+2) _
lim Y= lim (xze'“z): lim x* xex = +¥)>e¥ :(+¥)>o: fi
X® +¥ X® +¥ X® +¥

Senza addentrarci troppo nei calcoli dei limiti, ricordiamo semplicemente che, per X ® + ¥, le
esponenziai tendono a zero piu velocemente di tutte le potenze che, aloro volta, tendono a zero piu
velocemente delle logaritmiche. Ne segue, alora, cheil limite per x ® + ¥ é pari a valore della
funzione pit veloce, ovvero, nel caso specifico, dell’ esponenziale. Dungue:

lim ¥ = lim (e **) <o

X® +¥ X® +¥

Pertanto, per x ® +¥,lay® 0: dunque larettay =0 eun Asintoto Orizzontale destro (la funzione,
cioé ci tende solo da destra mentre a sinistra tende ad infinito).




STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
Ricordando che:

Dgf ()9 (x)g=Def (x)gra(x) + f (x)>Dga(X)g

S ottiene:
D(xze' “) = 2XXe K2 i xe X2 o - 1) = 2xe 2. xPe Xz @xt? (2x- x2)
dacui:
fe*?>0 i sempre (in quantofunzion onenziale
&2 (2x- %)>0 b I I sempre (in g eesp )

f2x- x>0 }xz 2x<0
j sempre (in quantofunzioneesponenziale) b i sempre (in quantofunzioneesponenzial€)
i x(x-2)<0 {0<x<2

cioé:

O

2
O

Crescenza
m

x=0p y=0° A° O
X=2b y=22x*?=4x"=4x=4

Dunque, m=(0,0)° Of &l punto di minimo per la funzione ed [M =(2,4)| &il suo punto di
Massimo.

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, si avra il seguente grafico della funzione:

VA
4 M
O i
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CAMPO DI ESISTENZA.

Questa volta siamo di fronte ad una funzione esponenziale, avente per esponente sempre un
polinomio, ma la funzione stessa & moltiplicata per una frazione, motivo per cui risulta definita su
tutto I’ asse reale tranne che nei punti in cui il denominatore della frazione si annulla, cioé:

CE.={xIR:x! 0} ={xI R:- ¥ <x<0,0<x<+¥}

Ne segue subito che larettax = 0, ovvero I’assey, & un asintoto verticale per la funzione assegnata.

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.
Osserviamo in primo Iuogo che non ci possono essere intersezioni con I'asse'y, in quanto tale retta e
un asintoto verticale per la funzione che, quindi, non e definita per x = 0. E inutile, pertanto,
risolvereil primo del due soliti sistemi!!!
iy=0
1y=0 { y=0 JL
x+1 , P i X+1 P
T
f

O
x
+
H
1
o

1
1

0="""¢ 2=
77 x f ° o2 20

—_

b |A=(-10) &il punto di intersezione della funzione con I’ asse x

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha
| x+1 i Xx+1>0 jx>-1
X+1 o —>0_ 1 !
y>0p —e“>0b | x P ix>0 P {x>0
X

fe>>0 lsempre | sempre (in quantofunzioneesponenziale)

y>0 y<0 y>0

LiMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

Risulta:

axX+1 ax+1p lim-2% w
[ = lim g——€ > 2= lim X =(1)q{e™)=+¥
fim 3= lim &S 2= lim 2 (9e”)
. e+l L, 6_ . ax+lo limi-2) _ 1
lim Y= lim o0—e % == lim Osra =(1)>(e¥):—¥:|§|
X® +¥ X® +¥ X ] X® +¥ X ﬂ e




Pertanto, per x ® +¥,lay® 0: dunque larettay =0 eun Asintoto Orizzontale destro (la funzione,
cioé ci tende solo da destra mentre a sinistra tende ad infinito).

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Risulta:
+1 €% - x+1 AU X+1 . X- 1¢ X+1
69( 2x0 ( ) l:Pe-z)(_'_ )Ee-zx% 2) _ - O>e .9 e 2 =
8 ﬂ é X 8 NG X
1¢ 2x+2 1 2X+26 & 1- ( X+2)xx0
:§_29>e _ )e—2x:e—2x§_2_ gze—ZXQ ( ) o=
N X X X g & X g
@1 2x%-2x0_ ,.ee 2x%- 2x- 10
=e 9—2+—e Q—2+
e X a e X 2
dacui:
1eZ>0 i sempre (in quantofunzioneesponenzial €)
203 2X%- 2x- 10 T T
e ({‘T O b | - 2X2_ 2x- 1 O P | - 2)(2‘ 2x-1>0 p
> .
€ e { X2 % x>0
i sempre (in quantofunzioneesponenziale) i sempre
b {2x%+2x+1<0 b {mai (D<0)
l:' sempre (in quantoé un quadrato) 1 sempre

ciog:

Dunque la funzione & sempre decrescente, ovvero non ci Sono Né massimi né minimi.

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, si avra il seguente grafico della funzione:
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ESERCIZ| PROPOSTI

Sudiare le seguenti funzioni esponenziali:
- 4x+22

y=¢€
y - ex- 2
X2 +x+1

y=e




