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Sunto: Il concetto di infinito, pur emergendo continuamente nel discorso
matematico, e sempre stato una questione spinosa e controversa ed ha avuto, nel
corso della storia, uno sviluppo lungo ed in continua evoluzione sia in campo
filosofico-religioso che scientifico. Dal punto di vista matematico, per seguire le
tracce di quel lungo percorso che ha condotto allo straordinario sviluppo
dell’analisi matematica e alla teoria degli infiniti infiniti di Cantor, bisogna risalire
all’Antica Grecia e al concetto di dmeipov di Anassimandro. Gia dal suo insorgere
tale concetto lasciava intravedere quella valenza negativa con cui la successiva
cultura filosofica greca avrebbe connotato l'infinito e dato origine all'«horror
infiniti». Il lavoro in questione propone una sintetica ricostruzione di come sia
stata trattata, dal punto di vista matematico, la problematica dell’infinito in epoca
classica fino ad arrivare alle geniali intuizioni di Archimede che, traendo spunto da
Eudosso, considerato tra i pin sorprendenti imbrigliatori dell’infinito, riusciva,
utilizzando sapientemente il famoso «metodo di esaustione», ad aggirare I’ostacolo
dell'infinito in atto.

Parole Chiave: dreipov, horror infiniti, metodo di esaustione.

Abstract: The concept of infinity, while continually emerging in mathematical
discourse, has always been a thorny and controversial issue and has had,
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throughout history, a long and constantly evolving development in both the
philosophical-religious and scientific fields. To follow the traces of the long journey
that led to the extraordinary development of mathematical analysis and Cantor's
theory of infinite infinities, one has to go back to Ancient Greece and
Anaximander's concept of dmeipov. Such a concept had a negative connotation
among greek philosophers: that is why they spoke of ‘horror infiniti’. This work
proposes a concise reconstruction of how the problem of mathematical infinity was
dealt with in classical times up to the ingenious insights of Archimedes. Taking a
cue from Eudosso, he skilfully used the famous ‘exhaustion method’ and in this
way managed to circumvent the obstacle of actual infinity.

Keywords: dneipov, horror infiniti, exhaustion method.

1 - La problematica dell’infinito in ambito
filosofico e scientifico

Il concetto di infinito, pur emergendo continuamente nel
discorso matematico, € sempre stato una questione spinosa e
controversa ed ha avuto, nel corso della storia, uno sviluppo
lungo e in continua evoluzione sia in campo filosofico-
religioso che scientifico.

Per seguire le tracce di questo lungo percorso che ha
condotto allo straordinario sviluppo dell’analisi matematica e
alla teoria degli infiniti infiniti di Cantor, bisogna risalire
all’ Antica Grecia e al concetto di dretpov di Anassimandro.

Anassimandro (Mileto, 610 a.C. circa - 546 a.C. circa),
discepolo di Talete, individua, come origine di tutte le cose
una non-entita della quale e piu facile dire cid che non &
piuttosto che cio che e: 1'drietpov.

La traduzione letterale della parola e “senza limiti”, ma
anche “infinito”, “indeterminato”, cioe privo di definizione.
D’altra parte, sembra che nell’antica Grecia i termini illimitato,
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infinito, indefinito, fossero considerati sinonimi e I'dmelpov
conteneva in sé tutte queste caratteristiche.

La parola stessa non e descrittiva ma risulta coniata per
negazione, (8- mepag = senza limite) e questo dimostra quanto
sia stato problematico l'accesso a questo concetto presso i
tilosofi greci.

Nell'dmelpov di Anassimandro si intravedeva gia quella
valenza negativa con cui la successiva cultura filosofica greca
avrebbe connotato l'infinito e dato origine all'horror infiniti:
tale valenza derivava dalla tendenza a considerare imperfetto
tutto quanto non fosse limitato da una qualche forma.

Per i pitagorici e proprio il limite a dare forma e pienezza
alle cose, sembra che nel limite risieda il loro aspetto positivo:
solo cio che e finito e perfetto in quanto compiuto, nel senso
che non ha bisogno di nulla per la sua completezza.

Invece lidea dellillimitato, e dunque imperfetto,
conservera per lungo tempo una connotazione negativa.

Tutto & descrivibile attraverso i numeri naturali e i loro
rapporti, la trama stessa del mondo e tessuta di numeri interi
e fissata da equazioni matematiche. Gli oggetti reali sono
aggregati di monadi disposte secondo un ordine geometrico-
aritmetico prestabilito.

I pitagorici sostengono che alla base della spiegazione
dell’universo ci sia il numero, quindi la matematica: il numero
(6pBpog) € sinonimo di misura e armonia, € come un “punto
di mediazione tra il limite e l'illimitato”.

L'interazione tra dmelpov e mépag permette in qualche
modo di limitare l'illimitato: sull' opposizione tra questi due
principi, il limite e I'illimitato, si reggono tutte le cose.
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I numeri e le relazioni tra essi rappresentano proprio
I'emblema dell’antitesi tra limite e illimitato: in particolare i
numeri pari rappresentano l'illimitato mentre i dispari il
limitato. Non si sa con certezza il perché di tale curiosa
affermazione, forse la motivazione addotta potrebbe essere la
seguente: i numeri pari possono sempre essere divisi in due
parti uguali e nessun elemento puo interrompere il processo;
al contrario, se si prova a dividere i numeri dispari in due
parti uguali, ¢’ sempre un"unita che rimane fuori a bloccare la
divisione, costituendo un limite.

Ma lillusione dei pitagorici di potere esprimere tutto
I'universo attraverso i numeri naturali e i loro rapporti deve
ben presto fare i conti con la scoperta delle grandezze
incommensurabili e con quei numeri irrazionali che sembrano
aprire I'abisso dell'infinito all'interno dei calcoli aritmetici e
geometrici. La teoria delle monadi crolla: se un segmento
contenesse un numero finito di monadi, allora anche il lato e
la diagonale di wun quadrato dovrebbero essere
commensurabili.

La presenza dell'infinito incombe spaventosamente anche
nella trama matematica ordinata che costituiva per i pitagorici
l'essenza della realta!

Secondo Maria Timpanaro Cardini! I'esistenza di segmenti
incommensurabili cred un fatto assolutamente nuovo ed
imprevisto:

Era l'incontro con l'infinito matematico: I'aloyog che si
levava a sconvolgere la razionale fiducia nell’avaloyov.

1 Filologa italiana (1890 - 1978), si & occupata in particolare di storia
della filosofia antica e di storia della scienza.
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2 - I paradossi di Zenone

Anche Zenone di Elea (V secolo a.C.) contribuisce ad
accrescere l'avversione dei greci nei confronti dell’infinito:
nelle sue riflessioni egli fa notare quanto un uso poco
prudente dell'infinito possa condurre a situazioni paradossali;
costringe dunque i matematici greci ad affrontare con
maggiore rigore tale problematica.

Con i suoi paradossi Zenone, allievo di Parmenide,
raccogliendo l'eredita del maestro, intende confutare la tesi
dei pitagorici sulle monadi, gia profondamente messa in
discussione dalla scoperta delle grandezze incommensurabili.

Il pitt celebre dei suoi paradossi € quello di Achille e la
tartaruga.

La tartaruga, proverbialmente lenta, sfida Achille pie veloce
in una gara podistica: lei partira contemporaneamente ad
Achille ma con un piccolo vantaggio di 100 metri: appena
Achille riuscira a superare la tartaruga, si portera a casa la
vittoria.

Ovviamente Achille pié veloce é il favorito in assoluto nella
gara, eppure Zenone dimostra che a vincere sara la tartaruga
perché I'eroe non la raggiungera mai (in un tempo finito).

Il suo ragionamento ¢ il seguente:

Supponiamo che Achille corra 10 volte pitt veloce della
tartaruga: quando avra raggiunto la posizione di partenza
della tartaruga cioé quando avra coperto i 100 metri, questa
avra comunque percorso ulteriori 10 metri; mentre Achille
percorrera i 10 metri che lo distanziavano dalla tartaruga,
questa avra percorso ancora 1 metro; quando Achille avra
coperto anche questo metro la tartaruga avra percorso 0,1
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metro, e cosi via. In definitiva Achille non riuscird mai a
raggiungere la tartaruga.

Interpretando il problema con i mezzi della matematica
attuale, la somma dei tratti che separano Achille dalla
tartaruga e:

S=100+10+1+0,1+0,01 +0,001 + ........... , cioe:

= 00 n_ 1 = i =
S=110+ X7 (0,1)" =110+ = =110+ 7o =111,1

Ovviamente alla luce della teoria delle serie infinite, appare
evidente che Achille avra superato la tartaruga dopo 111 e
prima di 112 metri. Ma tale teoria era allora sconosciuta ai
matematici greci secondo i quali la somma di infiniti segmenti,
anche se piccolissimi, doveva concettualmente dar luogo ad
un segmento infinito, non poteva essere diversamente!!

La convergenza della serie avrebbe implicato il concetto di
continuita allora non ancora conosciuto.

Teoria delle serie a parte, si sarebbe pervenuti allo stesso
risultato sommando i tratti che dividono Achille dalla
tartaruga:

100+10+1+0,1+0,01 +0,001 +........ =111, 1 m.

In ogni caso, anche Zenone era convinto che Achille
avrebbe raggiunto la tartaruga in breve tempo, ma il suo
paradosso voleva essere una vera e propria provocazione per i
suoi contemporanei e in particolare confutare la teoria della
tesi monadica di Pitagora.
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Forse e proprio grazie ai paradossi di Zenone che i
matematici greci furono costretti a fare diversamente i conti
con l'infinito, non si poteva piu evitarlo, pena l'insorgere di
paradossi o comunque di situazioni inspiegabili: I'infinito
risultava ancora una volta fonte di contraddizioni.

3 - Aristotele e la duplice natura dell’infinito

Le considerazioni sopra l'infinito hanno pero una
difficolta, perché si presentano molte impossibilita, tanto se
si immagina che esso esista, quanto se si immagina che esso
non esista (Aristotele).

Aristotele (384-322 a.C.) condivide con i pitagorici la
connotazione negativa dell'idea dell'infinito che sembra
somigliare piuttosto ad un errore del pensiero, perché vaga e
inconsistente: cid che da forma e senso alle cose ¢ il limite,
I'armonia, la misura.

Critica invece duramente la concezione pitagorica secondo
cui l'illimitato, anche se associato al male e all’oscurita, sia
riconosciuto come principio materiale, dotato di una propria
attualita.

Egli non ammette I'esistenza di un infinito attuale, ma solo
di un infinito potenziale, che non pud essere comunque
rinvenuto in nessun ambito dell’esistenza concreta.

Con l'espressione infinito attuale intende un’infinita data,
che si presenta nella sua totalita in un momento ben definito,
in un atto unico, tutto in una volta, come una realizzazione
completa in sé con l'espressione infinito potenziale intende
invece la possibilita di aggiungere sempre qualcosa a una
quantita determinata senza che ci sia mai un elemento ultimo.
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Dunque per Aristotele:

L'infinito (dmeipov) non e cio al di fuori di cui non c’e
nulla, ma cio al di fuori di cui c’e sempre qualcosa.
(Aristotele, Phisica).

In Paolo Zellini (1980), si legge:

L'illimitato non puo dunque in nessun caso essere
riguardato come un tutto completo: cio che e completo ha
una fine e la fine e un elemento limitante, mentre I'apeiron
indica appunto, per suo significato intrinseco, l'assenza di
ogni limite. Secondo Aristotele cio che non ha limite non é
rappresentabile esaurientemente nel nostro pensiero, ed e
percio inconoscibile.

La connotazione negativa associata all'émelpov e
espressione proprio della sua incompletezza e potenzialita
non attuata e non attuabile.

E dunque preferibile tradurre il termine “émeipov” con la
parola “indefinito” invece che “infinito” per evitare ogni
tentativo di dare alla parola il significato di un’attualita che
non possiede.

L'idea dell'esistenza di un infinito in atto e davvero
inconcepibile per Aristotele: I'infinito & un concetto partorito
dalla ragione che la ragione stessa, pero, ripudia in quanto
non in grado di rappresentare adeguatamente nulla di
infinito.

L'unico infinito accessibile alla mente umana & I'infinito
potenziale in cui non & l'oggetto ad essere infinito, bensi il
processo. L'infinito potenziale e, pertanto, un procedimento
del pensiero caratterizzato dalla non esauribilita della propria
proceduralita.
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Aristotele diffida i matematici dal fare uso dell'infinito
attuale, consentendo un uso esclusivo dell'infinito potenziale:
«sicché l'infinito e in potenza, ma non in atto».

Per lui un segmento non € composto di infinite parti (in
atto) ma e divisibile infinite volte (in potenza):

(...) Questo nostro discorso non intende sopprimere per
nulla le ricerche dei matematici, per il fatto che esso esclude
che linfinito per accrescimento sia tale da poter essere
percorso in atto. In realtd essi stessi allo stato presente non
sentono il bisogno di infinito, ma di una quantita pii grande
quanto essi vogliono, ma pur sempre finita (...) Sicché, ai
fini delle loro dimostrazioni, a loro non importera affatto la
presenza dell'infinito nelle grandezze reali (Aristotele
Phisica III).

Nella Phisica Aristotele mette altresi in evidenza che in
Matematica l'infinito potenziale si puo ottenere in due modi :
per addizione e per divisione.

Per addizione, attraverso un processo sommatorio senza
termine in cui, ad esempio, una grandezza si addiziona a se
stessa infinite volte, ottenendo una “grandezza infinita”.

Per divisione, consistente nel dividere una grandezza in
due parti, nel sottrarne una e dividere la rimanente ancora in
due parti, sottrarne una e procedere allo stesso modo con un
processo che non ha mai fine, ottenendo una “grandezza
infinitesima”.

Ancora Paolo Zellini (1980) afferma:

Se si considera un’unita di lunghezza e la si addiziona a
se stessa infinite volte, si ottiene certamente una distanza

illimitata non percorribile in un tempo finito. Ma se ci si
prefigura l'illimitato secondo un procedimento in qualche
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modo opposto, cioe dividendo per dicotomia 'unita di
lunghezza in infiniti intervalli, ecco che linfinita puo
considerarsi in qualche modo esauribile entro un intervallo
limitato di tempo. L'infinita dei sottointervalli in cui e
divisibile ['unita di lunghezza ha questa rilevante
caratteristica: essa e interamente contenuta in una totalita
limitata che puo costituire 1'oggetto di un’intuizione
empirica.

I paradosso di Zenone, secondo Aristotele, consiste
proprio dall’avere equiparato linfinito per divisione
(I'infinitamente ~ piccolo)  all'infinito  per  addizione
(I'infinitamente  grande): quest'ultimo & effettivamente
impossibile da percorrere in un tempo finito mentre una
distanza infinita per divisione (cioe, una qualsiasi distanza
finita) e fattivamente percorribile in un tempo finito.

4 - Qualche accenno all’idea dell’infinito in atto
nel pensiero classico prima di Aristotele

4.1 - Antifonte e la quadratura del cerchio

Qualche accenno all'infinito per divisione e rintracciabile
nel tentativo di quadratura del cerchio di Antifonte
(Atene, 480 a.C. - 410 a.C. circa).

Secondo Antifonte la quadratura del cerchio & una
conseguenza del fatto che, inscrivendo in un cerchio un
poligono regolare col numero di lati sempre crescente, a un
certo punto il lato del poligono risulta indistinguibile dall’arco
di circonferenza sotteso e 'area compresa tra il poligono e la
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circonferenza si riduce fino ad assumere una grandezza
arbitrariamente piccola (figura 1).

Aumentando indefinitamente il numero di lati del
poligono, questo si identifichera alla fine con il cerchio: i suoi
lati saranno cosi piccoli da poter essere considerati come archi,
se pur minimi, della circonferenza.

Fig. 1

Essendo possibile poi costruire un quadrato di area uguale
a quella di un qualsiasi poligono regolare, egli conclude che
una quadratura del cerchio & possibile.

Ma Aristotele sostiene fortemente la completa infondatezza
della tesi di Antifonte.

Secondo lui non e possibile ammettere che l'insieme dei
poligoni possa includere un termine conclusivo che coincida
con la circonferenza perché, se cid avvenisse, si ammetterebbe
implicitamente l'esistenza di un infinito attuale, l'insieme
attualmente infinito appunto dei poligoni inscritti nella
circonferenza.

Piuttosto, dall’esempio fornito da Antifonte, si deduce che,

dato un qualsiasi poligono inscritto nella circonferenza, e
sempre possibile trovarne un altro con i lati pit piccoli, ciog, &
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possibile ridurre la differenza tra le aree del cerchio e del
poligono a una grandezza arbitrariamente piccola.

4.2 - Eudosso e il metodo di esaustione

Eudosso di Cnido (408- 355 a.C.), il rigorizzatore della
matematica greca, aveva gia contribuito al superamento dello
scandalo logico dell’esistenza di grandezze incommensurabili
con la sua geniale teoria delle proporzioni riportata nel libro
quinto degli Elementi di Euclide; successivamente, proprio per
evitare il ricorso all'infinito, escogitd il famoso metodo di
esaustione, un metodo che in qualche modo anticipa di secoli
il calcolo integrale, anzi potrebbe essere considerato
'equivalente greco del calcolo integrale .

Il principio di base del metodo di esaustione risiede nel
famoso Lemma noto come “assioma di continuita di
Archimede”, ma dovuto proprio a Eudosso:

Date due grandezze aventi un certo rapporto, e sempre
possibile trovare un multiplo dell’una che superi l'altra.

Negli Elementi di Euclide il postulato di Eudosso e espresso
nella forma seguente:

Si dice che hanno fra loro rapporto (o ragione) le
grandezze le quali possono, se moltiplicate, superarsi
reciprocamente [Def. IV del V libro degli Elementi].

L’assioma, dunque, negli Elementi, diventa una definizione
con la quale Euclide ci dice che, date due grandezze
(omogenee e non nulle), puo esistere oppure no un multiplo
della minore che superi la maggiore.

18
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In termini numerici ¢ possibile enunciare l'assioma in
maniera molto semplice:

e Dati due numeri naturali m ed n, con m < n, esiste un
multiplo di m che supera n

oppure:

. 1 ) .
e Dato l'inverso — di un numero naturale #n, esiste un
n

1 1
numero naturale m tale che: — < —
m T

In realta le due forme riferite ai numeri ci dicono che non
esistono numeri infinitamente grandi ovvero non esistono
numeri infinitamente piccoli.

Analogamente, se si riferisce I'assioma alla geometria, si
deduce che non esistono segmenti infinitamente grandi e non
esistono segmenti infinitamente piccoli.

Partendo da tale assioma, Euclide dimostra la seguente
proposizione nota come “proprieta di esaustione” che
costituisce la base del famoso metodo di esaustione:

Se da una qualsiasi grandezza si sottrae una parte non
inferiore alla sua metad, e se dal resto si sottrae ancora non
meno della sua meta, e se questo processo di sottrazione
viene continuato, alla fine rimarra una grandezza inferiore a
qualsiasi grandezza dello stesso genere precedentemente
assegnata (Proposizione I del X libro degli Elementi).

In termini moderni tale proprieta di esaustione si puo
esprimere nel modo seguente:

19
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Date due grandezze M ed & , omogenee, e detto r un
rapporto tale che

=r=1

N | =

esiste un numero naturale N tale che,
¥n > N, M1-r)"<e¢
Ciog, come diciamo oggi:

limM(1—-r)"=0.

n—00

Premesso cio, il metodo di esaustione e basato su una
doppia riduzione all’assurdo: non & un metodo analitico di
ricerca che conduce alla scoperta, ma fornisce solo il mezzo
per dimostrare, per assurdo, un risultato che si suppone gia
intuitivamente noto o ricavato mediante altre tecniche.

La prima dimostrazione per esaustione dovuta molto
probabilmente a Eudosso, la troviamo nel libro XII degli
Elementi di Euclide e riguarda la proposizione seguente:

Prop. 1I: Le aree dei cerchi stanno tra loro come i quadrati
dei rispettivi diametri.

Si parte dall'osservare che, dato un cerchio, & sempre
possibile inscrivere in esso un poligono con un numero
sufficientemente grande di lati, in modo tale che la differenza
fra il cerchio e il poligono sia minore di un’altra superficie
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assegnata, piccola a piacere. Tale proprieta € una conseguenza
della proprieta di esaustione, cioe della Proposizione I del X
libro degli Elementi.

Infatti, considerato un arco qualunque di cerchio sotteso da
una corda AB, se per il punto medio C dell’arco si conduce la
tangente e dai punti A, B si tracciano le perpendicolari alla
tangente stessa, si ottiene un rettangolo ABED maggiore del
segmento circolare ACB (figura 2):

Fig. 2
I triangolo ABC, che & la meta del rettangolo, & dunque
maggiore della meta del segmento circolare stesso.
Cio premesso, proviamo a inscrivere nel cerchio dei
poligoni regolari a partire dal quadrato (figura 3)
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A
T1
H B
G [ T4 T2) C
F T3 D
E
Fig.3

I quadrato inscritto risulta banalmente maggiore della
meta del cerchio perché e la meta del quadrato circoscritto che
e maggiore del cerchio.

Pertanto, fare la differenza tra cerchio e quadrato equivale a
sottrarre dall’area del cerchio pitt della sua meta e, detta Ry la
differenza tra cerchio e quadrato, si ha Ri <1/2 C (dalla
figura 3 si evince che Ry & costituita da quattro segmenti
circolari).

Dividendo a meta gli archi su cui insistono i lati del
quadrato e congiungendo i punti medi con i vertici del
quadrato si costruisca 1'ottagono. Per quanto osservato in fig
2, la somma dei triangoli T1, T2, T3, T4, formati da due lati
dell'ottagono e da un lato del quadrato & maggiore della meta
della somma dei segmenti circolari circoscritti ai triangoli
stessi. Detta Ry la differenza tra il cerchio e I'ottagono risulta:

R> =Ry (4 segmenti circolari) - (T1 + T2 + T3 + T4)
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dove T1 + T2 + T3 + T4 > %2 della somma dei quattro
segmenti circolari, cioe

T1+T2+ T3+ T4 > (C-Q)

T1+T2+T3+T4>"%Ry

Dunque, sottraendo da R1 una quantita maggiore della sua
meta si ottiene una differenza

R <2 Ry

Reiteriamo il procedimento, facciamo cioe ulteriori
raddoppiamenti del numero di lati dei poligoni: in merito alla
restante area intermedia, raddoppiare ogni volta il numero di
lati del poligono, equivale a sottrarre dalla precedente area
intermedia, piu della sua meta.

Per la Prop. X.1 si trovera un poligono p. che, sottratto al
cerchio, lascera una differenza minore di qualsiasi grandezza
dello stesso genere precedentemente assegnata.

Siamo ora in grado di dimostrare, utilizzando il metodo di
esaustione, la Prop. II, L.XII:

Le aree dei cerchi stanno tra loro come i quadrati dei
rispettivi diametri.

Dati i cerchi ¢ e C, denotiamo con d e D i loro diametri e

con a e A le aree (figura 4).
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Fig 4

Per dimostrare che

dz
D?

R

si esclude che possa essere

2 2

%>%oppure§<%

Se fosse % = D—j , allora esisterebbe una grandezza a’ < a tale
che

a d?

A D?

Posto a - a’= £ = 0, inscriviamo nei cerchi c e C poligoni

regolari di n lati e di aree rispettivamente

Pnepn
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In riferimento al cerchio c e al poligono inscritto di area p»
per la proprieta di esaustione, raddoppiando ogni volta il
numero dei lati sara possibile ridurre 1'area intermedia a - p»

fino a che risulti a - p» < € ed essendo &€ = a—ad,
a—p, <a—a dacui p,. >a'.

In base a teoremi precedenti si sa che &

P d®

B, D2
ed essendo:

a d?

A D?
si avra:

P @

B A

ed essendo a’ < p,, deve essere A < F,. Ma non puo essere A
< B, in quanto l'area del cerchio non puo essere minore di
quella di un poligono inscritto.

d2
> I
A D2

a

Dunque, I'ipotesi porta ad un assurdo.

. T . d?
Analogamente si esclude la possibilita che sia % <7

E allora non puo che essere
a d?
A~ D?

La proprieta dimostrata sembra aver costituito il primo
teorema esatto sull’area di figure curvilinee: e per questo che
Eudosso é stato considerato da molti il fondatore del calcolo
integrale.
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5 - Euclide e I'influenza dell'impostazione
aristotelica negli Elementi

Negli Elementi di Euclide e possibile riscontrare la forte
influenza dell'impostazione aristotelica nella concezione
dell'infinito.

Ad es. nel II postulato del libro I, per evitare il ricorso
all’infinito, egli afferma:

E possibile prolungare illimitatamente una retta finita in
linea retta.

Anche nel famoso V postulato, oggi detto “delle parallele”,
Euclide non parla esplicitamente di “rette parallele” per
evitare qualunque allusione a un infinito in atto, ma nella sua
formulazione originaria, cosi si esprime:

Se un segmento prolungabile continuamente per diritto,
venendo a cadere su due altri segmenti prolungabili
continuamente per diritto, forma gli angoli interni e dalla
stessa  parte minori di due retti, i due segmenti,
eventualmente opportunamente prolungati, si incontrano da
quella stessa parte in cui sono gli angoli minori di due retti.

Nella prop. XX del IX libro, in cui Euclide dimostra di fatto
che “esistono infiniti numeri primi”, proprio per evitare di
nominare in modo attuale il termine “infinito” ricorre
all'infinita potenziale affermando che:

I numeri primi sono di piu che ogni proposto numero
complessivo di numeri primi
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E lo dimostra per assurdo. La dimostrazione procede pit1 o
meno nel modo seguente.

Supponiamo per assurdo che esista solo un numero finito
di numeri primi, ad esempio 1 e scriviamo l'elenco completo
di tali numeri:

P1, P2 oo Pr.

Denotiamo con P I'insieme di tutti i numeri primi

P={py, p2 .. pn}

Sia ora M quel numero ottenuto sommando 1 al prodotto di
tutti i numeri primi:

M:pl.pz . eee .pn +1

I numero M e maggiore di 1 (perché esiste almeno un
numero primo) e diverso da tutti i numeri primi p; (perche
maggiore di ciascun pi).

Essendo un numero naturale M pud essere primo o
composto.

Se M fosse primo avremmo subito una contraddizione:
infatti essendo diverso da ciascun p; non pud appartenere
all'insieme dei numeri primi.

Se M fosse composto allora sarebbe scomponibile nel
prodotto di fattori primi, ciascuno dei quali appartenente
all’insieme P: detto d uno di essi, tale d dividerebbe sia M sia il
prodotto p1-p2 - - -pn (essendo d uno dei numeri primi), e
quindi dividerebbe la loro differenza M —p1-p2 - - pn=1,

e anche questo e impossibile.

Quindi M non puo essere né primo né composto e cio &
assurdo. Pertanto, non puo esistere un insieme finito di
numeri primi: non resta che concludere che “i numeri primi
sono di piu che ogni proposto numero complessivo di numeri
primi”, cioé sono infiniti.
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Con questa dimostrazione Euclide ha in qualche modo
“domato I'infinito” nel senso che in pochi passaggi, senza mai
nominare il termine infinito, & riuscito a convincere tutti, senza
ombra di dubbio, che i numeri primi sono infiniti

In realta da tutta 'opera di Euclide, per quanto riguarda
l'infinito, si evince una scelta filosofica di stampo aristotelico:
anche lui rifiuta l'infinito attuale e accetta e fa uso del solo
infinito potenziale.

D’altra parte uno degli assiomi di Euclide e quello secondo
cui “il tutto & maggiore della parte” e ad alcuni critici moderni
sembra che Euclide abbia enunciato questo assioma proprio
per eliminare dai suoi Elementi gli insiemi infiniti; infatti, la
proprieta non vale per gli insiemi infiniti e questo fa pensare
alla scelta di evitare la presenza dell'infinito nella sua
trattazione.

6 - Il metodo di esaustione in Archimede

Non si sa se Archimede (287-212 a.C.) fosse a conoscenza
della problematica filosofica dell'infinito, soprattutto nei suoi
risvolti piti rigorosi. Lui non si preoccupa particolarmente del
rigore delle dimostrazioni e, in molte questioni, aggira
I'ostacolo dell'infinito in atto wutilizzando in maniera
ineccepibile, nelle dimostrazioni geometriche, il metodo di
esaustione di Eudosso. Tuttavia, da recenti studi condotti nel
2001 dal filologo e studioso di matematica antica Reviel Netz,
assieme allo storico giapponese della matematica Ken Saito,
risulta che Archimede fosse a conoscenza dell’infinito attuale,
avendolo esplicitamente utilizzato nell’opera Metodo nei
calcoli del volume di un particolare solido: I'unghia cilindrica.
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Per i particolari di questa sensazionale scoperta si rimanda
all’articolo Archimede conosceva l'infinito attuale? contenuto in
questo stesso numero del «Periodico di Matematica» (Nicotra,
2025).

Con il metodo di esaustione Archimede riesce a verificare
I'esattezza delle sue straordinarie intuizioni empiriche.

Tra le numerose produzioni di Archimede che ci sono
pervenute, c’e il piccolo trattato Sulla misurazione del cerchio, in
cui, utilizzando il metodo di esaustione, oltre a calcolare
un’ottima  approssimazione della lunghezza  della
circonferenza, da una interessante dimostrazione del teorema
secondo cui l'area di un cerchio & uguale all'area di un
triangolo rettangolo che abbia come cateti la circonferenza e il
raggio del cerchio stesso (enunciato di Archimede):

Ogni cerchio é equivalente al triangolo che ha come
altezza il raggio del cerchio e come base la circonferenza.

Per dimostrare il teorema Archimede sfrutta 1'idea che il
cerchio e approssimabile con poligoni (secondo il principio di
esaustione) senza introdurre il concetto di infinito ed evitando
di parlare di infiniti lati o di lati infinitesimi.

Come Fudosso anche lui parte dal principio contenuto
nella Prop. 1 del libro X degli Elementi:

Se da una qualsiasi grandezza si sottrae una parte non
inferiore alla sua metad, e se dal resto si sottrae ancora non
meno della sua meta, e se questo processo di sottrazione
viene continuato, alla fine rimarra una grandezza inferiore a
qualsiasi grandezza dello stesso genere precedentemente
assegnata (Proposizione I del X libro degli Elements).
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Ora, dato un cerchio, applicando la proposizione citata, e
sempre possibile inscrivere in esso un poligono con un
numero sufficientemente grande di lati, in modo tale che la
differenza fra il cerchio e il poligono sia minore di un’altra
superficie qualunque, piccola a piacere.

Cio premesso, ricostruiamo la dimostrazione dell’enunciato
di Archimede.

Denotiamo con C l'area del cerchio e con T l'area del
triangolo, e procediamo per esaustione (Fig 5):

B R

Fig.5

Supponiamo per assurdo che sia
C>T (1)
cioe C-T>0.

Inscriviamo nel cerchio wun poligono regolare e
consideriamo la differenza tra C e l'area di tale poligono.
Raddoppiamo il numero dei lati del poligono inscritto e
reiteriamo tale raddoppiamento fino ad ottenere un poligono
Pn di un certo numero 7 di lati la cui area, sottratta all’area del
cerchio dia una differenza minore di C - T (possibile per la
citata proprieta di esaustione).
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Detta Q I'area di tale poligono, risulta dunque
C-Q<C-T dacui Q>T )

I poligono di area Q risulta equivalente ad un triangolo T’
avente come base un segmento di misura uguale al perimetro
del poligono di area Q e come altezza 1'apotema dello stesso
poligono (Fig. 6) .

TI

Fig.6

Poiché nel triangolo T” sia la base che I'altezza sono minori
rispettivamente della base e dell’altezza del triangolo T, si ha :

AreaT' <T

cioé : Q<T

ma, dalla (2) risulta

Q>T
e non puo essere Q maggiore e anche minore di T.
Pertanto I'ipotesi (1) non & possibile, cioé non puo essere

C>T.
Supponiamo allora che sia
C<T 3)
cioe T-C>0.
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Circoscriviamo al cerchio un poligono regolare e
consideriamo la differenza tra 'area di questo poligono e C.

Raddoppiamo il numero dei lati del poligono circoscritto e
reiteriamo tale procedura fino ad ottenere un poligono P, di
un certo numero m di lati tale che la differenza tra l'area di
questo poligono e C sia minore della differenza T - C
(possibile per la proprieta di esaustione).

Detta P l'area di questo poligono, risulta:

P-C<T-C dacui P<T 4)

Il poligono di area P e equivalente al triangolo T” che ha
come base il perimetro di Pm (maggiore della circonferenza) e
come altezza il raggio (Fig. 7), ed essendo Area T > T si ha:

P>T
Pm Tlr
Fig. 7
Ma dalla (4):
P<T

e non puo essere P maggiore e minore di T.
Anche l'ipotesi (3) conduce ad un assurdo, pertanto deve
necessariamente essere:
C=T.
II metodo di esaustione anche in Archimede, come &
possibile evincere dal caso proposto, non & un metodo di
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ricerca che conduce a una qualche scoperta, ma un metodo
che consente di dimostrare, per assurdo, un risultato gia noto.
Mediante tale metodo Archimede dimostra una tesi che deve
avere gia supposta mediante procedimenti diversi che non
siamo in grado di ricostruire.

In questa trattazione interessa evidenziare il fatto che,
grazie al metodo di esaustione egli sia riuscito a calcolare aree
e volumi di figure molto pitt complesse, aggirando sempre
lI'infinito e confermando cio che aveva affermato Aristotele e
cioé che «I matematici non hanno bisogno dell'infinito e non lo
USano».
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