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Sunto: Questo articolo é rivolto, in particolare, agli studenti degli istituti
tecnici con specializzazione in elettrotecnica ed elettronica. Lo scopo é quello di
approfondire la corrispondenza tra gli aspetti matematici e quelli fisici che sono alla
base del funzionamento della macchina asincrona. Si rivolge, tuttavia, anche agli
studenti del liceo scientifico affinché costoro apprezzino come un elegante modello
matematico possa avere ricadute pratiche nella vita di tutti i giorni. Verra descritta
la teoria che lega i vettori alternativi ai vettori rotanti. Per quanto riguarda il
campo magnetico rotante si fara un solo brevissimo cenno ai casi bifase e trifase
senza entrare nei dettagli delle tecniche costruttive per realizzare la macchina
asincrona che lo studente potra trovare nei testi presenti in bibliografia.

Parole Chiave: Galileo Ferraris, fasore, matrice di rotazione, funzioni
trigonometriche.

Abstract: This article is dedicated to high school students specializing in
electrical and electronic engineering but also to students interested in pure science.
The goal, in particular, is to show how an elegant mathematical model can have
important repercussions in everyday life. The correlation between alternating and
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rotating quantities will be described. At the end of the article there will be a
mention of the rotating magnetic field for two- and three-phase cases. The rotating
magnetic field is the basis of the operation of the asynchronous motor; however,
technical details relating to the construction of the asynchronous motor, which can
be found in the texts cited in the bibliography, will not be discussed.

Keywords:Galileo Ferraris, phasor, rotation matrix, trigonometric function

1 - Introduzione

Nel 1894 I'ingegnere Galileo Ferraris pubblica sulla rivista
Il «Nuovo Cimento» (Ferraris, 1894) la memoria intitolata: Un
metodo per la trattazione dei vettori rotanti od alternativi ed una
applicazione di esso ai motori elettrici a correnti alternate. Noi qui
ripercorreremo, utilizzando un diverso approccio matematico
ed una notazione vettoriale pitt agile, una parte della sua
memoria ed infine, limitatamente al caso bifasico, a partire dal
modello matematico mostreremo come realizzare in pratica
un campo magnetico rotante, il quale e alla base del
funzionamento della macchina asincrona (Olivieri, Ravelli,
1959 ; Rizzoni, 2018).

2 - Definizioni dei vettori rotante e alternativo

Un vettore rotante e una grandezza vettoriale di modulo
costante la cui «direzione ruota attorno ad una asse con velocita
uniforme» (Ferraris, 1894). I vettori ruotano su un piano e per
definirli «ci bastano i sequenti elementi: la grandezza [modulo], il
verso, la frequenza, ossia il numero di giri fatti in una unita di

72



Massimo Fanfoni  Vettori alternativi e vettori rotanti: Campo Magnetico Rotante

tempo, e la fase, ossia la frazione di giro compiuta all’origine del
tempo» (Ferraris, 1894).

Siano rispettivamente é1 ed é> i versori dell’asse delle ascisse
e delle ordinate; allora {é1, &2} e la base ortogonale sulla quale
proiettare un qualsiasi vettore bidimensionale. In seguito
faremo uso, a seconda dei casi, delle seguenti notazioni per
indicare un vettore bidimensionale:

_ vx _ T _ A A
V= o )= (U, vy)" =18 + 1,8

y

dove T sta per "trasposto'. La forma di un tipico vettore
rotante ed un tipico vettore alternativo ambedue di modulo v
¢, in generale, per il vettore rotante con velocita angolare o: v
=v (sin(wt), cos(wt))T, mentre per il vettore alternativo con
frequenza d’oscillazione w: v = v (sin(wt),0)T = v sin(wt)é1. La
scelta del seno o del coseno o dell’asse d’oscillazione & del
tutto arbitraria. Per esempio il vettore rotante appena definito
e destrorso ed il vettore alternativo oscilla lungo le ascisse ed

ha fase nulla.

3 - Composizione di due vettori di uguale
frequenza rotanti nel medesimo piano in senso
opposto

Nel prosieguo, a meno che non venga esplicitamente
dichiarato, i vettori saranno sempre di modulo unitario.

3.1 -1° caso

Consideriamo due vettori rotanti in senso inverso, il destrorso
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_ (sin(wt)
B (cos(wt))’ 1)
e il sinistrorso
—sin(wt)
V= ( cos(wt) ) @)

La loro somma da luogo ad un vettore oscillante, in questo
caso sull’asse delle ordinate, di modulo pari alla somma dei
moduli dei due vettori di partenza, infatti:

vi+ v, =2 <cos(()wt)>' 3)

3.2 - 2° caso

I due vettori rotanti hanno modulo diverso. Il risultato &
leggermente pitt complesso, ma interessante. Il vettore rotante
destrorso e di modulo a:

v =a (sin(wt))/ @)

cos(wt)
il sinistrorso & di modulo b:

—sin(wt))l

bv, = b( cos(wt)

sia a>b e quindi 6=a-b> 0. La loro somma diviene
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av, + bv, = 6(5”‘(‘”0) + Zb( 0 ) (6)

cos(wt) cos(wt)
ovvero un vettore rotante il cui modulo e pari alla
differenza dei moduli dei vettori iniziali ed un vettore
alternativo il cui modulo e il doppio del modulo del vettore
piu piccolo.

4 - Somma di due vettori alternativi generici

Prima di sviluppare questo paragrafo & necessario imparare
come scrivere il vettore alternativo nella direzione generica
individuata dall’angolo 6> 0 rispetto, per esempio, all’asse delle
ascisse. Per far questo, introduciamo la matrice 2Xx2
rappresentante l'operatore di rotazione attiva sinistrorsa
(avremmo potuto scegliere indifferentemente la destrorsa); essa
e: (vedi Appendice A)

A,(0) = (cose —sine)_ (7)

sin@ cos@

Una volta noto l'operatore che ruota un vettore dell’angolo 6,
se v = (sin(wft), 0) e il vettore oscillante nella direzione 6= 0,
quello nella direzione generica #sara

Ay (S) (sin(()wt)) _ (cos@ —sin@) (sin(wt)) _

sin@ cos@ 0

= (Sins

) sin(wt). 3
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Consideriamo due vettori alternativi con diverso modulo,
diversa direzione nello spazio e diversa fase:

Il primo:
_ (1 T o <]

V3 =a 0) sinifwt), 9)
I secondo:

vy, =b (g‘;‘:g) sin(wt + ¢), 10)
Come nel paragrafo precedente a = b + 0, per cui

(11):

Vi + v = (b +6) ((1)) sin(wt) + b (Z?Zg) sinffwt + ¢) =
o1\ . 1\ .. cosOY . om

=06 (O) sin(wt) + b [(0) sin(wt) + b (sine) sinifwt + ¢)].

4.1 - Tre casi particolari
4.1.1 - I campi alternativi sono nella stessa direzione

In questo caso scegliamo, ad esempio, la direzione 6 = 0.
Quindi la (11) assume la forma:

V3 + vy = (é) (asin(wt) + bsin(wt + ¢)) (12)

Il risultato &€ semplice ed aspettato:si ottiene un vettore
alternativo (figura1).
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(a Sin[w t] + b Sinfw t+¢)

V1 e ug
15¢
1.0
05F /
L L L L L t
2 4 [ 8 gt}

Fig.1 - Andamento della funzione (12) del testo, per
a=2,b=1,0w=1e ¢ =27/3

4.1.2 - I campi alternativi hanno lo stesso modulo, stessa
fase e direzioni diverse

In questo caso le condizioni sono:6=0, ¢=0. La(11) assume
la forma:

3+ v,=b (1 :COSQ)Sin(wt) =

in6

_ cos (6/ 2)) ,
= 2bcos (6/2) (sin 0/2) sin(wt). (13)

Si ottiene un campo alternativo nella direzione 0/2,quella
che divide in due il parallelogramma generato dalla somma
dei vettori vs e va.

I vettori hanno lo stesso modulo e sono sfasati di n/2
radianti

Le condizioni sono: 0 =0, ¢ =x/2 e la (11) diviene

3+ v,=b [((1)) sin(wt) + (Z(L);g) cos(wt)], (14)
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ma attenzione, se 0= /2, si trova un risultato molto
interessante e importante:

sin(wt))’ (15)

—b (
Vst vy cos(wt)
un vettore rotante (in questo caso, destrogiro).
In sintesi, la somma di due vettori alternativi sfasati di /2
radianti e disposti nello spazio a formare un angolo 0 = /2
radianti da luogo ad un vettore rotante.

4.1.3 - Somma di tre vettori sfasati di 2n/3, sia nel tempo
che nello spazio

Se si sommano i seguenti tre vettori alternativi:

(sin(()wt)) IINC (sin(a)t (J)r 271/3)); Ay 3(O) (sin(wt (J)r 4-71/3))’

sebbene con una procedura lunga e tediosa, si pu6 dimostrare
che si ottiene il seguente vettore rotante

von = 3 (sin(wt))

3 2\cos(wt)

(16)

Questo risultato e generalizzabile: La somma di n vettori
alternativi, sfasati nello spazio e nel tempo dell’angolo 2mr/n
radianti, restituisce il vettore rotante

n (Sin(wt)

VZTH ~2 (cos(wt))' (17)
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Per lo scopo che ci siamo prefissi e sufficiente fermarci a
questo punto, sebbene, per quanto concerne la parte
matematica, Ferraris nella sua memoria continui analizzando
casi pitt complessi.

5 - Il campo magnetico rotante

Come collegare quanto discusso finora alla realizzazione
pratica di un campo magnetico rotante?

Quando una bobina e attraversata dalla corrente I, viene
generato un campo magnetico ad essa perpendicolare il cui
verso ¢ determinato dalla regola della mano destra e di
intensita B(t) = uonl(t), dove n € il numero di spire per unita di
lunghezza e 1 € la permeabilita magnetica del vuoto (Olivieri,
Ravelli , 1959; Amaldi, 2012). Ovviamente se I(f) € una
corrente alternata sara alternato anche il campo magnetico.

Stando al §4.1 caso 3, per quanto concerne un sistema
bifase, per ottenere un campo magnetico rotante, € necessario
combinare due campi alternativi il cui sfasamento elettrico sia
pari a /2 radianti, in modo che i due formino nello spazio
I'angolo /2 radianti (sfasamento spaziale). In altre parole
sono necessarie due bobine disposte perpendicolarmente
percorse da correnti alternate sfasate di /2 radianti, la figura
2 e uno schema di quanto detto.

I motori asincroni trifase (quelli pitt diffusi) generano il
campo rotante grazie a 3 avvolgimenti (bobine) disposti nello
spazio ogni 2r/3 radianti e percorsi da tre correnti alternate
sfasate tra loro di 27r/3 radianti (vedi §4.2).
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Bobinay I,=igsin(wt)
H, »
/
// | Hg

Bobina2 % = H,=Hgsin(ot)e,
l,=i,cos(mt) H,=Hcos(wt)e,
H,=H,+H,

rot

et

Fig. 2 - Campo magnetico rotante bifase, esso ¢ generato grazie a due
bobine poste a zz/2 radianti tra loro ed attraversate dalle correnti /; ed I,
sfasate di 7/2 radianti.

Prima di chiudere, segnalo due siti interessanti per gli
studenti piti curiosi: il primo & dedicato a Galileo Ferraris!
dove si possono trovare molte informazioni su questo
interessante e forse non sufficientemente apprezzato
scienziato; il secondo ¢ a cura del politecnico di Torino e ci si
puo trovare il primo volume dell’opera omnia di G. Ferraris.?

L http:/ /www.museoferraris.it/ index.php/ gferraris/ .
2 https:/ /digit.biblio.polito.it/4136/ .
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6 - Conclusioni

Si @ mostrata la forte interconnessione tra i vettori

alternativi ed i vettori rotanti che si riassume con i seguenti

punti:
1.

La somma di due vettori rotanti in verso opposto
con la stessa frequenza e lo stesso modulo produce
un vettore alternativo il cui modulo e pari al doppio
del modulo del singolo vettore rotante;

La somma di due vettori alternativi di uguale
frequenza e modulo e sfasati nello spazio e nel
tempo di /2, € pari ad un vettore rotante il cui
modulo e uguale a quello del singolo vettore
alternativo;

La somma di n vettori alternativi di pari frequenza e
modulo, sfasati nello spazio e nel tempo di 27/n e
pari a un vettore rotante il cui modulo e n/2 volte
quello del singolo vettore alternativo.

7 - La matrice di rotazione

Esistono due modi per descrivere la rotazione di un vettore,

Primo

Si puo introdurre un operatore, che agendo sul vettore, lo

ruota dell’angolo 6. Questo tipo di rotazione e detta attiva e

I'operatore lo indicheremo con il simbolo As.

Secondo
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L’operatore agisce sulla base ruotandola dell’angolo 6,
mentre il vettore resta immobile. Questo tipo di rotazione &
detta passiva e I'operatore lo indicheremo con il simbolo Ps.

Va da sé che ambedue le rotazioni possono essere sia
destrorse che sinistrorse.

Valgono le seguenti relazioni che il lettore puo facilmente
verificare da solo.

Py(0) = 4y(®) = (%0 SmY) (18)
Py(0) = 4,(O) = (f:zg —CZZ”;@) (19)

Rotazione Attiva Levogira

sin@ = S - N
(cos® —sinD cosO |

0 )

N T

| sin@  cosO

RN

! cosB

| sin® |
| 4

Figura 3: Il vettore (1, 0)" viene ruotato dell’angolo # verso sinistra e
trasformato nel vettore (cosO, sin)” . La rotazione attiva levogira &
equivalente alla rotazione destrogira passiva. Vedi Fig.4.

Facciamo vedere, ad esempio, lequivalenza (19)
applicando, per esempio, 'operatore Ay sinistrorso al vettore
(1, 0)T e l'operatore Py destrorso alla base {&, &} per poi
determinare le coordinate del vettore (1, 0)T nella nuova base

{1, Q).
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Rotazione passiva destrogira

Fig. 4- La base viene ruotata dell’angolo 0 verso destra e le coordinate del
vettore (1, O)T , che rimane immobile, divengono nella base ruotata (cosé,
sind)" . La rotazione passiva destrogira ¢ equivalente alla rotazione
levogira attiva. Vedi Fig.3

Il calcolo per la rotazione attiva levogira & semplice, vedi la
tig.2; per quanto concerne la rotazione passiva destrogira, (in
modo compatto Ps(O) {&1, &2} ={ i1, iz} scriviamo:

€1\ _ [ cosf sinf <é1>_
Pg(o)(éz)_(—sine cose) &,) ~

cosf é; — sin6 éz) _ (ﬁl).
(sin@ &, +cosf &,/ \Qy /20)

dove {ti1, iz} & la nuova base (il nuovo spazio).

Cerchiamo quali sono le coordinate del vettore v = (1, 0)T
nella nuova base.

Poiché v= &, dalla (20) si ha @i=cosOv-sinféedir=sinbv
+cosbér.

Se ora si moltiplica tuper cosfedtiz per sinf e si sommano i
risultati si ottiene v nella nuova base: v = cosfi1+sinbiy,
ovVero:
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v= (g

esattamente la forma del vettore v= (1, 0)T nella vecchia base
dopo la rotazione attiva levogira (figura 2).

8 - La base polare

In questa appendice analizzeremo la somma di due campi
alternativi sfasati nel tempo e nello spazio di /2 radianti gia
trattata nel §4.1 caso 3, ma con una notazione diversa di cui lo
studente interessato beneficera quando affrontera lo studio
della polarizzazione del campo elettromagnetico. Il campo
rotante espresso come somma di due campi oscillanti
opportunamente sfasati e:

E(t) = é;cos(wt) + &,sin(wt). (21)

L’equazione(21),facendousodellaformaesponenzialedellefu
nzionitrigonometriche, diviene

ei(ut + e—iwt eiwt _ e—icut
ER) =& (————|+&|————

elwt —iwt

(&1 +iéy)
(22)
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A questo punto introduciamo la nuova base, detta polare,

A 1 ,n | on A 1 ,x .
& = \/_i(el +ié&,); ép = \/—7(61 —i&;), (23)

dove S e D stanno rispettivamente per destra e sinistra.
Valgono le seguenti relazioni:

lépl =&l =1, ép-& =0
Grazie alla nuova base, il vettore E(t) si puo scrivere
E() = 7 (e &p + e &), (24)

La (24) descrive un vettore rotante nella base polare.
Usiamo una notazione piltt compatta con ovvio significato dei

simboli:
_ (sin(wt)
10) = (cos(wt))’ (25)
_ (—sin(wt)
|0} = ( cos(wt) ) (26)

Le (25) e (26) sono vettori, rispettivamente, destrogiro e
levogiroespressinella base {&1, &}. Inoltre come gia visto

0} +16) = I1).
0)=%( o) @)
16) =5 %) 8)
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Le (27) e (28) sono vettori, rispettivamente, destrogiro e
levogiro espressi nella base polare {ép, és}. Anche in questo
caso

|O) + |0) = |7); dimostriamo quest’ultima relazione,

cos(wt)
—cos(wt)

10) +|0) = ivZ ( ) — iVZ cos(wt) (@ — &), (29)

da cui, esprimendo la base sferica nella base ortogonale
(23), si riottiene un vettore alternativo lungo l'asse delle
ordinate.

9 - La priorita dell'invenzione della macchina
asincrona: Tesla o Ferraris?

In relazione alla interminabile discussione su chi sia il
padre del motore asincrono (Galileo Ferraris o Nikola Tesla),
riporto qui il brano tratto dall’articolo di Piero Bianucci
apparso su “La Stampa” il 28 Maggio 2020:

Galileo Ferraris in via Cernaia

La vicenda del motore elettrico é la piu discussa. Carlo
Emilio Gadda, ingegnere prima che scrittore grandissimo,
racconta in un testo scritto per il Terzo Programma della
Rai che Galileo Ferraris ebbe ['intuizione del motore
asincrono a corrente alternata camminando a Torino sotto i
portici di via Cernaia in un giorno di sole: il passaggio dalla
luce all’ombra proiettata dalle colonne dei portici gli avrebbe
suggerito come imprimere la spinta elettromagnetica al
rotore che si trova nel campo elettromagnetico.
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9.1 -Brevettare o non brevettare?

Quello che e certo & che Galileo Ferraris, pur essendo il
responsabile dell’Ufficio brevetti, all'epoca rilasciati dalla
Regia Accademia delle Scienze di Torino, di cui era membro,
non volle mai brevettare il suo motore, ritenendo che le
invenzioni devono essere a disposizione di tutti per il bene
dell'umanita. Filosofia “open source” ante litteram. Altrettanto
certo ¢ che nel 1881 Ferraris con i suoi trasformatori
perfezionati dal francese Lucien Gaulard realizzo tra Torino e
Lanzo (40 chilometri) la prima linea elettrica in corrente
alternata, e che sperimento il suo motore a campo magnetico
rotante nel 1885 ma pubblico i risultati negli «Atti
dell’ Accademia delle Scienze» di Torino solo nel 1888, e che nel
maggio 1888 Westinghouse, amico e socio in affari di Nikola
Tesla, era a conoscenza dell’articolo di Ferraris. La tecnica per
sfasare le correnti del circuito con una resistenza e la stessa di
Tesla, che la applico nel 1887. D’altra parte Ferraris non aveva
fiducia nella sua invenzione, scrive esplicitamente che “un
apparecchio fondato sul principio del campo magnetico
rotante [...] non potrebbe avere alcuna importanza industriale
come motore”, mentre Tesla ne percepi subito le potenzialita.

9.2 - Il motore elettrico

Ecco come [lo storico della tecnologia W. Bernard] Carlson
(2019), che possiamo ritenere super partes, risolve il dilemma
della priorita:

Galileo Ferraris dovrebbe essere accreditato come il primo
a indagare l'utilizzo della corrente alternata per produrre
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campi magnetici rotanti. Ancora di piu, Ferraris ha il pieno
merito di aver introdotto la nozione di fase nella discussione
dei fenomeni a corrente alternata. Grazie alla sua
impostazione matematica, gli ingegneri elettrici furono in
grado di cogliere rapidamente i principi del motore a
corrente alternata e delle correnti polifase. Tuttavia fu Tesla
a costruire il primo concreto motore a corrente alternata a
induzione.
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