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Sunto: Nella seconda parte dell’articolo “Proprieta degli insiemi completi del
IV ordine” sono stati trattati insiemi di punti materiali completi del IV ordine
posizionati sulla circonferenza. L’argomento che segue é analogo a quello
contenuto nell’articolo citato: sono esaminati insiemi di punti materiali completi,
posizionati sulla sfera. Le proprieta degli insiemi completi, in entrambi i casi,
discendono da analoghi schemi logici.

Parole Chiave: Insiemi di punti materiali completi. Quadrato di un insieme
di punti materiali.

Abstract: In the second part of the article “Properties of complete sets of the
fourth order”, sets of complete material points of the fourth order positioned on the
circumference were discussed. The following topic is analogous to that contained in
the cited article: sets of complete material points, positioned on the sphere, are

examined. The properties of complete sets, in both cases, descend from analogous
logical schemes.

Keywords: Complete sets of material points. Square of a set of material points.
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TH. 1. Sia | = (P1,P2,P3P4,Ps) un insieme di punti dello
spazio, non contenente quaterne di punti complanari.

Sia I = (m1 P1,m2 Py,m3 P3,ma Ps,ms Ps), con my,mo,m3, ma,ms €
R, un insieme completo del V ordine. Si ha: I = 0. (1)

Svolgendo il quadrato si ha:

P=miP1-1+moPyr- 1 +m3P3-1+myPs-1+msPs5-1

La completezza di I implica che sia: P;* I = K, con K € R, per
qualsiasi P;, pertanto la (1) diviene:

P=mK+mK+msK+msK+mygK+msK)=(mi+my+
ms+ mg+ms) K.

Essendo I completo, si ha: m1+ m2+ mz+ myg + ms =0 da cui:
I2=0.

TH. 2. Sia | = (P1,P2,P3P4,P5) un insieme di punti del V
ordine appartenenti alla superficie della sfera S di raggi R e
centro C. L'insieme completo I = (m1 P1, m2 Pz, m3 P3, myg Py, ms
Ps) avente sostegno J, € un divisore dello zero essendo:

Q-I=0,

qualunque sia il punto Q dello spazio.

Essendo I completo si ha:

Q-1 =C-1=m[dCPy)]>+ mo[d(CP>)]? + m3[d(CP3)]> +
ma[d(CP4)]? + ms[d(CPs5)]>.

Indicando con R il raggio della circonferenza si ha:

d(CP1) =d(CP;) = - - = d(CPs5) = R; la precedente diviene:
Q- I=C-I1=mR+mR +m3R2 +mygR2 + ms R2 =
=R2(m1+ma+ - +my)=R2-0=0

I punti di ciascuna coppia (A,C) e (B,D) siano simmetrici
rispetto a M. L'insieme completo, con sostegno | = (A,B,C,D),
el=(A-B,C-D).
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TH. 3. Sia | = (P1,P2,P3,P4,P5) un insieme di punti della sfera
S con raggio R e centro C. Sia I = (m1 P1,m> P2,ms P5,m4 Ps,ms
P5) I'insieme completo avente sostegno J.

Posto I;= (I - mi P;),

peri=1,234,5, siha:

P1 '11 = 0, (11)2 =0

P Ib=0,(L)?=0

Ps-I3= 0, (13)2 =0

PiIi=0, ()2=0

Ps-15=0, 4) (I5)>=0 )

Dal TH.2 si ha: QI =0, essendo Q un qualsiasi punto dello
spazio. Sostituendo Q con Ps, tenendo conto della (3), si ha: P: -
I'= {mz [d(P1,P1)]> + mo[d(P1,P3)]? + m3[d(P1,P3)]?> + my [d(P1,P4)]? +
ms[d(P1,Ps)]? } =

= {ma[d(P1,P2)]? +ms[d(P1,P3)]? + ma[d(P1,P4)]? +ms [d(P1,P5)]?}

= P1 - (mz P2,m3 P3,my4 Ps,ms Ps5) = P1- (I-m1P1)=P1- 11 =0
da cui segue la prima delle (4).

Dal TH.1 si ha: 2=[m;P;+ [1]>=[(m:1P1)? +2m1(P1 - I)+(I1)*]= 0.

Poiché (m1P1)? = (m1)?- [d(P1,P1]> = 0, essendo per le (4): m1
(P1- I) = 0, la precedente diviene: (I1)?’=0. Ripetendo il
procedimento per ciascun punto di J si ottengono le (5).

Applicazione 1 L’'insieme ]'=(A,B,C,H), contenente punti

appartenenti al piano 7, € di sostegno all’insieme completo
I'=(16A5B,3C,-24H)esiha:
d(AH) =10 , d(B,H) =82 ,d(CH) = 5+2.
Fra i punti allineati di J”"=(P,H,Q), con H interno a J”,

d(P.H) _3 .
dHQ) 5° Trovare le distanze

intercorre la seguente relazione:
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d(P,H) e d(H,Q) subordinatamente alla condizione che i punti
A,B,C,P,Q appartengano ad una stessa superficie F di una

sfera.
P
A
C B
Q
Fig.1
dPH) _ 3 4. . AT .
Essendo - o= 5 I'insieme ] & di sostegno all’insieme

completo I = (5 P, -8 H, 3 Q). Dall'unione di I’ e (-3 -1”) si ha:
I'U(-3-1")=(16-A,5 B,3-C, 24 -H,-15-P, 24 -H, -9- Q).
Riducendosiha:I=(16-A,5°B,3-C, -15-P, -9-Q).
Essendo A,B,C,P,Q punti della sfera, I & un divisore dello
zero. Pertanto si ha:
H-1=16[d(A,H)]? +5[d(B,H)]? + 3 [d(CH)]? - 15 [d(P,H)]? -
9 [dQH)I2=0 (6)
d(PH) _ 3

3x . _
dHQ) — 5= 5. conx#0,siha dP,H) = 3xe

dQH)=5x (7).
Sostituendo le (7) nella (6) si ha:
H-I1=16-10+5-82+3-50 =153 x)>- 95 x)?2 =0 da cui x2=

Essendo

2.
Sostituendo nelle (7) si ha: d(P,H) =32 ed(QH)=5 V2.

Applicazione 2 Al piano 1 appartengano i punti A,B,CH e
risulti: d(A,B) = 8, d(B,C) = 210, d(A,C) = 62 ; il punto H
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risulti cosi individuato: appartenga al segmento [C,T] e risulti

d(CH) _ .. .
AHT) 2 essendo T un punto che divide [A,B] secondo il

d(41)
d(T,B)

Siano S*e S-i semispazi con origine . Sia P un punto di S~
e risulti: d(P,A) = d(P,B) = d(P,C) = 6. A S* appartenga Q, il
punto di intersezione della retta passante per P e H con la

=3.

rapporto

superficie sferica contenente A,B,P C. Trovare d(P,Q).

P S
Fig.2
Essendo ZEZ?; = 2 risulta completo l'insieme: I' = (C,-
3H,2T).
d(A,T) . 7 : 44
Essendo = 3 risulta completo l'insieme: I"=(A,-
d(T.B)
4T,3B).

Effettuando 1'unione dei due insiemi completi I’ U (21') =
I"” e riducendo si ha:

I'’= (A, 3B, 2C, -6H)

Un insieme completo IIV , avente sostegno (P,H,Q), e

IV =[s P, -6H, (6-s)Q)].

Effettuando 1'unione I’ U (- IIV) = I e riducendo si ottiene:

I=[A, 3B, 2C, -s P, -(6-5)Q].
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Poiché i punti (A,B,C,P,Q) appartengono ad una superficie
sferica, per il TH.3, deve risultare: [A, 3B, 2C, -sP]2 = 0.
Svolgendo si ha :

3{d(AB)]2 + 2{d(ACO)]2 - s{d(AP)]2 +6{d(B.C)]2 - 3
s d(B,P)]2-2s{d(C,P)]2=0

3:64+272-536+6-40-35-36-25-36=0 dacui s=§.

Sostituendo nell'insieme completo I e moltiplicando per 3
si ottiene I'insieme equivalente: I = (3A, 9B, 6C , -8P, -10Q).

Per calcolare d(P,Q) utilizziamo il TH.12:

[I+ (-10P, 10Q)]2 = (- 10P, 10Q)]2

185

(3A, 9B, 6C ,-18P)2 = (-10P, 10Q)]2 da cui d(P,Q) = === .

Applicazione 3 Sia (A,B,CQ) la quaterna di punti non

complanari appartenenti alla superficie della sfera F,
soddisfacenti le seguenti condizioni: d(A,B) = 8v2, d(A,C) = 4
V5, d(CB) =12, d(A,Q) =26, d(B,Q) = V106, d(CQ) = V34.
Sia T il punto di intersezione del segmento [B,Q] con il piano 7
individuato dai punti A,CH, essendo H un punto di F
equidistante da A,B,C. Calcolare:

a) d(QH), b)x=d(HA) =d(H,B) =d(HC); c)il raggio r di
F.
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Formalmente, gli insiemi completi con sostegno J* = (B,T,Q)
e]**=(A,CH,T)sono: I*=[s B, (1-s) Q, -T]eI*™*=[mA, nC,
(-m-n+1)H, -T]conmmns€ R . Sottraendo I* a I** si
ottiene I'insieme completo

I=mA,-sB,nC, (s-1)Q, (-m-n+1)H]

Per le proprieta (3) e (4) degli insiemi completi appartenenti
ad una superficie sferica , elencate nel TH.3, si ha:

A-1=0B-1=0C-I =0 [I-(-m-n+l) H? =0;
sviluppando:

A-1=—s[d(4,B)?+n[d4, 01>+ (s—D[AA QP+ (—m—n+1D[d(4H)]*=0

B-1=m[d(B,A)]* +n[d(B,C)]*+ (s — D[d(B,Q)]* + (—m—n+ 1)[d(B,H)]*=0

C-1=m[d(C,A)])%-s[d(C,B)]* + (s = D[A(C, Q) + (—m —n+ 1)[d(C,H)]*=0
[[—(-m-n+1DHP?>=[mA-sBnC (s—1)Q*=0

Sottraendo membro a membro le prime tre relazioni, si ha:

B-1-C-1=0

A-I-B-1=0
{[1—(—m—n+1)H]2 =0

—(s + m)[d(4, B)]* + n{[d(4,C)]* = [d(B, )]} + (s — D{[d(4, Q)]* - [d(B,)]*} =0
m{[d(4,B)]* = [d(4, )] + (n + 5)[d(B, C)]* + (s — D{[d(B, Q)]* = [d(C,Q)]*} =0
—ms[d(4,B)]? — ns[d(B,C)]?> + mn[d(4,C)]* + m(s — D[d(4,Q)]? — s(s — D[d(B,Q)]> +n(s — D[d(C,Q)]* =0

Sviluppando si ottiene

( NP
! n= 20( s)
1
| m=-5 (9 —21s)
k—s[535 +51m + 55n — 53] + m(40n—13) —17n=0 (6)

dacui:
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~s [53s + =5 (9-215) + == (7 — 23 5) =53 J+ - (9-215) [2 (7 -
23s)-13]+

- 2 (7-235) =0

dacui -s[-1276 s -216] + (1 - 46s)(9 - 21s) - 119 +391s=0

112152 - 865-55=0

) ) .. 11 5
Risolvendo si hanno due soluzioni: s1 = el s2=- =1

che sostituite nel sistema (6) permettono di ricavare le due

) ) ) 11 11 11
nti terne di parametri;:sl= — , nl== ,ml ==—
seguenti terne di parametri: s = e 9
5 25 62 1169
2=— —=——,n2=—,m2=—
€s 19 957 95 ’ 95

Le due terne , sostituite nell’equazione (5), permettono di
ricavare i due seguenti insiemi completi:

I'=(15A,-11B,8C,-48Q, 36 H)el"= (69 A, -25B, 62 C,
-120Q, -36 H”).

Ciascuno dei punti H e H” & equidistante da A, B, C
pertanto [H" ,H”] ¢ il diametro di F .

Per risolvere il punto a), svolgiamo 'equazione Q -I' =0:

Q- = 15[d(A,Q)]2 -11[d(BQ)]? + 8[d(C.Q)J* + 36[d(H Q)"
=0

15-26 -11-106 + 8- 34 + 36 - [d(H',Q)]2 = 0 da cui d(H',Q) =
Vi4 .

Procedendo in modo analogo si calcola d(H”,Q).

Per risolvere il punto b), svolgiamo I'equazione H -1 = 0:

H- TI'= 15[dAH)]2 -11[dBH)]2 +8[d(CH')]2-
48[d(H’,Q)]2 =0.

Posto d(A,H")=d(B,H) = D(CH’) =x, si ha: 15 x2 - 11 x2+
8x2 =48 14 dacui X = 2V14 =d(AH) =dBH) =
D(C,H).
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Procedendo in modo analogo si calcola d(AH"”) =d(B,H")
=D(CH").

Per risolvere il punto c) ricaviamo l'insieme completo I
ottenuto eliminando il punto materiale posizionato in Q,
sottraendo 51" a2I":

[=21"-51I"=(21A,35B,28C,-24H", - 60 H')

Poiché H -1 =0, si ha:

H - I =21[d(A,H’)|2+35[d(B,H’)|+28[d(C,H') >
24[d(H”,H)]? =0

24[d(H”,H")]>=21-56 +35-56 + 28 56 da cui d(H",H) = 14.

Essendo [H',H"] il diametro della sfera, il raggio e:r = 7.
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