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Sunto: In questo lavoro presento un metodo elementare e innovativo, da me  

denominato dei parametri ausiliari, che consente di risolvere facilmente equazioni 
lineari diofantee in n variabili. Il metodo è accessibile a studenti di scuola 
superiore, non richiede strumenti avanzati come frazioni continue o algebra lineare 
e si rivela notevolmente più semplice del procedimento di Eulero-Bézout. 
Attraverso esempi, esercizi e applicazioni concrete (affrancature, problemi classici), 
mostro come l’algebra possa diventare occasione di riflessione, creatività e stimolo 
logico. 

 
Parole Chiave: Equazioni diofantee; Algebra elementare; Metodo dei 

parametri ausiliari; Didattica della matematica. 
 
Abstract:  This paper presents an elementary and innovative approach, named 

the auxiliary parameters method, for solving linear Diophantine equations in n 
variables. The method is simple enough to be understood by high school students, 
avoiding advanced tools such as continued fractions or linear algebra, and proves 
to be considerably easier than Euler–Bézout’s procedure. Through examples, 
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exercises, and real-world applications (e.g., postage problems, classical number 
theory questions), the paper illustrates how algebra can be transformed from a 
repetitive exercise into a stimulating activity fostering reasoning, creativity, and 
curiosity. 

 
Keywords: Diophantine equations; Elementary algebra; Auxiliary parameters 

method; Mathematics education. 
 
 
 
1 – Introduzione. Il problema di Eulero 

Nella sua autobiografia, Stendhal parla dei ricordi dei 
suoi anni di studio: 

“Trovai a casa sua (M.Chabert, professore di matematica) 
un libro di Eulero riguardo il numero di uova che una 
contadina aveva portato al mercato… Questo mi aprì la 
mente, intuii a cosa serviva lo strumento chiamato algebra. 
Accidenti…, perché nessuno me lo aveva 
detto…”(Perelman, 1994, p. 331). 

 
Stendhal poi si appassionò alla matematica e si preparò per 

entrare al politecnico a Parigi, ma successivamente non si 
presentò all’esame di ammissione e coltivò altri interessi. 

 Ancora oggi, come ai tempi di Stendhal, l’algebra viene 
spesso considerata argomento noioso e del quale non si 
capisce l’utilità. Mi riferisco in particolare a esercizi ripetitivi 
con lunghe espressioni.  Quando insegnavo nei licei, in terza, 
nella prima lezione, proponevo esercizi facilmente risolubili 
per chi ragionava e laboriosi per chi procedeva 
meccanicamente. 

Ad esempio, data l’equazione ( )( )( )2 3 6 0x x x− − − =

solo pochissimi si rendevano conto della soluzione evidente
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2, 3, 6x x x= = = . Anche il calcolo immediato del 
Massimo Comun Divisore di due numeri come 13001 e 13003 
creava problemi. Due numeri che differiscono di 2 possono 
avere come divisore comune solo 2, in questo caso sono primi 
tra loro. 

Le equazioni diofantee (equazioni delle quali interessano le 
soluzioni intere) permettono di far esercitare gli studenti 
nell’algebra, con esercizi stimolanti.  

 
 Some diophantine equations. 
A Diophantine equation, or indeterminate equation, is 

one which is to be solved with integral values for the 
unknowns”.”There is probably no branch of the theory of 
numbers which presents greater difficulties than the theory 
(if it can be called a theory) of Diophantine equations. 
(Davenport, 2008, p.137). 

   
Il giudizio di Davenport parrebbe non incoraggiare una 

introduzione delle equazioni diofantee a livello liceale ma è, 
evidentemente, riferito ai metodi noti.  

Queste equazioni prendono il nome da Diofanto di 
Alessandria, matematico greco del III secolo spesso 
considerato il padre dell’algebra.  

Il suo libro Arithmetica, tradotto da Claude Bachet de 
Méziriac fu quello sul quale studiò Pierre de Fermat. 

 L’opera di Diofanto fu studiata anche da Leonardo 
Fibonacci che pubblicò Liber quadratorum, ove approfondì lo 
studio delle equazioni di secondo grado con risultati 
sorprendenti, tipo: determinare tre numeri , ,a b c  in modo che: 

                           
2 2 2a b c a b c+ + + + +                                    (1) 

sia un quadrato perfetto, e che lo siano anche: 
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 a b c+ +                          (2) 
   
 2a b c a+ + +                          (3) 
   
 2 2a b c a b+ + + +

                         (4) 

   
Bachet de Meriziac, secondo Eulero fu il primo a risolvere 

una equazione diofantea tramite le frazioni continue. 
Eulero ampliò e approfondì lo studio delle equazioni 

diofantee. Dopo aver ripreso la soluzione di una equazione 
risolta da Bachet de Meriziac si rese conto dell’analogia tra lo 
sviluppo in frazioni continue e il calcolo del Massimo Comun 
Divisore con l’algoritmo di Euclide e ideò il metodo che oggi è 
probabilmente il più popolare per risolvere equazioni lineari 
diofantee in due variabili. Studiò anche equazioni di grado 
superiore ma fu Lagrange che sviluppò metodi per risolvere 
equazioni diofantee di secondo grado comprese quelle 
impropriamente denominate di Pell (Eulero, sbagliando, gli 
aveva attribuito un metodo per risolvere alcune equazioni 
diofantee di secondo grado). 

Con questo lavoro presento un metodo, quasi certamente 
inedito, che permette a studenti liceali di risolvere facilmente 
equazioni lineari diofantee in più variabili. L’algebra, in 
questo modo, non sarà più una ripetizione di passaggi 
algebrici, spesso tediosa e senza interesse per gli alunni ma 
occasione di riflessione e ricerca. Attraverso esempi pratici, 
esercizi e problemi si mostra come l’algebra non sia solo un 
insieme di regole e procedure ma un mezzo per risolvere 



Emilio Toccafondo                                                      Equazioni lineari diofantee al liceo 

131 
 

problemi concreti ed esplorare proprietà dei numeri e loro 
relazioni (divisibilità ad esempio). Il metodo che presento è 
con molta probabilità l’unico metodo elementare che permette 
di risolvere facilmente equazioni lineari in n variabili e  per 

3n ≥  è notevolmente più semplice del metodo di Eulero-
Bezout indicato da Ore come il miglior metodo disponibile. 
Utilizzerò una equazione in quattro variabili per il confronto. 
Il metodo di Eulero-Bezout è molto interessante ma pare 
dimenticato, probabilmente a causa delle difficoltà che 
crescono col numero delle variabili. 

 
 
2 - Metodo dei parametri ausiliari. 
Ricordo che si definiscono equazioni lineari diofantee le 

equazioni lineari delle quali cerchiamo soluzioni intere. 
Le equazioni lineari diofantee in due variabili si possono 

risolvere agevolmente tenendo conto dell’identità di Bezout e 
dell’algoritmo di Euclide o magari con l’uso delle congruenze. 
L’uso delle frazioni continue e dell’algebra lineare credo non 
sia alla portata di studenti liceali. Se le variabili sono più di 
due la soluzione diviene più complicata. Pensando a un 
metodo alternativo, dopo numerosi tentativi infruttuosi, ho 
avuto un’idea semplicissima ma che si è rivelata vincente. 

Ho chiamato questo metodo (che non sono riuscito a 
vedere da altre parti nonostante lunghe ricerche e domande 
ad esperti) il metodo dei parametri ausiliari. 

Il metodo consiste nel sostituire alle incognite opportune 
combinazioni lineari tra altre incognite e parametri arbitrari.  
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Nell’equazione ,mx ny k m n+ = < pongo nx y a
m
 = − +  

e 

sostituisco. In questo modo ho una incognita in meno. Il 
procedimento è valido anche per equazioni con n incognite. Il 
procedimento, si ripete e al termine si avrà una sola incognita 
in funzione di (n-1) parametri e procedendo a ritroso otterrò le 
altre (n-1) soluzioni. Alcuni esempi chiariranno il 
procedimento. Quando le variabili sono due talvolta i calcoli 
sono più lunghi, altre volte più semplici rispetto ai metodi 
noti. A partire da 3 variabili il metodo risulta notevolmente 
più semplice.    

 
Esempio 1. 
Risolvere l’equazione diofantea: 
 2 3 7x y z n+ + =                          (5) 
Pongo 
 3x z a= − +                         (6) 

 
sostituendo nella 5 abbiamo  6 2 3 7z a y z n− + + + =  
 

 3 2z y n a+ = −                          (7) 
     Ponendo 

 2z y b= − +                          (8) 
 
 e sostituendo nella 7, abbiamo       2 3 2y b y n a− + + = −  
 

 2y n a b= − −                         (9) 
 
Nella 8 sostituisco y : 
 

 2 4 3z n a b= − + +                       (10) 
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Sostituendo  z nella 6 otteniamo: 
 

3( 2 4 3 )x n a b a= − − + + +   da cui: 
 

 6 11 9x n a b= − −                        (11) 
 

Riassumendo, l’equazione ha soluzioni: 
 

 6 11 9
2

2 4 3

x n a b
y n a b

z n a b

= − −
 = − −
 = − + +

 

                    (12) 

 
Verifica  : 1, 1, 1, 14, 2, 5n a b x y z= = = = − = − =  

2 14 3 2 7 5 1⋅ − − ⋅ + ⋅ =  
100, 40, 17, 7, 3, 11n a b x y z= = = = = =  

 
 2 7 3 3 7 11 10⋅ + ⋅ + ⋅ =

                   (13) 

 
Mostrando queste soluzioni a qualcuno e facendo osservare 

che qualunque siano i valori che diamo ai parametri   
l’equazione è sempre verificata è molto probabile che la 
persona si stupisca. 

 Non c’è alcun mistero: sostituendo nell’equazione di 
partenza i valori trovati abbiamo l’uguaglianza n=n. 
 

 
 

2(6 11 9 ) 3( 2 ) 7( 2 4 3 )n a b n a b n a b n− − + − − + − + + =
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12 22 18 3 6 3 14 28 21n a b n a b n a b n− − + − − − + + =  
 

 
 
Condizioni di risolubilità 

Equazioni come   7 14 51x y+ = non hanno soluzioni. 
 

7 14 51 7( 2 ) 51x y x y+ = ⇔ + =  
 

Qualunque siano i valori di x e y al primo membro 
abbiamo un multiplo di 7, al secondo membro no: l’equazione 
diofantea non ha soluzioni. 

 
Identità di Bezout 
Dati due interi a e b non entrambi nulli e detto d il loro 

massimo comun divisore, esistono ,h k∈Ζ tali che  
 

 d h a k b= ⋅ + ⋅                        (14) 
 

La scrittura del massimo comun divisore di due interi a e b 
nella forma ha kb+  è nota come identità di Bezout. 

In altri termini: 
L’equazione diofantea ax by c+ =  ammette soluzioni solo se 

il massimo comun divisore di a, b è un divisore di c. 
Se a e b sono primi tra loro l’equazione diofantea 

ax by c+ = ha sempre soluzioni. 
 

Esempi 
Il metodo dei parametri ausiliari non è un metodo 

meccanico e ripetitivo. Ogni equazione può risolversi in 
diversi modi. 
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Risolvere l’equazione: 
 
 13 41 1x y+ =                        (15) 
Poniamo  
 3x y a= − +                        (16) 

 
e sostituiamo nella 15: 
                             -39y +13a +41y =1                               (17) 

 
 2 13 1y a+ =                        (18) 
Poniamo  
 6y a b= − +                        (19) 
Dalla (18) abbiamo: 
 
                            -12a +2b +13a =1                                  (20) 
 1 2a b= −                        (21) 

 
 6 13y b= − +                       (22) 
Dalla 16: 
 18 39 1 2x b= − + −

                    (23) 

 
 19 41x b= −                        (24) 

Soluzioni: 
 19 41

6 13
x b
y b
= −

 = − +  
                      (25) 

 
Per 1 22, 7, 22 13 7 41 1b x y= ⇒ = − = − ⋅ + ⋅ =  

Il metodo dei parametri ausiliari permette varie scelte:  
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con un po’ di pratica sarà possibile trovarne alcune che 
permetteranno di arrivare più rapidamente alla soluzione.  
Risolviamo nuovamente l’equazione13 41 1x y+ =  

Poniamo: 

 4x y a= − +                     (26) 
sostituendo abbiamo: 
 
 52 13 41 1 11 13y a y y a− + + = ⇒ − + =

      (27) 

Poniamo: 
 y a b= +                        (28) 
 
e sostituiamo nella 27 
 

      -11a -11b +13a =1                                 (29) 

 
 2 11 1a b− =                        (30) 
Poniamo: 
 6a b c= +                        (31) 
 
Dalla  30 abbiamo: 

12 2 11 1b c b+ − =  

 1 2b c= −                        (32) 
 

Dalla  31:                6(1 2 )a c c= − +  
 
 6 11a c= −                        (33) 

 
Dalla 28 abbiamo 
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6 11 1 2y a b y c c= + ⇒ = − + −  

 
 7 13y c= −                       (34) 

 
Sostituendo nella 26 
 

28 52 6 11x l c c= − + + −  
 

 22 41x c= − +                        (35) 
 

I due sistemi appaiono diversi ma in effetti le soluzioni 
sono uguali: 
 

 19 41 22 41
1. 2.

6 13 7 13
x b x
y b y c

 = − = − +
 = − + = −

 
(36) 

 
Dal sistema 1 abbiamo: 1 22, 7b x y= ⇒ = − = . Gli stessi valori li 
otteniamo dal sistema 2 per c=0. 
Due procedimenti diversi conducono alle stesse soluzioni. 
 
 

3 - Teorema di Frobenius. Le soluzioni positive 

In molte situazioni risolvendo una equazione diofantea 
siamo interessati a soluzioni positive. 

Teorema di Frobenius: 
Siano a e b interi positivi primi tra loro, il più grande numero 
non esprimibile nella forma ax by+ , con , 0x y ≥ interi, è
ab a b− − . 
L’equazione ax by n+ = ha quindi soluzioni positive se
n ab a b> − − . 
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Esempio   
L’equazione11 23x y n+ =  ha certamente soluzioni positive 

per 11 23 11 23 219n > ⋅ − − = . 
 

Un caso classico è quello delle affrancature. Se ho 
francobolli da lire 7, 12 e 41 e voglio affrancare una 
raccomandata con tariffa di 141 lire, le soluzioni negative 
dell’equazione 7 12 41 141x y z+ + =  non hanno significato. 

Supponiamo di usare solo due tipi di francobollo, ad 
esempio quelli da 7 lire e 11 lire. 

Dobbiamo risolvere l’equazione: 
 
 7 11 141x y+ =                        (37) 
Pongo: 
 x y a= − +                        (38) 

 
e sostituisco nella 37: 
 

7 7 11 141y a y− + + =  
 

 4 7 141y a+ =                        (39) 
Pongo: 
 2y a b= − +                       (40) 

 
Dalla 39: 
 

8 4 7 141a b a− + + =  
 141 4a b= − +                        (41) 

 
Sostituendo nella 40 
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2( 141 4 )y b b= − − + +  

 282 7y b= −                        (42) 
 

282 7 141 4x y a x b b= − + ⇒ = − + − +  

 
 423 11x b= − +                        (43) 

 
 

Ci interessano le soluzioni positive x>0,  y> 0 
 
 0 423 8

0 282 7 0
x b
y b

 > − + >
⇒ > − >

 
                (44) 

 
423423 11 0
11

b b− + > ⇒ >  

 
 39b ≥                        (45) 

 
282282 7 0
7

b b− > ⇒ <  

 
 40b ≤                       (46) 

 
39 : 423 11 6b x b x= = − + ⇒ = ,        282 7 9y b y= − ⇒ =  

 
 6 7 9 11 141⋅ + ⋅ =                        (47) 

 
40 : 423 11 17,b x b x= = − + ⇒ =
40 : 17 : 423 11 17, 282 7 2b x x b x y b y= = = − + ⇒ = = − ⇒ =
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Possiamo quindi affrancare con 6 francobolli da 7 lire e 9 

francobolli da 11 lire, oppure con 17 francobolli da 7  lire e 2 
da 11 lire.  
 

Volendo utilizzare anche il francobollo da 41 lire abbiamo 
l’equazione: 

 
 7 11 41 14x y z+ + =

                   (49) 

Poniamo 
 4y z a= − +                     (50) 
 
Sostituendo nella 49 abbiamo  
 

7 44 11 41 141x z a z− + + =  

 7 3 141 11x z a− = −
                    (51) 

Poniamo 
 2z x b= +                      (52) 
Sostituendo nella 51 
 

7 6 3 141 11x x b a− − = −  
 

 141 11 3x a b= − +
                     (53) 

 
 282 22 7z a b= − +

                     (54) 

 
 

 1128 89 28y a= − + −                  (55) 
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Per 13, 1a b= =    abbiamo 

 1, 1,x y z= = =
 

                (56) 

 
La busta si può correttamente affrancare con un francobollo 

da sette lire, uno da undici lire e tre da quarantuno lire. 
Osservazione: il metodo dei parametri ausiliari permette di 

calcolare facilmente i valori x, y e z, operando una sola 
sostituzione, come mostriamo.   
Ho assegnato valori arbitrari 13 1a e b= = in modo da 
ottenere 1x = . 
Ricordandole relazioni trovate 2 4z x b e y z a= + = − +  
otteniamo facilmente 1 3y e z= = . 

Metodo alternativo che prevede solo la risoluzione 
dell’equazione in due variabili. 

Considero l’equazione: 
 7 11x y k+ =                        (57) 
Abbiamo già studiato il caso k=141 
Esaminiamo ora il caso k=141-41 (abbiamo un francobollo 

da 41 lire e dobbiamo completare l’affrancatura con 
francobolli da lire 7 e 11). 

 7 11 100x y+ =

 
                    (58) 

Con procedimento analogo a quello seguito per 141k =    
abbiamo 

 300 11
200 7

x b
y b
= − +

 = −  
                   (59) 

 
Possiamo semplificare i calcoli ponendo b t= −  
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3000 300 11 0 27,27...
11

x t t t> ⇒ − + > ⇒ > ⇒ >  

2000 200 7 0 28,57...
7

y t t t> ⇒ − > ⇒ < ⇒ <  

 
x e y sono positivi per 28t = . 
Abbiamo: 8, 4x y= = . 
L’equazione 7 11 41 141x y z+ + = ha per soluzione  

8, 4, 1x y z= = = . 
 
 
 

4 - Equazioni lineari diofantee in 4 variabili, 
soluzioni positive, metodo suddivisione 

Si consideri l’equazione: 
 

                         41 33 70 77x y z t n+ + + =                         (60)                                      
 

Vogliamo trovare una soluzione positiva. Dato che per due 
variabili il procedimento è semplice possiamo suddividere le 4 
variabili in due gruppi e calcolare le soluzioni. 

Dovremo escludere le coppie (33, 77), e (70, 77) perché 
potrebbero non avere soluzioni generali e considereremo le 
coppie (41, 77) e (33, 70). 

 
Nota. Ad esempio l’equazione 33 77 200y t+ = non ha 

soluzioni… (200 non è multiplo di 11). 
Caso  4000, 2000n k= =  
Soluzioni positive dell’equazione: 

 
 41 77x t k+ =                      (61) 
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 2x t a= − +                        (62) 
 

                           82 41 77t a t k− + + =                                 (63) 
 
 5 41t a k− + =                       (64) 
Poniamo 
 8t a b= +                        (65) 
 
  

40 5 41a b a k− − + =  

                           
(66) 

 
 5a k b= +                       (67) 

 
 8( 5 )t k b b= + +                       (68) 

 
 8 41t k b= +                        (69) 

 
Sostituendo nella 62 
 
 2(8 41 ) 5x k b k= − + + +

                 (70) 

 
 15 77x k b= − −                        (71) 

 
Ponendo b d= − (per semplificare i calcoli lavorando con 

numeri positivi)abbiamo 
 
 15 77

8 41
x k d

t k d
= − +

 = −  
                    (72) 
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150 15 77 0
77

x k d d k> ⇒ − + > ⇒ >  

80 8 41 0
41

t k d d k> ⇒ − > ⇒ <  

 
Considero il caso  2000k = . 

300000 390
77

x d d> ⇒ > ⇒ ≥ ,      300000 390
77

t d d> ⇒ < ⇒ ≤  

 
390 30000 77 390 30,d x x= ⇒ = − + ⋅ ⇒ =  

 
16000 41 390 10t t= − ⋅ ⇒ =  

 
 30, 10x t= =                       (73) 

 
41 30 77 10 2000⋅ + ⋅ =  

 
 33 70y z m+ =                       (74) 

 
 2y z a= − +                       (75) 

 
 66 33 70z a z m− + + =

                     (76) 

 
 4 33z a m+ =                       (77) 
Poniamo: 
 8z a b= − +                        (78) 

 
 32 4 33a b a m− + + =

 
                           

(79) 
 

 4a b m+ =                        (80) 
 



Emilio Toccafondo                                                      Equazioni lineari diofantee al liceo 

145 
 

4a m b= −  

Dalla 78 

 
 

8( 4 )z m b b= − − +
 

                 (81) 

 
 8 33z m b= − +                       (82) 

 
Sostituendo nella 75 
 
 2( 8 33 ) 4y m b m= − − + + −

              (83) 

 
 17 70y m b= −                      (84) 

 
170 17 70 0
70

my m b b> ⇒ − > ⇒ < ,       

80 8 33 0
33
mz m b b> ⇒ − + > ⇒ >  

Consideriamo il caso 2000m =  
 

340000 485
70

y b b> ⇒ < ⇒ ≤
160000 485

33
z b b> ⇒ > ⇒ ≥  

485b = ⇒ 2000, 485 17 2000 70 485 50m b y= = ⇒ = ⋅ − ⋅ = ,    
8 2000 33 485 5z = − ⋅ + ⋅ =  

 
 50, 5y z= =                     (85) 

 
33 50 70 5 2000⋅ + ⋅ =  
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Riassumendo, l’equazione 41 33 70 77x y z t n+ + + = ha una 
soluzione data da: 

 
30, 50, 5, 10x y z t= = = =  , 

 
41 30 33 50 70 5 77 10 4000⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

 
5 - Le soluzioni e la catena di relazioni 

È possibile che in alcuni casi la sostituzione dell’incognita 
col parametro ausiliario, richieda altre sostituzioni. 

Consideriamo l’equazione: 
 

 12 115 1x y+ =

 
              (86) 

Poniamo: 
 10x y a= − +                  (87) 
Dalla 0.86 abbiamo 

 
120 12 115 1y a y− + + =  

 
 5 12 1y a− + =                   (88) 
Poniamo 
 2y a b= +                   (89) 

 
Sostituendo nella 0.88: 

10 5 12 1a b a− − + =  
 

 2 5 1a b− =                     (90) 
Poniamo: 
 3a b c= +                       (91) 
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Dalla 0.90 abbiamo: 6 2 5 1b c b+ − =  
 

 1 2b c= −                        (92) 
 

3(1 2 )a c c= − +  

 3 5a c= −                       (93) 
 

Dalla 0.89 abbiamo 6 10 1 2y c c= − + −  

 7 12y c= −                        (94) 
 

Dalla 0.87 70 120 13 5x c c= − + + −  
 
 67 115x c= − + .                       (95) 

 
Verifica:  1 115 67 48, 7 12 5c x y= ⇒ = − = = − = −  

12 48 115 7 1⋅ − ⋅ =  
 
 
 

6 - Equazione lineare diofantea in 4 variabili 

Metodo dei parametri ausiliari 
 
  

17 29 31 43 1x y z t+ + + =  

              
(96) 

Poniamo: 
 2x t a= − +                        (97) 
 
Sostituendo nella 0.96 abbiamo: 

34 17 29 31 43 1t a y z t− + + + + =  
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 9 29 31 1 17t y z+ + = −
 

                  (98) 

Poniamo: 

 y z b= − +                        (99) 
 

Sostituendo nella 0.98 
 

9 29 29 31 1 17t z b z a− + + = −  

 9 2 1 17 29t z a+ = − −
                (100) 

 
Poniamo 4z t c= − +  

Sostituendo nella 0.100 
 

9 8 2 1 17 29t t c a b− + = − −  

 1 17 29 2t a b= − − −
                   (101) 

 
 4 , , 2z t c y z b x t= − + = − + = − +

 
     (102) 

 
Esempio: 1, 1, 6a b c= = − =  

1 2 3 1t z y x= = = − = −  

1 17 3 29 2 31 1 43 1− ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

Naturalmente volendo ottenere il sistema di soluzioni basta 
procedere a ritroso partendo dalla soluzione trovata (in questo 
caso 1 17 29 2t a b c= − − − ). 
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4 4(1 17 29 2 )z t c z a b c c= − + ⇒ = − − − − +  
 

 4 68 116 9z a b= − + + +
                (103) 

 
4 68 115 9y z b y a b c= − + ⇒ = − − −  

 
 4 68 115 9y a b= − − −

                   (104) 

 
2 2(1 17 29 2 )x t a x a b c a= − + ⇒ = − − − − +  

 2 35 58 4x a b= − + + +
                  (105) 

 
I calcoli sono notevolmente più semplici   utilizzando le 

relazioni 102.  
Penso che la matematica sia principalmente idee, 

ragionamento, fantasia, immaginazione e anche svago, 
divertimento e non puro calcolo. 

Risolvere un problema o un’equazione mostrando vari 
procedimenti credo sia stimolante e induca a riflettere e 
ragionare. Ogni qual volta è possibile una scelta si privilegia il 
ragionamento rispetto al pericoloso adagiarsi in procedimenti 
meccanici che talvolta sono inutilmente prolissi (con 
probabilità di errori). 
 
 

7 -  Metodo Eulero- Bezout 

Cercando on line ho trovato poche soluzioni per equazioni del 
tipo mx ny hz t+ + = e pochissime per equazioni con 4 o più 
variabili.  
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In Number Theory and Its History (Dover publications 2015, 
pp. 156, 157)  Oystein Ore, a proposito di equazioni diofantee 
lineari , scrive: 

 
When there were only two unknowwns, it was fairly 

simple to derive the general solution  as soon as one knew a 
particular set of values satisfying the equations, For several 
unknowns,  the situation is more complicated, as have 
already seen il the examples in Chap. 6 [...]  

We indicated there how one could find the general 
solution by a series of reductions, and this method is 
probably the best available. Let us illustrated it once more by 
deriving the general solutions of   50 36 45 3x y z+ + = . 

We begin writing 
 

3 50 45 3 14 9
36 36
x z x zy x z− − − −

= = − − +  

Therefore 
 
 3 14 9

36
x zt − −

=

 
(106) 

is an integer. When this expression is solved for z, it 
follows that 

 
 3 44 2

9
xz t x +

= − − +

 
(107) 

Consequently  
 3 4

9
xu +

=

 
   (108) 

Is integral and 
 32

4
ux u −

= +

 
          (109) 
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This gives finally that  
 3

4
uv −

=

 
 (110) 

 
Is integral and u = 4v+3. When is substituted, one finds 

as general solution 
 9 6

5 5 3
4 14 9

x v
y t v

z t v

= +
 = + +
 = − − −

 

(111) 

where v and t are arbitrary integers.” 
 
Questo metodo è certamente interessante ma a me pare 

notevolmente più semplice il metodo dei parametri ausiliari 
(in particolare se le variabili sono più di 3) come è facile 
constatare confrontando il procedimento seguito per risolvere 
l’equazione17 29 31 43 1x y z t+ + + =  col metodo dei parametri 
ausiliari e quello di Eulero-Bezout che segue. 

 
Risolvere l’equazione: 
 
 17 29 31 43x y z t+ + + =

              (112) 

Ricavo la x : 
1 29 31 4317 1 29 31 43

17
y z tx y z t x − − −

= − − − ⇒ =  

 
 1 12 14 92

17
y zx y z t − − −

= − − − +

 
      (113) 

Poniamo: 
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 1 12 14 9
17

y za − − −
=

 
              (114) 

 
Dalla 113: 
 2x y z t a= − − − +

                  (115) 

Dalla 114 
17 1 12 14 9a y z t= − − −  

Ricavo t: 
1 12 14 179 1 12 14 17

9
y z at y z a t − − −

= − − − ⇒ =  

 
 1 3 5 8

9
y z at y z a − − −

= − − − +

 
        (116) 

Pongo: 
 1 3 5 8

9
y z ab − − −

=

 
                  (117) 

 
 t y z a b= − − − +                    (118) 

 
Dalla 117 
 

9 1 3 5 8 3 1 5 8 9b y z a y z a b= − − − ⇒ = − − −  

1 5 8 9
3

z a by − − −
=  

 
 1 2 23 2

3
z ay b z a − −

= − − − +

 
           (119) 
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Pongo: 
 1 2 2

3
z ac − −

=
 

                   (120) 

   
 3 2y b z a= − − − +

                   (121) 

Dalla 120 
1 3 21 2 2 3 2 1 3 2

2
c az a c z c a z − −

− − = ⇒ = − − ⇒ =  

 1
2

cz a c −
= − − +

 
                (122) 

Pongo: 
1 2 1

2
cd d c−

= ⇒ = −  

 1 2c d= −                 (123) 
 

 1 3z a d= − − +                 (124) 
 

Sostituisco nella 121: 
 

3 1 3 2 1 2y b a d a d= − + + − − + −  

 2 3 5y a b d== − − −
 

              (125) 

 
Dalla 118 abbiamo: 
 

2 3 5 1 3t a b d a d b= − + + + + + − +  

 
 1 4 2t a b d= − + + +

             (126) 
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2 3 5 1 3 2 4 4 4x a b d a d a b d a= − + + + + + − + − + − +  

 1 5 2x a b d= + − −
            (127) 

Riassumendo: 
 1 5 2

2 3 5
1 3

1 4 2

x a b d
y a b d

z a d
t a b

= + − −
 = − − −
 = − − +
 = − + + +

 

              (128) 

Verifica:
10, 5, 2 18, 33, 5, 33a b d x y z t= = = ⇒ = = − = − =

 
 

17 18 29 33 31 5 43 33 1⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =  
 

Facile constatare la complessità di questo procedimento in 
confronto a quello con l’uso dei parametri ausiliari(come 
dimostrato in paragrafo 6). 
 

Casi particolari notevoli 
Quando risolviamo una equazione lineare diofantea si 

possono presentare casi particolari facilmente risolubili. 
Consideriamo l’equazione 
 
 13 17 30x y+ =                      (129) 
 
Una soluzione particolare è 1, 1x y= = . 
 
Osservazione 
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Nel caso di equazioni lineari diofantee in due variabili la 
conoscenza di una soluzione particolare permette di scrivere 
facilmente la soluzione generale. 

Se l’equazione mx ny k+ = ha soluzioni ,x p y q= = , la 
soluzione generale è: 

,x p nb y q mb= + = − + o anche ,x p na y q ma= − = +  
Verifica 
 

( ) ( )m p nb n q mb k mp nq k+ + − = ⇒ + =  
 

Nel caso della equazione 0.129 dalla soluzione particolare 
1, 1x y= = abbiamo: 
1 17 , 1 13x a y a= − = + oppure 1 17 , 1 13x b y b= + = − come 

si può facilmente verificare: 

13(1 17 ) 17(1 13 ) 30 13 13 17 17 17 13 30b b b+ + − = ⇒ + ⋅ + − ⋅ =  
 

L’equazione 5x+7y=41 ammette la soluzione particolare
4, 3x y= = ,le soluzioni sono: 

4 7 , 3 5x a y a= − = +  
 

Si ottengono facilmente soluzioni se nell’equazione  
mx ny k+ = il numero n mt− è divisore di k . 

Esempi: 
 13 43 80x y+ =                      (130) 

 
43 3 13 4− ⋅ =  , divisore di 80. 
 

 13 ( 3) 43 1 4⋅ − + ⋅ =
                     (131) 

 
moltiplico ambo i membri per 20 
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 13 ( 60) 43 20 8⋅ − + ⋅ =
 

             (132) 

 
Una soluzione particolare è 60, 20x y= − =  
 
 
Soluzione 

( )60 43 , 20 13x a y a= − + = −  
 

Risolvere l’equazione: 
 17 39 100x y+ =                    (133) 

 
 17 ( 2) 39 1 5⋅ − + ⋅ =

 
                    (134) 

 
Moltiplico ambo i membri per  20  
 
 17 ( 40) 39 20 10⋅ − + ⋅ =

               (135) 

 
 ( 40 39 , 20 17x a y a= − + = −

 
          (136) 

 
Risolvere l’equazione: 
 13 20 70x y+ =                      (137) 

 
 13 ( 1) 20 1 7⋅ − + ⋅ =

                    (138) 

 
 13 ( 10) 20 10 7⋅ − + ⋅ =

                  (139) 
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 ( 10 20 , 10 13x a y a= − + = −
 

            (140) 

 
Risolvere l’equazione: 
 11 49 100x y+ =                      (141) 

 
 11 ( 4) 49 1 5⋅ − + ⋅ =

                (142) 

 
 11 ( 80) 49 20 10⋅ − + ⋅ =

 
            (143) 

 
Soluzioni:  
 ( 80 49 , 20 11x a y a= − + = −

 
    (144) 

 
Nota 
 Nel sito 
https://tp.nexgate.ch/equations_diophantiennes_lineaires

si risolvono le equazioni diofantee lineari in due variabili. Il 
sito presenta lo svolgimento completo non solo le soluzioni. 

 
Troviamo le soluzioni dell’equazione12 41 200x y+ = : 
12 ( 3) 41 1 5⋅ − + ⋅ =  
12 ( 120) 41 40 200⋅ − + ⋅ =  
( )120 41 , 40 12x a y a= − + = −  
La risposta del sito online è: 

( )3 41 , 4 12x ky k= + = −  

3 120 3 41, 4 40 3 12= − + ⋅ = − ⋅  
 

https://tp.nexgate.ch/equations_diophantiennes_lineaires
https://tp.nexgate.ch/equations_diophantiennes_lineaires
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8 - Formula risolutiva 

Il metodo dei parametri ausiliari permette di trovare una 
formula risolutiva, valida in casi particolari.  
 

La formula che segue è valida se detto t il resto della 
divisione   :n m ,  abbiamo: 
 

 
1mm t

t
 − =    

                 (145) 

 

Esempio:  1313 17 1, 4, 13 4 13 4 3 1
4

x y t  + = = − = − ⋅ =  
 

Consideriamo l’equazione: 
 mx ny k+ =                  (146) 

 

poniamo:  
 nx y a

m
 = − +    

                 (147) 

 
Dalla 147 abbiamo: 

nm y a ny k
m

  − + + =    
 

 
 nn m y ma

m
  − + =    

 

                (148) 

 

Poniamo nt n m
m

  = −    
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 ty ma k+ =                   (149) 
Poniamo: 

 my a b
t

 = − +    

                 (150) 

 
Sostituendo: 

mt a b ma k
t

  − + + =      

                 
(151) 

 
 mm t a bt k

t
  − + =    

 

                 (152) 

 
Ricordando la 145 
 a k bt= −                  (153) 

 
Sostituendo nella 150 

( )my k bt b
t

 = − − +  
 

 
 

1m my k t
t t

    = − + +        
 

            (154) 

 
Sostituendo nella 150 abbiamo 
 

1n m mx k t b k bt
m t t

       = − − + + + −              
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1n m n m nx k t t

m t m t m
            = + − + +                        

 

(155) 

 
Riassumendo: 
 
 

1

1

n m n m nx k t t
m t m t m

m my k t b
t t

             = + − + +                          


     = − + +         
 

(156) 

 
Ricordo: 
 nt n m

m
 = −     

                 (157) 

 
Le formule sono valide per m dispari e

2 1mt oppure se m t
t

 = − =  
. 

 

Nota: 2 2 1 1mt e m n m t
t

 = = + ⇒ − =  
 

2 12 1, 2 2 1 2 2 1 2 1
2

wm w t w w w+ = + = ⇒ + − = + − ⋅ =  
. 

 
Esempi 
Risolvere l’equazione   

 
11 38 1, 11, 38, 5x y m n t+ = = = =  

 
7 38 , 2 11x a y a= − = − +  
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Alcune equazioni risolte con le formule 156: 
 

) 17 38 1a x y+ = 9 38 , 4 17x a y a= − = − +  
) 19 47 1b x y+ = 5 47 , 2 19x a y a= − = − +  
) 31 247 1c x y+ = 8 247 , 1 31x a y a= − = − +  

 
Lo scopo non è tanto quello di avere una formula risolutiva 

ma di mostrare come si può ottenere questa formula 
utilizzando i parametri ausiliari. Queste formule, che possono 
sembrare complicate si possono facilmente semplificare. 

 
 
9 - Formule ridotte 

Abbiamo visto come, conoscendo una soluzione particolare 
si possa scrivere la soluzione generale come nell’esempio che 
segue. 

L’equazione 5x+7y=41 ammette la soluzione particolare
4, 3x y= =  

le soluzioni sono: 4 7 , 3 5x a y a= − = +  
Analogamente si possono semplificare le formule risolutive 

trovate.  
Le formule trovate per la soluzione dell’equazione

mx ny k+ = : 
 

1

1

n m n m nx k t t b
m t m t m

m my k t b
t t

             = + − + +                          


     = − + +         
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si possono quindi semplificare: 
 
 

1n mx k n
m t

my k mb
t

     = + −          


  = − +   
 

            (158) 

 
Risolvere l’equazione:    

 25 58 1x y+ =                  (159) 
 

25, 58, 8m n t= = = ,     7 58 , 3 25x a y a= − = − +  

 
 19 47 1x y+ =                   (160) 

 
19, 47, 9, 5 47 , 2 19m n t x a y a= = = = − = − +  

 
 

10 - Applicazione alla divisibilità 

Stabilire per quali valori di a e b il numero11 13 16a b+ + è 
divisibile per 7. 
 

 11 13 16 7a b k+ + =                  (161) 
 

7 13 16 11k a b− − =  
Poniamo  
 2k a b= +                   (162) 
 

14 7 13 16 11a b a b+ − − =  
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 9 11a b− =                   (163) 
 

 9 11a b= +                   (164) 
 

1 20b a= ⇒ =  
 

Il numero11 13 16a b+ +  è divisibile per 7 se 20, 1a b= =  
 

 11 13 20 16 287 41+ ⋅ + = = ⋅
 

           (165) 

 
 

11. Esercizi, alcuni da Eulero 

1. Nella repubblica di Abbiccì esistono solo banconote da 7 
soldi e 5 soldi. Marco acquista una maglia da 31 soldi. In 
che modo può pagare? 

 
Marco ha solo banconote da 5 soldi. Il commerciante fa 

resto con banconote da 7 soldi. 
 
 5 7 31x y− =                   (166) 
Poniamo: 
 x y a= +                  (167) 

 
Sostituiamo nella 166: 
 

5 5 7 31y a y+ − =  

 2 5 31y a− + =                 (168) 
Poniamo: 
 2y a b= +                 (169) 
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Sostituiamo nella 168: 
 

4 2 5 31a b a− − + =  
 

 31 2a b= +                   (170) 
 

4 62y b b= + +  

 62 5y b= +                   (171) 
Dalla 167: 

5 62 2 31x b b= + + +  

 93 7x b= +                   (172) 
Ponendo b k= −  

 93 7
62 5

x k
y k
= −

 = −  

                 (173) 

 
12 9, 2k x y= ⇒ = = 12 9, 2k x y= ⇒ = =  

Pagando con 9 biglietti da 5 soldi si riceve un resto di 2 
biglietti da 7 soldi. 

 
2. Mario vuole travasare 7 litri di acqua da una vasca quasi 

piena ad una vuota e dispone di un recipiente da 3 litri e 
uno da 5: è possibile? 

 
Indicando con 3x il numero di litri versati e con 5y il 

numero di litri tolti per ottenere 7 litri x+3y=25abbiamo: 
 
 3 5 7x y+ =                   (174) 

Poniamo: 
 2x y a= − +                   (175) 



Emilio Toccafondo                                                      Equazioni lineari diofantee al liceo 

165 
 

 
6 3 5 7y a y− + + =  

 
 

7 3
14 5

y a
x a
= − +

 = −  

                 (176) 

 
2 4, 1a x y= ⇒ = = −  

Versando 4 volte 3 litri e togliendo 5 litri abbiamo travasato 
7 litri.   

 
Alcuni esercizi tratti dal testo di algebra di Eulero. 
 
Questione prima 
Dividere 25 in 2 parti in modo che una sia divisibile per 2 e 

l’altra per 3. 
Siano 2x e 3y le due parti. Abbiamo: 
 
 2 3 25x y+ =                   (177) 
 
Poniamo x y a= − + , dalla 1.40: 

2 2 3 25y a y− + + =  

 25 2y a= −                 (178) 
 

25 2x a a= − + +  
 

 25 3x a= − +                 (179) 
 

Limitandoci al caso 2x e 3y positivi, sostituendo a  
9 13a< <   otteniamo : 

22 3 25, 16 9 25, 10 15 25, 4 21 25+ = + = + = + =  
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Questione seconda 
Suddividere 100 in due parti in modo che una sia divisibile 

per 7 e l’altra per 11. 
 
Siano 7x e 11 y le 2 parti. Abbiamo: 
 
 7 11 100x y+ =                   (180) 
 
Poniamo x y a= − + , dalla 0.180: 

7 7 11 100y a y− + + =  
 

 4 7 100y a+ =                   (181) 
Poniamo: 
 2y a b= − +                   (182) 

 
8 4 7 100a b a− + + =  

 
 100 4a b= − +                   (183) 

 
 200 7y b= −                   (184) 

 
 300 11x b= − +                   (185) 

300300 11 0 28
11

b b b− + > ⇒ > ⇒ ≥  

200200 7 0 28
7

b b b− > ⇒ < ⇒ ≤  

Dalle 184 e 185 per b=28 otteniamo 8, 4x y= =  
I numeri richiesti sono   56, 44  
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 7 8 11 4 100⋅ + ⋅ =                   (186) 
 
Questione terza 
Dividere 100 in due parti in modo che la prima divisa per 5 

dia resto 2 e la seconda divisa per 7 dia resto 4. 
Indichiamo le due parti  
 5 2, 7 4x y+ +                   (187) 
Abbiamo l’equazione: 

5 2 7 4 100x y+ + + =  
 

 5 7 94x y+ =                  (188) 
 

Procedendo analogamente a quanto fatto nell’esercizio 
precedente avremo: 

 282 7
188 5

x b
y b
= −

 = − +  

               (189) 

 

0, 0 38 40x y b> > ⇒ ≤ ≤  

38 16, 2 82 18 100
39 9, 7 47 53 100
40 2, 12 12 88 100

b x y
b x y
b x y

= ⇒ = = ⇒ + =
= ⇒ = = ⇒ + =
= ⇒ = = + =

 

 
Le soluzioni di una equazione lineare diofantea 

determinano una progressione aritmetica. 
 
Questione quarta 
Due contadine hanno insieme 100 uova. Una dice all’altra 

“se divido le mie uova in gruppi di 8 me ne restano 7, la 
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seconda risponde anche a me ne restano 7 se le conto per 
decine. Quante uova hanno le due contadine?   

 
Indichiamo con8 7, 10 4x y+ + rispettivamente le uova 

della prima contadina e della seconda, abbiamo: 
8 7 10 7 100 8 10 86x y x y+ + + = ⇒ + =  

 4 5 43x y+ =                (190) 
 

Poniamo: 
 x y a= − +                (191) 

 
Dalla 190: 

4 4 5 43 4 43y a y y a− + + = ⇒ + =  

 
 43 4y a= −                  (192) 

 
43 4x a a= − + +  

 43 5x a= − +                  (193) 
 

9 2, 7 8 2 7 10 7 7 100a x y= ⇒ = = ⇒ ⋅ + + ⋅ + =  

 
Una contadina aveva 23 uova, l’altra 77. 

10 7, 3 8 7 7 10 3 7 100a x y= ⇒ = = ⇒ ⋅ + + ⋅ + =  

Una contadina aveva 63 uova, l’altra 37. 
 

Prima della questione ottava, Eulero avverte: la questione 
che segue, fornisce un esempio di soluzione più lunga e 
difficoltosa (“penible” scrive). 
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Questione ottava 
Trovare un numero N che, essendo diviso per 39, dà resto 

16, e che diviso per 56 dà resto 27.  
 
Siano: 
 39 16x +                   (194) 
e 
 56 27y +                   (195) 
 
i due numeri richiesti, abbiamo: 
 

39 16 56 27x y+ = +  

 
 39 56 11x y− =                   (196) 
Poniamo: 
 x y a= +                   (197) 

 
39 39 56 11y a y+ − =  

 17 39 11y a− + =                   (198) 
Poniamo: 
 2y a b= +                   (199) 

34 17 39 11a b a− − + =  

 5 17 11a b− =                   (200) 
Poniamo: 

 3a b c= +                   (201) 
 

15 5 17 11b c b+ − =  

 2 5 11b c− + =                  (202) 
Poniamo: 
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 4 2 5 11c d c− − + =                  (203) 
 

 11 2c d= +                  (204) 
Dalla 201 
 22 5b d= +                   (205) 
 
Dalla 203: 

3(22 5 ) 11 2a d d= + + +  

 77 17a d= +                   (206) 
Dalla 199: 

2 2(77 17 ) 22 5y a b d d= + = + + +  
 

 176 39y d= +                   (207) 
Dalla 197: 

176 39 77 17x d d= + + +  

 
 253 56x d= +                   (208) 
Riassumendo: 
 253 56

176 39
x t
y t
= +

 = +  

                 (209) 

 
Sostituendo nella 207 e 208 abbiamo la soluzione: 

39(253 56 ) 16n d= + +  
 

 9883 2184n d= +                   (210) 
 

56(176 39 ) 27n d= + +  
 9883 2184n d= +                  (211) 

 
4 9883 (4 2184) 1147d n= ⇒ = − ⋅ =  
3 9883 3 2184 3331d n= ⇒ = − ⋅ =  
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Questi numeri divisi per 39 danno resto 16 e divisi per 56 

danno resto 27. 
(39 85) 16 3331⋅ + =  

12 - Conclusioni 

Da tempo conoscevo l’esistenza delle equazioni diofantee 
lineari ma non avevo mai approfondito l’argomento. Una 
volta che casualmente ho incontrato una equazione tipo
16 31 200x y+ =   ho cercato di risolverla, senza riuscirci. Invece 
di documentarmi mi sono posto una sfida: trovare una 
soluzione senza consultare i metodi noti. 

A distanza di un paio di mesi e dopo vari tentativi 
infruttuosi, ho ideato un metodo che mi è parso 
sorprendentemente semplice ed efficace. Non pensavo di aver 
inventato qualcosa di nuovo, sembrava impossibile nessuno 
avesse già avuto quella idea, ma successive ricerche e 
confronti con documenti disponibili (compresi vari video su 
Youtube) mi hanno convinto che il mio metodo ha 
caratteristiche originali. In particolare, non ho trovato 
risoluzioni elementari di equazioni diofantee lineari con tre o 
più variabili trattate in metodo elementare.  

Il metodo proposto, basato su una strategia che ho 
chiamato dei parametri ausiliari, si rivela facilmente 
comprensibile anche a studenti liceali e cultori della 
matematica. A differenza di altri strumenti come le 
congruenze,le frazioni continue il metodo di Eulero con 
algoritmo d’Euclide o l’algebra lineare, che richiedono 
competenze più avanzate, questo approccio punta sulla 
chiarezza e sulla semplicità operativa anche con equazioni con 
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più di due incognite (basta saper fare combinazioni lineari di 
polinomi di primo grado). 

Per testare il mio metodo, nell’impossibilità materiale di 
proporlo a uno studente liceale, dato che sono in pensione, 
l’ho proposto a una insegnante di lettere, a suo tempo molto 
brava in matematica. Nonostante i decenni trascorsi senza più 
aver fatto un solo esercizio di algebra,la collega, dopo che le 
ho ricordato il concetto di polinomio e le operazioni 
elementari, ha subito capito il metodo e dopo poco era in 
grado di risolvere equazioni tipo 7 19 100x y+ = . Non ancora 
convinta la collega mi ha proposto un’equazione con numeri 
ben più grandi, come 31x+871y=12000: ha seguito con 
curiosità la soluzione rimanendo stupita della semplicità del 
procedimento. 

Penso che introdurre le equazioni diofantee lineari nella 
scuola superiore, se presentate in modo accessibile, possa 
rendere lo studio dell’algebra più coinvolgente, stimolando la 
curiosità e rafforzando le competenze logiche. Come osserva 
Nicolina A. Malara in Riflessioni sull’insegnamento dell’algebra, 
una delle difficoltà maggiori per gli studenti è la “caduta di 
significato” percepita nell’uso dell’algebra. Offrire contesti 
concreti, sfide risolvibili e metodi elementari può contribuire a 
colmare questa distanza e restituire all’algebra parte del suo 
fascino originario. 
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