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Abstract: The figure of Louis Bachelier is remembered and his
approach to the behaviour of prices on financial markets is framed,
which was so anticipatory that it was not understood and apprecia-
ted for many decades.
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Sommario: Viene ricordata la figura di Louis Bachelier e in-
quadrata la sua impostazione relativa al comportamento dei prezzi
sui mercati finanziari cosi anticipatoria da non essere compresa e
apprezzata per molti decenni.

Parole chiave: moto browniano, titoli finanziari, passeggiata
aleatoria.
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PS.Manca Louis Bachelier

1 Un quesito senza risposta

Mi succede I’estate pagaiando sul mio kajak, il Nirvana : invece
di ammirare le coste elbane, vengo spesso assorbito da quesiti senza
risposte e mi estraneo dal sole e dal mare.

La iella colpisce alla cieca o alcuni se la vanno a cercare?

Meglio essere bravi e sfortunati o ignoranti presuntuosi ma for-
tunati?

Essere o non essere? Come disse Amleto.
Essere o avere? Come scrisse Erich Fromm.

Ma non intendo rispondere a tali quesiti, né vedo perché dovrei
dare una risposta poiché, come sostengo da sempre, “le risposte sono
inutili, solo le domande sono utili”.

Rivolgo queste domande a personaggi di grandissimo talento a
cui sono riconoscente e affezionato e che, pur avendo avuto tutte le
qualita per condurre una vita serena, hanno dovuto sopportare un’esi-
stenza tribolata e a volte tragica. Penso, tra i matematici, al poco piu
che adolescente Evariste Galois (1811-1832), al giovane Niels Abel
(1802-1829), all’immenso Kurt Godel (1906-1978), a John Nash
(1928-2015), e, non ultimo, a Louis Bachelier (1870-1946).

Fig. [1| Louis Bachelier (1870-1946)
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Louis Bachelier nacque a Le Havre (Francia) nel 1870 da una
famiglia di commercianti. Quando aveva 19 anni, per la morte di en-
trambi i genitori, fu costretto ad abbandonare gli studi per poter man-
tenere 1 due fratelli minori. Solo all’eta di 22 anni poté riprendere gli
studi alla Sorbonne.

11 29 marzo 1900, all’eta di 30 anni, presento la tesi di dottorato
in matematica (Bachelier, 1900) dal titolo : Theorie de la speculation
(La teoria della speculazione)

Aveva trovato qualcosa di straordinario ma all’epoca nessuno ne
colse la portata anche se I’articolo venne giudicato interessante e
pubblicato sulla prestigiosa rivista dell’ Ecole Normale Superieure.

Bachelier continuo il suo lavoro e pubblicod anche altri importanti
articoli sul nascente calcolo delle probabilita ma non fece carriera.

Nel 1918, finita la prima guerra mondiale, all’eta di 48 anni riu-
sci finalmente ad ottenere un posto di supplente all’Universita di
Besangon.

Nel 1922 si sposd ma rimase subito vedovo.

Nel 1926, quando aveva 56 anni, il Consiglio di facolta di Scienze
di Digione non lo nomino di ruolo a favore di un altro candidato col
pretesto di aver rilevato un errore su un suo lavoro. Bachelier al
riguardo ebbe a scrivere:

Per una serie incredibile di circostanze mi sono tro-
vato all’eta di 56 anni nella situazione ancor peggiore
degli ultimi sei anni ... La mia carriera ¢ stata bloccata
in modo in modo ingiusto e deplorevole.

Nel 1927 all’eta di 57 anni gli venne finalmente offerta la cattedra
del corso “Calcolo differenziale e integrale” a Besancon.

Solo verso il 1937, data in cui lascio I’'insegnamento per la pen-
sione, i suoi lavori cominciarono ad essere riconosciuti e fu insignito
dell’ Ordre national de la Légion d’honneur.

a tesi fu giudicata "mention honorable", anziché "mention trés honorable",
giudizio quest’ultimo indispensabile per poter sperare di ottenere un lavoro
all’interno della comunita accademica.
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Mori nel 1946 a Saint-Servant-sur-Mer.

A questo punto mi chiedo: non sarebbe stato meglio, per Louis,
che avesse scritto delle fesserie e che la sua generazione le avesse
ritenute sublimi e che per tali fesserie avesse preso il Nobel e poi, a
morte avvenuta, si fosse scoperto che erano realmente fesserie?

Purtroppo le cose andarono diversamente e Louis fu doppiamente
sfortunato (bi-sfortunato) non solo perché iellato ma anche perché si
¢ occupato di una materia importante ma ostica per cui, anche oggi,
solo pochissimi riescono a capire cosa abbia scritto.

Lo sforzo, spero encomiabile, che fard per cercare di delineare il
suo contributo certamente lo commuovera.

Ho detto encomiabile perché I’argomento ¢ particolarmente sofi-
sticato e ogni banalizzazione si presta a critiche e d’altra parte viene
tuttora straziato da presuntuosi incompetenti che non provano orrore
di se stessi.

La mia presentazione ¢ volutamente breve, insiste sulle idee ed
evita disinvoltamente approfondimenti tecnici delicati ma importan-
ti.

Preciso inoltre per chi volesse consultare il testo di Bachelier ,
reperibile tuttora sul web, che ovviamente il linguaggio matematico
utilizzato risulta piuttosto dissimile da quello attuale. Nel 1900 il
calcolo delle probabilita era ai primordi : basti pensare che una defi-
nizione rigorosa di probabilita risale al 1931 con Bruno de Finetti e
al 1933 con Andrej Kolmogoroff .

2 1827 : arriva Robert Brown

Robert Brown , (1773-1858), botanico scozzese, nel 1827, men-
tre esaminava al microscopio alcuni granelli di polline in sospensio-
ne nell’acqua, vide e descrisse il moto frenetico e totalmente caotico
di piccolissime particelle all’interno dei vacuoli nei granelli.

Brown non riusci a spiegare il fenomeno.

Poiché le molecole d’acqua si muovono casualmente in tutte le
direzioni in maniera del tutto casuale altrettanto fanno le sub parti-
celle di polline : questa spiegazione, per noi abbastanza ovvia, non
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poteva essere compresa da Brown per il semplice motivo che egli
non era consapevole che 1’acqua fosse fatta di molecole.

Comunque, sebbene Brown non abbia mai fornito una spiegazio-
ne sulla natura di tale moto e Jan Ingenhousz I’avesse gia descrit-
to usando particelle di carbone in pubblicazioni tedesche e france-
si del 1784 e 1785, il fenomeno € rimasto tuttora noto come moto
browniano ]

3 1905: arriva Einstein

I1 1905 fu I’anno “mirabils” nella vita di Albert Einstein e nella
storia della fisica. Nel giro di sette mesi pubblico sei lavori: un arti-
colo che spiegava I’effetto fotoelettrico che gli valse il premio Nobel
per la fisica nel 1921 e avrebbe contribuito allo sviluppo della mecca-
nica quantistica, due memorie sulla relativita ristretta con la formula
e = mc?, la tesi di dottorato Nuova determinazione delle dimensioni
molecolari, diventata lo scritto piu citato nella letteratura scientifica
degli anni Settanta’| due articoli sul moto browniano che dettero tra
I’altro un fondamento indispensabile alle teorie dell’atomo.

Nei due articoli sul moto browniano Einstein forni una descri-
zione quantitativa di tale moto che spiego attribuendo la causa del
movimento irregolare delle subparticelle allo scontro ripetuto con le
molecole d’acqua. Il moto veniva modellizzato come una passeggia-
ta casuale e apri le porte allo studio delle cosiddette random wal

2Cfr Wikipedia

3La teoria di Einstein si sviluppa a partire dalla sua tesi di dottorato, discussa il
30 Aprile 1905, in cui presenta un metodo per la determinazione della dimen-
sione molecolari e del numero di Avogadro dal coefficiente di viscosita di solu-
zioni zuccherine. Undici giorni dopo la rivista Annalen der Physik pubblica un
articolo intitolato: Die von der Molekularkinetischen Theorie der Wirme gefor-
dete Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten Teilchen, in cui Ein-
stein estende i ragionamenti fatti per le molecole di zucchero al caso di particelle
microscopiche.

“Random walk : il termine fu introdotto per la prima volta da Karl Pearson nel
1905
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formalizzate compiutamente da Norbert Wiener pochi anni dopo nel
1923.

4 1900 : arriva anche Louis Bachelier

Einstein non sapeva che un modello matematico simile era gia
stato impostato cinque anni prima da un giovane matematico e dot-
torando francese di nome Louis Bachelier con riferimento non alle
sub particelle di polline ma ai movimenti altrettanto caotici dei prezzi
alla Borsa di ParigiE]

Per scrivere la sua tesi, Bachelier si reca alla Borsa di Parigi,
registra nel suo taccuino i prezzi delle azioni, e fa una scoperta sen-
sazionale. Per dirla con le parole della sua tesi:

La détermination de ces mouvements se subordonne
a un nombre infini de facteurs : il est des lors impossi-
ble d’en espérer la prévision mathématique...... Mais
il est possible d’étudier mathématiquement [’état stati-
que du marché a un instant donné c’est-a-dire d’établir
la loi de probabilité des variations de cours qu’admet
a cet instant le marché. Si le marché, en effet, ne pré-
voit pas les mouvements, il les considere comme étant
plus ou moins probables, et cette probabilité est possible
s’évaluer mathematiquement La recherche d’une formu-
le qui I’exprime ne parait pas jusqu’a ce jour avoir été
publiée; elle sera l’objet de ce travailE]

>Naturalmente i risultati di Einstein hanno ben altra valenza.

SLa determinazione di tali movimenti é subordinata a un numero infinito di fattori
ed ¢ impossibile sperare in una previsione matematica . ... Ma e possibile stu-
diare matematicamente lo stato del mercato a un dato istante stabilire cioé ad un
dato istante la legge di probabilita delle variazioni dei prezzi. Se infatti il mercato
non prevede i movimenti li considera come piu o meno probabili e questa proba-
bilita si puo valutare matematicamente. La ricerca di una formula che la esprime
non sembra ad oggi essere stata pubblicata; sara l’oggetto di questo lavoro.
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La formula &: la loi de Gauss déja célebre dans le Calcul des proba-
bilités (pag. 37)(Bachelier, 1900). Bachelier ha anche intuito che in
un mercato competitivo le fluttuazione dei prezzi sono indipendenti
dal prezzo corrente che ¢ il miglior stimatore delle attese sui prezzi
futuri. Bachelier ha anche sviluppato una formula matematica per
la valutazione delle opzioni basata sulla probabilita che il sottostante
raggiunga un dato livello di prezzo.

5 Trascorrono “solo” 64 anni : arriva Paul Cootner.

Di fatto il lavoro di Bachelier rimase nell’ombra fino al 1964,
quando il professor Paul Cootner del MIT pubblicd una ponderosa
raccolta di 500 pagine di studi sul movimento dei prezzi azionari dal
titolo: The Random Character of Stock Market Prices. In quest’o-
pera, tradotto per la prima volta in inglese, fu pubblicato e divenne
noto il contributo del 1900 di Louis Bachelier e Paul Cootner ebbe
al riguardo le seguenti parole:

Il suo lavoro ¢ cosi eccezionale da poter affermare che
lo studio dei prezzi speculativi ha il suo momento di
massima gloria al momento della stesura di quest’opera.

Dunque Bachelier aveva intuito le caratteristiche delle traietto-
rie che descrivono I’evoluzione temporale di un titolo finanziario
contrattato in borsa : sostanzialmente il moto browniano che resta
alla base di tutta la matematica della finanza moderna, matematica
profondamente incompresa per 1’utilizzo di concetti molto sofistica-
ti e astratti quali la teoria della misura, gli integrali stocastici e le
equazioni differenziali stocastiche[]

Al riguardo devo comunque aggiungere che I’esplosione della
finanza matematica parte dal 1973 col celebre articolo di Fischer
Black e Myron Scholes (Black e Scholes, 1973) e autonomamente

7Sull’argomento ho scritto un libro illeggibile (Manca, 2005)
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di Robert Merton (Merton, 1973), che sfruttano un’idea innovativa
semplicissima e genialissima: quella dell’assenza di arbitraggiﬂ

6 Ma cos’e mai un moto browniano

Oggi I’evoluzione dei prezzi dei titoli finanziari viene forma-
lizzata come un processo stocastico di Ito che viene espresso dalla
scrittura simbolica:

AXt = p(Xt,t) dt + o(Xt,t) dWt (1)

Si tratta di un processo stocastico continuo composto da una par-
te deterministica (deriva o drift) :u(Xt,t) dt , e una parte casuale
(diffusione ): o(Xt,t) dWt.

A livello intuitivo si tratta di sovrapporre ad una curva determini-
stica un tracciato totalmente caotico come quello di un sismografo.

La parte caotica ¢ espressa da dWV, che in prima approssimazione
si puo intendere come W (¢t +dt) — W (t), dove W (t) indica un moto
browniano o processo di Wiener , cioe un processo stocastico (unidi-
mensionale) gaussiano, in tempo continuo, con incrementi stazionari
e indipendenti, con distribuzione normale standard. In termini essen-
ziali per un moto browniano (standard) risulta:

W(t) =VtZ,W(t) — W(s) =Vt —sZ

essendo Z una variabile gaussiana standardizzata Z ~ N(0,1) .
Banale direi (?!?f] purché si sappia cos’¢ una gaussiana.

8Le idee veramente genialissime sono infatti semplicissime , solo che nessuno
prima riusciva e vederle.

°Nei testi di matematica quando si incontrano questioni veramente toste & buona
abitudine utilizzare espressioni come : “per cui si ha ovviamente”, “€¢ immediato
verificare che” , “da cui con semplici passaggi si trae” , o, per chi sa osare :

“banale direi”.
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7 Ma cos’e mai una gaussiana

La campana di Gauss o Gaussiana non ¢ una campana € neppu-
re una leggiadra fanciulla nata a Gauss, ¢ una distribuzione continua
di probabilita , detta anche distribuzione normale, che prende il no-
me dall’immenso matematico tedesco Carl Friedrich Gauss che 1’ha
introdotta nel 1809.

La forma generale della funzione che la descrive ¢ :

flz) = ae™™ (2)

con a e b positivi , che assume valore massimo per x = 0 e che
decresce simmetricamente tendendo a zero al crescere di x e il cui
grafico dunque somiglia a una campana.

La notazione Z indica la gaussiana cosiddetta normale caratteriz-
zata dalla densita di probabilita:

—x?

z(x) = Var G(T) (3)

1l fattore /21 garantisce Z abbia valor medio zero e varianza 1,
col che si usa scrivere : Z ~ N(0,1) , Questa dannata gaussiana in
campo scientifico compare ovunque e , matematicamente parlando,
mostra una serie incredibile di proprieta tra le quali quella che la
lega alla distribuzione binomiale, alle passeggiate aleatorie, e che
spiega come mai i prezzi dei titoli finanziari variano un po’ come
le sub particelle di polline. Banale direi purché si sappia cos’¢ una
passeggiata aleatoria,

8 Ma cos’e mai una passeggiata aleatoria

Una passeggiata aleatoria monodimensional ¢ quella che per-
corre un buontempone nullafacente su un marciapiede rettilineo e

197] caso pluridimensionale prevede che la passeggiata invece che su una retta si
svolga in R™.
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che a intervalli temporali eguali, (ogni tre secondi o se ha bevuto
ogni quarto d’ora), lancia una moneta e se esce testa avanza di un
metro e se esce croce retrocede di un metro["]

Se notiamo con 0 il punto di partenza, se p ¢ la probabilita che
esca testa e ¢ = 1 — p la probabilita che esca croce, dopo n intervalli
di tempo il nostro amico si trova certamente in un tratto di marcia-
piede di lunghezza 2n: da —n a n . Si trova al punto n se € uscita per
n volte testa, e ci0 avviene con probabilita p™ , si trova al punto —n se
¢ uscita per n volte croce, e cid avviene con probabilita ¢".

Se testa & uscita 1 volta sola, e dunque croce ¢ uscita n-1 volte, il
buontempone si trova al punto: 1 — (n—1) = 2 —n, con probabilita
:Cng = (1)pg" ' =np.g"".

In generale, se la faccia testa ¢ uscita r volte e dunque croce ¢
uscita n-r volte, il buontempone si trova al punto: r—(n—r) = 2r—n
, con probabilita C,,, = (")p".¢" " .

In definitiva il moto del buontempone risulta descritto da una va-

riabile casuale che assumeivaloris = —n,—n+1,....... 0,1, ...

ciascuno con probabilita C,,, = (7)p"¢" " essendo r =| s |

Con ci0 abbiamo ritrovato la famosa distribuzione binomiale che
per p = ¢ = 1/2 risulta simmetrica rispetto all’origine e che assume
valori decrescenti via via che ci si allontana dall’origine fino quasi
ad annullarsi.

La distribuzione binomiale ¢ la distribuzione associata alla varia-
bile casuale S,, = X7 +...... + X, , dove X}, ¢ la variabile casuale
che pud assumere solo due valori -/ e +/ con probabilita 1/2 e che
rappresenta lo spostamento del buontempone al tempo .

Se sostituiamo il buontempone con un robot che opera ogni cen-
tesimo di secondo ,ovvero se filmiamo il buontempone e proiettia-
mo il filmato a grande velocita, vedremo un qualcosa che schizza
freneticamente e caoticamente intorno all’origine .

E qui arriva Gauss e la gaussiana perché quando n diventa mol-
to grande la distribuzione binomiale approssima sempre meglio la

Esistono anche i buontemponi temerari che camminano con la stessa regola ma
su una fune sospesa a un centinaio di metri.
2] punti equidistanti dell’origine hanno la stessa probabilita.
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gaussiana[”
Senza richiamare ulteriormente la matematica sottostante, sinte-

tizzo nel ricordare che la legge di Gauss fornisce la densita di proba-
bilita che traduce in modo soddisfacente il comportamento di feno-
meni che hanno origine dalla interazione di un numero grandissimo
di piccolissime concause non prevedibili ne controllabili. Tipico an-
che nel caso delle misurazione di grandezze fisiche : se dobbiamo
effettuare una misura quanto piu precisa possibile, e per sicurezza ri-
petiamo la misura stessa piu volte, I’esperienza mostra che le misure
trovate si distribuiscono con ottima approssimazione come una curva

gaussiana[l¥
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Enrico Pedemonte
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