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Abstract: In this article it is demonstrated, given an orthogo-
nal monometric Cartesian reference frame and considering the li-
nes of equations r1 : a1x + by = 0and ro : asx + boy = 0
with slope m1 and mo respectively, that the slope my, of the bisector
Ty apx + bpy = 0 identified by the two half-lines that are found in
the half-plane with non-negative ordinates can be expressed through
a relation involving my and ma, namely my = f(mi,mg). In the
first part of this article we will only deal with lines that pass through
the origin of a reference frame, subsequently we will deal with the
equation of an angle bisector of a triangle identified by three lines of
the Cartesian frame that do not form a proper bundle and are inter-
secting in pairs. In this context, the definition of an inversive ordered
pair of lines will be introduced.
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Sommario: In questo articolo si dimostra, fissato un sistema
di riferimento cartesiano monometrico ortogonale e considerate le
rette di equazioni v : a1x + b1y = 0ery : asx 4+ boy = 0 con
coefficiente angolari rispettivamente m1 e mo, che il coefficiente an-
golare my, della bisettrice Ty, : apx + byy = 0 individuata dalla due
semirette che si trovano nel semipiano con ordinate non negative si
potra esprimere mediante una relazione che coinvolge my e my ov-
vero my = f(mi, ma). Nella prima parte di questo articolo ci occu-
peremo soltanto di rette che passano per [’origine di un riferimento,
successivamente tratteremo il coefficiente angolare della bisettrice
dell’angolo di un triangolo individuato da tre rette del piano carte-
siano che non formano fascio proprio e sono a due a due incidenti,
in tale contesto sara introdotta la definizione di coppia ordinata di
rette inversiva.

Parole chiave: Arcotangente, angolo, bisettrice, coefficiente an-
golare.

1 Introduzione

Prima di passare all’enunciato fulcro di tale articolo e alla relativa
dimostrazione facciamo alcune precisazioni per inquadrare il proble-
ma. Su molti testi scolastici di scuola superiore ¢ presente la relazio-
ne che permette di scrivere le equazioni delle bisettrici dei due angoli
individuate dalle rette y : a1z +b1y+c1 = 0ery : asx+boy+co =0
scrivendo la seguente equazione:

'\/a2+b2 \/a2+b2 \/a2+b2 ’

ovvero eludendo qualche calcolo:
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aq a9
1,2 F xr +
Vvai+b (/a3 + b3
b1 - b2 4 C1 - Co
Yy
Vai+ a3+ Vai+b a3+

gia questa scrittura ci fa intuire quanto noioso sia determinare
almeno uno dei due coefficienti angolari delle bisettrici degli angoli
individuati dalle due rette r; e o perché coinvolge espressioni che
contengono piu di qualche radicale. In questo articolo si mettera in
evidenza una relazione funzione del determinante di una matrice di
ordine 2 che fornisce con un semplice calcolo il coefficiente ango-
lare delle due bisettrici a partire dai coefficienti angolari delle rette
assegnate.

Osservazione 1.1. Nel prossimo paragrafo quando parleremo di bi-
settrice di un angolo individuata da rette per [’origine ci riferiremo
sempre alla bisettrice dell’angolo individuato dalle due semirette che
si trovano nel semipiano delle ordinate non negative, di conseguen-
za anche tale bisettrice si trovera nel semipiano delle ordinate non
negative.

2 Coefficiente angolare della bisettrice

Non ¢ per nulla limitativo determinare il coefficiente angolare di
una bisettrice di due rette che passano per I’origine. Siano rq : a;x +
biy = 0ery : asx+bey = 0 due di tali rette, indichiamo con oy e a1
relativi angoli che esse formano con il semiasse positivo delle ascisse

e con il solito verso positivo quello antiorario. Per noi sara sempre
T T i
§> U (5,7?) e infine tan(ay) = my,

. T e . .
tan(ag) = my. I casi a; = 5 0y = B saranno discussi a parte.

a1 > Qog, CON Qq, Qs € [0,

Richiamiamo alcune relazioni utili per il prosieguo:

1 _
tan(g>:ﬂcona7&kwekez (1)
2 sin «
sin(a + ) = sinacos 5 + cos asin 2)
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cos(a + ) = cosacos f — sinasin 3 3)

Proposizione 2.1. Siano assegnate le rette di equazioni ri : a1x +
biy = 0 ery : asx + by = 0 (figura |l) con rispettivi coefficienti
angolari my e mo, rispettivi angoli oy > «o riferiti al semiasse po-
sitivo delle ascisse. Se la coppia (m1, my) # (0,0), la bisettrice di
equazione 1y, : apx + byy = 0 individuata dalle precedenti rette ha
coefficiente angolare my, si ricava dalle seguenti relazioni:

( \/1+m% meo
-1
—my; /1 +m}

mi + mo
m; >0Ame >0Vm <0Ame <0

my 1+ m3
\/1+m% meo

m; <0Amg >0
my + Mo

my — /1 + m? m; < 0Amg =00
mo + /1 + m3 my =00 Amsy >0

KNon esiste mi; = —Msg conmy > 0

Dimostrazione. (i) Analizziamo prima I’ultima parte della relazione
. m .
precedente, sappiamo che 0 < ap < 5 e quindi tan(agy) = mgy > 0.

Se ay = T — a, allora tan(a;) = tan(m — a2) = —tan(as) =

64



Periodico di Matematica (V) Vol.I(1) aprile 2026, ISSN:2612-6745

—msy < 0, quindi m; = —ms. La bisettrice individuata dalle due
rette sara I’asse delle y di equazione z = 0 che non ¢ dotata di coeffi-
ciente angolare. Per il prosieguo torneranno utili le seguenti formule
riferite alle funzioni goniometriche inverse:

1
cos(arctan(z)) = ——— — VreR;
sin(arctan(zx)) 1jﬁ_$ Ve e R

in(arctan(z)) = —— Vax
V14 a?
3

y [apr + by =0

Fig. (1| - I grafici di due rette e la relativa bisettrice che forma un
o1 + Qo

angolo

e . . ™ .
(ii) Supponiamo che sia oy = 5 intanto ay = arctan(msy) e

quindi:
T T
§+Oé2 1—COS<§+O[2)
myp = tan = T =
2 sin (§ + a2>
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m
- 1 — cos (5 + arctan(m2)> 1+ sin (arctan(my))

sin <g + arctan(m2)> ~ cos(arctan(my))
m
A
m
:—1 2:m2+\/1+m§.

V14 m3

In forma compatta:

my =mg ++/1 + m3.

. . ™ .
(iii) Supponiamo che sia ay = bR intanto oy = arctan(m;y) + 7

e quindi:
T T
a1+§ 1—Cos<a1+§>
my = tan = = =
2 sin (a1 + —>
- 2
_ L= cos (arctan(ml) T §> 1 —sin (arctan(m;))
sin <arctan(m1) + 7+ g) — cos (arctan(my))
1 - \/%
= % =my — /1 +mi.

V14 m}

In forma compatta:

my =mq —+/1+m3.

(iv) Discussi i casi particolari da questo momento possiamo sup-
Vs Fs T
porre oy # ™ — g con 0 < g < E,conal 7é§con0§oz2 < 5

s s ) . )
e 5 < a1 < Tconaqy # 5 Per determinare il coefficiente angolare
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della bisettrice dell’angolo individuato dalle rette r; e 72 non dobbia-

a1 +a
mo fare altro che calcolare m;, = tan ( L 2> .

2

Distinguiamo tre casi a seconda del segno dei coefficienti ango-
lari m; € mao.

I CASO: Coefficienti angolari il primo positivo e il secondo
non negativo:

m m
0<041<§CO§@2<§

Sia oy = arctan(m;) e ag = arctan(my), per quello detto in
precedenza:

a1 + Qs 1 — cos(ag + az)
my = tan = - =
2 sin(ay + ag)

_1- [cos(aq) cos(ag) — sin(a) sin(as)]

sin(aq) cos(ag) + cos(a) sin(ae)
In forma compatta possiamo scrivere:

my = 1 — [cos(a) cos(az) — sin(ay ) sin(az)]

sin(ay ) cos(az) + cos(ay ) sin(az)

Sappiamo che oy € <0, %) e oy € [0,%). Utilizziamo le
seguenti formule per le funzioni goniometriche inverse:

1
cos(arctan(z)) = ——— Vz € R;
V1+ x?
sin(arctan(x)) = Y VzeR

Possiamo iniziare il calcolo, tenendo conto della relazione di m;
e delle relazioni appena scritte:

67



FE. Fernicola, G. Forlenza Bisettrice di un angolo e coppie ordinate ....

1— 1 1 _ mq mo
B Vitmi 1+mi  14+mi J1+ms)

my
mq ) 1 i 1 ) mo
V1iem? J14+4md3  J1+m? 1+ md
V14+mi T4+ md+mymy — 1
n mi + mo ’

Questa relazione sul coefficiente angolare della bisettrice di un
angolo si puo scrivere mediante matrici quadrate di ordine 2:

V1+m? Mo
—my \/1—|—m%

mi + Mo

-1

my =

Esempio 2.1. Verifichiamo la bonta della relazione considerando

3
la retta y = ?x che forma un angolo di 30° con il semiasse delle

ascisse positive e la retta di equazione y = \/3x che forma un angolo
di 60° con il semiasse delle ascisse positive. Ci aspettiamo che la
bisettrice formi un angolo di 45° e quindi m;, = 1. Controlliamo se

V3

la relazione ci restituisce il valore indicato considerando m; = —

3
em2:\/§:
3
vV1+3 % 2 ?
1 2
—V3 oy [1+= -3 =
HE Vs V3 4
V3
m = = =1
’ V3 44/3 44/3
Vit S S
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II CASO: Coefficienti angolari entrambi non positivi:

e m
§<041<7T€§<042<7T

Sia a; = arctan(my) + 7 = o + 7 e ay = arctan(my) + 7 =
aly + , per quello detto in precedenza:

o + ag) 1 — cos(a + az)
mp = tan = =

2 sin(ay + ap)
_1- [cos(ar)) cos(ady) — sin(ad)) sin(a)]

sin(a)) cos(ad) + cos(ar)) sin(ah)
In forma compatta possiamo scrivere:

my = 1 — [cos(cf)) cos(agy) — sin(a)) sin(as)]

sin(af)) cos(afy) + cos(a)) sin(ad)

Sappiamo che oy, as € (g, 7r>. Utilizziamo le seguenti formule

per le funzioni goniometriche inverse:

cos(arctan(x)) = Vo e R;

1
V1 + x?
sin(arctan(z)) = —— Vzr €R

Jita

Possiamo iniziare il calcolo, tenendo conto della relazione di m;
e delle relazioni appena scritte e le relazioni sugli archi associati su
angoli che differiscono di 7 radianti:

1— 1 ) 1 _ my ) mo
V1i+em? J14+md  J1+m} /1+m} B

my —

( my ' 1 n 1 S My )
V1i+em? J14+4md3  J1+m? 1+ md
VI4+md /T4 md+mymy — 1
B my + moy '

Questa relazione sul coefficiente angolare della bisettrice di un
angolo si puo scrivere mediante matrici quadrate di ordine 2:
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\/1+m% mo
—my \/1—{—771,%

m1+m2

-1

my =

Esempio 2.2. Verifichiamo la bonta della relazione considerando la

3
retta y = —?x che forma un angolo di 150° con il semiasse del-

le ascisse positive e la retta di equazione y = —+/3x che forma un
angolo di 120° con il semiasse delle ascisse positive. Ci aspettia-
mo che la bisettrice formi un angolo di 135° e quindi m, = —1.

Controlliamo se la relazione ci restituisce il valore indicato conside-

3
rando m, = —\/?— emy = —/3:

3 &
— 3_\/3 _4\/3 _4\/5
3 3 3

III CASO: Coefficienti angolari discordi ovvero il primo ne-
gativo e il secondo non negativo:

« T e (6%
2 1 = 2 9

Sia oy = arctan(my) + 7 = o} + 7 e ag = arctan(ms), per
quello detto in precedenza:

a1 + g 1 — cos(a; + az)
mp = tan = :
2 sin(oy + ap)
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1 —[—cos(a)) cos(az) + sin(a]) sin(as)]

— sin(a)) cos(ag) — cos(a]) sin(az)
In forma compatta possiamo scrivere:

y — 1 — [— cos(a)) cos(az) + sin(]) sin(as)]

— sin(a)) cos(ag) — cos(a]) sin(az)

Sappiamo che a; € (g,ﬂ'> e g € [0, g) Ora ci sono delle

formule per le funzioni goniometriche inverse che sono le seguenti:

cos(arctan(zx)) Vo e R;

1
N \/1—x|—a:2
- V1422

Possiamo iniziare il calcolo, tenendo conto della relazione di my,
e delle relazioni appena scritte e le relazioni sugli archi associati su
angoli che differiscono di 7 radianti:

sin(arctan(zx)) Ve e R

1— . 1 ) 1 i mq ) mo
V1i+em? J14+md3  J1+md /1+m}

my —

B mi ) 1 B 1 ) mo
V1i+em? J14+4md  /1+m? 1+ m?

= o =

_mlmg—\/l—i—m%-\/l—i—m%—l

N mi + mo

my

Questa relazione sul coefficiente angolare della bisettrice di un
angolo si puo scrivere mediante matrici quadrate di ordine 2:

mq \/1—|—m%

-1
1+m? mo

my1 + Mo
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Esempio 2.3. Verifichiamo la bonta della relazione considerando la
retta y = —\/3x che forma un angolo di 120° con il semiasse delle

: . . : 3
ascisse positive e la retta di equazione y = ?x che forma un an-

golo di 30° con il semiasse delle ascisse positive. Ci aspettiamo che
la bisettrice formi un angolo di 75° e quindi my, = /3 + 2. Control-

liamo se la relazione ci restituisce il valore indicato considerando
V3

mp = — 3em1:?:
1 2
—3 14+ = —/3 —
V3 4/ +3 V3 7
vi |t Vi !
V143 5 2 3

3
43

) B

3
_2\/5 \/_

3

Per terminare con la rassegna degli esempi riportiamo anche si-
tuazioni che si riferiscono agli ultimi due casi contemplati nella re-
lazione esposta nella proposizione:

3
Esempio 2.4. Consideriamo la retta y = ———ux che forma un an-

golo di 150° con il semiasse delle ascisse positive e la retta di equa-
zione v = 0 che forma un angolo di cos = 90° con il semiasse delle
ascisse positive. Ci aspettiamo che la bisettrice formi un angolo di
120° e quindi my, = —+/3. Controlliamo se la relazione ci restituisce

V3

il valore indicato considerando m; = —?:
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3
v3 -

mp = Mmy — 1+m%:>mb——?— § 1=
3 2v3
V3 2v3 my = —/3.
3 3
Esempio 2.5. Verifichiamo la bonta della relazione considerando la
retta y = —\/3x che forma un angolo di 120° con il semiasse delle
3
ascisse positive e la retta di equazione y = ?x che forma un an-

golo di 30° con il semiasse delle ascisse positive. Ci aspettiamo che
la bisettrice formi un angolo di 75° e quindi my, = /3 + 2. Control-
liamo se la relazione ci restituisce il valore indicato considerando

V3
mp; = —v3emyg = —:

3

Le bisettrici di un triangolo

Fissato un sistema di riferimento monometrico ortogonale nel
piano, consideriamo tre rette {r;};<;<3 che non formano un fascio
proprio di rette e siano a due a due incidenti; in tal caso le tre rette
individuano un triangolo i cui vertici li indichiamo con A;; con < j
e il punto A;; si ottiene come intersezione tra la retta r; N r; ovvero
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{A;;} = r;Nr;. Nel prosieguo vogliamo prendere in considerazione
coppie ordinate di rette e per tale motivo ci apprestiamo a descrivere
il procedimento per operare tale scelta. Sappiamo che esiste un’u-
nica circonferenza v che ha centro nel circocentro C' e opportuno
raggio r che passa per i tre vertici del triangolo individuato dalle tre
rette. Noi consideriamo un’altra circonferenza concentrica a v con
raggio r + € con € > 0 e la indichiamo con +'. La circonferenza ~/
interseca ciascuna delle rette r; in due punti, su tale circonferenza ~’
fissiamo come verso di percorrenza quello antiorario. Un qualsiasi
punto P che descrive la circonferenza 7' seguendo il verso antiorario
intersechera tali rette nelle coppie ordinate (19, 71), (73,72) € (r1,73).
Possiamo dare la seguente:

Definizione 2.1. Una coppia ordinata di rette (r;,r;) si dice inver-
siva se o(r;) > a(r;) ovvero I’angolo che r; forma con il semiasse
delle ascisse positive e maggiore dell’angolo formato da r;; in caso
contrario la coppia (r;,7;) si dice non inversiva. Diremo inversivo
un vertice del triangolo individuato da una coppia di rette inversiva.

Fig. [2|- Triangolo individuato da tre rette che non formano un fascio
proprio a due a due incidenti

Esempio 2.6. [/ vertice A;, ¢ inversivo (guardare la figura alla pagi-
na successiva) in quanto determinato dalla coppia (rs, 1) che risulta
inversiva. Il vertice Asg & non inversivo in quanto determinato dalla
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coppia (r3,72) che risulta non inversiva e infine il vertice A3 é non
inversivo in quanto determinato dalla coppia (r1,r3) che risulta non
inversiva.

Osservazione 2.1. Le bisettrici degli angoli interni al triangolo sono
ortogonali alle bisettrici degli angoli esterni.

Proposizione 2.2. Sia A;; un vertice di un triangolo con i < j indi-
viduato dalle rette r;Nr;. Se la coppia (r;, ;) non é inversiva, allora
my, si determina con le relazioni della Proposizione 1. Se il vertice
A;; e inversivo allora vale quanto segue:

a) o(r;) > a(r;) con m; = —my, allora m;, = 0.

b) a(r;) > a(r;) con m;, m; > 0 oppure m;, m; < 0, allora:

mi \/1+m§

-1
1+m? mo

my =
mq +m2

c) a(r;) > a(r;) conm; # —mj, m; < 0em; >0, allora:
\/ 14 m% mo
—my \/ 1+ m% B

my + ma

my =

Dimostrazione. Se il vertice non ¢ inversivo le equazioni delle rette
r; € 1, determinano un angolo traslato con vertice nell’origine del
riferimento e conservano lo stesso coefficiente angolare. Se il vertice
¢ inversivo, allora 1’angolo traslato ¢ quello esterno al triangolo. Nel
caso m; = —m; la bisettrice ¢ una retta verticale e di conseguenza la
bisettrice dell’angolo del triangolo ammette retta orizzontale, m = 0
e vale a). Nel caso m; # —m,, basta osservare quanto affermato
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nella Proposizione 1 con m;, m; > 0 oppure m;, m; < 0 e vale b).
Infine, se i coefficienti sono discordi con m; # —m; e m; < 0,
m; > 0 allora vale caso c). O

Esempio 2.7. Le rette di equazionir, : x+y =0, : t—4y—5=10
ers: x+6y—>5 =0 individuano un triangolo nel piano cartesiano.

Determinare I’equazione della bisettrice dell’angolo formato dalle
rette r9 € T3.

) 1
La retta 5 ha un coefficiente angolare m, = 1 e la retta r3 ha

un coefficiente angolare ms = ~5 Se uno segue il verso antio-

rario intercetta prima la retta 3 e poi la retta 5 e quindi il vertice
Ass € inversivo, per calcolare il coefficiente angolare della bisettrice
dobbiamo utilizzare la relazione:

V37 1
\/ 1+ m% mo 6 4 —1
1 1 V17
—my 14+ m3 6 1
24

V3T-VIT 1
T o o VAT VT2
2 - 9 '
24
Non ¢ difficile verificare che le rette si intersecano nel punto
P = (5,0) e di conseguenza I’equazione della bisettrice &:

y:m'\/;_?_%(aj—@.
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